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APPROXIMATION BY TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS
TO FUNCTIONS BELONGING TO LIPSCHITZ CLASS

Musa KAYA
ABSTRACT

Let f be a 2x periodic function and let

2z Yp
L,=L,[0,27]= f:[i“f(x)‘pdx] <o

for p>1. In this studying, the results on the degree of approximation to functions
belonging to Lipschitz class is obtained by C, -method obtained by deleting a set of

rows from the Cesaro matrix in Lp norm.
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

z Toplam isareti (Sigma)

A Her

= Tanim olarak esittir.

< Kiiciik

> Biiyiik

< Kiiciik esit.

> Biiyiik esit

N* Pozitif dogal sayilar kiimesi.

R Reel sayilar kiimesi

C Karmasik sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi

0 Landau sembolii

o(f,u) f nin birinci mertebeden stireklilik modiili
o(u) Stireklilik modiilii

(C.1) Cesaro metodu

C, Cesaro alt metodu

N, Norlund metodu

R, Riesz metodu

N’ Nérlund alt metodu

R’ Riesz alt metodu

AMDS Hemen hemen azalan dizilerin sinifi

AMIS Hemen hemen artan dizilerin smifi

HBVS Bas kismi1 sinirli varyasyonlu dizilerin smifi
RBVS Kalan kism1 simirli varyasyonlu dizilerin smifi
AMDMS Ortalamas1 hemen hemen azalan dizilerin sinifi
AMIMS Ortalamas1 hemen hemen artan dizilerin sinifi
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1. GIRIS
f» 2r periyodik bir fonksiyon ve p>1 i¢in L, smifi

2r YVp
1 »
L,=L,[0.22]=1f: |/], [gf |7 () dx] <o

bi¢iminde tanimlanir. Buna gore feL , ( p= 1) olmak tiizere bir x noktasinda f 'nin

Fourier serisinin kismi toplami
1 n n
s, (f3x) =54 + > (@, coskx+b,sinkx) =D A, (f3x)
k=1 k=0
bigimindedir.
S €L, nin stireklilik integral modiili
1 o » Yp
o (u; f)=sup s— x+h)- f(x) dx
)= s S o) = o)
ile tanimlanir. Buna tanima gére o >0 ve p>1 i¢in,
o, (u:.f)=0(u")
ise f fonksiyonu Lz'p(a, p) sinifindandir denir.
Fourier seri teorisinde ve fonksiyonlara yaklasim teorisinde temel

problemlerden biri, belli yontemler ile verilen fonksiyonlar uzaymda yaklasimin

derecesini incelemektir. 1928 yilinda G. H. Hardy ve J. E. Littlewood tarafindan;

Lip (a, p) (0<a <1, p>1) smifinin, n. dereceden trigonometrik polinomlar ile

O(n‘“) hata ile p. kuvvetten orta anlamda yaklasilabilen f (x) fonksiyonlarmin
sinifina 6zdes oldugu ispatsiz olarak verilmistir [Hardy ve Littlewood, 1928]. Buna
ek olarak Hardy ve Littlewood bu yaklagimin f (x)’in Fourier polinomlar1 ile
yapilabilecegini belirtmislerdir (1< p <o0).

Bu baglamda, karsilasilan 6nemli sonuglardan biri Quade’ye aittir [Quade
1937]. Quade, Hardy ve Littlewood tarafindan yukarida bahsedilen konjonktiir
tizerinden yola ¢ikarak s, ( f ;x) toplamu ile Lz'p(a, p) simifindan olan fonksiyonlara
yaklagimim derecesi {lizerine sonuglar elde etmistir. Daha sonraki yillarda, pek ¢ok

matematikc¢i tarafindan, Quade’nin bazi sonuglarindan daha kesin degerlendirmeler

iceren bazi ¢caligmalar yapilmistir. Bunlar icerisinde en 6nemlilerinden biri Chandra
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tarafindan verilen sonuglardir [Chandra, 2002]. Chandra, Norlund ve Riesz metotlari

ile Lz'p(a, p) smifindan olan fonksiyonlara yaklasimin derecesini bu metotlarin

icerdigi diziler iizerinde monotonluk kosulunu goz oniinde tutarak vermistir. 2005
yilinda Leindler ayni problemi diziler iizerindeki monotonluk kosulunu zayiflatarak
ele almistir [Leindler, 2005].

Biliyoruz ki Norlund ve Riesz metotlar1 bu teoride dnemli bir yere sahip
olan Cesaro metodunun bir genellestirmesidir. Yukarida bahsedilen ¢alismalar1 g6z
oniinde tuttu§umuz zaman dogal olarak, bu yaklasim yontemlerinin ve sonuclarin
nasil genellestirilebilecegi sorusu ortaya c¢ikar. Bunu iki olas1 sekilde yapmak
miimkiindiir. Ik olarak, toplanabilme ydntemleri g6z niinde tutularak bu problemler
ele almabilir. ikinci olarak ise dizi siniflarmi genisleterek, yani monotonluk kosulunu
zayiflatarak bu yapilabilir. Bu tez ¢alismasinda her iki durum g6z 6niinde tutularak
yukarida bahsedilen problem ele alinmig ve ilgili sonuclar Bulgular ve Tartisma
kisminda verilmistir. Bu calismada ele alinan toplanabilme yontemleri asagidaki
gibidir:

F dogal sayilar kiimesinin sonsuz bir alt kiimesi ve pozitif tamsayilarin

kesin artan bir dizisinin goriintiisii olmak iizere F = {A(n)}j:] olsun. Reel ya da

kompleks sayilarin bir {xk} dizisi i¢gin C, Cesaro alt metodu

(sz)n :mZxk, (n :1,2,...)

ile tanimlanir. C, metodu, Cesaro matrisinden satirlarin bir kiimesini silerek elde
edilir. Boylece C, metodu (C,l) Cesaro metodu’nun bir alt dizisi olur ve dolayisiyla

herhangi bir A i¢in regiilerdir. C, metodunun temel Ozellikleri [Armitage ve

Maddox, 1989] ve [Osikiewicz, 2000] ¢alismalarinda bulunmaktadir.

C, metodu go6z Oniine almarak NoOrlund ve Riesz toplamlarmmn alt
metodlar1 asagidaki gibi verilmistir [Deger vd., 2012]. Buna gore l(n) >n olmak

uzere

A(n) A(n)

1
Nl(fx P zpl(n) —m m fx) ve Rl fx zpm m

A(n) m=0 l(n) m=0

seklinde tanimlanir. Burada,
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sin (n + ]t "
L (f3x) —Ifx+t . (t)dt ve D, (1) = 2s1nkt
2s1n( ]
2
Ayrica P, = py+p +p,+..+p,,, 20 (n20) ve p., =P =0 olarak almr.
A(n)=n durumunda, N;(f;x) ve R(f;x) metotlar1 klasik olarak
bilinen Norlund ve Riesz toplamlaridir. Bundan bagka yukaridaki toplamlar V7 i¢in

p, =1 oldugunda

, 1 2(n)
o, (f;X)=M )+1§sm(f

C, metodunu verecektir. Diger yandan C, metodunda A(n)=n alinrsa

o, (/f1x)= 5 (f3x)

n+1m0
esitligi ile Cesaro toplamin1 verecektir.

Dikkat edilmelidir ki ele alman yontem Onceki yontemlerin bir
genellestirmesidir.

Ikinci genellestirme asagida verilen dizi siniflaria gore yapilmistir. Buna
gore u = {u,} negatif olmayan bir dizi ve

1 n
CI:(Cn):m ~

olsun. Her n>m i¢in Ku, >u, (u,<Ku,) kosulunu saglayan sadece u dizisine
bagh bir K=K (u) >(0 sabiti varsa, u dizisine hemen hemen monoton artan
(azalan) bir dizi denir ve kisaca u € AMIS (u € AMDS)) ile gosterilir. Bu kavram S.
N. Bernstein tarafindan verilmistir [Zygmund, 1959]. Eger C € AMDS (C € AMIS )

ise, 0 zaman u dizisine ortalama anlamda hemen hemen monoton azalan (artan) dizi
denir ve C € AMDMS (C € AMIMS) olarak gosterilir [Mohapatra ve Szal, 2012].

Sifira yakmsayan bir u dizisi, biitiin £ dogal sayilar1 i¢in

Slanlsk @ [Shcl<x@
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ozelligine sahip ise u dizisine Kalani Smirli Varyasyonlu Dizi (Ortalamasinin
Kalant Sinirli Varyasyonlu Dizi) denir ve kisaca u € RBVS (ue RBVMS) ile
gosterilir. Kalan1 sinirli varyasyon kosulu ilk olarak Leindler tarafindan verilmistir.
[Leindler, 2001].

Bir u dizisi biitiin £ dogal sayilar1 i¢cin veya u dizisinin sifir olmayan

terimleri sonlu sayida sifirdan farkli son terimi u, olmak tlizere sadece biitiin £ <N

i¢in

f— -
Slau <Ky (imcm
m=1

<K (u) C k]
o
ozelligine sahip ise u dizisine Baslangic1 Smirli Varyasyonlu Dizi (Ortalamasmin
Baslangic1 Siirli Varyasyonlu Dizi) denir ve u € HBVS (u € HBVMS) ile gosterilir.
Bu dizi siniflar1 igin
RBVS ¢ AMDS, RBVMS c AMDMS
HBVS c AMIS,  HBVMS c AMIMS

ve
AMDS c AMDMS
AMIS < AMIMS
icerme bagntilar1 saglanir [Mohapatra ve Szal, 2012].
Negatif olmayan ve azalmayan (artmayan) diziler, hemen hemen monoton
azalan ( artan ) dizilerin alt kiimesi oldugu aciktir. Bu icermeleri g6z 6niinde tutarak

hem monotonluk kosulunu zayiflatip hem de p=>1 i¢in L, smifina ait olan
fonksiyonlarm Fourier serilerinin  C, -metodu ile Lipschitz smifindan olan
fonksiyonlara yaklagimin derecesi elde edilecektir. Ozellikle, N/ (f5x) ve R} (f;x)

trigonometrik polinomlari ile f € L, nin yaklasiminin derecesi 6n plana ¢ikacaktir.

Materyal ve Yontem kisminda ilk olarak bazi temel kavramlar ele alinacak,
daha sonra bazi fonksiyon uzaylar1 ve bu uzaylar ile ilgili 6zellikler verilecektir.
Ayrica yaklasim teorisiyle iligkili kavramlar ve bazi temel teoremler sunulacaktir.

Bulgular ve tartisma kisminda tez ¢alismasinda ortaya ¢ikan sonuclar ve bu
sonuglarin ispatlar1 sunulacaktir. Ayrica elde edilen sonuglar dnceki sonuglar ile

karsilagtirmali olarak verilecektir.
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Sonuglar ve Oneriler bu tezin son boliimiinii olusturacak ve burada tez
calismasinda elde edilen sonuglarm bir derlemesi verilecektir. Oneriler kisminda ise

ele alinabilecek bazi problemler sunulacaktir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI
Yaklasimin temel problemlerinden birini, verilen bir X wuzaymda, bu

uzaym bir ¢ alt kiimesindeki basit bir ¢ fonksiyonuna yeteri derecede yakin olan bir
f fonksiyonunun bulunmast olusturur. Bu problemin ¢oziimiinde dikkat edilmesi
gereken {i¢ temel unsur s6z konusudur. Birincisi, X uzaylarmin hepsi genellikle

C=Cla,b], L, yada fonksiyonlarm diger Banach uzaylari gibi bir normlu uzaydur.

Ikinci olarak ¢ den f ye olan uzaklik X deki || f —go” normu ile Ol¢iilebilir. Son

olarak buradaki yaklasgimi miimkiin kilan, ¢ kiimesindeki 6zel fonksiyonlari

tanimlamak zorundayiz. Bu fonksiyon smiflar1 ile ilgili ¢cok c¢alisma mevcuttur.
Ancak asagida bahsedecegimiz ii¢ sinif teorideki temel smiflar1 olusturmaktadir

[Devore ve Lorentz, 1993]
1) Kompakt bir [a,b] arahigmdaki fonksiyonlar i¢in g, , derecesi n yi
agmayan biitiin cebirsel P polinomlarmin uzay: olmak iizere ¢ = g, segilir.

Burada

P(x):=P,(x)

I
g
»Q

=
=

2) T cemberi lizerinde tanimli fonksiyonlar igin ise, 7, , derecesi n yi
asmayan biitiin trigonometrik 7" polinomlarinin smifi olmak lizere ¢ =7,

secilir. Burada
T(x)::T,,(x):a—;+ (a, cos kx +b, sin kx).
k=1
3) Ugiincii 6nemli siif splines denilen parcali polinomlarin olusturdugu
siniftir.
Ozellikle yukarida bahsedilen ikinci smif bu calismada dnemli bir yere
sahiptir. Bu smiflar1 g6z Oniinde tutarak yaklasim teorisinde 1yi bilinen

Weierstrass’in iki temel teoremi asagidaki gibidir [Devore ve Lorentz, 1993].
Teorem 2.1. [Weierstrass, 1885] [a,b] araligmda tamimh her reel degerli siirekli
fonksiyona cebirsel polinomlar ile diizgiin olarak yaklasilabilir. Yani, her £ >0 i¢in

‘f(x)—P(x)‘<e, a<x<b

olacak sekilde bir P € g, cebirsel polinomu vardir.
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Teorem 2.2. C (T ) , T 1tizerindeki stirekli fonksiyonlarin uzayi olsun. Her bir
feC(T) ve her ¢ >0 i¢in

‘f(x)—T(x)‘<e, xeT
olacak sekilde bir 7 €7, vardr.

Yukaridaki iki teorem yaklagimin hiziyla ilgili bilgi icermez. Bu teoremler
yaklagimm varligini1 ortaya koymasi agisindan 6énemlidir. Burada yaklagimin nasil
gelistirilebilecegi ile ilgili bir soru ortaya ¢ikar. Eger yaklasimm hizi ile ilgili bir
degerlendirme elde edilebilirse, bu durumda yaklasimin derecesinden sz edebiliriz.
Bu sorunun cevabi en iyi yaklasim denilen kavram ile ilgilidir:

X reel veya kompleks cismi lizerinde bir Banach uzay1 ve Y, X in bir

kapali lineer alt uzayi olsun. Her bir fe€ X i¢in Y deki elemanlar ile f nin
yaklagiminin hatasi

E(f)=E(f.Y), =inf]f P 0
ile gosterilir. £ ( f ) , f nin siirekli bir fonksiyonudur. (1) ifadesindeki infumum bir
P =P, i¢in elde edilirse, ¥ den olan bu F,’a, f ye en iyi yaklasim denir. X,, X in
sonlu boyutlu alt uzaymi gostermek iizere, E ( f ) nin n ye bagimliligin1 ortaya

koymak istedigimiz zaman E( /') yerine E, (f) yazariz [Devore ve Lorentz, 1993].

Bir tek f fonksiyonu verildiginde, onun yaklagim hatasi i¢in kesin bir

formiil elde etmek genellikle miimkiin degildir. Bundan dolay1 fonksiyon smiflari

one cikmaktadir. Ornegin, K, T iizerinde tanimli fonksiyonlardan olusan X

Banach uzaymin bir alt kiimesi olsun. £, ( f ) , trigonometrik polinomlar ile f e X

nin yaklagimimin hatasi ise, 7, sinifindaki fonksiyonlar ile K nimn yaklasim hatasi
E,(K), = quEn (f)

formiilii ile tanimlanir.

Yaklasimin derecesi lizerine teoremler, yukarida bahsedilen temel yaklagim
smiflar1 ile verilen reel degerli fonksiyonlar icin ortaya koyulur. Yaklagim
teoremlerinin iki temel tip1 vardir. Bunlardan birincisi, direk yaklasim teoremleri de

denilen T iizerindeki diizgiin trigonometrik yaklasim ile iliskili olan Jackson (1912)
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teoremleri, digeri ise ters teoremler de denilen Bernstein teoremleridir [Cheney,

1982].

Farkli uzaylarda s, (f;x) toplammimn yaklagimmimn derecesi, Quade [Quade,
1937], Zygmund [Zygmund, 1959], Chandra [Chandra, 1986, 1990, 2002], Leindler
[Leindler, 2005] gibi pek ¢ok matematikgi tarafindan caligilmistir.

S, 2m periyotlu bir fonksiyon ve p=1 i¢in fel =L, (0, 27[) olsun.
Biliyoruz ki, Lebesgue uzayi olarak da bilinen L, uzayr p >1 i¢in yukaridaki norm
ile bir Banach uzayidir. Bu uzaydaki normu ve bu uzaydan olan bazi fonksiyonlarin

olusturdugu Lz'p(oc, p) (0<a <1, p=1) smifin1 goz Oniinde tutarak, 1928 yilinda G.
H. Hardy ve J. E. Littlewood tarafindan ortaya atilan bakis agis1 altinda Quade, L,
normunda Lip (a, p) (0<a <1, p21) smifindan olan fonksiyonlara bazi kosullar

altinda n-inci mertebeden Cesaro toplami ile yaklasimin hizim O(n‘“) ile

degerlendirmistir [Quade, 1937].
Daha sonraki yillarda Quade’nin bu g¢alismasi daha genel trigonometrik

polinomlar i¢in P. Chandra tarafindan gelistirilmistir Chandra 1986 yilinda Riesz

ortalamalar1 ile L, mnormunda Lip (a, p) (0<a<l, p=21) smifindan olan

fonksiyonlara bazi kosullar altinda yaklagimi ele almistir [Chandra, 1986]. 1990
yilinda Chandra,

k=0 73

D, (1) =—— == Y sin (k). 5, (£3x)=— [ f (x+1) D, (1)
2sin(]

ve
P=p,+p+p,+..+p #0 (nZO); p,=P,=0

olmak iizere, Cesaro toplamindan daha genel olan

n

N (F5) =5 2Pt (£:3) e R, (F:3)= 5 2 s (1)

trigonometrik polinomlari ile bazi kosullar altinda yaklagimin derecesini ele almistir

[Chandra, 1990]. 2002 yilinda Chandra Norlund ve Riesz ortalamalarindaki pozitif
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(p,) dizisi lizerindeki monotonluk kosulunu g6z Oniinde tutarak Quade’nin
calismasini genisletmistir [Chandra, 2002].

2005 yilinda Leindler Chandra’nin [Chandra, 2002] ¢alismasmi AMDS ve
AMIS dizi smiflarim1 géz Oniinde tutarak ele almistir. Bu c¢alismada (p,) dizisi
iizerindeki monotonluk kosulu zayiflatilarak, “hemen hemen monoton diziler” igin
Chandra’nin ¢aligmas1 daha genis dizi smiflarina gore genisletilmistir [Leindler,
2005].

[Deger vd, 2012] ¢alismasinda birinci boliimde verilen alt metodlar ile

Chandra’nin yapmis oldugu ¢alisma (p,) dizisi lizerindeki monotonluk kosulu goz

oniinde tutularak incelenmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde yaklasim teorisi ve Fourier seri teorisindeki temel kavramlar ve
bir takim 6zellikler verilecektir.

Analizde ve uygulamali matematikte, bir dizinin indeksi sonsuza
yaklasirken o dizinin davranisinin  belirlenmesi  veya bir fonksiyonun
parametrelerinden birinin 6zel bir degere yaklasirken o fonksiyonun davranisinin
belirlenmesi hakkindaki problemlerle sik sik karsilasilir. Matematigin bu tip

problemlerini inceleyen dalina asimptotikler denir.

Buna gore,
1 1 . -
logn!~ (n +§] logn—n +§log 27 (Stirling formiilii) (3.1
1 1 1 .
1+§+§ +---+—~logn (Harmonik sayilar) (3.2)
n
ve
. 1
L s1n(n+2]t 4
— [F———ar~ —logn  (Lebesgue Sabiti) (3.3)

0 sinit

gibi ornekler bu konunun ana kismini olusturmaktadir. Buradaki ~ isareti n — oo
iken sag taraf ile sol tarafin boliimiiniin 1 e yaklasmas1 anlaminda kullanilwr. (3.1)-
(3.3) ifadelerindeki gibi formiillere asimptotik formiiller veya asimptotik esitlikler
denir [Wong, 2001].

~,0 ve O Sembolleri

x > iken bilinen bir ¢(x) fonksiyonuna gore arastwilan bir f(x)
fonksiyonunun davranigini anlatmak i¢in Bachmann ve Landau’ya gore bilinen ~,0
ve O sembolleri kullanilir. Ik olarak x in reel bir deger oldugunu kabul edelim.
Sonsuzda ¢(x) fonksiyonu sifira, sonsuza veya diger davramiglara sahip olabilir
[Wong, 2001]. Buna gore,

i f(x)/¢(x)—>1 ise,
f(x)~ (%) (x =)

10



Kaya, M., 2014, Lipschitz Sinifindan Olan Fonksiyonlara Trigonometrik Polinomlar ile Yaklasim, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi.

ya da kisacasi belirsizlik olmadiginda f ~ ¢ ile gosterilir ve “ f, ¢ ye asimptotiktir”

veya “¢, [ ’ye bir asimptotik yaklasimdir” seklinde okunur.
ii. f(x)/¢(x)—>0 ise,
S (x)=0{g ()] (x—>)
ya da kisacast f =o(g) ile gosterilir ve “ f, ¢ den daha kiigiik mertebedendir”

seklinde okunur.
iii. ‘f(x)/gb(x)‘ smirli ise,
f(x)=0{g(x)} (x—e0)
yada f = O(¢) ile gosterilir ve ““ £, ¢ ’yi asmayan mertebedendir” seklinde okunur.
Bu tanimlarin 6zel durumlari olan f =o(1) (x > ); x >0 iken f nin

sifira yaklagtigi anlammda ve [ =0(1) (x> ) ise, x > iken |f| nin smirh

oldugu anlamindadir.

¢(x) fonksiyonunun reel ve pozitif olmadigir durumda, bazi yazarlar tanimi

verirken modiil igaretini kullanir. Bu durumda Tanim (i1)-(ii1), f (x) = 0(‘¢(x)‘) ve

f (x) = O(‘¢ (x)‘) seklinde wverilir. Yukarida verilen kavramlara Ornek olarak
asagidakiler verilebilir: x — oo olmak tizere
(x+1)2~x2, izo(lj, sinhx:0(e").
3.1. SUREKLILIK MODULU
[a,b] araliginda siirekli bir f* fonksiyonu i¢in birinci mertebeden siireklilik

modiilii veya basit olarak siireklilik modiilii u €[0,b—a] olmak iizere

a)(u):a)(u;f;[a,b]):ags)ggh‘f(x+h)—f(x)‘ = sup ‘f(x,)—f(xz)‘

‘xz —x;|<u
0<h<u XX, €] a,b]

esitligi ile tanimlanar.

Bu tanimma gore, sabit her bir ue[O,b—a] icin bir f fonksiyonunun

a)(u; f ;[a,b]) siireklilik modiilii, [a,b] arahiginda olan u uzunlugundaki keyfi bir

parcada fonksiyonun maksimal saliniminin genisligini gosterir.

11
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Bu tanim fonksiyon (—oo,oo) araliginda diizgiin siirekli ise yine gecerlidir.
Bununla ilgili baz1 6rnekler asagidaki gibidir.
Ornek 3.1.1.

x e(—o,) igin f(x)=Ax+B olsun. Bu durumda, herhangi bir u >0
i¢in,

o(u)= sup ‘A(x+h)+B—Ax—B‘:sup|Ah|:|A|u.
—00< X <00 0<h<u
0<h<u

Stireklilik modiiliiniin 6zellikleri asagidaki gibidir :

e w(0)=0

e (u),[0,b—a] iizerinde azalmayan bir fonksiyondur.

o o(u),[0,b—a] iizerinde siirekli bir fonksiyondur.

. a)(u) yar1 toplamsal bir fonksiyondur. Yani herhangi bir u, 20 ve

u, >0 i¢in
o(u,+uy)<o(u)+o(u,),
ozellikleri saglanir.
Bir f fonksiyonu [O,b - a] aralig1 lizerinde bu dort 6zellige sahipse, f

fonksiyonunun a)(u; f,[O,b—a]) sireklilik modiili  f(u) ile cakisir. Yani

a)(u; 1.[0,6- a]) = f(u) olacaktir. Bununla ilgili bilinen bazi Srnekler asagida
verilmistir [ Stepanets, 2005].

a)(u) siireklilik modiiliiniin yar1 toplamsallik 6zelliginden herhangi bir
neN icin

o(nu)<no(u),
ve keyfi >0, (A+1)ue[0,b—a] i¢gin
o(Au)<(A+1)o(u)

oldugu kolayca elde edilir [Stepanets, 2005].
Ornek 3.1.2.

K >0 sabit bir say1 ve 0<a <1 olmak iizere >0 i¢in K¢* formundaki

biitlin fonksiyonlar siirekliligin modiiliidiir [Stepanets, 2005].

12
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f fonksiyonu [a,b] araliginda taniml bir fonksiyon M >0 ve O<a <1

olsun. Her x, 7 €[a,b] igin

‘f(t)—f(x)‘ SM|t—x|a

kosulu saglanirsa f* Lipschitz smifindandir denir ve f € Lip,,a ile gosterilir. Ayrica
tanimdan kolayca gorilir ki, f eLip,,a olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul
0} ( f;o ) <MS” esitsizliginin saglanmasidir.

S € L, nin stireklilik integral modili

| oo L,
o, (8 )= oi‘;lzﬁ{gfo | (x+h)- 1 (x) dx}
ile tanimlanir. Buna gére o >0 ve p =1 i¢in,
,(5;f)=0(5%)

ise feLip(a,p) dir.
3.2. PARCALI SUREKLI FONKSIYONLAR

Reel degerli bir f fonksiyonunun bir x, noktasindaki sag ve sol limitleri,

€ >0 olmak iizere sirasiyla

f(x;)=lim f (x, +¢),

£—>0

f(x)=1lim f(x,—¢)

£—0
esitlikleri ile tanimlanar.
Tanim 3.2.1. (Diizgiin Stireksizlik Noktast).

Bir f fonksiyonunun bir x, noktasindaki sag ve sol limitleri sonlu degerler
olup bu iki deger birbirinden farkl ise, x, noktasma f fonksiyonunun bir diizgiin
stireksizlik noktas1 denir. Eger f fonksiyonu x, noktasinda siirekli ise,

fx)=1(%)=1(x)
dir.
Tanmim 3.2.2. (Par¢ali Siirekli Fonksiyon).

Bir [a,b] arahgnda sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktas: disinda siirekli

olan bir fonksiyona o aralikta parcali siirekli denir.

13
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Ornek 3.2.1.

x , 2Z<x<l

X -1, 1<x<3

f(x):x2+M ve g(x):{ )

X

fonksiyonlarmin her ikiside [—2,3] araliginda parcali stireklidir.
f fonksiyonu x, =0e[-2,3] ve

g fonksiyonu ise x, =1€[-2,3]

noktalarinda diizgiin siireksizliklere sahiptir.
Ornek 3.2.2.
1

(x)= ve g(x):sin(xizj

x—=2

fonksiyonlar1 [2,4] araliginda parcalr siirekli olamazlar. Ciinkii her iki fonksiyon

icinde f (2+) ve g(2+) limitleri sonlu olarak tanimlanamaz.
3.3. PERIYODIK FONKSIYON

f, [a,b] arahginda parcali siirekli bir fonksiyon olsun. VxeR igin
f (x + p) =f (x) olacak sekilde sifirdan farkli bir peR varsa f’ye periyodik
fonksiyon p ye de f’nin periyodu denir. En popiiler periyodik fonksiyonlar
trigonometrik olanlar yani sinx, cosx, tanx,... fonksiyonlardwr. p, f (x)
fonksiyonunun periyodu ise o zaman 2p,3p,4 p,...sayilar1 da periyot olur. Yani,

f(x+p)=1()

f(x+2p):f[(x+p)+p] :f(x+p):f(x)

f(x+3p) :f[(x+2p)+p] :f(x+2p) :f(x)

f(x+np):f[(x+(n—l)p)+p} :f(x+(n—1)p):f(x) )
Buradan goriiliiyor ki, n herhangi bir tamsay1 olmak iizere f(x+np)= f(x) dir.

Bu demektir ki p, f’nin bir periyodu ise, p nin tim katlar1 da f nin bir

periyodudur.

14
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Periyodik bir f* fonksiyonunun pozitif p periyotlar1 arasinda bir en kii¢iigii
varsa ona f ’nin asli periyodu ya da temel periyodu denir. Asli periyot 7 ile

gosterilir ve ona kisaca periyot denilir.
Ornek 3.3.1.
k=0,F1,F2,... i¢in

sin(x+2kz)=sinx,  cos(x+2kx)=cosx
tan(x+kz)=tanx ,  cot(x+kx)=cotx

esitlikleri Vx e R i¢in dogrudur. 2k7z lerin en kiiclik pozitif degerlisi 27z ve kx
lerin en kiigiik pozitif degerlisi 7 oldugundan, sinx ve cosx fonksiyonlar1 27
periyotlu, tanx ve cotx fonksiyonlar1 7 periyotlu periyodik fonksiyonlardir.
Ornek 3.3.2.

f(x)=c(sabit) fonksiyonu keyfi periyotlu periyodik bir fonksiyondur.
Asli periyodu yoktur.
Ornek 3.3.3.

O e

fonksiyonu i¢in her rasyonel say1 periyottur. Ancak asli periyodu yoktur. Ciinkii
pozitif rasyonel sayilarm bir en kii¢ligii tanimlanamaz.

Ornek 3.3.4.

f (x) = sinl fonksiyonu periyodik degildir.
X

Ornek 3.3.5.
15 fosees f; larm her biri p periyotlu periyodik fonksiyon iseler o taktirde

¢,,...,c, lar herhangi reel sabitler olmak tizere
f=cfite L+t f;
fonksiyonu da p periyotlu periyodik bir fonksiyondur.
f (x) , T uzunlugundaki bir aralikta integrallenebiliyorsa, ayn1 uzunluktaki

biitiin araliklarda integrallenebilirdir. Yani,

a+T b+T

If(x)dx: !f(x)dx

15



Kaya, M., 2014, Lipschitz Sinifindan Olan Fonksiyonlara Trigonometrik Polinomlar ile Yaklasim, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi.

seklinde ifade edilir.

Uygulamalar i¢gin O6nemli olan en basit periyodik fonksiyon
y= Asin(wx+ go) fonksiyonudur. Bu fonksiyona |A| genisliginde, w frekansh ve ¢
baslangic noktasi ile bir harmonik adi verilir. Oyle bir harmonik fonksiyonun
periyodu

T=2r/w
dir. Yani Vx i¢in
Asin{w(x+27ﬂj+qo} = ASil’l[(WX+§0)+2ﬂ,’] = Asin(wx+g0)
esitligi saglanir.
T =2I alinirsa, o zaman 7T =27/w, oldugundan

2t @
wW=—=—
T |

elde edilir. Bu nedenle, T =2/ periyodu ile harmonik fonksiyon
X . X
acos— +bsin—
[ [
seklinde yazilir.

T =21l periyodu verildiginde, 7, =2x/w, =2I/k periyotlar1 ve w, =rnk/l

frekanslari ile
a cos?+bk sin? (k=1,2,..) (3.4)

harmonik fonksiyonlar1 g6z 6niinde tutalim.
T =2l=kT,
oldugundan T =2/ sayisi biitiin (3.4) harmonik fonksiyonlarinin da bir periyodudur.
Ciinkii bir periyodun tam katsayilar1 da bir periyot olur. Boylece, 4 bir sabit olmak
uzere
s, (x)=4+> (a, cos?ﬂak sin?),
k=1

bicimindeki her toplam, 2/ periyotlu fonksiyonlarin bir toplami oldugu i¢in 2/
periyotlu bir fonksiyondur. (Periyoda sabit bir say1 eklemek fonksiyonun periyodunu

kesinlikle etkilemez) Buna gore sn(x) fonksiyonuna 2/ periyotlu n. dereceden

16
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trigonometrik polinom denir. Farkli harmoniklerin bir toplami olmasma ragmen,
trigonometrik polinom genelde basit bir harmonikten ¢ok karmasik bir yapiya sahip

bir fonksiyonu temsil eder. 4,q,,b,a,,b,,... katsayilar1 ile uygun bir basit
harmonigin diizgiin ve simetrik grafiginin tam aksine y=s, (x) fonksiyonlar1

olusturulabilir [Tolstov, 1962]. Ornegin, y =sinx+1sin2x+<sin3x trigonometrik

polinomu ele alnabilir.

A+Z(an cos?ﬂan sin@]

n=1
sonsuz trigonometrik serisi yakimsak ise 2/ periyotlu bir fonksiyonu gosterir. Oyle
sonsuz trigonometrik serilerin toplami olan fonksiyonlarm yapisi bile wraksaktir.
Boylece dogal olarak asagidaki soru ortaya c¢ikar: 2/ periyotlu bir fonksiyon
trigonometrik bir serinin toplami olarak gosterilebilir mi? Oyle bir gosterim
fonksiyonlarin ¢ok genis bir sinifi i¢cin mimkiindiir. Bu gosterim verilen bir
fonksiyonun Fourier katsayis1 olarak karsimiza cikar. Fourier serisi kavrami 27

periyotlu fonksiyonlar i¢in ele almarak, 2/ periyotlu fonksiyonlara genisletilebilir.

Biliyoruz ki 1,cos x,sin x,cos2x,sin2x,... fonksiyonlar1 [-7,7] araliginda

ortogonal bir sistem olustururlar. Yani, [—71',77:] araliginda bu sistemdeki

fonksiyonlarm ikiserli carpimlarinin integrali sifirdir. 27 ortak periyoduna sahip

olan bu fonksiyonlar yardimai ile olusturulan
%O+Z(an cos nx +b, sinnx) (3.5)
n=l1

trigonometrik serisi yakinsak ise, onun toplami da 2z periyotlu periyodik bir f (x)

fonksiyonu olacaktir. (3.5) serisinin yakinsadigi periyodik bir f (x) fonksiyonunun

bulunmasi1 halinde

f(x) :%0+ i(an cosnx +b, sin nx)

n=1

serisine f (x) in Fourier serisi ve a,,a,,b, sabitlerine de f (x) in Fourier katsayilari

ad1 verilir. f (x) ’in Fourier katsayilari

1
=— d =0,1,2,...),
a, ﬂ_J;f(x)cosnx x (n )

17
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1 V4
b = — i d :1,2,...
’ ﬂ_J;f(x)smnx x (n )

seklindedir.

27 periyotlu f (x) fonksiyonuna yakinsayan bir trigonometrik serinin

bulunmasi i¢in f (x) in Dirichlet kosullar1 olarak bilinen asagidaki kosullari

gerceklemesi yeterlidir.

1. f(x) fonksiyonu 27 periyotlu periyodik bir fonksiyonu olsun.

2. f(x),[-m, 7] arahiginda pargal siirekli olsun.

3. f(x),[-m, 7] araliginda sonlu sayida ektremuma sahip olsun.
Bu takdirde f (x) fonksiyonu x in her degeri i¢in yakinsak olan ve toplami;

a. x bir siireklilik noktast ise f(x) e

r(e)er()

b. x bir diizgiin siireksizlik noktasi ise 5 ye

c. Arahgin ug noktalarinda f (-7 )= f(7)= f(_ﬂ )2+f(ﬂ_) ye

esit olan bir Fourier serisine agilabilir. Belirtelim ki, herhangi bir trigonometrik seri
yakinsak ya da wraksak olabilir. Yakinsak olan her trigonometrik serinin bir Fourier
serisi olmasi1 gerekmez.
3.4. LINEER UZAYLAR

Bir lineer uzay tanimlamak i¢in, elemanlarina vektor diyecegimiz bos
olmayan bir kiime ve elemanlarina skaler diyecegimiz bir cisim ve uygun
tanimlanmis iki isleme ihtiya¢ vardir.
Tamm 3.4.1.

X # & bir kiime ve F' de bir cisim olsun.

+ X xX—>X ve O FxX o> X
(x,y)>x+y (A,x) > Ax

fonksiyonlar1 asagidaki kosullar1 saglarsa, X e F iizerinde bir “lineer uzay (vektor
uzay1)” denir [Kizmaz, 1993].
Vx,yzeX, VAueF i¢in
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ii.
iii.

iv.

vi.
vii.

viii.

X+y=y+x, (+ 1sleminin degisme 6zelligi)
(x+y)+z=x+(y+2), (+ isleminin birlesme 6zelligi)
d0e€ X,0yleki x+0=x, (+ islemine gore etkisiz elemanin varligi)
d-xeX,o0yleki x+(—x)=0, (+ islemine gore ters elemanin varligi)
lx=x, (Birimle ¢arpim 6zelligi)
A(x+y)=Ax+Ay

A+ p)x=Ax+ pux (Skalerle ¢arpmanin dagilma 6zelligi)
A(ux) = (ly) X (Skalerle carpmanin birlesme 6zelligi)

Burada 1€ F', cismin ¢arpma islemine gore birim elemanidir. A.x bundan

sonra Ax ile gdsterilecektir. Ik dort aksiyom X in + islemine gore bir Abel gurubu

oldugunu gosterir. Geriye kalan dort aksiyom ise “skalerle carpma” aksiyomlar1

olarak anilir. Bir gurupta birim eleman ve her eleman tersinin tek oldugu bilindigine

gore bu Ozellikler acik olarak lineer uzaylar i¢in de gegerlidir.

Lineer uzaylar, iizerinde tanimlandiklar1 cisme gore isim alirlar. Ornegin, C

cismi iizerinde tanimli ise “kompleks lineer uzay” , R cismi lizerinde tanimli ise

“reel lineer uzay” olarak adlandirilir.

Ornek 3.4.1.

C kompleks sayilar kiimesi, C cismi lizerinde bir lineer uzaydir.

Ornek 3.4.2.

R", R {izerinde bir reel lineer uzaydir.
x:(x,,xz,...,xn),y:(yl,yz,...,yn) eR" ise
x+y=(x+y.%+Y...x,+y,) ve AR i¢in

Ax =(Ax, A%,,..., Ax,)

ile tanimlanir. Fakat A € C ise Ax, R" ye ait olmayabilir. Yani R" kompleks lineer

uzay degildir.
Ornek 3.4.3.

(X,T) topolojik uzay ve C(X)={f/f:X >R sirekli} kimesini

g0z0niine alalim

Vxe X, Vf,geC(X) ve VA eR i¢in
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(f+g)(x)=7(x)+g(x)
(A1) (x) =21 (%)
ile tanimlanirsa, C (X ) bir reel lineer uzaydir.

Ornek 3.4.4.

s biitiin kompleks terimli dizilerin kiimesini gostersin.
x=(x,),y=(y,)es ve V2 eC igin
x+y=(x,+y,)=(x,+y,%+y,,..)
Ax=(Ax,)=(Ax,Ax,,...)

ile tamiml1 toplama ve skalerle carpma islemleri altinda s bir lineer uzaydir.

Ornek 3.4.5.

{x X, /supk|xk|<oo xkeC}
{ |xk| <o, p>0, xkeC}
coz{x:(xk) / lil{nxk:0, xkeC}

c:{x:(xk) / lil{nxk:a var, xkeC}

kiimeleri, bir 6nceki 6rnekte tanimlanan iglemler altinda lineer uzaydir.
Ornek 3.4.6.
X,,X,,..., X, lineer uzaylar ise x,y, € X,,
(X1, XX, )+ (V15 Voo V0 ) = (X + 210X, + 5o X, + 1, )
(%, %5500, X, ) = (AX,, A%, ..., AX,)
islemleri altinda
X=X xX,x.xX,
de bir lineer uzaydir.
X kiimesi bir lineer uzay ise, X in elemanlarma vektér, C cisminin

elemanlarina da skaler diyoruz. Skalerler vektorlere katsay1 olarak gelecektir.

X bir lineer uzay ve A € C tespit edilsin.
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h:X—>X, h(x) =Ax fonksiyonu “skalerle ¢arpma” (homoteti)
ve bir a € X i¢in,
fX->X, f (x) =a+Xx fonksiyonu da “a kadar oteleme” adini

alir.
X, Xy X, €X, AsAys..n A, € C olmak lizere

n
szlkxk vektoriine  x,,x,,...,x, vektorlerinin bir “sonlu lineer
k=1

kombinasyonu” denir [Kizmaz, 1993].
3.5.NORMLU LINEER UZAYLAR
Tanmim 3.5.1.

X bir lineer uzay ve |[[: X >R fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa

buna bir “norm fonksiyonu” (norm), (X , ) ikilisine de bir “normlu lineer uzay”

denir [Kizmaz, 1993].

1) ||x||=0<:>x=9
2) Vxe X, VieC, |2x] = |A] ||
3) Vr.ye X, eyl <l + 11 -

(2) ozelligine, normun mutlak homojeniteligi, (3) ozelligine ise iliggen
esitsizligi ad1 verilir. (3) de —x = y secilerek (2) yardimiyla Vx e X, ||x|| >0
oldugu goriiliir. Buna gdre norm, negatif degerli olmayan bir fonksiyondur.

X bir lineer uzay, p>0 ve ||||X — R fonksiyonu

i [*[=0<x=6
ii) Vxe X, VieC, x| =[A]" ||
i) Vx,ye X, ||x+ y” < ||x|| + ||y||

kosullarin1 saglarsa X wuzayina “ p normlu lineer uzay” denir. Buna gore normlu
Yy )4 Yy

lineer uzay 1—normlu uzaydir.

Ornek 3.5 1.

R reel lineer uzayinda ve C lineer uzay1nda||x|| = |x| bir normdur.
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Ornek 3.5.2.

R" de,x=(x,,...,x,) olmak iizere,

W =(Sr)

k=1

n
[l =2l
k=1

|, = max

1<k<n

x|

birer normdur. Ayni normlar C" i¢in tanimlanabilir.

Ornek 3.5.3.

Ep:{x:(xk) / i|xk|p<oo, x, €C, pe[l,oo)}

k=1

bir lineer uzaydir ve bu uzayda

w I/p
=Sk |
k=1
ile tanimlanan fonksiyon bir normdur [Stepanets, 2005].

Simdi bazi fonksiyon uzaylarmi ele alalim. (0,27) iizerinde, 27 -periyodik

toplanabilir fonksiyonlarin kiimesi L(0,27r) olsun. L(0,27r) ‘nin alt kiimeleri olan
temel fonksiyonel uzaylar asagidaki gibidir
C,

fl. = max‘ f (t)‘ normu ile tiim eksen iizerinde siirekli 27 -periyodik
t

f (t) fonksiyonlarmin uzaymi

1. M,

fl, = esssup‘f(t)‘ normu ile 27 -periyodik Ahh.y. smrh f(z)

fonksiyonlarimin uzaymni

2. L, 1<p<oo,

p’

2r Yp
fl, ::{Hf(t)‘p dt] normu ile (0,27) iizerinde p.

0
kuvvetten toplanabilir 27 -periyodik ~ f(¢) fonksiyonlarmmn uzaymi
gosterir.

Gosterim olarak bundan sonra | /], yerine |f] ve |/, =|f

. =,

esitligini g6z Oniinde tutarak,

f ||M yerine || f ||OO almacaktir. Buradan anlasilir ki M
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uzayl yapisal olarak L_ uzayi ile aynidir. Ag¢iktir ki, herhangi p, p" sayilari i¢in

1< p< p' <o olmak lizere,
Ccl,cl,cL,cl
saglanir [Jain ve Gupta, 1986].
Ornek 3.5.4.
E=[0,16] ve f:E—>R
Fx) =
seklinde tamimlanan f fonksiyonu f e L'(E) fakat f ¢ L'(E) dir.

Ornek 3.5.5.

E:[O,%} ve f:E—>R

rormeld]

seklinde tammlanan f fonksiyonu f € L' (E) dir.
Ornek 3.5.6.
E=10,0[ ve f:E—>R

-1/2

1()=(1+x)

seklinde tanimlanan £ fonksiyonu;2 < p <oo araligindaki her bir p i¢in f e L” (E )

dir.

L"(E), R iizerinde bir lineer uzaydir. Gergekten, bdyle oldugu asagidaki

sekilde anlasilabilir:
a) f,gel"(E)= f+gelL’(E), ¢iinkii

P
>

|f+g|P£2Pmax{|f

gl”}
<24 +lef ).

b) fel’(E)ve aeR = afel’(E).
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Tanmim 3.5.2.

E , sonlu dlciiye sahip 6lciilebilir bir kiime olsun(m(E ) > 0) . [, E kiimesi
iizerinde Olgiilebilir, reel degerli bir fonksiyon olmak tizere. E {izerinde h.h.h.y.
‘ f (x)‘ <k olacak sekilde bir & reel sayis1 varsa, bu k sayisma f fonksiyonu igin

esasl stnirdir denir.

Bir f fonksiyonu bir esasli sinira sahip ise, [ fonksiyonuna esas/
stirlidir denir. Baska bir deyisle f', E lizerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere,
f fonksiyonu 6l¢iimii sifir olan kiime hari¢ sinirli ise, f ye esaslt sinirlidir denir.

E iizerinde f nin esasli supremumu

esssup|f (x)| =inf {k:hhhy. |f(x) <k}

ya da buna denk olan
esssup|f (x)| =inf {k :m ({x € £:[ £ (x)| > k}) =0}
ile tanimlanir. Buna gore L, (E) uzayl, E iizerinde tanimli esash sinira sahip olan
biitiin 6lgiilebilir fonksiyonlar smifidir ve bu fonksiyonlar smifi
L.(E)= {1 cesssup| /] <)

ile gosterilir [Jain ve Gupta, 1986].
Ornek 3.5.7.

E 1tzerinde sinirl her fonksiyon L (E ) uzayindandir.
Ornek 3.5.8.
1 ,xe@Q'

olmak iizere, f e L, [a,b] dir.
o0 ,XE

FilatlR L 70

Lemma 3.5.1.
[Jain ve Gupta, 1986]

feL,[a,b] olsun. Bu durumda,

a) E izerinde hhhy.|f(x)|<] /],

b) || /] :sup{k:m({er:‘f(x)‘Zk});tO}.

24



Kaya, M., 2014, Lipschitz Sinifindan Olan Fonksiyonlara Trigonometrik Polinomlar ile Yaklasim, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi.

Teorem 3.5.1.

E, sonlu ol¢iiye sahip Olgiilebilir bir kiime olsun. Bu durumda her bir

p(I<sp<w), sayist igin L, (E)cL,(E) dir. Ayrnca feL,(E) ise
/], =tlim|f] [Jain ve Gupta, 1986].
© pow r

3.6. BAZI ESITSIZLIKLER
Bu boliimde ileride karsilasilacak bazi esitsizlikler verilecektir.

Holder Esitsizligi:

p>1ve %+$:1 igin f(x)el’(E) ve g(x)eL'(E) olsun. f(x).g(x)eL (E)

olmak tizere

<(rcoran] ity ]

jf(x)g(x)dx

E

olur [A. Zygmund, 1959].
Minkowski Esitsizligi:
p=1ligin f(x),g(x)el’(E) ise

Vp

< ( { £ (x) dx]l/p { { lg(x)[" dx]]/p

J‘;‘f(x)+g(x)‘p dx

olur [A. Zygmund, 1959].

Genellestirilmis Minkowski Esitsizligi:

Uygun kosullar altinda 1< p<oo igin asagidaki esitsizlik f fonksiyonu
icin elde edilir [A. Zygmund, 1959].
|

d r vr alb 1/p
[f(xy)dy dx} Sj{ﬂf(x,y)‘pdx} dy .

Jordan Esitsizligi:

0<|x|<m/2 ise, bu durumda

2 sinx
—<

T X

<1

esitsizligi gecerlidir [P. S. Bullen, 1997].
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Abel Dontistimii.

(u,) ve (v,) negatif olmayan iki dizi olsun. k>0 bir tamsay, U, =0 ve

U, =u,+u, +...+u, olmak tizere 0 <m <n igin

n n—1
z UV = z U, (Vk ~Via ) U, v, +Uy,
k=m k=m

esitligine (u, ) ve (v,) dizilerinin Abel doniisiimii ad1 verilir [A. Zygmund, 1959].
3.7. MATRIS DONUSUMLERI

A:=(a, ) k,n=1,2,3,.sonsuz bir matris olmak iizere, verilen x:=(x,)

dizisi i¢in “ A-doniisiim dizisi” Ax = ((Ax)n) ile gosterilir ve

(Ax)n = Zankxk
k=1

seklinde tamimlanir. Burada Vn i¢in seri yakinsak kabul edilmektedir. Ayrica
Lgr?O(Ax)n =L ise x dizisi L degerine A-toplanabilirdir denir.

X ile Y reel ya da kompleks terimli dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve
A:=(a, ) sonsuz bir matris olmak iizere eger her xe X igin ((Ax)n) déniisiim
dizisi meveut ve AxeY ise, 4:=(a, ) matrisi X uzaymm Y uzay: igine bir matris
donlistimii tanimlar denir ve X uzayindan Y uzayi ig¢ine tanimli tiim matrislerin
smifi (X Y ) ile gosterilir. Eger 4, X wuzayindan Y wuzayr icine bir matris
dontistimii ise 4 € (X Y ) seklinde yazilir. (X ,Y; p) ile toplam ya da limiti koruyan
matrislerin sinifi gosterilecektir. Ornegin Ae(c,c; p) olmasi, x, - L oldugunda

(Ax)n — L olmas1 demektir. Boyle matrislere “regiiler matris” adi verilir [Boos,

2000].

Toplanabilme teorisinde C, :=(a,, ) matrisi
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ile verilir ve “ ( birinci mertebeden ) Cesaro matrisi” olarak adlandirilir. Ornegin C,
Cesaro matrisi regulerdir. Bir 4:=(a matrisinin regiler olmasi Silverman-
nk

Toeplitz kosullar1 olarak da bilinen asagidaki teorem ile karakterize edilmektedir.

Teorem 3.7.1. (Silverman-Toeplitz).

Bir A:=(a, ) matrisinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

0
1. ||A|| =sup z a,| <o
nook=l
L. Her k i¢in lima,, =0
n
0
ii. lim) a, =1
" k=l

kosullarinin saglanmasidir [Wilansky, 1984].
p,=0,p,20,(i=L2,.) ve P, =p,+p,+...+ p, olsun. Iraksak bir serinin

kismi toplamlar1 S, S,,S,,...olmak tizere

lim P,Sot P S+t DS, + DS,
m—>ow P

m

sonlu ise, bu limitin degerine serinin Norlund anlaminda toplami veya (N, p,)
toplami denir. (N, p,) toplami olan seriye (N, p,) toplanabilir seri denir. Ayrica
P=p,+p+p,+..+p,#0 (n20); p, =P, =0

olmak iizere, Norlund ve Riesz ortalamalar1 (veya toplamlari) sirasi ile

N, (f3x) =%anpn_msm (/5x)

n m=0
ve

n

R (f:x) =3 ps, (£3%)

n m=0

seklinde verilir.

Yukarida verilen ortalamalarda, Vn>0 igin p,=1 almrsa N, (f;x) ve
R, ( f ;x) toplamlarinin her ikisi de

0, (f:x)=—= "5, (f:x)

n+l,3

Cesaro toplamini1 verecektir [Wilansky, 1984].
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3.7.1. Cesaro Alt Metodu

F dogal sayilar kiimesinin sonsuz bir alt kiimesi ve pozitif tamsayilarin
kesin artan bir dizisinin goriintiisii olarak F ={A(n)}  olsun. {x,} reel ya da

kompleks sayilarin bir dizisi olmak tizere C, -Ceséro alt metodu

(sz)n :mZxk, (n :1,2,...)

ile tanmmlanir. C, -metodu Cesaro matrisinden satirlarmn bir kiimesini silerek elde
edilir. C, -metodunun temel 6zellikleri [Armitage ve Maddox, 1989] ve [Osikiewicz,

2000] caligmalarinda bulunmaktadir. Bundan baska bu alt metodu goéz Oniinde

tutarak Norlund ve Riesz ortalamalarmin alt metotlari
Py=Do+ D+ P+ 4D =0 (n20) ve p,=P, =

olmak lizere sirasiyla

A(n)

1
Nl(fx P zpl(n) -m m fx)

A(n) m=0

\(

A(n)

5 Z DSy

A(n) m=0

R’lfx

esitlikleri ile verilir [Deger ve vd., 2012]. Yukaridaki toplamlar Vn i¢cin p, =1

oldugunda

A(n)

1
:A(n)+1,;sm(f’x)

o) (f3x)

C, -metodunu verecektir. C, metodunda, A(n)=n alinirsa

1
n+1m0

o, (/f3x)= 5u(f3x)

Cesaro toplamini verecektir.
Son olarak daha sonra kullanilacak olan temel bir teoremi verelim.

Teorem 3.7.1.1. (Lagrange Ortalama Deger Teoremi).

[a,b] kapahh arahginda sirekli ve (a,b) agik araliginda

diferansiyellenebilen f (x) fonksiyonu i¢in,
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b—a
olacak sekilde bir & € (a,b) noktas1 vardir [A. Zygmund, 1959].
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Asagidaki sonuglar Fourier serileri ve yaklasim teorisinde, Fourier

serilerinin yaklasim hizinin hangi kosullar altinda belirlendigini ortaya koymasi

acgisindan 6nemlidir.

4.1. ANA BULGULAR

Elde edilen sonuglar o ve p nin durumlart géz Oniinde tutularak

verilmistir.
Teorem 4.1.

feLip(a,p) ve (p,) pozitif bir dizi olsun.

(i) p>1, O<a<l ve (p,) € AMIMS
(2(2)+1) ps( =O( By
(ii) p>1, O<a<l, (p,) e AMDMS

kosullardan herhangi biri saglanirsa, bu durumda

|/ - n; =0(/1(n)‘”‘)

p
olur.

AMDS < AMDMS ve AMIS c AMIMS
oldugundan Teorem 4.1 den asagidaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.1.
feLip(a,p) ve (p,) pozitif bir dizi olsun.

(i) p>1, O<ac<l, (p,) € AMIS ve (4.1) saglansin

(ii) p>1, O<a<l ve (p,) € AMDS

kosullarindan herhangi biri saglanirsa, bu durumda

|/ - n; p:o(/l(n)‘“)

olur.

4.1)

Bu sonu¢ hem monotonluk kosulu hem de C, -alt metoduna gore [Leindler,

2005] de verilen Teorem 1’in (i) ve (ii) durumlarmi genellestirir. Boylece

Chandra’nin sonuglar1 genellestirilir [Chandra, 2002]. Ayrica bu sonu¢ HBVMS ve

RBVMS dizi smiflarma gore de yazilabilir.
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Bir sonraki sonug, [Leindler, 2005] de verilen Teorem I'in p>1, a=1

durumu i¢in monoton dizilerden daha genel olan diziler ile ilgilidir. Buna goére ( pn)

azalmayan ve (4.1) saglanirsa bu durumda

A(n)-1
;0 |Apk| = O(f;(n)/i ("))

ifadesi saglanir. Diger taraftan ( pn) artmayan ise 0 zaman

A(n)-1
; k|Apk| = O(Pun))

ifadesi de dogrudur. O halde yukaridaki ifadeleri saglayan dizi smifi monoton
dizilerin smifindan daha geneldir. Buna gore asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.2.

feLip(l,p) ve (p,) pozitif bir dizi olsun. Asagidaki durumlardan biri

saglanirsa
A(n)-1
(i) p>1, > |Ap,] :O(Pl(n)/i(n)) ve (4.1) saglansin
k=0
An)-1
(zz) p>1lve 2 k|Apk| :O(f’/l(n))
0 zaman
|£=n:],=0() (42)
p
elde edilir.
Uyan 4.1.

(A (n)+ 1) = O(Rl(n)) kosuluyla (p, ) € RBVS olsun. Bu durumda

A(n)-1
; k|Apk| = O(Pun))

dogru oldugu aciktir. Bu nedenle Teorem 4.2. (z'z' ) ’yi gbz Oniinde tutarak asagidaki

sonug yazilabilir:
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Sonug 4.2.
feLip(Lp), p>1 olsun. (p,)eRBVS ve (ﬂ,(n) + 1) = O(f}("))
saglanirsa, o zaman

|-

—o(n" 4.
, o(n™) (4.3)
elde edilir.

Asagidaki iki sonug, A(n)=n durumunda p=1 ve O<a<l icin

[Leindler, 2005] ’in calismasindaki sonuglar1 verir.

Teorem 4.3.

feLip(a,l), 0<a<1 ve (p,) pozitif bir dizi olsun.

A(n)-1
; |Apk| = O(f;(n)/i (”))
kosulu saglanirsa,

|r-n;

= o((/l(n))‘“)
elde edilir.
Uyan 4.2.

p, =1 durumunda Teorem 4.3’ te N, (f;x), o, (f,x)’in metodunu verir.

Boylece,
7= (1), =0((2(n) ) (44

ifadesi elde edilir. Bir sonraki sonug Riesz alt metodu ile ilgilidir.

Teorem 4.4.
feLip(al), 0<a<l ve (p,) pozitif bir dizi olsun. (p,) (4.1) i

saglarsa ve

A(n)-1
; |Apk| = O(f;(n)/i (”))
kosulu elde edilirse
|7~z =0((4(m)") (4.5)

olur.
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Uyan 4.3.

(4.1) kosulu ile (p, )€ HBVS olsun. O zaman

A(n)-1 O

> 4] =0((A(n)" By,
k=0
esitligi saglanir. Dolayisiyla, Teorem 4.4.°e gore asagidaki sonug yazilir:
Sonug 4.3.

feLip(a,l), 0<a<l1 olsun. (p,)eHBVS ve (4.1) saglanirsa, o zaman

(4.5) saglanur.

Bundan bagka, genellestirilmis Riesz metodu i¢in Teorem 4.1 dekine benzer
sekilde asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.5.

Varsayalm ki f e Lip(a,p) ve (p,) pozitif bir dizi olsun. Asagidaki

kosullardan biri saglanirsa,

(i) p>1, 0<a<l, (p,)eAMDMS ve (A(n)+1)=0(P,, ) saglansm,
(it) p>1, 0<a<l, (p,)eAMIMS
bu durumda

|.f- &

,=0((2(m)")
elde edilir.

[Mohapatra ve Szal, 2012]° da, Baslangici Sinirli Varyasyonlu Dizi
(HBVS) sinifi, azalmayan dizilerin (NDS) smifini igerdigini biliyoruz. Bunun igin,
bu gercegi dikkate alarak, [Mohapatra ve Szal, 2012]’den hareket ederek [Chandra,

2002]’de verilen Teorem 3’iin genellestirilmesi asagidaki sekilde yazilabilir.

Teorem 4.6.

feLip(Ll), ve (p,) (41) ile pozitif olsun. Bazi n>0 igin

((n +1)" p, ) € HBVS ise, o zaman

|7 =R (1), =0(=") (4.6)
elde edilir.
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4.2. YARDIMCI BULGULAR VE ISPATI
Bu boliimde, boliim 3’te verilen teoremlerin ispati i¢in ihtiya¢ duyulan
yardimci sonuglar verilecektir.

Lemma 4.1.
(p,)eAMDMS  veya (p,)eAMIMS ve (A(n)+1)p,, =O(P,,)

saglanirsa, o zaman, 0 < o <1 i¢in,

i) .

S (me1) o =O((2()+1) “ By )
elde edilir.
Ispat.

Bu Lemma’nin ispatinda [Mohapatra ve Szal, 2012]’deki benzer teknigi

kullanabiliriz. r = — olsun. Boylece,

A(n) r
z m+1 Z(m+1 P .t z m pl
m=0 m=0 m=r+1

<D (m+1) p/l(n)—m+(r+1)_ Py
0
Ik olarak yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki toplam igin Abel doniisiimii

uygulanirsa ve sonra (m+1,m+2) arahginda 0<a <1 i¢in f(x)=x"* fonksiyonu

icin Lagrange ortalama deger teoremi kullanilirsa,

An) -1

’;(m+l Z{ m+1 m+2 } Zm P r+1) PAW
< a(m+1)” 4 i
= + +(r+1) P,
Lty (mray P ) B

sonucu elde edilir.

(p,)€ AMIMS ve (4.1) saglanirsa, bu durumda

~

(n) r—1 1

+1 S
n; " Pim n; (m+2)" )
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- o{lﬁ(z’n)](lm(n))““ +(r+1)“ Py, = 0((1+A(n))‘“ PM) (4.7)

elde edilir. Diger taraftan, (p, )€ AMDMS ise o zaman

l(") r—1
(m+1) p,1 { k]z r+1)_“P/1(n)
m= O = m:O m+2
s<r+1>-“zpl(,,)-k+<r+1>-“za(,,)=o(<1+z<n>>‘“e(,,)) @8)
k=0

olur. Boylece istenen sonug (4.7) ve (4.8) den elde edilir.

Lemma 4.2.
(p,) € AMDMS veya (p,)e AMIMS ve (4(n)+1)=0(P,, ) saglanirsa,

o zaman, 0 < a <1 i¢in,

An

> (m+1)"p, :O((}“(”)H)_apl("))

m=0

=

dogrudur.

Burada Lemma 4.2.’nin ispat1 Lemma 4.1.’in ispatina benzer oldugundan
ispat verilmeyecektir.

Sonu¢ 4.1’in ispat1 Teorem 4.1.°den aciktir. Ancak ispati yukaridaki
Lemmanin ispatindan ¢ok az farkl olan asagidaki Lemmay1 kullanarak Sonug 4.1
ispatlanabilir.

Lemma 4.3.

(p,)eAMDS veya  (p,)e AMIS ve (4.1) saglansm. O zaman

O<a<l1 igin,

l(n)
;m_apl(n)—m = O(n_af;(n)) (49)
elde edilir.
Ispat.
r= N@N olsun. Boylece,
l(n) Y r Y l(n) )
— (m) pl(n)—m = 2(’”) pl(n)—m + Z] m pl(n)—m (410)
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olur.

(p,)€ AMDS ise, bu durumda

2 Pajayn < KPig, Zm O(n"™) Py, (4.11)
m=l1
ve
Zm_“pl(n) r+1 Zm Piw r+1) P (4.12)
m=r+1

saglanir. Boylece (4.10), (4.11) ve (4.12) den, (4.9) elde edilir. (pn) € AMIS ve (4.1)

kosulu saglanirsa

A —a A(n) —a f)l(n) l-o
mz:;m Pin)om stl(n)mZ:;m =0 A(n)z,(n) (4.13)

olur. (4.12) ve (4.13)’1 kullanarak yine (4.9) elde edilir.

Lemma 4.4.

Asagidaki esitsizlikler saglanir.

A=Y, (7 (P~ P )}‘ =o() ¥ A, | (4.14)
A(n)-1
Z:; m‘AP ‘ = O(PM )) saglanirsa ve bu durumda
P
A :O{M] (4.15)
A(n)
dir.
Ispat.
Basit bir analiz ile,
Mn) _
Um 1)/1(7:) IDJL(n)—m
olmak tizere
A {m_]Ux(n)} _ |pl(n) _pl(n)—m—] _ f)l(n) m—1 _f)l(n)—m|
" " ‘ m(m+1) m ‘
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elde edilir. Kolayca gosterilebilir ki [Leindler, 2005] dekine benzer sekilde

2A(n)
{kz Dy (m+1 Py }

l(n)—m

Zk\px o= P
k=1

saglanir. Bunun sonucu olarak

()

A(n) o 1 Mn)-1
;k‘px k1~ Pan)-k ‘[Z ]: ; |Apk|

>

(") Mn)

Sm(m+1 Zk‘px kel p*()‘

m=1

=m(m+1)

elde edilir. Dolayisiyla Lemmanmn ilk kismi ispatlanir. Simdi Lemmanin ikinci
A
kismini dogrulayalim. r = ﬁ@ﬂ olmak iizere,

A(n)

A<y

Z 1201 = Pacoy |

e ,m m+1
r A(n)
272 m(m+1) zk‘A’fpk J=1s (4.16)

saglanir. Buna gore ilk olarak I’ y1 ele alalim.

I'= ;k Aoy mz;; m( ,,1“) =2 Aoy
3 o)
sl(nl)_r i)] k|Apk|:O(l(ln)] i)] k|Apk|:O{f’E(:)] (4.17)
Diger taraftan,
)
= mzrm(mﬂ);k‘Akpx(n)—k‘
A(n)
sz (m+1 (“Jrk ) ] 8,210y o] =+ (4.18)

elde edilir. J, veJ, i¢in varsayimimizi dikkate alarak, sirasiyla,

An)
i< ,; m+1 Zk‘ ePrin) ‘
A(n) 1 r A o 1 An)-1
< A
~ (m+1) — kpx( )k ‘ i(n)—r k%_rk| pk|
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B

:O((l(n))_])lii);]HApA = 0{/1(

(n
n

)
(4.19)
]

\(

An) 1

e

m(m+1)

A
—o((A(m)") XX

m=r k=r

Akpl(n)—k‘

An)-1

) (k+1)|Ap,|= 0{ P }
D, (4.20)

:0((&(11))_]) 2 ()

elde edilir. Boylece (4.16)-(4.20) birlesimiyle, (4.15) dogrulanir.
Asagidaki yardimci sonuglar [Quade, 1937]’de verilmistir.

Lemma 4.5.

feLip(a,1) ve 0<a <1 ise bu durumda

| =0, (5 =0(n). noe

dir.
Lemma 4.6.
p>lve 0<a <1 i¢in f e Lip(a,p) olsun. O zaman
| =5.(r), =0(w). n—ee
dir.
Lemma 4.7.

p>1ve 0<a<ligin feLip(a,p) ise o zaman herhangi bir ne N i¢in,
n. dereceden bir 7, trigonometrik polinomu ile L, uzaymda jf fonksiyonuna

yaklasgilabilir oyle ki

|-,

sz(n"“), n— oo

olur.
Lemma 4.8.

p>1igin feLip(l,p) ise bu durumda

a,(f)=s,(s),=0(n"")
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dir.

Bir sonraki boliimde, [Chandra, 2002], [Leindler, 2005] gibi bazi
calismalardaki benzer teknikten yola ¢ikarak teoremlerin ispatlar1 verilecektir.
4.3. ANA BULGULAR’IN ISPATI

Ispatlarda kullanilacak bazi kavramlar asagidaki gibidir. ¢, n. dereceden
trigonometrik bir polinom olsun. Bu durumda ¢, 27 periyodik ve Lebesgue
integrallenebilirdir. s, (¢,;x), x noktasmda ¢ ° nin Fourier serisinin ilk (m+1)

teriminin kismi toplamini gostermek iizere,

O
t, (x), mzn ise.
seklindedir.
Teorem 4.1.’in Ispati.
N/ (f;x) tanimini kullanarak,
A(n)

N )= () =3 Dy (5 (133) =S (%)} 4.21)

(n m=0

yukaridaki esitlik elde edilir. Teoremin hipotezi, Lemma 4.1 ve Lemma 4.6 goz

Oniinde tutularak

HNj( fH <_Zp/1(n) m

n m=

:L(;pmm (m+1)" =0((2(n) ")

5, (1)1,

elde edilir. Boylelikle, (z' ) ve (z'z' ) durumlarinin ispatlar1 tamamlanmis olur.

Sonug 4.1.”in ispati.
Lemma 4.3 ve Lemma 4.6 dan, yukaridaki gibi iglemleri uygulayarak,

HN: (f)_pr gé@jﬁjpm)_m Hsm( P _pr
5= 0{(30) s {(2(6)")-0{ (4041

elde edilir.
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Teorem 4.2.°nin ispati.

Ik olarak ( ) durumunu goz oniinde tutalim. p >1 ve a =1 olsun. Agiktir

ki
. A(n)
N f x zpl(n) m* m
l (n)
esitligi saglanir. Bu esitlige gore
) 1 AMn)
SV! (f’x) N f x = ZU P z f)l(n)—mAm
n 1(,,) m=n+1

seklindedir.

1 A
My =Py, vel: —P— z n,A4, olmak tizere, Abel doniisiimii yardimiyla

sn(f,x)—Nj(f,x):L{"_] Am(Ui(n)]ikA + ZkA }

A(n) | m=1 m =0

n A(n) m A(n) m
:_Pl {ZAm(U’" ]ZkAk+U"+‘ kAk:I—I

A(n) m=1

elde edilir. Buradan p -normuna gore

sn(f,x)—Nj(f,x)Hp < 7

U

n+]

Pa(n)

(4.22)

ZkA

olur. / ifadesine Abel doniisiimii uygulayarak
[Z A ( ’”]ikAk{"l(") —A(%) ]T(")M ety g }
l(n) Pt m )io l(n) l(n) rer RS b B
:L( 3 ("—m]imk—hik/lk]
P m

1(,,) m=n+1 m

n+1

elde edilir ve buradan

1 A(") nm N n+]
b, <5 2o (;] el (4.23)

olur.
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,(/.x) =0, (f1x)=——3 k4

n+15

oldugu i¢in Lemma 4.8 ile

() ()= (), =[S

esitligi saglanir. Boylece, (4.22), (4.23) ve (4.24) ifadelerine gore

=0(1) (4.24)

P

1 n U&(n) U}‘(")
s —-N* =0 A 2 |+ =20 (n
() =N(A), [13(”)},; ’”( m] P (
An)
o[ - Am(n_m)m(”_') 42
Pl(n) m=n+1 m

elde edilir. Buradan

_yrAn)
e[t
m m "M m

esitligi dikkate alinirsa, bu durumda

An) A (1 Mn) A (1 » An) R 1
m:zr1+1 " (;j - m:zn-i—] " (;j ’ l(n)m:zn-i—] " (;j
Mn) U f;(n)
= A | ——|l+0| L2 4.26
Ep (5L o
yazilir. Lemma 4.4 (4.14)’e gore
A(n) T] An)-1
> A, (—m] =0(1) D |Ap,] (4.27)
m=n+1 m k=0
ve
n T] An)-1
DA, (—m] =0(1) D |Ap,] (4.28)
m=1 m k=0
saglanir.

Teorem 4.2’nin (i ) kosulu ve (4.25)-(4.28)’1 gdz oniinde tutarak

s,(/)=N; ()] =o(n") (4.29)
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elde edilir. Boylece (i ) durumu i¢cin Lemma 4.6 ve (4.29)’u kullanalarak (4.2) elde
edilir.
Benzer sekilde (ii) durumunu ispatlariz. Yani, Teorem 4.2 (ii) kosulu

altinda Lemma 4.6, Lemma 4.4’iin (4.15)’1, (4.29) ve (4.26)’y1 dikkate alarak (4.2)
elde edilir. Buna gore, Teorem 4.2°nin ispat1 tamamlanar.

Teorem 4.3’iin ispati.

Abel doniisiimii ve (4.1) kullanilarak,

i 1 A(n)
N, (fax)_f(x)zp_()z;)pum—m {Sm —f(x)}
1 A(n) 1 m
:Pa()n;(n”l (P )m+1kZ§{ ()
| )
Py :o(m“)A (P )( ()= (x)

elde edilir. 0<a <1 ve p =1 i¢cin Lemma 4.5 kullanilir ve her iki tarafin |||| | hormu

alinirsa, teoremin kosulu altinda p , =0 uygunlugu ile

Mn)

. ()= 2 5= 2 (i s ()=
< ! %(m+1)m_“ Am(pl(n)_m)
Py n

A (pa(n)—m)

_ <ﬂ<n>+1>‘“]w>
(n)+1) "

0[“ ) J ]zmpmi o((+(m)")

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

(n)

Teorem 4.4’iin ispati.

AMn)
f(x)=R(f.x)= Pl me( 5, (f-x)) (4.30)

oldugundan, Abel doniisiimiine gore
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>

(n) An)-1

pm( fx): z m+1( ( ) Gm(f;x))Apmki;(f(x)—sm( ,x))

m=0 m=

+(A(n)+1) pyiy (S (x) =0 (f3%))

elde edilir.
(4.4) ve Lemma 4.5’teki ifadeler g6z oOniinde bulundurularak norm ile devam
edilirse,
. 1 )
|7 =R 25— 2 (= D)[a, (p) =0 ()]
A(n) m=0
Aln)+1
+( (n)P )pl(n) _G:(f)H]
()
1 A(n)-1
B el e ()]
A(n) m=1
Aln)+1
+( (n)P )pl(n) _G:(f)H]
(n

- O{Mg—))“] A%]‘A(pm ) +0((2,(n))_a ) = O(A(")_a)

l(n) m=0

olur. Boylece (4.5) elde edilir.
Teorem 4.5’in ispati.

p>1ve 0<a<1 olsun.

1 An)

f(x)=R!(f3x)= P (f(x)=5,(f.x))

P

gan

olmak iizere, (i) ve (i) kosullarmm birlestirilmesiyle Lemma 4.2 ve Lemma 4.6

‘dan istenen sonug elde edilir. Yani,

A(n)
-, <52l =5, ),
oA - -
:P(())mz;)pm(m+1) ~of(a(m)”)
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Teorem 4.6’ ispat.
t,(x) trigonometrik bir polinom ise m <n oldugu zaman s, (¢,,x) =1, (x)
olacaktir. Buradan
5 (25~ (1) =5, (25) =5, (1, %) =5, (£ ~1,0).
Fourier serilerinin kismi toplammin integral gosteriminden D, (1) Dirichlet

cekirdegi olmak iizere

1 A(n)
K:(u):P( Z)mem(“)’
A(n) m=

ve
2 1 1 A
R ( ,x)—P D Pt (x)= 5 D s (f—1,.%)
l(n) m=0 g(n) m=0
1 A(n) 127r
o2 L CDEAC EAOL
2r
:l“f(““)—fn(ﬂu)}Kf (u)du 4.31)
4 0

esitlikleri saglanir. Genellestirilmis Minkowskii esitsizliginden (4.31)’in |||,

normunu ele alarak

An) 2| 4 27
B 2] =3 [ [ (o) 2 (o)
s&j K (u)‘du](iJ;‘f(x)—tn(x)‘dx]:%”f—tn 1K ol
D) 7)) , o )
:;”f—tn ] I ‘Kn (u)‘du+ /J.( )‘Kn (u)‘du ::;”f—tn”] (1,+J))

elde edilir. Daha sonra, [Mohapatra, 2012]’deki metodu goz oniinde bulundurarak

ispat tamamlanir. Buna gore ilk olarak /,’1 degerlendirelim. Jordan esitsizliginden,

(sin(t/2))_] <zt ve sin(n+1)t<(n+1)t, 0<t<z/A(n)<m/n olmak iizere,
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7/A(n) 0(1) 7/ A(n) 2(n)
L= [ |&; (u)\duzp [ 12 P, (m+1)du=0(1) (4.32)
0 An) 0 |m=

elde edilir. Biliyoruz ki ((n +1)" pn) € HBVS ise o zaman ((n +1)" pn) € AMIS dir

Buradan ( pn) € AMIS olur. Boylece, (4.1) ifadesini goz oniinde tutarak ve Jordan

esitsizligini tekrar kullanarak,

ba o1 ba 1 A(n) ' 1
J, = j K* (u)‘du = P( ) J' " me s1n(m+§]u du
ﬂ/l(n) A(n) ﬂ/l(n) m=0
oW L = o) 433
_P/1 J. upl(n)u U= (4.33)
(n) =/2(n)

bulunur. Boylece, (4.32) ve (4.33) sonuglarini ele alarak

1 A(n)
RI(S)==—2 putu| =0/ -1], (4.34)
PA(,,) m=0 |
elde edilir.
p =a =1 durumunda Lemma 4.7 ve (4.34)’1 kullanarak,
i | 1 A
lr=r: (N =0(n) | =2 bt (435)
1(,,) m=0 |

ortaya cikar.

Lemma 4.7 i¢in, ( pn) € AMIS ve (4.1)’e gore (4.35)’in sag tarafindaki norm i¢in

1 A(n) 1 A(n)
S 2Pt S T2 Pull/ =],
A(n) m=0 I A(n) m=0

A(n)
= [Pl ]zpm f_tm 1+O[Ppi}”f_t0”1

l(n) m=1 l(n)

= O[Pl ]%(m+l)] D, +O(n"')

l(n) m=0

saglanacaktir. Son toplama Abel doniisiimiinii uygulayarak

e B » 1 At Cp, | -
=& =0()+5 ~ 2 Am[(mﬂ)n};(kﬂ)
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o

n)

Z(m+1)’7_]

Py (A(n)+1)" 50

P

< (A(ﬂ)+1)'7 An)-1 A D, + pl(,,) +O(n_]) (4 36)
< > 1A, ol ks .
Wn) om0 (m+1) 2(n)

esitligi elde edilir. Ayrica

(n+1)" p,)e HBVS

(it
" (m+1)'7

ifadelerine gore, (4.36)’dan, (4.6) elde edilir. Boylelikle, Teorem 4.6 ispatlanir.

oldugundan (4.1) ve

An)-1

2,

m=0

:0((/1(;1)+1)_'7 pl(,,))

Sonug 4.2 ve Sonug 4.3’lin ispatlar1 sirasiyla Teorem 4.2 ve Teorem 4.4’ten

ortaya cikar.
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu tez calismasinda L, ( pzl) normunda, Cesaro metodunun alt

metodlarint  kullanarak Lz'p(a, p) sinifina ait fonksiyonlara yaklagimin hizi

degerlendirilmis ve asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1.

(p,)€ AMDMS ve p>1, 0<a<1 i¢in f eLip(a,p) olsun. Bu durumda

| -n;

=0 (l (n)_a) elde edilir. Boylece kullanilan toplanabilme ydntemi

P

ve genigletilen dizi smiflarina gére yaklasimin O(ﬂ,(n)_a) hiz1 O(n"“) ile

yer degistirir.

(2(n) +1)P/1(n) = O(Rl(n)) kosulu saglanmak iizere (p,)e AMIMS ve p>1,

0<a<1 i¢in feLip(a,p) olsun. Benzer sekilde Hf - N/ H = O(l (n)_a)
P

olacaktir.
AMDS c AMDMS ve AMIS c AMIMS igerme bagmtisindan dolay1
yukaridaki sonuclar AMDS ve AMIS dizi smiflar1 i¢inde gegerlidir.

An)-1
(}“(”)*'1)1’/1(") :O(Rl(n)) ve Y. |Apk|:O(Rl(n)/l(n)) kosullar1 altinda
=0

(p,) pozitif bir dizi ve p>1 i¢infeLip(l,p) olsun. Bu durumda

|f-n;

=0 (n“ ) degerlendirmesi dogrudur.
p

An)-1
> k|ap|=0(P,,) kosulw altmda (p,) pozitif bir dizi ve p>I
k=1

i¢in f € Lip(1, p) olsun. Bu durumda Hf—NjH = O(n“) degerlendirmesi de
p
dogrudur.
A(n)-1

(A(n)+1):0(f}(n)) kosulu altinda (p,)eRBVS ise ; k|Apk|:O(f’/1(n))

kosulu her zaman saglanacaktir.
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A(n)-1
7. z |Apk|:O(f}(")/A(n)) ile (pn) pozitif dizisi verilsin. Buna gore
k=0

=0((2(m))

O<a<l i¢in feLip(al) olmak iizere Hf—N;1

degerlendirmesi elde edilir.

A(n)-1

8. (}“(")*'1)17/1(,1):0(31(")) ve Z|Apk|:O(Rl(n)/i(n)) kosullar1 altinda

k=0

(p,) pozitif bir dizi olsun. Bu durumda 0 < a <1 olmak iizere f € Lip(a,l)
icin Hf ~-R’ H] = O((l (n))_a) degerlendirmesi dogrudur.

9. (A(n)+1)= O(Rl(n)) kosulu altinda (p,)e HBVS olmak iizere
A(n)-1 O
kg‘ |Ap,| = O((A (n)) PW)) ifadesi her zaman saglanacaktir.

10. (p,)e AMIMS ve p>1, 0<a<1 igin feLip(a,p) olsun. Bu durumda

£ =R, =O((2(n)) “) elde editir

11. (/l(n)+1):o(P()) kosulu saglanmak iizere (p,)e AMDMS ve p>1,

An
O<a<l1igin feLip(a,p) ise Hf—Rij :O((l(n))_a) olur.

12. (ﬂ,(n)+1)p/1(n) :O(Rl(n)) ile (p,) pozitif olsun. Bazt 7n>0 icin
((n +1)" pn)e HBVS ise Hf—R;1 (f)H] = O(n“) saglanir. Burada o= p =1

durumunda yaklagimin O(n“) hizi O(n“ logn) hiz1 ile yer degistirmistir.

Ancak bu durumda dizi tizerindeki kosul agirlastirilmistir.
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5.2. ONERILER
Bu tez ¢alismasinda ele alinan problemler daha genis dizi siniflar1 ve farkli

toplanabilme metotlar1 i¢in ele alinabilir.

Lip(a, p) sinifindan daha genis fonksiyon siniflarina goére yaklasimin

hizinin arastirilmasi.
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