BIR BOYUTLU ISI DENKLEMI ICIN BIR SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMU UZERINE

VOLKAN ALA

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

MERSIN
HAZIRAN - 2014



BIR BOYUTLU ISI DENKLEMI ICIN BIR SINIR
DEGER PROBLEMININ COZUMU UZERINE

VOLKAN ALA

MERSIN UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

Danisman
Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU

MERSIN
HAZIRAN - 2014



Valkan ALA tarafindan Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU damsmanliginda hazirlanan
“Bir Boyutlu Isi Denklemi Igin Bir Simir Degier Probleminin Céziimii Uzerine”
baghkh bu gahsma agagida imzalan bulunan jiiri tveleri tarafindan oy birligi ile
Yitksek Lisans Tezi olarak kabul edilmistir,

Prof. Dr. HanlarRESIDOGLY @ S ... & ...........

Prof, Dr. Nazim KERIMOV Z@EZ_
Prof, Dr, Al HAVARE M

tukaridaki  Jiri  karan  Fen Bilimleri Enstitisi  Yénetim Kol nos
£3..02/201Y tarih ve 2014.19..../. 534 sayih kararivla onaylanmsstir,

Bu tezde kullamlian dzgiin bilgiier, pelil, ciselge ve fotodraflordan kaynak gérermeden e poremal SRS syl
Fide we Sarpat Exerlor! Ko Fkimierine rofidie




Ala, V., 2014. Bir Boyutlu Isi Denklemi I¢cin Bir Simr Deger Probleminin Coziimii Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

BiR BOYUTLU ISI DENKLEMI iCiN BiR SINIR DEGER
PROBLEMININ COZUMU UZERINE

Volkan ALA
0z

Bu c¢alismada D = {(X,t) 0<x<oo, O<t< oo} bolgesinde bir boyutlu 1s1

denklemine iliskin sinir kogsulunda zamana gore tiirev igeren asagidaki sinir-deger
problemi incelenmistir:

ou o
X) — = ——qg(X)u
P(X) T a(x)

ou ou
—BU+—+ 5, —
-0+ p 2

u(x,0) = ¢ (x),
u(0,0) =49,
Yukaridaki 1s1 iletim denklemi igin degiskenlere ayirma metodu
uygulanarak, yukarida verilen sinir kosullarinda 6zdeger parametresi iceren Sturm-
Liouville problemi ele alinmistir. H =1L, /(0,00)xC Hilbert uzay: tanimlanarak bu

uzayda sinir deger probleminin operatdr teoritik formiilasyonu verilmis, rezolvent
operator insa edilmistir. Titchmarsh metodu kullanilarak 6zfonksiyonlara gore
ayristim formiilleri bulunmus ve ayrisim formiilleri yardimiyla smir deger
probleminin ¢oziimii elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Isi iletimi, Rezolvent Operatér, Ayrisim Formiilii,
Stireksiz Katsay1

Damisman: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik
Ana Bilim Dal1
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ON A SOLUTION OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR ONE
DIMENSIONAL HEAT EQUATION

Volkan ALA

ABSTRACT

In this work, below the following boundary value problem which is related
to one-dimensional heat equation that contains derivative according to the time in

boundary condition is examined in the region D = {(x,t) ‘0<x<oo, O<t< oo}
ou  o%u

P(X)E = W—Q(X)U

u(x,0) = ¢, (x),
u(0,0) =49,

Applying the seperation of variables method, we get Sturm-Liouville
equation spectral parameter dependent boundary condition. For this spectral problem,
the operator theoretic formula is given in H, =L, ,(0,:0)xC, constructed the form
of resolvent operator and using Titchmarsh method, expansion formula with respect

to the eigenfunctions is obtained and with the help of expansion formula we
expressed the solution of boundary value problem for one dimensional heat equation.

Key Words: Heat Transmission, Resolvent Operator, Expansion Formula,
Discontinuous Coefficient
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1. GIRIS

Dogada pek c¢ok fiziksel olaymn modellenmesi, kismi diferansiyel
denklemlerden olusan problemler ile ifade edilir. Uygulamali dallardaki problemlerin
matematiksel modellemelerine 6rnek olarak, 1s1 iletimini ele alalim:

Isinin bir nesne iizerinde, belli bir konumda ve zamanda, nasil dagilacagini
tamimlayan kismi diferansiyel denkleme is: denklemi denir. Is1 denklemi parabolik

tipten bir denklemdir. Kartezyen koordinat sisteminde (X,y,z) konumu ve t zamani
gostermek tizere, 1s1 denkleminin genel ifadesi

ou ou o°u o
— =Kl Zt-7t=
ot ox- oy° oz

bicimindedir. Burada k fiziksel bir sabittir.

Is1 iletiminin matematiksel modeli 1800’lerde ortaya c¢ikmistir ve
giiniimiizde de modern fizikgilerin dikkatini cekmeye devam etmektedir. Ornegin,
yiiksek hizda makinelerin kaynaklarinin 1s1 transferi, dagiliminin analizi hala 6nemli
bir teknolojik problemdir.

Matematiksel fizigin bircok problemi, diferansiyel operatoriin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarinin bulunmasina ve 06zfonksiyonlara gore ayrisim probleminin
incelenmesine indirgenir. Bu problemler kismi diferansiyel denklemin, baglangic ve
sinir kosullarini saglayan ¢6ziimii bulunurken Fourier yonteminin uygulanmasiyla
karsilagilir. Ornegin,

ou_d'u o"u

e + pl(x)W+...+ p, (X)u, a<x<b (1.1.1)

denklemi
ul,_, = f(x), (1.1.2)

baslangi¢ kosulu ve

n-1 aVu n-1 aVu i
_ +3 B -0, =1,2,..,n 1.1.3
z(aj Zﬂw(axvl_b j (119

v=0 v=0

siir kosullart ile verilen smir deger probleminin ¢dzliimiinii Fourier metodu ile
bulalim.

(1.1.1) denkleminin (1.1.3) sinir kosulunu saglayan ¢6ziimiini
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u(x,t)=y(x)T(t) (1.1.4)
bi¢iminde arayalim. (1.1.4) ifadesi (1.1.1) denkleminde ve (1.1.3) siur kosullarinda

yazilirsa, Y(X) fonksiyonunu

n—l
I(y)= +mu) S et POy =2y (1.15)
denklemini ve
n-1 n-1
U0 =2 a,¥." +2 A% =0 (1.1.6)
v=0 v=0

siir kosullarini saglar.
Eger y(x)=0 ise, y(x) (1.1.5)-(1.1.6) smr deger probleminin —A°
0zdegerine uygun oOzfonksiyonudur. (1.1.5)-(1.1.6) sinir deger probleminin biitiin

Ozdegerleri
A0 A A
ve bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlar: da

Y1 (X), ¥, (%), Y5(X), .-
bi¢iminde olsun. O halde (1.1.2)’yi saglatmak i¢in asagidaki seri olusturulur:

(D) = 3 A Y, (e "

Bu seri formal olarak (1.1.1) denklemini ve (1.1.3) siir kosullarini saglar.

(1.1.2) saglatilirsa
F(9 =2 A, (9 (1.1.7)

elde edilir. Bu esitlik, verilen f(x) fonksiyonunun (1.1.5)-(1.1.6) sinir deger

probleminin O6zfonksiyonlara gore ayrisimidir. Dolayisiyla Fourier metodunun

gerceklestirilmesiyle; verilen  f(x) fonksiyonunun sinir deger probleminin
ozfonksiyonlara gore ayrisimi problemine indirgenir.

Ozfonksiyonlara gére (1.1.7) ayrisimi yeterince diizgiin (ve gereken
kosullar1 saglayan) fonksiyonlar i¢in saglansa da, A, Kkatsayilarmin bulunmasi
sorusu ile karsilagilir. Bu ise {yn(x)} ,fonksiyonlarmin ortogonallik ve tamlik

ozelligi ile ilgilidir. Bundan dolayi, 1s1 ve titresim denklemlerinin baslangi¢ ve sinir
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kosullarini saglayan ¢6zlimiin bulunmasi problemi adi diferansiyel denklem i¢in sinir
deger probleminin 6zfonksiyonlara gore ayrisim problemine indirgenir. Bu problem
ise, klasik durumlarda bir¢ok diferansiyel operatorler i¢in ¢6ziilmiis olsa da, bu
yonde ¢alismalar devam etmektedir [V. A. Steklov, C. Birkhof, Y. D. Tamarkin, M.
Stoun vb]. Operatorler teorisinde bu problem operatorlerin spektral teorisi olarak
tanimlanmaktadir.

Ikinci mertebeden singiiler operatdrlerin spektral teorisine yeni bir
yaklagimi 1946 yilinda A. B. Titchmarsh vermistir. OX ekseninde tanimli q(X)

potansiyelli

d 2
L= v +0(x)
Sturm-Liouville operatérleri i¢in 6zdegerlere gore ayrisim formiilii A. B. Titchmarsh
tarafindan bulunmugstur. Bu operator fizikte genis uygulamalara sahip Schrédinger
operatorii ile yakin iliski i¢erisindedir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iliskin ve diferansiyel
operatorlerin spektral teorisinde dnemli bir yere sahip olan ¢alismalar 1949 yilinda
B. M. Levitan tarafindan yapilmistir. B. M. Levitan bu ¢aligmalarinda spektral teoriyi
gerceklestirmek i¢in kendine has bir yontem vermistir.

Tezde singiiler durumda, Sturm-Liouville operatérii i¢in farkli sinir kosulu
altinda ayrigim problemi incelenmistir. Tezin Materyal ve Metot kisminda gerekli
tanim ve teoremler verilmis, Kaynak Arastirmasi kisminda konuyla ilgili literatiir
taramasi yapilmig ve Bulgular ve Tartisma kisminda ise bir boyutlu 1s1 denklemine

iliskin sinir kosulunda zamana gore tiirev igeren sinir deger problemi ele alinmistir.

D :{(x,t):0< X <0,0<t <oo,} bolgesinde

P00 2= TY_qu 1.18)
1s1 iletim denklemi igin
(—,Blu +%+ﬂ2 %u] . =0, (1.1.9)
sinir kosulu ve
u(x,0) =g, (x), (1.1.10)
u(0,0)=9 (1.1.11)
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baslangic kosullariyla firetilen sinir deger problemi ele alinir. Burada A spektral

parametre, q(x) ise dlgiilebilir hizla sifira giden reel degerli bir fonksiyondur.

Denklemin ¢6ziimiiniin integral gosterimi  kullanilarak, Wronskiyen
tanimlanmis; ¢Oziimiin  Ozellikleri incelenmis, 06zdeger ve Ozfonksiyonlar
tanmimlanmustir. Sinir deger probleminin uygun bir H Hilbert uzayindaki bir operator
denkleme denk oldugu gosterilmis ve bu operatdriin rezolvent operatdrii insa
edilmistir. Rezolvent operatore iliskin yardimci lemmalar ispatlanmistir. Kontiir
izeri integralleme kullanilarak ele alinan sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina
gore ayrisim formiili elde edilmistir ve elde edilen ayrisim formiillerinden
faydalanilarak 1s1 iletim probleminin ¢oziimii ifade edilmistir.

Tezde ele alinan smir problemi, klasik durumlardan asagidaki 6zellikleri ile
farklidir:

1) Sinir kosulu zamana gore tiirev igerir, bundan dolayr degiskenlere
ayrildiginda sinir kosulu spektral parametre iceren Sturm-Liouville problemi ile
karsilagilir.

2) Ele alinan problem sonlu aralikta degil, yar1 sonsuz eksende incelenir.

3) Denklemin katsayis1 parcali-siirekli fonksiyon igerir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Matematiksel fizik denklemlerinde sinir kosulu zamana (veya yone) gore
tiirev igeriyorsa, degiskenlere ayirma yonteminin uygulanmasiyla sinir kosulunda
spektral parametre igeren ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler icin sinir
deger problemi ile karsilasilir.

Literatiirde, boyle spektral problemler klasik uzaylarda 6zdeger-6zfonksiyon
problemi olarak yorumlanmadig: i¢in 6zel Hilbert uzaylar1 olusturarak incelemeler
yapilmistir ( Bknz [1-8] ).

Bu problemlerin 1s1 iletkenligi ve dalga denklemleri igin sinr
problemlerinde fiziksel uygulamalari [9], [10],[11]” de verilmistir.

Problemin ¢6ziimii sirasinda elde edilen Sturm-Liouville probleminin
Ozfonksiyonlara gore ayrisim formiili kismi diferansiyel denklemin ¢dziimiiniin
bulunmasinda 6nem tasir.

Problemin incelenmesi sirasinda karsilasilan diferansiyel denklemlerin
¢ozlimleri igin kullanilan yontem ve teknikler [12], [13] ve [14]’den alinmistir.

Regiiler problemler i¢in ayrisim formiliinii birkag metotla elde etmek
miimkiindiir. Bunlardan en 6nemlileri; integral denklemler metodu, sonlu farklar
metodu, kontiir lizerinde integralleme metodu vb. dir (Bknz. [12]). Daha once klasik
Sturm-Liouville problemi i¢in kullanilan, kontiir ilizerinde integralleme ve rezidii
teorisi yontemi, [13] ve [15] de, singiiler probleme uygulanmustir.

[16]’da yar1 eksende ikinci mertebeden denklemin ¢oziimii i¢in operatdr
doniisiimiin

e(4,X) = €7 + K (x,t)e™dt
ifadesi kullanilir.

Siireksiz durumda ise, yar1 eksendeki problem iki kisima ayrilarak [13] ve
[15] galismalarinda incelenmistir. Bu durumda; [0,00) araligi [O,a] ve [a,oo) (a

stireksizlik noktasi) araliklarina indirgenerek incelemeler yapilmis ve e(A4,X)’in

[16]’daki ifadesi kullanilmistir. [17]°de ikinci mertebeden denklemin ¢dziimii igin

yeni bir integral gosterimi elde edilmistir.
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Bu gosterim

f(x,A)=f,(xA)+ | K(xt)edt

#(x)

bigimindedir. Burada

_1 1 w1 1 e
-3l 3

denklemin q(x)=0 halindeki ¢oziimiidiir ve #*(X)=1Xp(X) +alF/p(x))

bi¢imindedir. Tezde sonuglar, ¢6ziim i¢in bu integral gosterim kullanilarak elde
edilmistir. Sinir kosulunda spektral parametre i¢eren yart eksendeki problemler
icin ayrisim formiilleri [20] ve [21] caligmalarinda incelenmistir. Klasik Sturm-
Liouville problemi igin ayrisim formilii [12], [14], [16] ve [22] ¢alismalarinda
verilmistir.

Tezde ele alinan problem bir matematiksel fizik problemidir ve
problemin konusuna iliskin kismi diferansiyel denklemlere ait [23] ve [24]
kitaplardan yararlanilir. Tezde ele alinan problemin ¢éziimii sirasinda [25], [26],

[27] kaynaklarindan da yararlanilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolimde ileri kisimda kullanilacak temel tanimlar, kavramlar ve

teoremler verilecektir.
3.1. ON BILGILER
3.1.1 Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanim 3.1.1.1 Bir veya daha ¢ok bagimli degisken, birden fazla bagimsiz

degisken ve bunlarin tiirevlerinden olusan denkleme kismi tiirevii denklem denir.

Tamm 3.1.1.2 Iki bagimsiz degiskenli ikinci basamaktan lineer kismi
diferansiyel denklem:

A(X, YU, +B(X, y)u,, +C(x, y)u,, +D(X, y)u, + E(X, Y)u, + F(x, y)u =G(X,y)
bigimindedir. A(X, y)u,, +B(X, y)u,, +C(X,y)u,, terimlerinin toplamina esas kisim
denir. Denklemin u ¢éziimiiniin 6zelliklerini bu kisim belirler. Belirli bir (X,, Y, ) € Q
noktast igin A(Xy, Yo ) =B (X5, Yo ) —4A(Xy: Yo )C(Xo, Yo ) diskriminant olmak iizere;

o A(X,Y,)>0= denklem (X,,Y,)eQ da hiperbolik,
o A(X,Y,)=0= denklem (X,,Y,)eQ da parabolik,

o A(XY,)<0= denklem (x,,Y,)eQ da eliptiktir.

Parabolik tipten denklemlerin klasik bir 6rnegi diflizyon denklemidir.
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3.1.2 Bir Boyutlu Is1 Denklemi ve Matematiksel Modelleme
Simdi, uygulamali dallardaki problemlerin matematiksel modellemelerine

ornek olarak, sonlu bir gubuktaki bir difiizyon problemini ele alalim ve bu problemin

matematiksel modellemesini yapalim:
e ~

/ \

/ \

N o o
<Oj @ % |

Sekil 3.1.1

Sekil 3.1.1°deki ug¢ noktalar1 sabit sicaklikta, 6rnegin 0" C de tutulan ve
baslangi¢ sicaklik dagilimi bilinen L uzunlugundaki sonlu bir metal bir gubuktaki 1s1
yayilim1 problemini ele alalim. Cubugun sol ucu x=0 ve sag ucu X =L noktasinda
olacak sekilde +X ekseni boyunca uzatildigin1 varsayalim. Eger ¢ubugun farkl
kisimlart farkli sicakliklarda ise, sicak kisimlardan soguk kisimlara dogru bir 1s1
akimi olur.

t aninda X noktasindaki sicakligi u veya u(x,t) ile gosterelim. Denklemi
basitlestirmek i¢in, asagidaki kabulleri yapalim:

Cubuk, x eksenine dik diizgiin kesitlere sahiptir. u(x,t), her bir dik kesit
tizerinde sabittir.

Cubugun yanal ylizeyi, 1s1y1 gecirmeyecek sekilde yalitilmistir. Bu son
kabul, ¢ubukta x eksenine dik yonde igeri ve digar1 yonde bir 1s1 akimi olmadigini,
baska bir deyisle, cubukta sadece X ekseni yoniinde bir 1s1 akimi oldugunu ifade
eder.

Is1 iletimi i¢in bir matematiksel formiil elde etmek i¢in, gubugun x eksenine
dik A ve B dik kesitlerini gz 6niine alalim (Sekil 3.1.1). A’nin X ve B’nin de

X+ AX noktasinda oldugunu varsayalim. t aninda A kesiti tizerinde sicaklik u(X,t)
ve B kesiti tizerinde sicaklik u(x+Ax,t) olsun.

Ayrica, asagidaki fiziksel prensipleri hatirlayalim:
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(1). Is1 akiminin hizi, bagka bir deyisle; bir dik kesitin birim alanindan birim

zamanda gecen 1s1 akimi % (yani sicakligin gradyenti) ile orantili ve q=—-k Z—u "dir.

Burada k oranti1 sabitine materyalin termal gecirgenligi denir. Temel gegirgenlik,
genellikle noktaya gore degisir, yani k =k(x) ’dir.

(if). Is1 akiminin yonii, yiliksek sicakliktaki noktalardan daha diisiik
sicakliktaki noktalara dogrudur.

(iii). Kiitlesi molan bir nesnenin sicakligin1 Au kadar arttirmak igin gerekli
1s1 miktart cmAu dir. Burada c’ye materyalin oz isist veya 6zgiil isist denir. Bu,
genellikle noktaya gore degisir, yani ¢ =c(X) dir.

Eger At zaman aralifinda A kesitinden saga dogru akan 1s1 miktar1 H(X)

ou(x,t)
OX

ile gosterilirse, bu taktirde (i) prensibi geregince H(X)=—-k(x)SAt

yazilabilir. Burada S ¢ubugun dik kesit alanidir. Negatif isaret (ii) prensibinden

dolay1 yazilmistir. Ciinkii eger Z—u >0 ise, 1s1 sagdan sola akar. Benzer sekilde, bir
X

At zaman araliginda B kesitinden saga dogru akan 1s1 miktar1

H (x+Ax):—k(x+Ax)SAtM

dir. Buna gore, dik kesitler arasindaki hacimde net 1s1 degisimi = A kesitinden giren
1s1 miktar1 - B kesitinden ¢ikan 1s1 miktar1 + Cubugun i¢inde 1s1 kaynaklar1 tarafindan
olusturulan 1s1 miktaridir.

Cubugun i¢inde 1s1 kaynaklari tarafindan olusturulan 1s1 miktari, Q(x,t) 1s1
enerjisi yogunlugu olmak tizere Q(X,t)SAXAt ile modellenir. Bdylece net 1s1
miktari, formiil olarak

AE =H (x)—H (x+Ax)+Q(X,t) SAXAt
ou(x+Ax)

OX OX

(3.1.1)

=SA{k(x+Ax) }rQ(x,t)SAxAt

seklinde yazilabilir. Ote yandan, (iii) prensibi geregince net degisiklik AE =cmAu
olmahidir. Burada ¢ 0z w51 kapasitesi, Au sicakliktaki degisiklik ve m, dik kesitler

arasindaki hacmin kiitlesidir. p = p(X) ¢ubugun yogunlugu olmak tizere, dik kesitler
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arasindaki hacmin kiitlesi m= pSAX olur. Eger dik kesitler arasinda kalan hacimdeki
sicaklik degisiminin X noktasindaki sicaklik degisimine esit, yani
Au =u(X,t+At) —u(x,t)
AE =c(x)p(X)SAX[u(x,t+At)-u(x.t)] (3.1.2)
olur. Boylece (3.1.1) ve (3.1.2) esitlenerek,

—k(x) M +Q(X,t)SAXAL

SA{k(x+Ax)w 5
X

=c(X) p(X)SAX[u(x,t+At) —u(x,1)]
elde edilir. Her iki taraf SAXAt ile boliiniir ve AX — 0, At — 0 igin limit alinirsa

%{k(x)%}w(“)ZC(X)P(X)w (3.1.3)

kismi diferansiyel denklemi elde edilir. Bu metal bir ¢ubukta, 1s1 yayiliminin
diferansiyel denklemidir.

Eger k, ¢ ve p fiziksel parametreleri ¢ubuk boyunca diizgiin, yani sabit

iseler, (3.1.3) denklemi
au(x,t) _ 0%u(x,t)

PV ~Z F(xt) (3.1.4)
denklemine indirgenir. Burada o* :é materyalin gecirgenligi ve F(X,t) = %p’t)
dir.
Ozel olarak ¢ubukta 1s1 olusturan bir kaynak yok ise Q(x,t) =0 olur ve
denklem

au(xt)  ,o%u(xt)
=a
X ox?

(3.1.5)

halini alir. Buna bir boyutlu is1 denklemi denir.

Ist yayilimi probleminde tek bir ¢oziim elde edebilmek igin, (3.1.3)
denklemi ile birlikte, ¢ubugun baslangi¢ 1sis1 ve cubugun u¢ noktalarindaki
sicakliklarmin verilmesi gerekir. Yani,

u(x,0)= f(x), u0,t)=T,, u(L,t)=u,

kosullar1 verilmelidir. Bunlardan ilki baslangig, diger ikisi sinir kosullaridir.

10
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3.2 SONLU BOYUTLU BiR CUBUKTA ISI iLETIM PROBLEMI

Sifir derecede, sonlu miktarda siviyla temas i¢inde bulunan sonlu ince kati
bir ¢gubugun sogumasi durumu goéz Oniine alinsin. Is1 akisinin sadece siviya dogru
oldugu ve sividan ¢evreye 1s1 iletiminin olmadigi kabul edilsin. O zaman ¢ubuk i¢in

baslangi¢-sinir deger problemi su sekildedir:

Uy = a’Uy, (3.2.1)

vt igin u (0,t)=0 (3.2.2)

—kAu, (Lt)=qM (d/dt)+kBY(t) (3.2.3)

u(x,0)=up(x), 0<x<1 (3.2.4)
9(0)= 4,

Burada, o :L, k katinin 6z iletkenligi, p yogunlugu, ¢ ise Ozgiil
pC

isisidir. M stvinin kiitlesi, q ise ozgiil 1sisidir. K,k 6z iletkenligine ve h 1s1
e oL " h
degisimi katsayisina bagli bir sabittir| k; = pal

Kati-sivi arasinda yiizeydeki 1s1 transferinin orani, ¢ubugun ucuyla sivi
arasindaki sicaklik farkiyla orantilidir ve x=1'de Fourier’in 1s1 iletimi yasasi

uygulanarak,
d(t)=u(Lt)+kcu, (Lt), t>0 (3.2.5)

elde edilir.

11
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Coziimii bulmak icin degiskenlere ayirma yontemi uygulanirsa problemin sifir
olmayan ¢oziimii,

u(x,t)=X(x)T(t) (3.2.6)
seklindedir. Bu ifadeyi (3.2.1)” de yerine yazarak,

T'M) X' _
AT X(X)

elde edilir. Burada A > 0’dir. Bu durumda,
T(t)=e""
bulunur. (3.2.6) ifadesi,
u(x,t)= X (x)e " (3.2.7)
olur. (3.2.7)’yi (3.2.3)’de yerine yazarak,
kAU, (1,t) =AM | U (1,1) + ke u (L1) [+ kBl u(Lt) + ke u, (1) ]

(~kA—kiyBe™)u, (L) = kiBu(L,t)+ qMu; (Lt) +aMke Mu (Lt) (328

elde edilir. «, B (i =1,2) katsayilar olmak iizere,
—kA—KkBc' =a,, kB=a,, gM =2, gqMkc™ =,
dontigiimleri yapilir, (3.2.7) ve (3.2.8)’ de yerine yazilirsa
a,X'1)-a,X (@) =-1a’ (ﬂlx @+, X '(1))

elde edilir. o, @0, S, 3, katsayilarin1 qM 'ye bolersek,

—k,B
1 oy
(ﬂl alj: @ (3.2.9)
B o —k  [1+kB/cA]
c o
elde edilir. Burada, pziiz > seklindedir.
o agqM

X=0 ve x=1'de simir kosullarinin uygulanmasiyla, ikinci mertebeden sinir deger

problemi elde edilir.

12
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[1]’de sinir kosulunda A parametresi igeren

u=—u"+qu=Au (3.2.10)
cosau(a)+sinau’(a)=0 (3.2.11)
~(equ(b)—aru’(b)) = A( Au(b) - B,u' (b)) (3.2.12)

simnir-deger  problemi ele almir. Burada, q(x), [a,b] de  stirekli  bir
fonksiyon, & €[0,7) ve

_,31 2

= >0, o, 0, BB eR (3.2.13)
B a

seklindedir.
Ozel olarak k, =0 durumunda (3.2.10)-(3.2.12) igin 6z fonksiyon agilimini
kullanarak, (3.2.1)-(3.2.4) probleminin ¢6ziimiinii sunan bir seri elde edilebilir.
H=L, [a, b]x C Hilbert uzayi olarak iki bilesenli vektorler igin i¢ garpimi

b
(F.G):= [ R(X)G,(x)dx+=F,G, (3.2.14)
Yo

a

bi¢iminde tanimlanir. Burada,

F{ﬁ(x)} Gz[Gl(X)jeH,
F2 GZ

ve p (3.2.13)’de tanmimlanmis bir sabittir. Gereklilik igin,

Ry [u]:=aqu(0)—a,u’(0) (3.2.15)
Ry[u]:= A (0)-£,u’(0) (3.2.16)
seklinde yazilir [1].
(3.2.1)-(3.2.4)’de verilmis sinir problem [1]’den operatdr biciminde asagidaki gibi
yazilir:
A(F):= L_Fl (X)+q(X)J (3.2.17)
-R,(R)
{F eH|F(x) e AC[a,b],zF, e L,[a,b],cos aF,(a) +sin aF/(a) = O,}
D(A) = '
F, =Ry (R)

13
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3.3. BIR UC YUZEYI SIVIYLA TEMAS HALINDEKI YALITILMIS
YARI SONSUZ BIR CUBUKTA DIFUZYON OLAYI

Yar1 sonsuz silindirik kati cisim, keyfi sekil ve boyutta capraz kesite ve

X =0’da diiz u¢ yiizeye sahiptir.

Yan ylizeyler, 1s1 alig-verisi olmamasi i¢in izole edilmistir ve pozitif

X eksenine bagli baslangi¢ sicaklik dagilimina sahiptir.

S1vi, keyfi baslangi¢ sicakligini muhafaza etmek i¢in iyi karigsmis (homojen)

sekildedir.

N

®

>><
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© 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

Sekil 3.3.1
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Sividan ¢evreye ve ¢evreden de siviya 1s1 iletiminin olmadigini varsayalim.

t =0 aninda katinin tabani siviyla temas halindedir.

Amag, herhangi bir t>0 aninda, sivinin sicakligina ve katinin sicaklik

dagilimina uygun bir kural belirlemektir.

t anindaki ve X pozisyonundaki katinin sicakligi u(x,t) ile gosterilsin.

Bu durumda zamana bagli olarak, bir boyutlu 1s1 denklemi

2
,0°U ou
o —=—— 3.31
ox>  ox (3.3.1)
bi¢iminde ifade edilir.
o2 — _K_ olup fiziksel bir sabitir.
D.C

k — katinin 6z iletkenligi, p—yogunluk ve ¢—06zgiil 1sidir.

A kat1 cismin gapraz kesitin alan1 olsun. Bu ucun yiizeyi siviyla temastadir.

v(t) her t aninda sivinin sicakligini gostersin.

O halde kat1 cisimle siv1 arasindaki termik(sicaklik) baginti;

u(,t)=v(), t>0 (3.3.2)

ile ifade edilir. Kat1 cisimden siviya 1s1 akisinin oran1 X =0 ug yiizeyinde —kAu, dir.

Sividaki 1s1 birikiminin orant qMV'(t) dir (M —sivinin kitlesi, q—06zgiil

1s1). Burada 1s1 transferi s6z konusu olup alinan 1s1, verilen 1s1ya esit olacagindan

qMV'(t) = —kAu, (0,t) (3.3.3)

esitligi saglanir.

Sonug olarak, eger ¢, (X) ve V, katidaki ve sividaki baslangi¢ sicakliklarimni

gosterirse,

15
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imv() =, (3.3.4)

{liigu(x,t)¢0(x), x>0,

saglanir.

Problem sadece u(x,t) igin su sekilde formiile edilebilir:
gMV'(t)= —kAu, (0,t)
gMmv'(t) + kAu, (0,t) =0

Bu denklemin biitiin terimlerini o’ ile carpip u,(0,t) 'nin katsayisina

bolersek,

a’qMV'(t)

+a®u, (0,t)=0
" a‘u,(0,t)

2 '
elde edilir. Burada o = %fl(t) diyelim. Genelligi bozmadan o =1 alinirsa

V'(t)+a’u, (0,t)=0 (3.3.5)

olur.
(3.3.2) denklemini t’ye gore tiirevlendirerek

u(0,t)=v(t)  t>0
u (0,t)=v'(t) (¥

yazilabilir. (*) ifadesini (3.3.5)’te kullanarak u,(0,t)+c’u, (0,t)=0 seklinde

yazilabilir. O halde u(x,t) i¢in problem,

2
20U _au

o it x>0, (3.3.6)

u (0,t)+au, (0,t)=0, t>0, (3.3.7)
u(x,t)=¢y(x), x>0, (3.3.8)
u(0,0)=v, (3.3.9)

16
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bigimindedir.
Problemin fiziksel durumunu korumak igin, X —oco da u(x,t) ¢oziimi i¢in

lim|u(x,t)| <o (3.3.10)

X—>00

kosulu saglanir.

3.4 YAN (LATERAL) YUZEYLERI iZOLE EDILMEMIS HOMOJEN
OLMAYAN BIR CUBUKTA DIFUZYON OLAYI

t =0 aninda tabani keyfi baglangi¢ sicakligina sahip iyi karigmis bir siviyla
temas halinde olan, yan yiizeyleri (lateral kisimlari) izole edilmemis, 1s1 aligverisi

sirasinda —q(X)u miktarda 1s1 kaybeden, O<Xx<a uzunlugunda yogunlugu 1

br/cm®, 0<x<o uzunlugunda ise yogunlugu o br/cm® olan homojen olmayan

yar1 sonsuz silindirik bir kat1 cisim diisiinelim. Bu taktirde sivi ile kat1 arasinda

sicaklik bagintisini bulmaya yarayan 1s1 denklemi

ou o
X)— = ——q(x)u
/0()at ™ a(x)

bi¢imindedir [17].

17
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Sekil 3.4.1

3.5 STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN YARI EKSENDE
AYRISIM PROBLEMI

3.5.1 Temel Tanimlar ve Teoremler

Yi(X)  Y,(%)

Tamm  3.5.1.1 W(x)=W[y1(X),y2(X)]=y,(x) V(%)

bigiminde

tanimlanan W (x) determinantina, Yy,(X) ve Yy,(x) fonksiyonlarmm Wronskiyeni

denir.

18
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Tamm 3.5.1.2 Sturm-Liouville problemi olarak bilinen

Ly(x)=-y"+q(x)y =2y (3.5.1)
y(a)cosa+y'(a)sina =0 (3.5.2)
y(b)cosg+Yy'(b)sin f=0 (3.5.3)

probleminin tanimli oldugu [a,b] araligi sonlu ve problemdeki q(x) fonksiyonu bu
aralikta toplanabilir ise, bu siir deger problemine regiilerdir denir. Diger

durumlarda, yani [a,b] araliginimn sonlu olmadigi veya g(x) ’in [a,b]" de toplanabilir

olmadig1r veya bu iki durumun her ikisinin gegerli olmasi halinde ise probleme

singtilerdir denir.

Tamm 3.5.1.3 Eger (3.5.1)-(3.5.3) sinir deger problemi belli bir 4, degeri
i¢in asikar olmayan bir y(X,4,) ¢oziimiine sahipse, 4 e (3.5.1)-(3.5.3) sinir deger

probleminin bir ézdegeri, y(x,4,) e ise bu 6zdegere karsilik gelen zfonksiyon denir.

Tamm 3.5.1.4 H bir Hilbert uzay1 ve A bu uzayda tanimli bir operator
olsun. R, =(A—Al)™" varsa ve biitiin H uzaymda tanimli operatrii ifade ediyorsa
Ae€C degerine Aoperatoriiniin regiiler noktas: denir. R, operatorii ise A’nin

rezolventi olarak adlandirilir. Regiiler olmayan bitin AeC sayillarma A

operatoriiniin spektrumu denir. Bir operatoriin 6zdegerleri spektrum kiimesine
dahildir. O halde 1eC igin R, =(A-Al)" yoktur. Biitiin 6zdegerlerin kiimesine

operatdriin discrete spektrumu denir. Spektrumun diger noktalarina siirekli spektrum

noktalar: denir. Bu noktalarin olusturdugu kiimeye operatoriin sirekli spektrumu
denir [22].

Tanim 3.5.1.5 Bir [a,b] araliginda tanimli ve siirekli tim f(X)

fonksiyonlar1 i¢in

19
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b

Af (x) = [k(x,£)f (£)dé

a

bi¢iminde tanimlanan A operatoriine K(X,<) cekirdegine sahip integral operatir

denir. Burada ¢ €[a,b] dir.

Tanim 3.5.1.6 L operatorii

I(y) = po<x)%+ pl(x)%+ 0, (X)y

diferansiyel ifadesi ve

Uv(y)=0 V::LZ

sinir kosullarindan olusan diferansiyel operatér olsun, burada L, p,(x), p,(x)

Po(X)
katsayilar: stireklidir. Ayrica U, (y) smur kosullar1 asagidaki bigimde bir lineer form

olusturur:

U, (Y) =Y, +aYa + BY, + BY, =0.

Tamm 3.5.1.7
Po(X)Y"+ P (XY + p,(X)y = f(X) (3.5.4)
denklemi ve

ay,y(@)+ay,y' (@) + f,y(0) + B,y (b) =0
ay,y(@)+ayy'(a)+ B,yb)+ B,y (b) =0

siir kosullart verilsin.,

(3.5.5)

D= {(X,t)| as<x<bh,a<t< b} dikdortgeninde  asagidaki  kosullar
saglayan G(x,t) fonksiyonuna (3.5.4)-(3.5.5) sinir probleminin Green Fonksiyonu
denir.

1) G(x,t) fonksiyonu sabitlestirilmis te(a,b)icin; (a,t) ve (tb)
araliklarinda X ’e gore homojen (3.5.4) denklemini saglar.

2) G(x,t), [a,b] araliginda siireklidir. Vxe(a,b) ve Vte(a,b) icin x’e

gore 1. mertebeden tiirevi X =t noktasinda sicramali siireksizlige sahiptir;
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1
po()
3) G(x,t) fonksiyonu (3.5.5) sinir kosullarini saglar.

G, (t+0,t)—G, (t—0,t) =

Teorem 3.5.1.8 f(x)’in ikinci mertebeden tiireve sahip bir fonksiyon

oldugunu ve (3.5.2)-(3.5.3) siir kosullarini sagladigini kabul edelim. Bu durumda
f(x), (3.5.1)-(3.5.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlariyla, mutlak ve diizgiin

yakinsak bir Fourier serisine agilabilir. O halde

saglanir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1 ISI ILETIM DENKLEMI ICIN BIiR SINIR DEGER PROBLEMI
4.1.1 Problemin Ifadesi

Bu boliimde bir boyutlu 1s1 denklemine iligskin smir kosulunda zamana

gore tlirev iceren bir sinir deger problemini ele alacagiz.

D= {(X,t) 0<Xx<om, O<t< OO} bolgesinde asagidaki

p(x)%“ =%—q(x)u (4.1.1)

1s1 iletim denklemi igin

(—ﬂlu +%:+,B2 %uj y =0, (4.1.2)

sir kosulu ve
u(x,0) = ¢,(x), (4.1.3)
u(0,0)= &, (4.1.4)

baslangi¢ kosullarint goz 6niine alalim.

u(x,t),4,(x)ve 9, D bolgesinde tanimli, siirekli tiirevlenebilir fonksiyonlardir ve
B, B, <0 reel sayilardir. Problemin fiziksel durumunu korumak i¢in, X — oo da

lim|u(x,t)| < .

X—00
Amacimiz (4.1.1) denkleminin D= {(X,t) 0<x<w, 0<t< oo} bolgesinde siirekli

ve (4.1.2)-(4.1.4) kosullarini saglayan ¢ozliimiinii bulmaktir.
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4.1.2 Degiskenlerin Ayrilmasi ve Sturm-Liouville Problemi

(4.1.1)-(4.1.4) problemini ¢ozmek icin degiskenlere ayirma yontemini
kullanalim. (4.1.1)’in (4.1.2) siir deger probleminin sifir olmayan ¢6ziimiini
u(x,t) = y(x)g(t) (4.1.5)
bigiminde arayalim. (4.1.5)’1 (4.1.1) denkleminde yazarak
g® _ y'(x) _ax
g  y()p(x)  p(x)

esitligi elde edilir. Bu esitligin sol tarafi sadece t’ye, sag tarafi ise sadece X’e

bagli ve t ile x birbirine bagh olmayan bagimsiz degiskenler oldugundan

esitligin her iki tarafi ayri/ma sabiti denilen ayni bir sabite esittir.

g'(M) _ ¥y _ak) __
g®)  y(xe() p(x)

olsun. O halde
—y"(x)+q(x)y(x)=A%p(x)y(x) (4.1.6)
g'(t)+A%g(t)=0 (4.1.7)
denklemleri elde edilir. (4.1.7) denkleminin bir 6zel ¢oziimii
g(t)=e
bi¢imindedir. Ote yandan (4.1.5)’i (4.1.2)’de yazarak
y'(0)=(B.+5A")y(0) =0 (4.1.8)

sinir kosulu elde edilir. Dolayisiyla, y(x) fonksiyonu (4.1.6) denklemini ve (4.1.8)
sinir kosulunu saglar.

u(x,t) fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.4) probleminin sifir olmayan ¢dziimii
oldugundan y(x) fonksiyonu, (4.1.6), (4.1.8) sinir deger probleminin 6zfonksiyonu
olmalidir. Bundan dolaytr (4.1.6), (4.1.8) Sturm-Liouville problemi igin

Ozfonksiyonlara gore ayrisim probleminin incelenmesine gerek duyulur.

23



Ala V., 2014. Bir Boyutlu Is: Denklemi Igin Bir Smr Deger Probleminin Coziimii Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

4.2 SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETRE ICEREN BIR STURM-
LIOUVILLE DENKLEMI ICIN AYRISIM FORMULU

4.2.1 Probleme Giris

Pozitif yar1 eksende (4.1.6), (4.1.8) siur deger problemini ele alalim:
—y"(x)+a(x)y(x)=A%p(x)y(X) (4.2.1)
y'0)—(5,+5,A%)y(0) =0 (4.2.2)

Burada q(x) reel degerli bir fonksiyon olup

o]

I(1+ x)|a(x)[dx < oo (4.2.3)
0

esitsizligini saglar, A bir spektral parametre ve p(x) katsayist 0 <« #1 olmak iizere

(x) = a’, 0<x<a
r 1, x>a

biciminde olup a e [0, 00) noktasinda siireksizlige sahiptir.

4.2.2 q(x) =0 iken (4.2.1), (4.2.2) Sinir Deger Probleminin Coziimii

1 1 Ve 1 1 ) o
fo(x,2) =§(1+mje*ﬂ ) +§(1—WJW )
(4.1.6) denkleminin q(x) =0 durumundaki ¢6zimidiir.
Burada z*(x) = ixm +a(l¥ m ) bi¢imindedir. [10]’dan bilindigi gibi, kapali
tist yar1 diizlemden olan her A i¢in K(X,.) €L (x"(X),+o) olmak iizere (4.1.6)
denkleminin asagidaki sekilde tek bir f (X, 1) ¢6ziimi vardir:

f(x,A) = fy(x, A)+ T K (x,t)e"dt.
(

4 (x)

Burada K(X,t) ¢ekirdek fonksiyonu
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[ Kbt <c[tja®pt, 0<c=sabit

# (%) X
esitsizligini saglar. (4.1.6) denkleminin katsayilar1 reel oldugundan f(x, 1)

fonksiyonu da ¢oziimdiir. f(x,4) ve f(x,4) fonksiyonlariin Wronskiyenleri x’e
bagli degildir ve her reel A#0 i¢in W[f(x,}t), f(x,/”t)J:2i/1 ’dir. Bu nedenle

f(x,4) ve f(x,A) fonksiyonlari (4.1.6) denkleminin temel ¢oziimler sistemini

olusturur [16].

4.2.3 Ozel Coziim ve Sagilma Fonksiyonu

o(x,A) ile (4.1.6) denkleminin ®(0,4)=1 @'(0,1) =, +B,A°

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii gosterilsin.

Lemma 4.2.3.1 Reel 4 #0 igin
2ila(X, A)
PO -(4+£4°)F0.2)

0zdesligi her reel A #0 icin saglanir. Burada

B f'(0,4) (B, +B,A*) T(0, 2)
0. —-(B+8,47) (0, 4)

=T A) =S F(xA) (4.2.4)

S(1)

(4.2.5)

bicimindedir, ve
|S(/1)| =1

bagintisini saglar.

Ispat: (4.1.6) diferansiyel denkleminin ¢oziimleri olan f (X, 1) ve m
temel ¢6ziim sistemini olusturdugundan her A4 #0 i¢in w(X, 1)
(X, A) = ¢,(A) F (%, 2) +¢,(A) F(x, 2)
yazilabilir ve burada c,(4),c,(4) 4 ’ya baglh bulunmasi gereken fonksiyonlardir.

@' (X, ) = ¢,(A) F'(x,A) +¢,(A) T(x, A)
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oldugu agiktir. Bu ¢6ziim (4.1.6) diferansiyel denklemini ve (4.2.2) siir kosulunu

sagladigindan
@(0,2) =¢,(4) £(0,4) +¢,(4) £(0,2) =1,
@(0,2) =¢,(2) '(0,4) +¢,(A) (0, 2) = B, + B,°
yazilabilir. Birinci denklemin her iki tarafi f'(0,1) ile, ikinci denklemin her iki

tarafi f(0,4) ile carpilir ve taraf tarafa ¢ikartilirsa:

£'(0,2)~(B,+8,A*) F(0,2)
—2i4
elde edilir. Benzer sekilde birinci denklem f'(0, ) ile ikincisi f(0,4) ile carpilip

C, (ﬂ) =

taraf tarafa ¢ikartildiginda

F'0.2)~(5+52°) £(0,2)
2i4

C, (l) =

bulunur. O halde
o(X,A) =c, (1) f(x,4)+¢, (1) f(x,4)

ifadesinde buldugumuz c, (1) ve c,(1) degerleri yerine yazilirsa

f0.0)~(4+52°)10,2)

o(x, 1) = : f(x,4)
—214 (4.2.6)
N f’(O,l)—(,Bﬁ,Bz/lz)f(O,i)m
2iA ’

olarak elde edilir.
p(2) = 1'(0,4)—(B,+B,A%) £(0,2)

fonksiyonu tanimlansin.

Simdi, tiim reel 40 i¢in (1) #0 oldugunu gosterelim. Bunun igin aksini

varsayalim. Yani sifirdan farkli A, € (—00, +oo) olsun Oyle ki;

() = 1'(0,4)~(B.+ BA’) £(0,4) =0.

Buradan
£(0, ) =(B.+ B2 ) £(0. 4,) 4.2.7)

ifadesi ¢ekilir,
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W[ £(0,2), T(0.%)]= F'(0,4)T(0,2) - (0, %) (0, 75) =2i4,

Wronskiyenin ifadesinde (4.2.6) esitligi yerine yazilirsa

(B.+ B2y ) 1(0,2) (0, 4) = F(0, 4)( B+ BA,” ) F(0.2,) = 2i4,

olur ve

(B4 oo ) F Q) =B+ 25" |1 0.20)]" =21 (4.2.8)
elde edilir. g, g,ve 4, ifadelerinin reel oldugu géz o6niinde bulunduruldugunda
(4.2.8) esitliginin sol tarafi sifira esittir ve A4, =0 dir. O halde bir geliski elde edilir
ve dolayistyla tiim reel 4 #0 i¢in @(4) #0 oldugu goriiliir. (4.2.6) esitliginin her iki
tarafi 2i4 ile garpilip, @(4)# 0’a boliiniirse:

2id(x,2) (Bi+BA%)T(0.2)-1(0,2)

p(A) O (A +B2)1(0.2)

) £'(0,4) (8, + B4 )f(o’ﬂ)m
f’(O,i)—(ﬂl"'ﬂZﬂ'z) f(0,4)

f(x, )

veya

2h0(67) o 1O A-(B,+B27)1(0,2)
o(2) PO (B+B8A)(0,4)

elde edilir. O halde

f(x,4)

O ~(5+527)F0.2)
C0.0)—(B+BAY) T(0,4)

S(2)

olmak tlizere

2ilo(x,A) _
S f(x,2)-S(A)f(x,4)

esitligi bulunur.

p(A) = 1'(0,2)~(B+B,A%) £(0,4)

oldugu dikkate alinarak

507 FON-(4+82°)T0.0 o) _
£0,4)-(B+BA*)1(0,2) #(A)

[s()]”

oldugundan
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sW=[s@]"

ve

SIS =[s|= 271 £ =1

bulunur. Béylece lemma ispatlanir.m

Tamm 4.2.3.1 (4.2.5) ile tamimli S(A4) fonksiyonuna (4.2.1), (4.2.2) siir

deger probleminin sa¢ilma fonksiyonu denir.

4.2.4 p(A) Fonksiyonunun Ozelliklerinin Incelenmesi
Lemma 4.2.4.1 ¢(A) fonksiyonunun sifirlart sanal eksende yerlesir.

Ispat: Kabul edelimki 4, ve 4, (Im 4;20,j=12) ¢(A) fonksiyonunun iki
sifirt olsun. O halde (4.2.1) denklemini saglarlar.
=176 A) +aq(x) T (%, A) = 4°p(X) T (X, 4),
“TOCR) + A0 T A) =% p() T ()
Birinci denklem f(x,4,) ile ikinci denklemi f(x,4,) ile carpilip taraf tarafa
¢ikartilirsa,
A TR~ 02 T A) = (47 =2 ) T A) T A0

elde edilir.

Her iki tarafin 0’ dan +oo’a integrali alinirsa

~ A TR~ (0 A) (0 2)= (41 =27 ) £ 00 ) T )P (9

O3

P00 06 A [ 7%, ) T Aok = (22— )] 10, A) T ) plx)ex
olur. Kismi integrasyon yardimiyla

0, 4)1(0,4,)— f(0,4) f'(0.4,) = (4 —ZZ)T FOxA) (X 4p) p(x)dx
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bulunur. Buradan,

(4° —ZZ)T FOxA) (% 4)p()dx+ £(0,4) £'(0, 4,) - £'(0,4) £ (0, ) =0,

(22 -2)[ T (6 A) T (6 A) p(X)dx-W{f (0.4),T(0.%,)} =0  (42.9)
0
oldugu goriiliir. Diger yandan 4;’ler (A1) fonksiyonunun sifirlari oldugundan

o(4) = 1'(0.2)—(B,+B,A47) F(0.4) =0
saglanir. O halde bu bagintilardan

t'(0,4) =(B,+BA%) T (0. 4)

-2

(0L =(s+4% |TOL)
bulunur. Bu ifadeler Wronskiyenin ifadesinde yerine yazilirsa

W{f (6 A), TR} = FO0A)T02)-0)TOL)

-2

= 10A)(A+ A7) TOR) - 10 (A+ A% | TOZ)

:ﬁzf(o,&)f(o—,%)(%z "TZZ)

elde edilir. 4, = 4, i¢in bu esitlik yeniden yazilirsa

W{f(6A), T A)|  =A|f0.4) (’112 ‘Zz)

oldugu goriiliir. Bu bulunan Wronskiyenin ifadesi (4.2.9) denkleminde yerine

yazilirsa

=1 A p0)dx - (2 )8, 0, 2)f =0

(Af—Zz)[ﬁf(x,ﬂl)rp(x)dx—ﬂzlf(o,ﬂl)lz}o

elde edilir. S, <0, ImA, >0 oldugundan koseli parantezin i¢indeki ifadenin pozitif

oldugu goriiliir. Buradan

oldugu elde edilir. Dolayisiyla
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veya
Re A =0.
Yani ¢(4) fonksiyonunun sifirlart sadece sanal eksende yerlesir.

Lemma 4.2.4.2 ¢(A) fonksiyonunun sifirlart basittir.

ispat: f (x, 1) fonksiyonunun A ’ya gore diferansiyeli f(x,A) :% f(x,4)

ile gosterilsin.
—£"(x,2)+a(x) f (x,2)=2%p(x) f (x,4) (4.2.10)
denkleminin A ’ya gore diferansiyeli alinirsa,

—£7(x,A)+q(x) f (x,2)=22p(x) f (x,A)+ *p(x) f (x,4)  (4.2.11)
elde edilir. (4.2.10) denklemi f(x,4) ile (4.2.11) denklemi ise f(x,A) ile carpilip
taraf tarafa cikartilirsa

22p(x) F2(x, 1) = "(x,A) f (x, 1) = f"(x,2) f (x,4)
elde edilir. Her iki tarafin 0'dan +oo'a integrali alinirsa

241 pOO|F (%, A = [ £7(x, A) f (%, 2)— | £7(x, ) f (x, A

= ()T —T F(x ) (x Dex— /(6 ) T (2] +T £1(x, A)f(x, 2)dx

veya

zsz(x)\ f(x2) dx=1(0,2)f'(0,2)-f(0,2)f'(0,2)  (42.12)

0
elde edilir.

Diger taraftan ¢(A) 'nin tanimini dikkate alarak A ’ya gore tiirevi;

p(A) = £(0,2)- £(0,2)(B,+ B,A°)-28,A1(0,2)
olur. Bu ifadelerden

£'(0,2) = p(2) + £(0,2) (B, + B,A°)+ 23,41 (0, 2)
ve

£(0,4) = p(A) +(B,+ B,A*) F(0.2)
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ifadeleri gekilip (4.2.12) denkleminde yerine yazilirsa;

uf pO|f (%, A)fdx = £(0,2) (0, 4)— £ (0,2) (0, 2)

= (0, 1)] p(A) + (0, 2) (B + BA)+28,A1(0,2) |
~F0.1)] p(A) +(B,+ A7) T (0. D)]

2 j ()| (x, A dx = (0, )(2) —p(2) F(0,2)+28,AF%(0,2)
0
elde edilir. Burada A =iy, almirsa,

Zi#k_[p(x)| f(x, i/uk)|2dX = f(0,iu)plin)+2Biu 1 (O’ iﬂk) (4.2.13)

elde edilir. Esitligin sol tarafi sifirdan farkli oldugundan sag taraf da sifirdan

farklidir. Dolayistyla ¢(ig4 ) =0 Ki, bu da ¢(4) fonksiyonunun sifirlarinin basit

olmasi demektir. =

Lemma 4.2.4.3 ¢(A) fonksiyonu ist diizlemde (ImA>0) sonlu sayida
A, (k=12,...,n) sifirlarina sahiptir.

Ispat: 6, @(1) fonksiyonunun, birbirine komsu olan, iki sifir1 arasindaki

uzakligin infumumu olsun. 6 >0 oldugunu gosterelim.

Aksini kabul edelim. O halde lim{4, — 4} =0, 4 >4, >0 ve max, <M

saglanacak bigimde, ¢(A) fonksiyonunun sifirlarindan olusan, {i/ik}ve {iﬂk}

dizileri vardir. (4.2.1) denkleminin f(X,A) ¢oziimiiniin 6zelliginden (Bknz. [10])

yeterince biiylik A sayilari i¢in,
f(x,A)> %exp(—/’tx) esitsizliginin X e[A,o] ve Ae[0,0)’a gore

gercekledigini syleyebiliriz. Buradan ise

A : AAE) g
{f(x,lﬂk)f (x,i4 )dx > 4(/ik+ik) > 3N

—2MA

(4.2.14)
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saglanir. Diger taraftan (4.2.13) den,
ozT F(x,i4)T (x,iﬂk)dx:T f(x,iik)[f(x,mk)— f(x,iik)}dm
+f F(xid)f (x,iik)dx+f F(x,i4) T O )dx

olur. k — oo iken x €[0, A) igin lim[f(x,iik)— f(x,uk)]zo oldugundan,

_mT f(x,i4 ) f (x4 )dx (4.2.15)

saglanir. (4.2.14) ve (4.2.15) ifadeleri bir geliski olusturur. O halde kabuliimiiziin

yanlis oldugunu ve dolayisiyla ¢(A) fonksiyonunun sifirlarinin sayisinin sonlu
oldugu sdylenebilir. m
ﬂ=i}tj (lj >0),j=12,...,n ler ¢(A) fonksiyonunun sifirlari olsunlar.

-1

Ayrica m;~ nin f(x,i4;) fonksiyonunun L, (0,) daki normu oldugunu kabul

edelim.
O halde, (4.2.13)’den (4.2.1), (4.2.2) probleminin normlastirict sayilarin

j PO (%14, )\ dx—3,|f (0., )\ gp(l/l )f(0,i4;) (4.2.16)

seklinde yazilabilir.
4.2.5 Rezolvent Operatoriin Insa Edilmesi

Bu boéliimde (4.2.1), (4.2.2) sinir deger probleminin rezolvent operatoriinii
insa edecegiz.
: F(x) G,(x)
H, =L, ,(0,00)xC Hilbert uzayinda F = F eH,, G= G eH,
2 2

vektorleri igin
o0 . 1 _
G)=| ROOG (P (K- F,G,0(0)
0 2

ile i¢ carpim tanimlayalim ve
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(F) = [ +a00F|

olsun.
(4.2.1), (4.2.2) sinir deger problemine karsilik gelen L operatorii [1]

kullanilarak asagidaki formda tanimlansin:

R0 [ Fl] = ﬂlFl (0) - F1’(0)1
R(') [Fl] = ﬂ2F1(0)-

1 14
I(F)=—{—F +q(x)F}
L(F)=| = pOOL U1 FeD(L)
F (0)
olup, burada L operatoriiniin tanim kiimesi

D(L) :={F eH, | F(X), F () € AC[0,b]<[0,50),I(F) €L, ,(0,%), F, =ﬂ2F1(0)}
bigimindedir. (4.2.1), (4.2.2) sinir deger problemi Ly=A’p(X)y esitligine denktir.
Ayrica L operatdrii H , uzayinda 6z esleniktir.

Eger A%, L operatdriiniin spektrum noktast degilse R ,(L)=(L—A%1)"

rezolvent operatorii vardir. Simdi rezolvent operatoriiniin bi¢cimi bulunacaktir.

Teorem 4.25.1 Tim A% (ImA>0,p(1)#0) sayilart L operatdriiniin

rezolvent kiimesine aittir. R , (L) rezolventi

R. (L) = [6(x & DF (&)

cekirdegine sahip bir integral operatordiir. Burada

o(x,A)f (&), x<£&

e 1
Clxeid)= {f(x,}t)a)(g,/i), £<x

@(4)

bi¢imindedir.

Ispat: F(&) e D(L)’nin sonsuzlukta sonlu degere sahip bir fonksiyon

oldugunu kabul edelim. Rezolventin a¢ik bi¢imini bulmak i¢in

—y"+q(x)y = 2°p(X) F (), (4.2.17)
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y'(0)=(8,+B,A*)y(0)+F,p(0) (4.2.18)
siir deger problemi ¢oziilmelidir. (4.2.17), (4.2.18) probleminin ¢dziimiinii
y(x,A)=c (X, 2)o(x,2)+C, (%, 1) f(x,4), (4.2.19)

bigiminde arayalim. Burada @(x, 1) ve f(x,A) fonksiyonlari ImA >0 i¢in homojen

problemin ¢oziimleridir.
Sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak, asagidaki denklemler sistemini

elde ederiz:

{cl’(x,ﬁ,)a)(x,/l)+c;(x,i) f(x,1)=0 (4.2.20)

c(xA)a' (xA)+cy(xA) f'(x,1)=—p(Xx)F(X)

(4.2.20) denklem sistemindeki birinci denklemi f'(x, A1) ile ikinci denklemi f(x, 1)
ile carpip taraf tarafa ¢ikartilirsa,

(%) @(x,A)f'(x,4)-a' (x,2)F(x,2)]= p(x)F(x) f(x,4) (4.2.21)

elde edilir. Burada y(x,4) ¢dziimiin L, ,(0,) dan olmasi igin ¢ (0, 4) =0 olmasi

gerekir. (4.2.21) ifadesi (x,) araliginda integrallendiginde c,(x, 1) degeri,

6 ()= j ‘f SIR @0

bi¢iminde bulunur.

Benzer sekilde (4.2.20) denklem sistemindeki birinci denklemi @'(x, 1) ile

ikinci denklemi w(x, A) ile carpip taraf tarafa ¢ikartirsak
C (% A)[@' (X, A) f (X, 4) —o(x,2) £ (X, A) | = p()F ()X, 4)  (4.2.22)

elde edilir ve bu ifadeyi (0,x) araliginda integrallersek c,(x, 1) degeri

cz(x,z)=c2(o,z)—ia’;i’{;)lrl(g)p(g)dg (4.2.23)

bi¢iminde bulunur. (4.2.19) kullanilarak

f(£,4)
»(4)
1 [ow(éA)
(D)7 p(A)

y(x,2) =w<x,z>(—f Fl(cf)p(ﬁ)de‘j

+f(x, /1)(0 (0,4)- Fl(f)p(f)%]
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-l EDROp0

‘Wf(x ) j (& DF(E)P(E)AE +6,(0,2) F (x,2).

00

y(x4)=[G(x.&EA)F(£)p(¢)dE+¢,(0.4) f (x.2) (4.2.24)

0

bulunur. c,(0,4) 'nin ifadesini bulmak igin (4.2.18) kosulunu kullanmak gerekir.
y(x,4) fonksiyonu (4.2.18) kosulunu saglar.

Y (X, 4) =¢, (x, Da(x, 1) +¢,(X, A)@' (X, A) + ¢, (X, A) T (X, A) +C, (X, 2) f'(x, )
olmak tizere (4.2.18) kosulunu saglatirsak,

¢, (0,2)+¢, (0,4)f(0,2) +¢,(0,2) £'(0,2) = (B, + B,4%)c, (0, 2) f (0, 1) + &°F,
elde edilir. Bu ifadeyi diizenlendiginde

c,(0, )p(A) +¢,(0,4) +¢, (0,2) f (0, 4) = &*F, (4.2.25)

esitligi elde edilir. (4.2.25) ifadesindeki c,'(0,4),c, (0,4) degerleri (4.2.21) ve
(4.2.22) esitlikleri yardimiyla

a’F,

p(4)

elde edilir. (4.2.24) ifadesinde (4.2.26) degeri yazilirsa rezolvent operatoriiniin bigimi

c,(0,4) =

(4.2.26)

) =[G A () 2P ¢ xa
y(x,2) j (x EAREAE+ 2T (0 2)

seklinde bulunur ve teoremin ispati biter. g

Lemma 4.25.1 F(x)eD(L) iki kez tiirevlenebilen, sonsuzlukta sonlu

deger alan bir fonksiyon olsun. O halde |4| —> %, ImA>0 iken

R _RK
(G,F) _fG(xgﬂ)F(f)p(f)d§+ (ﬂ)f( A= ( j(4227)

dir.

Ispat: Teorem, (4.2.17) kullamilarak ve kismi integrasyon yapilarak

35



Ala V., 2014. Bir Boyutlu Is: Denklemi Igin Bir Smr Deger Probleminin Coziimii Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin
Universitesi

LA __foA) (€A
lG(X,é,/l)Fl(f)p(é)dé— [ D

(oA f(x4)
T

@(4)
0(‘5) (£7(E,2)-q(&) f (£, 4)) F(&) p(&)dE

15 (%A, ,
720 {0"(§, 1) -a(@)w(&, D R(E)p()dE

~WH{a(x,4), f(x,1)}
a’f(x,4)

A’p(A)
_%G(x, é;i)m

F(&)p(e)ds

R(5)p(e)ds

ECRIACRAUBIL]

bulunur. Burada

Fi(&) =—F" (&) +q(&)F.(&)

ve
(G.F) j G(x EDREPEHE+E 2 £(x,2) =~ B
(1) S
a f(X A) @ (ﬁ1+ﬁ2ﬂ'2)f(x’ﬁ’) _OO .
- o HO @ RO GO S AR(p(E)dE

bi¢iminde oldugu ve boylece (4.2.27) ifadesinin saglandigi goriliir. g
4.2.6 Ozfonksiyonlara Gore Ayrisim Formiiliiniin Elde Edilmesi

Bu boliimde (4.2.1), (4.2.2) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarina gore

ayrisim formiiliinii bulacagiz.
F(x2) =[G AR ) p()dE

alalm ve I';’nin sifir merkezli R yarigapli pozitif yonlendirilmis bir ¢ember
oldugunu kabul edelim.
D={z:|z|<R, |Imz|2 &}
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bolgesinin pozitif yonlendirilmig siirim I'p | ile gosterelim ve bu egri lizerinden
integral alalim. D = {Z‘ |Z| < R,|Im Z| < s} bolgesinin negatif yonlendirilmis sinirimi
Iy, ile gosterelim ve

j = j + j (4.2.28)

integrasyon ozelligini kullanalim.
(4.2.27) esitliginin her tarafini %ﬂ ile ¢arpip, 4 ya gore 'y, cemberi
7l '

izerinden integral alirsak,

ey — Rl g, L jo(l}u (4.2.29)
27i 0. 27i A 27i A

FR‘E FR‘E

elde ederiz.
(4.2.28) esitligini  kullanarak (4.2.29) ifadesini asagidaki bigimde
yazabiliriz:

L[ AF(xA)da=—2 [AF(xA)dA+ - [ AF(x.A)dA  (4.2.30)

27l . 27l £ 27l .

Simdi (4.2.29)’yi kullanarak (4.2.30) integralinin sag tarafint hesaplayalim.

w(x,A) ve f(x,A) fonksiyonlarinin 6zelliklerinden, R — o0 ve £ — 0 iken

VX e [O,T] c [O,oo) icin i ) O(ljdi — 0 saglanir.
7Tl g, A

27l o

L aFxada-——= [B8qa L jo(ljd/m-ﬁ(x)
27i ) 27l o A A R
Bu son esitlikten, R — o ve ¢ — 0 iken (4.2.30) integralini

R—o0
&0 27“ Tre

lim—— [ AF(x2)dA :—Fl(x)+% [A[F(xA+i0)-F(xA-i0)]dA (4.2.31)
T —00
bi¢ciminde yazilabilir.
Diger taraftan, rezidii teorisinden
l n n
— [ AF(x,2)dA= ]Z_llie:%js[/w (x,/l)]+jz_1:§ei2 [AF(x,4)] (4.2.32)

27l .

olur. (4.2.31) ve (4.2.32) esitliklerini kullanarak
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Fl(x)=—zn:§_%s[/u:(x A)]- Zn:EeIE[/lF (x4)]
= = (4.2.33)

1 :
Yomi ] /1[F X,A+i0)—F (x,4-i0)]d2

elde edilir.

Simdi, w(X,4)’nn (4.2.1) denkleminin (0,1)=0, ¥'(0,1) =4,
baslangic  kosullarini saglayan  ¢Ozlimii oldugunu  kabul edelim.
W {o(x, 1),y (x,A)} =1 oldugu agiktir. O halde f(x,4)=c@(X,1)+Cy (X 1)

yazabiliriz. Burada

0, o -tD
¢=1041), ¢ 5,

olup,

f(x,4) = f (0, D)ax(x, 2) +%y/(x, )

2

oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

f(0, 1) {w(x A (& A), x<&
G(x, &) =———L (X, A&, ) + 4.2.34
(x,.£,4) o) o(x, A)a(S,A)+ X D(E ), E<x (4.2.34)
olur.
F(,2) = —— 10, A)(x, 2) [, DR p(E)de
@(4) 0
—W otz DR @ p@de- 222 [y (e, HRE) pE)dE
a’F a’F
- Z_ (0,4 A)— A
ot 102 =)
O halde,
Res[AF(x,A)]= 4 i1)F (&)d
a:u,[ ’ ]_(/,(i;tj) 14,)R(e)de
|/105 F,
-5, o2 f(0,i4)w(x,id)), ]=12,.
yazilabilir.
f(x,4) ve o(X, A) nm 6zelliklerini kullanarak
f(x4;)=1(0.4)o(x4), j=12,..n (4.2.35)
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yazilabilir. (4.2.16) ve (4.2.35) bagmtilart kullanilarak
B:%? [}LF (X, l)] + 522 [lF (X, l)] :
2 2

o (i) [ F (2 F@dE -1
STM IS AR F;

2

F1(0,i4)) f(x,i4;)

formunda yazilabilir Bu ifadeyi

U o f(x,i4,) e (R0 L
i) =m, ~B,£(0,i4) ) (X)_( F, J J=%.0

olmak lizere

Res[AF (x, )]+ Res[AF (x,2)] = -m;] (F.U;() ]

f(xi1) (4.2.36)

biciminde yazabilmemiz miimkiindiir.
Simdi

1

21 | A[F (X, A+i0)—F (x,4-i0) jd2

ifadesini hesaplayalim.

(4.2.34) denve F(x,A+i0)=F(x,4—-i0) esitliginden

F (X, A+i0)~ F (X, A ~i0) = {; F(0,2)-—— £ (0, A)}w(x,ﬂ)?a)(f,/i)Fl(é)p(§)d§

@(A) @(4)
Po_t0,2)+-2 foz} )
ﬁ[(/i) OD+25 T oA
22iAF,
(x, ) [o(&, DR p(E)de = (%, 2)
|()| " Jw P oo
Buradan elde edilir ki
%T/l[F(x,/HiO)—F(x,ﬂ,—iO)]dxi
7l
- j o a)(x,l)ifa)(t,Z)Fl(é)p(ﬁ)dfdﬂ ZFQZVIZQZ%IA)M (4.2.37)
bi¢imindedir.

Boylece (4.2.36) ve (4.2.37) ifadeleri (4.2.33)’da yerlerine yazilirsa

Ozfonksiyonlara gore ayrisim formiilii asagidaki gibi bulunur:
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F,(x) :imj <F,Uj(x)>‘Hp f(x,i4,)

A%d A

I 7 ale()f

_2a F, J-Aza)(x ﬂ,)
()

o AfE ARG (@23)

Fz=ﬁ2F1(0)=im,—ﬂz<F,U,—(0>>\H F(0i2,)

2ﬂzj A% %

T o|§0

j (& AR p(&)dsdA (4.2.39)

_20{2,82 ZT 12
7 sle)f
bi¢iminde bulunur.
4.2.7 Is1 Iletim Probleminin Coziimii
(4.2.38) ve (4.2.39) formiilleri kullanilarak, (4.1.1)-(4.1.4) probleminin
¢Ozumu
u(x,t) _ F.(x) o
u(0,t) F,

bi¢cimindedir. Buradan

u(x,t):imje*ﬂzt@,uj(x))\ f(x,i/lj)+ge’“j ’123}“ w(X, A)
— H, V4
wjf ol “F ( |ﬂ,) )| (4.2.40)
<ol HREpEE-2 22 %
Jo g T
u(x,O):¢0(x):Zn:mj<F,Uj(x)>‘ f(x,i2,)+= j|ﬂ dT (X, 1)
o0 P (0 Z) (4.2.41)
<[a(&, D)F, dedg— 2% 2 (225
!w(é JF(&)p(&)dé j 0

ifadelerinde sinir kosullar1 yazilacak olursa sinir deger probleminin ¢oziimii
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40,0 =8 =3 m, (F.U,0) 1(0,i2)+ 2 j j W& DR P(E)AEA
2R X
o o)

bi¢iminde elde edilir.
4.2.8 Ozel Durumda Is1 {letim Probleminin Coziimii

q(x)=0, p(x)=1 £, =0, B, =1 durumu igin (4.1.6), (4.1.8) problemi
—y"(X) = 22y(X), (4.2.42)
y'(0)—2%y(0) =0 (4.2.43)
bi¢imini alir.
Aciktir ki, (4.2.42) denkleminin le_rE e f,(x,4) =1 kosulunu saglayan
¢oziimii f,(x, A) =€ bigimindedir.
(4.2.42) denkleminin  @,(0,1) =1, @}(0,1)=A% baslangig kosullarini
saglayan ¢oziimil @y, (X, A) = ASin AX+cosAX bi¢imindedir.

Reel 1 #0 igin

lsm/lx+coslx iax A° +|/le,,1X
A% —iA yEy

27 (4.2.44)

0zdesligi saglanir. Burada

S(/I)—l 'j, Py (A) =7 =ik

oldugu agiktir. ¢,(4) fonksiyonunun ImA >0 {ist yar1 diizlemde tek bir A =i sifint

vardir. (4.2.16)’y1 kullanarak m, normlastirict sayisi J2 olarak hesaplanir. (4.2.42),

(4.2.43) smir deger probleminin rezolvent operatorii
R, (L) = [Gy(x, & A)F (£)d¢&
0

¢ekirdegine sahip bir integral operatordiir. Burada
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Gy(x,&4) =

1 [(AsinAx+cosAx)e”s, x<¢&
A2 =i (€™ (Asin A& +CosAE), E<X
bi¢imindedir.

(4.2.38) ve (4.2.39) formiillerini kullanarak (4.2.42), (4.2.43) sinir deger

probleminin 6zfonksiyonlarina gére ayrisim formiiliinii bulalim:
F(0)=2e" [e“F,(£)dé-2F,e”
0

[(Asin A& +cos &), (£)déd A

0

2 T Asin AX+C0oS AX
T Lk

Ty +1

2F, 7 (Asin Ax+cos Ax)

A2 +1 dA

T

O ey

Bu ifade diizenlenirse

F(x)= Ze_ﬁ F(&)dé- Fz}

(4.2.45)
2 T ASINAX+COSAX | T/, .
+— AsinA& +cosAé)F(&)dE-F, rdA
B e, {j( £+cosig)F(£)ds }
sonucu elde edilir. Simdi F, bilesenini hesaplayalim:
F, = F(0)=2[e*F(£)d& - 2F,
0
2F, ¢ 1 a1

2 1 7, ..
+— | ——|(ASINAE+COSAE )R (E)dEAdA ——=
ﬂ£/12+1£( ¢ SR 9 A% +1

0

F,= 2Ee-55(§)d§— F2}+§I/121+1{I(ﬂsin AE+C0S AEIF,(£)déE - Fz}dﬂ (4.2.46)

bigimindedir.
—F2+Ie*"fF1(§)d§ integralinin degerini S ile, —F2+I(/15in/l§+cos/1§)Fl(§)d§
0

0

integralini ise B(A) ile isaretleyecek olursak,

27 ASin AX+cos AxX
F =2Be"+—|B(A dAa, 4.2.47
F :2ﬁ+ETB(z) L ax (4.2.48)
? 7y 2’ +1
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elde edilir.
(4.2.38) ve (4.2.39) formiilleri kullanilarak, (4.2.42)-(4.2.43) probleminin

¢Ozimi
u(x,t) _ F.(X) e
u(o,t) F,
bicimindedir.
Buradan
u(x,t) = Zﬂe’x”lzt e j B(A) ’15'”’1“;05“ di (4.2.49)
+
u(0,t) =28 + 2 (4.2.50)
T 0
elde edilir.

(4.2.49), (4.2.50) ifadelerine sirasiyla (4.1.3), (4.1.4) kosullart saglatilirsa

u(x,0) = ¢ (x) = 286 + = jB(z)is'MX:i‘mxdz

2% 1
u(0,0) =9, =28+—|B(1)——dA
(0,0)= 9, ﬁﬂ!();hl

biciminde problemin ¢dziimii bulunur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bulgular ve Tartigsmalar boliimiinde, bir ug yiizeyi homojen bir siviyla temas
halinde olan, yan yiizeyleri izole edilmemis, homojen olmayan bir kat1 cisim ile
homojen s1v1 arasindaki 1s1 iletiminin problemi ele alinmistir.

Degiskenlere ayirma metodu kullanilarak, bu sinir-deger problemi iki adi
diferansiyel denkleme donistiirildii. Problemin ¢6ziimii esnasinda spektral
parametreyi igeren ve smir kosullarini saglayan 6zel ¢oziim bulundu ve problemin

¢oziimiinde gerekli olan ¢(4) fonksiyonunun ozellikleri incelendi. Isi iletim

probleminin ¢o6ziimiinde pozitif yar1 eksende Sturm-Liouville operatorii ile
olusturulan siir deger probleminin

1) Coziimlerinin 6zellikleri incelendi.

2) Rezolvent operatorii insa edildi.

3) Ozfonksiyonlara gore ayrisim formiilii elde edildi.

4) Ayrisim formiilleri kullanilarak 1s1 iletim denkleminin ¢6ziimii elde
edildi.

5) Swvinin sicakligi ile katinin sicakligi arasinda zamana bagli olarak baginti
elde edildi. Elde edilen sonug [9] ¢alismasinin genellesmis halidir.

(4.2.8y’deki q(x)=0, p(x)=1, £ =0, ,=1 o6zel durumu igin smir

probleminin ¢6ziimii [9]’daki sonuglarla birebir cakigsmaktadir.
Elde edilen sonuglar 1s1 iletimi olaylarinda ve ¢6ziimiin bulunmasinda

kullanilabilir.
5.2. ONERILER
Bu tiir problemler klasik 1s1 iletim problemlerinden farklidir. Dolayisiyla

zamana gore tiirev iceren 1s1 iletim problemleri, baska sinir kosullar1 i¢in yukaridaki

ozellikler incelenerek literatiire katkida bulunulabilir.
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