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ARSIMEDYAN OLMAYAN DURUMDA LIOUVILLE SAYILARININ BAZI
KARAKTERIZASYONLARI

Abdulkadir ASAN

0z

Bu tez ¢alismasinda, Arsimedyan olmayan durumda Liouville sayilarinin

bazi Ozellikleri incelenmistir. Arsimedyan olmayan durum olarak, Q, p-adik
sayilar cismi ve K bir cisim olmak iizere K(x) fonksiyonlar cismi gdz Gniine
alinmustir.

Klasik Liouville sayilar1 hakkindaki bir Erdés Teoreminin, Arsimedyan
olmayan durumda, hem Q_  p-—adik sayilar cismi ve hem de K(x) fonksiyonlar
cisminde analoglari elde edilmistir. Ayrica, Arsimedyan olmayan durumda Liouville

dizisi kavrami tanimlanmis, Q_ 2 p-—adik sayilar cismi ve K<x> fonksiyonlar

P
cisminde baz1 6zellikleri verilmistir.

Son olarak, p-adik Gamma fonksiyonu ele alinmis ve bazi degerlerinin

transandantlig1 hakkinda sonuglar elde dilmistir.

Anahtar Kelimeler: p-adik sayilar, Arsimedyan olmayan cisim, fonksiyonlar

cismi, Arsimedyan olmayan durumda transandant sayilar, Arsimedyan olmayan

durumda Liouville sayilari, p—adik Gamma fonksiyonu.
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ABSTRACT

In this thesis work, some properties of Liouville numbers are studied in non-

Archimedean case. The p—adic numbers field Q, and the functions field K (x),
where K is a field, are considered as non-Archimedean case.

The analogues of a classical Erdos theorem about Liouville numbers in the
non-Archimedean case are given both in the p-adic numbers field Q, and the
functions field K(x). In addition, in the non-Archimedean case the definition of the
concept of a Liouville sequence is given, some of its properties both in the p—adic
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Finally, the p-adic Gamma function is considered and some results on

transcendental values of the p—adic Gamma function are obtained.
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SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

7 Tam sayilar kiimesi

Q Rasyonel sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi

C Karmasgik sayilar kiimesi
deg(P) P(x)in derecesi

H(P) P(x) ’in yiiksekligi
L(P) P(x)’in uzunlugu

p —adik tam sayilar halkas1

Q, p —adik sayilar cismi

v, p —adik degerlendirme

(n!) ; p —adik faktoriyel

| Lo Mutlak deger normu

| |p p —adik norm

B(a,r) a merkezli r yarigaph agik yuvar
O Q, 'nin degerlendirme halkasi
L Q, ’nin degerlendirme ideali
K[x] Polinomlar halkas1

K(x) Rasyonel fonksiyonlar cismi
K (x) Fonksiyonlar cismi

Klasik Gamma fonksiyonu

p —adik Gamma fonksiyonu
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1.GIRIS

Bilindigi gibi sifirdan farkli rasyonel katsayili (veya 6zdes olarak tam
katsayil) bir f(x)=a,x"+..+aX+a, polinomunun kdkii olan eC sayismna
cebirsel sayi denir. Bir a cebirsel sayisini kok kabul eden en kiigiikk dereceli
rasyonel katsayili polinoma « ’nin minimal polinomu ve bu polinomun derecesine
a ’nim derecesi denir. Ornegin Y2 eR reel sayist 3. dereceden ve i € C kompleks
sayist 2. dereceden birer cebirsel sayidirlar ve minimal polinomlari, sirastyla
f (X) =x*-2ve g (X) = x? +1°dir. Cebirsel olmayan sayilara transandant (askin)
sayilar denir. Cebirsel sayilar sayilabilir sonsuz ve dolayisiyla transandant sayilar
sayilamaz sonsuzdur.

Bir aeC sayis1 n. dereceden (n>2) bir cebirsel sayi ise Liouville
teoremi ile (sadece o ’ya bagh olan) dyle bir C(a)>0 sabiti vardir ki her
a,b(> O)EZ icin,

a
o——

b

C(a)
o

>

saglanir [1]. Transandant sayilarin insasi genelde Liouville teoremi yardimiyla

yapilir. Ornegin, & =210‘"! sayisinin transandant oldugu Liouville teoreminden
n=1

kolayca elde edilebilir. Transandant sayilarin 6nemli bir sinifim1 Liouville sayilar

olarak bilinen sayilar olusturur. Liouville sayisi sdyle tanimlanir:
Bir £ € R reel sayis1 verilsin. Eger her @ e R" pozitif reel sayisi igin,

1

ba)

a
——|<
-

kosulunu saglayan a,b(>1)eZ sayilari varsa &eR’ye Liouville sayisi denir.

Liouville sayilar rasyonel sayilarla keyfi biiyiikliikte dereceden yaklagilabilen sayilar

olarak bilinir. Kolayca gosterilebilir ki a, {1, 2} olmak {izere, ZanlO’"! reel
n=1

say1s1 bir Liouville sayisidir. Liouville sayilarinin ¢ok ilging 6zellikleri vardir ve bu

sayilar birgok aragtirmaci tarafindan incelenmistir.
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Bu tezde, Liouville sayilarinin Arsimedyan olmayan durumdaki &zellikleri
ele alinacaktir. Bilindigi gibi R reel sayilar cismi, iizerinde tanimlanan genel mutlak
deger normu ile, (Arsimed prensibini sagladigindan) Arsimedyan bir cisimdir. Birgok

Arsimedyan olmayan cisim ornegi vardir. Bunlardan biri, Q_  p-adik sayilar

p
cismidir. Simdi ||p p—adik normunun ve p-adik sayilar cismi Q ’nin tanimini
hatirlatalim:

p keyfi ve sabit bir asal say1 olsun. Herhangi bir xe Q, x# 0 igin,

. a
X=p T pla-b

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir & € Z tamsayisi vardir. Buna gore, x’in p—adik
normu,
X, =P

p
ile tanimlanir. Eger x=0 ise |0|p =0 olarak aliir. p-adik norm |-|p, ticgen
esitsizliginden daha gii¢lii ultrametrik ii¢cgen esitsizligi olarak bilinen,

x+y], Smax{|x|p,|y|p} (% yeQ)
esitsizligini saglar. Ultrametrik {iggen esitsizligini saglayan normlara Arsimedyan
olmayan norm ve bu normlu cisimlerde yapilan analize de non-Arsimedyan Analiz

denir. Q rasyonel sayilar cisminin ||p p—adik normuna goére tamlastiriimasiyla

elde edilen cisme, Q o P—adik sayilar cismi denir.

Ostrowski teoremi ile Q rasyonel sayilar cisminin miimkiin olan biitiin
tamlastirmalari, Arsimedyan olan R reel sayilar cismi ve p bir asal olmak {izere,
Arsimedyan olmayan Q ; p—adik sayilar cismi olarak belirlenmistir. Q, p—adik

sayilar cismi 1904’te Kurt Hensel tarafindan insa edilmis ve uzun bir siire bu sayilar
sadece sayilar teorisinin 6zel bir alaninda kullanilmistir [2]. Fizikte neden sadece reel
sayilarin kullanildig1 sorgulanmis ve 1968°de iki teorik matematik¢i A.F. Monna ve
F. Van der Blij tarafindan p-—adik sayilar fizikte kullanilmistir. 1984’te V.S.

Vladimirov ve I. V. Volovich tarafindan p—adik sayilarin siiper cisim teorisine

basarili bir sekilde uygulanmasi ile birlikte p—adik sayilar uygulamali alanlarda da
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kullanilmaya baglanmistir [3]. Bununla beraber fizikte p-—adik evren modeli,
p—adik kuantum teorisi, p-—adik sicim kurami gibi alanlar olusmustur.
Matematikte, p—adik sayilarin kullanilmasi ile yapilan ¢alismalar p—adik analiz
denilen bir alanda toplanmistir. Bu alanda, reel sayilarla verilen kavramlar p—adik

sayilarin kullanilmasi ile yeniden tanimlanmig ve yorumlanmastir.

Bu tezde p—adik Liouville sayilarinin bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica
Hancl [4] tarafindan verilen Liouville dizisi kavramimin p—adik sayilar cisminde
karsilig1 tanimlanmis ve bunun i¢in kriter verilmistir.

Q, p-—adik sayilar cismi gibi Arsimedyan olmayan baska onemli cisimler

de vardir. Bunlardan biri, K bir cisim olmak {izere K<X> fonksiyonlar cismidir.

Fonksiyonlar cisminde Liouville sayilar1 ve Liouville dizileri kavramlari incelenmis
ve bazi Ozellikler verilmistir.

Tezde bir uygulama olarak, p-—adik Gamma fonksiyonunun p—adik
Liouville sayilarindaki degerleri incelenmis ve bazi sonuglar elde edilmistir.

Bilindigi gibi p—adik Gamma fonksiyonu I' ) :Z  —>Q,,

I (x)=lim(-1)" [T']

n—x 1<j<n
ile tammlanir [5]. Bu ¢alismada Ae€Z  bir p-adik Liouville sayis1 iken T' (1)

degeri tartigilmastir.



Asan, A. 2014 Arsimedyan Olmayan Durumda Liouville Sayilarimin Bazi Karakterizasyonlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

2. KAYNAK ARASTIRMALARI

1904 yilinda K. Hensel tarafindan olusturulan Q, p-—adik sayilar cismi
belli bir siire sadece sayilar teorisindeki problemler igin g6z Oniine alinmistir.
1970’lerden sonra p—adik sayilarin fizikte ve diger alanlarda kullanilmaya

baslanmasi bu sayilara ilginin artmasina sebep olmustur. Her ne kadar bu sayilarin
uygulamalar1 6nemli olsa da kendi 6zellikleri her zaman dikkat ¢ekmistir.
Bu tezde, klasik durumda transandant sayilarin 6nemli bir sinifi olarak kabul

edilen Liouville sayilarinin, Arsimedyan olmayan cisimler olan Q ; p—adik sayilar

cismi ve K keyfi bir cisim olmak iizere K <X> fonksiyonlar cisminde 6zellikleri

incelenmistir.
K. Mahler 1932 ’de kompleks sayilar1 A—, S—, T — ve U —sayilari olarak

dort ayrik simifa ayirmistir [6]. Bu siniflandirmada A—smifi cebirsel sayilardan ve

diger smiflar transandant sayilardan olugsmaktadir. U —sayilar1 ise U = LJUn olarak

n=1

alt smiflara ayrilmistir. U, —alt siifi n. dereceden cebirsel sayilarla yeterince iyi
vaklasilabilen sayilar olarak tanimlanir [7, 8]. U, alt smufi, yani 1. dereceden

cebirsel sayilar olan rasyonel sayilarla yeterince iyi yaklasilabilen sayilar, literatiirde
Liouville sayilart olarak bilinir. Liouville sayilarinin birgok 6nemli 6zellikleri ve
karakterizasyonlar1 vardir.

Kompleks sayilarin Mahler smiflandirmasma benzer bir smiflandirma
Koksma [9] tarafindan verilmistir. Bu siiflandirmaya gore, kompleks sayilar A" —,
S*—, T*— ve U" - smiflarina ayrilmistir. Mahler ve Koksma smiflandirmalarinin
denk oldugu X. Long Xin tarafindan gdsterilmistir [10].

p—adik sayillarin  kompleks sayilardaki Mahler ve Koksma

smiflandirmalarina benzer siniflandirmalari ise sirasiyla, K. Mahler [9] ve H. P.
Schlickewei [12] tarafindan yapilmistir. Bu siniflandirmalara gére p—adik sayilar,
A—, S—, T— ve U —sayilari (veya A" —, S*—, T*— ve U" — sayilari) olarak dort
ayrik smifa ayrilmistir. Burada A-—smifi (veya A" —simifi) p-—adik cebirsel

sayillardan ve diger smiflar da p-—adik transandant sayilardan olusmaktadir.
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U —sayilartise U = UUn olarak alt siniflara ayrilmigtir. U, —alt sinifi n. dereceden

n=1
p-adik cebirsel sayilarla yeterince iyi yaklasilabilen sayilar olarak tanimlanir. U, —
alt smifi, yani 1. dereceden cebirsel sayilarla yeterince iyi yaklasilabilen sayilar,

literatiirde p —adik Liouville sayilar: olarak bilinir. Daha agik olarak bir p—adik

Liouville sayisi soyle tanimlanir: 4 € Z, olsun. Eger,

liminf n/|/1—n|p =0

ise, A ’yabir p—adik Liouville sayisi denir. Bu tanima gore, eger

liminf n}|ﬂb—a11|p =0
olacak sekilde bir (a,) dogal sayisi dizisi varsa, 4 bir p—adik Liouville sayisidur.

Ornegin,

bir p—adik Liouville sayisidir. p—adik Liouville sayisinin baska formlarda verilen

tanimlar1 da mevcuttur. Yukaridaki tanim D. N. Clark tarafindan verilmistir [13].

Bu tanim kullanilarak p—adik Liouville sayilar1 p—adik diferansiyel
denklemlere uygulanabilir. Ornegin A€Z,\N olmak lizere Z ’de 0 (sifir)’m bir

D komsulugunda
1
Xy'—Ay =——-
y -4y T—x

diferansiyel denklemini gdz 6niine alalim. Bu denklemin formal ¢6ziim serisi,
0 1 0
X)=) ——X
Y(¥) =205
seklindedir ve ¢ozlimiin 1raksak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, A nin bir p—adik
Liouville sayist olmasidir [14]. p—adik Liouville sayilart Q ’da transandanttir.
Klasik Liouville sayilari ile ilgili yapilan birgok incelemenin benzeri p—adik

Liouville sayilari i¢in de yapilmaktadir.

Genel durumda p—adik transandant sayilar K. Mahler [11], W.W. Adams
[15], X. Long Xin [10], K. Nishioka [16] ve diger bircok matematik¢i tarafindan
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calistlmistir. Bir 6zel durum olarak p—adik Liouville sayilar1 [17], [18], [19] ve
[20]’de ele alinmistir. Arsimedyan ve non-Arsimedyan (Arsimedyan olmayan)
durumdaki cebirsel sayilarla yaklasimin genel teorisi ise, Y. Bugeaud [21] tarafindan
verilmistir.

Bu tezde elde edilen sonuglar ii¢ ana kisimda verilmistir. Birinci kisimda, P.
Erdos [22] tarafindan verilen bir sonucun non-Arsimedyan cisim olan p—adik
sayilar cisminde karsiligi elde edilmistir. Ayrica, Hanc¢l [4] tarafindan verilen
Liouville dizisi kavrami p—adik sayilar cisminde tanimlanmis ve onunla ilgili
sonuglar elde edilmistir. Ikinci kisimda, birinci kissmda p —adik sayilar cisminde
tartisilan konular baska bir non-Arsimedyan cisim olan K <X> fonksiyonlar cismi
icin ele alinmigtir. Tezin son boliimiinde ise 6zel fonksiyonlardan p—adik Gamma
fonksiyonu I' 1 Z, —Q, i¢in, A€Z ,\N ve A’nmn bir p-adik Liouville sayist
olmasi durumunda, I' (4) degeri tartisgtlmistir. Bilindigi gibi I'):Z —>Q,

fonksiyonu,

. - n -
Ly (x)=1im(-1) 1H ]
(04
ile tanimlidir [S]. Bu fonksiyon, ilk olarak Morita tarafindan tanimlanmis ve daha
sonra, J. Diamond [23], D. Barsky [24], B. Gross ve N. Koblitz [25], H. Cohen ve E.

Friedman [26] ve I. Shapiro [27] gibi bir¢ok matematik¢i tarafindan incelenmistir.



Asan, A. 2014 Arsimedyan Olmayan Durumda Liouville Sayilarimin Bazi Karakterizasyonlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. CEBIRSEL SAYILAR

Tamm 3.1.1. « € Colsun. Eger « € C sayisi, sifirdan farkli bir
P(x)=a,x"+a,_Xx""+..+a, €Q[X]
polinomunun kokii ise, « sayisina cebirsel sayt denir. Eger « , sifirdan farkli monik
bir
P(x)=x"+a, X" +..+8, € Z[X]
polinomunun kokii ise, « ’ya cebirsel tamsayt denir. a € C sayisi cebirsel ise, « ’y1

kok kabul eden (sabitle c¢arpim disinda tek tiirlii belirli) en kiiclik dereceli

P(x) e Q[x] polinomuna da ¢ "nin minimal polinomu denir.
Her r:%e(@ rasyonel sayisi, P(x)=bx—a eZ[x] polinomunun kokii

olacagindan, bir cebirsel sayidir. Rasyonel sayilardan cebirsel tamsayi olanlar sadece

0,¥1 ¥2,--- sayilaridir.

Tanmm 3.1.2. P(x)=a,x"+a,,X"" +...+a, kompleks katsayili bir polinom
olsun.
i.  Polinomun derecesi deg(P) ile gosterilir. @, #0 sayist P(X)’in
bas katsayisi olarak adlandirilir.
ii. P(x)’in yiiksekligi H (P):@%|ai| ile, P(x)’in uzunlugu ise

L(P)= |an|+...+|a0| ile tanimlanir.
iii. « bir cebirsel say1 ve P(xX), o ’nin minimal polinomu olsun. Bu
takdirde, o ’nin derecesi deg(a), yiksekligi H (@) ve uzunlugu L(«),

P(x) ’in derecesi, yiiksekligi ve uzunlugu ile tanimlanur.
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Teorem 3.1.1 [1]. Eger «rve B cebirsel sayilar ise, a ¥ 3, «.f Sayilar1 ve
a#0 olmak ilizere, 1/a sayisi cebirseldir. Eger ave S cebirsel tamsayilar ise,

a+ B ve a.f sayilari da cebirsel tamsayidir.

Teorem 3.1.2 [1]. Cebirsel sayilar kiimesi bir cisim, cebirsel tamsayilar

kiimesi de bir halka olusturur.

Tanimm 3.1.3. Cebirsel olmayan kompleks bir sayiya transandantal sayi

denir.

Teorem 3.1.3 [1]. Cebirsel sayilar kiimesi sayilabilirdir.

Sonu¢ 3.1.1 (Cantor) [1]. Reel sayilar kiimesi sayilamaz oldugundan

transandant sayilar vardir.
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3.2. LIOUVILLE SAYILARI

Teorem 3.2.1 (Liouville) [1]. «, derecesi n(>2) olan bir cebirsel say1
olsun. Bu takdirde, her p, q(>0)eZ igin,

g‘j(f)
q q

o —

olacak bigimde « "ya bagli bir C(«)>0 sabit sayis1 vardr.

Sonug 3.2.1 (Liouville). o derecesi n(>2) olan bir cebirsel say1 olsun. Bu

takdirde,

esitsizligi, sonlu sayida p, q(>0)eZ igin saglanur.

Tamm 3.2.1 [1]. Bir « reel sayisi verilsin. Eger her n >0 tamsayisi igin,

p

a__

1
g <= (3.2)

qn

esitsizligini gercekleyecek bi¢cimde, p, q(> 1) tamsayilar1 bulunabiliyorsa, « ’ya bir

Liouville sayust denir.

Not 3.2.1. Bu tanima gore,

I.  «a bir Liouville sayisi ise, her bir n>0 tamsayist igin,

(3.1) esitsizligini gergekleyen birbirinden farkli, sonsuz sayida 1 (9>1)
q

rasyonel sayis1 vardir.

ii. Hatta paydalar1 keyfi bir sayidan biiyiik olacak big¢imde (3.1)

p

esitsizligini saglayan birbirinden farkli, sonsuz sayida — rasyonel sayisi

bulunabilir.
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Teorem 3.2.2 [1]. Liouville sayilari transandanttir.

o0

Ornek 3.2.1. 5:2% sayist bir Liouville sayis1 ve dolayisiyla bir
n=0

transandant sayidir.

3.2.1. Liouville Sayilarinin Baz1 Ozellikleri

Teorem 3.2.3. « sifirdan farkli bir Liouville sayis1 ise, = 1 sayis1 da bir
a

Liouville sayisidir.

Teorem 3.2.4. ki irrasyonel o ve S sayilari arasinda,
=k +ka+..+k.a" , (keQ i=01..m)

bagintisi var ve « bir Liouville sayis1 ise, £ da bir Liouville sayisidir.

Teorem 3.2.5. Iki irrasyonel o ve S sayilari arasinda,

poBot Pt P
Qy + 0 +..+q "

(p.g €%, i=01,..,m)

bagimtisi var ve « bir Liouville sayisi ise, S da bir Liouville sayisidir.

Teorem 3.2.6. Liouville sayilar1 R ’de yogundur.

Teorem 3.2.7 (P. Erdos) [28]. Her t = 0 reel sayisina karsilik,
t=X+y=uUv

esitligini saglayan X, y, u ve v Liouville sayilar1 vardir.

Teorem 3.2.8 [29]. Siirekli ve kesin artan bir f :[0,1]] >R fonksiyonu
verilsin. Bu takdirde, kontinium kuvvetinde dyle o € [0,1] Liouville sayilar1 vardir

ki, f(c) da Liouville sayisidir.

10
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Teorem 3.2.9 [29]. r bir dogal say1 olmak iizere, siirekli ve kesin artan

f;:[0,]] >R, (1< j<r) fonksiyonlar: verilsin. Bu takdirde, kontinium kuvvetinde

dyle o €[0,1] Liouville sayilari vardir ki, f (&), f,(«),--- f,(«) da Liouville

sayilaridir.

Sonug 3.2.2 [29]. Keyfi verilmis £, 3, reel sayilari igin,

aqto =5, a,to=p

olacak sekilde kontinium kuvvetinde ¢, «,, o, Liouville sayilar1 vardir.

Sonug 3.2.3 [29]. Keyfi verilmis S, (+0), B, reel sayilari igin,

=0, pto=p0

olacak sekilde kontinium kuvvetinde ¢, «,, o, Liouville sayilar1 vardir.

11



Asan, A. 2014 Arsimedyan Olmayan Durumda Liouville Sayilarimin Bazi Karakterizasyonlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

3.3. p—ADIK SAYILAR

3.3.1. Bir Cisim Uzerinde Norm

Tanim 3.3.1. K bir cisim olmak tizere,

|| K —[0,00) fonksiyonu,

i. Her xeK i¢in,

X|20, [x|=0<x=0

ii. Her x,yeK igin,

x| =[x]liv]

iii. Her x, y e K igin,

x+y| <[+ vl
seklindeki ti¢ kosulu sagliyorsa bu fonksiyona bir norm denir.

Eger bu fonksiyon,

iv.Her x,y e K igin,

x-+y< max{lx. |y}

kosulunu da saglarsa bu norma K iizerinde bir non-Arsimedyan (Arsimed olmayan)

norm denir.

(iv) kosulu, (iii) kosulundan  daha  giicliidiir.  Ciinkii

max {||X||, ||y||} < ||X|| +||y|| esitsizligi, V X, y € K i¢in saglanir.

Ornek 3.3.1. Q cismi iizerinde X € Q olmak iizere,

X, x20
X|=

-X, x<0
seklinde tanimlanan genel mutlak deger normu bir Arsimedyan normdur. Ciinki

x=1, y=1 igin,

1+1] < max {|]4 |]4} esitsizligi dogru olmadigindan, (iv) kosulunu

saglamaz.

Ornek 3.3.2. K bir cisim olmak iizere, X € K i¢in,

1, x#0
M={s" "y

ile taniml1 norm herhangi bir K cismi i¢in non-Arsimedyan bir normdur. Bu norma

trivial (asikar) norm denir.

12
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Lemma 3.3.1 [30]. Bir K cismi iizerinde herhangi bir |-| normu igin
asagidakiler saglanir:
L -1
ii. xeK ve neZ\{0} igin,
i, -1 =1.

iv.Her xe K igin, || =|x|.

XI’]

=1 ise, ||| =1.

v. Eger K sonlu bir cisim ise, || normu trivialdir.

3.3.2. p—Adik Degerlendirme ve p—Adik Norm

Tamm 3.3.2 [30]. p herhangi bir asal say1 olsun. Sifirdan farkli bir neZ
igin, n’yi bolen p *nin en biiyiik kuvveti, v, (n) ile gosterilsin: n= " pin'.
Bu takdirde,
v, Z\{0} > 7"

fonksiyonuna Z ’de p—adik degerlendirme denir.

Ornek 3.3.3. p=5 i¢in 150 sayisi, 150=5%6 oldugundan, v;(150)=2

bulunur.

Not 3.3.1 [30]. x=a/be Q" icin,

Vo (X)=v,(a)=v, (b) (32)
tanimi ile v, fonksiyonu, Q rasyonel sayilar cismine genisletilmis olur. Burada

v, (x) degeri, x ’in kesir gosteriminden bagimsizdir. Yani, a/b=c/d ise,

vo(a)=v, (k) =v,(c)-v,(d).

Kolayca gosterilebilir ki, x=a/b e Q" i¢in, p—adik degerlendirme,
X = pVP<X>% . plab’

ile belirlenir.

13
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Ornek 3.3.4. p=5 i¢in, v4(1)=0, v,(125)=3 ve bdylece (3.2) ile,

v, (%j:vs (1)-v,(125)=0-3=-3

bulunur.

3.3.2.1. p-—adik degerlendirmenin 6zellikleri

Lemma 3.3.2 [30, 31]. Her X, y € Q igin,
v (xy) =y, ()47, (Y) (33)
i v (x+ y)Zmin{vp(x),vp(y)} (3.4)

iii. x=0ise, v, (0) = +o0 olarak tanimlanur.

Tamm 3.3.3 [30, 32]. Her x € Q igin,

—vp(x)
p ", x=0
4, {0 o (35)

ile tanimli ||p :Q—[0,0) fonksiyonu bir normdur. Q iizerinde tanimli bu norma,

p —adik norm denir.

Onerme 3.3.1 [30, 31]. ||p fonksiyonu (normu), Q rasyonel sayilar cismi

tizerinde Arsimedyan olmayan normdur.

Ornek 3.3.5. j—; rasyonel sayisinin 3—adik normu kagtir?

21
% # 0 oldugundan, (3.5)’ten,

21

45

_ 371/3(21/45) _ [1}‘/3(2]/45)
3

3

dir. (3.2) "den, v, (21/45) = v, (21) v, (45) =1— 2= 1. Boylece, j; =3 bulunur.

3

14
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Asagidaki teorem, bir normun non-Arsimedyanligi hakkinda bir kriter verir:

Teorem 3.3.1 [2, 30]. Keyfi bir K cismi i¢in, ¢:Z — K

1+1+...+1, n>o0

n kez
n— 0 , n=0
—(1+1+...+1j , n<0

—n kez

doniisiimii tanimlansin.

A=¢p(Z)<=K kimesine K’ nin tam sayilari denir. K’da bir |-| normunun non-
Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a € Aigin ||a|| <1 olmasidir.
Ozel olarak, Q ’da bir |||| normunun non-Arsimedyan olmasi igin gerek ve

yeter kosul, her neZ igin |n[|<1 olmasidir.

Arsimed Ozelligi: K bir cisim olsun.

VX yeK, x#0 i¢in, AneZ" vardir 6yle ki ||nx|| > ||y|| esitsizligi saglanir.
Uyari: Arsimed 6zelligi Q ve R ’deki mutlak deger normu igin gegerlidir.

Sonug 3.3.1 [2, 31]. Bir || normunun non-Arsimedyan olmasi igin gerek

ve yeter kosul, sup{||n|| ‘ne Z} =1 olmasidir.

3.3.3. Metrik Uzay

Tamm 3.3.4. K bir cisim ve |-||, K *da bir norm olsun. ¥ x, y e K igin,

a(ey)=lx-y]
ile tanimli
d:KxK—>R"=[0,)

fonksiyonuna, |||| normuyla iiretilen metrik denir.

15
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d (X, y) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
i. Her X, yeK i¢in d(x,y)>0 ve d(x,y)=0<x=Yy,

ii. Her x, y e K i¢in d(x,y)=d(y,x),

ili.Her X, y,ze K i¢in d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) (iicgen esitsizlii).

Tamm 3.3.5. Bir kiime tizerinde bir metrik tanimli ise bu metrik ile birlikte

bu kiimeye bir metrik uzay denir.

Lemma 3.3.3 [3, 31]. ||, K cismi iizerinde bir norm ve metrik
d(x,y)=|x-y| ile tamml olsun. Bu takdirde, |-| normunun non-Arsimedyan
olmast icin gerek ve yeter kosul, her X, y, z € K igin,

d(xy)<max{d(x,z),d(zy)} (ultra metrik esitsizligi)

olmasidir.

Tamm 3.3.6. Lemma 3.3.3’teki ultra metrik esitsizligini saglayan metrige

ultra metrik denir.

Onerme 3.3.2 [30, 31, 32]. K bir cisim ve |-|, K’da non-Arsimedyan

norm olsun. Eger X, y e K ve ||X||¢||y|| ise,

[yl = max{Jx]. | I

esitligi saglanir.
Sonug 3.3.2 [30, 31]. Bir ultra metrik uzayda biitiin tiggenler ikizkenardir.
Ornek 3.3.6. p=3 icin Q da 3— adik norm ile kdseleri

2 1 5
X==,y==Ve z=—
3 3 12

olan liggenin kenar uzunluklart:

16
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2 1 1
—yl =15-2| =|5| =3,
|X y|3 3 33 33
1 5
-2, =|=——— =|—| =3
|y Z|3 3 12|, |12, ve
|x—z|3:g—i My
3 12|, |4,

Bdylece bu liggen, bir ikizkenar tiggendir.

Tamm 3.3.7 [30]. K=Q ve ||p p—adik norm, ac Q ve r e R" olsun.
a—merkezli ve r —yarigapl agik yuvar,
B(a,r)z{XGQ:d(x,a)<r}={XE(@:|x—a|p<r};
a—merkezli ve r —yaricaph kapali yuvar,
E(a,r):{XGQ:d(x,a)sr}={XG@:|x—a|pér}

olarak tanimlanir.

Onerme 3.3.3[30, 31,32]. K=Q ve | -|p, p —adik norm olsun.
i. Eger beB(a,r) ise B(a,r)=B(b,r)dir.
Bagka bir deyisle, bir agik yuvarda icerilen her nokta bu ag¢ik yuvarin merkezidir.
ii. Eger be B(a,r) ise B(a,r)=B(b,r).
Bagka bir deyisle, bir kapali yuvarda igerilen her nokta bu kapali yuvarin merkezidir.

iii. B(a,r) kiimesi hem agik hem de kapalidir.
iv.r =0 ise, B(a,r) kiimesi hem kapali hem de agiktur.
v. a,beQ ve r,seR"\{0} ise,
B(a,r)nB(b,s)= @< B(a,r)cB(b,s) veya B(b,s)cB(a,r).

Bagka bir deyisle, iki acik (kapal1) yuvar, ya ayriktir ya da i¢ igedir.

17
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Tamm 3.3.8 [30]. K bir cisim ve ||, K’da bir norm olsun. Bir S K

kiimesi hem ag¢ik hem de kapali ise S ’ye kapali-a¢ik (clopen) kiime denir.

Tamm 3.3.9 [30]. K=Q ve ||p p —adik norm olsun.
L. UnNnU,=
ii. S=(SNU,)u(SNU,)
iii.SAU, %@ ve SNU, %@

olacak sekilde U, , U, ag¢ik kiimeleri varsa S < Q kiimesine baglantisiz kiime denir.

S kiimesinin baglantisiz kiime olmasi, S’nin iki agik ayrik kiimenin

birlesimi olarak ifade edilebilmesi demektir.

Tamm 3.3.10. x@Q olsun. x noktasini igeren biitiin baglantili kiimelerin

birlesimine x ’in baglantili bileseni denir.

Onerme 3.3.4 [30]. K, iizerinde non-Arsimedyan norm tanimli bir cisim

olsun. Herhangi bir x € K noktasinin baglantili bileseni tek noktali {x} kiimesidir.

Tanim 3.3.11. K bir cisim olsun. Her x € K noktasinin baglantili bileseni

{x} kiimesi ise, K ’ya tamamen baglantisiz kiime denir.

Onerme 3.35 [30, 31]. K bir cisim ve |-|, K’da bir non-Arsimedyan
norm olsun.
0=B(01)={xeK:|x|<1}
kiimesi K ’nin bir alt halkasidir.
P=B(0,1)={xeK:|x|<1}
O’nun bir idealidir. Ustelik, B, O ’nun bir maksimal idealidir ve O—3’nin her

elemanm1 O ’da tersinirdir.

18
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Tamm 3.3.12. K bir cisim ve |||, K da bir non-Arsimedyan norm olsun.
0=B(01)={xeK:|x|<1}cK

alt halkasina,

|| normunun degerlendirme halkas: denir.
P=B(01)={xeK:|x|<1}cO
idealine, |-| normunun degerlendirme ideali denir.

K=0Ip

boliimiine,

|| normunun kalan (rezidii) cismi denir.

Onerme 3.3.6 [30, 31]. K=Q ve |-|,, p—adik norm olsun. Bu takdirde,

) ‘nin degerlendirme halkasi,

) ‘nin degerlendirme ideali,

a
B = pZ(p)={E: pfbvep|a},

iii.Kalan cismi p elemanh X=O/P=TF, dir.
3.3.4. Q Kiimesinde Norm

Tamm 3.3.13. Bir K cismi iizerinde ||-||, ve |||, normlart igin, bir norma

gore acik olan her kiime digerine gore de agiksa, |-|, ve |-

,’ye denk normlar denir.

Lemma 3.3.4 [30, 31, 32]. ||||1 ve ||||2 bir K cisminde iki norm olsun.

Asagidaki ifadeler denktir:

i. ||||l ve ||||2 denk normlardir.

ii. Her x e Kigin,

X[, <1< x|, <1.

.3 eR, a>0 oyle ki her Xxe K ig¢in,

=11
12

19
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Teorem 3.3.2 (Ostrowski) [30, 31, 32]. Q iizerinde tanimli her trivial

olmayan norm, p=co yada p bir asal say1 olmak iizere bir |- |p normuna denktir.

Onerme 3.3.7 [30, 31, 32]. Her xeQ"igin p=co veya p bir asal say1

olmak iizere,

dir.

[ 11, =1

p<eo

Tamm 3.3.14. K bir cisim ve |||| K *da bir norm olsun.
i (x,)c K dizisi verilsin. Her ¢>0 i¢in, 3N €N vardr, 6yle ki

her n,m>N igin,

X, —X| < & ise, (x,) ye bir Cauchy dizisi denir.
li. K’nin her Cauchy dizisi (K iginde) bir limite sahipse K ’ya
tamdir denir.

iii. ScKolsun. Her xe K ve her £>0 i¢in B(x,&)NS =4 ise,

S’ye, K da bir yogun alt kiime denir.

Lemma 3.3.5 [30, 31, 32]. Q cismi, trivial olmayan herhangi bir norma

gore tam degildir.

Cauchy dizisi olmasi1 gerek ve yeter kosul,

Lemma 3.3.6 [30, 31, 32]. Q "da bir (x,) dizisinin, p-adik norma gére bir

Xp1 = X|, =0, (n—>o0) olmasidur.

Uyari: Lemma 3.3.6, R ’nin, || genel mutlak deger normuna gore dogru

degildir. Ornegin,

dizisi, Lemma 3.3.6’daki |x

n

X =

n

~|—

k=1

—X,|. >0 (n—>o0) kosulunu saglar, fakat Cauchy

n+1

dizisi degildir.

20
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Analizden biliyoruz ki;
i. |-| ., R ye genisletilebilir.
ii. R, || normuna gore tamdur.
1. Q, R’de yogundur.

Bagka bir ifadeyle, R, Q ’nun | . |w normuna gore tamlastirilmasidir.

Simdi Q ’nun | . |p p —adik normuna gore tamlastiriimasini elde edelim.

Tammm 3.3.15 [30]. ||||=||p, Q’da bir non-Arsimedyan norm olsun.

Q ’nun biitiin Cauchy dizilerinin kiimesi C veya C(Q),

C=C(@)={(xn):(xn),

ile gosterilir.

Onerme 3.3.8 [30, 31]. C=C(Q) kiimesi,
)

(%) +(¥a) = (% +¥n)
X)-(¥) = (%.-¥)

tanimlari ile bir birimli halkadir.

Tanim 3.3.16 [30]. V' ={(x,)eC:Xx, —>O}:{(xr,):!1ir[10|x,,|p :O}

seklinde tanimlanir.
Lemma 3.3.7 [30]. A, C ’nin bir maksimal idealidir.

N maksimal ideal oldugundan, C/ A\ cismi tanimlanabilir:

Tamm 3.3.17 [30]. Q, p-—adik sayilar cismi, C halkasinin N maksimal

idealinin boliim cismi olarak tanimlanir:

Q,=C/N .
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QcQ, "dir ve|- |p , Q, "ye genisletilebilir.

Lemma 3.3.8 [30]. (x,)eC ve (x,)eA olsun. [x| reel say: dizisi belli
bir n’den sonra sabittir. Yani, 6yle bir NeN vardir ki her n,m>N igin,

m

[xal, =Ix

dir.
p

Tamm 3.3.18 [30, 32]. 1€Q, ve (X,), A ya karsilik gelen Cauchy dizisi
ise,
4], = timlx,|
p n—w p

ile tanimlanir.

Onerme 3.3.9 [32]. Q, Q , nin yogun bir alt kiimesidir.

Teorem 3.3.3 [30]. Her peZ asal sayisi igin,

: |p , non-Arsimedyan
normuna sahip dyle bir Q , cismi vardir ki,
i |-

ii. @, Q,’de yogundur.

, nin Q’ya kisitlanisi ||p p —adik normunu verir.

iii. Q,, |-

) "ye gore tamdir.

I, il ve iii kosullarin1 saglayan Q  cismi normu koruyan izomorfi hari¢ tek tiirlii

p

belirlidir.

3.3.5. (@p Cisminin Ozellikleri

i. Q, de bir ||||:||p normu var ve Q ; bu norma gore tamdir.
ii. Q, Q,’de yogun ve |-|p’nin Q’ya kisitlamis1 p—adik norm ile
cakisir.

iii. Q ile @, nin ||p altindaki deger kiimeleri esittir.
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iv. @, @, nin bir alt cismi olarak diistiniilebilir [30].

Lemma 3.3.9 [30, 32]. Her xeQ_, x#0Qigin |X|p = p™" olacak sekilde bir

p H

neZ vardir.

Lemma 3.3.10 [30, 32]. Her xe Q_, x#0 igin,

pl
|X|p =p

olacak sekilde v, (x) tam sayis1 vardur.

Bagka bir deyisle, v, p—adik degerlendirmesi Q ,’ye genisletilebilir.

Tamm 3.3.19. p—adik degerlendirme halkas1
Z, :{Xe@p :|x|p 31}
dir. Z,, 0—merkezli ve 1-yarigapli kapali birim yuvardir ve bu yuvar, hem agik

hem de kapalidir.

Onerme 3.3.10 [30, 32]. Z . p —adik tam sayilar halkasi, esas ideali,
PZ, ={X€@p x|, <1}=<p>={pXZXeZp}
olan bir yerel halkadir. Ayrica,
: 3 _ 9 01b
L QZ, =2, =1 <Qip]
iil. Z, 7, de yogundur. Ayrica verilen her xeZ, ve n>0 i¢in
O<a<p'-1ve |X—a|p <p™

olacak sekilde a € Z vardir. « tam sayis1 bu 6zelliklerle tek tiirlii belirlidir.

iii.Her xeZ, i¢in, a, — X ozelliginde ve asagidaki kosullarla tek tiirlii
belirli bir («,) Cauchy dizisi vardir:
a) a,€Z,0<q,<p"-1,

b) Her neZ' igin, a,=a,,(modp"").
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Sonuc 3.3.3 [30, 31]. Q, =Z_[1/ p]’dir. Yani, her xeQ, icin, p"xeZ,

olacak bicimde n>0 tam sayis1 vardir.

Sonu¢ 3.3.4 [30, 31]. Q, tamamen baglantisiz bir Hausdorff topolojik

uzayidir.

Sonu¢ 3.3.5 [30, 31, 32]. Z , kompakt ve Q, yerel kompakttir.

Lemma 3.3.11 [30, 31, 32]. Her x e Zp, 0<b < p-1 olmak iizere,

Xx=b, +bp+b,p®+..+b p"+...

biciminde tek tiirli yazilir.

Ornek 3.3.7. x=p> + p* +...+ p" +... ise,

|X|p = ‘ pS! (1+ p4!_3! +...+ pn!—3! + )‘p
n!-3!

=|p*), P | ==

olarak hesaplanir.

Sonug¢ 3.3.6 [30]. Her x e Q,, me Z,Yye Z, olmak lizere,

biciminde bir gosterime sahiptir.

Sonu¢ 3.3.7 [30, 31]. Her xeQ,, 0<b, <p-1 ve —n,=v, (x) olmak
lizere,

x=b_, p™+..+b+bp+b,p®+..+bp"+..

= > bp"

n=-n,

seklinde tek tiirlii yazilir.
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Lemma 3.3.12 [2, 30, 32]. Q, de bir (a,) dizisinin bir Cauchy dizisi veya
buna denk olarak yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
!i_l;po|an+1 _an|p =0

olmasidir.

Ornek 3.3.8. a, =n dizisi igin,
limn+1-n| =limfl] =1+0
n—o p n—ow' 'P

oldugundan bu dizi yakinsak degildir.

Ornek 3.3.9. a, = p" dizisi igin,

lim|p"* - p|, =lim|p" (p-2),
=lim[p"], fim|p—1, =0

oldugundan dizi yakinsaktir ve limiti O ’dir.

Sonug 3.3.8[2, 30, 32]. > a,, Q, de bir seri olsun.

n=0

Zan yakinsaktir < lima, =0

n—oo
n=0

dir. Bu durumda,

Sméalx|an|p
p

2.3,
n=0

esitsizligi saglanir.
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3.4. p—ADIK LIOUVILLE SAYILARI

Tamm 3.4.1 [13, 31]. Bir AeZ, verilsin. Eger liminfyn-2| =0

n—oo

oluyorsa, A sayisina p—adik Liouville sayisidir denir.

Her 1€{0,1,2,...} i¢in, !iminf nf|n—l|p =1 olur.

Buna gore, A €Z, bir p—adik Liouville sayis1 ise A €Z,\7Z olmak zorundadr.

p—adik Liouville sayilar1 p-—adik diferansiyel denklemlerin analitik
¢oziimlerinin incelenmesinde 6nemli bir yere sahiptir. Ornegin AeZ, ve D, 0

(sifir)’in bir komsulugu olmak iizere,
xy'—/ly:i , (xeD)
1-x
diferansiyel denklemini géz oniine alalm. Eger A €Z, bir p—adik Liouville sayist

ise, 0z konusu denklem f (x)=> a x" seklinde analitik bir ¢dziime sahip degildir.
n=0

Gergekten, boyle bir ¢oziim f (x)= Z% X" bi¢iminde olmak zorundadir. Fakat

n=0 17

A €Z, bir Liouville sayist ise, bu ¢6ziim D bélgesinde yakinsak degildir [14].

Tamm.3.4.2 [31]. X€Z ,’nin X = Zai p’ aciliminda,

j=0

a #0, Ay =8,,=.. =, & #0

kosullarin1 saglayan S<t oOzelligindeki sayr ikilisine bosluk denir. Boyle bir

boslugun uzunlugu [t/ pS] ile tanimlanir.
Teorem 3.4.1 [31]. Bir 1 €Z, verilsin. Asagidaki onermerler denktir:

i. A bir p—adik Liouville sayisidir.

ii. A ’nin agilimi keyfi uzunlukta bosluklara sahiptir.
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Teorem 3.4.2 [31]. Bir p-—adik Liouville sayis1i Q iizerinde cebirsel
degildir.

Tamim 3.4.3 [31]. Z ;’nin sayilabilir agik kiimelerinin kesigimi olan bir alt

kiimesine G; kiime denir.

Tamm 3.4.4 [31]. Z ’nin bir alt kiimesi her £>0 icin, Zd(Bj)<g
]
olacak bi¢cimde sayilabilir B, B,,... yuvarlan tarafindan ortiilebiliyorsa, bu alt

kiimeye sifir kiime denir. (Burada d (B j ) = sup |X — y| ) ile tanimlanir.)
x,yij

Teorem 3.4.3 [31]. p-adik Liouville sayilar1 Z ;’nin yogun bir G, alt

kiimesini olusturur.

Teorem 3.4.4 [31]. p-adik Liouville sayilar1 kiimesi Z,’de sifir dlgiiye

sahip bir kiimedir.
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Bu tezde klasik Gamma fonksiyonun analogu olan p-—adik Gamma

fonksiyonunun Liouville sayilarindaki degerleri incelendiginden klasik Gamma

fonksiyonunun tanimini ve 6zelliklerini hatirlamak yerinde olacaktir.
3.5. KLASIK GAMMA FONKSIYONU

Tamm 3.5.1 (Euler, 1730) [33]. x>0 i¢in, Gamma fonksiyonu

r'(x)=|(-log (t))xf1 dt (3.6)

O ey

ile tanimlanir.
Uygun degisken doniistimii ile Tanim 3.5.1 daha kullanigh bir hale gelir:

Teorem 3.5.1 [33]. x>0 igin,
I'(x)= Ttx"le"tdt (Tamm 3.5.I’'de u=—logt alnarak )
0
ya da
I'(x)= Z]Etzx_le"tz dt (Tamm 3.5.1'de u® = —logt ahnarak)
0

ile verilebilir.

Tamm 3.5.2 [33]. X >0 olmak tizere,
T(x)= [e'tdt
0

olarak tanimlanan fonksiyona Gamma fonksiyonu denir. Bu esitlikteki integral

Euler’in ikinci integrali olarak da bilinir.

Tamm 3.5.3. Bir f:(ab)—>R fonksiyonu verilsin. Vx,ye(ab) ve
O<a <1 igin,
f (ax+(1—a) y)Saf (x)+(1-a) f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f ’ye konveks fonksiyon denir.
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Tamm 354 [33]. Bir f:(ab)—>R fonksiyonu Vxe(ab) igin,
f (x)>0 kosulunu gerceklesin. Eger log( f(x)) fonksiyonu konveks ise, f ’ye

logaritmik konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.5.2 (Bohr-Mollerup, 1922) [33]. log( f (x)) konveks ve
f(1)=1, f(x+1)=x.f(x)
kosullarni saglayan tek bir f :(0,00)—(0,00) fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon

Gamma fonksiyonudur.

Tamim 3.5.5. (Euler 1729 ve Gauss 1812)

X

T ()= ) (o)~ XA e x/2) )

gosterimi kullanildiginda,

r(x)=limI, (x)

n—o0

olarak tanimlanir.

3.5.1. Klasik Gamma Fonksiyonunun Temel Ozellikleri

i. T(n)=(n-1), (n=12..)
ii. Herhangi bir x>0 igin, T'(x+1)=xI"(x) "dir.
iii. Her bir x>0 ve her pozitif n tamsayisi igin,
C(x+n)=(x+n-1)(x+n—-2)..(x+1)xI(x)
esitligi saglanir. Tanim 3.5.5°teki esitlik sadece pozitif x’ler i¢in tanimlidir.

Bu tanima negatif gercel sayilar katilabilir: x, —Nn<X<-n+1 araliginda

taniml1 ise,

1

I'(x)= I(x+n)

- X(x+1)...(x+n-1)

olur. Ozel olarak, herhangi x>0 ig:in(O,l] araligindaki I' (X) icin,
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j e'dt=1
0
oldugundan F(l) =1 ve bu nedenle, F(n) = (n —l)! esitligi saglanir.
: V4
v. IT'(X)I'(1-X)=——F"—, 0).
()= 5 (0
Bu esitlik, genellikle Euler’in fonksiyonel denklemi olarak adlandirilir.

v. Gamma fonksiyonunun Weierstrass formu:

X

l . n i 1 x© ei

r(x)=e*=lim| | —=e=| | —
( ) Xnawgl-i_x Xl;[1+x
[ [

ile verilir. Burada,
ra
c:Iim(1+l+1+...+£—logn):_£

2 3 n r

n—oo

olup, bu sabit Euler sabiti olarak adlandirilir.

r(%} —Jz olarak bilinir.
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3.6. p—ADIK GAMMA FONKSIYONU

Klasik Gamma fonksiyonu C’de 0,-1,-2,..seklinde basit kutup
noktalarina sahip meramorfik bir fonksiyon olup,
I'(1)=1, I(z+1)=2I(z), (zeC\{0,-1,-2,..})
seklindeki fonksiyonel bagintiy1 saglar. Boylece, ne N igin,
r(n+1)=n!

olur.

Teorem 3.6.1 [32]. E, Z, nin bir altkiimesi ve E, E ’nin kapanis1 olsun.

E Uzerinde diizgiin siirekli bir f:E —>Q, fonksiyonu verildiginde, E iizerinde
diizgiin siirekli ve smirli olan bir tek
FIE>Q,, F(x)=f(x), xeE

fonksiyonu vardir.

Q, iginde bir a,a,,.. dizisi verilsin. Bu dizi, f:N—>Q_, f(n)=a,
seklinde tanimli bir fonksiyon olarak diistiniilebilir. N dogal sayilar kiimesi Z  nin
yogun bir alt kiimesi oldugundan, Teorem 3.6.1°e gore,

F:Z,—>Q,, F(n)=f(n), neN
olacak bicimde en ¢ok bir tane siirekli fonksiyon vardir. Eger boyle bir F
fonksiyonu varsa, (a,) dizisi interpole edilebilir denir. Eger f(n)=a, fonksiyonu

N iizerinde diizgiin siirekli ise, Teorem 3.6.1 ile (a,) dizisinin interpole

edilebilecegi kesin olarak soylenebilir [32].

Onerme 3.6.1 [32]. Bir f:N—Q,, f(n)=a, fonksiyonunun N iizerinde

diizgiin sitirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her £ >0 sayist igin,

n=m+p" =la,-a,| <e (3.7)

gerektirmesi dogrulanacak bi¢imde bir N (&) dogal sayisiin bulunmasidur.
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Gamma fonksiyonunun p—adik analogu i¢in, n—n! donlisimi p—adik
olarak yorumlanmali ve interpolasyonla elde edilebilecegi gosterilmelidir.

xeZ, ve neN(n=x) saysi x’e yaklastiginda n degeri biiyiirken |n!|p

kiiciileceginden p—adik olarak limn!=0 elde edilir. Bu durumda ise,

f(n)=n!, (n=12,..)
kosulunu gergekleyen siirekli bir f :Z  — Q, fonksiyonu bulunamaz.

Bu sorunu agsmak i¢in, n!’in modifiye edilmesi Morita [5] tarafindan
onerilmistir. Bu yaklagimdaki fikir,
n'=12..n

carpiminda p ile boliinen ¢arpanlarin elimine edilmesi lizerine kuruludur.

Tamim 3.6.1 [5, 31]. p—adik faktoriyel,

“T1 i

1<j<n

ile tanimlanir. Burada []’, p ile bélinmeyen ¢arpanlarin garpimini gosterir.

Bu tanima gore,

(n!)p‘ =1 olur.

p

n— (n!)p doniisiimiiniin interpole edilip edilemeyecegi arastirilirken, S nin
yeterince biiyiik degerleri igin, (( n+ ps)!) ve (n!)p sayilar1 karsilastirilmalidir. Bu
p

sayilar arasinda,

s

((n+ ps)) =(n! plp—[' (n+j) (3.8)

j=1
seklindeki esitlik yazilabilir. Asagidaki 6nerme, bulunan esitligin sag tarafindaki

carpim i¢in 6nemli sonuclar igerir:

Onerme 3.6.2 (Genellestirilmis Wilson Teoremi) [31]. p =2 bir asal say1

neZ ve seN olsun. Bu takdirde,
p°-1
[T (n+j)=-1(mod p*)
j=0

denkligi saglanir.
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Bu 6nermenin hipotezinde =0 ve s=1 alinirsa, Wilson Teoremi olarak
bilinen,
(p—1)!'=—1(mod p)
denkligi bulunur.

Onerme 3.6.2 ile, ((n+ ps)!) ve (n!)p sayilart arasindaki (3.8)
p

esitliginden,
((n+ ps)!)p =—(n!)_(mod p*)

denkligi elde edilir. Bu denklikteki isaret sorunu igin, ikinci bir diizenlemeyle,
. n+1
g(n)=(=1)"(n!),. (neN)
fonksiyonu tanimlanirsa, p’nin tek bir asal sayr oldugu kullanilarak, onceki
denklikten,
g(n+p*)=g(n)(mod p°)

—s+1

bulunur. Buradan &= p~—°"™ ve m=n+ p° olmak iizere,

—s+1

|g(m)—g(n)|p <p°<p
esitsizligi gergeklenir.
Boylece Onerme 3.6.1°deki (3.7) gerektirmesi  dogrulanacagindan,

g :N — Z fonksiyonunun interpole edilebilecegi sonucu elde edilir.

Tamim 3.6.2 [31]. p—adik Gamma fonksiyonu,

(=) [T i=(2) 1" (n=2)

I<j<n 1<j<n
(i-p)

fonksiyonunun Z ’ye siirekli genislemesi olarak tanimlanir. Burada [1" semboli,
1< j<n araliginda yer alan tamsayilardan p ile aralarinda asal olanlarin ¢arpimini

gosterir. Bagka bir ifade ile I' ) :Z , — Q, fonksiyonu,

ro(x)=lim(-1)" "]

n—>x .
1<j<n

ile tanimlanir.
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Teorem 3.6.2 [31]. p # 2 olsun. Bu takdirde,

I.  VXeZ, icin,

olarak tanimlanmak {izere,
L, (X+1) - hp (X)Fp (X) :

ii. VX, yeZp icin,

Fp(x)—l“p(y)‘p S|X_y|p'

li. I,(0)=1, I, (1)=-1T,(2)=1veVxeZ, igin, I, (x) =1.

Not 3.6.1 [31]. p=2 durumunda 2—adik Gamma fonksiyonu,

n—>(=1)" [T i=(1"[]"J . (n=2)

I<j<n I<j<n
(521

fonksiyonunun Z,’ye siirekli genislemesi olarak tanimlanir. Bagka bir ifade ile

I,:Z,—Q, fonksiyonu
T, (x):=lim(-2)" []"]
I1<j<n

ile tanimlanir. I', fonksiyonu igin,

1
P2 () =T ()], <[x=], [X,yezz, Ix—ylziz]

1
P2 (%)=T (y), <2x=vl, . (X,yezz, Ix—ylzjj

esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.6.3 [31]. ne N igin,

n

r, (_n):(_l)””H (r,(n+1)"

esitligi gerceklenir.
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Teorem 3.6.4 [31]. p#2 olmak iizere,
r,(x)r,(1-x)=(-1" , (xez,)
saglanir. Burada |, I:Zp—>{1,2,..., p} olup, XeZ,’yi modpZ,’ye gore, onun
{1,2,..., p} kalanlarina esler.
p=2 ise, her xeZ, igin,
T, (X)T, (1-x) =(-1)**"

olur ve burada o,
ol .82 |=a
j=0
formiiliiyle tanimlanir.

Not3.6.2 [31]. T, (X)Fp (l— X) i¢in verilen esitlikler,

sin(7z)

I'(z)r(1-z)=

(3.9)

klasik formiiliiniin p —adik analogunu olusturur.

2
(3.9)da z :% alinirsa, F(%j =7 elde edilir.

Ayrica, Teorem 3.6.4 ile p#2 i¢gin, ' (%) degeri hesaplanabilir:

bulunur. Burada,

oldugundan,
. (1j2 1 , p=3(mod4)
Pl2) -1, p=1(mod4)
olur. Boylece, klasik durumda 7z =3,14... sayisinin oynadigi rol, p—adik durumda,

1, -1, sayilarindan biri tarafindan devralinir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu kisimda tez ¢alismasindan elde edilen sonuclar verilmistir. Bu sonuglar

li¢ alt baslikta toplanmistir.

4.1. p—ADIK SAYILAR CISMINDE ERDOS TEOREMI

Bu kisimda p —adik Liouville sayilarinin bazi 6zellikleri elde edilmistir. IIk

olarak p—adik Liouville sayisi tanimin1 hatirlayalim:

Tamm 4.1.1. A1 €7 saysi igin,
liminf gfln—-2| =0

esitligi saglaniyorsa, A ’ya bir p—adik Liouville sayist denir [13, 31].

liminf nf|/1—an|p =0

olacak sekilde bir (a,) dogal sayisi dizisi varsa A bir p—adik Liouville sayisidir.

Bu tanima gore, eger

Ornek 4.1.1. 1 :Z p" serisi bir p—adik Liouville sayisidir. Gergekten
n=0

S, = Z p* olmak iizere,
k=0

o0

Z pk!

k=n+1

[A=8,| = <max|p

k>n+1
p

k!‘ _
p

ve bdylece,

I
(@)

limgl2=5,[, =limp -

bulunur.

Klasik Liouville sayilart ile ilgili P. Erdds tarafindan verilen asagidaki sonug

bilinmektedir:
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Teorem 4.1.1 (P. Erdés) [22]. a <a,<a;<.. biciminde, pozitif

tamsayilarin artan bir dizisi, her t >0 igin,

1
limsupa!" =

n—oo

ve sabit bir &£ >0 verildiginde, n>n, (8) icin,

kosullarini saglasin. Bu takdirde,

serisi bir Liouville sayisidir.

P. Erdos tarafindan verilen bu sonucun p-—adik sayilar cisminde benzeri

asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 4.1.2. (&,) < Z, dizisi, her n igin,

Vo (@) <vp(ana) (42)

ve sabit bir £>0 verildiginde, n>n, () igin,

v, (a,,)=n"" (4.2)

kosullarini saglasin. Bu takdirde,

serisi bir p—adik Liouville sayisidir.

Ispat: ik olarak « =Zan serisinin yakinsak oldugunu gosterelim. Sabit
n=1

bir £ >0 verildiginde, n>n, () igin,

v, (a,,)=n"" (4.2)

kosuluna gore,

—0, (n—>x)
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olacagindan, lima, =0 ve bundan da Zan serisinin yakinsak oldugu ¢ikar. Seriler

n=1

0

2.8,

n=1

icin saglandig1 bilinen < nn1€aNX|an|p ozelligi ile, a=Zan eZ, elde edilir,

p n=1

Ayrica (4.1) kosulundan, & € Z ,\Z bulunur.

n
Keyfi bir & >0 reel sayis1 verildiginde, S, = Zai olmak iizere,
i=1

n g
- [max {|an+1|,, 2.l }}

p

i 0
0<|a—Sn|g =‘Zan+i
i=1

olur. Simdi sirasiyla (4.1) ve (4.2) kosullar1 uygulanirsa,

1

: _ : _ _"p(an+1) n
0<|ar=S, [ =[al =| P~ |

ve
1 n1+g
n

<p "=p", (nzn,)

. v [ gelea)
0<|a—Sn|g=|an+1|g=[p ’ }

bulunur. Boylece,
O<|a—Sn|%—>O, (n— )

elde edilir. Her neN igin, S €Z, ve N dogal sayilar kiimesi Z,’de yogun

oldugundan,

S, —bf, <l =S|,
olacak bigimde (b,) =N dizisi vardir. Buradan gii¢lii ticgen esitsizligiyle, her ne N
icin,
0<la—by|, <max{la—S,| IS, ~b,|,} =le=S,],
saglanir. Su halde,
0<la—byfr <|a=8,|s =p™ 0, (n—>c0)

olacak bi¢imde bir (bn ) c N bulundugundan istenen elde edilmis olur.
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Uyar: Her a €Z, igin, v (a,)eN oldugundan, Teorem 4.1.2 deki
(4.2) kosulu,

Vp (a1'|+l) 2 n2
olarak degistirilebilir.

Buna gore, Teorem 4.1.2 asagidaki gibi ifade edilebilir:

Sonu¢ 4.1.1. (an)CZp dizisi, her n igin,

V(@) <vp(ans) (4.3)
ve n>n, igin,
v, (a,,)=n (4.4)

kosullarini saglasin. Bu takdirde,

serisi bir p—adik Liouville sayisidir.

Ispat: (4.3) ve (4.4) kosullarma gore, lima, =0 oldugundan ) a, serisi

n=1
n
yakinsak ve bdylece @ €Z ; bulunur. Benzer olarak, S, = Zai olmak tizere,
i=1
n2
n

-n

1 1 _
O<|a—Sn|g:[p*Vp(an+l)}n§p =p™", (n>»)

olur. Yine, her neN igin, S, e N oldugundan, « ’nin bir p—adik Liouville sayist

oldugu sonucu elde edilir.

39



Asan, A. 2014 Arsimedyan Olmayan Durumda Liouville Sayilarimin Bazi Karakterizasyonlari, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

4.2. p—ADIK LIOUVILLE DIiZiLERI

Reel durumda Liouville dizisinin tanimi J. Han¢l tarafindan asagidaki

sekilde verilmistir:

Tamm 4.2.1 [4]. (a,) bir pozitif reel say1 dizisi olsun. Eger her (c,) pozitif

tamsay1 dizisi i¢in,

n1 & C

=. n=n

toplam bir Liouville say1s1 oluyorsa, (&, ) dizisine Liouville dizisi denir.
Louville dizisi taniminin p —adik analogu asagidaki gibi verilebilir:

Tamm 4.2.2. (a,) bir p—adik tamsay1 dizisi olsun. Eger her (c,) pozitif

tamsay1 dizisi i¢in,

z a‘ncn
n=1

toplami bir p—adik Liouville sayisina esit oluyorsa, (a,) dizisi p—adik Liouville

dizisidir denir.
Ornek 4.2.1. (a,)=(p") = Z, dizisi bir p—adik Liouville dizisidir.

Keyfi bir (c,)cZ" dizisi verilsin. Tamima gore (an)ch dizisinin bir

p —adik Liouville dizisi olabilmesi i¢in,

toplamimin p—adik Liouville sayisi oldugu gosterilmelidir.

Her ne N igin, p"

c,|, <1 ve|c,p"

<
p

p:p"—>0, (n— o)
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0 n
oldugundan, ch p" serisi yakisaktir. S, = ch p* olmak iizere,

x| T

Cy|, <1 ve buradan,

1
P

1
n

n+1)! n!

[

Cn+1 p( p:|"

Z C... p(n+l)!

i=0

1
0< |7/_Sn—1|g =

Cn pn!

P

p

p
yazilabilir. Yine, (C,)=Z" oldugundan,

1
n

0<|y-S,,Js :[|cn|p

n!

ER e
n — (-
) p

pn!

P

bulunur. Boylece,

O<|7/—SH|E —0, (n—>x)

olacagindan, y = ZCn p" toplaminm bir p—adik Liouville sayis1 oldugu gériiliir.
n=1

Teorem 4.2.1. Bir (a,) = Z" dizisi, her neN igin,
Vp (ah)<vp(an+l) (4'5)
ve sabit bir ¢ >0 verildiginde, n>n, (8) icin,
v, (a,,)=n"" (4.6)

kosullarini saglasin. Bu takdirde, (an) bir p—adik Liouville dizisidir.

Ispat: Keyfi bir (Cn) pozitif tamsay1 dizisi ve herhangi bir £ >0 sayisi

verilsin. Ilk olarak ) a,c, serisinin yakinsak oldugunu gésterelim. Her n>ng(¢)
n=1

i¢in,
v, (a,,)=n"" (4.6)

kosulu ve her ne N igin saglanan,

cn|p <1 esitsizliginden,

nite

|ar‘l+1cn+1|p £|aﬂ+l|p = p_vp(an+1) < p, 1+&
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olur. Boylece, lima,c, =0 ve bundan da Z:ancn serisinin yakinsak oldugu ¢ikar.

n—o0
n=1

Z anCn

n=1

Ayrica,

< rElgIX|anCn|p ozelligi ile, 05=Zancn €Z, elde edilir. Diger
p =1

taraftan (4.5) kosulu ile, a €Z \Z bulunur. Simdi a:ZanCn toplaminin bir
n=1

p—adik Liouville sayisi oldugu gosterilmelidir. Keyfi bir £>0 reel sayisi
verildiginde, S, =Zakck olmak iizere, swasiyla (4.5) ve (4.6) kosullar
k=1

uygulanirsa,
1

n

y|an+2Cn+2|p ’}:|H = |an+lcn+1 p

1 0
O<lor—S,[n = ‘Z I I [max (oo,
i=1

n
P

olur. Her i =1,2,3,... icin,

C | <1 oldugundan,
n+1 p

1
o = 1 —Vp(ana) _nl“"
Z a‘n+iCn-¢—i
i=1 p

0<|“_SH|E: ns|an+1|g=p "o<p " =p" >0, (n>x)

elde edilir. Her ne N i¢in, S, € N oldugundan, « 'nin bir p—adik Liouville sayist

oldugu gortiliir.

Uyar: Her a €Z" igin, v (a,)eN oldugundan, Teorem 4.2.1"deki

(4.6) kosulu,

Vp (an+l) 2 n2
olarak degistirilebilir.

Buna gore, Teorem 4.2.1 asagidaki gibi ifade edilebilir:
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Sonug 4.2.1. (a,) = Z" dizisi, her n igin,
Vo () <v; (@) (4.7)
ve n>n, igin,
v, (a,,)=n’ (4.8)

kosullarini saglasin. Bu takdirde, (a,) bir p—adik Liouville dizisidir.

Teorem 4.2.2. Bir (a,)cZ" dizisi, herhangi bir &>0 verildiginde,
n>n, (&) igin,
1
O<la,n <&
p
kosulunu saglasin. Bu takdirde,

I. a= Zak bir p—adik Liouville sayisidur.

k=1

ii. (a,) bir p—adik Liouville dizisidir.
Ispat: Keyfi bir £ >0 sayis1 verilsin.

I. Hipotezden dolayr ¥n>n (&) igin,

0<|a, |r:; <&
oldugundan,
O<[a,] <&

ve buradan a, —0, (n— ) yani,

toplami1 yakinsak olur. Diger taraftan,

0

<max
keZ*

a | <1

k=1
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0 n
esitsizligi ile o = Z a € Z, dir. Simdi a, = Z a, olmak iizere, Vn > n, (&) icin,

k=1 k=1
1ole e 1
0<|a—an|g = k;lak p < rkr;%|ak|g

ve bdylece,
1
O<|a-a,p<e

elde edilir. o, € Z" oldugundan a €Z, bir p—adik Liouville saysidur.

ii.  (c,)<=Z" keyfibir dizi olsun. V n>ny(¢) i¢in,

c,anl, <lan| <&"—0

oldugundan, chak toplam1 yakinsaktir. Ayrica,
k=

2. < rkrlggqckak|£1

ch a
p

0 n
esitsizliginden, y= chak €Z,’dir. Simdi y, = ch a, €Z" olmak
k=1 k=1
v nxn(e) igin,
1

n 1 1
p < @%|ckak|g < rkg%|ak|g <e

Z C 3y

k=n+1

1
0<|a—7/n|§ =

uzere,

olur. Béylece liminf n”;/—;/n|p =0 ve y, €Z" oldugundan, y bir p—adik Liouville

sayisidir.
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4.3 FONKSIYONLAR CiSMINDE LIOUVILLE SAYILARI

K keyfi bir cisim, X bir degisken, K[X] polinomlar halkasi, K(X)

rasyonel fonksiyonlari cismi ve K <X>, a.,a, 1,8, ,,..€ K olmak iizere,

z=ax +a_X"+a X +..

biciminde formal seriler cismi olsun.
Boylece K (X) , K [X] ’in kesir cismi ve K <X> ’in bir alt cismi olur.
K <X> uzerinde bir ||||=|| normu, |0| =0 ve a, #0 olmak iizere,

z=a X +a_X"+a_,X+..eK(X)

icin, Z| =e* olarak tanimlanabilir.
Eger ze K[x] ise, log|z|=deg(z) olur [34].
Bu sekilde tanimlanan norm bir non-Arsimedyan normdur ve bu norma gore

K <X> non-Arsimedyan bir cisimdir.

Liouville teoreminin K <X> cismindeki benzeri soyle ifade edilebilir:

Teorem 4.3.1 [34]. o e K(x) verilsin. o, K(X) iizerinde derecesi n(>2)
olan cebirsel bir say1 ise, her a, b(;t 0) eK [X] i¢in,

a
a__

b

()
>

>

olacak bicimde « ’ya bagl sabit bir C (a) pozitif sayist vardir.
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Simdi, K <X> cisminde Liouville sayisinin tanimini verelim.

Tamm 4.3.1 [18, 34]. £eK <X> verilsin. Eger her w e R™ igin,

1
<_

bw

a
b

olacak bi¢imde a,be K[X]\{O}, |b| >1 bulunabilirse, &’ye bir Liouville sayisidir

denir.

Erdos teoreminin fonksiyonlar cismindeki benzeri de asagidaki sekilde

verilebilir.

Teorem 4.3.2. K (x)de formal serilerden olusan (z,) dizisi, her n igin,
deg(z,, ) <deg(z,)<0 (4.9)
ve sabit bir & >0 verildiginde, n>n, (&) i¢in,
)< —n (4.10)

kosullarini saglasin. Bu takdirde,

serisi bir Liouville sayisidir.

Ispat: Ik olarak o = z z, serisinin yakinsak oldugunu kanitlayalim. Sabit
n=1

bir £>0 verildiginde, n>n, () igin,

n+l

deg(z,,,)<—n"* (4.10)

kosulundan, limz, =0 ve bundan da z z, serisinin yakinsak oldugu ¢ikar.
n—oo

n=1

Keyfi bir & >0 reel sayis1 verildiginde, S, = Zai olmak {iizere,
i1
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1
- 1

Z Zn+i n = [max {|Zn+1| ’ |Zn+2| ! }:IE
i=1

olur. Simdi sirasiyla (4.9) ve (4.10) kosullar1 uygulanirsa,

1
0<|a—S,|n =

1

0<lar=8, 1 =[z,p =[e== T
ve
0<or=S, 1 =[z.]n =[9)]
Béylece,
0<|a—Sn|% —0, (n—>w)
elde edilir. Her neN i¢in, S, € K(x) ve K (x) rasyonel fonksiyonlar cismi,

K <X> ’te tanimlanan norma gore yogun oldugundan,

5
b

n

<la-S,|

n

olacak bigimde (%J < K(x) (an, b, € K[X]) dizisi vardir. Buradan giiclii ticgen

esitsizligiyle, her ne N igin,

O<la—h Smax{|a—8n|, sn—5}=|a—sn|.
b, b,
Su halde,
1
n 1 .
0< a—% <la-S,|n=e™ -0, (Nn—>)

olacak bigimde bir (%] < K(x) bulundugundan istenen elde edilmis olur.

n

Ornek 4.3.1. gzix’”!ewx) verilsin ve z,=x" olsun. (z,) dizisi
=1

(4.9) ve (4.10) kosullarimi gergeklediginden Teorem 4.3.2 ile &, fonksiyonlar

cisminde bir Liouville sayisidir.
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44 p-ADIK GAMMA FONKSIYONUN LIOUVILLE SAYILARINDAKI
DEGERLERI

Elde edilen sonuglari vermeden once p—adik Gamma fonksiyonunun
tanimini ve ispatlarda kullanacagimiz temel 6zelliklerini hatirlatalim:

p—adik Gamma fonksiyonu T" 1 Z - Q,

r(x)=lim(-1)" "]

n—x I<j<n
ile tanimlanir [5, 31].
p#2 durumunda I' ) :Z  —Q, p-—adik Gamma fonksiyonunun sagladig
temel Ozellikler soyle siralanabilir:

I.  VXeZ, igin,

esitligi saglanir ve burada,
) -, |x =1
X)=
» () -1, ¥, <1
olarak tanimlanir.

ii. VX, yeZp icin,

Ty () =Ty (v)], <lx=],

iii. T,(0)=1, T, (1)=-1, T (2)=1ve VxeZ, iin, \rp(x)\p =1.

p =2 durumundaise, I',:Z, - Q, fonksiyonu igin,

1
\FAX%J}(WLSV—ﬂZ,[KVEZZ,V—yhizj

1
\FAX%4E(WLS2V—ﬂ2,(KyeZz,V—yt=zj

esitsizlikleri saglanir.
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Teorem4.4.1. 1€Z,\N ise, Fp(/l)eZp\N’dir.

Ispat: 1 €7 oldugundan,
A=a,+a,p+a,p’+.+a,p"+.., (0<a < p-1)

seklinde bir agilima sahiptir.

A€Z,\N alindigindan, bu agilimda sonsuz sayida n gdstergeci igin,
a, #0’dir. Sifirdan farkli a, sayilarinin indisleri n, ile gosterilirse, her kK € N i¢in,

a, =0 olur.
k

N
- n n N _ i
S, =a, +a,p*+a, p*+..+a, p* = E ap

i=1

olsun. Boylece, S, L>/1, (k —>oo) olur. Buradan,

r,(4)=limr, (s, )=tim(-1" [T "]

ko 1<i<S,,
elde edilir.

I',(2)eZ,\N olmak zorundadur.
Eger I' (1) eN olsayd1 0<hb < p-1ve b, #0 olmak tizere, I' (1)
I, (A)=by+bp+b,p*+..+b, p"
seklinde sonlu bir p —adik agilima sahip olurdu.

Diger taraftan, Fp(/”t)=|ime(Snk)oldugundan,l"p(/i)’nln sonlu bir

k—o0

p—adik agilima sahip olmasi, Fp(Snk)’ya ait p—adik acilimin belli bir k

indisinden sonra T" (4) ile ayni olmasim yani, k indisinden sonraki S, kismi

toplamlarinin esit olmasini gerektirir.

Fakat bu durum imkansizdir. Gergekten, her k e N" i¢in a, #0 ve k <k,
olmak tizere,

— m n Ny,
Snk1 =a, +a,p" +a, p*+.+a, p°,

— n n Ny, Ny
Sy, T, +8, P+, p* ..+, pU+..ta, pr

N
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yazilabilir. S, = toplam: iginde, S, <j<S, ve (j,p)=1 olacak sekilde ]

sayillarmin varhi§i nedeniyle, T, (Snk1 ) =, (Snk2 ) ve dolayisiyla farkli p—adik

acilimlara sahip olurlar.

Su halde Fp(l) sonlu bir p-adik agilima sahip olamaz yani,

r, (ﬂ.) €Z,\N olmak zorundadir.

Teorem 442, AeZ, bir p-adik Liouville sayist ise,

r, (ﬁ,) transandanttir.

Ispat: A1eZ , bir p—adik Liouville sayist ise,

manﬂn—ﬂp:O

n—o

" <& olacak bigimde bir (2,) N dizisi vardr.

olacagindan, Ve >0 igin, 0<|1-2,
Burada (Zn) N oldugundan, her ne N igin, I'| (Zn ) € Z dir.
Diger taraftan I') fonksiyonunun sagladig1 bilinen
‘Fp (X)_Fp (y)‘p S|X_ y|p ’ (V X ye Zp)
esitsizligi ile

%$M—4
p

Ir,(2)-T,(z,) §<g

yazilabilir.

Simdi I, (/1) ‘nin cebirsel olamayacagini gosterelim.

Eger I' (), derecesi m olan bir cebirsel bir sayr olsaydi, p-—adik Liouville
a

teoremine gore, H [Bj ‘= max {|a|, |b|} olmak tizere,

1

<—
(5
b

esitsizliginin (Q i¢inde sonlu sayida ¢6ziimii olurdu. Bu ¢oziimler,

Fp(ﬂ)_%
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a2 a
b

2 B bN

olsun.

1<i<N

M= max{H [%J} olarak tanimlayalim. Buna gore,

‘Fp(ﬂ)—x‘p <

M m+1

esitsizligi Q icinde sonlu sayida ¢oziime sahip olur.
E= M secildiginde, Ae€Z, bir p-adik Liouville sayisi oldugundan,

v nzxN, icin,

1
Mn

A=z, <

olacak bi¢cimde bir N, (5) dogal sayisi bulunabilir. Simdi [', fonksiyonunun

p
sagladig1
0 (0=, (9], <=, . (Y x yez,)

esitsizligi kullanilirsa, ¥V n> N, i¢in,

<|i-z| <~
p P M

‘Fp (ﬂ“)_rp (Zn)
bulunur. Teorem 4.4.1°¢ gore, T, (2) sonsuz bir p—adik agilima sahip oldugundan,

s0z konusu esitsizlik nedeniyle Fp(zn)’nin sonlu sayida degerler alamayacagi
agiktir.
Boylece, V n>max{N,, m+1} icin,

< L < L
p Mn Mm+1

Iry (2)-T,(2,)
esitsizliginin 7Z ’de ve dolayisiyla QQ da sonsuz sayida ¢oziimii vardir.

O halde, I, (/1) cebirsel olamaz yani, transandanttir.
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Teorem 4.4.3. A€, ve (Zn) ¢ift dogal sayilardan olusan bir dizi olsun.

Eger bir ¢ >0 say1s1 verildiginde, her n> N, i¢in,
1
0<|A-z|n<e
p
esitsizligi saglanacak bigimde bir N, (6‘) dogal sayisi1 varsa,
i. A bir p—adik Liouville sayisidir.

ii. I, (4)bir p—adik Liouville sayisidur.

Ispat:
I.  Hipotez ve tanimdan agiktir.

ii. Teorem4.4.lile I (1)eZ,\N"dir. T, p—adik Gamma

fonksiyonu i¢in saglanan,
I ()=Ty (V)] b=, (¥xyez,)

esitsizligi ve teoremin hipotezi kullanilirsa, herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde,
her n> N, i¢in,

1 1
;S|/1—Zn|g <&

T (2)-T5(2)

esitsizligi dogrulanacak sekilde bir N, (8) sayis1 bulunabilir. Boylece her n>N,
1¢in,
1

n<e
p

Fy (2)-Ty(2)
oldugu gortiliir. (Zn) ¢ift dogal sayilarin bir dizisi olduundan I' (Zn) e N dir.
Diger taraftan I (1)€Z,\N ve I'_(z,)—>T,(4), (n—>o) oldugu icin,

L, (Zn) sonsuz bir dogal say1 dizisidir. O halde,

liminf |, (4)-n

X—00

1
n=0
p

olur, yani T' (1) bir p—adik Liouville sayisidir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu calismada asagidaki sonuglar elde edilmistir:

1) (an)ch dizisi, her n igin,

VP (an ) B Vp (arHl)
ve sabit bir £ >0 verildiginde, n>n, (8) i¢in,

v, (a,,)=n"*

n+1

kosullarini saglasin. Bu takdirde,

n=1

serisi bir p—adik Liouville sayisidir.

2) Bir (a,) = Z" dizisi, her n igin,
Vo (ah)<vp(an+l)
ve sabit bir &> 0 verildiginde, n>n, (&) icin,

v, (a,,)=n"*

n+1

kosullarini saglasin. Bu takdirde, (an), bir p—adik Liouville dizisidir.

(4.)

(42)

(45)

(4.6)

3) Bir (a,) = Z" dizisi, herhangi bir &> 0 verildiginde, n>n, (&) igin,

1
0< |an |B <¢
kosulunu saglasin. Bu takdirde,

. a= z a, bir p—adik Liouville sayisidir.
k=1

I (an) bir p—adik Liouville dizisidir.
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4) K <X> ’de formal serilerden olusan (Zn) dizisi, her n igin,

deg(z,,, ) <deg(z,)<0 (4.9)

ve sabit bir &£ >0 verildiginde, n>n, (5‘) icin,

deg(z,,,)<-n""* (4.10)

kosullarini saglasin. Bu takdirde,
serisi bir Liouville sayisidir.
5) AeZ \Nisg, I, (4) €Z,\N dir.

6) A €Z, bir p—adik Liouville sayst ise, I, (2) transandanttir.

7) A€Z, olsun. Eger bir £>0 sayis1 verildiginde, ¢ift dogal sayilardan
olusan bir (z,) dizisi ve her n> N, igin,
1
0<|A-z|h<e
p
esitsizligi saglanacak big¢imde bir N, (&) dogal sayisi varsa,
I. A bir p—adik Liouville sayisidir.

. I, (/1) bir p—adik Liouville sayisidir.
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5.2. ONERILER

Bu c¢alismada non-Arsimedyan cisimler olan p-—adik sayilar ve

fonksiyonlar cisminde Liouville sayilarinin bazi 6zellikleri verilmistir. Ayrica bu
cisimlerde Liouville sayist tanimi ve bununla ilgili kriterler elde edilmistir.

Caligmanin son kisminda klasik Gamma Fonksiyonunun p—adik sayilar cismindeki
karsiligt olan p—adik Gamma fonksiyonunun Liouville sayilarindaki degerleri

tartisilmistir. Bu ¢alismadan hareketle asagidaki oneriler verilebilir:
1) Erdés Teoreminin non-Arsimedyan durumdaki kargiliklari olan Teorem

4.1.2 ve Teorem 4.3.2’de verilen ve belli bir n gdstergecinden sonra saglanmasi
istenen (4.1), (4.2) ve (4.9), (4.10) kosullar1 zayiflatilarak sonsuz sayida n

gostergeci i¢in saglanmast durumunda s6z konusu teoremlerin dogrulugu

arastirilabilir.

2) Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.2.2°de verilen Zan serileri i¢in hipotezdeki
n=1

a, €Z" kosulu yerine, daha genel olan a, €Z  kosulu alindiginda ayni sonuglarin
elde edilip edilemeyecegi arastirilabilir.

3) p-adik Gamma fonksiyonunun Liouville sayilarindaki degerleri
tartistlmistir.  Benzer  degerlendirmeler  p—adik Gamma  fonksiyonunun

g — genislemesi i¢in incelenebilir.
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