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AGIRLIKLI iSTATIiSTIKSEL YAKINSAKLIK
Zehra KURTDISI
0z

Istatistiksel yakimsaklik kavrami 1951 yilinda ilk kez Fast ve Steinhaus
tarafindan tanimlanmis ve bu tarihten itibaren iizerinde birgok matematik¢inin
calistig1 bir konu haline gelmistir.

Kiigiikaslan tarafindan 2012 yilinda istatistiksel yakinsaklik metodunun bir
genellemesi olan Agirhikli Istatistiksel Yakinsaklik metodu asagidaki bicimde

tanimlanmustir:

N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere her ne N igin ( pn) negatif

olmayan reel sayilarin bir dizisi 6yle ki, p, #0 ve p, >0 igin,

P=p+p,+..+p, ve limgzl

olsun. Bu durumda, her £ >0 ig¢in;

lim — {k:kﬁn, D |xk —l|26‘H=0

ise (xn) dizisi / € R sayisina agirlikli istatistiksel yakinsaktir denir ve x, — [ (SN)

biciminde gosterilir.

Bu tezde genel olarak agirlikli istatistiksel yakinsaklik ile Norlund ve Riesz
toplanabilme metotlar1 kiyaslanacak ve agirlikli istatistiksel yakinsakligin temel
ozellikleri verilecektir. Ayrica, agirhikli istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel

yakinsaklik arasindaki iliski incelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik; Dogal yogunluk; Dizilerde

toplanabilme; Norlund toplanabilme; Riesz toplanabilme.

Danisman: Doc¢. Dr. Mehmet KUCUKASLAN Matematik Anabilim Dals,

Mersin Universitesi.
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WEIGHTED STATISTICAL CONVERGENCE
Zehra KURTDISI
ABSTRACT

The concept of statistical convergence was first introduced by Fast and
Steinhaus in the year 1951. Since then, this concept has been studied by many
researchers.

The concept of statistical convergence is generalized by Kiiciikaslan in 2012
and is called weighted statistical convergence. The weighted statistical convergence

is described in the following way:

Let N be the set of all natural numbers. Let (p,) be a sequence of

nonnegatif numbers such that

P=p +p,+..+p, and 1im%:l

where p, #0 and p, >0 for all neN.
In this instance, a sequence (xn) is said to be weighted statistical convergence to

/e R ifforevery £>0,

lggi{k:ksm il — 1]z el =0

hold. It is denoted by x, — (S5 ).

In this paper; Generaly, Norlund and Riesz summability methods with
weighted statistical convergence compared and the basic properties of weighted
statistical convergence are given. We also investigated the relationship between

statistical convergence with weighted statistical convergence.

Key Words: Statistical convergence; Natural density; Summability of

sequences; Norlund summability; Riesz summability.

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Department of

Mathematics, Mersin University.
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TESEKKUR

Bu ¢alismamin belirlenmesi ve yiiriitiilmesi siirecinde bana yardimci olan,
bilgi ve tecriibelerinden her zaman yararlandigim saygideger hocam; Dog¢. Dr.
Mehmet KUCUKASLAN’a iizerimdeki emeklerinden dolayr ¢ok tesekkiir eder,
saygilarimi sunarim.

Ayrica hayatimin her asamasinda bana maddi ve manevi destek olan hayat
boyu her tiirlii sikintimda yanimda yer alan ve ¢alismalarim esnasinda bana anlayis

gosteren haklarin1 6deyemeyecegim sevgili aileme tesekkiir etmeyi bir borg bilirim.

Zehra KURTDISI
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SIMGELER VE KISALTMALAR

R : Reel Sayilar Kiimesi

N : Dogal Sayilar Kiimesi

l, : Sinirht Diziler Uzay:

c : Yakinsak Diziler Uzay1

0 : Yogunluk fonksiyonu

o, : A-Yogunluk fonksiyonu

o(K) : K kiimesinin dogal yogunlugu

|K | : K kiimesinin eleman sayis1

K¢ : K kiimesinin tiimleyeni

a.ak. : Hemen hemen her k

x=(x,) : Reel sayilarin bir dizisi

S : Istatistiksel yakinsak diziler uzay
st : Istatistiksel yakinsama

S5 : Agirlikli istatistiksel yakinsak diziler uzay1
(C ) 1) : Cesaro toplanabilme

N(p) : Norlund toplanabilme

N( p) : Riesz toplanabilme

st—N(p) : Istatistiksel Nérlund yakinsama

@ : Tiim diziler uzay1

P =p,+tp,+..+p

P =~n :dm,m, >0 3> mn<P <m,n
A—st : A-Istatistiksel yakisama

st=N(p) a.an. : st —N(p) anlaminda hemen hemen her n
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1. GIRIiS

Yakinsaklik kavrami matematigin en temel kavramlarindan biri olup
noktasal yakinsaklik, diizglin yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik, Olclisel
yakimsaklik v.b. gibi birbirinden farkli yakinsakhik tiirleri vardir. Ozellikle,
Istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlandigi 1951 yilindan bu yana iizerinde birgok
matematik¢inin  ¢alistigt  bir konu haline gelmistir[1],[2]. Zaman igerisinde
istatistiksel yakinsaklik kavrami matematigin ¢esitli alt dallarina uygulanmig ve bu
kavramin birgok 6nemli 6zelligi verilmistir [1],[3],[4],[5].

Reel ya da kompleks terimli dizilerde istatistiksel yakinsaklik kavrami
esasen dogal sayilarin alt kiimelerinin asimptotik yogunluguna baghdir [3].

A =(a,,) regiiler bir matris olmak iizere K — N kiimesinin 4 -yogunlugu,

5A (K) = lijg;ankZK (k)

biciminde tanimlanmistir [5].
Eger, keyti €¢>0 ve /eR igin K(n,g) = {k 1k < n,|xk —l| > 5} olmak

luzere
hm z anle(n,g) (k) = 0
n—>0 k:1

ise (x,) dizisi [ sayisia A-istatistiksel yakinsaktir denir ve x, —[(A—st)
biciminde gosterilir.

Eger 4=C, Cesaro matrisi segilirse A-yogunluk asimptotik (dogal)
yogunlukla, A-st yakinsama ise st-yakinsama ile ¢akisir.

Bu c¢alismada, A4=(a,) matrisi olarak p=(p,) negatif olmayan
tamsayilarm p #0 ve p, >0 kosulunu saglayan bir dizisi i¢in Norlund ve Riesz
matrisleri gz Oniline alinacaktir. Elde edilecek yeni metotlar st — N ( p) ve S5

sembolleriyle gosterilerek diger toplanabilme metotlariyla ve istatistiksel

yakinsaklikla iligkisi incelenecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Toplanabilme teorisinin dnemli problemlerinden biri dizilerin yakinsaklik
probleminin incelenmesidir. Bu alandaki ¢aligmalar Leonhard Euler (1707-1789)’e
kadar dizilerin Cauchy anlaminda yakinsakligini arastirmakla sinirli kalmasina
ragmen, Ozellikle Cauchy anlaminda yakinsak olan dizilerin kiimesinin farkl
anlamlarda genisletilmesi problemi giiniimiizde olduk¢a 6nemlidir.

(xn) reel yada kompleks terimli dizisi verilsin. Bu (xn ) dizisinin / € R ’ye

Cauchy anlaminda yakinsaklig1 asagidaki bi¢imde tanimlanir;

Eger Ve>0 ic¢in 3In,=n,(¢)eN bulunabilir oyle ki Vn>n, ig¢in

x,—1 | <& saglaniyor ise x= (xn) dizisine [/ sayisina ‘Cauchy anlaminda’
yakinsaktir denir.

Simdi 1 ve —1 gibi farklh iki yigilma noktasmna sahip x =(x, )= ((—l)n)
dizisini goz Oniine alalim. A¢iktir ki bu dizi Cauchy anlaminda yakinsak degildir.

Eger x = (xn ) = ((—l)n ) dizisinin terimleri yardimiyla

X, +Xx, +...+Xx
Sn = 1 2 n (1)

n

dizisi tanimlanirsa

0, nyift,

1
——, ntek,
n

oldugundan s =(s,) dizisi 0 noktasma Cauchy anlaminda yakinsaktir. Yani, (x, )

dizisi yakinsak olmamasina ragmen (sn ) dizisi 0’a yakinsaktir.

(1)’de verilen dizi bir matris ile de ifade edilebilir. Bu bakis acisiyla
toplanabilme teorisinde reguler matrisler tanimlanmistir. Reguler matrisler, yakinsak
dizileri yakinsak dizilere ¢eviren ve limiti koruyan matrislerdir [6].

Burada esasen yapilan islem Cauchy anlaminda yakinsak olmayan dizilerin

bir isleme tabi tutulup sonra Cauchy anlamda yakinsakliginin incelenmesidir. islemin
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anlamli olabilmesi yakinsak her diziyi yakinsak diziye ve en az bir raksak diziyi ise
yakinsak diziye ¢cevirmesidir.
Temeli pozitif tamsayilarda dogal yogunluk kavramina dayanan istatistiksel

yakinsakligin Cauchy anlaminda yakinsakligin bir genellemesi oldugu sdylenebilir.

Ilk defa 1951 yilinda Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan (xn) dizisinin

I € R ’ye yakinsaklig1 uzaklik kavramindan yogunluk kavramina taginmistir.

©(N) dogal sayilarin kuvvet kiimesi olmak iizere; &:p(N)—[0,1]

fonksiyonu

5(K):= limM

n—o0 n

2)

biciminde tanimlansin. Bu taktirde; o (K ) fonksiyonuna, eger limiti varsa K < N
kiimesinin  asimptotik  (dogal)  yogunlugu denir. Burada |K (n)| ile
K(n)= {k k<n, kekK } kiimesinin elaman say1s1 gosterilmektedir.

1951 yilinda Fast [1] ve Steinhaus [2] birbirinden bagimsiz olarak x = (xn)
dizisinin / € R’ye yakinsakligini (2) de verilen asimptotik yogunlugu kullanarak

asagidaki bi¢imde tanimlamiglardir. Buna gore K(n,5)={k:kén,

X, — £| > 5}
olmak tuzere

5(K(n,))=0 3)

dir. (3)’de verilen yeni yakinsama “istatistiksel yakinsaklik™ olarak adlandirilmis ve

x, = I(st) yada limx, =/(st) bigiminde gdsterilmistir.

Zaman igerisinde istatistiksel yakinsaklik kavrami matematigin temel
alanlariyla olan iliskisi nedeniyle yaklasik yarim asirdir bir¢ok matematik¢inin
ilgilendigi 6nemli bir ¢aligma alani haline gelmis ve bu kavram Toplanabilme Teorisi
([7], [8]), Fourier Serileri ([9]), Fonksiyonel Analiz ([10], [11], [12], [13], [14]),
Sayilar Teorisi ([15]), Olgii Teorisi ([16], [17]), Istatistik ([18]), Optimizasyon
Teorisi ([19]) ve Yaklasim Teorisi ([20]), gibi alanlara uygulanmistir.
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Ayrica,
C, =(c,;) Cesaro matrisi olmak iizere,

limx, = /(st) & V& >0, lm—|{k <n:[x, ~I|2 )| =0

n—>0 n—>0 n

& Ve>0, limligk(”) (k)=0

n—>x0 n k=1

©Ve>0,1im(C x| =0

n

seklinde Cesaro matrisi yardimiyla istatistiksel yakinsamaya denk bir tanim elde
edilebilir [7]. Cesaro matrisi regiiler oldugu i¢in istatistiksel yakinsaklik aslinda dizi
uzayinda regiiler bir toplanabilme metodu verir.

Buradan yola ¢ikarak Buch 1953 yilinda [3] ¢alismasinda Cesaro matrisi
yerine negatif olmayan 6zel regiiler bir 4 matrisi alip istatistiksel yakinsakligin bir
genellemesini yapmistir. Daha sonra Freedman ve Sember [5] A —yogunluk
kavramini tanimlamstir.

Connor [12], Kolk [21], Miller [16] tarafindan A — istatistiksel yakinsaklik
tanimlanmistir.

2009’da Karakaya ve Chishti [22] tarafindan agirlikli istatistiksel
yakinsaklik kavrami tanimlanmustir.

2012°de Kiiciikaslan [23] tarafindan agirlikli istatistiksel yakinsaklik
kavranmu tekrar ele alinmstir.

2012’de Mursaleen, Karakaya, Ertlirk ve Gilirsoy [24] tarafindan agirlikli
istatistiksel yakinsaklik kullanilarak bazi Korovkin tipi teoremler elde edilmistir.

Boylece Analizde iyi bilinen bazi klasik sonuglarin daha zayif kosullar
altinda gergeklenebilecegi gosterilmistir.

Son yillarda yapilan ¢aligmalar ve elde edilen sonuglar agirlikli istatistiksel

yakinsakligin ne kadar 6nemli oldugunu ortaya agik bir bicimde koymaktadir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bazi temel tanimlar, teoremler ve notasyonlar verilecektir.
Oncelikle “Yogunluk” kavramm verilerek bunun yardimiyla “Istatistiksel
Yakinsaklik” kavrami tanimlanacak ve bu yiiksek lisans tezinde gerekli olan
teoremler hatirlatilacaktir. Daha sonra “A-Istatistiksel Yakmsaklik” , “Cesaro,
Nérlund ve Riesz Toplanabilme” metotlar ile “Agirlikli Istatistiksel Yakinsaklik”

hakkinda genel bilgiler verilecektir.

3.1. DOGAL YOGUNLUK

N  dogal sayillar kiimesini  gostermek ilizere KcN  ve

K(n) = {k eK:k< n} kiimesinin eleman sayis1 ‘K(n)‘ ile gosterilsin.

Tamm 3.1.1. K = N olmak tizere

5(K) = lim—|K (n)

n—»0 n

limiti mevcut ise bu limite K kiimesinin “asimptotik yogunlugu” (veya “dogal

yogunlugu”) denir ve o (K ) sembolii ile gosterilir [4].

Ayrica, (a,) pozitif tamsayilarmm bir dizisi ve K ={a, 1k € N} olsun.

Eger, 6(K) mevcut ise K nin dogal yogunlugu

5(K):=1lim -~ 4

n—o o
n

dir [4].
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Ornegin: 5(N)=1, 5({n2:neN}):0, 5({k:k asalsayl}):O,

5({2n:neN})z&({2n+l:neN}):

N | —

oldugu (4) den kolayca elde edilir.

Ayrica, B kiimesi dogal yogunluga sahip ise, 5(N—B)=1-6(B) ve 0<5(B)<1
olacaktir [4],[5].

Dogal sayilarin sonlu her alt kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. Bunun tersi dogru
degildir.

K < N olmak iizere eger o (K ) =0 ise K kiimesine sifir yogunlukludur denir.

Diger durumlarda K ’nin yogunlugu sifirdan farkhidir denir ve o (K ) #0 ile

gosterilir.

Tanim 3.1.2. K < N olmak lizere K kiimesinin alt ve list yogunlugu sirasiyla

, 5(K) = limsupl‘K(n)‘

n—o N

3(K)= 1iminfl\1<(n)
n

n—>0

seklinde tanimlanir.

Eger, alt ve st yogunluk esit ise K < N nin dogal yogunlugu vardir ve
S(K)=6(K)=5(K) dir [5].

Ornek 3.1.3. K ={1,2,3,...} ise 8(K)=35(K)=5(K)=1 dir.

e K
Ornek 3.1.4. K ={2,4,6,...} olsun. M dizisi,
n

0112233

1’2°3°4°5°6° 7"

K
seklinde ve 0(K) =0(K) = limm = % dir.
n—0 n
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Simdi, 6 yogunluk fonksiyonun baz1 6zelliklerini verelim: K, M — N olsun. Eger,

i) §(K) mevcut ise 5(K) = 5(K) dir.
ii) 0 (K ) # 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul E(K ) >0 ’dir.

i) K < M ise S(K)<S(M) dur.

Uyan 3.1.5. Her dogal say1 kiimesinin alt ve iist asimptotik yogunlugu vardir, fakat
asimptotik yogunlugu olmayabilir.

Siradaki drnekte dogal yogunluga sahip olmayan bir kiime 6rnegi verilecektir.

Ornek 3.1.6. Bir 4 = N kiimesi,

1, k=1,
x =
ok, 2 1<k <22 p=01,.

seklinde tanimlanan bir x = (x, ) dizisinin terimlerinden olugsun. Bu durumda,

A= {1,4,5,6,13,14,15,...,24, 49,50,51,...,96,193,194,...384,...}

[40m)

n

seklindedir ve dizisinin iist limitini veren alt dizisi,

1416 6 2

_3_7_9_9"'_)_7

16 24 96 3
alt limitini veren alt dizisi ise

1 4 16 64 1

3712748719277 3
seklindedir. Dolayistyla bu 6rnekte A kiimesinin alt ve {ist asimptotik yogunlugu 1

2 g . . - <
ve 3 olmasina ragmen asimptotik yogunlugu yoktur.
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3.2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

n

Tamm 3.2.1. x = (x ) reel (veya kompleks) terimli bir dizi ve /€ R olsun. Eger,

Ve >0 igin

S({k:k<n,

x, 1|2 g}) =0,

ise x :(xn) dizisine / sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve limx, =/ (sl)

n—>x0

sembolii ile gosterilir [1], [2].

Istatistiksel yakinsaklik tanimindan da anlasilacagi gibi, x:(xn) dizisi bir /

sayisina Istatistiksel yakinsak ise, bu durumda / sayisimn herhangi bir &> 0
komsulugunda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi bulunurken bu komsulugun disinda da,
indis kiimesinin yogunlugu sifir olmak kosulu ile yine diziye ait sonlu veya sonsuz
coklukta terim bulunabilir. Bu durum, istatistiksel yakinsakligin bilinen anlamdaki

yakinsakliktan daha genel oldugunu gosterir.

Tanim 3.2.1.’den goriilecegi gibi yakinsak her dizi istatistiksel yakinsaktir.

Yani Cauchy anlaminda yakinsak bir dizi igin {k tk<n,

X, —Z|25} kiimesi N ’nin
sonlu bir alt kiimesi olacagindan x = (xn) dizinin / € R ’ye istatistiksel yakinsak
oldugu aciktir. Yani, l:n; x, =1 ise '111_)m30 x, =[(st) dir [8]. Fakat bunun tersi dogru
degildir.

Ornek 3.2.2. x=(x,) dizisi,

biciminde tanimlansin. Her & >0 i¢in,

K(g):{k:kﬁn,

x, —02¢ef={k:k<n, xk;tO}:{m:mS[[\/;]]}

oldugundan |K | < [{\/Z ]} olur ve
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liml‘{k tk<n, x, #0}|< 1imM =0

n—>0 n n—>0 n

bulunur. Dolayisiyla (x, ) dizisi / =0 a istatistiksel yakinsaktir, yani limx, = 0(st)

dir.

Fakat, bu dizinin sifirm ¢ komsulugu disinda kalan elemanlar1 sonsuz

sayida oldugundan x = (xn ) dizisi yakinsak degildir.

Yakinsak her dizi sinirhidir. Fakat, 6rnek 3.2.2.°den istatistiksel yakinsak bir dizinin
sinirlt olmasi gerekmez. Yani istatistiksel yakinsaklik, sinirli ve sinirsiz 1raksak
dizileri de limitleyebilir.

J.A. Fridy 1985 yilinda [8] caligmasinda bir dizinin istatistiksel yakinsamasi igin
asagidaki onemli karakterizasyonu vermistir:

Teorem 3.2.3. x= (xn) dizisinin bir / € R sayisina istatistiksel yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart K={nk :keN}CN i¢in §(K):1 ve l{imxnk =1
olmasidir [8].

Kisaca sifir yogunluklu indis kiimesi disinda (esdeger olarak 1 yogunluklu

indis kiimesi iizerinde) (xnk) dizisi / degerine klasik anlamda yakinsak ise bu

durumda (x, ) dizisi / sayisina istatistiksel yakinsaktir.

Sonug olarak, istatistiksel yakinsak diziler uzayi, Cauchy anlaminda

yakinsak diziler uzayin kapsar.

Tanim 3.24. Ve>0 i¢cin n,=n,(¢)eN sayis1 bulunabilir oyle ki
{k eN: ‘xk - xno‘ > 8} kiimesi sifir yogunluga sahip ise x = (xk) dizisine istatistiksel
Cauchy dizisidir denir. [8].

Klasik yakinsaklikta oldugu gibi istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel

Cauchy dizileri arasinda da asagidaki teoremde verilen iligki vardir.
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Teorem 3.2.5. Asagidaki ifadeler denktir:

i) x =(x,) istatistiksel yakinsaktir.
ii) X = (xn) istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) x=(x,) dizisi igin 5({k X, E Y, }) =0 olacak sekilde bir yakinsak y =(y,)

dizisi vardir. [8].

Sonug¢ 3.2.6. Bir x = (xn) dizisi / € R sayisina istatistiksel yakinsak ise bu durumda

X = (xn ) dizisi / sayisina klasik anlamda yakinsayan bir alt diziye sahiptir.

Tez boyunca S sembolii ile istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi

gosterilerek S ={x,: 3/ eR > x, > (st)} bigiminde tanimlanacaktr.

3.3. MATRIiS DONUSUMLERI

J.LAFridy 1985°te [8] calismasinda istatistiksel yakinsaklik ile klasik
toplanabilme arasindaki iligskiyi incelenmistir. Simdi bu iligkiyi vermeden 6nce bazi

temel bilgileri hatirlayalim:

A=(a, ) sonsuz matrisi olsun. Eger, Vk >n igin a,, =0 ise 4 matrisine

liggensel matris denir. Hem tiggensel hem de VneN i¢in a,, #0 ise A matrisine

licgen matris denir.

w tim dizilerin uzayr olsun. X ve Y ise w dizi uzaymin iki altkiimesi ve
A=(a, ) reel yada kompleks degerli sonsuz bir matris olsun. x=(x,)e X olmak

tizere her n>1 i¢in,
v, =(4x) =D a,x,
k=1

dizisi yakinsak ise y =(y, )= (4x) doniisiim dizisi mevcuttur denir.
Eger, her xe X i¢in y= (Ax)n doniisiim dizisi mevcut ve yeVY ise

A= (ank) matrisi X den Y icine bir matris doniisiimii tanimlar denir.

10
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yakinsak ise x=(x,) dizisi / sayisma A-—toplanabilir denir ve A-limx, =1/

biciminde gosterilir.
X den Y ye tim matrislerin smifi (X Y ) biciminde gosterilir. Eger, 4

matrisi X den Y igine bir matris doniisiimii ise 4 € ( X,Y ) seklinde yazilir.

Tamm 3.3.1. 4=(a,, ) sonsuz matris ve x=(x,) dizisi verisin. Eger, limx, =/

n—0

oldugunda lim(4x) =1 ise A=/(a,, ) matrisine “regiiler matris” denir [25].

n—>0

Teorem 3.3.2. (Silverman -Toeplitz) A=(a, ) matrisinin regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosul,

i) VneN igin, 4| =sup)_|a,|< =, (1.1)
no k=1
ii) lima, =0, k=1,2,..., (1.2)
iii) lim > a,, =1 (1.3)
n—»0 k:1

olmasidir [6], [25].
Istatistiksel yakinsaklik ile toplanabilme arasindaki iliski J. A. Fridy

tarafindan [8] calismasinda asagida ifade edilen teoremde verilmistir:

Teorem 3.3.3. Hicbir matris toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik metodunu

igermez.

Yani, her x=(x,)€S i¢in A-limx, =st—limx, olacak bi¢imde bir A

n—>0 n—>0

matrisi yoktur [8].

11
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Tamm 3.3.4. C, =(c,, ) matrisi

1

-, 0<k<n
an =\n

0, diger durumda

olmak uzere birinci mertebeden Cesaro matrisi olarak adlandirilir.

C = (an ) matrisi reglilerdir yani Teorem 3.3.2.°in kosullarini sagladig agiktir.

Freedman ve Sember 1981 yilinda [5] ¢alismasinda istatistiksel yakinsaklik

taniminda C, :(an) Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler 6zel bir

A= ( ank) sonsuz matrisi alarak istatistiksel yakinsaklig1 A-istatistiksel yakinsakliga

genisletmislerdir.

3.4. A-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

x =(x,) reel veya kompleks terimli bir dizi ve /€R verilsin. Ve >0 i¢in

K(n,8)={k:k <n,

x,—l|2¢} olmak iizere Xx(ne ile K(neé) kimesinin

n,e

karakteristik fonksiyonunu gosterilsin. Yani,

|1, keK(n,s)
Ao =00, kg K(n,e)

dir. Bu durumda, V¢ > 0 igin,

limx, =1(st) < lim(C 7)) =0

n—>0 n—>0

olur ki bu durum bir dizinin istatistiksel yakinsamasinin aslinda K (n,g) kiimelerinin
Cesaro ortalamasi oldugunu gosterir. O halde bir A matrisini géz Oniine alarak
K <N nin A-istatistiksel yogunlugunu ve (x,) dizisinin A - istatistiksel

yakinsakligini tanimlanabilir:

12
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Tamm 3.4.1. 4= (a,, ) bir matris ve K — N olsun. Eger,

5A (K) = ll_l;ll Z ank ZK(n,g) (k)
k=1

limiti mevcut ise J,(K) sayisina K nin 4 —yogunlugu denir. Benzer bigimde,

(x,) dizisi ve /e R sayisi verildiginde K(n,¢) = {k :k<n,

X, —l| > 5} kiimesinin

A —yogunlugu sifir yani,
i Y a2y (K) =0,
k=1

ise (x,) dizisi /eR sayisina A-istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum

x, = [(A—st) seklinde ifade edilir [5], [16], [11].

3.5. ISTATISTIKSEL NORLUND YAKINSAKLIK VE OZELLIiKLERIi

Bu boliimde, N dogal sayilar kiimesini gostermek iizere her ne N i¢in
( pn) negatif olmayan reel sayilarm p, #0 ve p, >0 kosulunu saglayan bir dizisi
oyle ki,
P=p+p,+.+p ,(n=12,..)

olsun.

Tanmm 3.5.1. x = (x,) reel terimli bir dizi olmak tizere,

1 n
tn = F ; pn—k+1xk

n

doniisiimiine (x,) dizisinin Nérlund Déniistiimiinii denir [25], [26].

Bu durumda;

i) Eger, [ € R i¢in,

limL z PoanX =1,

n—oo Ijn sy

13
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ise (x,) dizisine /eR sayisina N(p) yakinsaktir denir ve x, —I(N(p))

bi¢ciminde gosterilir.

ii) Eger, 0 < o < © olmak lizere

N AR a
llm_zpn—k+l|xk_l| =0,

n—>ooPn pay
ise (x,) dizisine /eR sayisna o —kuvvetli N(p) yakinsaktir denir ve
x, = l(a — N(p)) seklinde gosterilir.

iii) Eger, her £ > 0 icin K(n,&) = {k ck<n,

X, — €|2 é‘} olmak tizere,

o1
51\1(,;) (K(n,e)) = ll_)mwF Z Duin

n keK(n,e)

I
= hm_zpn—knﬂﬁqn,g) (k)=0

n—»o0 iy

ise (x,) dizisine /eR sayisia istatistiksel N(p) yakinsaktir denir ve

x, = I(st — N(p)) bi¢ciminde gosterilir.

Lemma 3.5.2. N ( p) Norlund metodunun regiiler olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

P — 0 olmasidir.

n

Ispat: “Yeter Sart”

Pu 0 olsun. Bu durumda Teorem 3.3.2.’nin (Silverman—Toeplitz kosullar1)

n

saglandigin1 gostermek yeterlidir. Vn € N igin,

O < amn — pm—rH—l < pm—n+1 N 0 , (m N OO)
P P

m m—n+1

dir. Ayrica, Vm € N igin,

dir.

14
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“Gerek Sart”

N (p) Norlund matrisi regiiler olsun. Buradan a,, — 0, m — o dir. O halde,

p—’”:aml -0
P

m

dir. ]

Ayrica, bu tez boyunca N ( p) Norlund matrisinin regiiler oldugu kabul edilecektir.

Lemma 3.53. N ( p) regiiler Norlund matrisi olsun. Bu durumda Z p, X" ve

n=l1

Zan"_l serileri |x| <1 kosulunu saglayan Vx € R i¢in yakinsaktir [26].

n=l1

Ispat: N ( p) regiiler oldugundan lim 22 = o saglanir. Buradan,

n—wo P

P -p,

lim— = lim
n—owo P n—»ow P
n n

. 4
=lim(l--*)=1
n~)oo( Rz)

dir. Boylece P(x)= Zan”"l serisi |x| < 1°de yakinsaktir.
n=1

Ayrica, p(x)=(1-x).)_ Px""' oldugundan p(x)=) p,x"" seriside |x|<1’de

n=1 n=1

yakinsaktir. ]

Sonu¢ 3.54. (qn) negatif olmayan tam sayilarm g #0 ve ¢, >0 kosulunu

saglayan bir dizisi i¢in O, =g, +...+ ¢, olsun.

q(x)=>.q,x"" ve O(x) =Y 0,x"" olmak iizere Lemma 3.5.2.den
n=1 n=1

K = b = = pey v M = I = =06

serilerinin |x| <1 ‘de yakinsak olduklar1 goriiliir.

15
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Ayrica, p(x), k(x) ve g(x), h(x) serilerinin ¢arpimindan kolayca,

kp, +k,p, ,+..+kp =q,,ve kP +k,P  +..+kF =0,

n—1

hg, +hgq, ,+..+hqg =p, ,ve hO +hQ  +...+hQ =P

n

esitlikleri elde edilir.

3.6. RIESZ YAKINSAKLIK VE OZELLIiKLERI

Bu bdliimde, Riesz doniisiimii, Riesz yakinsaklik ve « -kuvvetli Riesz
yakinsaklik kavramlar1 tanimlanacaktir.

Tanmm 3.6.1. x =(x,) dizisi verilsin. N dogal sayilar kiimesini gostermek tizere her
neN igin ( pn) negatif olmayan reel sayilarin p, #0 ve p, >0 kosulunu saglayan

bir dizisi 6yle ki, P = p, + p, +...+ p, olmak iizere,

1 n
t =— X, ,
n P kzzllpk k

n

doniisiimiine (xn ) dizisinin Riesz Doniisiimii denir [26]. Bu durumda;

i) Eger, / € R i¢in,

limLZpkxk =1,

n—)ooR, pay
ise (x,) dizisi / € R sayisina Riesz yakinsaktir denir ve x, =/ (N( p)) bi¢iminde

gosterilir [26].

ii) Eger, 0<a < ve [ € R igin,

limLipk.|xk —l|a =0,

n—w P o
n k=

ise (xn) dizisine / € R sayismma « — kuvvetli N( p) yakinsaktir denir ve bu durum

x, —>1 (a —N( p)) biciminde gosterilir.

16
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Lemma 3.6.2. (N, p) Riesz metodunun regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

P, -, (n—> ) olmasidir.

Ispat: Teorem 3.3.2. kosullarindan,

g 125y = Po Pu P _
nzzll|amn —;amn—Pm + P + +Pm 1

dir.

VneN igin P, —> o, (n— ) olsun. Bu durumda,

a =P 59

mn
m

olur ki (ﬁ, p) Riesz matrisi regiilerdir.

3.7. AGIRLIKLI iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE OZELLIKLERI

Bu béliimde, m,,m, pozitif reel sabitleri i¢in, mn < P, <m,n esitsizligini saglayan
( pn) dizisi ile ilgilenilecek ve bu durum P, = n sembolii ile gosterilecektir.

Tanmm 3.7.1. P, =n olmak lizere x = (xn) dizisi ve bir / € R sayisi verilsin. Eger,

her £ >0 icin

limL {k:kﬁn,pk|xk —l|25}‘20,

n—o P

ise (x,) dizisine / € R sayisina agirlikl istatistiksel yakmsaktir denir ve bu durum
x, = I(SN) bigiminde gosterilir [23].

Agirlikli Istatistiksel yakinsak dizi uzay1 S5 sembolii ile gosterilir ve

S- :={x:(xn):EIleR3 lim— {k:k<n,p,|x —l|2€}‘=0}

N n—o0 P
n

seklinde tanimlanir.

17
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Uyant 3.7.2. Agirlikli istatistiksel yakinsaklik taniminda o (N)=1 olmasi igin,

lim—=1 olmasidir. Yani P =~n kosulu dogal bir kosuldur. Eger, P, ~n olacak

n—wo P

sekilde se¢ilmezse;

n—>0

-1
i) (pk):%ig:in 5(N):lim( %j [{k:k<nkeN}=lim(Inn) n=co

i) (p, )=k i¢in 5(N)= lim(ikj [{k:k<nkeN}/= hm(@J n=0

n—>0 n—0

elde edilir. Bu ise segilen baz1 (p, )’ler i¢in 6(N)#1 olmasi demektir. Bu da dogal

sayilarin dogal yogunlugunun 1 olmasi ile ¢elisir.

Tamm 3.7.3. Bir u(n) 6nermesi verilsin ve 4 ={n e N:u(n) yanhs} olsun. Eger, A
kiimesinin dogal yogunlugu (veya st — N(p) yogunlugu) sifir ise u(n) Onermesine
hemen hemen her n i¢in saglanir denir ve st—a.an. (veya st— N(p)a.a.n.)

bigiminde gosterilir.

18
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. ISTATISTIKSEL NORLUND YAKINSAKLIK

Asagidaki teoremde N(p) yakinsaklik ile st — N(p) yakinsaklik arasindaki

iligki verilecektir:

Teorem 4.1.1. (x,) reel ya da kompleks terimli bir dizi ve /€ R olsun. Eger,
x, > I(N(p)), (n— o) ise x, > [(st—N(p)) dir.

Ispat: Eger, (x,) dizisi /eR sayisina N(p) yakinsak ise tanimdan

N .
—z Doini |xk -1 | =0 oldugu aciktir. Her >0 icin

n—ow Pn pan

K(n,e)={k:k<n,

X, — €|2 g} bi¢iminde segilirse

1 & 1
?;pn—k+l|xk_l|zg( Z + z Jpn—kﬂ xk_l|

n k= keK(n,e) keK (n,e)

1
2 Ekez Prin |xk _l|

K(n,e)

1
2 8Fnkez Puin

K (n,¢)

1 n
=& an—kHZK(n,g) (k)
P =

esitsizligi elde edilir. Eger, yukaridaki esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa
Syin) (K(n,£))=0 oldugu elde edilir. Yani, (x,) dizisi /€R sayisina st—N(p)

yakinsaktir. ]

Siradaki teoremde « — kuvvetli N(p) yakinsama (o — N(p)) ile st — N(p)

yakinsaklik arasindaki iliski verilecektir:

19
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Teorem 4.1.2. (x,) reel ya da kompleks terimli dizisi ve / € R sayisi verilsin. Eger,
x, > l(a—N(p)), (0<a <) ise x, > I(st—N(p)) dur.

Ispat: (x,) dizisinin bir / € R sayisina a — N(p) yakinsak oldugunu kabul edelim.

N AR a .
Bu durumda, hm—Z:pn_k+l |xk—l| =0 dir. Ayrica, her &£>0 igin

n—wo P oy

n =

K(n,e)={k:k<n,

X, — €|Z g} olmak tizere,

« 1
xk_l| :F( z + Z ]pn-ku

1 n
? kz::‘ Pk

n

a
x, —1 |
keK(n,e) keK (n,e)

1 a
2 ?kez Prin |xk _l|

n K(n,e)
> & !
=& — Z pn—k+l
R, keK(n,e)
1 n
_
=& — pn—kHZK(n,g)(k)
Pn k=1

esitsizligi elde edilir. Eger, esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa 5N(p) (K (n,g) =0
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. [
Sonug 4.1.3. Eger x, —> [ , (n > ) ise x, = I(st— N(p)) dur.

Ispat: (N , pn) regiiler toplanabilme metodu oldugundan x, — /(N(p)) dir. Teorem

4.1.1 den ispat tamamlanir. ]
Uyan 4.1.4. Teorem 4.1.1. , Teorem 4.1.2. ve sonug 4.1.3.”lin tersi dogru degildir.
Bunu bir 6rnekle gorelim:

Ornegin, Genelligi kaybetmeksizin a =1, ve VneN igin p, =1 oldugunu kabul

edelim. Ayrica, x = (x,) dizisi

bi¢iminde tanimlansin. O halde,

1 1
hm—Z;(K(n o (k)= hm—Zl
n—w© pn Tl ’ n—® p

m=1

20
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oldugundan x, — 0(sz — N(p)) dir. Fakat,

lim~ 1|, —0|=1iml[[f£]m3 =lim([[\/ﬂ]'([[\/ﬂ]+l)) B

n—n 4 n—w p n—»ow 4n

m=1

oldugundan x, A0(N(p)) dir.

Siradaki teorem st — N(p) yakinsaklik ile o — N(p) yakinsakligin ancak
sinirlt diziler i¢in ayni1 oldugunu soyler:
Teorem 4.1.5. x=(x,) smrrh dizisi ve [eR sayist verilsin. Eger,
x, > [(st=N(p)) ise x, > (e —N(p)) dir.
Ispat: Teoremin kosulundan x = (x,) siurli bir dizi ve

.1
§N(p) (K(n,&)) = lim— PoiaXkm,e) (k)=0

1% P teKne)

dir. Bu durumda, Vn € N i¢in |xn -1 | < M olacak sekilde bir M > 0 vardir. Boylece,

I o« 1 P
F;pn—k+l|xk_l| :Fn{ Z + z Jpnk+l|xk_l|

n keK (n,e) keK (n,e)

" 1 n « 1 n
<M _zpnkaZK(n,g) (k)+¢& szn—kﬂ <é&

Rz k=1 n k=1

esitsizligi elde edilir. Eger esitsizligin her iki tarafinda n — oo iken limit alinirsa
istenen elde edilir. Boylece teorem ispatlanir. ]

Asagida verilecek teoremlerde oOzellikle st—N(p) ve st—N(q)
metotlarinin denkligi i¢in gerek ve yeter kosullar belirlenecektir:

Teorem 4.1.6. N(p) ve N(q) regiiler Norlund metotlar1 olsun. st — N(p) yakinsak

bir (xn) dizisinin st — N(g) yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vn € N igin

k”:O

n

i

P, +|k,

P +..+|k|B<MQ, ve lim

n—x0

olacak sekilde bir M > 0 vardir.

21



Kurtdisi, Z. 2014. Agwrlikli Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi.

Ispat: (x,) dizisi verilsin. (x,)dizisinin st—N(p) ve st—N(g) doniisimleri

sirastyla (t}f ) ve (tj) olsun. Yani; Ve > 0 igin

I 3 I &
_zpn—kHZK(n,g)(k) Ve t}’(l] ::_zqn—kJrlZK(n,g) (k)

N
17 =
In k=1 n k=1

dir. Boylece; O t! = 9, Xk (ne) I+ 9y Xk (ne) 2)+...+ G Xk (nze) (n)
Sonug 3.5.4.’den;

Qnt;] = knPItlp +kn—1I)2t2p ++k1Pnt:

elde edilir. Bu son esitlik eger, B = (b,, ) matrisi

bi¢iminde segilirse,

0 =3b 1
m=1

seklinde ifade edilebilir. Bu ise ¢ dizisinin aslinda ¢’ dizisinin bir lineer toplami

oldugunu sdyler. O halde ispat icin B = (b ) matrisinin regiiler oldugunu gdéstermek

nm

gerekli ve yeterlidir. Herm € N i¢in

k,, .P k, . .P k
limp, = lim—=2 = |jm =2 = P lim—- =0,
n—o n—o Qn n—»o0 —_— n— Qn
ve
i |k | P, +...+|k,| R
b, |= <
m=1 " Qn
son olarak,
Z“’:b _k1Pn+...+knPl:Qn:1
m=1 " Qn Qn
dir. Boylece B =(b,, ) matrisi regiilerdir. [
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Teorem 4.1.7. N(p) ve N(g) regiiler Norlund metotlar1 olsun. st — N(g) yakinsak

bir (xn ) dizisinin st — N(p) yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vn € N i¢in

z

0, +|h2|an1 o+

h"l

0 <M.P,

Ve

olacak sekilde bir M > 0 vardir.

Ispat: Teoremin ispat1 Teorem 4.1.6.’da oldugu gibi yapilir. ]

Teorem 4.1.8. x = (xn) dizisi /€ R sayisina hem st— N(p) hem de st—N(q)
yakinsak ise (xn) dizisinin / € R sayisina ayni1 zamanda st — N(r) yakinsak olacak
sekilde pozitif bir (r,) dizisi vardur.

ispat: (xn)dizisinin, st—N(p) ve st—N(q) doniisiimleri sirasiyla (tf ) ve (tj)
olsun. Yani,

n

I 3 1
_zpn—kHZK(n,g) (k) ve t}’(l] = _zqn—kJrlZK(n,g) (k)

tr =
n
Pn k=1 n k=1

dir. Simdi (7, ) dizisini n € N olmak iizere,

rn = pnql +pn—lq2 +"'+plqn

bigiminde segelim. O halde (xn) dizisinin st — N(r) donlisimii R, =7 +7, +...+7,

1 3 . .
olmak iizere, ¢, ::R—Z“rwk+1 Xk (n.s) (k) bigimindedir.

k=l
Buradan,
I & C E Xk DT X ke D) F o T H X k() (1)
- 22tk Xk e (k) =
R, S g +(Pg, + p2g) + .+ (pg, +.+ p,q,)

_ P9 Xk ey M+ (s + P2 Xk ey B =D + o+ (PG + 4 PG K0,y (D
g, +(pg, + p2q) + .+ (pq, + .+ P4)

_bh (%ZK(n,g) (n)+ 9> Xk (n.z) (n=1)+..+ 9, Xk (n.e) M) +...+ P Xkne M
p(q +q,+..+q,)+..+p.q,
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p]Qntrct] ++p1Qnt]q c pn—k+]Qk

9, +p,0,  +..+p,0 I (Zn:p 0 ]
n—i+1=i

i=1

elde edilir. Bu ifade (xn) dizisinin st — N(7) doniisiimiiniin aslinda (xn) dizisinin

st — N(q) doniisiimiiniin

Jm k<n
b,,k = an—HlQi
i=1
0, k> n,

bi¢giminde tanimlanan B =(b,,) matrisi altindaki doniisiimii oldugunu soéyler. O
halde, (t;) dizisinin yakinsaklifi i¢in B =(b,) matrisinin regiiler oldugunu

gostermek gerekli ve yeterlidir. Agiktir ki,

ank =Z
k=1

k=1

bn k

=,

Ve

an—iHQi >KR1 ’ qul >O
i=1

esitsizligi dikkate alinirsa

pn—k+1 n <11m pn—k+ler — 0
n—o KP

n
n
z pn—i+1 Qi
i=1

0 <lim

n—>0

elde edilir. O halde, Teorem 3.3.2°’nin (Silverman-Toeplitz Teoremi) kosullari

saglanir. Bu ise st — N(g) yakinsak dizinin st — N(r) yakinsak oldugunu gosterir.
Benzer bigimde st— N(p) yakinsak dizinin st — N(r) yakinsak oldugu kolayca

gosterilir. ]

Siradaki teoremlerde A bir regiiler matris olmak iizere A —istatistiksel

yakinsaklik ile st — N(p) yakinsaklik arasindaki iliski verilecektir:
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Teorem 4.1.9. N(p) ve A=(a,) regiiler toplanabilme metotlar: olsun. st — N(p)
yakinsak bir (xn) dizisinin, A4 —s¢ yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Vn e N igin

o 1 a
i) im—%—=0,
"o pn—k+1

ii) En az bir M >0 igin ) ( ! +L)Pk <M,
k=t Ppka Pa

n a
iiii) Z(a'_lk_ﬂ)ﬂ =1,

k=t Puoks1 P
dir.
Ispat: (x,) bir dizi olmak iizere (x,) dizisinin st—N(p) ve A—st doniisiimleri

strastyla (t,f ) ve (o,) olsun. Yani;

13 .
tnp = ?Z pnkarlZK(n,é‘) (k) ve O-" = Z a"kZK(”sé') (k)
n k=l k=1

dir. Buradan,

1
= Flipn Xkne) D+...+ P Xk (k)] >

k

1
tlf—l = P_I:p"lK(”’E) (1) ...t pn—k+2/{K(n,£) (k - 1)]

k-1
ve bu iki ifade taraf tarafa ¢ikartilirsa

Pt —P_t"
ZK(n’g)(k)z k*k klkl’

n—k+1

elde edilir. Bu esitlik eger F, = 0 kabul edilirse Vk igin gegerlidir. Boylece,

o C ])ktlf _Pk—ltlf—l
o, = ZankZK(n,g) (k) = Zank
=1

k=1 D

n
a a
_ nk n,k+1 P
=D ("R
k=1

pn—k+1 pn—k
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elde edilir. Bu son esitlik (o,) dizisinin ashnda B =(b,, ) asagidaki gibi se¢ilmek
lizere,
( Ay Dupn )P

ko
bnk = pn—k+1 pn—k
0, k> n,

k<n,

(t,f’ ) dizisinin B déniisiimii oldugunu sdyler. O halde B =(b,, ) matrisinin regiiler

olmas1 teoremin ispati i¢in gerekli ve yeterli kosuldur. Boylece,

(1)’ den,

a
limbnkzlim( Pk —ﬂjpﬁo,

o "o pn—k+l pn—k

nk+1

- k
Pria1 Pu
K+l

<sup2( Duks }Pk
n pn k+1 pn k

<suSan 3L

Prin pn k

oldugu, (ii)’ den,

sup Z|bnk | sup Z

no k=l

< [sup2|ank |jM < oo,
nook=1
oldugu, son olarak (iii)’ den,

hmZb —hmZ( "k“ij =1

pn k+1 pnk

oldugu elde edilmis olur. Boylece (b, ) bir regiiler matristir ve st — N(p) yakinsak

her dizi A4 — st yakinsaktir. ]
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Teorem 4.1.10. N(p) ve 4= (a,, ) regiiler toplanabilme metotlar1 ve a,, # 0 olsun.

A —st yakinsak bir dizinin st — N(p) yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
Vn e N ig¢in,

n

. g T

l) Supzpn k+1 pn <o,
no g=] P

n

1

ank

ii) supzn: <o,

no k=l

i) [ Lo Lo | 1y
p=) P,

Ay Ay

saglanmasidir.

Ispat: (x,) bir dizi olmak iizere (x,) dizisinin st—N(p) ve A—st doniisiimleri

sirastyla (t,f’ ) ve o, olsun. Yani;

th =

1 n n
_zpn—k+IZK(n,€)(k) ve O-n = ZankZK(n,e) (k)
R, k=1 k=1

dir. Buradan,
O = Ay Xy D F @ X,y () oot @y X0 (K)
ve
Ot = AnXkine D+ Ao XK (n,e) 2)+...+ A k1 Xk (ne) (k—1)

dir. Boylece,

Oy =04y = Uy Xkne (k) elde edilir. Yani;

Oy =034
XKkne) (k) =
ank

olur. Bu ifade (tf ) dizisinde yerine yazilirsa,

1 & o, —0,_ 1| <& P, 40 Dok
tp::_zp kl( k kl):_|:z n—k+1 k_z n—k+1
n P n—k+ a Ijn =

n k=1 nk ank k=1=1 ank
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P9 PniOk

|

ank an,k+l

pnfk JO
k
a

pn—k+1 _

ank n,k+1

elde edilir. Buradan (tf ) dizisi o, dizisinin bir lineer toplanudir. Yani, B =(b,, )

matrisi asagidaki gibi secilirse,

Puket Pui 1
= o

nk nk+1 n

bnk
0,

P
tn

ankak bi¢imindedir. O halde, Teoremin ispat1 i¢in gerekli ve yeterli kosul
k=1

B = (bnk) matrisinin regiiler oldugunun gdsterilmesidir. N(p) regiiler oldugundan

p

lim ~*L = dur.
noo P
n
Boylece,
. ) 1
limb,, = lim| £o=et - Poct |~ _
o e ank an,k+1 R7
oldugu elde edilir. Ayrica, (i) ve (i1)’ den
o0 0 B B 1 o0 B B
sup |bnk| :supz Poin  Pui | 1 Ssupz Puin Pk
nook=l nok=l| G nk+1 | *n n k=1 a,; an,k+1
0 1 o0
<sup z supz
nog=l || om0 k=l
<
< sup Z <
nook=1 ank

1

]_

L,

pn—k+1

P

n

pn—k

+_

P

n

|
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ve (ii1)’ den,

hmZb —hmZ( nokdl ]%
e " @y kst

k n

:ZOO: pn_pnk Lzl
=\la, a P

n,k+1 n

elde edilir. Boylece (bnk) matrisi regiilerdir. Bu irdeleme A — istatistiksel yakinsak

her (xn ) dizisinin st — N(p) yakinsak oldugunu sdyler. Boylece ispat tamamlanir. m

4.2. ISTATISTIKSEL NORLUND YAKINSAKLIK iLE iSTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK ARASINDAKI ILiSKI

Bu boéliimde, st — N(p) yakinsaklik ile istatistiksel yakinsama arasindaki
iliski verilecektir.

Teorem 4.2.1. x=(x,) bir dizi, /e R olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler

dogrudur:
i) Her neN i¢in p, =1 olmak {izere x, — I(st— N(p)) oldugunda

. ) P
x, —> [(st) olmasi igin gerek ve yeter kosul limsup— <o dur.
n

n—»0

ii) Her n e N i¢in p, <1 olmak ilizere x, — /(st) oldugunda x, — [(st — N (p))

olmasi icin gerek ve yeter kosul lim supi < oo dir.

00
n—> n

Ispat: i)x, — I(st—N(p)) ve her neN igin p, >1 olsun. Bu durumda VneN

icin P, > n dir. O halde,

I I &
ZZZK(n,E) (k) < _zpn—kHZK(n,g) (k)
k=1

P 1
n P an k+IZK(n a)(k)

esitsizligi saglanir. Boylece x, — [(st — N(p)) oldugundan x, — I(st) olmasi icin

P
gerek ve yeter kosul limsup—- < oo olmasidir.

n—»o0 n

29



Kurtdisi, Z. 2014. Agwrlikli Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi.

ii) x, = I(st) veher ne N igin p, <1 olsun. O halde,

% ; Zeon (k) %; P Koy () = %%ﬂgpn_mmn,g) (k)
dir. Buradan;
n 13 IS
E - > Zine) (k)= Fn;pn_w Xk (n.e) (%)

esitsizligi saglanir. Boylece x, — I(st) oldugundan x, — [(st — N(p)) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul lim sup% < 0o olmasidir. ]

o0
n— n

Teorem 4.2.2. p > l(st - a.a.n.) olsun. Bu durumda, x, — l(st - N(p)) oldugunda

. . P
x, —>1 (st) olmasi i¢in gerek ve yeter sart limsup—- <o olmasidir.
n—>0 n

Ispat: 4= {neN:p, <1} olmak iizere hipotezden §(4)=0 dir. Her & >0 i¢in

%kZ’i;ZK(",S) (k) = %( Z Xk (k) + Z Xk (k)]

keK (n,e)nA4 keK (n,e)nA°

1 1
<= Z ZK(n,g)(k)"'_ Z ZK(n,g)(k)

N rek (ne)na N ek (ne)na
1 P11

<— z ZK(n,g) (k) + — = Z pn—kHZK(n,g) (k)
N fek(n,e)nd n )P, keK (n,e)nA°

esitsizligi saglanir. Burada, x, —/ (st - N( p)) oldugu g6z oniine alinirsa,
K(n,g)mA c A4 ve K(n,g)mA" c K(n,¢)

oldugundan,
1 1

— > Ko ® D0 ve — B P T () 0, (0> )
N ek (n,e)n4 n keK(n,e)NAS

dir.  Boylece, yukaridaki  esitsizlikte @~ n—>o  iken  limit  alinirsa,

.1
lim— Z Xiney (k) =0

noen keK (n,e)

. ) P
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun limsup—- < o oldugu goriiliir. m
n

n—0
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Teorem 4.2.3. p, <1 (st—N(p) a.an.) olsun. Bu durumda, x, — /() oldugunda

x, = [(st— N(p)) olmasi i¢in gerek ve yeter sart lim sup—— < oo, olmasudr.

n—0 n

Ispat: 4= {n eN:p = 1} olmak tizere hipotezden &, (A) =0 dir. Ayrica,
here > 0 igin,
1
P

n

n 1
;pn—k-#l/l/[((n,g) (k) = F

n

(z pn—k+]/¥K(n,g)r\A (k) +Z pn—k+lZK(n,g)ﬁAe (k)j
k=1 k=1

1 n n
S _{Z Poin X4 (k) + ZZK(n,g) (k)}
F k=1 k=1

n

I & n 13
<— k) +— - — k
Pn ;pn—kHZA( ) Ijn n ;ZK(n,g)( )

esitsizligi elde edilir. Boylece, x, —>[(st) ve &,

(4)=0 oldugundan
x, = I(st—N(p)) olmast i¢in gerek ve yeter sartin

. n
limsup— < o

00
n—> n

oldugu goriiliir ki boylece ispat tamamlanr. ]

4.3. AGIRLIKLI iSTATISTIKSEL YAKINSAKLIK VE ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK ARASINDAKI ILIiSKI

Bu béliimde, 4.1.°deki gibi ( pn) ile negatif olmayan reel sayilarin p, #0
ve p, >0 kosulunu saglayan dizisi gosterilecek Oyle ki P =p +p,+..+p,
,(n=12,..) olmak tlizere, Im,,m, pozitif reel sabitleri i¢in, mn <P, <m,n
esitsizliginin saglandigi kabul edilecektir. Bu durum P =n sembolii ile

gosterilecektir.
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Teorem 4.3.1. P, ~n olsun. Bu durumda, her n e N igin p, >1 olmak lizere, eger,
x, > 1(S5) 1se x, > [(st) dur.
Ispat: Teoremin kabuliinden, m,m,>0 igin mn<P <m,n dir. p, >1 igin

x, = 1(S5) olsun. Boylece

x —l>¢ ‘S%‘{k:kﬁn,pk|xk—l|28}‘

< mz.%‘{k ck<n,p, |xk —l| > 8}‘

elde edilir. Eger, esitsizligin her iki tarafinda n — oo iken limit alimirsa x, — [(st)

elde edilir. n

Teorem 4.3.2. Her neN i¢in P =n olsun. Bu durumda, her ne N i¢in p, <1
olmak tizere, eger, x, —[(st) ise x, > [(S;) dur.

Ispat: Her ne N icin p, <1 ve x, — [(st) olsun. Buradan

1
R,‘{k k<npk|xk—l|>g‘ e —12 )]
1
< ;1 — X, —l| > 5}‘
elde edilir. Esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa x, — /(S-) elde edilir. [

Teorem 4.3.3. Her neN i¢in P, ~

— 0(st) olmasi

igin gerek ve yeter kosul x, — /(S;) olmasidir.

ispat: P ~n ve n—o iken p,

X, —l| —0(sz) olsun P =n oldugundan

1
m;.— < - <m esitsizligi saglanir. Boylece,

L
P,

€
P
mzp%‘{ 1k <n, pk|xk—l|>8‘ ‘ kSn,pk|xk—l|28}‘

> ml.%‘{k:k <n,p, |xk —l| > g}‘

elde edilir. Bu son esitsizlikte n — oo iken limit alirsak, x, — /(S5) olur. |
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Sonu¢ 4.3.4. P, ~n olsun. Eger p,

x,—1| >0 (n—>w)ise x, > (S,) du.

n

Ispat: p, |xn —Z| — 0 olsun. O halde V&>0 iken 3n, =n,(¢)eN olmak iizere,

Vn 2n, i¢in p, |x, —l| < ¢ saglanir. Boylece,
Kz{keN:kSn,pk|xk—l|Zg}

olarak secilirse

Kc N\ {k)10+1 ) kn0+2 ) kn0+3 ) }

oldugu aciktir. Sonug olarak 5(K):0 olur. Boylece, lim%|K|=0 dir. Bu ise

x, = 1(S5) olmast demektir. ]

Uyan 4.3.5. Sonug 4.3.4.’niin tersi dogru degildir. Bunu gérmek i¢in agsagida verilen

x=(x,) ve p =(p,)dizilerini goz oniine alalim. Her n €N i¢in

ve p, = (1 + 2‘”) olsun. Bu durumda,

(1+2")k, n=k
—0l=
% =0) %.(1+2"‘), n#k*

P,
olur. Ayrica P =n+1 oldugundan

’lzigloé{k:kSn, pk|xk—l|zg}‘:

=lim =0.

n>op +1

{k:kén,(l+2")%25}

Buradan goriiliir ki x:(xn) dizisi sifira agirlikli istatistiksel yakinsaktir. Fakat

stfirin £ > 0 komsulugu disinda dizinin sonsuz ¢oklukta terimi oldugundan yakinsak

degildir.
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Teorem 4.3.6. Her neN i¢in P ~n ve x=(x,) dizisi /eR ye agulkh
istatistiksel yakinsak bir dizi olsun. Hemen hemen her n ig¢in (xn) = ( yn) olacak
sekilde (y,) dizisi varsa (y,) dizisi de /’ye agirlikli istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: P ~n ve x=(x,) dizisi / ye agirhkl istatistiksel yakinsak bir dizi ve a.a.n.

icin x, = y, olacak sekilde (y,) dizisi olsun. Yani,

A:{n:(xn);t(yn)}

kiimesinin dogal yogunlugu

5(4)= liml‘{k:ks nke Alf=0,

Vl—)wn
dir. Boylece;
{k:kén,pk|yk —Z|25}:
:{k:kﬁn,k¢A,pk|xk —Z|Z£}u{k:kén,keA,pk|yk —Z|28}

ve m,,m, >0 i¢in mn < P, <m,n oldugundan,

%‘{k:kﬁn,pk Ve —l|25}‘ =

n

:%‘{k:kén,keA,pk |xk —I|Z£}‘+%‘{k:k£n,keA,pk |yk —I|25}‘

n

sm%q‘{k:ksn,kg/l,pk %, —l|28}‘+$‘{k:k3”’k€/l’pk =iz el

esitsizligi elde edilir. Eger, esitsizlikte n — oo iken limit alinirsa,

tim—|{k: £ <, p, |x, ~1|2 & =0,

n—o P

bulunur. Buise (y,) dizisinin / € R sayisina agirlikli istatistiksel yakinsak oldugunu

gosterir. |
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Teorem 4.3.7. Her neN i¢in P ~n ve x=(x,) dizisi / € R sayisina agirhikh
istatistiksel yakinsak bir dizi olmasi i¢in gerek ve yeter sart monoton artan ve

&({k, :n e N}) =1 kosulunu saglayan bir (k,) dizisi igin,

lim p, |x, =1 =0

n—0

saglanmasidir.

Ispat: “Yeter Kosul”

Monoton artan bir (k, ) dizisi olsun dyle ki &({k,:neN})=1, limp, |x, —I|=0
saglansin. O halde, Ve >0 icin 3n, =n,(¢)e N vardir dyle ki Vn>n () igin
Py, ‘xkn —l‘ < & saglanir.

Teorem 4.3.3.” den (xk”) dizisi / ye agirlikh istatistiksel yakinsaktir. Simdi
K(ne)={k:p|x, —1|> &} ve  K'(me)={k, .k, .} kimelerini
tanimlayalim. Buradan, 8(K (n,£))=1 ve K(n,e)cN-K (n,&) olur. Boylece
5(K(n,&))=8(N)=5(K"(n,¢)) ve x=(x,) dizisi / ye agulkh istatistiksel

yakinsaktir.
“Gerek Kosul”

Teoremin gerek sartim1 ispatlamak ic¢in, x=(x,) dizisi / ye agirlikli istatistiksel
yakinsak olsun. K (me)={k:p,|x, —1|2e} ve K‘(ne)= {k AR (RS g}

kiimeleri tanimlansin. Kabuliimiizden dolayr her £>0 icin 5(K(n,£))=0 ve

0(K (n,g)) =1 dir. Eger her r e N i¢in, & = 1 alirsak
r
1 1
5([( (—B =0 ve 5(1( (—D =1 dir.
r r

Agiktir ki,

K(1)>K* Gj S5..0K° Gj > K¢ (ij S

35



Kurtdisi, Z. 2014. Agwrlikli Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi.

segimimize k, y1 K* (1) nin minimal elemani olarak secerek baslayalim ve k, >k, yi

K¢ (%j nin minimal elemant olarak segelim. Aksi halde K¢ (%J nin eleman sayisi

en fazla k, dir. Buise K° (%j nin varsayimindan dolay1 bir ¢eligkidir. Boylece siireg
devam ettirilerek (kn) dizisi monoton artan olur dyle ki:

lim p, ‘xkn —l‘ =0

n—0

olur. ]

4.4. AGIRLIKLI iSTATISTIKSEL YAKINSAMA VE RIESZ
YAKINSAMA ARASINDAKI ILiSKi

Bu boliimde, Riesz yakinsaklik ve agirlikli istatistiksel yakinsama arasindaki

iligki incelenecektir.

Teorem 4.4.1. P, ~n olsun, eger x, —)l(ﬁ(p)) ise x, > I(S5) dir.
Ispat: P ~n ve x, —>1 (N(p)) olsun. Her £>0 icin

K(n,¢) = {k :k<n, p, |xk —I| > g} olmak tizere,

1 & 1 1
F;pk|xk_l|=? Z pk|xk_l|+F Z pk|xk_l|

n n keK(n,g) n keK(n,g)

1 1 1
ZFkEZ pk|xk—l|2F z E =6— Z 1

n K(n,e) n keK(n,e) n keK(n,e)

= 5%‘{1(:1{ <n,p, |xk —l| > e}‘

n

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafimin limiti n — oo almirsa x, — /(S5,)

olur. Bu ise ispat1 tamamlar. ]
Asagidaki 6rnek Teorem 4.4.1.°nin karsitinin her zaman dogru olmayacagini

gostermektedir.
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Ornek 4.4.2. Her ne N igin p, =1 ve x=(x,) dizisi

3 2
{m, n=m",meN,
X =

0, n#m

bigiminde segilsin. P =n oldugundan Teorem 4.1.1.°in 6n kosulu olan P, =n

saglanir. Boylece,

lim (k< n,1|x, 0] > e)|= lim

n—o p n—o g

kik=m><nl|m’-0/>¢l[=0
{ 0]z

oldugundan x, — 0(S5) dir. Fakat,

1imlz":1.|xk -0 = 1iml[[§:ﬂm3 = hm(H[ﬁM(H[&MH)) = o0

n—w g = n—w g o= n—o 4n

olurkibuda x, >0 (ﬁ( p)) dir. Ayrica, (xn ) dizisi smirsiz bir dizidir.

Teorem 4.43. P ~n ve x= (xn) € (, olsun. Eger, x, —>[(S;) ise x, — l(ﬁ(p))
dir.
Ispat: P ~n olmak iizere x = (xn ) el dizisi [’ ye agirlikli istatistiksel yakinsak
olsun. x= (xn) dizisi smirli oldugundan, 3M pozitif sayis1 vardir Oyle ki
|xn —l| <M saglanir.

Ayrica P, =n oldugundan (p, )€/ olur. Bir an (p,) dizisinin sinirsiz
oldugunu kabul edelim. Bu durumda VK >0 i¢in 3n, eN > p > K dir Ozel
olarak K =n* alimirsa 3n, € N bulunabilir yle ki, Py > n® olur. Vn>n, igin,

P =p+p,+..+p, +p, +..+p,>p,>n’ olur. Buradan P,>n’ oldugu elde

edilir. Esitsizligin her iki tarafi n ile boliiniirse 5 >n olur ki £ A1 bulunur. Bu ise
n n

celiskidir. Dolayistyla 3m, > 0 icin p, < m, dir. Ayrica, her ¢ > 0 i¢in,
K(ne)={k:k<n,p,|x, —l|2¢} ve K'(n,e)={k:k<n,p,|x,~1|<é}

kiimeleri tanimlansin. Buradan,
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1
—Zpklxk—ll Z Pl —1+— Z pelx 1]
P

n k=1 n keK(n,&) n keK®(n,&)

<M.— zkaK(na)(k)+g_zkaK (ns)(k)
P = P =3

1 n
=M—ml—Z;(K(n’g) +5 m, — Z;{ (ne)

<M-m, -%HkSn:pk.|xk —l|28}‘

n

+ &.m %‘{k <n:p, |xk —l| < g}‘

esitsizligi elde edilir. Eger, n — oo iken esitsizligin her iki tarafinin limiti alinir ve

hmi{k<n pk|xk—l|28}‘=0 ,

n—»o P
ve
1
lim — {k <n:p, |xk —l| < g}‘ 1
oldugu dikkate alinirsa x, —/ (N( p)) oldugu ispat edilmis olur. ]

Sonu¢ 4.4.4. P ~n olsun. Eger en az bir pozitif M sayis1 i¢in p, |xk —l| <M ise
x, = 1(S5) oldugunda x, — I(N( p)) dir.

Siradaki teoremde agirlikli istatistiksel yakinsaklik ile o — kuvvetli N( p)
yakinsaklik arasindaki iliski verilecektir:

Teorem 4.4.5. Her ne N i¢in P, ~n olsun. x =(x,) dizisi ve / € R verilsin. Eger,

x=(x,) dizisi ve / € R sayisma a — N (p) yakinsak ise
i) 0<a <1 ve 0<|x, —/| <1 oldugunda x, —I(S) du.

ii) <@ <o ve 1<|x, —I| <o oldugunda x, —I(S;) dir.
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Ispat: (i) ve (ii)’nin ispat1 birlikte verilecektir. (i) ve (ii)’nin kabuliinden

pk.|xk —l|a > pk.|x,c —Z| oldugu agiktir. O halde,

1 & a_ 1
—Zpk |xk _Z| Z_ZPk |xk _l|
P P

n k=1 n k=1

2

S sl -zt ¥ oo g K0)

1
})n keK(n,e) n keK(n,e) [)n

esitsizligi saglanir. Eger n — oo iken limit alinirsa lim%|K (n,£)|=0 olur. Bu da

n

x, > I(S5) dir. m

Teorem 4.4.6. Her neN igin P, ~n olsun. x =(x,) dizisi ve / € R verilsin. Eger,

x, > 1(S5) veenazbir M >0 sayist i¢in pk.|xk —l| <M ise,

i) 0<a <l ve 1< M <o oldugunda x, —>l(a—ﬁ(p)) dir.
ii) 1<a <o ve 0<M <1 oldugunda x, —)l(a—ﬁ(p)) dir.

Ispat: x = (xn) dizisi / € R ‘ye agirlikli istatistiksel yakinsak ve en az bir M >0
sayist i¢in pk.|xk —l| <M saglansin. Ayrica,

y 1

1 (24 (24 1 (04
?’klpk|xk_l| =P z pk|xk_l| +? z pk|xk_l|

1 n n
keK (n,e) keK(n,g)

ifadesinin sag tarafi
1 a 1 a
Sl(”):? Z Py |xk _l| ve Sz(n):? Z P |xk _l|

biciminde isaretlenirse £ ¢ K(n,&) i¢in,

39



Kurtdisi, Z. 2014. Agwrlikli Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi.

n

PR 1
S, (n)=— Z Di |xk —l| <— Z Di |xk —l| = g.F‘KC(n,g)‘ =¢
1 n

1
P,

n

B, i

keK(n,e) keK (n,e)

ke K (n,&) icin ise
n a 1 n
z Py |xk _l| = — Py |xk _l|

< (suppk |xk —l|)MSM.M -0

n n

olur. Buise x, —)l(a—ﬁ(p)) dir.

40



Kurtdisi, Z. 2014. Agwrlikli Istatistiksel Yakinsaklik. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi.

5. SONUC VE ONERILER

Bulgularin ilk bélimiinde N(p) yakinsaklik ve o« —kuvvetli N(p)
yakinsama (a — N(p)) ile st — N(p) yakinsaklik arasindaki iligkiler incelendi. Ayni
zamanda st — N(p) yakinsaklik ile o — N(p) yakinsakligin ancak sinirh diziler igin

aynt oldugu bir teoremle verildi.

st—N(p) ve st—N(g) metotlarinin denkligi icin gerek ve yeter kosullar
belirlendi.

Bir x=(x,) dizisi /eR sayisina hem st—N(p) hem de st—N(q)
yakinsak ise pozitif bir (r,) dizisi igin (x,) dizisinin / € R sayisma ayni zamanda
st — N(r) yakinsak oldugu ispatlandi.

A —istatistiksel yakinsaklik ile st — N(p) yakinsaklik arasindaki iligkiler

incelendi.

Bulgularin ikinci bdliimiinde, st— N(p) yakinsaklik ile istatistiksel

yakinsama arasindaki iliskiler verildi. Ayrica st— N(p)a.a.n. tanimi verilerek
p, 21(st—aan) ve p, <1 (st—N(p)aan.) kosullart altinda st—N(p)ile st

arasindaki iliskiler verildi.

Bulgularin t¢iincii boliimiinde, p, 21 ve p, <1 sartlar altinda, st ile S5

arasindaki iligkiler verildi. Ayn1 zamanda agirlikli istatistiksel yakinsama ve klasik
yakinsama arasindaki iligkiler incelendi. Agirlikli istatistiksel yakinsak olan dizilerin

baz1 6zellikleri verildi.
Bulgularin dordiincii boliimiinde, Riesz yakinsaklik ve o — kuvvetli N( p)

yakinsama ile agirlikli istatistiksel yakinsama arasindaki iligkiler incelendi.
Ayrica agirlikli istatistiksel yakinsaklik metodu kullanilarak reel sayilarin
keyfi araliklari iizerinde pozitif lineer operator dizileri i¢in daha genel baz1 Korovkin

tipi teoremler elde edilebilir.
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