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Bu c¢alismada Levi-Civita konneksiyonuna sahip Riemann gaprasik ¢arpim
manifoldunun invaryant altmanifoldunun geometrisi ile semi-simetrik metrik
konneksiyona sahip Riemann c¢aprasitk ¢arpim manifoldunun invaryant
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konneksiyona sahip Riemann c¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldunun
Riemann carpim manifoldu olmadigi gosterildi. Son olarak semi-simetrik metrik
konneksiyona sahip invaryant altmanifold {izerindeki integral manifoldlardan bir

tanesinin egrilik invaryant altmanifold olmadig: elde edildi.
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1.GIRIS

Altmanifoldlarin geometrisi, diferensiyel geometrinin 6énemli konularindan
biridir. Riemannian manifoldlarda ise altmanifoldlarin ayr1 bir yeri vardir. Riemann
metrik, egriler, yiizeyler ve altmanifoldlar1 karekterize etmek daha sistematik ve
metodolojik agidan daha elverigli bir yapiya sahiptir. Her bir Riemann manifoldu
tizerinde bir tek Levi-Civita konneksiyonu vardir. Bir Riemann manifoldunun
altmanifolduda bir Riemann manifoldudur ve altmanifoldlar iizerine indirgenen

konneksiyonda bir Levi-Civita konneksiyonudur.

Bir (M,§) Riemann manifoldu tizerinde f°=f sartim saglayan (11)
tipindeki bir f tensoriine (3,1)— f —yap: ( f —structure), f®=—f sartim1 saglayan
f (L1 tensoriine ise (3,—1)— f —yap: denir. (3,1)— f —yap: i¢in kompleks yap,
hemen hemen kompleks yap1 ve kontakt yapilar 6rnek verilebilir. (3,—1)— f — yap:
lar ise para—yap: lar ( para—structure) olarak adlandirilan yapilardir. Bunlara ise

para-kompleks, para kontakt ve carpim yapilar 6rnek olarak verilebilir. Boylece bir

carpim yap1 bir (3,1)—f —yap: dir ve bir Riemann manifoldunu distribiisyonlara

ayirarak incelemek i¢in oldukga elverisli bir yapidir.

Eger (M, §) iizerinde F? =1 sartin1 saglayan bir (1,1) tipinde tensor alani ise M ye
bir hemen hemen Riemann ¢arpim manifoldu denir. Eger F, Levi-Civita
konneksiyonuna gore paralel ise M ye carpim manifoldu denir. Bu durumda
M =M,xM, seklinde yazilir, burada M, ve M,, F yardimiyla elde edilen
distriblisyonlara karsilik gelen integral altmanifoldlaridir. Bir ¢arpim yapi, F ye
karsilik gelen altmanifoldlarin tamamen jeodezik olmasi ile karakterize edilir. Yani
(M, F), bir carpim manifoldu ise M = M, xM, olacak sekilde M nmn M, ve M,
tamamen jeodezik altmanifoldlar1 vardir. Carpim manifoldlarinin altmanifoldlarida
oldukga ilgingtir. Bunlarin baglicalart invaryant, anti-invaryant, semi-invaryant,
semi-anti-invaryant, slant, semi-slant, bi slant vs. seklindeki altmanifoldlardir. Bu

altmanifoldlar bircok geometricinin ilgi alan1 olmus ve son zamanlarda c¢alisilan

popiiler konulardan biri haline gelmistir [5, 15, 17, 24, 26, 30].
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Caprasik carpim manifoldlar1 c¢arpim manifoldunun bir genellestirmesi

olarak ortaya ¢ikmistir. Bir caprasik carpim manifoldu M , biri tamamen jeodezik

digeri tamamen umbilik olan iki altmanifold ile karakterize edilir. Bu durumda
M=M,x, M, ile gosterilir ve burada f, M, fiizerinde bir reel degerli

diferensiyellenebilir pozitif fonksiyondur ve bu fonksiyona ¢arpim (warping)

fonksiyonu denir. f, bir sabit fonksiyon oldugunda ¢arpim manifoldu elde edilir.

Boylece c¢aprasik c¢arpim manifoldlart bunlarin altmanifoldlart da diferensiyel
geometrinin 6nemli ¢alisma alanlarindan birisidir [5, 6, 9, 13, 14, 15, 16, 17, 21, 22,
23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40].

Her bir Riemann metrik dogal olarak Levi-Civita konneksiyonu dogurur.
Riemann manifold iizerindeki konneksiyon bir Levi-Civita konneksiyon olmadigi
zaman manifoldun geometrisinde ne tiir degisiklikler olur? Bu sorunun cevabini
aramak i¢in Levi-Civita konneksiyonundan yararlanarak olduk¢a farkli
konneksiyonlar tanimlanmistir. Bunlarin baslicalart metrik olmayan konneksiyonlar
(non-metric  connections), simetrik olmayan konneksiyonlar (non-symmetric
connections), metrik olmayan simetrik konneksiyonlar (non-metric symmetric
connections), metrik olan fakat simetrik olmayan konneksiyonlar (metrik non-
symmetric connections), non-metrik quarter simetrik, metrik quarter simetrik vs.
olarak adlandirilan konneksiyonlardir. Bunlarin tamami onyedi tanedir ve M.M.

Tripathi tarafindan [20] deki makalesinde siniflandirilmistir.

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alismada ‘Bir semi-simetrik
konneksiyonuna sahip ¢aprasitk carpim manifoldunun geometrisi nasil olur?’
sorusunun cevabi arastirilmistir. Riemann caprasik ¢arpim manifoldunun semi-
simetrik  konneksiyona  gore  altmanifoldlar1  incelenmistir.  Levi-Civita
konneksiyonuna sahip Riemann c¢aprasik c¢arpim manifoldunun invaryant
altmanifoldunun geometrisi ile semi-simetrik metrik konneksiyona sahip Riemann
caprasik carpim manifoldunun invaryant altmanifoldunun geometrisi arasindaki iligki
arastirilmistir. Semi-simetrik metrik konneksiyona sahip Riemann caprasik ¢arpim
manifoldunun invaryant altmanifoldunun Riemann c¢aprasik ¢arpim manifoldu
olmadig1 gosterildi. Bunun yaninda semi-simetrik metrik konneksiyona sahip
invaryant altmanifold {izerindeki integral manifoldlardan bir tanesinin egrilik
invaryant altmanifoldu oldugu fakat digerinin egrilik invaryant altmanifoldu
olmadig1 elde edildi. Ayrica Levi-Civita konneksiyonuna sahip Riemann carpim
manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarinin geometrisi ile quarter-simetrik
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metrik konneksiyonuna sahip Riemann c¢arpim manifoldunun semi-invaryant
altmanifoldlarinin geometrisi incelendi. Quarter-simetrik metrik konneksiyonuna
sahip Riemann ¢arpim manifoldunun semi-invaryant altmanifoldlarinin D ve D*
distriblisyonlarinin integrallenebilirligi ve quarter-simetrik metrik konneksiyon igin
karma geodeziklik gibi temel 6zellikler elde edildi.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Riemann manifoldunun her altmanifoldu bir Riemann manifoldudur. Ciinkii
Riemann manifoldu iizerindeki Riemann metrigi , her zaman altmanifold tizerindeki
bir Riemann metrigi olarak indirgenebilir. Bunlarla ilgili ilk ¢alismalar 19. Yiizyilin

ilk yillarina dayanmaktadir.

Diferensiyellenebilir ~ manifold  {izerindeki  semi-simetrik  lineer
konneksiyonlarin gosterimi ilk defa 1924 yilinda Friedmann ve Schouten tarafindan
verildi [11]. Daha sonra Hayden Riemann manifold iizerindeki semi-simetrik metrik
konneksiyonun tanimint yapti [13]. 1970 yilinda, Yano semi-Simetrik metrik
konneksiyonu goz oniine alarak hiperyiizeyin bazi 6zelliklerini ¢alisti [7]. Imai semi-
simetrik metrik konneksiyonuna sahip Riemann manifoldunun hiperyiizeyinin temel

baz1 6zelliklerini ve Gauss—Codazzinin konformal denklemlerini elde etti [12].

Caprasik ¢arpim manifoldu ilk defa Bishop ve ONeill tarafindan tanimlandi
[14]. Daha sonra ¢aprasik ¢arpim manifoldlar1 bir ¢ok yazar tarafindan ¢alisildi [1],
[13], [15] ve [16]. Bu g¢alismalarda ¢aprasik carpim manifold M =M,;x, M,nin
timleme Riemann manifold olmasi i¢in gerek ve yeter sarttn M, Ve M,
manifollarinin her ikisininde tiimleme Riemann manifold olmas1 gerektigi ispatlandi.
ONeill, gaprasik ¢arpim manifoldu M =M,x, M,nin kovaryant tiirevini ve egrilik
formiillerini verdi[14]. Eger (M,g), (M, xM,,g, ®g,) Riemann ¢arpim manifoldunun
invariant altmanifoldu ise (M,g) nin de (M,,g9,) Ve (M,,g,) Riemann
manifoldlariin lokal ¢carpim manifold oldugu K. Matsumoto tarafindan ispatlandi
[17]. Xu Senlin ve Ni Yilong , eger (M.,g), (M.g)=(M;xM,,gxg,)Nin umbilik
altmanifoldu ise (M,,g,) ve (M,,g,)nin de sirasiyla, (M;,g,) Ve (M,,g,) nin umbilik
altmanifdu oldugunu ispatladi[9]. Sahin ve Atgeken Riemann ¢arpim manifoldunun
altmanifoldlarinin geometrisini c¢aligtilar [41]. Atgeken, Sahin ve Kilig Riemann
caprasik ¢arpim manifoldunun invariant altmanifoldunun baz1 6zelliklerini arastirdi
[5]. Bunlarin yaninda Ozgiir and Sular semi-simetrik metrik konneksiyonlu gaprasik
carpim manifoldunu goz Oniine alarak Levi-Civita konneksiyonu ve semi-simetrik

konneksiyon arasindaki iliskiyi elde ettiler [6].
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1.TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 3.1.1. V bir reel vektor uzayi olsun.
g: VxV-oR

doniisimii Va,beR ve VYu,v,weV i¢in

i g(u,v)=g(v,u)
(i) g(au+bv,w)=ag(u,w)+bg(v,w)

g(u,av+bw)=ag(u,v)+bg(u,w)

Ozelliklerine sahip ise g donisimiine V reel vektor uzayi tizerinde bir simetrik

bilineer form denir [1].

Tamim 3.1.2. V reel vektor uzayi iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

(i) YweV ve v#0 i¢in g(v,v)>0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif

tanimli,

(i) YweV ve v=0 icgin g(v,v)<0 ise g simetrik bilineer formuna negatif
tanimli,

(i) ¥v eV igin g(v,v) >0 ise g simetrik bilineer formuna pozitif yari-tanimli,

(iv) YweV igin g(v,v) <0 ise g simetrik bilineer formuna negatif yari-tanimli

denir [1].
Tanmim 3.1.3. V bir reel vektor uzayi ve g, V iizerinde simetrik bilineer form
olsun. YveV icin

g(¢,v)=0

olacak sekilde bir 0= & eV vektorii var ise g simetrik bilineer formuna V uzerinde
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dejeneredir denir. Aksi durumda g ye

non-dejeneredir denir. Buradan goriiliir ki, g nin non-dejenere olmasi i¢in gerek ve

yeter sart YU €V i¢in
g(u,v)=0 iken v=0
olmasidir [2].
Tanmm 3.1.4. V bir reel vektor uzayi ve g, V lizerinde simetrik bilineer form
olsun. V nin
RadV ={& eV :g(£,v)=0,YWeV}
seklinde taniml altuzayina, g simetrik bilineer formuna gére V uzayinin radikal
(veya null) uzay1 denir [2].
Tamim 3.1.5. V bir reel vektor uzayi ve g, V lizerinde simetrik bilineer form
olsun.
gl, : WxW >R
negatif tanimli olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W altuzaymin boyutuna g
simetrik bilineer formun indeksi denir ve v ile gosterilir [1].
Teorem 3.1.1. V bir reel vektor uzayir ve V iizerinde simetrik bilineer form g
olsun. Bu durumda,

() 9(e,a;)=0, i=]j,
(i) 9e, @) =1 1<i<y,
(i) g(e, ) =-1 y+1<i<y+v,

(iv) 9(e;, ) =0, y+v+1l<i<n=y+v+u,



Yakar A., 2014. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyona Sahip Riemann Caprasik Carpim Manifoldunun Altmanifoldlarinin
Geometrisi Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

olacak sekilde V nin {e,...,a, } baz1 vardir [2].

Tamim 3.1.6. V reel vektor uzayi lizerinde non-dejenere simetrik bilineer forma
V' reel vektor uzayi tlizerinde bir skalar ¢arpim denir. V
tizerindeki bir skalar carpim gise (V,g) ikilisine de skalar ¢arpim uzay1

denir.

Eger g pozitif tanimli ise 0 zaman g bir i¢ ¢carpim olur. Eger g nin indeksi v=1 ise
g ye Lorentz (Minkowski) metrigi ve (V,g) yede Lorentz (Minkowski) uzay1 denir.
Eger g dejenere ise 0 zaman V vektor uzayina g ye gore lightlike (dejenere) vektor

uzay1 denir [2].

Teorem 3.1.2. V, v—indeksli bir skaler ¢arpim uzay1 ve W, V nin bir altuzay

olsun. O zaman,
RadW = RadW"' =W nW*
dir [2].
Tanim 3.1.7. V bir skaler ¢arpim uzayi olsun. Bu uzayin;
o(f, ) =9(f" £7)=0, g(f,, ;) =5, i, j fL.2,... 12}

g(ua’ fl) = g(ua' fl*) :Oi g(ua’u/}) :gaé‘aﬂ' cX’IBG{:LI 2""’t}’8a :il

olacak sekildeki {f,...., fﬂ, e fﬂ*,ul,....,ut} bazina skaler ¢carpim uzayin quasi-

ortanormal bazi denir [2].
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3.2. RIEMANN MANIFOLDLARI

Tamm 3.2.1. A bir kiime ve 7, A kiimesinin alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

(i) Fer ve Aer,

(ii) 7 ailesinin keyfi sayida birlesimi 7 ailesine aittir. Yani {B.}._,,B €7 ise

el
UB er
(iii) 7 ya ait sonlu sayidaki kiimelerin kesisimi 7 ailesine aittir. Yani {B.}._,, J
sonlu sayida indis i¢in, B, e 7 ise (B, e7 ,
sartlar1 saglanir ise 7 ya A flizerinde topoloji ve (A, 7) ikilisine topolojik uzay denir

13].

Tanmm 3.2.2. (A, 1) topolojik uzay olmak tizere farkli her x,y e A i¢in bu noktalarin

ayrik birer komsulugu varsa, topolojik uzaya Hausdorff uzay denir [3].

Tamm 3.2.3. (A7) ve (A,7) iki topolojik uzay, f : A — A bir fonksiyon
ve X, € A olsun. f(x,)e A noktasmin her N komsulugu i¢in f(N)c N olacak
sekilde X, € A noktasinin bir N komsulugu varsa f fonksiyonuna X, noktasinda
siireklidir denir. Eger f : A — A fonksiyonu her x, € A igin saglamyorsa f

fonksiyonuna siireklidir denir. Eger f fonksiyonu birebir, orten, siirekli ve terside

stirekli ise f fonksiyonuna homeomorfizma denir. Bu durumda (A,z) topolojik

uzay1 (A, 7) uzaymna homeomorfiktir denir [3].

Tanmim 3.2.4. M bir Hausdorff uzay olsun. Eger peM igin, R™ deki bir agik
kiimeye homeomorfik olacak sekilde p noktasinin bir agik komsulugu U varsa M
Hausdorff uzayina bir topolojik manifold veya kisaca manifold denir. Bu durumda

boy(R™) =m oldugundan manifold da m—boyutlu dur [3].

Tamm 3.2.5. Tanim 3.2.4 te verilen homeomorfizma ¢ : pU)cR" ise, (U,q)

ikilisine bir harita veya bir koordinat komsulugu denir [3].
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Tanim 3.2.6. M, m-—boyutlu manifold olsun. Eger M {izerinde haritalarin bir
ailesi olan A={(U,V¥,)}., kimesi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa A

koleksiyonuna M iizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir yapr veya atlas adi

verilir.

(i) {U,}.., acik kiimelerinin koleksiyonu M manifoldunun bir agik ortiistidiir.

(if) A daki herhangi iki harita r. mertebeden uyumludur.

(iii) A maksimaldir, yani bir (¢,U) haritast A daki biitiin koordinat atlaslari ile
uyumlu ise bu durumda (@,U) € A dir [3].

Tamim 3.2.7. Eger bir M manifoldu tizerinde r. mertebeden diferensiyellenebilir bir

atlas varsa M manifolduna r. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir.

Diferensiyellenebilir yapinin her bir haritasina M manifoldunun uyumlu haritas1 adi

verilir. Eger atlas her mertebeden diferensiyellenebiliyorsa M manifolduna

C” —manifold (veya kisaca diferensiyellenebilir manifold) ad1 verilir [3].

Tamm 3.2.8. M diferensiyellenebilir bir manifold olsun ve manifold tizerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi (M) olsun. Bu durumda

g: x(M)xz(M) —>C*(M)

ile tanimli g bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani VX,Y € y(M) igin

@ g(X,Y)=g(¥,X)
(b) g(X,X)=0 ve VX i¢in g(X,X)=0 < X =0
sartlar1 saglaniyorsa g bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi

verilir. Boylece (M, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [3].

Tammm 3.2.9. M, Riemann manifoldu iizerinde ¢ metrik tensoriiniin indeksine

Riemann manifoldunun indeksi denir ve indM ile gosterilir. Eger indeks V ise

0<v<boyM dir. Yani v=0 ise manifold Riemann manifoldudur. Ozel olarak v=1
ve boyutu n>2 ise, 0 zaman M ye Lorentz manifoldu ve g ye de Lorentz metrigi,

v>2 ve boyutu n>2 ise M ye semi-Riemann manifoldu ve g ye de semi-
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Riemann metrigi denir.

Tamim 3.2.10. M diferensiyellenebilir m boyutlu manifold ve p e M noktasindaki

tanjant uzay T )M olmak lizere, M lizerinde
D:M->[JTM
p —> D,cT,M, boy(D,)=r

seklinde tanimli D doniistimiine r—boyutlu distribiisyon denir. X € (M) igin
X,eD, ise X vektor alanina da D ye aittir denir. Eger her pe M noktasi igin
D, de r tane diferensiyellenebilir lineer bagimsiz vektdr alani var ise D

distribiisyonuna diferensiyellenebilirdir denir [3].

Tamm 3.2.11. M bir diferensiyellenebilir manifold, M manifoldunda bir U agik
kiimesi iizerinde vektor alanlari X ve Y olmak iizere, f eC*(U,R) fonksiyonu
i¢in

L1: 2x(M)xz(M) — x(M)

(X,Y) -»>[X,Y]:C*(M,R) —>C*(M,R)
f > [X,Y]f =X(YF)-Y(XF)

ile tanimlanan doniisiime X ve Y vektor alanlarinin Lie(parantez) operatorii denir.

Burada X (f), f fonksiyonunun X vektor alanina gore yone gore tiirevidir[3].

Lemma 3.2.1. M bir diferensiyellenebilir manifold, M manifoldunda bir U a¢ik
kiimesi tlizerinde vektor alanlar1 X ve Y olmak iizere, f,geC”(U,R)

fonksiyonlar1 ve A € R i¢in Lie parantez operatorii asagidaki 6zelliklere sahiptir.

[1] [X,YI(F +9) =[X,YI(F) +[X,Y]1(9),

[2] [X,Y](AF)=A[X,Y](f),

[3] [X,Y](fg) =[X.YI(f)g+[X,Y](9)f,

[4] [X.IY, Z]]+[Y.[Z, X]]+[Z,[X,Y]] =0
dir [3].

10
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Tamm 3.2.12. M, n—boyutlu bir manifold ve

@ RxM —>M

t p) = o (p) =0t p)

diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Eger

() ¢o(P)=p

(i) s,;teR i¢in ¢ o9 (P) =@ ..(P)
ise R, M iizerinde diferensiyellenebilir olarak etki eder denir. Bu durumda ¢, ye
M manifoldu tizerindeki 1— parametreli donisiim grubu denir. Burada R yerine
bir aralik alinirsa doniisiim yerel 1— parametreli doniisim grubu adimi alir. Bu

durumda bir doniisim grubu M fizerinde bir vektor alani iiretir. Bunun terside

dogrudur, yani pe M olmak lizere X bir ¢ yerel 1— parametreli doniisiim grubu

tanimlar [3].

Tammm 3.2.13. M diferensiyellenebilir bir manifold, X , M {izerinde herhangi bir

vektor alan1 ve ¢, de 1— parametreli doniisiim grubu olsun. Bu durumda @, M

tizerinde bir tensor alani olmak iizere, @ tensoriiniin X vektor alanina gore Lie

tirevi
_iimd ~
(LX®)p_X|mE(®p_(¢t®)p)l pEM

ile tanimlanir, burada ¢, T(@ '(p)) tensdr cebirinden T(p) tensdr cebirine bir

izomorfizmadir ve
@), =0 .,
ile tanimlanir [3].

Lemma 3.2.2. M diferensiyellenebilir bir manifold ve L, de manifold iizerinde

tanimli Lie tiirevi olsun. O zaman VY,Z € y(M) ve f eC*(M,R) i¢in

11
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() L f=X(f),

(i) LY =[X.Y],

(ili) ¥, M iizerinde (0,2) tipinde bir tensor alan olmak iizere
(L)Y, Z2) = X(P(Y,2))-¥([X, Y], 2)-Y(Y.[X.Z]),

dir [2].

Tamm 3.2.14. {u,,...,u,}, R iizerinde dogal koordinatlar olsun. V :ZVi@i ve

W= ZWG‘. ]RC uzerinde vektor alanlar iseler

VW =>VW,)e,
vektor alanina W nin V' ye gore kovaryant tiirevi denir [1].

Tammm 3.2.15. M bir manifold ve manifold tizerinde vektdr alanlarmin kiimesi

(M) olsun. Budurumda X,Y,Z € y(M) vektor alanlar1 ve f €C*(M,R) i¢in
VM) — z(M)
ile taniml1 ve
(1) vy, 2=V, Z+V,Z,
2) Vi(Y+2)=V,Y+V,Z,
B) V,Z=1V,Z,
4) Vo Y =X(F)Y+1V,Y,
sartlarint saglayan V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon adi verilir. Bir afin

konneksiyon M iizerinde ki bir vektor alanini yine bir vektor alanina tasiyan

dontisimdiir [3].
Teorem 3.2.1. M Riemann manifoldu lizerinde VX,Y,Z € (M) i¢in

(i) [X,Y]=V, Y-V, X
(i) Xg(Y,Z)=9(V,Y,Z)+9(Y,V,Z)

olacak sekilde M nin tek bir Levi-Civita konneksiyonu vardir ve bu konneksiyon

12
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zg(Y’vXZ) = Xg(Y,Z)+Yg(Z, X)+Zg(X’Y)_g(X1[Y1Z])
—9(Y.[Z, X])-9(Z.[X,Y])
Kozsul formiilii ile karakterize edilir [1].
Tamm 3.2.16. M, Levi-Civita konneksiyonu V olan bir Riemann manifoldu

olsun. ¥X,Y,Z € (M) igin

R: x(M)xz(M)xz(M) — x(M)

(X.Y,Z) > R(X,Y)Z =V, V,Z-V,V, Z -V ,Z
bigiminde tanimlanan M iizerinde (1,3) tipindeki R fonksiyonuna M nin Riemann
egrilik tensorii denir [1].

Teorem 3.2.2. M bir Riemann manifoldu ve R, M nin Riemann egrilik
tensord olsun. O zaman VX,Y,Z,W € y(M) i¢in

() g(R(X,Y)Z,W)=-g(R(Y,X)Z,W),
(i) g(R(X,Y)Z,W)=—g(R(X,Y)W,Z),
(iii) R(X,Y)Z +R(Y,Z)X +R(Z, X)Y =0,
(iv) g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y)

dir [1].

Tamim 3.2.17. M bir manifold ve V manifold {izerinde lineer konneksiyon olsun.

Bu durumda
T x(M)xx(M) —» x(M)
(X,Y) > T(X,Y)=V,Y -V, X -[X,Y]

ile taniml1 tensor alanina V lineer konneksiyonunun torsiyon tensorii denir. Ag¢iktir

ki T, (2,1)—mertebeli tensor alanmidir. T =0 olmasi durumunda V lineer

13
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konneksiyonu torsiyonsuzdur denir [3].

Tanmmm 3.2.18. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M {izerinde lokal

ortanormal vektor alanlar1 e,e,,...,e, olsun. Budurumda X,Y € (M) i¢in
S: yM)xy(M) - C*(M,R)
(X,Y) = S(X,Y)=izR(,, X)Y

dontigiimii ile taniml1 (2,0) — mertebeli

S(X,Y) =3 g(Re, X)V,e)

i=1

tensor alanina (M, g) manifoldunun Ricci tensorii adi verilir. M manifoldunun

Ricci operatorii ise,
g(RicX,Y)=S(X,Y)

ile tanimlanir. Ricci tensorii simetriktir, yani
S(X,Y) :Zg(R(Y’ei)ei’ X) :Zg(R(ei'Y)X!ei) =3S(Y, X)
i=1 i=1

dir [3].

Tamm 3.2.19. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve M manifoldunun bir
p noktasindaki tanjant uzayt T,M olsun. T M uzaymmin 2—boyutlu bir altuzayr P
olsun. P diizlemini geren birim vektorler X ve y olmak iizere

K(P) = K(x,y) = J(RXY)Y. X)
(7=l g(%x)a(y,y)-9(x,y)’

degerine M manifoldunun P diizlemine gore kesit egriligi denir. Kolayca goriiliir ki

kesit egriligi P diizlemi i¢in segilen bazlardan bagimsizdir [3].

Teorem 3.2.3. Eger M manifoldu ¥p e M noktasinda bir sabit ¢ egriligine sahipse

M nin egrilik tensorii VX,Y,Z € y(M) igin

14
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R(X,Y)Z =c(g(Y,Z)X —g(X,2)Y)
olarak ifade edilir. Bu durumda M ye sabit egrilikli uzay veya uzay formu denir [2].

Tamm 3.2.20. (M, g), n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve p e M noktasindaki
tanjant uzay T,M olsun. T M uzaymm 2-boyutlu bir altuzaylarma gore kesit

egriliklerinin toplamina M manifoldunun skaler egriligi denir ve r ile gosterilir.

Buna gére T M uzayinin ortanormal bazi {g,,€,,...,€,} olmak iizere

r:iS(ei,ei)

dir. Diger taraftan manifoldun X dogrultusundaki Ricci egriligi k(X)

_S(X,X)
g(X, X)

k(X)
ile tanimlanir [3].
Tamim 3.2.21. M bir Riemann manifold olsun. Eger 4 € R i¢in

Ric(X;, Xp) =49(Xp, X;)

ise M ye Einstein manifoldu denir [18].
Tanim 3.2.22. M bir Riemann manifold ve R de M nin egrilik tensorii olsun.
Eger, R=0 ise M ye lokal flat ve VR =0ise M ye lokal simetrik uzay denir
[18].

Tanim 3.2.23. M ve N sirast ile m ve n—boyutlu diferensiyellenebilir
manifoldlar ve F : M — N diferensiyellenebilir doniisiim olsun. Bu durumda F
doniigiimiiniin p € M noktasindaki ranki, F, doniisiimiiniin p noktasindaki ranki
olarak tanimlanir. Eger her p noktasinda F donisimiiniin rankit m ise, (yani

rank(F,,)=m), F doniisiimiine dolgulama veya immersiyon(immersion) adi

verilir. Eger F birebir ise bu durumda F déniisimi N ile N=F(M) arasinda

15
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birebir eslesme kurar. Bu eslesme ile birlikte N iizerinde topoloji ve

diferensiyellenebilir bir yapt tammlanirsa N kiimesine N manifoldunun alt

manifoldu denir. Bu durumda, eger F, M manifoldundan F(M) vye bir
homeomorfizma ve F(M) altuzay topolojisine sahip ise F doniisiimiine

yerlestirme(imbedding) denir [3].

Tamim 3.2.24. M , diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M iizerinde n—boyutlu
bir distribiisyon olsun. Eger X,Y eI'(D) i¢in [X,Y]eI'(D) ise D distribiisyonuna

involutive dir denir [3].

Tanmim 3.2.25. M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M iizerinde n—boyutlu

bir distribiisyon olsun. M , M manifoldunun bir altmanifoldu olmak lizere, eger M

nin her p noktasinda M manifoldunun tanjant uzayi ile D, ayni ise M ye D

distribiisyonunun integral manifoldu denir. Yani

f:M oM

bir imbeding olmak iizere Vpe M i¢in

f.(Tw(P)) =D,
dir [3].

Tanmm 3.2.26. Eger D distribiisyonunun M altmanifoldunu kapsayan bagka bir
integral manifoldu yoksa bu manifolda distribisyonun maksimal integral manifoldu
denir [3].

Tamm 3.2.27. M , diferensiyellenebilir bir manifold ve M, M manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Eger Vpe M icin D distribiisyonunun p noktasimi kapsayan

bir maksimal integral manifoldu varsa D distribiisyonununa integrallenebilirdir
denir [3].

Teorem 3.2.4.(Frobenius Teoremi) M , diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M

tizerinde n—boyutlu bir distribiisyon olsun. Bu durumda her involutive distribiisyon

integrallenebilirdir. Ustelik D distribiisyonunun ¥p € M noktasindan gegen bir tek

16
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maksimal integral manifoldu vardir ve p noktasini ihtiva eden diger tiim integral

manifoldlar bu maksimalin bir a¢ik altmanifoldudur [3].

Tammm 3.2.28. (M,g) Riemann manifoldu ve f : (M,g) —» C*(M,R) bir

fonksiyon olsun. Bu durumda
he @ x(M) = z(M)
X — h,(X)=V,Vf

lineer doniisimiine (M, g) iizerinde f fonksiyonunun Hessian tensorii denir.

Hessian tensori simetriktir [3].

Tammm 3.2.29. (M,g) Riemann manifoldu ve f : (M,g) —» C*(M,R) bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

H, : x(M)xx(M) — C*(M,R)
(X,Y) = H (X,Y) =g(h; (X),Y)

tensoriine (M, g) tizerinde f fonksiyonunun Hessian formu denir. Hessian formu

(M, g) iizerinde simetriktir [3].

Tammm 3.2.30. (M,g) bir Riemann manifoldu ve f : (M,g) » C*(M,R)

fonksiyon olsun. (M, g) tizerinde f fonksiyonunun Laplasyan1 Af ,
Af =—divVf
olarak tanimlanir [3].

Tanmm 3.2.31. M ve N sirastiyla m ve n—boyutlu (n<m) manifoldlar ve
F:M — N orten doniisiim olsun. Eger peM noktasinda F, : TM — T, N

doniigiimiiniin rank1 n ise F donisiimiine sigdirma veya submersiyon (submersion)

ad1 verilir. Eger F bir sigdirma ise VgeN igin Ffl(q)zFq kiimesi M
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manifoldunun bir altmanifoldudur ve F™(q) altmanifolduna sigdirmanin lifi ad:
verilir. M manifoldunun, geN i¢in F, lifine teget olan tanjant vektdriine

sigdirmanin dikey vektorii ad1 verilir [3].

Tanmm 3.2.32. E, B, F, C” —manifoldlar ve = : E — B bir C” —ddnlszim

olsun ve bu doniisiim lokal carpim 6zelligine sahip olsun (bdylece bu doniisiim Grten
ve acik bir doniislimdiir). Bu durumda ¢ =(E,7,B,F) dortliisine bir

differensiyellenebilir lif demeti ad1 verilir [3].
Tamm 3.2.33. 7 : E — B bir lif demeti olsun. Vx e B igin
7(X)=F ={ueE|x(u)=x}

kiimesine X tizerinde lif denir. Tiim F, liflerinin ayrik bilesimi E total uzayimn verir.

Yani

dir [3].

Tanim 3.2.34. M, M nin bir Riemann altmanifoldu olsun. YpeM igin
T.M* uzayinin boyutuna M nin dik tiimleyeninin boyutu (es boyutu), T,M* in
indeksine de M nin dik tiimleyenin indeksi denir [1].

(M,§), (m+n)—boyutlu Riemann manifoldu ve M de M nm igine

gémiilmiis m—boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. M iizerindeki § dan M ye

indirgenmis Riemann metrik tensorinii g ile gosterelim. n ekboyutuna
(codimension) sahip M igin, n, Tle normal uzayimin boyutudur. M iizerinde V

dan M fiizerine indirgenmis Levi-Civita konneksiyonunu V ile gosterelim. Boylece

vX,Y e[(TM) icin V ya gére Gausss ve Weingarten denklemleri sirasiyla
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Y =Vx Y +h(X.Y), X,Y e[(TM) (3.2.1)
ve
Vx E=A X +Vx & EeT(TMY) (3.2.2)

o . L
dir, burada h, M iizerinde ikinci temel formdur [1,4], V , T(TM") normal vektor

demetinde normal konneksiyon ve A, ise M {izerinde

a(h(X,Y),&)=g(A. X,Y) (3.2.3)
seklinde tanimlanan (1,1) tipinde tensordiir (diger bir deyisle sekil operatoriidiir).

Tanimm 3.2.35. M bir Riemann manifoldu olsun. Eger & : | — M egrisinin teget

vektor alan1 a boyunca paralel ise jeodeziktir denir. Oklidyen uzaymn jeodezikleri
dogrulardir. Keyfi bir manifoldda jeodezik kavrami dogruya karsilik gelen geometrik

nesneler olarak diigiintilebilir [3].

Tamm 3.2.36.
h: 2(M)xz(M) = z(M)*
ile tanimli h doéniisiimiine ikinci temel form denir [3].

Tamm 3.2.37. (M,g) bir Riemann manifoldu ve M, M manifoldunun bir

altmanifoldu olsun. Eger h ikinci temel form sifir ise altmanifolda tamamen

jeodeziktir (totally geodesic) denir [3].

Tanim 3.2.38.
A x(M) - x(M)

ile taniml1 operatdre Weingarten temel tensorii denir [3].

Tammm 3.2.39. Ve y(M)" ve 1eC”(M,R) olmak iizere A =1l ise M
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altmanifoldu V vektor alanina gére umbiliktir denir [3].

Tamm 3.2.40. Eger M altmanifoldu her normal vektor alanina gore umbilik ise M

altmanifolduna tamamen (totally) umbilik altmanifold denir [3].

Tamamen jeodezik ve tamamen umbilik soyle de tanimlanabilir.

Tamm 3.2.41. M = M altmanifoldu i¢in H ortalama egrilik vektor alan
H= 1 i Fl(e e)
m — (R WAl

formiilii ile tanimlanir. Burada {e,}, »(M) de yerel ortanormal tabandir. M M bir
altmanifoldu her X,Y € (M) ve 1eC”(M,R) i¢in h=0 ise tamamen jeodezik,

h= Ag ise tamamen umbilik ve H =0 ise minimaldir denir[4].

VX,Y,Z e (TM) igin V ve v konneksiyonlarma gére M ve M mn egrilik

tensorleri sirasiyla
R(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-VixyZ
ve

R(X,Y)Z =Vx Vy Z~Vy Vx Z ~Vixy| Z

ile tammlansin. Boylece V ve v ya gore Gausss, Codazzi-Mainardi ve Ricci

denklemleri sirasiyla

R(X,Y,ZW)=R(X,Y,Z,W) (3.2.4)

+{h(X,Z)h(Y,W)=h(Y,Z)h(X,W)}

ve

R(X,Y,Z)" ={(Vx h)(Y,Z)—(Vy h)(X,2)}, (3.2.5)
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RIX.Y,&m) =RY(X.Y,&m)-g([A. AIX.Y), (3.2.6)
dir, burada X,Y,Z,W M ye teget ve &, 17 vektor alanlart M ye ortagonaldir [1,4].

M (c), csabit kesit egrilikli uzay ise, Gausss, Codazzi denklemleri sirasiyla

R(X,Y,ZW)=c{g(X,.W)g(Y.Z)~g(X,Z)g(Y.W)}

o0, 290X, 2 @2
+h(X, W)h(Y,Z)—h(X, Z)h(Y, W),
(Fx WYY, 2Z) = (¥ h)(X,Z) (3.2.8)
ve
R(X,Y,Z.W)=g([A. A IX.Y), (3.2.9)

denklemleri elde edilir, burada K, M nin Riemann Christoffel tensorudiir [1,5].

21



Yakar A., 2014. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyona Sahip Riemann Caprasik Carpim Manifoldunun Altmanifoldlarinin
Geometrisi Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

3.3. CARPIM MANIFOLDLARI

M bir (m-+n)—boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve F de M
lizerinde (1,1) tipinde tensdr alani olsun ve F? =1 sartim saglasin. Bu durumda F

ye bir hemen hemen ¢arpim yapist ve M ye de bir hemen hemen ¢arpim manifoldu

denir. Eger
7Z'=%(|+F), azé(l—F) (3.3.1)

denilirse, bu durumda
r+o=\, °=x, oc*=0, no=0or=0
ve
F=r-0 (3.3.2)

elde edilir. F?> =1 oldugundan kolayca gériilebilirki F nin 6zdegerleri +1 ve —1
dir. Boylece +1 ve -1 degerlerine birbirinin tiimleyeni olan P ve Q

distribiisyonlar1 karsilik gelir, yani
TM=P®Q (3.3.3)

olarak yazilir, burada P nin boyutu m ve Q nun boyutu n dir. Tersine olarak, eger

M de birbirinin tiimleyeni olan P ve Q gibi iki distribiisyon var ve
7:TM — P, o:TM -Q

projeksiyonlar olmak iizere F=7—c ile M iizerinde bir hemen hemen carpim

yapist tanimlanabilir.

Eger bir hemen hemen ¢arpim manifoldu M iizerinde bir § Riemann metrigi var ve

M iizerindeki X,Y vektor alanlar i¢in

a(FX,FY)=0g(X,Y) (3.3.4)
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saglaniyor ise M ye bir hemen hemen Riemann carpim manifoldu denir. Eger P

distribiisyonunun maksimal integral altmanifoldu M, ve Q distriblisyonunun

maksimal integral altmanifoldu M, ise M =M, xM, olarak yazilir. Eger hemen

hemen Riemann ¢arpim manifoldunda hemen hemen ¢arpim yap1 F paralel ise yani

X,Y e[(TM) igin

(Vx F)Y =0 (3.3.5)

iss F ye M iizerinde bir carpim yapt (M,§,F) ye de bir Riemann ¢arpim
manifoldu denir [19].
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3.4. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYON

(M, §) bir Riemann manifold ve V de M iizerinde bir lineer konneksiyon olsun.

Eger V nin torsion tensorii M iizerinde her X,Y vektdr alan1 igin

T(X,Y)=#Y)X —#(X)Y

olarak ifade ediliyor ise V lineer konneksiyonuna semi-simetrik konneksiyon denir,

burada #, M iizerinde 1— form dur. Eger # 1— form una karsilik gelen vektor

alani Q ile gosterilirse, 7
#(X)=9(X,Q)
seklinde verilir.
Eger
V§=0
ise V ya, semi-simetrik metrik konneksiyon adi verilir.

(M,§) Riemann manifoldunun Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere

vX,Y eI'(TM) igin

V.Y = zx~\f+;%(\f)>2—g(",\'(‘)cj (3.4.1)

olarak tamimlanan lineer konneksiyon M iizerinde bir semi-simetrik metrik
konneksiyondur. Bundan sonra semi-simetrik metrik konneksiyon denildiginde

(3.4.1) ile tanimlanan konneksiyonu kastedecegiz [6,7].

(M,§), V semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir Riemann manifoldu ve M

de M nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda V ye gére Gauss formiilii

V.Y =V, Y +h(X,Y), X,Y eT(TM) (3.4.2)
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ile verilir, burada V,Y e'(TM) , h(X,Y)eT(TM*) olup V, V dan M iizerine

indirgenen konneksiyon ve h da M nin V ya gore ikinci temel formudur. Burada

h, (0,2) tipinde tensor olup
h(X,Y)=h(X,Y)+h,(X,Y)

seklinde tamimlanir. (3.4.1) denkleminde (3.2.1) ve (3.4.2) denklemleri yerine

yazilirsa

V.Y +h(X,Y) =Vx Y +h(X,Y) + #(Y)X —g(X,Y)O (3.4.3)

denklemi bulunur, burada #(Y)=9(Y,Q), 7 1- form una karsilik gelen vektor

alanm1 Q=Q+(§ seklinde teget ve normal bilesenlerine ayrilirsa ve bu (3.4.3) de

g0zoniine alinirsa

V,Y =Vx Y +2(Y)X —g(X,Y)Q (3.4.4)

ve

h(X,Y) =h(X,Y)-g(X,Y)&
elde edilir.
(3.4.4) denkleminden s0yle bir sonug verilebilir.

Sonuc 3.4.1 (M, §), (3.4.1) ile verilen semi-simetrik metrik konneksiyona sahip bir

Riemann manifoldu ve M de M nin bir altmanifoldu olsun. Bu durumda V dan M
izerine indirgenen V konneksiyonu M iizerinde bir semi-simetrik metrik

konneksiyondur.

Ispat (3.4.4) den kolayca goriiliirki

T(X,Y)=7z(Y)X —z(X)Y ve Vg=0 dir.

X e'(TM) ve Nel'(TM') icin semi-simetrik metrik konneksiyon V ya gore

Weingarten formtilii
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V,N=-AX+ViN (3.4.5)

olarak ifade edilir, burada A, X e[(TM) ve VSN eT(TM*) dir. Ayrica A, ye V

nin Weingarten doniisiimii veya sekil operatorii ve V* e de V nin normal demet

tizerine indirgenen normal konneksiyonu denir. (3.4.1) den

6XN:§X N +7(N)X —§(X,N)Q (3.4.6)

olur. Levi-Civita konneksiyonunun Weingarten formiilii kullanilirsa

L1
V N=-AX-#(N)X+Vx N (3.4.7)
olur. (3.4.5) ve (3.4.7) karsilastirtlirsa
~ ot
AX=AX-7Z(N)X, ViN=VxN (3.4.8)

olarak elde edilir.

Sonuc 3.4.2 Eger # 1— form una karsilik gelen vektor alam Q e '(TM) ise bu

durumda N e'(TM*) igin A, = A, dir.

R ve R, M Riemann manifoldunun sirasiyla V ve \% ya gore egrilik tensorleri

olsunlar. Boylece X,Y,Z eT'(TM) igin

R(X,Y)Z = Foi(x,Y)z +g(z,éx Q)Y —g(z,éY Q)X

1 G(X,Z)%y O=G(Y.Z)Vx O
+ A Q)[§(X,Z2)Y =§(Y,Z)X] (3.4.9)

+[§(Y,2)7(X) - §(X,Z)#(Y)IQ
+Z(2)[FY)X = Z(X)Y]

dir [7].
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3.5. INVARYANT ALTMANIFOLDLAR

(M =M, xM,,§) bir Riemann carpim manifoldu olsun. 7 ve o, smasiyla

I'(T(M; %, M,))den I'(TM,) ve I'(TM,) ye projeksiyonlar olsun. Bu durumda
7’=rx, o‘=0c, no=ox=0 rm+o=I

esitlikleri vardir, burada 1, I'(T(M;xM,)) nin birim déniisimidiir. Eger F =7—-0
dersek F?=1 olur ve F, M iizerinde bir ¢arpim yapidir. Buradan her
XY e'(T(M; x; M,)) icin

a(FX,Y)=g(X,FY) veya g(FX,FY)=g(X,Y)

oldugu gorilir [5]. M, M; xM, nin altmanifoldu ve B de M,xM, nin icinde M
nin i géommesinin diferansiyeli, B=i, olsun. X, M nin teget vektor alani igin
(FBX)" =BSX eI'(TM), (FBX) " =£eT’(TM)" ve S : T(TM)—>T(TM) lineer

doniisiim ise FBX ,
FBX =(FBX)" +(FBX)" =BSX +¢&

dir. Eger FBX =BSX esitligi saglanir ise M ye M, xM, nin invaryant altmanifoldu

denir. M bir invaryant olsun. Bu durumda S® =1 dir [5]. Boylece X,Y eI'(TM)

i¢cin
g(X,Y)=i"g(X,Y)=§(FBX,FBY) =§(BSX,BSY) = §(SX,SY)

esitligi elde edilir, burada g, § Riemann ¢arpim metrik tensorii tarafindan M

tizerine indirgenmis metrik tensodiir [5].
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3.6.  RIEMANN CARPIM  MANIFOLDUNUN  SEMI-INVARYANT
ALTMANIFOLDLARI

Bu boliimde (M,xM,,d,x§,) Riemann carpim manifoldunu (M, §) ile
ifade edegiz.

Tamm 3.6.1. M, M Riemann ¢arpim manifoldunun bir altmanifoldu olsun. D ve
D", M nin iki distribiisyonu ve TM =D@D"olsun. Eger F(D)=D ve
F(D")cTM" ise D ve D"ye sirasiyla invaryant ve anti-invaryant distribiisyon adi

verilir. Béylece M ye de M Riemann carpim manifoldunun semi-invaryant

altmanifoldu denir [41].

Bundan sonra M yi M Riemann ¢arpim manifoldunun semi-invaryant altmanifoldu
olarak kabul edecegiz. TM* deki F(D") nin ortagonal tiimleyenini V ile

gosterilirse
TM*=F(D")®V (3.6.1)

ayrisimina sahip oluruz, burada V, F ye gére TM " de invaryant distribiisyondur.
P ve Q ile TM nin D ve D" e projeksiyon déniisiimlerini ifade edelim. Bununla

birlikte M ye teget her X i¢in, FX
FX = fX + wX (36.2)

dir. Burada fX =FPX, FX in tegetsel kismi, wX =FQX ise FX in normal

kismidir. Ayrica M ye normal her & vektor alani i¢in F&
F&E=BE+CE (3.6.3)

seklinde yazilabilir, burada B& ve C¢& sirasiyla F& in tegetsel ve normal

kisimlaridir [13].

D invaryant ve D* anti-invaryant distribiisyonlarmin boyutu sirasiyla p ve q
olsun. Eger q=0 (p=0) ise M semi-invaryant altmanifolduna invaryant

altmanifold (anti-invaryant altmanifold) denir.
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Ornek 3.6.1. (X,X,, %5, %, %, %), R® nin standart koordinat sistemi olsun. Bu
durumda F (X, X,, X5, X,» X5, Xs) = (X, X, X3, —X,, —Xs, —X,) olarak tanimlanan F, R°

tizerinde bir ¢arpim yapidir. Bu durumda
1 2
X =X +§(X3+X4) 1 Xp = Xg

fle tammlanan M altmanifoldunu gdzoniine alalim. Boylece M altmanifoldunun

R®*=R®xR® nin semi-invaryant altmanifoldu oldugu kolayca gériiliir. Dogrudan

hesaplama ile
0 0 0 0
T™M =Spa{U, =—+— U, = (X, + X,) — +—,
p {le axz ax5 2 ( 3 4) axl 6X3
U3:(X3+X4)i+i1u4:£+ 0 }
oX, 0OX, X, OX,
ve
0 0 0 0
TM* =Span{é&, = ———+ (X, + X,)—+ (X, + X,) — +—,
pan{g, == =+ (s + X) ot (X X) 5t =
0 0
52—6)(2 axs}

dir, burada D = Span{U,,U,,U,} ve D* =Spar{U,} dir [41].

Tamm 3.6.2. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M mn semi-invaryant
altmanifoldu olsun. Eger X eT'(D) ve Y el'(D') igin h(X,Y)=0 ise M vye

karma-jeodezik semi-invaryant altmanifold denir [41].

Onerme 3.6.1. M, Riemann ¢arpim manifoldu ve M de M nim semi-invaryant

altmanifoldu olsun. Z,W eT"(D") igin

AW =—-A,Z (3.6.4)

dir [41].
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Lemma 3.6.1. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nin semi-invaryant
altmanifoldu olsun. Boylece X eI'(D) ve £eTI'(V) icin

AFX = A X (3.6.5)
dir [41].

Lemma 3.6.2. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nin semi-invaryant

altmanifoldu olsun. Béylece Z,W eI'(D") i¢in
VIFW —V:FZ e (D)
dir[41].

Teorem 3.6.1. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nm semi-invaryant
altmanifoldu olsun. D" nin integrallenebilir olmasi1 igin gerek ve yeterli sart

X eT(D) ve W eI'(D") i¢in
h(X,W) eT'(V) (3.6.7)
olmasidir [41].

Teorem 3.6.2. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nm semi-invaryant
altmanifoldu olsun. D nin integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeterli sart
X,Y eI'(D) i¢in

h(X,FY) =h(Y,FX) (3.6.8)
olmasidir [41].

Lemma 3.6.3. M, Riemann ¢arpim manifoldu ve M de M min semi-invaryant
altmanifoldu olsun. X eI'(D) ve &eT'(V) i¢in

A X =FAX (3.6.9)

dir [41].
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Teorem 3.6.3. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nm semi-invaryant

altmanifoldu olsun. M nin yerel Riemann ¢arpim manifoldu olmasi igin gerek ve

yeterli sart X eT'(D) ve Z eI(D") igin A, X =0 olmasidir [41].

Onerme 3.6.2. Riemann carpim manifoldunun pseudo umbilik proper semi-

invaryant altmanifoldu karma-jeodezik altmanifoldtur [41].

Teorem 3.6.4. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nim semi-invaryant
altmanifoldu olsun. M nin yerel Riemann ¢arpim manifoldu olmasi igin gerek ve

yeterli sart Vf =0 olmasidir [41].

Teorem 3.6.5. M, Riemann carpim manifoldu ve M de M nm semi-invaryant
altmanifoldu olsun. M nin yerel Riemann ¢arpim manifoldu olmasi igin gerek ve
yeterli sart X e (TM) ve Y eI'(D) igin Bh(X,Y) =0 olmasidir [41].

Teorem 3.6.6. M, Riemann garpim manifoldu ve M de M mnin semi-invaryant
altmanifoldu olsun yani F(D*)=TM™". M nin yerel Riemann carpim manifoldu
olmasi i¢in gerek ve yeterli sart X e '(TM) ve Y eI'(D) igin h(X,Y) =0 olmasidir
[41].

Teorem 3.6.7. M, Riemann carpim manifoldu M nin tamamen umbilik proper

semi-invaryant altmanifoldu olsun. Boylece

(i) dimD" =1,
(i) M tamamen jeodezik altmanifolddur,

kosullar1 saglanir [41].

Teorem 3.6.8. Riemann carpim manifoldu M nimn pozitif veya negatif egrilikli

tamamen umbilik proper semi-invaryant altmanifoldu yoktur [41].
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3.7. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONLU CAPRASIK CARPIM
MANIFOLDLARI
(M;,9y,) ve (M,,g, ) Riemann manifoldlart ve f, M, de bir pozitif
diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. 7:M;xM, >M, ve o:M;xM, > M,
projeksiyonlaria sahip M, xM, ¢arpim manifoldunu géz 6niine alalim. M, x, M,
caprasik carpiminin (warped product) Riemann metrigi , M deki X,Y vektorleri
icin
G(X.Y) =g, (X, zY) + F2(2(p))g, (0. X, 0.Y)

seklinde ifade edilir. Boylece

G =09y, +f’Ow, (3.7.1)

esitligi vardir, burada f bir ¢arpim(warping) fonksiyonudur [1].

Daha sonra kullanmak i¢in agagidaki lic lemmaya ihtiyacimiz olacak:

M, M

Lemma3.7.1. M =M, x; M olmak iizere V, V ve V ilesirasiyla M, M, ve
M, deki Riemann konneksiyonlarini ifade etsin. Eger X,Y eM; ve V,W e M,

vektor alanlari ise

M,

(i) VY= VxYdir.
(i) V,V =V, X =(Xf / f)V dir.
(iii) nor(V,W) =—fg,(X,,Y,)gradf dir.

M,

(iv) tan(V,\W) = Vv W dir [6].

M

Lemma 3.7.2. M=M;x, M, R Riemann egriligine sahip ¢aprasik ¢arpim

manifoldu olsun. X,Y,Z e M, ve U,V,W € M,, vektor alanlar1 i¢in

M

(i) RX.Y)Z= R(X.Y)Z,
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M
(i) RV, X)Y =—(H,(X,Y)/ f)V, burada H,, f nin Hessiamdur,

M M

(i) ROGYNV = RV,W)X,

M

(iv) R(X,V)W =—(g(V.W)/ f)V, (gradf),

M

(V) RV.W)U = R(,W)U +|gradf [ / f*{g(v,UW —g(W UV},

olur [6].

M

Lemma 3.7.3. M =M, x, M, ¢aprasik carpim manifoldu ve S de M nin Ricci

tensori olsun. Bu durumda X,Y e TM; ve V,W € TM, i¢in

M M

(i) S(X,Y)= lS(X,Y)—%Hf(X,Y),burada d =boyM, dir.

(ii) " S(X,V)=0 di.

M Me Af d-1 2
(i) S(V,W)= S(\/,W)—g(\/,W)[T+T||gradf|| ], burada Af, M, de
f nin Laplasyanidir.

M

Ayrica, M nin skaler egriligi  r

Ma

M M, _
fo ppf_2d e dd-D

fz2 f f2|gradf |

Ml MZ
olarak ifade edilir, burada r ve r sirasiyla M, ve M, nin skaler egriligidir [6].

3.7.1. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Caprasik Carpim Manifoldlar:

Bu kisimda semi-simetrik metrik konneksiyonlu ¢aprasik carpim manifoldu iizerinde

egrilik tensorii, Ricci tensorii ve skaler egrilikle ilgili bazi sonuglar verildi [6].
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Lemma 3.7.1.1. M =M, x, M g6z Oniine alinir ve V ile M deki semi-simetrik

My My o
metrik konneksiyonu, V ve V ilede sirasiyla M; ve M, deki konneksiyonlari

ifade edilsin. Eger X,Y € y(M,) ,V,W € y(M,) ve Qe y(M,) i¢cin
(i) nor(V,wW)="v W,
(i) VxV =(Xf/f)V ve Vo X =[(Xf/ f)+x(X)V,

(iiil) nor (Vv W) =[g(V,W) / f]gradf —g(V,W)Q,

M,

(V) tan(Vw W)= Vv W dir [6].

Lemma 3.7.1.2. M =M,;x, M gbz oniine alinir ve V ile M deki semi-simetrik

M,

o MZ
metrik konneksiyonu, V ve

V ile de sirastyla M, ve M, deki konneksiyonlari

ifade edilsin. Eger X,Y € y(M,) ,V,W € y(M,) ve Qe y(M,) i¢in

M

(i) nor(VxY)= VxY,

(ii) tan(Vx Y) =—g(X,Y)Q,

(iii) tan(Vx V) = (XF / £V ve nor(VxV)=z(V)X ,
(V) Vv X = (Xf 1 F)V,

(v) nor(Vy W) =[g(V, W)/ f]gradf ,

M

Wi)tan(Vw W)= Vv W dir [6].

Lemma 3.7.1.3. M =M, x, M caprasik ¢carpim manifoldu olsun. R ve R , strastyla

M nin Levi-Civita konneksiyonuna ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna goére

Riemann egrilik tensorlerini gostersin. X,Y,Z € y(M,) , UV,W e y(M,) ve

Qe x(M,) igin
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M

() ROX,Y)Zez(M,), M, de  R(X,Y)Z nin liftidir.

(i) RV, X)Y =[H,(X,Y)/ £]+(Qf / f)g(X,Y) +z(Q)g(X,Y)
+9(Y,V,Q)—z(X)z(Y)V,

(i) R(X,V)Y =0,

(iv) R(V,W)X =0,

(V) ROX, V)W =gV W)[(Vgradf )/ f —(Qf / f)X -V, Q-7(Q)X +z(X)Q,

M

(VI)RU V)W = RU, V)W —{]gradf [ / £2+2(Qf / f)
+7(Q)}HaV, W)U —gU,W)V]

dir [6].

Lemma 3.7.1.4. M =M, x, M c¢aprasik ¢arpim manifoldu olsun. R ve R , sirasiyla

M nin Levi-Civita konneksiyonuna ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore

Riemann egrilik tensorlerini gostersin. Eger X,Y,Z € y(M,) , U,V,W € y(M,) ve
Q e y(M,) icin asagidaki ifadeler elde edilir.
M, M

i) RX.Y)Z= R(X,Y)Z+z(QIa(X.Z)Y —g(Y,Z)X],

(ii) " R(X,Y)Z =[g(X,Z)(Yf / )—g(¥,Z)(Xf / )]Q,
(iii) " ROV, X)Y =—g((z(V)/ f)gradf,Y)X +g(X,Y)[z(V)/ f]gradf ,

(V) ROV, XY =[H, (X,Y)/ TV —g(X,Y)(@n(V, Q)
QI YV +2V)g(X,Y)Q

(V) ROGY W = 2(V)[(XF 1 £)Y —(YF / £)X],

(Vi) R(V W)X = (XF / )[z(W)V —z(V)W],

(vii) " R(X V)W =—g(V,W)[(V, gradf)/ f +z(Q)X]
-gW,v,Q)X +z(V)z(W)X,
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iil) - ROGVIW = (XE 1 F)[(WV —g(v. W)Q,

(i) RUVIW = ":RU V)W —[|gradf |/ f21{g(V,W)U —g(U,W)V}
+g(W,V,QV —gW,V, QU +g(U,W)V,Q
—9(V.W)V,Q-7(Q[gU,W)V —g(V,W)U]
+[g(V W)z (U) ~[g(U,W)z(V)IQ+z(W)[z(V)U —z(U)V]

dir [6].

Lemma 3.7.1.3 ve Lemma 3.7.1.4 den, semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore

carpim manifoldunun Ricci tensoriinii elde ederiz.

Sonu¢ 3.7.1.1. M =M, x; M c¢aprasik ¢arpim manifoldu olsun. S ve S , sirasiyla

Levi-Civita konneksiyonu ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna goére M nin
Ricci tensorleri, boyM,=n ve boyM,=n, olsun. Eger X,Y e y(M,),

V,W e y(M,) ve Qe x(M,) igin

M

(i) SOX.Y)=  SCGY)=n[H, (X, Y)/ f+(Qf / f)g(X,Y)
+7(Q)g(X,Y)+9(Y,V,Q)—=(X)xz(Y)],

(ii) S(X,V)=S(V,X)=0,
(S0 W)= SV.W) -3 (v, Q.e)aV.W)

~[(n, —D)|gradf | / £2+(n, +2n, - 2)(Qf / f)

+(n—2)7z<Q)+%]g(v,w>,
dir [6].

Sonu¢ 3.7.1.2. M =M, x; M ¢aprasik ¢arpim manifoldu olsun. S ve S , sirasiyla

Levi-Civita konneksiyonuna ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére M nin
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Ricci tensorleri, boyM, =n, ve boyM, =n, olsun. X,Y € y(M,), V,W € y(M,)

ve Qe y(M,) igin

M

() S(X.Y)=  S(X,Y)-(n-2)z(Q)g(X.Y)

—nH, (X)) 1= Y 9(V.Q.e)a(X.Y),

i=n+1
(ii) S(X,V)=@=n)z(V)(Xf / £) ve SNV, X)=(n-2)z(V)(XF / ),

(i) SV.W) = SOV, W)+ Zn: {gW,v.Q)g(V,e)-g(V,Q.e)g(V.W)}

i=n+1

—[(n, —1)| gradf ||2 /| f2 +A—:+(n—2)7z(Q)]g(\/,W)
—(n-)gW,Vv,Q)+(n-2)z(V)z(W)

olur. Sonug 3.7.1.1 ve Sonu¢ 3.7.1.2 den semi-simetrik metrik konneksiyona goére

caprasik ¢arpimin skaler egriligini elde ederiz [6].

Sonu¢ 3.7.1.3. M =M, x;, M c¢arpim manifoldu olsun. r ve ;, sirastyla M nin
Levi-Civita konneksiyonuna ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore skaler

egriligini ve Q € y(M,)olsun. Buradan

M

r= r+ n,(n, —1)|gradf | / f2—2n,(n-1)(Qf / f)

—ZnZ%—nz[Znﬁn2 —3]—2n229(V9iQ,ei)
i=1

esitligi elde edilir [6].

Sonu¢ 3.7.14. M =M, x, M c¢arpim manifoldu olsun. r ve ;, sirastyla M nin

Levi-Civita konneksiyonuna ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore skaler

egriligini ve Q € y(M,) olsun. Buradan
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MZ o
o My r n,
r= —.ZlZ(n—l)g(VeiQ,ei)

—(n-D(n-2)7(Q)—n,[(n, —1) | gradf ||2 / £%+2n, %]

esitligi elde edilir [6].

3.7.2. Semi-simetrik Metrik Konneksiyonlu Einstein Caprasik Carpim
Manifoldlar

Bu alt bolimde semi-simetrik metrik konneksiyonlu Einstein c¢aprasik

carpim manifoldlarini inceleyecegiz.

Teorem 3.7.2.1. (M, g) manifoldu, Ix, M nin ¢aprasik ¢arpim manifoldu olsun.

Burada boyl =1 ve boyM, =n-1(n>3) tiir. Boylece (M, g) manifoldunun semi-
simetrik metrik konneksiyonlu Einstein ¢aprasik ¢arpim manifoldu olmasi i¢in gerek
ve yeter sart Q € y(M,)i¢in M, nin i¢in Levi-Civita konneksiyonuna gore Einstein
manifoldu olmasidir veya Q € (M, ) igin ¢arpim fonksiyonu olan f nin | da sabit

olmasidir [6].

Teorem 3.7.2.2. boyl =1 ve boyM,=n-1(n>3) olmak iizere (M,g), Ix, M

caprasik carpim manifoldu olsun. Bu durumda

(i) Eger (M,g) semi-simetrik metrik konneksiyona gore Einstein manifoldu,
Qe y(M,), M, iizerindeki Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ve f,

M, iizerinde sabit ise bu durumda

M

r=—(n-2)’7(Q)
dir.

(i) (M,qg), Qe x(M,) i¢in semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére Einstein

manifoldu ise f M, iizerinde sabittir.
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(ili)Eger f M, fzerinde sabitse ve M, Qe y(M,)i¢in Levi-Civita
konneksiyonuna gore Einstein manifoldu ise bu durumda M semi-simetrik

metrik konneksiyona gore Einstein manifoldudur [6.]
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. SEMI-SIMETRIK METRIK KONNEKSIiYONA SAHIiP RIiEMANN
CAPRASIK CARPIM MANIFOLDUNUN ALTMANIFOLDLARININ
GEOMETRISI

Ik 6nce ilerde ispatlarda kullanacagimiz asagidaki lemmalari verelim.

Lemma 4.11. M=M,x M, g¢aprasik c¢arpim manifoldu olsun. Her

XY, €eI'(TM,) ve X,,Y, eI'(TM,) igin

1) VxY,=Vx Y, e[(TM,),

2) Vx, X, =Vx, X, =(X,(f)/ )X,
3) nor(V, Y,)=-1g,(X,,Y,)gradf

2

4) tan(Vx,Y,)=Vx,Y,
olur[1].

Lemma 4.12. M=M,x M,, R Riemann egrilik tensorli gapragik carpim

manifoldu olsun. Boylece

1) Ii(xl’Yl)Zl = Rl(X11Y1)Zl1

H,(Y,Z
(062

2) |§(Xz’Yl)Zl = f 29

3) Ii(xl’Yl)ZZ = Ii(XZ’Yz)Zl =0,

o J1
4) R(xl'YZ)Z2 = ng(YZ'ZZ)V Xl(gradf)

d(gradf, gradf)

5) Ii(Xz’Yz)Zz =|§2(X2’Y2)Zz_ f2

{G(xz’zz)Yz _G(Yz’zz)xz}
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olur[1]. Burada X,Y,eI’'(TM,) ve X,,Y,el'(TM,)dir. Ayrica H,, f

fonksiyonunun hessianidir. Ri ve Rasirasiyla M, ve M,nin Riemann egrilik

tensorleridir.

M, § Riemann metrikli (n+m+2) boyutlu M Riemann manifoldunun
i¢ine izometrik olarak gdmiilii (n+m) boyutlu -Riemann manifoldu olsun. g, ve g,
ile M iizerindeki § den M, ve M, iizerine indirgenmis Riemann metrik tensoriinii
ifade edelim. 1 ekboyutlu M, ve M, i¢in, & ve & dik kesitlerini secebiliriz. &,

M, nin TM_; normal demetinin ve & de M, nin TM; normal demetinin

elemanidir. M, ve M, M mn elemamdir ayrica &, M, nin, £ de M, nin her

noktasinda ortanormaldir.

Onerme 4.1.1. M, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M =M, x, M, Riemann
carpasik ¢carpim manifoldunun invaryant altmanifoldu ve f c¢arpim fonsiyonu olsun.
Bunlarin yaninda M, ve M,, M nin dikey ve yatay dagilimimnin integral manifoldu

olarak ifade edilsin. Bu durumdan

(i) Eger Q eI'(TM,) ise semi-simetrik metrik konneksiyona M, ve M, nin her
ikiside tamamen umbiliktir.

(ii) Eger QeI'(TM,) ise semi-simetrik metrik konneksiyona M, ve M,
sirasiyla tamamen jeodezik ve tamamen umbiliktir.

ispat.i) Qe ['(TM,) olsun. X,,Y, eI'(TM,) i¢in (3.4.1) denklemi kullanilirsa
ﬁx1Y1 :6& Y1+”(Yl)xl_g(X1’Y1)(j (4.1.1)

yazilir, burada V semi-simetrik metrik konneksiyon, V ise Levi-Civita

konneksiyonudur. (3.2.1) ve (3.4.2) denklemleri (4.1.1) denkleminde yerine yazilirsa

Vqul +h, (X,Y) =V Y +ha (X, Y) + 7 (V) X, - g(xl’Yl)Q~

41



Yakar A., 2014. Semi-Simetrik Metrik Konneksiyona Sahip Riemann Caprasik Carpim Manifoldunun Altmanifoldlarinin
Geometrisi Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

esitligini elde edilir, burada h, ve F]a, M, nin semi-simetrik metrikkonneksiyona ve

Levi-Civita konneksiyona gore ikinci temel formlaridir.

Boylece yukaridaki denkleminden Z, e I'(TM,) igin

g(ha(xl'Yl)’ Zz) = g(ha(xlin)! Zz) - g(xlaYl)g((j! Zz)
esitligi elde edilir [5]. Buradan F\a(Xl,Yl) =0 oldugu i¢in

g(ha(xl7Yl)’ Zz) = _g(xl’Yl)g(Q’ Zz)

dir. Buradan h,(X,,Y,) =-g,(X,,Y,)Q sonucuna ulasilir. Bu ise semi-simetrik metrik

konneksiyonlu M, nin tamamen umbilik oldugunu gosterir.

Ayni metodu kullanilirsa, (3.4.1) denkleminden

6XZY2 =Vx, Y, +7(Y,) X, —g(X,,Y,)Q

yazilir, burada V semi-simetrik metrik konneksiyon, V ise Levi-Civita

konneksiyonudur. Boylece yukaridaki denklemden ,Z, eI'(TM,) i¢in

g(h,(X,.Y,),Z)) = g(hs(X,,Y,), Z,)

bulunur. Yani
ho(xszz):hb(Xz’Yz)
olur. ho(X,,Y,) =—Tfg,(X,,Y,)gradf oldugu icin

h,(X,.,Y,) =ho(X,,Y,) =—fg,(X,,Y,)gradf

elde edilir. Bu ise semi-simetrik metrik konneksiyonlu M, nin tamamen umbilik

oldugunu gosterir.
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i) Buradaki ispatta (i) deki metod uygulanacaktir. [5] den biliyoruz ki M, ve M,

sirastyla M, ve M, nin altmanifoldudur. M semi-simetrik metrik konneksiyonlu

caprasik ¢arpim manifoldu géz oniine alinir ve (3.2.1), (3.4.1) ve (3.4.2) denklemleri
kullanilirsa
V, Y, +h(X, V) +V, Y, +h(X,,Y,) = Vi, Y+ h(X,, Y) + Vi, ¥,

Fh(X,,Y,) + ZY)X +#(Y,)X,  (4.12)
_g(xl’Yl)Q - g(xszz)Q

esitligi elde edilir.

(4.1.2) denklemi ve [5] gz 6niine alinirsa, Q e I'(TM,)ve Q eI'(TM,) i¢in
vx1Y1 =Vx, Y +7(Y)) X, = 9(X,,Y,)Q
vX2Y2 = %Xz Y2 = 6X2 Y2
hl(xl’Yl) = hl(xl’Yl) - g(xl’Yl)(DZl

h,(X,,Y,) =ha2(X,.Y,) - f9,(X,,Y,) gradf

ve

1

VX1Y1 = 6X1 Y
vszz =Vx, Y, +7(Y,) X, —9(X,,Y,)Q

hl(Xl’Yl) = F]]-(Xl’Yl)

h,(X,.,Y,) =h2(X,,Y,)—9(X,,Y,)& — f9,(X,,Y,)gradf
elde edilir, burada X,Y,eI'(TM,) ve X,,Y,eI'(TM,) dir. Ayrica h,h, semi-

simetrik metrik konneksiyona gére M; ve M, nin ikinci temel formlar1 ve hy, h, ise

Levi-Civita konneksiyona gore M, ve M, nin ikinci temel formlaridir.

Onerme 4.1.2. M, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M =M, x, M, Riemann

caprasik ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu ve f c¢arpim fonksiyonu
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olsun. Ayrica M, ve M, sirasiyla M nin dikey ve yatay dagilimmin integral

altmanifoldu olsun.

(i) Eger Qel“(I'Mz) ise M, ve M,, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M
nin egrilik invaryant altmanifoldlar1 degildir.

(if) Eger (jel“(l’Ml) ise M, ve M,, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M
nin egrilik invaryant altmanifoldlar1 degildir.

ispat. (i) R semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére M nin Riemann egrilik

tensorii, R ise Levi-Civita konneksiyonuna gére M nmn Riemann egrilik tensorii

olsun. [6] daki Lemma 4.4, ayrica buradaki Lemma 4.1.2 ve Onerme 4.1.1

kullanilirsa, X,,Y,,Z, e (TM,) ve QeI'(TM,) igin

(gradf , gradf)
f2

Ii(Xsz)Zz = Iiob(xzin)Zz _[92 ]{g(Yz’Zz)Xz - g(Xzizz)Yz}

+ g(zziéxz é)Yz - g(zziéYz Q~)X2
+9(X,,Z, 4V, G fg,(Y,,G)gradf }

(Y, Z,HVx, Q- 1g,(X,.Q)gradf} (41.3)
+7[(Q~)[9(X2’ Zz)Yz - g(Yzlzz)Xz]
+[g(szzz)77(X2) - g(xz’zz)”(Yz)]Q

+7(Z,)[7(Y,) X, =7 (X,)Y,]

bulunur. (3.4.2) denkleminden

Ii(XZsz)Zz = F\N)b(XZsz)Zz - Ahu(vz,zz)xz + Ahb(YZ,ZZ)XZ

. 5 (4.1.4)
+(Vx2 hb)(Yz ! Zz) - (VYZ hb)(XZ’ Zz)
dir. Boylece (4.1.3) denkleminde (4.1.4) esitligi yerine yazilirsa
(6x2 hb)(Yzl Zz) - (ﬁyz hb)(X2’ Zz) == fg(xz! Zz)gz(Yza Q)gradf (4 1 5)

+19(Y,,2,)9, (X, Q)gradf

ve
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F~Qb(X2,Y2)Z?_ = Ahb(vz,zgxz - Ahb(Yz,ZZ)XZ

—[gz(gradff;gradf)]{g(vz,zz)xz (X, Z,)V;}

+ g(Zz,éxz Q)Yz _g(zzaéYz Q)xz
+9(X,,2,)V, O-g(Y,.2,)Vx, O 4.16)
+7T((j)[g(xzi Zz)Yz - g(Y2’ Zz)xz]

+[9(Y,, Z,)7(X,) —g(X,, Zz)”(Yz)]Q
+7(Z,)[7(Y,) X, =7 (X,)Y,]

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden de goriiliir ki M, , semi-simetrik metrik

konneksiyonuna gére M nin egrilik invaryant altmanifoldu degildir. Ayni metodu
kullanarak M, nin semi-simetrik metrik konneksiyonlu M mnin invaryant egrilik

invaryant altmanifoldu olmadigini kolayca gosterilebilir.

(i) M, nin semi-simetrik metrik konneksiyonlu M min tamamen jeodezik

altmanifodu oldugu icin ve semi-simetrik metrik konneksiyonuna sahip M nin

icinde M, nin egrilik invaryant altmanifoldu oldugu agiktir.

(i) deki ayn1 metot izlenecektir. R ve R, , semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore

M ve M, nin Riemann egrilik tensorleri, R ve R, ise Levi-Civita konneksiyonuna

gore M ve M, nin Riemann egrilik tensorleri olsunlar. [6] daki Lemma 4.3 ve

Lemma 4.1.2 ve Onerme 4.1.1 kullamhirsa X,,Y,,Z, e [(TM,) ve Q eT(TM,) icin

gradf ,zgradf ) N zg}
f f (4.1.7)

+”((§){g(Y2’ Z,)X, —9(X,,Z,)Y,}

Ii(xzin)Zz = loib(xszz)Zz _{g(

dir. (3.4.2) denkleminden

Ii(Xzin)Zz = Iib(szYz)Zz - Ahb(Yz,ZZ)XZ + Ahb(Xz,Zz)YZ

5 5 (4.1.8)
+ (szhb)(Yzizz) _(v\(2 hb)(xzv Zz)

dir.
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(4.1.7) ve (4.1.8) denklemlerinden
(6x2ho)(Y2’Zz)_(ﬁyzho)(xwzz):0 (4.1.9)

ve

. 3 radf , gradf Of
R (X2, )2, = Ro(X, Y,)Z, {30 radl) |, Ofy

f2 f
+2(QY9(Y,, Z,) X, — 9(X,, Z,)Y,} (4.1.10)
Az X A w2 X2

bulunur. Boylece dnermenin ispati tamamlanmis olur.

Onerme 4.1.3. M, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M =M, x, M, Riemann
caprasik ¢carpim manifoldunun invaryant altmanifoldu ve f c¢arpim fonsiyonu olsun.
M, ve M,, sirasiyla M nin dikey ve yatay dagiliminin integral manifoldu olarak
ifade edilsin. QeI'(TM,) ve M, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M, x, M,

nin egrilik invaryant altmanifoldu ise semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore
M., M, in egrilik invaryant altmanifoldudur ama M, M, nin bir egrilik invaryant

altmanifoldu degildir.

Ispat. R, R ve R, sirastyla M,x, M,, M, ve M, Riemann manifoldlarmin

Riemann egrilik tensor alanlari olsun. X,Y,Z eI'(TM) i¢in (3.4.1) ve (3.4.2)

denklemlerinden

R(X,Y)Z = E?(x,v)z +g(z,éx Q)Y —g(z,éy Q)X

1G(X.Z) Wy O—G(Y.Z)Vx O
+#(Q)[G(X,Z)Y —G(Y,Z)X]

+HG(Y,Z)#(X) - §(X,Z)#(Y)IQ
+A(2)[A(Y)X = #(X)Y]

dir. X,,Y,,Z, eT(TM,), X,,Y,,Z, e[(TM,) ve Q e [(TM,) icin Teorem 3.8 [5] ve

Lemma 4.1.2 yi kullanilirsa
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R(X,Y)Z =Ru(X,,Y,)Z, + Fiz(xz,\(z)z2 —g,(gradf , gradf ){g,(X,,Z,)Y,

— .0 Z) X} H (2 XY, + T H (.2,

+ fgz(YZ,Zz)Vx1 gradf — fg,(X,,Z,)h.(Y,, gradf)

() X(f)

+ gl(xl’zl

0, (Y1, Z,) ——

2

+ ﬁ(é)[@l(xl’ Zl)Yl - 61(Y1’ Zl)xl] + gz (Zza6 X2 Q)Yz

~§,(Z,,V v, Q) X, +0,(X,,Z,)V v, 0-§,(Y,,Z,)V x,Q
+ﬁ(é)g2(x2’ZZ)Y2_GZ(YZ’ZZ)X2]+[g2(YZ’ZZ)ﬁ(XZ)
_gZ(X21Zz)ﬁ(Yz)]Q'*'ﬁ(Zz)[ﬁ(Yz)xz_ﬁ(xz)Yz]

- g~1(Y1’Z1)6 X, Q~_7~T(Q~)g~1(Y1’Zl)X2]+ GI(Yl’Zl)ﬁ(XZ)Q

=0:(X,, Z)V v, Q= #(Q) 8, (X4, Z,)Y, +G3(X,, Z,)7(Y,)Q

X]ff”(z O~ §,(Z,,V v, O)X, - X”)

GG, (Y, Z) X+ AZ)AY)X, +Y(” 5,2, G)X,

.2

_gz(zz’V Xz Q)Y gz(xziz )

+72(Z,)72(X,)Y;

1()

”(Q)gz(xz!z N4

elde edilir.

vX,Y,Z eI'(TM) igin Gausss denklemini g6z oniine alinirsa
R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +(V,h)(Y,Z) = (Vyh)(X,Z) + A 2 — Ay )X

bulunur, burada R, V semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére R de V

indirgenmis konneksiyonuna gore egrilik tensorleridir.

Ayni zamanda M nin Codazzi denkleminden
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(6xh)(Y’Z) _(6\( h)(X ) Z) = (6x1h1)(Y1' Zl) _(6Y1h1)(xl’ Zl)

'*'(6 Xz hz)(szz)_(6 Y2 hz)(xzizz)
+ 19, (Y;, Z,)h (X,, gradf)
- fgz(xz’z )h1(Y1’gradf)
X (f) (4.1.11)

gl(x1,2>”” (v, z) 2D

[g( 2122)71'()(2)_ g(xz’ Zz)”(Yz)]é:Z
+0, (Y1, Z,)7(X5)&, + G, (X1, Z))7(Y2) &,
X (f) Y(f)

21 21

2
elde edilir, burada V ve V sirastyla M, ve M, x, M, iizerlerinde semi-simetrik

metrik konneksiyondur.

M semi-simetrik metrik konneksiyona gére M,;x, M, Riemann ¢arpim

manifoldunun egrilik invaryant altmanifoldu olsun. Buradan (4.1.11) denklemini

kullanilirsa

(Vh)(Y,2)~(V,h)(X,Z) =0,

(6x1h1)(Y1’ Zl) - (6\(1"11)()(11 Zl) + fgz(Yz’ Zz)hl(xl’ gradf )

(4.1.12)
_fgz(xz’zz)m(Yl!gradf)zo
ve
(6 Xz hz)(szZz)_(6 Y, hz)(X2,22)+ 61()(1121) Yl(f) ‘fz
_61( 1) X (f) +[§(Yzizz)7%(xz)_g(xzizz)ﬁ(Yz)]gz (4_1.13)
+6,(Y;,Z, )”(X )&, +0,(X,,Z2,)7(Y,)S,
~90r,2) 28 ¢, —g(x,, 2) 2 g, <o
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esitlikleri elde edilir. h = h ve (Vx, F]l)(Yl, Z)-(Vy, Fll)(Xl, Z,)=0 [5] oldugu goz

Oniine alinirsa
(6X1hl)(Yl’ Zl) - (6Y1h1)(xl’ Zl) =0

ve

2 2

(6 X2 hz)(szzz)_(6 Y2 hz)(xzi Zz) #0.
elde edilir. Bu ise 6nermenin ispatin1 tamamlar.

Onerme 4.1.4. M, semi-simetrik metrik konneksiyonlu M =M, x, M, Riemann

caprasik carpim manifoldunun invaryant altmanifoldu olsun. QGF (TM,) ve

M, x; M,, Levi-Civita konneksiyonuna gore C sabit kesit egriligine sahip ise semi-
simetrik metrik konneksiyonuna gore, M, in kesit egriligi [c—#(Q)] dir fakat M,
kesit egrilikli degildir.

Ispat. M, x, M,, Levi-Civita konneksiyonuna gdre ¢ sabit kesit egrilige sahip ve

QeI(TM,) oldugunu varsayahm. Her X,,Y,,Z, e (TM,) ve X,,Y,,Z, €[(TM,)

vektor alanlari igin Lemma 4.4 [6] kullanilirsa

R(X,Y)Z, = Eal(xl'Yl)Zl + ﬁ-((j)[g(xl’ Z)Y,—9(Y., Z))X ] (4.1.14)

ve
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Rz(xz’Yz)Zz = Iiz(xz’Yz)Zz
_[gz(gradf , gradf)
.I:2

]{g (Yz’zz)xz - g(xz’zz)Yz}

+9(2,,V% Q)Y, - 9(Z,.V», Q)X,

+ 90X, ZV, Q- fo, (Y, Q)gradf} w19
—g(Y,, 2,4V, Q- fg, (X, Q)gradf}

+2(Q9(X,. Z,)Y, - 9(Y,.Z,)X,]
+[9(Y,.2,)7(X,) - 9(X,. Z,)7(Y,)IQ

+7(Z,)[7(Y,) X, —7(X,)Y,],

denklemleri bulunur, burada R, ve R, semi-simetrik metrik konneksiyona gore

sirastyla M; ve M, nin Riemann egrilik tensorii, R, ve R, ise Levi-Civita

konneksiyonuna gore sirastyla M, ve M, nin Riemann egrilik tensoriidiir.

M, x; M,, Levi-Civita konneksiyonuna gore C sabit kesit egriligine sahip oldugu

|gradf ||2

icin M; ve M, de sirastyla C sabit kesit egriligine ve €+ 7

kesit egriligine
sahiptir [5].
(4.1.14) ve (4.1.15) denklemlerinden

R (X, ¥)Z, =[c~Z(QI[9(%,. Z) X, ~9(X,, Z)Y]

ve
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d
Rz(X2’Y2)22 :{C ~(Q) ” ke ” }[g(Yz’Z)X (Xz’zz)Yz]

+9(Z,,Vx, Q)Yz—g(zz,%vz 9)X,
+9(X,.2, ){%Yz 3 fg,(Y,,Q)gradf }

—9(Y2,Z ){sz - fg,(X,,Q)gradf }

+HQ(Y,, Z,)7(X,) - g(X21ZZ)7f(Y2)]Q
+7(Z,)[7(Y,) X, — w(X,)Y,]

elde edilir. Bu ise 6nermenin ispati tamamlar.

Onerme 4.1.5. M, semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére M =M, x, M,
Riemann ¢aprasik ¢arpim manifoldunun invaryant altmanifoldu olsun. Qel (TM))
ve M;x, M,, Levi-Civita konneksiyonuna gore C sabit kesit egriligine sahip ise

semi-simetrik metrik konneksiyonuna gére M, ve M, sirasiyla C sabit kesit

||gradf ||

egriligine ve [c— ( ) #(Q)] kesit egriligine sahiptir.

Ispat. Burada Onerme 4.1.4 iin ispatina benzer bir yéntem kullanilacak. M, x, M,,

Levi-Civita konneksiyonuna gore sabit kesit egrilige sahip oldugunu ve Q e (T M,)

oldugunu varsayalim. Sonra M, ve M, sirasiyla C sabit kesit egriligine ve

ra
”g ” kesit egriligine sahiptir [5]. Lemma 4.3 [6] kullanilirsa

Ri(xl’Yl)Zl = Rl(X11Y1)Zl

ve

R,(X,.Y,)Z, =R2(X,,Y,)Z,

||gradf || o (Qf

f2 )+7%(Q~)][9(Y2'22)X2_g(xzizz)Yz]
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denklemleri bulunur. X,,Y;,Z, eI'(TM,) ve X,,Y,,Z,eI'(TM,) icin M,;x;, M,,
Levi-Civita konneksiyonuna gore sabit kesit egrilige sahip oldugu i¢in

Ri(X11Y1)21 = C[g (Y11 Zl)Xl - g(xl’ Zl)Yl]

ve

oradt " |

Rz(X2’Y2)22: fz

( )+ ZQMY(Y, Z,) X, —9(X;, Z,)Y, ]

dir, burada R, ve R, semi-simetrik metrik konneksiyonuna gore sirastyla M, ve M,

nin Riemann egrilik tensoriidiir. Bu ise 6nermenin ispatini tamamlar.
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4.2. QUARTER-SIMETRIK METRIK KONNEKSIYONA SAHIP RIEMANN
CARPIM MANIFOLDUNUN ALTMANIFOLDLARININ GEOMETRISi

4.2.1. Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyon

(M,§,F), Rieman ¢arpim manifoldu ve V, M iizerinde Levi-Civita

konneksiyonu olsun. Eger X,Y e [(TM) icin

T(X,Y)=#(Y)FX —#(X)FY (4.2.1.1)
ve

(Vx@)(Y,Z)=0 (4.2.1.2)

sartlar1 saglaniyor ise V ya M iizerinde quarter-simetrik metrik konneksiyon denir
[8], burada 7,

7(X)=4(X,Q).

seklinde tanimlanan M iizerinde Q vektor alan baglantili 1-formdur.
(3.3.5) ve (4.2.1.1) denklemlerini kullanilirsa
(VF)Y = #Z(FY)FX —#(Y)X + §(FX,Y)FQ-§(X,Y)Q (4.2.1.3)
bulunur. Burada (4.2.1.3) denkleminden ise
(Vi F)Y + (Ve F)FY =2{G(FX,Y)FQ-§(X,Y)Q} (4.2.1.49)
esitligi elde edilir.

M  iizerindeki V, M iizerindeki V quarter-simetrik metrik

konneksiyonundan indirgenmis konneksiyon olsun. Boylece X,Y e '(TM) igin
V.Y =V, Y +h(X,Y) (4.2.15)
denklemine V ya gore Gausss denklemi denir, burada h, (0,2) tipinde tensordiir.

(3.2.1) ve (4.2.1.5) denklemleri (4.2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa
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V.Y +h(X,Y) =Vx Y +h(X,Y)+ #(Y)FX — §(FX,Y)Q (4.2.1.6)

bulunur. Buradan da

V.Y =Vx Y +#(Y)FX —G(FX,Y)Q (4.2.1.7)

elde edilir.

R ve R sirasiyla V ve V ya sahipM Riemann manifoldunun egrilik

tensorleri olsun. Boylece her X,Y,Z € y(M) i¢in (4.2.1.1) denkleminden

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +2d#(X,Y)FZ + #(X)4(Y.Z)Q (4.2.18)
—-7Z(Y)G(X,Z2)Q+{z(Y)X - Z(X)Y}7(Z)

elde edilir [8].

4.2.2. Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonlu Riemann Carpim Manifoldunun
Altmanifoldlar:

Onerme 4.2.2.1. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann carpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. O halde
A Z + AW = Z(Z)W —72(W)Z

denklemi saglamrr ise QeI'(D") icin anti-invaryant distribiisyon D"

integrallenebilirdir.

ispat. M , quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann ¢arpim manifoldunun

semi-invaryant altmanifoldu olsun. Buradan
V,FW = (V,F)W + F(V,W)

dir. Burada her Z,W,Q eI'(D") i¢in (3.2.1), (3.2.2), (3.3.5), (4.2.1.1), (3.6.2), ve
(3.6.3) denklemleri kullanilirsa
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~A,Z+VEFW = fV,W + @V, W +Bh(Z,W)+Ch(Z,W)

(4.2.2.1)
-Z(W)Z -§(Z,W)Q

bulunur, burada h, quarter-simetrik metrik konneksiyonuna gére M nin ikinci temel
formudur. (4.2.2.1) denkleminden
-A,Z=fV,W+Bh(ZW)-7W)Z-§(Z,W)Q (4.2.2.2)
ve
ViFW = @V, W +Ch(Z,W) (4.2.2.3)

esitlikleri elde edilir. (4.2.2.2) denkleminde Z ve W vektoér alanlarmin rolleri

degistirilirse, esitlik
-AW =1V, Z+BhW,Z)-7(Z)W -gW,Z)Q (4.2.2.4)

seklinde olur. Boylece h nin M de (0,2) tipinde simetrik tensér oldugunu ve

(4.2.2.2), (4.2.2.4) denklemlerini dikkate alirsak

F[ZW]=—A,Z + AW —Z(Z)W + 7W)Z
denklemi bulunur. Buradan [Z,W]eI'(D") i¢in ancak ve ancak

A Z+ AW -7(Z)W +7(W)Z =0
olur. Bu ise 6nermenin ispatini tamamlar.

Onerme 4.2.2.2. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann carpim
manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. O halde Q eI'(D") icin
invaryant distribisyonu D integrallenebilir ve D nin integral manifoldu M de
tamamen jeodezik olabilmesi igin gerek ve yeter sart X,Y eT'(D) ve Z eI'(D")
i¢cin

g(h(X,Y),FZ)+#Z)§(X,Y) =0
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olmasidir.

Ispat. D invaryant distribiisyonu integrallenebilirdir ve D nin integral manifoldu M

de tamamen jeodezik oldugunu varsayalim. O halde her X,Y €I'(D) i¢in

V.Y eI(D) (4.2.2.5)

(3.2.1), (3.2.2), (4.2.1.1), (4.2.1.3) ve (3.6.2) denklemleri kullanilirsa, Z e (D")
icin

g(h(X,Y),FZ) =g(V,Y,FZ)
G(6XFY_(6XF)Y’Z)

§(V, Y,2)-§(X,Y)§(Q.2)
gV, Y, 2)-#(Z)§(X.Y)

(4.2.2.6)

bulunur. (4.2.2.5) ve (4.2.2.6) denklemlerinden
G((X,Y),FZ)+#(Z)§(X,Y) =0

elde edilir. Diger yandan §(h(X,Y),FZ)+7z(Z)§(X,Y)=0 oldugu icin her

X,Y eT'(D) ve Z eT(D") igin
gv, fy,z)=0
bulunur. Buda V, fY eI'(D) oldugunu gosterir.

Onerme 4.2.2.3. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M flat Riemann

carpim manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. Eger Q e I'(D") ve

(Vx DY, Z) = (¥ h)(X,Z) = 2d #(X,Y)FZ

ise Levi-Civita konneksiyonlu proper semi-invaryant altmanifoldlar bulunur. Bunlar

quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M flat Riemann ¢arpim manifoldunun icinde

egrilik invaryant altmanifoldudur.
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ispat. R, quarter-simetrik metrik konneksiyonu V gére M nin egrilik tensoriinii,

R ise Levi-Civita konneksiyonunu V gore egrilik invaryantini ifade etsinler. O

halde her X,Y eI'(TM ") igin (4.2.1.8) denklemi kullanilirsa
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z —2d #(X,Y)FZ — #(X)g(Y. Z)Q
—7(Y)9(X, 2)Q+{z(Y)X - 7Z(X)Y}7(2)

bulunur. Her X,Y eI(TM*) icin quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M nm R

egrilik invaryant1 flat oldugu i¢in denklem (3.2.1) ve dogrudan hesaplama ile

0=R(X,Y)Z+AxzY — Ay X +(Vxh)Y,Z)

— (Vv hY(X,Z) = 2d (X, Y)FZ - #(X)g(Y.Z)Q (4.2.2.7)
-72(Y)a(X,Z2)Q+{z(Y)X = 7(X)Y}7(Z)

denklemi elde edilir, burada h M nin ikinci temel formudur. (4.2.2.7) denkleminde

X,Y eI'(MM™") ve Q,Z eI'(D") alinirsa

(¥, h)(Y,Z)—= (¥, hY(X,Z) = 2d Z(X,Y)FZ

bulunur, burada, M,, D distribiisyonunun, M, ise D" distribiisyonunun integral

manifoldudur. Bu ise ispati tamamlar,.

Onerme 4.2.2.4. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann ¢arpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. Eger Q e I'(D) ve
h(FY,X)el'(V)
ise her X,Y eT’(D) ve Z eI'(D") igin M,, M de tamamen jeodeziktir.

Ispat. her X,Y eI'(TM*) ve Q,Z eI'(D") icin (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.3.4),
(3.3.5), ve (4.2.1.5) denklemleri kullanilirsa
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g(va’Z) = g(ﬁxY’Z) = g(ﬁxFY _(6XF)Y7 FZ)

(4.2.2.8)
=g(h(FX,Y),FZ)+g(FX,Y)g(FQ,FZ)-g(X,Y)g(Q,FZ)

bulunur. Boylece (4.2.2.8) denkleminden, V,Y €I'(D) olmas! igin gerek ve yeter
sart QeI'(D) ve h(FY, X)eI'(V) olmasidir.

Boylece (4.2.2.4) 6nermesinden agagidaki sonucu yazilabilir.

Sonuc 4.2.2.1. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann carpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. O halde M,, M de

tamamen jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart QeI'(D) ve M, D— jeodezik

olmasidir.

Onerme 4.2.2.5. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann carpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. Eger QeT'(D") (veya

Qel(V))ve
h(FX,Z)eT(V)

ise Z,W eT'(D") ve X eI'(D) i¢in M, tamamen jeodeziktir.

Ispat. QeI (D) (veyaQeI'(V)) ve h(FX,Z)eI'(V) oldugunu varsayalim.
ZW eT'(DY) ve X eT(D) icin (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.3.4), (3.3.5), ve (4.2.1.5)

denklemleri kullanilirsa

g(ﬁzwv X) = g(ﬁzw’ X) =—g(6ZX,W)
=—g(V,FX = (V,F)X,FW) (4.2.2.9)
=g(h(Z, FX), FW)+ #(FX)g(FZ, FW)
elde edilir. QeI'(D") (veyaQ eTI'(V)) ve h(FX,Z) eI'(V) oldugu igin

g(V,W, X)=0

olur. Yani V,W eI'(D"), bu ise énermemizin ispatini tamamlar.
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Sonuc 4.2.2.2. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann carpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. Eger QeI'(D") (veya

Qel(V))ve M, M de karma-jeodezik altmanifold ise, D* in integral manifoldu

M de tamamen jeodeziktir.

Onerme 4.2.2.6. M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann ¢arpim

manifoldunun proper semi-invaryant altmanifoldu olsun. Eger
QeI'(v)
h(z,U)el(V), ZeIl'(D"),Uel(TM)
ve
ViFW eI'(F(DY)), Z,W eT'(DY)
ise, M,, M nin tamamen jeodezik altmanifoldudur.

Ispat. (4.2.2.10) ve (4.2.2.11) denklemlerinin dogru oldugunu varsayalim. O halde
her Z,W,U eT(D"), X eI'(D) ve V eI'(V) igin, (3.2.1), (3.2.2), (3.3.4), (3.3.5),
(4.2.1.3) ve (4.2.1.5) denklemlerinden

g(ﬁZW, X) =—g(€ZX,W) :_g(ﬁzFX _(ﬁzF)X’ FW)
=—g(V,FX,FW)+g((V,F)X,FW)

(4.2.2.10)
=g(h(Z,FX), FW)+#(FX)g(FZ,FW)—#(X)g(Z,W)
= 7(FX)g(FZ,FW)—-#(X)g(Z,W)
g(V,W, X)=g(h(Z,W),FU)=0 (4.2.2.11)
ve
g(V,W,V) = g(F(V,W),FV) =g(V,FW —(V,F)W,FV)
=g(V,FW,FV)—g((V,F)W,FV) (4.2.2.12)

=g(V;FW,FV)-g(Z,W)g(Q.V)
=g(Z,W)g(Q.Vv).

dir. Simdi (4.2.2.10), (4.2.2.11), (4.2.2.12) denklemlerinden ve Q eT'(V) alinirsa
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g(V,W,X)=0,
g(V,W,Q)=0,
g(V,W,vV)=0

denklemlerini elde edilir. Yani V,W eI'(D') tir Boylece 6nermenin ispati

tamamlar.
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuglar

1-

Semi-simetrik metrik konneksiyona sahip Riemann c¢aprasik ¢arpim
manifoldunun invaryant altmanifoldunun Riemann c¢aprasik ¢arpim

manifoldu olmadig1 gosterildi.

Semi-simetrik metrik konneksiyona sahip invaryant altmanifold itizerindeki

integral manifoldlardan bir tanesinin egrilik invaryant altmanifold olmadigi

elde edildi.

M, quarter-simetrik metrik konneksiyonlu M Riemann caprasik carpim

manifoldunun semi-invaryant altmanifoldu olsun. O halde M,, M de
tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sart QeI'(D) ve M,

D — jeodezik olmasi gerektigi gosterildi.

5.2 Oneriler

Riemann ¢aprasik ¢arpim manifoldunun farkli konneksiyonlari ve altmanifoldlarinin

geometrisi incelenerek literatiire katkida bulunulabilir.
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