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KOMPLEKS DUZLEMDE BERNSTEIN - WALSH
ESITSIZLIKLERI

Cevahir Doganay GUN

Oz
C kompleks dizlem, GcC, L:=0G Jordan egrisi ile siirli sonlu bir
bolge ve Q:=C\G olsun. w=d(z) ile Q bolgesinden A:={w:|w|>1} bolgesine

d(2)
z

tanimli, ®(0) =00 ve lim >0 kosullarin1 saglayan konform ve yalinkat

Z—0

doniisiim gosterilsin. h(z), G'2G *de tammli agirlik fonksiyonu olsun. Her p >0
icin A (h,G) ile G bélgesinde analitik ve

[y = [0 (z)rdqjlw

kosulunu saglayan fonksiyonlar simifi; L kapali, Olgiilebilir egri olmak {izere,
L, (h,L) ile L Uzerinde integrallenebilen ve

. [Jh N @f |dz|}

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi gosterilsin.
Her neN icin g, ile derecesi n’yi agmayan cebirsel polinomlarin sinifi

gosterilsin. Bu tez’de; X :=C(G); Y := £, (h,0G) veya Y := A, (h,G) olmak iizere,
her P e, icin asagidaki iki problem kompleks diizlemin gesitli bdlgelerinde

incelenmistir:
Lo Rl <a(he)R, . #,(0,G) >0, N>,
nn(h’G) n+.
2. |Pn(z)|§m||Pn”Y |CD(Z) fzeQ, n,(h,G) > o, n — .

Yani, u, ve 7, saylarimin oco’a gitmesi, h ve G’nin geometrik
Ozelliklerine bagl olarak incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cebirsel Polinomlar, Konform Doniisiim, Yari
Konform Déniisiim, Yart Konform Egri, Diizgiin Egri, Bernstein-Walsh Esitsizlikleri

Damisman: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV, Matematik Ana Bilim
Dali, Mersin Universitesi
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BERNSTEIN - WALSH INEQUALITIES IN THE COMPLEX PLANE
Cevahir Doganay GUN

ABSTRACT

Let C be complex plane, G —c C be a finite region bounded by a Jordan
curve L:=0G and Q:=C\G. Let w=(z) be the univalent conformal mapping of

Q onto the A:={w:|w|>1} normalized by ®(c) =00 and im 2 S0 Let h(z)

77— Z
be a weight function defined in G'>G. For any p >0, letus denote by A (h,G)

the class of functions f which are analytic in G and satisfying the condition
1

1o 0@l 2 0| <

Let £ (h,L) denote the class of functions f which are integrable and
satisfying the condition

1], 00, :=[Jh<z>|f<z>|*’|dz|J »

when L is rectifiable curve.
Let ¢, denote the class of arbitrary algebraic polynomials of degree at most

neN. In this thesis, for any P, eg,, following two problems have been
investigated in various regions of the complex plane:

L Rl cm(hG)R],. #4,(n,G) =, n— o,
nn(h’G) N+
2 R@Is oy Rhle@™, ze0 nh6) > noe

where X :=C(G); Y := £,(h,8G), Y = A, (h,G).
It is shown that 2, and 7, tends to o depending on geometric properties of
hand G.

Key Words: Algebraic Polynomial, Conformal Maping, Quasiconformal
Maping, Quasiconformal Curve, Smooth Curve, Bernstein-Walsh Inequalities

Advisor: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV, Department  of
Mathematics, University of Mersin
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SIMGELER VE KISALTMALAR

C Kompleks sayilar kiimesi

C Cu{wo}

N Dogal sayilar kimesi

= Tanim olarak esit

AeG A Dbolgesi kompakt olarak G bdlgesine dahildir.
do, dxdy (z=x+iy)

oG G bolgesinin sinirt

G G bolgesinin kapanisi

CG G bolgesinin timleyeni

z z kompleks sayisinin eslenigi

mesy y egrisinin bir boyutlu Lebesgue 0l¢iisu
mesD D kumesinin iki boyutlu Lebesgue 6l¢si
intL L egrisinin i¢i

extL L egrisinin dis1

dist(z,B)  z noktasinin B kiimesine uzakhg
B(z,,T) {z:]z2-12,| <1}

Q extG
Q(z,6) QnB(z,6), z€Q

A ext{w:|w| >1}

A(z,6) extB(z,6)

a<b a<ch, c, aveb’ye bagli olmayan pozitif bir sabit
axb a<bveb=<a
A(G) G bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin kiimesi

A(G) G bolgesinde analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarin

kimesi
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1. GIRIS

XX yiizyilin baglarindan itibaren, reel ve kompleks degiskenli cebirsel
polinomlarla ilgili bir cok problem (sifir yerlerinin dagilimi, ekstremallik 6zellikleri,
modiilce artiglar vs.) bir cok matematikginin ilgi odagi olmustur. Bu tiir problemler,
yaklagim teorisinin diiz ve ters problemlerinde sikc¢a karsilagildigi gibi, arastirma
konular1 da olmustur. Bu problemlerden birisi de, cebirsel polinomlarin verilmis
kiimedeki her hangi bir normunun (s6z konusu uzayda), kiime genislerken nasil

degistiginin takip edilebilmesidir. Baska bir deyisle, M,M, c C, M < M, kiimeler

ve P, herhangi bir polinom olmak lizere sup|P,(z)| sayismmn sup|P,(z)|=:L sayisina
M

2eM, 2
nazaran nasil degistiginin ve degismenin Nn’ye gore nasil artig gostereceginin
incelenmesidir. Bu problemle ilgili ilk ¢alisma, M kimesinin dogru pargasi olmasi
durumunda, 1912 yilinda Bernstein S.N. [1] tarafindan ele alinmistir. Daha sonra
1922 yilinda Faber G. [2], M kimesinin sonlu sayida egrilerle simirli olmasi
durumunda, 1926 yilinda ise Walsh J.L.[3], genel halde problemi ¢ézmiislerdir. 1937
yilinda Hille, E., Szegd, G., Tamarkin, J.D. [4] benzeri problemi, M kiimesi
Olgiilebilir kapali Jordan egrisi olmasi halinde egrisel integral normuna gore
incelemislerdir. Benzeri problem, alan tizere integral normuna gore bazi ek kosullara
sahip Jordan bolgeleri i¢in 1985 ve daha sonraki yillarda F.G. Abdullayev [6, 7]
tarafindan incelenmistir.

Walsh J.L. ([3, 5.119-127]) tarafindan, verilmis kiimede polinomlarin egrisel
veya alan Uzere normlarin bilinmesiyle, buna gore kiimenin genislemesi ile bu
polinomlarin médiilce artisinin incelenmesi problemi ele alinmigtir.

Bu calismadaki esas amag; a) kompleks diizlemin g¢esitli bélgelerinde,
yukarida ifade edilen problemin ¢odziimiiniin incelenmesi; b) polinomlarin bakilan
sonlu bolgede artislarinin elde edilmesi ve ¢) sonsuz ve sonlu bolgelerde elde edilen
her iki sonucu birlestirerek polinomun modiilce artisinin bolge ve diger verilenlere
(agirhik fonksiyonu, uzayin parametreleri vs.) nasil baghh oldugunun ortaya
konulmasidir.

Esas problemin ifade edilmesi icin Once bazi tanim ve isaretlemeler

verilecektir. Bu tezde, G kompleks diizlemde L:=0G Jordan egrisiyle sinirli sonlu
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bir bblge ve genelligi kaybetmeden 0eG kabul edilmistir. Q:=extL olsun.

w=®(z) ile Q bolgesini A:={w:|w|>1} bolgesine konform ve yalinkat resmeden

ve @(o0)=oo, Iim%>0 kosullarimi saglayan doniisiim gosterilsin. Her R>1

Z—0 Z
sayist igin L, =={z:|®(z)| = R} olmak Uzere G, :=intL, , Q, =extL, olsun.
h(Z), herhangi bir tespit edilmis R>1 icin G, bodlgesinde tanimli bir

agirlik fonksiyonu olsun. Her p >0 igin A (h, G) ile, G bolgesinde analitik ve

[[n@]f (2) do, <o

G

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi isaret edilsin, burada o ile G tizerinde taniml
iki boyutlu Lebesgue olglisii gosterilmektedir. A (1,G)=A (G). Bu uzayda

yarinorm ( p>1 i¢in norm, 0< p <1 i¢in p-norm)

1 ) = (”h(z)|f (2) dasz

olarak tanimlansin.

Benzeri sekilde, L:=0G olgiilebilir Jordan egrisi olmakla f:L —>C

olcllebilir ve
[h@)|f (2)|dz] < =0
L

kosulunu saglayan f fonksiyonlar simfi £ (h,L) ile gosterilsin ve

!
o= [0
olsun.
M < C sonlu kiimesinde siirekli fonksiyonlar smifi C(M ) ile gosterilsin
ve f eC(M) icin
||f||C(M) =sup{|f(2)|:zeM|

olarak ele alinsin.

¢, ile derecesi n’yi agmayan cebirsel polinomlar sinifi gosterilsin.
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Verilen bir P, €, polinomunun ele alinan kiime iizerinde herhangi bir
uzaydaki (C(G), L,(h,L), A, (h,G) vs.) yarinormunun, bu kiimenin genislemesine

bagli olarak artisinin bulunmasi ile ilgili asagidaki sekilde verilen esitsizlikler

Berstein-Walsh esitsizligi [3, s.77] olarak bilinmektedir:
P

n

.. <A(nGG)|R[,, G=G". (1.1)

Eger ele alinan kiime G bdlgesi ve norm olarak diizgiin norm ele alinirsa,

bilindigi gibi, klasik Bernstein-Walsh Lemmasi (G bolgesi i¢in tasarlanmig haliyle)
P (2)]<[@(2)
esitsizligini vermektedir [3, s.77]. Buradan, 6zel halde

[Pl <R IRillege (1.3)

n+l

[Pl 2@ (1.2)

bulunur. Yani, G bolgesi G, bolgesine kadar genisletildiginde ”Pn”c(E say1st en

fazla ||P| o(5) SAYISIIN R™* kati kadar artacaktir.

Bu tezde; ilk once (1.1) esitsizligi, kompleks diizlemin gesitli bolgelerinde
ve cesitli normlarda incelendi. Elde edilen sonuglarda, polinomun normunun
bolgenin geometrik Ozelliklerine ve uzaymn parametrelerine gore nasil degistigi
gosterildi. Daha sonra, X :=C(G) ve Y :=£,(h,L) ve Y :=A (h,G) uzaylarndan
birisi ve P,, keyfi polinom olmak Uzere,

[Rull < B(n.h.G)[R], (14)
seklindeki esitsizliklerin bulunmasi problemi incelendi. Burada B(n, h,G) genelde

n,h ve G’ye bagh bir sabittir. Son olarak, (1.2) ve (1.4) degerlendirmeleri

birlestirilerek, verilmis polinomun modiilce artisin1 tim C de degerlendirmesi elde
edildi.

Bu tezin, Materyal ve Yontem kisminda esas teoremlerin ifade ve ispatlar
i¢cin gerekli tanim ve kavramlarin yanisira yardimci lemmalar ve yardimci teoremler

verilecektir. Bulgular ve Tartisma kisminda esas teoremler ve sonuglar verilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Bernstein S.N. 1912 yilinda [1], M =[-11] olmasi durumunda P,(x)

polinomun [P, [, ., = Xr2§11>’§]|Pn(x)| normu ile,

1 1 =
w=J(z) :E(Z +;):{z |z|>1} - Cu—[-11]
ve
G, ::{z 1z=J37(w):|w[=R >1}
olmak (zere, ||Pn|| Gy = %X|Pn(z)| normu arasindaki baglantiy1 vermistir.

Gostermistir ki,

P|l= nEal>§]|Pn(x)| normu G, kimesinde en fazla R" defa artar,

yani

[Prlles., <RI (21

c(-11)
Faber G. [2], M kiimesi sonlu sayida egri ile sinirlt oldugu durumda, Walsh
J.L. [3, s.77-78] ise, M kimesi, tuimleyeni oo- u igeren keyfi K kontinuumu

oldugu durumda (2.1) in benzerini

IP.(2)| <R"[P[c,» 2€C\K (2.2)
bulmuslardir.

Daha sonra Walsh J.L. [3, s.92-101] tarafindan (2.2) seklinde esitsizliklerin,
sag tarafta farkli yarimormlar ele almakla, egriler ve bolgeler i¢in incelenmesi devam
ettirilmistir.

Hille, E., Szegd, G., Tamarkin, J.D. [4], (2.1) seklindeki esitsizligi, her
hangi bir kapali Olgiilebilir Jordan egrisi i¢in elde etmisler. L kapali Olgiilebilir
Jordan egrisi, G =intL, L,:={z:|®(z)|=R} G bolgesinin dis seviye egrisi ve
Gy =intL; , Qg =extL; olsun. Hille, E., Szegd, G., Tamarkin, J.D. [4] de, her

p >0 icin

1
n+=
[Pl <0 P IR

saglandigini gostermislerdir.
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1986-2004 yillarinda Abdullayev F.G. [5, 6, 7] tarafindan her p >0 igin

1

Pl <R P IRy L= R-1 @3)

saglanacak sekilde n ve R den bagimsiz bir c¢=c¢(G)>0 sabitinin oldugu
gosterilmistir.

2009 yilinda Stylianopoulos N. [8] Ankara’daki sempozyumda ve daha

sonra [9], L -nin Olgiilebilir yarikonform egri olmasi halinde
C n+1
P, (2) ST L)Jﬁ 1Pl o [2@, z€Q, (2.4)

esitsizliginin bir ¢ =c¢(G) >0 sabiti igin saglandigin1 gostermistir. Boylece, keyfi
cebirsel polinomun tim C da artisini incelenmesi i¢in zemin yaratmistir.

2010-2011 yillarinda Abdullayev F.G., Aral N.D. ve Ozkartepe P. [10, 11]
(2.4) seklinde degerlendirmeleri incelemis ve bazi yarikonform ve daha genis
bolgeler igin benzeri sonuglar elde etmislerdir.

Bu calismada arastirilan 2. problem
”P“ ”0(5) 3 u(n, h, G)” Pn ||Ap(h,G) (2-5)

seklinde degerlendirmelerdir, burada u(n,h,G) — o, n —>o. Bu kapsamda ilk

sonu¢ Jackson D.’a [12] aittir. Daha sonra Szeg6 G. ve Zigmund A. [13], Suetin P.K.
[14,15], Mamedhanov D.L. [16,17], Nikol’skii S.M. [18], Pritsker 1. [19],
Abdullayev F. G. [6, 7, 20], Andrievskii V.V. [21] vb. (daha fazla referans i¢in bkz:
Milovanovic G.V. [22]) tek ve ¢ok degiskenli polinomlar i¢in benzeri sonuglari elde
etmislerdir.

Boylece, (2.4) ve (2.5) seklinde esitsizlikleri birlestirmekle polinomlarin

bitiin kompleks dizlemde modilce artiglar takip edilebilmektedir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel

teoremler verilecektir.
3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 3.1.1. G — C klimesi igin
i) G bir agik kiimedir,
i) Her ¢&,,&, €G icin bu noktalar birlestiren, y — G olacak sekilde en az

bir 7 :=y(£,,¢,) yay: vardur,

kosullar1 saglaniyor ise G kimesine kompleks duizlemde bir bolge denir [23].
Kapali ve baglantili bir kiimeye Kontinuum adi verilir.

Tanim.3.1.2. f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda taniml

olsun. Eger,

1)1 (z)

o 77,
varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Bu limit degeri
f'(z,) ile gosterilirve f'(z,) sayisina f "nin z, noktasindaki tiirevi denir. Yani
f'(z,) degeri

{(2,)=tim D= (%)

gl -1,

olarak tanimlanir [23].

Tanim 3.1.3. f fonksiyonu tanimli oldugu z, noktasmin belli bir
B(z,,r) ::{z:|z—zo|< r} komsulugundaki tiim noktalarda tiirevlenebiliyorsa f

fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir [23].
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Eger G ’de tamimli f fonksiyonu, her bir z € G noktasinda analitik ise f
fonksiyonuna G ’de analitiktir denir. G ’de analitik tim fonksiyonlarin kiimesi

A(G) ile, G’de analitik ve G *da siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi A(E) ile

gosterilir.

3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRI VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Tamm 3.2.1. a, beR ve a<b olsun. z=z(t):[a,b]>C srekli
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir ve y ile isaretlenir. z(a) noktasina

y egrisinin baslangic noktasi, Z(b) noktasina ise bitis noktas1 denir.

1) z(a) = z(b) ise y egrisine kapali egri denir.

ii) Her t,t,e[a,b] icin t #t, oldugunda z(t)=z(t,) ise y egrisine
Jordan yayi, eger sadece ug noktalarinda z(a) = z(b) ise y egrisine Jordan egrisi
denir.

iii) Vte[a,b] icin z'(t) var ve stirekli ise y egrisine diferansiyellenebilir
egri denir. Buna ek olarak Vte[a,b] icin Z'(t);éO ise y egrisine diizgiin egri
denir.

1v) [a,b] araligmin  sonlu tane noktast1 haric y  egrisi

diferansiyellenebiliyorsa, bu s6z konusu noktalarda y'’niin sag ve sol tlrevleri var
ve bu tlrevler y’nin bu noktalardaki sag ve sol limitlerine esitse y parcali

diferansiyellenebilir egridir denir [24].

V) y pargali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger » egrisinin
diferansiyellenebildigi her te[a,b] icin »'(t)=0 ise y, parcali diizgiin egridir
denir.

vi) Her z,,z, ey cifti icin s(z,,2,), z,’i z,’ye birlestiren, egri tizerindeki
en kiigik yay uzunlugu olmak iizere bir c;:=Cy(y)>1 sabiti vardir Syleki

$(2,,2,) <y |z, — 2,| ise y’ye yar: diizgiin bir egri denir.
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Tanmm 3.2.2. G c C bir bolge olmak tzere G bolgesinden alinan her bir

kapali y egrisii¢in inty — G oluyor ise G bdlgesine basit baglant:l: bélge denir.

Teorem 3.2.1. (Jordan Egri Teoremi) y, C’da kapali bir Jordan egrisi
olsun. Bu takdirde » egrisi kompleks diizlemi ortak sinirlart » olan biri sonlu, digeri
sonsuz iki ayrik bolgeye ayirir. Bu bolgelerin her biri basit baglantilidir [24].

[a,b] araliginin P ={t,,t,,...,t,} seklindeki tim parcalanislarinin ailesi P
ile gosterilsin ve ¢, (P)=>"|z(t,) — z(t,,)| olsun. Eger,

k=1

limsup{/,(P):PeP} <o

ise y egrisine ol¢iilebilir egri denir.

Teorem 3.2.2. Eger y pargali diizgiin egri ise bu egri Olctlebilirdir ve

mes(;/)zi

z'(t)|dt

dir [24].

Tamm 3.2.3. y egrisinin dogal denklemi z:z(s), 0<s</, {:=mesy,
olsun. Eger, y egrisine her bir z(s) noktasinda cizilen tegetin OX ekseni ile pozitif
yénde yaptigi a1 6(s):=6(z(s)) s’nin siirekli fonksiyonu ise bu egriye siirekli

degisken tegete sahip egri denir ve bu 0zellige sahip egrilerin sinifi C, ile gosterilir.

Tammim 3.2.4. G bolgesi L Jordan egrisi ile sinirli bir bolge olsun ve

{zj}r::l noktalart L egrisi lizerinde yerlessin. Eger L egrisi {ZJ.}T_l kose

noktalarinda kesisen (G'a gore) ve bu noktalarda A, 0<A; <2 dis agilarim

olusturan sonlu sayida L; €C,, j=1,2,..,m yaylarmin birlesiminden olusuyorsa L
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egrisine parcal diizgiin (siirekli degisken tegete sahip) egri denir ve bu ozellige

sahip egrilerin smifi C, (4,,..., 4, ) ile gosterilir.

Eger LeC,(A4,...4,) ise GeC,(A4,...4,) yazilr. Eger m=1 ise

GeC,(4), 0<A<2, yazilr.

Tammm 3.2.5. a,b,c,d,e ve f birer reel say1 olmak tizere kompleks
dizlemde G:={z=x+iy : a<x<b,d<y<f}u {z=x+iy:a<x<c,d<y<e}

seklinde tanimlanan bolgeye L — sekilli bolge denir.

Tanim 3.2.6. S < C bir kime ve f:S — C bir fonksiyon olsun. 0 <a <1

olmak tizere 3A>0 oyle ki Vz,,z, €S igin,

|f(z)- T (z)|<Alz-2[

saglaniyorsa f fonksiyonuna o mertebeden Hélder kosulunu sagliyor denir ve
f eH“(S) veya f e Lipa ile gésterilir. H(S):=H(S) olsun.

Asagidaki 6zellikler saglanir:

1) fe H(S):> f eC(S)

2) B<a olmakizere f eH*(S)= f e H/(S) dir.

Yani H*(S) < Hﬁ(S) dir.

3) feH(S),geH(S) olmak iizere,

frgeH(s), f.geH(s), %eH(S)(g £0)

dir [25].

Tanim 3.2.7. f ’nin teget doniisiimiiniin z, noktasinda yonii degismiyor ve

a) agilar1 degismiyor,

b) kareyi kareye resmediyor,

C) cemberi gcembere resmediyor,
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kosullarindan herhangi birini sagliyorsa z, € C noktasinda R* diferansiyellenebilir
f doniistimiine bu noktada konform denir.
Eger f :D — C birebir, 6rten ve D ’nin her bir noktasinda konform ise f

fonksiyonuna D bélgesinde konform doniisiim denir [26].

Asagida verilen teorem konform doniisiim teorisinin en Onemli

teoremlerinden biri olan Riemann Doniisiim Teoremi’nin bir sonucudur.

Teorem 3.2.3. G c C smirinda en az iki tane nokta iceren basit baglantilt

bir bolge olsun. Bu durumda G bélgesini B(0,1) :={W:|w|<1} dairesine resmeden

ve ¢(0)=0, ¢'(0)>0 kosullarimi saglayan bir tek W= ¢(z) konform déniisiimii
vardir [24].

Teorem3.2.4. Q:=C\G ve A:={w:|w|>1} olmak lizere

®(0) =0 Ve Iim%>0

Z—0 Z

olacak sekilde bir tek @ : Q2 — A konform doniistimii vardir.

Tamm 3.2.8. 0<r <1 ve R>1 olsun. Budurumda,
L ={zeG:|p(2)|=r <1}, Ly ={zeQ:|®(2)|=R>1},

egrilerine sirastyla i¢ ve dis seviye egrileri denir. Agik olarak L, =L dir.

Tanmm 3.2.9. y, denklemi z=2z(t):[a,b] > C olan diizgiin egri ve f

fonksiyonu y egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise,

[ f(2)dz:= f f(z(t)) Z'(t) dt,

V4 a

integraline f nin y egrisi tizerindeki integrali denir.

10
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Teorem 3.2.5. (Cauchy integral Formiilii) G < C sonlu bir bolge ve
f € A(G) olsun. y, int y G kosulunu saglayan olgiilebilir Jordan egrisi ise her

Zeinty icin

_1 e
f(z)_zniig—zdf

dir [27].

Teorem 3.2.6. (Sonsuz Bélgeler icin Cauchy Integral Formiilii) G bir
bolge, L:=0G, negatif yonli, kapali, Olciilebilir bir Jordan egrisi olsun.

f(2)eA(Q\G) ise
L) e £ (o0)- cO\G
2”i!g_zdg_f( )-1(z), zeQ\G
dir [28].

Teorem 3.2.7. (Maksimum-Modulus Prensibi) G — C Jordan egrisi ile

smirl1, sonlu bir bélge olsun. Eger, f e A(E) ve f sabitten farkl ise | f| maksimum

degerini 0G ’de alir [27].

GcC, L=0G Jordan egrisi ile sinirl sonlu bir bolge; h(z)>0, G de
taniml1 integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

0<J;3J‘h(2)d0Z <00

kosulunu saglarsa h’a, G tizerinde tanimli agirlik fonksiyonu denir.

Tamm 3.2.10. G c C bir bolge, h(z) G ’de tanmimli bir agirlik fonksiyonu

ve p>0 olsun. G bolgesinde tanimli, Olgtlebilir ve
[[n(2)|f(z)'do, <e0
G
kosulunu saglayan fonksiyonlar smifi Lp(h,G) ile gosterilir. Eger h(z)sl ise

L,(LG)=L,(G) dir.

11
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Tanmm 3.2.11. G<C sonlu bir bolge ve h(z), G’de tamml agirhk

fonksiyonu olsun. p >0 olmak lizere G ’de analitik ve

1
o= 00 2, <
kosulunu saglayan fonksiyonlar siifi A (h, G) ile gosterilir. Bu simif
A, (n.G):={f:f e A(G)NL,(h,G)
ile de gosterilir. Ozel halde h(z)=1 alinrsa, A (G):= A, (1,G) olarak gosterilir.

If ||Ap(h’G) , p=1icinnormve 0< p <1 igin yar1 normdur.

Teorem 3.2.8. Gc C bir bolge olsun. p=>1, l+1:1 olmak Uzere

q
fel,(G), geL,(G) ise,
f(z)g(z)da (H|f(z)| da] [Ij|g(z)|qdaz]q,
f,geLp(G) ise

Uj|f(z)+g(z)|pdasz g(mf(z)r’dazJp +Uj|g(z)|pd02]p

esitsizlikleri saglanir.

Bu esitsizliklere, sirasiyla, Holder EsitsizIligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir [29].

Ozel halde p=qg=2 durumunda

{yporen e

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Shwarz EsitsizIligi denir.

12
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Tamm 3.2.12. G < C sonlu bir bélge, L:=0G kapali, 6l¢iilebilir egri ve
h(z), G’de tammh agirhk fonksiyonu olsun. p>0 olmak Uzere L Uzerinde

integrallenebilen ve

[h(2)|f @) |dz] <o

L
kosulunu saglayan fonksiyonlar sufi £, (h,L) ile gosterilir. Ozel halde h(z)=1
alimirsa, £,(L,L)=L, (L) olarak gosterilir. p>1 olmak uzere £ (h,L) uzayinda

norm

1], 0 :=[Jh<z>|f<z>|"|dz|] <o

biciminde tanimlanir. Bu durumda da 0< p <1 igin | f| , yar1 normdur.

£,(h,L)

Tanmim 3.2.13. G c C bir bolge, f :G — C bir fonksiyon ve p >1 olsun.
i) f e ACL(G),

if) VB @G kompakt kiimesi igin f,, f L (B)

kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna G bolgesinde L, —tlrevlenebilirdir

denir.

Teorem 3.2.9. (Green Formuli) G < C sonlu bir bolge, f:G—>C,

L, —turevlenebilir bir fonksiyon ise D < G 6lgllebilir sinirli Jordan bélgesi i¢in

[ f(£)de=2i[[ 1.(¢) do,

oG

dir [30].

13
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3.3. YARIKONFORM DONUSUM VE EGRILER

Tamm 3.3.1. G,H < C herhangi iki bolge; f:G - H ise VzeG igin
J. (2) ::|fz(z)|2—|f7(z)|2 >0 kosulunu saglayan ve C' smifindan olan bir
homeomorfizm olsun. Eger,

pl AL HL@L
fz(z)| —|f7(Z)|

ise f fonksiyonuna G bolgesi iizerinde tanimli bir K —yarikonform doéniisiim,

0 (3.1)

2eG

K >1 sayisinada f doniisimiiniin yartkonformluk katsayis: denir [31].

Tanimdan gorilir ki f fonksiyonu G bolgesinde K —yarikonform

L iseher z¢G icin f-(2)
K +1 f(2)

doniisiim ve Kk = <k <1 dir.

Yarikonform doniisiimiin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir [31].

1) 1l-yari konform doniisiim konformdur.
i) f, K —yar konform ve f,, K,-yarnkonform doniigiimleri verilsin.
f, o f, bileske doniisiimii K - K, —yarikonformdur.

iii) f doniisiimii K —yar1 konform ise f *de K—yarikonformdur.

Tamim 3.3.2. Kapali bir L Jordan egrisi (yay1) verisin. f:D>L — D',
K —yarikonform doniisiimii olmak tzere f (L) ¢ember (dogru pargasi) ise L egrisine

(yayma) K —yarikonform egri (veya K —yarikonform yay) denir [31]. (bkn. Sekil-1)

Sekil-1

14
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F(L), L’yi c¢embere (araliga) resmeden f:Do>L—>D" tim

homeomorfizmalarin kiimesi ve

< = inf Ll
eFO[f ||,

olsun.
Eger K, <o ise, L egrisine yarikonform egri denir. Eger
L, K —yarikonform egri ise
K <K (3.2)
dir [32], [33].
L egrisi herhangi bir K >1 sayisi i¢in K -yarikonform egri ise, o halde L

ye yartkonform egri denir.
Tanim 3.3.2’de D=C veya D = C olmak tizere iki durum séz konusudur:

i) D=C durumunda Tanim 3.3.2’ye K —yarikonform egrinin ‘‘global’’

tanmimi denir ve yarikonformluk katsayisi (3.1) yardimiyla hesaplanir.

ii)D=C durumunda Tamm 3.3.2°ye K —yarikonform egrinin “‘lokal’’

tanimi denir ve yarikonformluk katsayisi (3.2) yardimryla hesaplanir.

Teorem 3.3.1. L bir Jordan egrisi, z,,z, €L, z, #z, keyfi noktalar ve
/(z,,z,)c L, z, ile z, noktasina birlestiren kiiciik ¢apli yay olsun. L egrisinin
yarikonform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

|2, — 2, +|2, - 2,

sup
el Z, —17
O e

<00

olmasidir [30].

Uyan 3.3.1. Yarikonform egriler sifir ac1 igermez.

Uyan 3.3.2. Yarikonform egriler lokal 6l¢iilebilir olmayabilir.

Teorem 3.3.2. L analitik yay veya egri ise 1—yarikonformdur [7].

15



Giin, C.D. 2014. Kompleks Diizlemde Bernstein — Walsh Egitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

Sonu¢g  3.3.1. GeC, ise 0G=L egrisi  Ve>0 icin

(1+ &) —yankonformdur.

Tanmm 3.3.3. Lc C bir Jordan egrisi; y:C — C donilisiimii altinda
y(intL)=extL, y(extL)=intL ve Vzel igin y(z)=2z olsun. Eger y:C—>C

yarikonform ise y doniisiimiine L egrisine gore yarikonform yansima denir [31].

Teorem 3.3.3. L < C bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore yarikonform

yansimanin olmasi i¢in gerek ve yeter sart L egrisinin yarikonform egri olmasidir
[31].

Uyan 3.3.3. "a<b" ve"axb" sembolleriyle c,c ,c, pozitif sabitler
olmak (izere sirasiyla a<cb ve c.a<b<c,.a gosterilir. Burada c,c,,c, sabitleri a

ve b sayilarindan bagimsizdir.

Teorem 3.3.4. L egrisi K-yarikonform egri olsun. O zaman L egrisinin
belli bir komsulugunda smirli kismi tirevlere sahip olan bir yarikonform yansima

vardir [31].

Ozel olarak, L egrisinin belli bir komsulugundaki her bir z igin

zel (3.3)

ly(2)-7|~|z-7'
saglanir [31].

Sonug 3.3.2. L egrisi K-yarikonform egri, o¢ L, G=intL ve Q=extL
olsun. Bu durumda, L’ye gore c,(K)—yarikonform y(z) yansimasi vardir ve bu
yansima,;

i) aeG sabit bir nokta dyle ki, a=y(x) olmak Uzere; y(z)yansimasi

C\(Lu{a}) bolgesinde siirekli tiirevlenebilir.

16
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i) Yeterince kigik >0 sayisi ve B(a,8) igin  B(a,&):=y(B(a,d))

olsun.

C=C\(B@9) uB(@9).
bolgesinde (3.3) saglanir,
iii) Her ze C\L igin |y,|<c(K,5), ¢(K,8)™ <|y,|<c(K,5) ve zgC\L

icin
|yz|<{'y‘z"2; ee@o)
lz-a[", zeB(a, o)

ve
y |~{|y(z)|2 ,  2eB(a,9)
U |jz-a",  z2eB(@o)

Ozelliklerine sahiptir [31].

Tanim 3.3.4. Eger, her v : {W 2 |W| < l} — G konform ve yalinkat doniisiimii

C—»C’a K -yarikonform (K = H—Kj doniistimiine kadar genisletilebilirse G
-K

bolgesine x — yaridaire (0<x <1) denir,

Eger, herhangi bir 0<x<1 igin G bolgesi (L egrisi) x—yaridaire
(x —yarigember) ise G bolgesine (L egrisine) yaridaire (yarigember) denir.

Bu smif Q(x), (0<«x<1) ile gosterilecektir ve eger GeQ(x) ise
L:=0GeQ(x), (0<x<1) yazilir. Eger herhangi bir 0<x <1 igin GeQ(x)
(LeQ(x)) ise G Dbolgesi (L egrisi) Q smifindandir denir ve GeQ (Le€Q)

seklinde gosterilir.

Tamm 3.3.5. Eger GeQ(x), (0<x<1) ve L:=0G egrisi olgilebilir ise

G bolgesi Q (x), (0< & <1) simifindandir denir.

17
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Tanmim 3.3.6. ¢ bir Jordan yay1 olsun. Eger ¢/ yayr 3 0<«x <1 igin bir

K —yarl gemberinin bir pargasi ise ¢ yayina yaritkonform yay denir.

R>1 icin L =y(Ly), G :=intl", Q" :=extL" olsun. @,:Q"—>A

konform bir déniisim olsun (P (%)=00, lim 2(2)

Z—00 Z

>0). Bu durumda
|z—t|=d(z,L;) olacak sekilde ze L™ ve te L igin
d(z,L)=<d(t L) =d(z L)
@ (2)|<|@g (1) <1+c(R-1) (3.4)

dir. Burada L, == {g:|d>(g)|: R, R >1} ve ¢, R ’den bagimsiz bir sabittir [7].

Lemma 3.3.1. L, K —yarikonform egri z, el ve
2,,2,€GN{z:]z-7|< cd(zl,LRO)} w, =F(z,), j=123
(22,23 eQm{z:|z—zl|3cd(zl,Lr0)}, w, =®(z;), j=12,3)olsun.

Eger |z, — 2,|< |z, — 2, ise

i) W, —w, | g —w

K2 K2

W, — W,
W, — W,

~ |21_23|< |W1_W3
|21_22| |

i)

Wl_W2|

saglanir [34], burada R, >1 tespit edilmistir ve r, = R, dir.

Sonug 3.3.3. Lemma 3.3.1'de z, e L, (25 Ly ) ise

KZ K72
W, —w, | < |z, - 7,|<|w, —w,|

dir.

18
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Lemma 3.3.2. G bdlgesi 30<x <1 igin bir x—yaridaire olsun. Bu

durumda, Vw,,w, € Q igin

1+x

[P (W)= (W) - |w, —w,|

dir [31].

Sonug 3.3.4. Eger GeC, ise Ve>0 igin

1+e 1-¢

|w, —w,

<]z, =z, < [w, — g

esitsizligi saglanir.

Lemma 3.3.3. GeCy(4, 4, 4;), 0<A; <2, j=12,...,m olsun. Bu
durumda,
|) Her bir WEAJ- |(;|n ‘W_erﬁg-<“P(W)—‘P(WJ.)‘-<‘W—WJ.‘AJ_€ ve

Ai—l+e

|W—Wj| L |‘P’(W)| < |W—Wj |Z"7H ,

1+e 1-¢

i) Her bir weA-A; icin [w-1 ve

-<d(‘P(W),L)-<||W|—l

i -1

‘< |‘P’(W)| < ||W|—l|_g

saglanir.

Sonug¢ 3.3.5. (3.4)’Un sol tarafi keyfi continuum igin
d(z,L)~(R-1)’
bicimindedir [31].

G kimesi L=0G Jordan egrisi ile smirh bir bélge,{zj}r_nleL olsun.

Tespit edilmis R, >1 sayist i¢in genellesmis Jacobi agirlik fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlidir:
hz)=[]|z-z|" 2¢G, (3.5)
j=1

burada her j=1,2,...,m icin 7; > =2dir.

19



Giin, C.D. 2014. Kompleks Diizlemde Bernstein — Walsh Egitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

Lemma 3.3.4. L bir K—yarikonform egri, h(z), (3.5)’teki gibi tanimlh

agirhk fonksiyonu ve R:1+E olsun. Bu durumda her &£e€(0,1) icin bir
n

L., Seviye egrisi vardir dyle ki her bir B (z) e ¢, polinomu, neN igin

asagidaki ifade saglanir:

1
L SERR L L L

D

[35].

Lemma 3.3.5. L bir K —yarikonform egri ve h(z), (3.5)’deki gibi tanimli

agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir P,(z) € o, polinomu, R>1 ve ne N

icin asagidaki saglanir:

2
<R *°[R| p>0,

”Pn ”Ap(h,GR) Ay (h,G)’
burada R=1+c(R-1) ve ¢, n ve R ’den bagimsiz bir sabittir [5].

f, |z| <1 de analitik bir fonksiyon ve 0 <r <1 olmak iizere

1 2z ) ‘%
Mp(r,f):{zﬂf(re'g)‘de} , 0<p<m
0

f(re” )‘

M, (r, f)= max

0<0<27

olsun.

Tamm 3.3.7. f, |Z| <1’de analitik olan bir fonksiyon olsun. Eger r —1

iken M, (r,f), (O<p<o) smrh ise f fonksiyonuna HP (0< p<o) smifina

aittir denir [36, s.1,2].

20
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Teorem 3.3.5. ( Hardy Konvekslik Teoremi). f(z), |z|<1’de analitik ve
0 < p <o olsun. Bu durumda

i) M_(r, f), r’nin azalmayan bir fonksiyonudur.

i) logM _ (r, f), logr ’nin konveks bir fonksiyondur [36, s.9].

Lemma 3.3.6. L olgiilebilir Jordan egrisi, h(z), (3.5)‘deki gibi tanimli
agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda keyfi P,(z) e,, her R>1 and neN igin

T+y=

n+
<R " |R]

[P

nllz, (h,Lg

p>0 (3.6)

Ly(hL)’

saglanir, burada " = max{yj j=12,.., m} dir.

ispat: f,(t):= ,-ml {t‘?(%)-w(wjﬂ?t”a (‘PGDE\P (%D:’ olsun. f

B ’de analitik ve L Olculebilir oldugundan f, fonksiyonu HP® sinifina aittir. Bu

durumda Teorem 3.3.5’e gore

(O Je

orlel
SO

elde edilir. Buradan

i

(2)["|dz| = IH\\P(\N) P(w, )\

P
e

(w))(¥'(w))e

m

- [11

1 j=1
MZE

< R"PHA; I ﬁ \I’(%J—‘P(Wj)

=1 i=L

Rnp+1+yj

z)‘p|dz|

bulunur ve ispat tamamlanir.
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Lemma 3.3.7. L yarikonform bir egri olsun. Bu durumda her bir
P.(z) € g, polinomu, ne N ve R=1+E icin
n

[Pl =Pl

saglanir.[7].

Lemma 3.38. p>0 olmak Uzere f fonksiyonu |z|>1 de analitik ve
sonsuzlukta en fazla n’inci dereceden kutup yerine sahip olsun. O halde 1<R <R,

kosulunu saglayan R, ve R, i¢in

Yp 2
R,—-R ) i
LN - R

elde edilir.

Ispat: Teorem 3.3.5’¢ gore, R < p<R,, 1<s<R, kosullarmi saglayan her

o Ve s icin,
J- n+1/p | |_ J. n+1/p |dZ| (37)
o2 172R, | £
ve
f
_[R Zn+1/p |d |_I Zn+]/p |d | (38)
yazilir.

(8.7) p’ya gbre R’den R,’ye ve (3.8) de s’ye gbre 1l’den R ’e

integrallenirse,

np+

] |f(z)|pdaz_ RW [[ 1f(2) do, (3.9)
Ri<lzf<R, 1z<R,
elde edilir.
S:= —R;;Z:p:z Fjllpz (3.10)
secelim.
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Kesrin pay ve paydasina Lagrange teoremi [37] uygulanirsa, bazi

rn,1<r <R ver,, R <r,<R, i¢in,

_ (np+2)r,""*(R,-R,)
(np+2)r"*(R,~1)

- 1
elde edilir. Buradan, — <1 ve r, <R, olmasindan,
h

S< RR1 Fil RPH (3.11)

dir. (3.10) ve (3.11) kullanilarak

” f ||f\p(R1<\z\<R2 ,U )|p dO'Z <3S ,U |f | dG - S” ” o (1<]z]<Ry)

Ri<[z]<R, 1<|z]<Ry

Yp
p VP np+l p
(” f ||AP(R1<\z\<R2)) ( RRl I}} [ II | f | dO'zJ

1<|z]<R,

R _R n+
TR L= AT

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.39. L bir K-yarnkonform egri, h(z) ise (3.9) daki gibi

tamimlanmis olsun. O halde, keyfi P,(z)e g, , herhangi R>1 ve n=1,2,... igin

1
Pl <¢R °|P |, e+ P>0O (3.12)

hG1+cR 1)) AD(hYG)

dir. Burada c,c, ,n ve R den bagimsiz sabitlerdir.

Ispat: Ispat birkag adimda verilecektir. Tlk olarak baz1 ¢ >0 igin

<[1+c(R-1)]" ||P|| (3.13)

”Pn ||Ap(h,GR\G o(NG\G")
degerlendirilmesi gosterilecekitr. Gosterelim ki p, < p, olacak sekilde p,, p, sayilari
Oyle secelebilir ki

G, cG (3.14)

G, G, (3.15)
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o =<R-1 (3.16)

p, <R-1 (3.17)
saglansin. Gergekten, ze L', z=y(z) olmak Uzere, p,p, (3.16) ve (3.17)’i
saglayan keyfi sayilar olsun. Sirasiyla

d(z,L,)=|z-2]; d(z,L)=|z-2,| ve d(z,L, )=|z-z,|
formullerine gore z, €L, z,eL ve z;eL, noktalar: tanimlansin. Her zeL’ ve
tel icin|z—t|=d(z,Ly) olmak tizere
d(z,L)=<d(t L) =d(z L)
bagintisindan,
cgd(zz,LR)Sd(z,L)£c4d(zz,L’;) (3.18)

olacak sekilde z ve R den bagimsiz c, ve ¢, sayilar1 vardir.

L bir yarigember oldugu i¢in @, fonksiyonuna Lemma 3.3.1 uygulanarak

v >C UDR(Z)_(DR (z,) T
i p-1

|Z_22|2C |®R(Z)_®R(Zz)
127, 5|d>R(z)—CDR(zl)|

elde edilir. Buradan

[

z—z|>c? P 7-1 3.19
| 1| 6 £|®R(Z)_®R(Zz)|j | 2| ( )

bulunur.

¥z (2) icin D-6zelligine [38] sahip oldugundan,
|2-2,|2c,d(z,, LR)2c7|E—zz|
elde edilir ve Lemma 3.3.1. e gore
e (2)- D (2,)| 26

bulunur. (3.19) dan

d)R(E)—d)R(zz) >, (R-1)

lz—-z)|<c, {CS(R—l)) 12— 12,

elde edilir. Boylece c, :%cg.cﬁ‘g1 olmak Uzere, (3.14) ve (3.16)’ya uygun olarak,
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p=1+¢,(R-1) (3.20)
yazilabilir.

Simdi p, yi tanimlayalim. @, ye Lemma 3.3.1. uygulanmasiyla

2=z
2"

elde edilir. |CI)R (2)-Dx (2, )| = p, —1 olmasindan,

NNl

1 -
|zz3|>cll[ CDR(ZI;ZCDR(E)‘} |z—z| (3.21)
elde edilir.
@R(z)—QR(E)‘s% @ (2)- @4 (2,)
olmak uzere,

Py (2)- Dy (2)| <[ @n (2) - P (2,)] +

- Y12

|z—23|2011[%) |z—z|

. _ -1 .
elde edilir. ¢, =c,.c," +C,.c;; olmak lizere,

bulunur ve (3.19) dan

p, =1+c, (R-1) (3.22)
secerek (3.15) ve (3.17) kosulunu saglayan p, elde edilmis olur.
Simdi (3.13) gosterilecektir. Bunun icin h(z) agirlik fonksiyonunun

singiiler noktalarina gore asagidaki sekilde Blashke fonksiyonunu olusturulsun.

BR(z)=1i[3;(z):=]i[qu()z)(;q);:((ziz)) Czeq (3.23)

B:(z)=0 ve |BR (z)| =1, ze L oldugu kolayca goriiliir.

Her p>0 ve R>1 icin
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fo (W)= ho(\PR(W))H{‘PR(\.N) \PR()\I;I‘)]an(‘PR(W))[\I’;(W)]i , W=, (2)

wB; (W, (w
fonksiyonu tanimlansin. f; fonksiyonu A de analitik ve w=c da en fazla n inci

mertebeden kutup yerine sahiptir. Lemma 3.3.8’e gore

Yp 2
[y <222 ol

veya
[ n Z;Z_% 2) do,
Gr\G i=1 ( )B;%(Z)
< [ WOl e R0 oo
o Nen D (2)Bg(2)
Vi
P IO n+2 L- P
<2 2" P que W z)| do,
Vi
<9 P2= P ez [ g (A P
< o -1 P GLL O(Z)li:l[ CDR(Z)B,'?(Z) Z)| g,

elde edilir. (3.20) ve (3.22) ile

[] h(@)P.(2)" do, (3.24)
GG
max |CD (z)B; z| "
< . 26Ge\G| "R pn+2 pd
- |1|:min2eG\G* |CDR(Z) 5 Z |:| G{_L Z)| o,

elde edilir.

oldugu igin ve (3.24) den
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” h(z) Pn(z)|p do,

Gy \G

<lﬂ[[maxZEGR\G|(DR(Z)|] P [[ h(z)

Pn(z)|pd0'Z

=1 minZGG\G* |®R (Z)| G\G"

Pn(z)|pd0'Z

<o ([ h(2)

G\G'

elde edilir. p, ve R simetrik oldugundan ispat tamamlanir.

Bolgenin genislemesine bagli olarak polinomun artiginin bulunmasi ile ilgili

asagidaki lemma verilebilir.

Lemma 3.3.10. (Bernstein-Walsh Lemmasi) G, basit baglantili bir bolge
ve Lg, G nin dis seviye egrisi olsun. Bu durumda her P,(z)ep, ve M >0 sabiti
icin
max|P, (z)| <M

2eG

saglaniyorsa, her R>1 ve VzeGr icin

P,(z) < MR’

esitsizligi saglanir [3, S.77].

Lemma 3.3.11. L yarikonform ve Olgiilebilir bir egri olsun. O halde,

herhangi bir P, € g, icin,

n+1

L 7eQ (3.26)

2= ot Al 02

dir.

. - P .
Ispat: P, e,  ve zeQ sabit bir nokta olsun. O halde q)” fonksiyonu

n+1

Q da analitik, L =0G de surekli ve z=o da sifirdir. Boylece sonsuz bolgeler igin
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Cauchy teoreminden ve y(z)’nin Vzel icin y(z)=z ve VzeC icin

o)
—~~
N
N—

y(y(ﬂ):ziﬁdhgmdmgg(gy:(g Z)OM%mUzae
R(z) _ 1 9(¢) 1 9(¢)
=— dé =— d
(Dn+1(z) Zﬂl‘[q)nﬂ(é/) é, zﬂljl:(q)wloy)(é,) é/
elde edilir. (D%ly fonksiyonu G da siirekli ve G de L?-tirevlere sahiptir. O halde

Green formuliyle,

P.(2) :_ig{%ld%

(Dn+1 (Z) T
yZd o, (3.27)

elde edilir. Lemma 3.3.1 kullanilarak

®'(y(§))||yg|da .1
£I|(®n+20y)(§)|2 v 1—k2~L~[ |((Dn+20y)(é’)|2

I L
1—k2£I (g)rd‘

ch+2

_ 1 jde‘W 1 /2
1-k2 5w 1=k (n+1)

elde edilir. Buradan,

[lla(¢)f do, o

s (dist(z, L))2

ve (3.27)’ye Cauchy Schwarz esitsizliginin uygulanmasiyla ispat tamamlanir.

Her bir j=1,2,... ve yeterince kiigik & >0 igin f, :[0,5]—> R ile ikinci
mertebeye kadar diferansiyellenebilen , f (0)=0 ve k=0,1,2 icin f*(x)>0

kosullarini saglayan fonksiyonlar gosterilsin.
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Tanim 3.3.8. G < C bir Jordan bélgesi ve fj = fj (x) J=m +1,m olsun.
Eger L=0G egrisi {Zi}im: , €L noktalarinda kesisen sonlu sayida C, smifindan

(L}, vaylarmn birlesmesiyle olusuyor Oyle ki z,eL\{z}" noktasinda lokal

duzgun ve

a) Her z el , i=1m, m <m icin G bolgesi (G’a gore) z, kose

noktasinda Az, 0< A <2, dis agisina sahip;

b) Her z;eL, j=m+1lm icin z; merkezli (x,y) lokal koordinat
sisteminde —o<c, <C, <+, O<¢g <1, =12 sabitleri icin asagidaki kosullari

saglanir:

{z:x+iy:|z|<gl,clfj (x)< y3c2fj(x),03x£gl}cQ;
{z=x+iy:|z]<sg,|y|z6x0<x<g}=G;

kosullar1 saglaniyorsa G bolgesine parcali diizgiin (siirekli tegete sahip) dis sifir agt

iceren bolge denir (bkn. Sekil-2). Bu dzellige sahip bolgelerin smfi C,(4; f;) ile

LR |

gosterilir ve eger G eC, (2,; f.) ise LeC, (ﬂ,; f.) yazilir.

1] 1]

Sekil-2
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Asagida teoremlerin ifade ve ispatlarinda kullanilan notasyonlar verilmistir:

O<5j<50:=%min{‘zi—zj‘:i,j:1,2,...,m,i¢j} olmak  Uzere  Q(z;,9,):=
1<j<m

Qm{z:‘z—zj‘s§j}; d:=ming;, Q(§)::LmJ1§2(zj,5), fl::Q\Q(é) ve
=

A, =®(Q(z;,0)), A(O) :=LchD(Q(zj,5)), 2(5) =A\A(0) olsun. w;:=d(z;) ve

j=1

, . T O T j+
q)j ::argwj, j:1,2,...,m, I(;m Aj ::{t:Rele:R>1, ¢112 ¢J <f< ¢J 2¢J 1},

Do =0 B =Pnys Q=V(A), Lk =L, nQ; olsun. Agik olarak Q=| JQ; dur.

=
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4. BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1. SIFIR ACI ICERMEYEN PARCALI DUZGUN EGRI ILE SINIRLI
OLAN BOLGELERDE BERNSTEIN-WALSH ESITSIZLIKLERI

Bu kisimda (1.2) esitsizligine benzer esitsizlikler G bdlgesinin
C, (ﬂl,lz,...,ﬂ,m) sinifindan olmasi durumunda A, (h,G) uzaynda incelenmis ve

yeni sonuglar elde edilmistir.
4.1.1. Temel Sonuglar
Asagida teoremlerin ifade ve ispatlarinda kullanilan notasyonlar verilmistir:

m
{Zj}j—l noktalart L egrisi lizerinde yerlessin. k<m olmak Uzere

ﬂk*::max{lj:j:l,Z,...,k}, A, :=min :={ij:j:1,2,...,k}, A=A A=A,

Ay, >2, - > . -
,1;:{2’; P /Ik::{/h‘*’ p=2 olsun. Her bir j=1,2,..m igin

p<2, AL, p<2
1 1 p-1 ) .
Hy=—+(p-2), np=—-@2-p), o =—7", 7 ::max{y.,le,Z,...,k},
A, A oA !
v :=7:n, F:={7j,j=1,2,...,m}, I :={;/jeF:;/jS,uk,k,j=1,2,...,m},

Tjx:=T\T,, ve w, :=d(z;) olsun.

Teorem 4.1.1.1. G, K~—yar konform egrisiyle sinirli bir bélge ve h(z),
(3.5) ile taniml1 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir P ep,, neN, ve her

z;el, j=1,2,...,m,noktalari i¢in

(4.1)

llay(ne)

ve sonug olarak
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(2+7)s

[ R, 4.2)

nllc(G) (h,G)

saglanir, burada ¢, =¢,(G,p)>0, s:= min{2, KZ}, 7= max{O,;/j, i=1 2,...,m} dir.
Boylece, eger GeC,(4) ise Sonu¢ 3.3.1 ile her £>0 i¢in K=1+¢

oldugundan K*=(l+¢)’ <1+¢ ve s:=min{2, 1+&}=1+¢ olur, bu durumda her P, egp,,

neN, p>o0 ve keyfi kiigiik £ >0 igin
2

R (Z)| < Cln?g ” x ||AP(G) » 2€G, (4.3)

elde edilir. Sonug olarak (3.26) ve (4.3)’1 birlestirerek

l+e

ne, 2eG,

Pn(Z)|SC2 ||Pn||A2(G) \/ﬁ

(4.9)
d(z, L)| (Z)

n+l

, 2e€Q),

elde edilir.

Teorem 4.1.1.2. p>1, GeC, (ﬂ) 0<A<2 ve h(z), (3.5) ile taniml
agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir P, ep,, neN ve R 14t icin
n

Gn,l
d(z L)

dir, burada ¢, =c,(G, p,&) >0,

", 1eQ, (4.5)

P (z)|£c3

n

[Pl o) [©(2)
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p=>2 0<A<2, —2<7/<%+(p—2),
ne " p<2 1<1<2, —2<y<%—(2—p),
-1
p<2, 0<A<], —2<;/<T;
1
&+[371Ji+£ p>2, 0<A<2, 7/2;+(p—2), (4.6)

Gn,1: np p , 1
p<2 1<i<2, )/zz—(Z—p);

ne e p<2,0<,1<1,yzp7_1,

ve p£2ise ¢,=¢, p=2 ise &, =0 dir. Ozel olarak p=2 durumunda asagidaki

sonug alinir:

Sonug 4.1.1.1. p=2, GeC,(4), 0<4 <2 ve h(z), m=1 icin (3.5) ile

taniml1 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P e, neN ve R, :1+l icin
n

Gn, n+l
Pn(Z)|SC4CI(TI;1)”PH||A2(h,G)|CD(Z) .z EQRl’ (4.7)
saglanir, burada ¢, =¢,(G)>0 ve
1
nz, _2<7<I’ 0<A<2,
Go=1 4.8)
nz , y>—=, 0<A<2,

dir.

Simdi (4.3)¢ benzer sonuglar Gecg(ﬂl,/lz,...,/lm), O<ij<2,

j=12,...,m, m>2icin A (h,G) normunda verilecektir.
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Teorem 4113. p>1, GeCy(A4, 4. Ay)s 0<4<2, j=12,..,m Ve
h(z), (3.5) ile tanimli agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her B e, neN igin

(2+71)4

P“ (ZJ )| < C45nT+g ”Pn ||Ap(h,G) (4-9)

her &> 0 i¢in saglanir, burada ¢, =c; (G, p,/ij,g) >0 dir.

(4.5) ve (4.9) sonuglar birlestirerek asagidaki sonug alinir:

Sonug4.1.1.2. p>1,GeC,(4), 0<4 <2 ve h(z), m=1igin (3.5) ile tammh
agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P e, neN ve R, _14d icin
n

(2+y)i+g

n P ,Ve>0, ze GRl,
R (Z)| <G ||Pn||Ap(h,G) G, (4.10)

d(z,LRl)| (2)

: ZeQR1,

A Q
saglanir, burada c;=¢,(G,p,4,6)>0, 7:=max{0,7}, 1::{/1, 2€Q(z,5), ve G,,,

1L 7eQ\9(z,4,),

(4.6)’daki gibi tanimlidir.

Sonug 4.1.13. p=2, GeC,(4), 0<4 <2 ve h(z), m=1 icin (3.5) ile

taniml1 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P, e, neN ve R, _14t icin
n

AT —
| n(1 2)& , Ve>0, 1€Gg,
Pn(z) <G ”Pn”A (h.G) G
PR n;2 (D
dzL @(2)

(4.11)

n+l

, 2€Q)

R
r)

A 1€9Q(z,6,),

ve G.,, (4.8)’deki
L 7e0Q\Q(z,4,), or (48)

saglanir, ¢, =¢,(G,4,¢)>0, 7:=max{0,7}, i:z{

gibi tanimhidir.
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Simdi genel durum, yani m2>2 durumu icin elde edilen sonuglar
verilecektir.

Teorem4.1.14. p>1, GeC,(4, 4, 4,), 0<4,<2, j=1,2,..,m Ve h(z),

(3.5) ile taniml agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P e, neN, R =1+ 1

ve yeterince kicuk £ >0 icin

" 1€y, (4.12)

D,.
Pn(z)|SCSd(Z |i )||P”||A2(h,G)|q>(Z)
1 Rl

saglanir, burada ¢, =¢, (G, p)>0

Vij=12,..,migin,
p22,0<ﬁ,j<2,—2<yj<%+(p—2),
Lie, j
n® -, 1
veyap<2,1s/1j<2,—2<7/j</1——(2—p),
j
p-1.
veyap<2,0<ﬂj<1,—2<yj<7,
j
Vj=L12,..,migin,
viti 2
M —=—+(=-1)2+e 1
Dy=4>.n° ° , P>2,0<3,<2,7,2—+(p-2),
=1 ﬂ’j
veyap<2,1§ij<2,;/j2%—(2—p);
j
2 vV j=12,..,migin,
m o AL (Eg)4e
p —
Zln ' p<2,0<ﬂj<1,;/j2p—1;
1= ﬂ’j
(4.13)

ve p£2ise &,=¢, p=2ise ¢, =0 dir.
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Teorem 4.1.15. p>1, GeCy(4,4,.ud,), 0<A4<2, j=12,.,m Ve

h(z), (3.5) ile tanimlt agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P ep, neN,

R, =1+l ve yeterince kicuk £ >0 icin
n

Dn;2 n+l Z Q
Pn(Z)|SC9m||Pn||A2(h,G)|(D(Z) ! €22k
saglanir, burada ¢, =¢, (G, p,m)>0,
Vj=12,..,micin,
L, P22, 0<A;<2, =2<y;<p,

veyap<2, 1<4,<2, —2<y;<n,
veyap < 2, O<ij<1, —2<7/j<a)1;
Vj=12,..,migin,

&-F(E—l)j-h&‘
p

n?t , P>22, 0<4,<2,7; 2 uy,
veyap<2,1<4,<2 y,2n,;

D=y ] Vk=12,..m-1vej=12,..,migin,

M4—(3—1)21(4-5

nf ° ] p2210<2~j<211ukg7/j<:uk+1’

veyap<2, 1<, <2, 5, <y, <My
T2 e Vij=12,..,micin,
n p p ,

p<2, 0<ﬂj<1, <Y 20O,

Lfﬂ%—l)% Vk=12..m-1vej=12..migcin,
n )

P<2, 0<4; <L, o <y; <®;

ve pz2ise ¢,=¢, p=2ise ¢, =0 dir.

Bu degerlendirmelerin kesinligi asagida verilen uyaridan gorulebilir:

Uyan 4.1.1.1.
a) HerneN icin bir Q, €, polinomu, bir G cC

C, = Cy (Gl*, 5) >0 sabiti vardir dyle ki

c(c)

P

Q

> CyN

Ay(Gr)

saglanir.

(4.14)

(4.15)

bolgesi ve
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b) Her neN igin bir P" e g, polinomu, bir G,” = C bdlgesi, kompakt

n

F €CG, kiimesive ¢, =c, (GZ*, F*) >0 sabiti vardir dyle ki

Pn*(z)|2011%

« n+1 —
3 , 2eFeCG,,

®(2)

saglanir.

4.2. DIS SIFIR ACIYA SAHIP OLAN BOLGELERDE BERNSTEIN-
WALSH ESITSIZLIKLERI

Bu kisimda (1.2) esitsizligine benzer esitsizlikler G bolgesinin dis sifir

agtya sahip olmasi durumunda £,(h,L) uzayinda incelenmis ve yeni sonuglar elde

edilmistir.

4.2.1. Temel Sonuglar

Asagida teoremlerin ifade ve ispatlarinda kullanilan notasyonlar verilmistir:

[=Typ Ul Tyo={yy, i=1k k<my},
{;/J,j—ml<k<m m} Ff@::{ykerl’ml:yk>p—l,ksml},

= e€lim 7 =P— 1k<m1} Ff’k)iz{ykel"lvmltyk<p—l,kSml};

I ={yelynir.>p-1 m+i<sk<m},

ry: {yker 7 =Pp-1 m+1<k<m},

IS ={r el n <p-Lm+lsk<m}; y =max{y, 1y el k<m},

~1

1. 1, ~1 .
Y = Vms v =max{0;y, 1y, ey, k<m}, 7 =V
y2=max{y,1y; €T, m+1<j<m+k 1<k <m-m,},

~2

2. .2 ~ ., .
4 ':7/m;7/i=max{0;7k:7ker2,k’k5m}'7/ ::ym;yk:max{yk.ykel“,kSm},
VY =7m; 7~/Z=max{0;}/k:;/kel",k§m},;/ =y,
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~2 ~2

- 0, -1<y, <0
2 :_{ Y 17k€F2,k!kSm}; 7* :27*,m'

miny,, 7. >0

Ac=max{A;l:j=lk k<m}, A=4,; a, = min{a;, j=m +1m},

a’ = max{aj, j:ml+1,m},

¥ (2)| = %i)l") [31, Teorem 2.8] *)

ltaj

Teorem 4.2.1.1. p>1; GeC,y(4,f,), 0<4<2, i=1m ve f,(x)=cx"",
a;>0, j=m+1m; h(z), (3.5) ile tamiml (7/1. >—1) agirhik fonksiyonu olsun. Bu

durumda her P, e o ,ne N ve keyfi kiicik ¢ >0 igin

B_ n+1
P (2) < s gt 1 252 (416
d(z,L)" 5% 1 zeG,
saglanir, burada ¢, =c,(G, p,¢)>0, p ve n’den bagimsiz bir sabit ve
m, (7i+1’p)i~i+g
n °P _ X
= yielfi=1kl<k<m,
m Zéﬁ;_p)“ y,el®, j=m+Lkm+1<k <m;
+ >, nt ‘
j=m+1
l—l 7i€1—‘§2r3\1|j:11_rnly
B..=1 (Inn)7s, ’ (4.17)
y; eT8 j=m +1Lm;
1 yieri,’?ﬁ’j:l’mv
Vi 61“.(7_3,,)“, J =ml+1,m.

dir.

Teorem 4.2.1.2. p>1; GeC,(4, f,),0< 4 <2, i=1m, ve f (x)=cx",
a;>0, j=m+Llm; h(z), (3.5) ile tamml (y; >-1) agurlik fonksiyonu olsun. Bu

durumda her P, e, neN ve keyfi yeterince kiicik ¢ >0 igin
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n+1

B |<D(Z) , e,
P <c. "2 |p
n(Z)|<c;130|(2'|_)|| n”z,,(h,u{ 1 2€G,

(4.18)

saglanir, burada c, =C,(G, p,&) >0, p ve n’den bagimsiz bir sabit ve

Ji=1k 1<k <m, igin

RY: . @
(v +1p P en azindan bir y, e 'y}
n . — .
, vedj=m+Lkm+1<k<m, icin
rip _
onPa)’ en azindan bir y; e T5);

L1 Fj=1m,k<m, icin 410
B, =7 (Inn)"», - @, 7@ ® o ). (4.19)
en azindan bir y; € (l“lvk Urz,k)\(rl,mi ul"zym),
v j=1m icin
7 (TR ury).

L egrisinin iki tane singiiler noktaya z, e L,z, e L (yani m, =1, m=2) sahip

olmasi durumunda asagidaki sonug alinir:

Sonug 4211 p>1; GeC,(4;cx"), 0<4 <2, a,>0 ve h(z),
j=2icin (3.5) ile tanimlh (71 >—1) agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her

P ep,neN ve keyfi yeterince kiiciik & >0 igin

n+l

B, D(z) , zeQ,
I:)n (Z)| < Ciy : ”Pn ”,c (h,L) | ( ) (4'20)

d(z,L)” ™ 1 zeG,

saglanir, burada ¢, =¢,(G, p,&) >0, p ve n’den bagimsiz bir sabit ve
(mh, . nrop

n °  +nfte) Yi¥2 > P-L

B, = (In n)l_% n=p-lL-1l<y,<p-1 (4.21)
’ veya —1<y, <p-Ly,=p-1
1, —1<y,7,<p-1.
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Sonug4.21.2. p>1; GeC,(A;ex"™), 0< 4 <2, @, >0 ve h(z), j=2
icin (3.5) ile taniml (7/] >—1) agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her

P eg,neN ve keyfi yeterince kiiglik &£ >0 icin

B, D(z n+1, 71eQ),
Pn (Z)| < Cs r ” P””ﬁ (h,L) | ( ) (4'22)
d(z,L)” =" 1 zeG,
saglanir, burada ¢, =C(G, p,&) >0, p ve n’den bagimsiz bir sabit ve
(71+1—P)j1+g
n °* a,=0,7,>p-1
}/2+lfp+g
np(l+0!2) /’11 =11 az > 0,7/2 > p_l,
B.s = . (4.23)
(Inn)"», a,=0,7=p-1
veyad =lLa,>0,7,=p-1
1 a,=0,-1<y,<p-1
veya 4, =la,>0,-1<y,<p-1.
Teorem 4213. p>1; GeC,(4;f), 0<A4<2, izl,_ml ve

fj(x):Clej, a; >0, j=m+1Lm; h(Z), (3.5) ile tanimlh (yj>—1) agirlik

]

fonksiyonu olsun. Bu durumda her P e, neN ve keyfi yeterince kicuk & >0

icin,
m, (74 ie m )
”Pn”C(G) < Ci6 Z n°’ + Z Df:m ”Pﬂ ||g (hL) (424)
i=1 i=m +1 (M
saglanir. Burada ¢, =c(G, p, 4, @ i £) >0,z ven’den bagimsiz bir sabit ve
7+l %4 ., ~2
nPre) e 1o p<2+4 i
i l+¢, .
Dom= , i=m +1m
’ 11, }7_2
n p=2+—"—,
1+«

dir.
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Sonug 4.2.1.3. Teorem 4.2.1.3’{in kosullar1 altinda
HPHHC(G) < C17 (Dn,ml + Dn,m )Hpn Hcp(h,L) ) (4.25)

dir, burada c; =c,(G, p, 4, a;,&) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

7l a ~2
l+a*)+m+g }/*
F, n , 1< I0<2+1 o
+a
— p
Dy =0 » Dom . -~
1-—+¢ 7/*
n°', p>2+ ,
+ Q.

dir.

Eger bolge smirindaki z, noktasinda tek bir A4,7,0< 4, <2 dis agisina ve

Lta,

z, noktasinda 27, a, >0 dis sifir acisina sahip ise Teorem 4.2.1.3’den asagidaki

sonuc elde edilir.

Sonug 4.2.1.4. p>1, GeC,(4; f,), 0<A <2 ve f,(x)=cx", a,>0 ve
h(z), (3.5) ile tanimh (;/J. > —1) agirlik fonksiyonu olsun.. Bu durumda her P, € g,

ne N ve keyfi yeterince kiglk ¢ >0 igin

IPulcs) = €6 (Dna+Dnz )Pl (4.26)

Lp(h,L)

saglanir. Burada ¢, =C,(G, p, 4, ,,&) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

_htl @ )7
(1) 4 n Plbre) e ) 1< p< 2+ 2 )
. p H. . +(Z2
D,;=n Dy, = . )
1—+¢ }/2
n°*, p>24+—"2—,
1+a,

dir.

Sonug 4.2.1.2 ve Sonug 4.2.1.4 birlestirilerek ‘Pn(z)

‘nin tim kompleks

dizlemdeki degerlendirmesi alinir (basitlik icin m, =1, m=2 kabul edilsin):
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Sonug 4.2.15.p>1 GeC,(4;f,), 0<A <2 ve f,(x)=cx", a,>0;

h(z), (3.5) ile tanimh (7;>-1) agulik fonksiyonu olsun.Bu durumda her bir

P e, neN ve yeterince kiiglik £ >0 igin

n+l

Bn
o <e I d(z'4L) o(2)", zeQ,
| n(z)| SCy ” n”ﬂp(h,L) ! _
D,.+D,,. zeG,

(4.27)

saglanir, burada ¢,y =¢,4(G, p,¢) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit, B, ve D, ,

D, , sirasiyla (4.23) ve Sonug 4.2.1.4’teki gibi tanimlidir.
Yukaridaki degerlendirmelerin kesinligi asagida verilen uyarida goriilebilir:

Uyar 4.2.1.1. Herhangi bir neN ve i=12 icin P” €@, polinomlar,

G' = C bolgeleri ve c,, =¢,,(G') >0, c,, =¢,,(G?) >0, sabitleri vardir dyle ki

1

?p®
C(E)ZCZOn P

o)
Pn

£, (8GY)

ve

n+l

p(2)

n

‘Pn(z)(z)‘ 2 C21|(D(Z)|

, VzeF eC\G?
0G?)

e

saglanir.

4.3. x-YARIKONFORM EGRIYLE SINIRLI BOLGELERDE
BERNSTEIN-WALSH ESITSIZLIKLERI

Bu kisimda (1.2) esitsizligine benzer esitsizlikler G bolgesinin  « -

yarigember dlgilebilir egri ile sinirl bir bolge olmast durumunda £, (h,L) uzaymnda

incelenmis ve yeni sonuglar elde edilmistir.
4.3.1. Temel Sonuglar

Asagida teoremlerin ifade ve ispatlarinda kullanilan notasyonlar verilmistir:
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{Z ; }rjn:l e L ve h(z), (3.5)teki gibi taniml1 agirlik fonksiyonu olsun.

Her j=1m icin y, >-1olsun. k<m, p>1ve x<[0,1) icin

. o) =0 —
To={y, =1k}, I = {“er Tk 1p+zc}

~(2) . p-1| = . p-1
I'v = el : F = el :-1<y, <——
k {Vk meVk = 1+ } k {Vk m Yk 1+K}'

~ %
*

Vs :max{yk SV eF(kl)}, 7= 7/:1, 77; = max{O;yk Y eF(kl)}, Y =Yy

Teorem 4.3.1.1. GeQ(x),0<x<1l; Pegp, neN; yeterince kigik

& >0 icin R1:=1+i ve h(Z), (3.5) ile tanimh (7’; >—1) agirlik fonksiyonu
n

olsun. Bu durumda, her p >1 i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur:

n+l
P.(z)|<c, d( L) =@ R,y 2% (4.28)
burada c,, =c,, (G, p)>0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve
m (1+K) (1_7)(1_,() ~0 ) o
Zn . 7,€l®, heri=12,..,m igin,
K 1~ =(2) - ..
D,, = (n In n) P, y,el'l”, heri=12,..,migcin, ZEQRl,(4.29)
S
n' ", 7,eT® heri=12,.,migin,

dir.

Teorem 4.3.12. GeQ(x), 0<x<l; Pep, neN; yeterince kiigik

& >0 icin R, —1+5 ve h(z), (3.5) ile tanimh (yj >—1) agirlik fonksiyonu
n

olsun. Bu durumda, her p >1 i¢in asagidaki esitsizlik dogrudur:
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D, -
P.(2)<c, i 'ZL) @@ P, 0y 290, (4.30)

burada C,, =C,, (G, p) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

7)o Ly 8
n’® ° Ji=12,.,kk<m igin, en azindan bir y, eTY,
K ]'71
(n In n) P =

n;2

i : ™2\ 7@
1,2,...k,k<m i¢in, en azindan bir y, eT\7 \T';/, ZEQ&. (4'31)

vV i=12,..,m icin, 7, eT®,
Teorem 4.3.1.3. GeQ(x), 0<x <1, h(z), (3.5) ile tanmlh (y, >-1)

agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda her p>1 igin z ve n’den bagimsiz bir

C,y =C,, (G, p) >0 sabiti vardir dyle ki her P, e ve neN igin

(”+l)(1+’()+21c(17£)
”Pn ”qé) SCZ4n ' : “Pn ||£p(h,L)

(4.32)
saglanir, burada 7:=max{0;y,,k=12,...,m}.

Sonug 4.3.1.G €Q(x), 0<x <1 olsun. Bu durumda her p>1 icin z ve
n’den bagimsiz bir C, = C, (G, p) > 0 sabiti vardir 6yle ki her P, e o ve neN igin

W#—Zl((l—i)
n ° '

1l
Pn (Z)| <Cy ||Pn||£p(h,L) |q)(z)|n+1

=2 p, zeo

d(z,L)
saglanir, burada D, ., Teorem 4.3.1.2’deki ile aynidur.

(4.33)

Bu degerlendirmelerin kesinligi Uyar1 4.2.1.1°den gorulebilir.
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4.4. TEOREMLERIN ISPATI

Teorem 4.1.1.2, Teorem 4.1.1.4 ve Teorem 4.1.15’in ispati:

Her zeQ igin T, (Z) fonksiyonu agagidaki gibi tanimlansin:

T, (2)= @P(EE) (4.34
Her bir R>1 ve R =1+ R2 ! icin QR1 bélgesinde Cauchy integral formuli
yardimiyla
T (z)———j (g)g de , zeQy

yazilabilir. { € Ly igin |®(¢)[>1ve d(z, Ly, ) <|¢ - 2| oldugundan

n+1 n+1

@(2) R(S) d¢
Pn(Z)|S or [[1CD n+l |§ Z| 27Z'd 7 L LJ. )||dé/| (4.35)
yazilabilir.
(©)acl=3. [ R (6)]oc]
" t (4.36)
> [P (@) ¥ (2)][d]

olsun. Once ¢ =®(T) degisken degisimi yapilip ardindan integral alti ifade
W (z)-W(w)[" ile carpthp bolinerek ve sonrasmda da Holder esitsizligi

uygulanarak asagidaki ifade elde edilir:

P, (¥(@) (¥ (2))°

et

dr|  (4.37)

I
I
-

" ]_m[\ly(r)—ly(wj)\?
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l

7j

<Z

P,(¥(@) “P (r)\ dz|

FR1
Y
\\P’(r)\l‘% n
7 |dr| SZA1
P H“I’(r) W (w,)[ -
burada
% 73 24 i
A= [t | | ] o) ]
, P u 7;(a-1)
A @) - vw)
=1
::JQJ'ngi
ve

fn,p(r):—H(\P(r) \P(w)) (@) (P @)P | =R

j=1

1 1 7q
dir. —+—=1 oldugundan (1——jq 2—-q ve —=7(9-1) olur.
P q p P (@)

Lemma 3.3.6’dan yaralanarak

1
J<n? Pl gpr =L 20m (4.38)
elde edilir.
.J,i]’2 integralinin degerlendirilmesinde ilk olarak w; := ®(z;) noktalar1 ayrik
oldugundan

£ (r)\z‘“

(3:.) =[5 de| (4.39)
A E) - v W)

j=1

7i(a-1)

v
h j @ - ) 4

elde edilir. Basitlik igin =1, J;l— J; Jrfz :J, almir. w, == ®(z,) olsun.
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Eéll ::{T:z'eFé, |T—W|<Cl(Rl—1)},
Ex ::{T:reFRll, cl(R1—1)£|r—w|<c},
Eéf :={r:reFRll, |2'—W|ZC1}.

3
FRll - U Erlzlf oldugundan (4.39),
k=1

Jos = 0o (ER )+ 30, (B )+ 3,0 (EX ) =35+ 95 + 33 (4.40)

seklinde yazilabilir ve sonug olarak

A= Jl(J;+J§+J§)=: AL+ AL+ AL (4.41)
yazilabilir, burada
. 2—q
\(Lp (f))\
¥ (T) - (W1)|

1
Ay=n’ ”Pn ”Ap(h,G) I

k
Er,

o) dz|, k=123 (4.42)

dir.

q>2vel<g<2, 0<A<lvel<A<2, -2<y<0vey>0 durumlan i¢in

A\i,k integrallari ayri ayr1 degerlendirilir, k =1,2,3.

1. Durum.1<q<2 (p>2) olsun. Bu durumda

I |dr|, k=123

dir.

1.1. 1< A<2 olsun.
1.1.1. Eger >0 ise Lemma 3.3.3’U (4.42)’ye uygulayarak
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(4-1-¢)(2-q)

(2 < =

7T—W,

. [ 1 J(ﬂa—l-e)(z—Q) |d T|
r—w, n(A+e)(a-1)

d]

n ﬂ1+5 q l

11
Er,

LA g0y 7 (g-1) 21

ve boylece

Wh(a-D-(4-1)(2-0)1

Jl<n a , Ve>0, nA(q-1)=1
elde edilir.
(A-1-¢)(2-9)
2\d |T yr W1|
(JZ) = I y1 /11+£ q 1 |dT|
=
1A -eN2-0) de]
.< J—
( n} E{ﬁ 7 — [N
<Oty s 0 (g-1) 21

ve bdylece

nAa-D-(a-(2-a)1

JZ<n d , Ve>0, pA4(q-1)=1
elde edilir.
l+1 =1 oldugundan a-1_ l 2-q_ 3—1, 1 :1—l olur ve Ve>0 igin
P q q P q P q p
-1)—(A4 -1)(2- l

l+ ylﬂl(q ) (/11 )( q) = (ﬂ—ljﬂl + & bulunur. Boylece (4.40) ve
p q Y

(4.41)°den eger yA(q-1)>1ise Ve >0 icin

1 [2%)7—1]/14—5
A =n [Pollns)
[zi_ ] (4.43)
A= Rl

elde edilir.
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1.1.2. Eger —2 < y <0 ise benzer sekilde

(95" = 0¥ @) e ()= (w)

(-n)(a-1) |dT|, k=12

dir. Bu durumda

(J;)q < J‘ |T_Wl|(41—l—£)(2—q) |T_W1|(—71)(21+8)(q—1) |dr|

=
(4-1-2)(2-a)+(-)(4+2)(a-1)
< I (|T|—1) |dT|
Ex
1 (h-1-£)(2-9)+(-1)(A+€)(a-1)
< (_j mesEL,
n 1
ve boylece
nAa(a-)-(4-1)(2-a)-1,
Ji<n a , Ve>0
elde edilir.

(Jzz )q < J‘ |z' yr Wl|(ﬂrl*8)(2*Q) |z' d W1|(*71)(11+£)(qfl) |d r|

elde edilir. Boylece V& >0 igin

[2+71—1j,11+g
Au=<n? R
1

A\il = nB ” P””Ap(h,G)

A (hG)’

elde edilir.

1.2.1< 4 <2 olsun.

1.2.1. Eger y, >0 ise Lemma 3.3.3’0 (4.42)’ye uygulayarak

(4.44)
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|/11132q)

(02 < L=

Eg& |T -W

|

11
Eq

<Ry 50, 4 (g-1)+(1-4)(2-9) =1

ACare)ad) |dT|

dr|

n(A+e)(a-1)+(1-4 +¢)(2-9)

T—W

(a2 L
Ji<n a , Ve>0, yA4(a-1)+(1-4)(2-q)=1

elde edilir.

o ((te)(2-a)
(JZz)q = J. |T Wl||71 (4+2)(a |dT|

dr|
71 (A+e)(a-2)+(1-A+e)(2-9)

El

ARy 50, 14 (g-1)+(1-4)(2-q) =1

e 0-2) 201
J2<n a , Ve>0, yA(q-1)+(1-4)(2-q) =1

elde edilir.

Ves0 icin %+7111(q—1)+(1q—/11)(2‘q)_1+g=[2Lp7l—1j,al+g dir. Boylece

eger ylﬂi(q—l)+(l—/11)(2—q)21 ise Ve >0 icin

2+;/1 P
Rasn* R
(4.45)
o
A, =N IR, A (1G)

bulunur.
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1.2.2. Eger -2<y <0 ise

= [J¥ @) ) - w)f

-n)(a-1) |dT|, k=12

olacagindan, benzer seklide

(=n)(A+e)(a-1)

|(1 A+e)(2-9) | T|

(ﬂa -1-£)(2-9)+(-)(4+&)(a-1) |d |

1 \TAreED
< =
n

[ d7|

<1
o W1|<1—A1+s><2—q)

11
Er,

ve

-n)(A+e)(d

I'T W|

E12

. l (=n)(A+e)(a-1) J‘ |dT| .
n e |2' W | (1-4+e)(2-9)
1

(-4 +¢)(2-q) |dT|

elde edilir. Sonug olarak

1
Ai; <n? ”Pn”Ap(h,G) ’ (4.46)

1
A <Rl e

elde edilir.

2. Durum gq>2 (p<2) olsun. Budurumda 2—q <0 olur, boylece

% jde]
) = — —, k=123 4.42
i O e

2.1.1< 4 <2 olsun.
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2.1.1. Eger y, >0 ise Lemma 3.3.3’0i (4.42)’ye uygulayarak

dz]
A-1+e)(0-2) |

(32) -

11
ExR

w A

T—W,

dr|

= A e AL (h-Tre)(a-2)

11
=

<A e 50, 94 (q-1)+(1-4)(g-2) 21

T-W,

Wa(a-HA)a-2

J<n a . Ve>0, nA(q-1)+(1-4)(g-2)>1
ve
: o
(32) <EJ; T T
Ry il
|dz'

G min{|z -z "D

<l ATy 50, 4,2, (q-1)+(1-4)(g-2) 21

e -w

nAa(a-D+(4-1)(-2)-1
3Z<n a , Ve>0, pA(a-1)+(1-4)(a-2)>1

elde edilir. Bu durumda

2+y17

L +e
Aﬁa = n[ P J ”Pn”Ap(h,G)’
(4.47)

2+717

A< e P

n”Ap(h,G) !

elde edilir.

2.1.2. Eger -2<y <0 ise
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dz|, k=123

dir. Bu durumda

N
e o

Ell —_

1 (- 71)(41 ¢)(a-1) |d2'|
Y I (h-1+2)(q-2)
n EX |T W, |

<l @21y s 0 (7 -1)(q-2) 21

1A (A ) +H(A4-1)(a-2)-1

<n @ , Ve>0, (4-1)(q-2)>1

ve
(*71)(21 &)(a-1)

(‘]Zz)q = EJ; Z__W|(,11 -1+£)(9-2) |dT|
" 1
< de]

7l — 1)(2171"'6)([]72)

c

<At ve 0, (4,-1)(q-2)>1

(A-1)(a-2)
Jj<n ¢ Ve>0, (4-1)(q-2)>1
elde edilir. Boylece
2+}/1
Y
(4.48)
Y

elde edilir.

2.2. 0< 4 <1 olsun.

2.2.1. Eger y, >0 ise Lemma 3.3.3’l (4.42)’ye uygulayarak
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j |T Wl|

Idfl

71 (4+¢)(a-1)

E11

<(lj(1ﬂa &)(a- )J_ |dr|
n i z__Wl|71(41+8)(q—1)

< prlarefat A laat iy e 50, 14 (q-1)>1

A(a-)-(-4)(a-2)1

J;=<n a , Ve>0, nA4(q-1)=1
ve
7T—W,
EJ1;| _11|| 21+sql|r|
de|
-<EJ;2 y W|71 (4 +e)(a-1)

<At -y e s 0, nA(g-1)=1

71/11(q—1)—1+g
J2<n @ , Ve>0, nA4(q-1)=1

elde edilir. Bu durumda

24y

Ro<rl P pR], .

A< )
2 nila,(h,G)

elde edilir.

2.2.2. Eger —2<y <0 ise
(-n)a-D)

|dr|, k=123

dir. Buna gore,
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(J;)q < J‘ |z' _ Wl|(ﬂrl+s)(q*2) |z' _ Wl|(*n)(ﬂrf)(qfl) |d z'|
=
1 \EAeNa-2p-n)(A-e)a-)
&)

mesE <1
n 1

A (3-D(a-2)1

J;=<n ‘ , Ve>0, (A1-1)(q-2)=1
ve
(Jzz)q < J‘|T_W1|(ﬂrl+6)(q*2)|T_Wl|(fn)(ﬂr£)(qfl)|dT|
E%é
< I|dr|<1
Ex
elde edilir.
Bu durumda
1
Aiyl U i ”P””Ap(h,G) ! (4'50)
A <" R, o)
elde edilir.

A, integrali, tim durumlarda her bir{ € E; igin | —2|<1 oldugundan
asagidaki sekilde degerlendirilir:
3\d |dT|
() = (z-0)e
7-1)

Ejg(

ya da

J2<n, Ve>0, p=2,
J2<1 p=2

Sonug olarak
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1
1 —+&
A, < nf IP, ||Ap(h,e) , Ve>0, p=2 s
As < n? ” Pn”Ap(h,G) ., P=2

elde edilir. (4.42) — (4.51) degerlendirmeleri toparlanirsa A, icin

Eger , >0 ise

3
A% - ; Aik = ” P””Ap(h,G)

n[z%hljmg N n[%&]ﬂw . n%H, p>2, A2>1,
7i4(4-1)21
i [1 2]11 Vit (1 zjﬂj £ =+ P >21 l<1’
ne P +n? P +nP ;/j/Ij(q—l)Zl—
x (1-4)(a-2) 21
n”—?{%—l}iﬁg N n%+{£71]lj+g A n%-w’ p< 2, 121
7i4(0-1)2%
n[z*T}’flj/lﬁg . n[%—l]+7j—;j+g . n%ﬁ-, p<2, A<

74 (9-1)=1
ve

eger y, <0 ise

3
Aﬁ = ; Aﬁ,k < ” P””Ap(h,G)

[ﬂl)}wrs 1 i+a
n +n?+nf | p>2, A >1
N S
n®+n®+n® p>2 A<l
Xy (2 4
n(p l]ﬂ“yp "y n(Pfl]ﬂiH +nP (21p <1)2(qﬂl22)1>1
2 Ay, E I
n(plj +nP+n’ p<2, 4<1

elde edilir. Boylece eger y, >0 ise
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3
N - kz_ll Aﬁ,k = ” Pn”Ap(h,G)

—+¢
n® p>2,
1k {LEJAﬁg
n®P P p>2
1
—+&
n® p>2,
nh (l—gjﬂihs
nP P p>2
X
1
—+&
n° | p<2,
nh +[£—1Jﬂ1+5
nP \P , p<2,
—+¢
n° p<2,
M{g—l}ra‘
nf \P p<2,
ve
7, <0 ise

3
A = kZ;, Af,k = ” R ||Ap(h,G) %

p=2 durumunu da géz oniine alip, j=12,...

kicik & >0 igin

A21 0<ph <1+ 4(p-2),

Azl pAhzl+4(p-2),
A<l 0<pA <1+4(p-2),
A4 <1 711121""/11([3_2)’ (4.52)
A 21 0<y4 <1-2,(2-p),
Azl pAhz1-4(2-p),
A <1, 0<pyA <p-]
A4 <], nAh=p-1
L
n® , p>2, 421 1y <0,
B+c
n® , p>2, A<l <0, (4.53)
N, p<2 421 <0,
i-*—s
n® , p<2 A<l y<0.
,m i¢in toplama gecilirse yeterince
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p221

p=2,

p<2,

p<2,

p<2,

p<2,

0<lj<2,

0</1j<2,

1< 2, <2,

1< 2, <2,

O</1j <1

O</1j <1,
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elde edilir, burada p=2 ise ¢, =¢, p=2 ise ¢, =0 dur.
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Ayrica yeterince kiiglik £ >0 igin

A =[Pillano)

n . p=2,
12y v
n°’ P , p=2,
—+&
k. p<2,
Qﬂg—l)fﬂ'
xdn P P , p<2,

Nk, (%—1)1;‘ +e

n°e , p<2,

nf p<2,

n P, p<?,

0<ZJ.<2,

0<ZJ.<2,

0<lj<2,

1£Ai <2,

1£Aj <2,

1< 4 <2,

0<}Lj <],

0<ﬂ»j <],

0</1j <1,

Vj=12,..micin
1
—2<y. <—+(p-2);
] 21 ( )
Vj=12,.micin

1
7 2/1—+(p—2);

m

Vk=12,.m-1ve
j=L12,..migin
M S 75 < My

Vj=12,.micin

1
—2<y. <——(2-p);
] /11 ( )
Vj=12,.migin

% 2%—(2—@:
vVk=12,.m-1ve

j=L12,..migin

TSV <M
Vj=12,..micgin

_2<}/J_ <p__l,

Vj=12,.migin

Vk=12,.m-1ve
j=L12,..migin

O SV <Oy

elde edilir, burada p=2 ise e, =¢, p=2 ise ¢, =0 dr.
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Sonug 4.1.1.3 iin Ispati:
p=2, m=1olsun. (4.38), (4.41) ve (4.42) ile y, =0 igin

1
A =2 [R

bulunur.

1. >0 olsun. Bu durumda herhangi 0 < 4, <2 igin

1)? ‘dr‘ nh+e)-1 .
(\]2) '<'[W'<nl ,V5>0,)/11121,
EL ‘T_Wl

(32) < | _ 4 o < e s 0,14 28,

olur ve bdylece

Ao PRl

(h,G)

ey

n2 , Ve>0, 4 >1

a1 S B ' (4.54)

nz, rA <1,
7lﬂl+8

N2 . Ve>0, pA =1

Az=<Plee . 1

n2, nih <1,

elde edilir.

2. —2<y,<0 olsun. Budurumda herhangi 0 < 4 <2 igin

dz|
J; i I|— n: 9t e > Q, >1;
( 2) -<Eél |T_W171(41+s) = ¢>0, nk

(322)2 < j #%ﬁ na Ot e >0, y A 21
E |T_W1

bulunur ve bdylece

A, =<n? ||Pn||A2(h]G), Ve >0,
. (4.55)
. 1
Az =<n2[R . )

elde edilir.
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A\i,3 integralinin degerlendirilmesi tiim durumlarda her bir{ € Egl icin

|§ - Z| =<1 oldugundan asagidaki sekildedir:

1

Aiﬁ ~<n? ”Pn ||A2(h,G) ! (4-56)

(4.35), (4.38), (4.41) —(4.51) birlestirilerek her bir 0< 4, <2 i¢in

1
n2’ }/12_1

A4
A1<||Pn||A2(h,G) na,, 1
n2 , Ve>0, —2<71<Z’

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.1.1 in Ispati:
Keyfi Pn € ¢, polinomu ve Bergman polinomlari (yani bolgede ortonormal

olan Kn(z):”Kn”A2 =1 polinomlari) igin asagidaki teorem [20, Teorem 2.1 ve

(h,G)

Teorem 5.1]°de ispatlanmistir:

Teorem. G bir Kk — yaridaire olsun, (0 <k <1) ve h(z) agirlik fonksiyonu

(3.5)’deki gibi tanimlansmm. Bu durumda her bir P, ep, neN ve her
z;el, j=12,...,m, noktasi i¢in

(2+7;)(1+k)

Pn(zi)‘ <n g ”Pn "Ap(h,G)

saglanir.

Bu teoremden yola c¢ikilarak yari konform sinira sahip bolgeler icin
asagidaki degerlendirme elde edilir [20]:

7(2+y)

Kn(zj)‘<d P (zj,LR)

Kn(zj)‘<
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Bu formal P, (Z) polinomu i¢in yazilirsa

1
Pn(zj)‘<T

d ? (zj,LR)

elde edilir. L yar konform egri oldugundan Sonug 3.3.3 ile d(zj,LR)>(R—1)S,

L s

s= min{2, Kz} olur. Béylece Lemma 3.3.3 ile

(2#7)s
Pn(zi)‘<n g ||Pn||Ap(h,G)

elde edilir ve ispat tamamlanr.

Uyari 4.1.1.1 in Ispati:

a) Q. (2) ::Z(j+1)zj,Gf =B ve p=2 olsun. Bu durumda

j=0

; _(n+1)(n+2)_ X _\/n(n+1)(n+2)
‘Q” c(6) 2 ! ‘Q“ A(G) 2
yazilabilir. O halde, bu iki esitlikten
* 1 *
‘Q” c(G) Zzn‘Q” Ay (G)

elde edilir.

b) G,cC, Li=0G,eC, diizgiin egrisiyle smnirh bir bélge olsun. Ug
nokta Ozelligine gére L egrisi yar1 konformdur [30, s.100]. {Kn (z)}, degK, =n,
n=0,1,2,.., G Dbolgesi igcin Bergman polinomlarint gdstersin, yani

K (2)=a1"+a, 2" +.+a,,a, >0 seklinde tanmli ve

olmak Uizere

[[ K. (2K, (2o, =5, .

G
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kosulunu saglayan polinomlar olsun. G_2 G; "1in konveks kabugu ve F = CG_; olsun.

K, (z) Bergman polinomlarinin sifirlar G_2 ’da yerlesir [29, s.245]. [7]’ye gore keyfi
yaridaire icin

K. (2)=a,p"'®"(2)® (2)A(2), zeFEQ

elde edilir, burada 3 ¢, =c,(G)> 0 icin

n+1 n+
/—<a <Cl’

ve 3¢ =¢(G)>0, i=2,3 icin

c
¢, <|A @) <14——2
| | J|@(2)|-1

dir. Buradan ||Kn(z)||A2(G) =1 oldugundan

o)1
(@2 e 0@ T2
\/_ | ( )n+l( l J
“ (D) @(2)
\/7 n+1
crgir I Kol

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.1 in ispati:

GeC,(4 1), 0<A4<2,i=Lm ve f(X)=cx", a;>0, j=m+Lm;

iv 7]

h(z) agurlik fonksiyonu (3.5)deki gibi tanimli (;/j >—1) olsun. Her bir zeQ igin

T (2)= ;;152) (4.57)

olsun. Q bolgesinde T, (Z) icin Cauchy integral formiill yazilirsa

Lt
@)= !Tn(g)g_z, zeQ (4.58)
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olur. ¢ eLigin |CD( | 1ve d(z,L) |§ Z| oldugundan

| n+1 ( |q) n+l
| S JL.|q) g Nl |§ Z| 27Z'd Z, L)I é/)||d§| (4.59)
yazilabilir.
A =[P ($)ld¢]= ¢)|d¢] (4.60)

L

m 7
olsun. Integral alt1 ifadeyi H|cj -z, |? ile carpip bolerek ve sonrasinda da Holder
j=1

esitsizligi uygulanarak asagidaki esitsizlik elde edilir:

A< i(! m \4—2,-\“|Pn<c>|”|d:|]px [l
i\ i j=L L‘H‘é/_zj‘T (4.61)
N L1
_IZ:l:A” +q 1
Burada
1 a
d . .
[jhmw(:n |d4|] [ oo
ez
dir.

.J,i]'1 integrali icin Lemma 3.3.6’ya gore

I =Rl ey =1

£y (h,L)

(4.62)

3

elde edilir. Bu durumda (4.61) ve (4.62) ile

m 1
A, < ||Pn||Lp(h,L) g(‘]:ﬂ)q

elde edilir.
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L {zerinde {zj}rf1 noktalar1 ayrik oldugundan Jri],2 integrali icin

d d
‘]fl12 _.[ | §| a7 = .[|é/_|z_é|;i|(q1)
L H‘§ Z. ‘ L i

(4.63)

yazilabilir. Basitlik i¢in m =1, m=2, z,=-1, z,=1; (—1,1)CG ve Tanim
3.3.8’deki lokal koordinat sisteminin OX ve OY eksenlerine paralel oldugu kabul
edilsin. L :={zeL: Imz>0}, L' =={zeL: Imz<0}, L=L" UL ;

w* ::{W:e"’:ez%}, z- e P(w) olsun. 1°(z,z%) sirasiyla z; ile

“li=mes|(z,z"), i=1,2. L'(yada

secilen yone gore L) tzerinde keyfi bir z, noktas: alinsin. Bu durumda (4.63) ile

1
A IRl 00 2 (0%2)" (464
yazilabilir. Burada
_I |d§n(q - _J _|d§mq 1) (4.65)
dir. Bu integrallarin degerlendirilmesi i¢in asagidaki notasyonlar verilir:
R=1+ l )
n
i =d(z, L) EM ={¢el’: [¢-7]<cdy},

B ={¢ell: cdp<[¢-17|<

LB ={C e’ [C -2, <cd,,

|;} =1} (El*) = IL i k=12,

Ez_z{geLZ ¢, d,q <|¢—2,|< e |y(q1)

Bu notasyonlarla birlikte (4.64) asagidaki gibi yazilabilir:
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2 L
A, = ||Pn||Lp(h,L) ;(J:"Z)q
2 i,* i*
::”Pn”Lp(h,L);[ a (B + 152 (B ):I

=:||P||£ (hL)Zl:[I”H'*]q i=12.

1

(4.66)

(4.59) ve (4.60)’a gore, I,']ik i=1,2 ve k=1,2,3 integrallerini degerlendirmek

yeterlidir. (4.65) ve (4.66) ‘ya gore ‘Jr%,Z integrali degerlendirerek baglansin:

jd¢

n(9-1)
Zl

Ji2<J‘

k=1 El

[zy "’iw]q [0

7, (-1<7,<0,7,20,i=12)  degerleri icin Jrlh2 integrali  ayr1
degerlendirilecektir.

1. 7,20 ve y, >0 olsun. Bu durumda Jrl]’2 icin

Il+ I |dé/|
nl rn(a-1)
EM* é’_ Zl|
Gdi g ) adi g ) Sl,},l(q,l) adi g
5 gnld £—0 ) gnla £—0 1_7/1(q_1) .
1-71(9-1)
<{d1,R71 . n>p-L
1’ N < p _1’
Il+ I | é’|
-1
—7 |}’1(q )
1-71(9-1)
L[ msee
. Jl_ ds B Sl—n(q—l) ‘1‘ . In 1 7/ _ p 1
n(@-1 — ' 1= P
adi g 7 1_7/1(q _1)‘cldLR dlvR

1 < p-1

elde edilir. Benzer sekilde vaz integralinin degerlendirmesi asagidaki gibidir:

(4.67)

ayri

(4.68)
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I2,i =< J. |dé,|
nl 72(d-1)
EZ* é/_zz| ‘
Cody Cody g 1-7,(q-1)
. s o R
Syz(q—l) _!;'LQ .[ S}’z(q—l) - gl_r)r(} 1— ( _1) 3
0 & 72\q
1- -1
) dz,qu ), 7.>Pp-1
1, 7, < p-1
Iz,i < J. |d§|
n,2 72(9-1)
E2* é/_zz| ‘
1-7,(a-1)
I d i, 7> p-1
2 ds B Sl—}’z(q—l) I - In 1 ) - p 1
CEN cdy, ’ 2 = 4
¢y n 572t 1-7,(g=1 ™" d,q

1 y,<p-l (4.69)

2. 7, <0 ve y, <0 olsun. (4.68) ve (4.69)’a benzer olarak

by < I =2, 77 |dg] < d P mesE] <1,
B

(4.70)
(=r)(a-D+1 <1,

+
Il

Ir11,2 = _Hé/ _ Zl|(771)(qfl) |d§| ~
E

ve

125 < I = 22|(772)(q71) dg] < di g PmesE* <1,
Elz‘i

(4.71)

|2i Cra-D+ q

Ir12;£ ~ J‘ |§_ 22|(—72)(q—1) |d§| ~
EZ*

elde edilir. Buradan (4.66) — (4.69) ile

S AChY -7
q q
dl,R + dz,R

Y172 > p_l!

o~ -

1) 1
A =B o ['”—J {'n—) . h=r=p-1 (4.72)

dl,R 2,R

11 71772<p_11

degerlendirmesi alinir. (4.59), (4.60) ve (4.72) karsilastirilarak
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Br?l n+l
P (z)‘ <c d(z,v D IP, ||Lp(h’L) @ (2)| (4.73)
elde edilir, burada ¢ =c(G, p,7,), i=1m, n ve z’den bagimsiz bir sabit ve
dllyfRn(qfl) +d;R72(qfl), Vir¥y > p—l,
0. 1 1
By = Ind—+ln—, n=v,=p-1 (4.74)
1R 2,R
1, 717, <Pl
dir. Lemma 3.3.3’e gére z, noktasi igin
d, -0 (4.75)

dir, yeterince kucik & >0 icin.

$imdi d, ; 'nin degerlendirmesi verilecektir. z; € L, ve {* € L alalim dyle
ki O,z =2,-23] ve d(zq, 2N L) =d(z, L) olsun, Z, =¢ el*:|¢—7,|=c,d,5.

Bu notasyonlar altinda Lemma 3.3.1’den

ds ::d(zR,Lszi)x‘zR—zzi

= die (4.76)

1
dir. Bu durumda d,, =(dy ) . Diger taraftan Lemma 3.3.3 ve [41, Sonug 2] ile

d; =n~" bulunur. Bu nedenle yeterince kiiglik ¢ >0 igin

&1

d,, > nte (4.77)

elde edilir. (4.73)- (4.77) karsilastirilarak
By

n+1
R (0= g5 Pl 00 2@ (4.78)
alinir, burada
(nE@DDE,,  nEDdL,
n ¢ +n a0e) 707, > P—1,
1
By, < (Inn)a, n=7,=p-1, (4.79)
1 <77, <p-1
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dir. Her bir {z<

J}, j—_m noktas: igin ilgili degerlendirmeler karsilastirarak ve

yukaridaki degerlendirme dikkate alinarak Z € () noktalari i¢in ispat tamamlanir.

Simdi zeG olsun. G bolgesinde Pn(z) icin Cauchy integral formuli

yardimiyla
P(H—=——IP(C) é’ 7¢G, (4.80)
yazilir. Bu durumda
1 d
P, (Z)| < 5 §)| |
4 (4.81)
27zd Z,L JL. )||dé/|:: 27rd(Z,L)A1

olur, A\ (4.60)’daki gibi tanimhidir. (4.72), (4.74) ve (4.80) bagmtilart

karsilastirilarak ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.1.3 uin Ispati:

GeC (ﬁ, f) 0<A<2,i=1m, ve f.(X)=cx", @ >0, j=m +Lm;

(R
h(z) agirlik fonksiyonu (3.5)’deki gibi tanimli (;/J. > —1) olsun. Eger G eC,(4,0),
0<4 <2, i=Lm,vyaniherbir j=m +1micgin o, =0 ise Teorem 4.2.1, (4.79) ve

(4.80) ile her bir ze G i¢in

P.(2)]< 2eG (4.82)

d( L) ”Pn”ﬁp(h,L) !

dir, burada
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>
-
LLl

=1k, k<m, i¢in en azindan bir tane y, € F(l)

.1 =<4 (Inn) °, 3j=1k, k<m, i¢in en azindan bir tane 7€ el'? \F(l) (4.83)
1 Vi=Lmiciny er®

Diger taraftan ii¢ nokta 6zelligi [30, s.100] ile L:=0G egrisi Q - yar1 konformdur,
Q>1. ze L keyfi tespit edilmis nokta ve R :1+% olsun. Lemma 2.2 ve (2.2) ile
yeterince kicuk igin,
d(z,L)= d(t,Ly)>n""* (4.84)
P, (2)] < n’i”Br']"l IP, ||£p(h’L) , 2eG”

elde edilir. (4.81) ve (4.83) karsilastirarak Lemma 3.3.7 ile ispat tamamlanur.

Genel durum ise asagidaki sekilde verilir:

Fj=m +Lmicin o; >0 olsun. G, bdlgesinde Cauchy integral formult

P.(2)= j O£

zeGy

esitligini verir.

Once ¢ =d)(2') degisken degisimi yapip ardindan integral alt1

m : 1
ifadeH|‘P(T)—‘P(W)|%|‘P'(T)|p ile carpilip boliinerek ve sonrasinda da Holder
i=1

sesitsizligini uygulanarak asagidaki ifade elde edilir:
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P.(2)]= —j|P(4)||§ ]
L P.(¥(2)) |‘P’(r)|| i
27 1 W (2) - W(w)|
<_[ "R (v@) | (r)||dr|
7]=R =1
x |\P’(T)|[l_p]q |dz|

|e=R ﬁ|\};(r) _ ‘P(Wj )|TJ ||‘P(2') - ‘P(W)”q

4

:i(f h(¢) pn(;)|p|dr|J"

v el

m 1 ] (4.85)
L@ =) e - v

1
= ZJn’l X ‘]n,27
burada
Jns ::”Pn ||£p(h,L) ’

-
e ]

‘]n,2 =X

|e]=R ﬁ‘\y(r) _ \P(Wj )‘Tj H\P(T) - ‘P(W)”q

dir.Bu durumda Lemma 3.3.6 ile

R (D)= 30s 31z =[Py Iuer 7= L W=D (4.6)

| icin (*) bagintisiyla

olur. Jn,z integralini degerlendirmek i¢in
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3

‘]n,2-< ZJ‘ m ‘\P'(T)‘

de]
i= F} | |“P(T)—‘P(Wi)|yi(q_1)|‘~P(z’)—‘I’(W)|q (4.87)
“(Eon) <o
elde edilir, burada
. 4 _
Jh, :=j - ‘ (7)‘ ldz|, i=1m (4.88)
T @ - Pl ()W)

W, =0 ( Z; ) noktalar1 ayrik olgundan yukaridaki integral

dr|=J(F;
iwvrwwwﬂﬂwm—wmwf| (%)

integraline  denktir. Dolayisiyla geriye i=1m icin J(Fy) integrallerini
degerlendirmek kalir. Basitlik i¢in

i=L2,m=1m=2;2=-1 z,=1 R=1+1

(4.89)
n
kabul edilsin. Yukaridaki notasyonlara ek olarak asagidakiler yazilsin:
Ly ={zely:Imz>0}, Ly ={zel;: Imz<0}, Ly =1L Ulg;
W

i * + +
= {Wz Re" :Hz%}, Zz, € Y(Wy); Zzely ve {"el’ nokialar

alinsm 8yle ki d,, =z, =z, 5| ve d(Z,5,L"NL"):=d(z,4,L") olsun;

z* :={4’e L :|§—zi|=cid(zi,LR}, zie ={¢ e la:|¢ — 20| = Cd (z s Le | »

W =0(z5); 1:(zr.25) sasiyla Z7;ve Zz, noktalarni birlestiren

yaylar1 gostersin ve

+
Ii,R

=mes I’;(z:,2z),i=12 olsun;Z; noktas1 L* (ya da
secilen yone gore L") Uzerinde Z; veZ, ’den keyfi bir nokta olsun. Basitlik icin
2,=125(2,=123) kabul edilsin; SR

={¢ely:[¢-z]<cdyg},
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E;:E ={lely :Cldl,R < |§_21| <|Lel Ef%ei = {4/ el :|§_Zz|<czd2,R}'

+ }, Frr=®(ER) 0, j=12

I q

Els = {g’ elfic,d,; <|¢—1z,|<
Bu goésterimler dikkate alinarak (4.88)
i 2 “P,(T)‘
‘]n,Z = Z _[ 7(a-1) q
(hs [P (0) =P (w)| W (2) - W (w)|
2

=Y J(F%

i,j=1

d]

(4.90)

seklinde yazilabilir. Boylece i, j=1,2 igin J(Fji]’é ) integralleri degerlendirilmelidir.

Pl =[P (7)) 2 eL=L2 0%, (4.91)

ve W'=®(z") olsun. Iki durum vardir: Z e’ veya z' e L*.
1)  z el olsun. Bu durumda Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.3 ile
1.1) z € E* olsun.

Eger 7, >0 ise

J(ER)+I(FR) (4.92)
- ad e
ety [P (@) =P W) W () - (w)

r- W1|ﬂ“+g

dT|

n(@-1i+e r—

qh+e

’

F11,’R+UF11,§ |T - Wl

dr|

I

'

qh+e

T—W|

1+ 1-
Fir URR

dz]

’

}(71(Q*l)+Q)ﬂrﬂ1+l+5

FLURL Min {|r -w; ‘z’ —W

< n(71+1)(q71)11+g’ v(c; > 0;
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eger —1<y, <0 ise
J(R)+I(FR) (4.93)

w(2) - (w) | (0)]dr]
i Ry (@) -vw)|’

|r W |(—71)(q—1)ﬂ¢+ﬂq—1—s
1

dr|
<

Q4 +E
e [T W]

n(@-1)A-Ay+l+e
. (1] I A
QA4+
n T—W ‘

Fll,gUFll,h_
< n(yﬁl)(qfl)iﬁ&’ Ve>0

elde edilir.

1.2) z eE;* olsun.

Eger y, > -1 ise
J(ER)+I(FR) (4.94)

¥ (0) =¥ (w) | (2)]|de|

\ |4
ri Ry W(2)-w(w)
|T—W1|Zi+g dr|
e 7wy - w [
de]

’

_ G
Rl UFL Min {|z’ —W1|;‘r —W }

L nEDEE e

elde edilir.
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1.3) z eE;* olsun.
Eger , >0 ise
J(Fyp)+3(For)
%' (z)||d7]
¥(2) =W w7 e () - (W)
dr|

qh+e

1+ 1-
ForRVURR

1 |T _Wl|ﬂi—l—g

d n(9-1)+&
1R FrhUF R T—

'

_ (et d|

A ) A —A +Hlre
Fii Rl Min {|r —w; ‘r -W ‘}

< n(;’l"’l)(q_l))‘i"'g’ Vg > O’
eger —1<y, <0 ise
J(FR)+I(FR)

¥ (2) =¥ (w,)

(=71)(a-1) “P (z’)‘ |dz’|
N

iRy P (0) - (w)

W. |(—71)(q—1)+11‘l‘5 dT|

Qhy+e

'

dr]

] [n(a-D+aJh-A+1+e
Fi: Uk MiN {|r —w; ‘z‘ -W }

< n(71+1)(q—1)21+8, Ve> 0,
elde edilir.

1.4) 7z eE;* olsun.
Eger y, >0 ise
J(FZ%’;)+J(F21",;)
\\P’(T)Hdﬂ
W (o) - P W) W () e w)|

1+ 1,-
FyrVUR R

(4.95)

(4.96)

(4.97)
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\\y'(r)\|dr|
<

FrnUFiR [min {|‘P(T) — l}’(Wl)| ; ‘111(2_) B \P(W,)‘Hn(q—l)m—l

|T - W1|117H |dr

. 1y 1 (a-D)+a-1+e
FrrUFsR |:m|n {|’Z’ - W1| ; ‘T -W ‘}J

<

eger 1<y, <0 ise
J (le,';) +J (le,g)

¥ ()= (w) | (2)]|de]

< n(yﬁl)(qfl)ﬂﬁg, Ve >0,

F R ¥(2)-w(w)[

= Wl|ﬂl_l_g dr

. 1y 1 (a-D)+a-1+e
FLE UL [mln {|r —wl|;‘r —W M

< n(71+1)(Q—1)41+€’ Ve>0

(4.98)

elde edilir. (4.92) — (4.98) bagintilar1 birlestirilerek her , >-1, q>1 ve 0< 4, <2

icin
J(F)+I(FR) < nAEDAe ey

elde edilir.

2) z eL® olsun. Budurumda (*)’a gore,

2.1) 7 e E>* olsun.
J(RR)+I(FR)

\\p'(r)\

W (@)=Y W)W () - ()

2.+ 2~
Rl VR

d(¥(7),L)|d7]

Y(7)-¥(w,)

2,4+ 2,-
Fir URR

@) W) (-

(4.99)

(4.100)

76



Giin, C.D. 2014. Kompleks Diizlemde Bernstein — Walsh Esitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

d]
e [P (@) =) [ (2) - W) (2] D)
d]
fe A7 W () - (w)| (2] -1)
v dz]

Fik dzy,zre(q_l)'l“l’(r) - ‘P(W')‘q (7]-1)

Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini
degerlendirmek yeterlidir, birinci ele alinsin. 7 € FLZF’: ise “P(r)—‘P(W')‘ icin
asagidaki bagint1 elde edilir:

¥(r)- P W) - max{|‘P(r) —¥(w,); [¥()-2

}

1
145,

=[¥(2) - (W)~ ¥ () -2

Bu durumda y, >0 igin

. |dz'|
J (FlvRJr) =n _[ r2(9-1)+9-1
R \P(T) — Z; I+a,
|d2‘| |dr|
<n | el N
R Y(r)—z;| e R | — wy | e
(72+1)
225 (q-1)4s +1
n lta, ’ (7/2 ) (q _l) >1,
l+eq,

<4 n*lInn, M(q -1 =1,
1+

a,

n1+.9’ (7/2+1) (q_1)<1’
l+a,
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ve —1<y, <0 igin

(=72)(9-1) |d T|

. V() -¥(w,)
J(Ffmnj' 2) —
R ‘1{;(2_) _ Z; l+a,
d
<n 1
R |7 — W [ €
a-1 +& _
nl+0t2 , q 1 >l,
1+a,
<{n*Inn, qa-1 =1
1+,
rIl+g q _1 < 1
’ 1+, '
elde edilir. Boylece
(7,+1) ~
£ (q-D)+e¢
nl+a2 , (}/2+1) (q—l)>1,
l+a,
IRz +IE <] nenn, 2D g1 veso
’ ’ 1+a,
pe, gy
1+ea,

elde edilir.

2.2) 7 e EX* olsun.
v, >-1i¢in

IR +I(FY) = d(¥(z),L)|dz]

(4.101)

¥(2) =YW, [w (@) - W) (2] -1)
de|
R2 URZy |LIJ(Z-) _ LP(WZ)VZ(q—l) “P(r) _ T(W,)‘q—l

2+ 2~
R VAR

<n

dir.

TE FLZF’: ise “P(r)—‘P(W')‘ icin asagidaki bagint1 elde edilir:

¥ ()= (W) =[¥(0) -z
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Bu durumda, dnceki duruma benzer olarak eger y, >0 ise

. dr
I(F)<n Ll -
i [P () =P ()P (0) - 75
de]
=N 2’2('51*1)Jr(171
Rl \P(T) — Z; l+a,
de]
=n 72(Q*1)+q71+g
Rl ‘L'—WZ+ L+a,
2(a-1)
n}/]ﬁr(l!z o-lee }/Z(q_l) +q_1>1
" 1l+ta, '
=< nl+g|nn, }/Z(q_l)‘l‘q_l:l,
+a,
ne, —72(q_1)+q—1<1,
l+a,
eger 1<y, <0 ise
. \P(T) _LP(W ) (=72)(a-1) dT
JE)<n [ ! | [d]
o |P@)-z
dz|
=<n =
Ffr}+ \P(T) - ;
de]
<n =
FOl A
nt,  gq>2,
<in*Inn, gq=2,
nl—h‘}, q < 2’
elde edilir. Boylece
72(q-1) ~
g -lte _
n l+a, ’ 7/2(q 1)+q_1>11
1+,
7,(q—-1
JEE)+I(RR) =<4 n"Inn, M+q—1=1, Ve>0
' ' 1+a,
e, _72(q—1)+q_1<1’
1+a,

elde edilir.

(4.102)
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2.3) 7 e E>* olsun.

Her y, >0 i¢in

J(RR)+IRR)
_ ¥ (o) ]
oy [W(0) =P )" [P () - ww)|]
d]
=N (a-1) L
i [P () =P () [P (2) - P (W)
d]
N (a-1) L
e [P () — P (w,)[ [P (2) - P (W)

(4.103)

dir. Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini degerlendirmek

A . 2, "Rt ..
yeterlidir, birinci ele alinsin. 7 € FZ’R+ ve Z € B igin

P (0) -2 (W)| - ¥ () -2,

1+¢
. i 1 I+a,
[P(2) =P W,)| - 0, = [2, — 23] -
elde edilir. Bu durumda
24 |dr|
J (FZ’R )=<n L]72(a-1)+g-1
FZZ"F: LP(T) - Z2
-1
Llfx )+1+g |dT|
<n "%
. q-1+&
':zz,ii‘+ T- W2
7yi(qfl)+q—1+g
n =" . 0>2,
721(q—1)+l+&
<3n 7% Inn, q=2,
721(Q*1)+1+
n - , q<2,

ve boylece y, >0 igin
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+0-1+¢
n l+a2 , q > 2,
72(q—1)+1+€
J(FR)+I(Ffr)<4n te Inn, q=2,
Vz(q—l)JrlHJ
n l+a, ’ q <2’
elde edilir.
Eger —1<y, <0 ise
(R +I(FR) (4.104)
720D | gy’
Y@ - N @fde] de]
iy U ¥ (2) - w(w)[’ 2 [P (@) - w)|”
n+e, > 2,
dr| dr| oo
<n = e =N Inn, g=2,
ez (P(r) -2z, 2 T — W, nite q<2
elde edilir.
2.4) 7 eEX*olsun.
Her y, >0 i¢in
J(FZ) (4.105)
“P'(T)Hd‘l'| n J- |dr|
- 20— ! 2( _1) ’ -1
e [W (@) =Y w)[ [ () - ) G e | (e) - e w)|
72(Q*l)+q lg
1+a.
n =" ,  0>2,
1+72(q—1)+€ |dT| }’z(q—l)JrlJrg
<n b — g =N e Inn, q=2,
FZZ“R+ T—W ‘ 72(q_1)+l+.s
nte  g<2

ve
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J(F%R) (4.106)
' (0)|d7| n I dr]
2 @) - w7 @) e 4T @) )|
72(q_1)+q—l+g
n e . q>2,
1+72(Q*1)+g d l+}’2(‘1*1)+6 d 72(Q*1)+1+g
<n 4 T <n v el T,| S=<in" Inn, q=2
i | P (0) - () 7w T
n 1+0£2 ’ q < 2’
elde edilir.
Z e E2” durumu z € E>* durumunun tamamen aynisidir.
Eger 1<y, <0 ise
(720D gy’
. P (r) - (w,)| 7™ \\P (T)Hdz'|
J (Fz,R )= I N
2 W () - (w)|
nd-1 q>2 (4.107)
|dT| l+¢
<nj — <" Inn, gq=2
i [P () - P (W) M qe<2,
ve
. ¥ (2) - W (w,)| 7 W' (2))|de]
J (FZ,R )= I N
2 (@) - P (W)
|dz-| "t g>2, (4.108)
<n —5<4nInn, q=2,
e [P (1) - P (W) M g2,
elde edilir.

(4.101) — (4.108) degerlendirmeleri birlestirilerek her —1< y, <0 igin

ve her y, >0 igin

(4.100)
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72 1+5
I P Py LI
1 ' l+a,
(92,)7 < ’ (4.110)
n2 1—£+$ '
n'*., p22+L,
l+a,
elde edilir.
(4.88), (4.99), (4.109), (4.110) birlestirilerek (4.90)’dan
I=L2;m =1m,=2 igin
2 2, y
(I+ay) 2
i, n® P 1< p<2+—1+a2,
Jo.=< P+ Ve>0
1-—+¢
n?' ., p22+L,
1+a,
elde edilir.
(4.86), (4.87) ve (4.88)’den (4.89) ve (4.90)’a gére her i=m+1m
1
veVe >0 icin
”Pn ”c@ = ”Pn ”Ep(h,L) Jn2
mo1
< ”Pn ”Lp(h,L) ;(J“vz)q
m 2 ) 1
<||Pn||/$p(h,L)lezl'(J(Fi,E )q
i=1l j=
m 7itl %4, ~
n (}7‘“)]} z np(1+ai) p(I+e;) ’ 1< p<2+l 7i ’
! +& T 4 +ai
PRl 20 7 ~
: ne, p22+L,
1+,

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3.1.1 in Ispati:

0<5<6, :=%min{‘zi —z|ti j=1m,i# j} icin
Q(z;,5) :=Qm{z :‘z—zj‘sé}, Qo) ::CJQ(Zj, 8); A, Z=®(Q(Zj, 0)) olsun.
=1

W, =d(z;) ve ¢, ==argw,, j=1m, icin

A {t—Re'g R>1, ¥<9 % 2%1} olsun, burada @, =@y, @, =@y, dir,

Q=¥(@A), L=Ln0. a=]o! odugu
j=1

aciktir. F' ::@(L‘):A_;m{z-:|z-|:1}, Fi = d(LY) =A_'jm{r:|r|= R}, i=1,

Yeterince klctk ¢ >0 icin R, =1+ 2 olsun. Herbir z e Q, icin:
n 1

P
G,(2) :=®%12) (4.111)

ele alinsin. Cauchy integral gosterimi ile

1 d
Gn(z)=_2_”ijen(g)§fz,z6gz&

Lg,

dir. Bu durumda

de]

G d

“(Z)‘ f[1 ‘\{ z\ 27zd (z.L LJ. ‘ ¢

olur. T=Dd(<&) degisken degisimi yapip integral alt1

m 7i , 1
ifadeyiH|‘P(T)—‘P(Wi)|3 “I’ (T)‘p ile garparak ve ardindan Holder esitsizligini
i=1

uygulayarak
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1
G <—
n(Z)‘ Z”d(Z’LRl)H

R.(¥(@)||¥ (2)||d7|

7i

<—2ﬂ syl LI P, ()| @)ar| |
. (4.112)
¥ (1)
X ‘ ‘ @ |dT|
S IeRIR
j=1
1 1.1
= 271'd(Z,LRl) Ao *Bg p+q 1
elde edilir. Lemma 3.3.6 ile
AT 1 P (4.113)
dir.
q
S ) e A
ME T 75(a-D)
ST E) - ww) (4.114)
i=1
1
v i a v i
_(;Bwj s;(Bnq)
dir, burada
. L2 _
Bi,= | — ‘ (T)‘ ldz|, i=1m
T @) - e w))
i=1
dir. w; ;= ®(z;) noktalar ayrik oldugundan
¥
¥ IF) (4.115)

= J. |qj(,[) ‘P( )|7(q—1)| |_

yazabiliriz. Basitlik igin i=1 ve Fy = F;" U R’ alalim,
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1. . 1 -1
FRl .—{T.TEFR1,|T—W1|<C1H },

R’ :={T:Te Fe.cn™ S|T—W1|<Cz}.

Bu gosterimleri dikkate alarak (4.115) asagidaki sekilde yazilir:

1 Y (r)
(FRl) = F_[ ¥ () —¥(w,) PACE) |d2'|
‘P,(T) \P’(z_)
) Fat \P(T) - lP(W ) 70 |dT| ’ Fjl.z |lP(T) ‘_ \P(W‘) n(a-1) |dT| (4116)
= J(F)+I(F)).

Bu integralleri —1<y», <0 ve y» >0 icin ayrt ayr1 degerlendirecegiz.

Oncelikle Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.2°den

1

(I7l-2)° (4.117)
d(¥ (7). 1)< (|o]-1) " ¥ (@) - (w)| =|r - w[ "

\LP’(T)\ <

degerlendirmeleri elde edilir.

7, >0 olsun.  GeQ(x), oldugundan keyfiz" e LOyle Ki
d(‘I’(r),L):“P(r)—z*‘ ve w'=(z') igin
d(¥(7),L)= |‘P(z’)— Z*| =< |T—W*|17K

olur. (4.117)’ye gore
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J Flk _ ‘ d
( R ) F.!;f |T(T)—‘{’(Wl) JACEN | Z'|
< |dr|
Félk T— W1|71(q—1)(1+,() (|T| _1),(
K |dT|
a lel=r, |7 =W, |71(q—1)(1+,()
7|1=Ry A
nAEDEOHE Ty (@ -1+ &) > 1,
< n“Inn, 7 (@-DL+x) =1 k=12,
n*, 7(q-D+x) <1,

elde edilir.

Yeterince kiigiik & >0 igin R, =1+ oldugundan Lemma 3.3.1 ile
n

n 71 (9-1)(A+x)+x-1

» n(@-D+x)>1,

(BL)'<4 n*Inn, 5 (a-D@+x)=1, (4.118)
n*, 7(Q-D+x) <1,
elde edilir.
-1<y, <0 olsun. d(‘PR(T),L)Z=‘Z—z*‘, Tel, ve

W= CD(Z), W= CD(Z*) alalim. G € Q(x) oldugundan

1—

(4.117)’ye gore |z— z"

<|w_w* " olur ve bu durumda (4.117) asagidaki

ifadeleri verir.

')
() - W ()

IR = |

11
Fay

7@ de]

(4.119)

< n71(q’1)(1”()+’( . mesFéll

< @ E
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ve
(- )(a-D)
f (I7]-1) (4.120)
< n*-mesF;* < n”.
Buradan
(B, )" <n* (4.121)
elde edilir. (4.111) — (4.121) birlestirilerek
|cD(Z)|n+1
P.(2)< mllpn e ey

m, ACE -y

>on

i=1

. heri=1micin >L(p—1),
1+«

o |~

x (nK Inn)l' ; her i =1 m icin ;/izli(p—l), 1eQ,,
+ K !

k(-1
p

n ", heri=1m icin -1<y, <L(p—1),
l+x

elde edilir ve ispat biter.

Teorem 4.3.2.1 in ispati:

R=1+C—nl olsun. ||R,|

n

P (z)‘ 2 el veW = CD(Z') olsun. Bu

c@) —
durumdabir Zioe{zi}:il vardir oyle kids>0 ve 1=12.0;-1i,+1..,m
icin|z' —z,|[<s<|z ~7|. Basitlik icinly=LW =®(z) almsmn. G, bolgesi icin
Cauchy integral gosterimi ile

N d¢
Plz)=—|PI({)——, zeG
( ) 27riLR ”(g)g—z =

dir.
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T =®() degisken  degisimi  yapip  integal alti  ifadeyi

m 7i , 1
H|‘P(f)—‘P(Wi)|3 “P (T)‘p ile carparak ve ardindan Holder esitsizligini
i=1

uygulayarak

(o) 2L ldgl

\e" 7|

_ H‘P<f>\| "
27rHR ‘\{1 l{l( )‘

1
p
gzi[ [ H "R (P @) [ (0)||de]
[7[=R =1
1
“P' (T)‘[l_qu
X % , q|dr|
=R \\P(r) w(w,)[» ¥ )—‘P(W)‘
1
1 p P
== [ h()|P () |d
2ﬂ[,R ()P () [a¢]
1
q
y @) ] (4.122)
aa \\P(T) v (w,) " (r)—\y(w’)\q
::%JMXJM, %+%_1
elde edilir. Burada
Joi= ”Pn”Ep(h,L)
(3,,) = ¥ o) ]
R “I’(r) w(w,)["” (f)—qf(w')\“
dir. Bu durumda Lemma 3.3.6’dan
‘Pn (z)‘ < 30302 <[Pl oy Ine (4.123)
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a) y, >0 icin

(‘]nVZ)q = y(q|1()jr| ) .
R [P (r) = P ()| ‘T—W (|7]-1)
dz|
2 W ()~ P W) e - w [ (o] 1)
dr|
F2 (W (r) - ¥ (w,) (8= ‘r—WV At (|z‘| —1)K

<n* 47 +n* I —|dr|

7(a-1(+x) r q(1+x) q(L+x)

' '

Flt |f[ — Wl F12 —
< nK I |dT| + J‘ |d T|
- | 71 (9-1)(A+x)+q(1+x) | (a-D)(@+x)+q(L+x)

Fu T —W, Fl2 ‘T—W
d 2'|
e

+n J. ,19(Q+x)

F2 |7 —W
=< nyl(q—l)(l+l<)+q(l+x)+/<—l iy nq(l+z()+zc—1 (4124)

— n(y1+l)(q—1)(l+x)+2x

ve boylece
(nrXa A, 2 (71+1)(1+")+2K(l—lj
na=m 7 i —n P b (4.124)
elde edilir.
b) 7, <0 icin
(0,,)' = [ HE= ¥l
- |7=R ‘T_W' qL+x) (|T|—1)K
Y(r)-Y¥Y (-n)(a-1) q
=[ [+ ]I (0¥ -
L G
=:(Ji‘2)q +(‘]nz’2)q

dir. Buradan
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(Jl )q _ |‘P(Z’)—l{1(wl)|(—m(q—1)|dz_|

" Fu ‘r—wr‘q(lﬂ() (|r|—1)K

(-1 )g-1)(1-x)
T—W dr
<n 11| ‘;| W,‘q(lﬂr) | |
k _
. . |T_Wl|(—m(q—1)(1—x) |dr|
g ‘2_ _Wf‘q(lw)
elde edilir, burada
F! = {r reFY lr-w|< cln’l}

R {z’:reF“,Cln’lS|r—Wl|<c2}
dir. Her q>1,0<x <1, i¢in

(-7)(-1)(1-x)
|dT| DAL J‘

Flll

|T—W1| |dr|

, ‘q(l-Hc) q(l+x)

R ‘T —-W

r—w"

< n71(q—l)(l—K)+q(l+K)—l

(-7)(@-D(A-)
o—w[ " o |dT|_<I |de| e

it ‘T —-W ‘ it

ve benzer sekilde

Bu durumda her bir g>1, 0<x <1,i¢in

q(l+x)+x-1
J.,=<n 1

elde edilir. (4.123) ve (4.130)’den,

(4.126)

(4.127)

(4.128)

(4.129)

(4.130)
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(y1+1)(1+x)+2,{1_ 1 ]

, n ° ) >0,
P (Z )‘ = " R ||L‘p(h,L) Mux[l_i} 7 (4.131)
n P 2 7, <0,

(4.131)’den

(n+D)(1+x) 2;«[1— 1 ]
P (z )‘ <n P "

n

P ||£p(h,L)

bulunur, burada 7 := max{0; 7, , k =1, m} dir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde oncelikle bu tez calismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek
daha sonra bu konu ile ilgili baska nelerin yapilabilecegi ile ilgili Oneriler

verilecektir.

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, (1.2) problemi, A (h,G) normunda, G bélgesinin

Cy (A ApensAy) smifindan; £,(h,L) normunda ise G bolgesinin  C,(4,f;)

i
smifindan veya «- yart Konform egriyle siirli bir bolge olmasi durumunda ele
alinarak incelenmis, elde edilen sonuglar Bulgular ve Tartisma boliimiinde; 4.1.1.
Temel Sonuglar, 4.2.1. Temel Sonuglar ve 4.3.1. Temel Sonuglar basliklar1 altinda
verilmigtir.

4.1.1. Temel Sonuclar, 4.2.1. Temel Sonuclar ve 4.3.1. Temel Sonuclar
bolimlerindeki teoremlerin ispatlar1 igin gerekli Lemmalar ve Yardimci Sonuglar
Materyal ve Yontem basligr altinda verilmistir.

Teorem 4.1.1.1°den Sonu¢ 4.3.1.1’e kadar olan teoremlerin hepsinde

kompleks diizlemin gesitli bolgelerinde; (1.2) problemine bakilarak (3.26)’ya gére

daha i1yi sonuglar elde edilmeye calisilmistir.

5.2.ONERILER

4.1.1. Temel Sonuglar bolimindeki teoremlerde (1.2) problemi A (h,G)

normunda sifir ag1 icermeyen parcali diizgiin egri ile smirli olan bolgelerde ele
alarak incelenmistir, 4.2.1 Temel Sonuglar boliimiindeki teoremlerde ise (1.2)

problemi dis difir ag1 igeren bélgelerde £, (h,L) normunda incelenmistir. Acaba,

(1.2) problemi A, (h,G) normunda dis sifir ag1 ve i¢ sifir ag1 igeren bolgelerde ele

alindiginda polinomun degerlendirilmesi nasil olacaktir? Daha sonra, bu sonuclarin

diizglin olmayan (6rnegin, yaridiizgiin) egrilerlere ve bu tiir egrilerle sinirli bolgelere
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taginabilir mi? Doktora sonrast donemlerde bu tiir problemlerin ele alinmasi

onerilmektedir.
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