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KOMPLEKS DÜZLEMDE BERNSTEIN – WALSH 
EŞİTSİZLİKLERİ 

 
 

Cevahir Doğanay GÜN 
 
 

ÖZ 
 
  kompleks düzlem, G ⊂  ,  :L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir 

bölge ve : \ GΩ =   olsun. ( )w z= Φ  ile Ω  bölgesinden { }: : 1w w∆ = >  
bölgesine 

tanımlı, ( )Φ ∞ = ∞  ve ( )lim 0
z

z
z→∞

Φ
>  koşullarını sağlayan konform ve yalınkat 

dönüşüm gösterilsin. ( )h z , G G′ ⊇ ’de tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Her 0p >  

için ( ),pA h G  ile G  bölgesinde analitik ve 

 ( ) ( ) ( )
1

,p

pp
zA h G

G

f h z f z dσ
 

= < ∞ 
 
∫∫   

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı; L  kapalı, ölçülebilir eğri olmak üzere, 
( , )p h L  ile L  üzerinde integrallenebilen ve 

 ( ))

1

( ,
: ( )

p

pp

L
h L

f h z f z dz
 

= < ∞ 
 
∫

 

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı gösterilsin.  
Her n∈  için n℘  ile derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomların sınıfı 

gösterilsin. Bu tez’de; : ( )X C G= ; Y := ( ),p h G∂  veya ( ): ,pY A h G=  olmak üzere, 
her n nP ∈℘  için aşağıdaki iki problem kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde 
incelenmiştir:  

 

 
( )

1

1. , , ( , ) , ,

( , )2. ( ) ( ) , , ( , ) , .
( , )

n n n nX Y

nn
n n nY

P h G P h G n
h GP z P z z h G n

d z L

µ µ

η η+

≤ →∞ →∞

≤ Φ ∈Ω →∞ →∞
  

Yani, nµ  ve nη  sayılarının ∞ ’a gitmesi, h  ve G ’nin geometrik 
özelliklerine bağlı olarak incelenmiştir.  
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BERNSTEIN - WALSH INEQUALITIES IN THE COMPLEX PLANE 
 

 
Cevahir Doganay GUN 

 
 

ABSTRACT 
 
Let   be complex plane, G ⊂   be a finite region bounded by a Jordan 

curve :L G= ∂  and : \ GΩ =  . Let w=Φ(z) be the univalent conformal mapping of 

Ω  onto the { }: : 1w w∆ = >  normalized by ( )Φ ∞ = ∞  and ( )lim 0
z

z
z→∞

Φ
> . Let ( )h z  

be a weight function defined in G G′ ⊇ . For any 0p > , let us  denote by ( ),pA h G  
the class of functions f  which are analytic in G  and satisfying the condition 

 ( ) ( ) ( )
1

,
,

p

pp
zA h G

G

f h z f z dσ
 

= < ∞ 
 
∫∫   

Let ( , )p h L  denote the class of functions f  which are integrable and 
satisfying the condition 

 ( ))

1

( ,
: ( )

p

pp

L
h L

f h z f z dz
 

= < ∞ 
 
∫

, 

when L  is rectifiable curve. 
Let n℘  denote the class of arbitrary algebraic polynomials of degree at most 

n∈ . In this thesis, for any n nP ∈℘ , following two problems have been 
investigated in various regions of the complex plane: 

 
( )

1

1. , , ( , ) , ,

( , )2. ( ) ( ) , , ( , ) , .
( , )

n n n nX Y

nn
n n nY

P h G P h G n
h GP z P z z h G n

d z L

µ µ

η η+

≤ →∞ →∞

≤ Φ ∈Ω →∞ →∞
 

where : ( )X C G= ; Y := ( ),p h G∂ , ( ): ,pY A h G= .  
It is shown that nµ  and nη  tends to ∞  depending on geometric properties of 

h  and G . 
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Maping, Quasiconformal Curve, Smooth Curve, Bernstein-Walsh Inequalities 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

   Kompleks sayılar kümesi 

   { }∪ ∞  

   Doğal sayılar kümesi 

:=   Tanım olarak eşit 

A G  A  bölgesi kompakt olarak G  bölgesine dahildir. 

zdσ   dxdy  ( )z x iy= +  

G∂   G  bölgesinin sınırı 

G   G  bölgesinin kapanışı 

CG   G  bölgesinin tümleyeni 

z   z  kompleks sayısının eşleniği 

mesγ  γ  eğrisinin bir boyutlu Lebesgue ölçüsü 

mesD  D  kümesinin iki boyutlu Lebesgue ölçüsü 

int L   L eğrisinin içi 

extL   L  eğrisinin dışı 

( ),dist z B  z  noktasının B  kümesine uzaklığı 

0( , )B z r  { }0:z z z r− <  

Ω   extG  

( ),z δΩ  ( ),B z δΩ∩ ,   z∈Ω  

∆   { }ext : 1w w >  

( ),z δ∆  ( )ext ,B z δ  

a b   ,a cb≤  c ,  ve a b ’ye bağlı olmayan pozitif bir sabit 

a b  a b  ve b a  

( )A G  G  bölgesinde analitik olan fonksiyonların kümesi 

( )A G  G  bölgesinde analitik ve G ’da sürekli olan fonksiyonların 

kümesi 

 

v 
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1. GİRİŞ 

 

XX yüzyılın başlarından itibaren, reel ve kompleks değişkenli cebirsel 

polinomlarla ilgili bir çok problem (sıfır yerlerinin dağılımı, ekstremallik özellikleri, 

modülce artışları vs.) bir çok matematikçinin ilgi odağı olmuştur. Bu tür problemler, 

yaklaşım teorisinin düz ve ters problemlerinde sıkça karşılaşıldığı gibi, araştırma 

konuları da olmuştur. Bu problemlerden birisi de, cebirsel polinomların verilmiş 

kümedeki her hangi bir normunun (söz konusu uzayda), küme genişlerken nasıl 

değiştiğinin takip edilebilmesidir. Başka bir deyişle, 1,M M ⊂  , 1M M⊂  kümeler 

ve nP  herhangi bir polinom olmak üzere 
1

sup ( )n
z M

P z
∈

 sayısının sup ( ) :n
z M

P z L
∈

=  sayısına 

nazaran nasıl değiştiğinin ve değişmenin n ’ye göre nasıl artış göstereceğinin 

incelenmesidir. Bu problemle ilgili ilk çalışma, M  kümesinin doğru parçası olması 

durumunda, 1912 yılında Bernstein S.N. [1] tarafından ele alınmıştır. Daha sonra 

1922 yılında Faber G. [2], M  kümesinin sonlu sayıda eğrilerle sınırlı olması 

durumunda, 1926 yılında ise Walsh J.L.[3], genel halde problemi çözmüşlerdir. 1937 

yılında Hille, E., Szegö, G., Tamarkin, J.D. [4] benzeri problemi, M  kümesi 

ölçülebilir kapalı Jordan eğrisi olması halinde eğrisel integral normuna göre 

incelemişlerdir. Benzeri problem, alan üzere integral normuna göre bazı ek koşullara 

sahip Jordan bölgeleri için 1985 ve daha sonraki yıllarda F.G. Abdullayev [6, 7] 

tarafından incelenmiştir. 

Walsh J.L. ([3, s.119-127]) tarafından, verilmiş kümede polinomların eğrisel 

veya alan üzere normların bilinmesiyle, buna göre kümenin genişlemesi ile bu 

polinomların mödülce artışının incelenmesi problemi ele alınmıştır.  

Bu çalışmadaki esas amaç; a) kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde, 

yukarıda ifade edilen problemin çözümünün incelenmesi; b) polinomların bakılan 

sonlu bölgede artışlarının elde edilmesi ve c) sonsuz ve sonlu bölgelerde elde edilen 

her iki sonucu birleştirerek polinomun modülce artışının bölge ve diğer verilenlere 

(ağırlık fonksiyonu, uzayın parametreleri vs.) nasıl bağlı olduğunun ortaya 

konulmasıdır. 

Esas problemin ifade edilmesi için önce bazı tanım ve işaretlemeler 

verilecektir. Bu tezde, G  kompleks düzlemde :L G= ∂  Jordan eğrisiyle sınırlı sonlu 

 1 
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bir bölge ve genelliği kaybetmeden 0 G∈  kabul edilmiştir. : extLΩ =  olsun. 

( )w z= Φ  ile Ω  bölgesini { }: : 1w w∆ = >  bölgesine konform ve yalınkat resmeden 

ve ( ) ( ), lim 0
z

z
z→∞

Φ
Φ ∞ = ∞ >  koşullarını sağlayan dönüşüm gösterilsin. Her 1R >  

sayısı için { }: : ( )RL z z R= Φ =  olmak üzere : intR RG L=  , :R RextLΩ =  olsun. 

( )h z , herhangi bir tespit edilmiş 1R >  için RG  bölgesinde tanımlı bir 

ağırlık fonksiyonu olsun. Her 0p >  için ( ),pA h G  ile, G  bölgesinde analitik ve  

( )( )
p

z
G

h z f z dσ < ∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı işaret edilsin, burada σ ile G üzerinde tanımlı 

iki boyutlu Lebesgue ölçüsü gösterilmektedir. ( ) ( )1, :p pA G A G= . Bu uzayda 

yarınorm ( 1p ≥  için norm, 0 1p< <  için p -norm)  

( ) ( )
1

,
: ( )

p

pp
zA h G

G

f h z f z dσ
 

=  
 
∫∫  

olarak tanımlansın. 

Benzeri şekilde, :L G= ∂  ölçülebilir Jordan eğrisi olmakla :f L →   

ölçülebilir ve 

( )( )
p

L

h z f z dz < ∞∫  

koşulunu sağlayan f  fonksiyonlar sınıfı ( , )p h L  ile gösterilsin ve  

( ),

1

( )
: ( )

p

p

L
L

h

pf h z f z dz
 

=  
 
∫

 

olsun. 

M ⊂   sonlu kümesinde sürekli fonksiyonlar sınıfı ( )C M  ile gösterilsin 

ve ( )f C M∈  için  

( ) { }: sup ( ) :
C M

f f z z M= ∈  

olarak ele alınsın.  

n℘  ile derecesi n ’yi aşmayan cebirsel polinomlar sınıfı gösterilsin.  
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Verilen bir nP n∈℘  polinomunun ele alınan küme üzerinde herhangi bir 

uzaydaki ( ( )C G , ( , )p h L , ( , )pA h G  vs.) yarınormunun, bu kümenin genişlemesine 

bağlı olarak artışının bulunması ile ilgili aşağıdaki şekilde verilen eşitsizlikler 

Berstein-Walsh eşitsizliği [3, s.77] olarak bilinmektedir: 

              ( )
'

, , 'n n GG
P A n G G P≤ , 'G G⊂ .                                    (1.1) 

Eğer ele alınan küme G  bölgesi ve norm olarak düzgün norm ele alınırsa, 

bilindiği gibi, klasik Bernstein-Walsh Lemması ( G bölgesi için tasarlanmış haliyle) 

 ( ) ( ) ( )
1

,
n

n n C G
P z z P z

+
≤ Φ ∈Ω  (1.2) 

eşitsizliğini vermektedir [3, s.77]. Buradan, özel halde 

( ) ( )
1

R

n
n nC G C G

P R P+≤                (1.3) 

bulunur. Yani, G  bölgesi RG  bölgesine kadar genişletildiğinde ( )R
n C G

P sayısı en 

fazla ( )n C G
P sayısının 1nR +  katı kadar artacaktır. 

Bu tezde; ilk önce (1.1) eşitsizliği, kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde 

ve çeşitli normlarda incelendi. Elde edilen sonuçlarda, polinomun normunun 

bölgenin geometrik özelliklerine ve uzayın parametrelerine göre nasıl değiştiği 

gösterildi. Daha sonra, : ( )X C G=  ve Y := ( , )p h L  ve ( ): ,pY A h G=   uzaylarından 

birisi ve nP , keyfi polinom olmak üzere, 

           ( ), ,n nX Y
P B n h G P≤                         (1.4) 

şeklindeki eşitsizliklerin bulunması problemi incelendi. Burada ( ), ,B n h G  genelde 

,n h  ve G ’ye bağlı bir sabittir. Son olarak, (1.2) ve (1.4) değerlendirmeleri 

birleştirilerek, verilmiş polinomun modülce artışını tüm   de değerlendirmesi elde 

edildi. 

Bu tezin, Materyal ve Yöntem kısmında esas teoremlerin ifade ve ispatları 

için gerekli tanım ve kavramların yanısıra yardımcı lemmalar ve yardımcı teoremler 

verilecektir. Bulgular ve Tartışma kısmında esas teoremler ve sonuçlar verilecektir. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 

Bernstein S.N. 1912 yılında [1], [ ]1,1M = −  olması durumunda ( )nP x  

polinomun 
[ ]([ 1,1]) 1,1

: max ( )n nC x
P P x

− ∈ −
=  normu ile,  

{ } [ ]1 1( ) : : 1 1,1
2

ww J z z z z
z

 = = + > → − − 
 

  

ve 

{ }1: : ( ) : 1RG z z J w w R−= = = >  

olmak üzere, 
( )

: max ( )
R R

n nC G z G
P P z

∈
=   normu arasındaki bağlantıyı vermiştir.  

Göstermiştir ki, 
[ ]1,1

: max ( )n nx
P P x

∈ −
=  normu RG  kümesinde en fazla nR  defa artar, 

yani  

 
( ) ([ 1,1])R

n
n nC G C

P R P
−

≤  . (2.1) 

Faber G. [2], M  kümesi sonlu sayıda eğri ile sınırlı olduğu durumda, Walsh 

J.L. [3, s.77-78] ise, M  kümesi, tümleyeni ∞ - u içeren keyfi  K   kontinuumu 

olduğu durumda  (2.1) in benzerini  

 
( )

( ) , \n
n n C K

P z R P z K≤ ∈   (2.2) 

bulmuşlardır. 

Daha sonra Walsh J.L. [3, s.92-101] tarafından (2.2) şeklinde eşitsizliklerin, 

sağ tarafta farklı yarınormlar ele almakla, eğriler ve bölgeler için incelenmesi devam 

ettirilmiştir.  

Hille, E., Szegö, G., Tamarkin, J.D. [4], (2.1) şeklindeki eşitsizliği, her 

hangi bir kapalı ölçülebilir Jordan eğrisi için elde etmişler. L  kapalı ölçülebilir  

Jordan eğrisi, intG L= , { }: : ( )RL z z R= Φ =  G  bölgesinin dış seviye eğrisi ve 

: intR RG L=  , : extR RLΩ =  olsun.  Hille, E., Szegö, G., Tamarkin, J.D. [4] de, her 

0p >  için 

 ( ) ( )

1

Rp p

n
p

Ln n L
P n P

+
≤

 
   

sağlandığını göstermişlerdir. 
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1986-2004 yıllarında Abdullayev F.G. [5, 6, 7] tarafından her 0p >  için  

 ( ) ( ) 1, ,

1

1 ,  -1 -1
Rp p

n
p

n nA h G A h G
P R P R R

+
≤    (2.3) 

sağlanacak şekilde n  ve R  den bağımsız bir ( ) 0c c G= >  sabitinin olduğu 

gösterilmiştir. 

2009 yılında Stylianopoulos N. [8] Ankara’daki sempozyumda ve daha 

sonra [9], L -nin ölçülebilir yarıkonform eğri olması halinde   

 
2

1

( )
( ) ( ) , ,

( , )
n

n n A G

cP z n P z z
d z L

+≤ Φ ∈Ω   (2.4) 

eşitsizliğinin bir ( ) 0c c G= >  sabiti için sağlandığını göstermiştir. Böylece, keyfi 

cebirsel polinomun tüm   da artışını incelenmesi için zemin yaratmıştır.  

2010-2011 yıllarında Abdullayev F.G., Aral N.D. ve Özkartepe P. [10, 11] 

(2.4) şeklinde değerlendirmeleri incelemiş ve bazı yarıkonform ve daha geniş 

bölgeler için benzeri sonuçlar elde etmişlerdir.  

Bu çalışmada araştırılan 2. problem    

( ) ( , )
( , , )

p
n nC G A h G

P n h G Pµ≤              (2.5) 

şeklinde değerlendirmelerdir, burada ( , , ) ,n h G nµ → ∞ →∞ . Bu kapsamda ilk 

sonuç Jackson D.’a [12] aittir. Daha sonra Szegö G. ve Zigmund A. [13], Suetin P.K. 

[14,15], Mamedhanov D.L. [16,17], Nikol’skii S.M. [18], Pritsker I. [19], 

Abdullayev F. G. [6, 7, 20], Andrievskii V.V. [21] vb. (daha fazla referans için bkz: 

Milovanovic G.V. [22]) tek ve çok değişkenli polinomlar için benzeri sonuçları elde 

etmişlerdir. 

Böylece, (2.4) ve (2.5) şeklinde eşitsizlikleri birleştirmekle polinomların 

bütün kompleks düzlemde modülce artışları takip edilebilmektedir. 
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3. MATERYAL VE YÖNTEM 

 

Bu bölümde, bulgular kısmında kullanılacak bazı tanımlar ve temel 

teoremler verilecektir. 

 

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 

 

Tanım 3.1.1. G ⊂   kümesi için 

i) G  bir açık kümedir, 

ii) Her 1 2, Gζ ζ ∈  için bu noktaları birleştiren, Gγ ⊂  olacak şekilde en az 

bir ( )1 2: ,γ γ ζ ζ=  yayı vardır, 

koşulları sağlanıyor ise G  kümesine kompleks düzlemde bir bölge denir [23]. 

 

Kapalı ve bağlantılı bir kümeye Kontinuum adı verilir. 

 

Tanım.3.1.2. f  fonksiyonu bir 0z  noktasının bir komşuluğunda tanımlı 

olsun. Eğer, 

 ( ) ( )
0

0

0

lim
z z

f z f z
z z→

−
−

  

varsa, f  fonksiyonu 0z  noktasında diferansiyellenebilirdir denir. Bu limit değeri 

( )'
0f z  ile gösterilir ve  ( )'

0f z  sayısına f  ’nin 0z  noktasındaki türevi denir. Yani 

( )'
0f z  değeri 

 ( ) ( ) ( )
0

0'
0

0

lim
z z

f z f z
f z

z z→

−
=

−
  

olarak tanımlanır [23]. 

 

Tanım 3.1.3. f  fonksiyonu tanımlı olduğu 0z  noktasının belli bir 

{ }0 0( , ) : :B z r z z z r= − <  komşuluğundaki tüm noktalarda türevlenebiliyorsa f  

fonksiyonuna 0z  noktasında analitiktir denir [23]. 
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Eğer G ’de tanımlı f  fonksiyonu, her bir z G∈  noktasında analitik ise f  

fonksiyonuna G ’de analitiktir denir.  G ’de analitik tüm fonksiyonların kümesi 

( )A G  ile, G ’de analitik ve G ’da sürekli olan fonksiyonların kümesi ( )A G  ile 

gösterilir. 

 

3.2. KOMPLEKS DÜZLEMDE EĞRİ VE KOMPLEKS DEĞİŞKENLİ 

FONKSİYONLARIN İNTEGRALİ 

 

Tanım 3.2.1. ,a b∈  ve a b<  olsun. [ ]( ) : ,z z t a b= →  sürekli 

fonksiyonuna kompleks düzlemde bir eğri denir ve γ  ile işaretlenir.  ( )z a  noktasına 

γ  eğrisinin başlangıç noktası, ( )z b  noktasına ise bitiş noktası denir. 

i) ( ) ( )z a z b=  ise γ  eğrisine kapalı eğri denir. 

ii) Her [ ]1 2, ,t t a b∈  için 1 2t t≠  olduğunda 1 2( ) ( )z t z t≠  ise γ  eğrisine 

Jordan yayı, eğer sadece uç noktalarında ( ) ( )z a z b=  ise γ  eğrisine Jordan eğrisi 

denir. 

iii) [ ],t a b∀ ∈  için ( )z t′  var ve sürekli ise γ  eğrisine diferansiyellenebilir 

eğri denir.  Buna ek olarak [ ],t a b∀ ∈  için ( ) 0z t′ ≠  ise γ  eğrisine düzgün eğri 

denir. 

iv) [ ],a b  aralığının sonlu tane noktası hariç γ  eğrisi 

diferansiyellenebiliyorsa, bu söz konusu noktalarda γ ′ ’nün sağ ve sol türevleri var 

ve bu türevler γ ’nın bu noktalardaki sağ ve sol limitlerine eşitse γ  parçalı 

diferansiyellenebilir eğridir denir [24]. 

v) γ  parçalı diferansiyellenebilir eğri olsun. Eğer γ  eğrisinin 

diferansiyellenebildiği her [ ],t a b∈  için ( ) 0tγ ′ ≠  ise γ , parçalı düzgün eğridir 

denir. 

vi) Her 1 2,z z γ∈  çifti için ( )1 2,s z z , 1z ’i 2z ’ye birleştiren, eğri üzerindeki 

en küçük yay uzunluğu olmak üzere bir ( )31 31: 1c c γ= >  sabiti vardır öyleki 

( )1 2 31 1 2,s z z c z z≤ −  ise γ ’ye yarı düzgün bir eğri denir. 
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Tanım 3.2.2. G ⊂   bir bölge olmak üzere G  bölgesinden alınan her bir 

kapalı γ  eğrisi için  int Gγ ⊂  oluyor ise G  bölgesine basit bağlantılı bölge denir.  

 

Teorem 3.2.1. (Jordan Eğri Teoremi) γ ,  ’da kapalı bir Jordan eğrisi 

olsun. Bu takdirde γ  eğrisi kompleks düzlemi ortak sınırları γ  olan biri sonlu, diğeri 

sonsuz iki ayrık bölgeye ayırır. Bu bölgelerin her biri basit bağlantılıdır [24]. 

 

[ ],a b  aralığının { }0 1, ,..., nP t t t=  şeklindeki tüm parçalanışlarının ailesi   

ile gösterilsin ve 1
1

( ) : ( ) ( )
n

n k k
k

P z t z t −
=

= −∑  olsun. Eğer, 

{ }lim sup ( ) :nn
P P

→∞
∈ < ∞   

ise γ  eğrisine ölçülebilir eğri denir. 

  

Teorem 3.2.2. Eğer γ  parçalı düzgün eğri ise bu eğri ölçülebilirdir ve  

( ) ( )
b

a

mes z t dtγ ′= ∫  

dır [24]. 

 

Tanım 3.2.3. γ  eğrisinin doğal denklemi ( ) , 0 , :z z s s mesγ= ≤ ≤ =  , 

olsun. Eğer, γ  eğrisine her bir ( )z s  noktasında çizilen teğetin OX  ekseni ile pozitif 

yönde yaptığı açı ( ) ( )( ):s z sθ θ=  s ’nin sürekli fonksiyonu ise bu eğriye sürekli 

değişken teğete sahip eğri denir ve bu özelliğe sahip eğrilerin sınıfı Cθ  ile gösterilir.  

 

Tanım 3.2.4. G  bölgesi L  Jordan eğrisi ile sınırlı bir bölge olsun ve 

{ }
1

m

j j
z

=
 noktaları L  eğrisi üzerinde yerleşsin. Eğer L  eğrisi { }

1

m

j j
z

=
 köşe 

noktalarında kesişen ( 'aG  göre) ve bu noktalarda , 0 2j jλ π λ< <  dış açılarını 

oluşturan sonlu sayıda , 1, 2,...,jL C j mθ∈ =  yaylarının birleşiminden oluşuyorsa L  
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eğrisine parçalı düzgün (sürekli değişken teğete sahip) eğri denir ve bu özelliğe 

sahip eğrilerin sınıfı ( )1,..., mCθ λ λ  ile gösterilir. 

 

Eğer  ( )1,..., mL Cθ λ λ∈  ise ( )1,..., mG Cθ λ λ∈  yazılır. Eğer 1m =  ise  

( ) ,  0< <2,G Cθ λ λ∈  yazılır. 

 

Tanım 3.2.5. , , , ,a b c d e  ve f  birer reel sayı olmak üzere kompleks 

düzlemde { }: : ,G z x iy a x b d y f= = + < < < < ∪  { }: ,z x iy a x c d y e= + < < < <  

şeklinde tanımlanan bölgeye  L − şekilli bölge denir. 

 

Tanım 3.2.6. S ⊂   bir küme ve :f S →  bir fonksiyon olsun. 0 1α< ≤  

olmak üzere 0A∃ >  öyle ki 1 2,z z S∀ ∈  için,  

( ) ( )1 2 1 2f z f z A z z α− ≤ −  

sağlanıyorsa f  fonksiyonuna α  mertebeden Hölder koşulunu sağlıyor denir ve 

( )f H Sα∈  veya f Lipα∈  ile gösterilir. ( ) ( )1 :H S H S=  olsun. 

Aşağıdaki özellikler sağlanır: 

1) ( ) ( )f H S f C S∈ ⇒ ∈  

2) β α≤  olmak üzere ( ) ( )f H S f H Sα β∈ ⇒ ∈  dir. 

Yani ( ) ( )H S H Sα β⊆  dır. 

3) ( ) ( ),f H S g H S∈ ∈  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( ), . , 0ff g H S f g H S H S g
g

+ ∈ ∈ ∈ ≠  

dir [25]. 

 

Tanım 3.2.7. f ’nin teğet dönüşümünün 0z  noktasında yönü değişmiyor ve 

a) açıları değişmiyor, 

b) kareyi kareye resmediyor, 

c) çemberi çembere resmediyor, 
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koşullarından herhangi birini sağlıyorsa 0z ∈  noktasında 2
  diferansiyellenebilir 

f  dönüşümüne bu noktada konform denir. 

Eğer :f D →  birebir, örten ve D ’nin her bir noktasında konform ise f  

fonksiyonuna D  bölgesinde konform dönüşüm denir [26]. 

 

Aşağıda verilen teorem konform dönüşüm teorisinin en önemli 

teoremlerinden biri olan Riemann Dönüşüm Teoremi’nin bir sonucudur. 

 

Teorem 3.2.3. G ⊂   sınırında en az iki tane nokta içeren basit bağlantılı 

bir bölge olsun.  Bu durumda G  bölgesini ( ) { }0,1 : : 1B w w= <  dairesine resmeden 

ve ( )0 0ϕ = , ( )0 0ϕ′ >  koşullarını sağlayan bir tek ( )w zϕ=  konform dönüşümü 

vardır [24]. 

 

Teorem 3.2.4. : GΩ =   ve { }: : 1w w∆ = > olmak üzere 

( )Φ ∞ = ∞    ve   ( )lim 0
z

z
z→∞

Φ
>  

olacak şekilde bir tek :Φ Ω→ ∆  konform dönüşümü vardır. 

 

Tanım 3.2.8. 0 1r< <  ve 1R >  olsun.  Bu durumda, 

{ } { }: : ( ) 1 , : : ( ) 1r RL z G z r L z z Rϕ= ∈ = < = ∈Ω Φ = > , 

eğrilerine sırasıyla iç ve dış seviye eğrileri denir. Açık olarak 1L L≡  dir.  

 

Tanım 3.2.9. γ , denklemi [ ]( ) : ,z z t a b= →  olan düzgün eğri ve f  

fonksiyonu γ  eğrisi üzerinde sürekli bir fonksiyon ise, 

( ) : ( ( )) ( )
b

a

f z dz f z t z t dt
γ

′=∫ ∫ , 

integraline f  nin γ  eğrisi üzerindeki  integrali denir. 
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Teorem 3.2.5. (Cauchy İntegral Formülü) G ⊂   sonlu bir bölge ve 

( )f A G∈  olsun. γ , int Gγ ⊂  koşulunu sağlayan ölçülebilir Jordan eğrisi ise her 

z int γ∈  için  

 1 ( )( )
2

ff z d
i zγ

ξ ξ
π ξ

=
−∫   

dır [27]. 

 

Teorem 3.2.6. (Sonsuz Bölgeler için Cauchy İntegral Formülü) G  bir 

bölge, :L G= ∂ , negatif yönlü, kapalı, ölçülebilir bir Jordan eğrisi olsun. 

( ) ( )\f z A G∈ Ω  ise  

 ( ) ( )1 ( ) , \
2 L

f d f f z z G
i z

ξ ξ
π ξ

= ∞ − ∈Ω
−∫  

dır [28]. 

 

Teorem 3.2.7. (Maksimum-Modulus Prensibi) G ⊂   Jordan eğrisi ile 

sınırlı, sonlu bir bölge olsun. Eğer, ( )f A G∈  ve f  sabitten farklı ise f  maksimum 

değerini G∂ ’de alır [27]. 

 

G ⊂  , L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı sonlu bir bölge; ( ) 0h z ≥ , G ’de 

tanımlı integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere 

 ( )0 z
G

h z dσ< < ∞∫∫  

koşulunu sağlarsa h ’a, G  üzerinde tanımlı ağırlık fonksiyonu denir.  

 

Tanım 3.2.10. G ⊂   bir bölge, ( )h z  G ’de tanımlı bir ağırlık fonksiyonu 

ve 0p >  olsun. G  bölgesinde tanımlı, ölçülebilir ve 

( ) ( ) p
z

G

h z f z dσ < ∞∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı ( ),pL h G  ile gösterilir. Eğer ( ) 1h z ≡  ise 

( ) ( )1,p pL G L G≡  dir. 
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Tanım 3.2.11. G ⊂  sonlu bir bölge ve ( )h z , G ’de tanımlı ağırlık 

fonksiyonu olsun. 0p >  olmak üzere G ’de analitik ve  

 ( ) ( ) ( )
1

,p

pp
zA h G

G

f h z f z dσ
 

= < ∞ 
 
∫∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı ( ),pA h G  ile gösterilir. Bu sınıf 

( ) ( ){ }, : : ( ,p pA h G f f A G L h G= ∈ ∩ )  

ile de gösterilir. Özel halde ( ) 1h z ≡  alınırsa, ( ) ( ): 1,p pA G A G=  olarak gösterilir. 

( ),pA h G
f , 1p ≥  için norm ve 0 1p< <  için yarı normdur. 

 

Teorem 3.2.8. G ⊂   bir bölge olsun. 1,p ≥
1 1 1
p q
+ =  olmak üzere 

( )pf L G∈  , ( )qg L G∈  ise, 

1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p qp q

z z z
G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
   

≤    
   

∫∫ ∫∫ ∫∫ , 

( ), pf g L G∈  ise  

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
p p pp p p

z z z
G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
     

+ ≤ +     
     
∫∫ ∫∫ ∫∫  

eşitsizlikleri sağlanır. 

Bu eşitsizliklere, sırasıyla, Hölder Eşitsizliği ve Minkowski Eşitsizliği adı 

verilir [29]. 

Özel halde 2p q= =  durumunda  

 

1 1
2 22 2( ) ( ) ( ) ( )z z z

G G G

f z g z d f z d g z dσ σ σ
   

≤    
   

∫∫ ∫∫ ∫∫  

eşitsizliği sağlanır. Bu eşitsizliğe Shwarz Eşitsizliği denir. 
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Tanım 3.2.12. G ⊂  sonlu bir bölge, :L G= ∂  kapalı, ölçülebilir eğri ve 

( )h z , G ’de tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. 0p >  olmak üzere L  üzerinde 

integrallenebilen ve 

 ( ) ( ) p

L

h z f z dz < ∞∫  

koşulunu sağlayan fonksiyonlar sınıfı ( , )p h L  ile gösterilir. Özel halde ( ) 1h z ≡  

alınırsa, (1, ) ( )p pL L≡   olarak gösterilir. 1p ≥  olmak üzere ( , )p h L  uzayında 

norm  

( ))

1

( ,
: ( )

p

pp

L
h L

f h z f z dz
 

= < ∞ 
 
∫

 

biçiminde tanımlanır. Bu durumda da 0 1p< <  için 
( , )p h L

f


, yarı normdur. 

 

Tanım 3.2.13. G ⊂   bir bölge, :f G →   bir fonksiyon ve 1p ≥  olsun. 

i) ( ),f ACL G∈    

ii) B G∀   kompakt kümesi için , ( )x y pf f L B∈   

koşulları sağlanıyorsa f  fonksiyonuna G  bölgesinde pL − türevlenebilirdir 

denir. 

 

Teorem 3.2.9. (Green Formülü) G ⊂   sonlu bir bölge, :f G →  , 

1L − türevlenebilir bir fonksiyon ise D G⊂  ölçülebilir sınırlı Jordan bölgesi için  

 

 ( ) ( ) 2  
G G

f d i f d ξξξ ξ ξ σ
∂

=∫ ∫∫   

dır [30]. 
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3.3. YARIKONFORM DÖNÜŞÜM VE EĞRİLER 

 

Tanım 3.3.1.  ,G H ⊂   herhangi iki bölge; :f G H→  ise z G∀ ∈  için 
2 2( ) : ( ) ( ) 0f z zJ z f z f z= − >  koşulunu sağlayan ve 1C  sınıfından olan bir 

homeomorfizm olsun. Eğer, 

 
2 2

2 2

( ) ( )
sup

( ) ( )
z z

z G z z

f z f z
K

f z f z∈

+
≤ < ∞

−
  (3.1) 

ise f  fonksiyonuna G  bölgesi üzerinde tanımlı bir K −yarıkonform dönüşüm, 

1K ≥  sayısına da f  dönüşümünün yarıkonformluk katsayısı denir [31]. 

Tanımdan görülür ki f fonksiyonu G  bölgesinde K −yarıkonform 

dönüşüm ve 1:
1

Kk
K
−

=
+

 ise her z G∈  için ( ) 1
( )

z

z

f z k
f z

≤ <  dir.  

Yarıkonform dönüşümün bazı özellikleri aşağıdaki gibidir [31].  

i) 1-yarı konform dönüşüm konformdur. 

ii) 1f , 1K − yarı konform ve 2f , 2K − yarıkonform dönüşümleri verilsin. 

1 2f f  bileşke dönüşümü 1 2K K⋅ − yarıkonformdur.  

iii) f  dönüşümü K− yarı konform ise 1f − de K− yarıkonformdur. 

 

Tanım 3.3.2. Kapalı bir L  Jordan eğrisi (yayı) verisin. :f D L D′⊃ → , 

K −yarıkonform dönüşümü olmak üzere ( )f L  çember (doğru parçası) ise L  eğrisine 

(yayına) K −yarıkonform eğri (veya K −yarıkonform yay) denir [31]. (bkn. Şekil-1) 

 

 
Şekil-1 
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( )F L , L ’yi çembere (aralığa) resmeden :f D L D′⊃ →  tüm 

homeomorfizmaların kümesi ve  

( )
: inf z z

L f F L
z z

f f
K

f f∈

+
=

−
 

olsun. 

Eğer LK < ∞  ise, L  eğrisine yarıkonform eğri denir. Eğer 

,L K −yarıkonform eğri ise  
 LK K≤   (3.2) 

dır [32], [33]. 

L  eğrisi herhangi bir 1K ≥  sayısı için K -yarıkonform eğri ise, o halde L  

ye yarıkonform eğri denir. 

Tanım 3.3.2’de D =   veya D ⊂   olmak üzere iki durum söz konusudur: 

i) D =   durumunda Tanım 3.3.2’ye K −yarıkonform eğrinin ‘‘global’’ 

tanımı denir ve yarıkonformluk katsayısı (3.1) yardımıyla hesaplanır. 

ii) D ⊂   durumunda Tanım 3.3.2’ye K −yarıkonform eğrinin ‘‘lokal’’  

tanımı denir ve yarıkonformluk katsayısı (3.2) yardımıyla hesaplanır. 

 

Teorem 3.3.1. L  bir Jordan eğrisi, 1 2 1 2, ,z z L z z∈ ≠  keyfi noktalar ve 

1 2( , )z z L⊂ , 1z  ile 2z  noktasına birleştiren küçük çaplı yay olsun. L  eğrisinin 

yarıkonform eğri olması için gerek ve yeter koşul 

1 2
3 1 2

1 3 2 3

, , 1 2( , )

sup
z z L

z z z

z z z z
z z∈

∈

− + −
< ∞

−


 

olmasıdır [30]. 

 

Uyarı 3.3.1. Yarıkonform eğriler sıfır açı içermez. 

 

Uyarı 3.3.2. Yarıkonform eğriler lokal ölçülebilir olmayabilir. 

 

Teorem 3.3.2. L  analitik yay veya eğri ise 1− yarıkonformdur [7]. 
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Sonuç 3.3.1. G Cθ∈  ise :G L∂ =  eğrisi 0ε∀ >  için 

( )1 ε+ −yarıkonformdur. 

 

Tanım 3.3.3. L ⊂   bir Jordan eğrisi; :y →   dönüşümü altında 

( ) ,y intL extL=   ( )y extL intL=  ve z L∀ ∈  için ( )y z z=  olsun.  Eğer :y →   

yarıkonform ise y  dönüşümüne L  eğrisine göre yarıkonform yansıma denir [31]. 

 

Teorem 3.3.3. L ⊂   bir Jordan eğrisi olsun. L  eğrisine göre yarıkonform 

yansımanın olması için gerek ve yeter şart L  eğrisinin yarıkonform eğri olmasıdır 

[31]. 

 

Uyarı 3.3.3. " "a b  ve" "a b  sembolleriyle 1 2, ,c c c  pozitif sabitler 

olmak üzere sırasıyla .a c b≤  ve 1 2. .c a b c a≤ ≤  gösterilir. Burada 1 2, ,c c c  sabitleri a  

ve b  sayılarından bağımsızdır. 

 

Teorem 3.3.4. L  eğrisi K -yarıkonform eğri olsun.  O zaman L  eğrisinin 

belli bir komşuluğunda sınırlı kısmi türevlere sahip olan bir yarıkonform yansıma 

vardır [31]. 

 

Özel olarak, L  eğrisinin belli bir komşuluğundaki her bir z  için  

 ( ) ,y z z z z z L′ ′ ′− ≈ − ∈   (3.3) 

sağlanır [31]. 

 

Sonuç 3.3.2. L  eğrisi K -yarıkonform eğri, L∞∉ , G int L=  ve ext LΩ =  

olsun. Bu durumda, L ’ye göre 1( )c K − yarıkonform ( )y z  yansıması vardır ve bu 

yansıma; 

i) a G∈  sabit bir nokta öyle ki, ( )a y= ∞  olmak üzere; ( )y z yansıması 

{ }( )L a∪  bölgesinde sürekli türevlenebilir. 
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ii) Yeterince küçük 0δ >  sayısı ve ( , )B a δ  için   ( )( , ) : ( , )B a y B aδ δ=  

olsun.  

( ): \ ( , ) ( , )B a B aδ δ δ= ∪  , 

bölgesinde (3.3) sağlanır, 

iii) Her \z L∈  için 1( , ), ( , ) ( , )z zy c K c K y c Kδ δ δ−≤ ≤ ≤  ve \z L∉  

için  



2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a

δ

δ−

 ∈


− ∈
  

ve 



2

2

( ) , ( , )

, ( , )
z

y z z B a
y

z a z B a

δ

δ−

 ∈≈
− ∈

 

özelliklerine sahiptir [31]. 

 

Tanım 3.3.4. Eğer, her { }: : 1w w Gψ < →  konform ve yalınkat dönüşümü 

→  ’a K -yarıkonform 1
1

K κ
κ

+ = − 
 dönüşümüne kadar genişletilebilirse G  

bölgesine κ − yarıdaire ( )0 1κ≤ <  denir.  

Eğer, herhangi bir 0 1κ≤ <  için G  bölgesi ( L  eğrisi) κ − yarıdaire 

(κ − yarıçember) ise G  bölgesine ( L  eğrisine) yarıdaire (yarıçember) denir. 

Bu sınıf ( )Q κ , ( )0 1κ≤ <  ile gösterilecektir ve eğer ( )G Q κ∈  ise 

( ):L G Q κ= ∂ ∈ , ( )0 1κ≤ <  yazılır. Eğer herhangi bir 0 1κ≤ <  için ( )G Q κ∈  

( ( )L Q κ∈ ) ise G  bölgesi ( L  eğrisi) Q  sınıfındandır denir ve G Q∈ ( L Q∈ ) 

şeklinde gösterilir. 

 

Tanım 3.3.5. Eğer ( )G Q κ∈ , ( )0 1κ≤ <  ve  :L G= ∂  eğrisi ölçülebilir ise 

G  bölgesi  ( )Q κ , ( )0 1κ≤ <  sınıfındandır denir. 
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Tanım 3.3.6.   bir Jordan yayı olsun. Eğer   yayı  0 1κ∃ ≤ <  için bir 

κ − yarı çemberinin bir parçası ise   yayına yarıkonform yay denir.
 

 

1R >  için ( ): RL y L∗ = , : , :G intL extL∗ ∗ ∗ ∗= Ω =  olsun.  :R
∗Φ Ω → ∆  

konform bir dönüşüm olsun ( ( ) ,RΦ ∞ = ∞  ( )lim 0
z

z
z→∞

Φ
> ). Bu durumda 

( ), Rz t d z L− =  olacak şekilde z L∗∈  ve t L∈  için  

( ) ( ) ( ), , ,R Rd z L d t L d z L∗   

 ( ) ( ) ( )1 1R Rz t c RΦ ≤ Φ ≤ + −   (3.4) 

dir. Burada ( ){ }: : , 1RL R  Rς ς∗ = Φ = >  ve c , R ’den bağımsız bir sabittir [7]. 

 

Lemma 3.3.1. L , K −yarıkonform eğri 1z L∈  ve 

2 3,z z G∈ ∩ { 1:z z z− ≤ }01( , )Rcd z L ( ), 1, 2,3j jw F z j= =  

{ }( 02 3 1 1, : ( , ) ,rz z z z z cd z L∈Ω∩ − ≤ ( ),j jw z= Φ   )1,2,3j = olsun. 

Eğer 1 2 1 3z z z z− −  ise  

i) 1 2 1 3w w w w− − , 

ii) 
2 2

1 3 1 3 1 3

1 2 1 2 1 2

K K
w w z z w w
w w z z w w

−

− − −
− − −

  , 

sağlanır [34], burada 0 1R >  tespit edilmiştir ve 1
0 0r R −=  dir. 

  

Sonuç 3.3.3. Lemma 3.3.1’de ( )0 03 3r Rz L z L∈ ∈  ise 

 
2 2

1 2 1 2 1 2
K Kw w z z w w

−

− − −   

dir. 
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Lemma 3.3.2. G  bölgesi  0 1κ∃ ≤ <  için bir κ − yarıdaire olsun.  Bu 

durumda, 1 2,w w∀ ∈Ω  için 

 ( ) ( ) 1
1 2 1 2w w w w κ+Ψ −Ψ −   

dir [31]. 

 

Sonuç 3.3.4. Eğer G Cθ∈   ise  0ε∀ >  için  

1 1
1 2 1 2 1 3w w z z w wε ε+ −− − −   

eşitsizliği sağlanır. 

 

Lemma 3.3.3. ( )1 2, ,..., mG Cθ λ λ λ∈ , 0 2jλ< < , 1, 2,...,j m=  olsun.   Bu 

durumda, 

i) Her bir jw∈∆  için ( ) ( )j j

j j jw w w w w w
λ λε ε+ −

− Ψ −Ψ −   ve 

( )1 1j j

j jw w w w w
λ ε λ ε− + − −

′− Ψ −  , 

ii) Her bir jw∈∆ −∆  için ( )( )1 1
1 , 1w d w L w

ε ε+ −
− Ψ −   ve 

( )1 1w w w
ε ε−

′− Ψ −   

sağlanır. 

 

Sonuç 3.3.5. (3.4)’ün sol tarafı keyfi continuum için  

 ( ) ( )2
1, 1d z L R −  

biçimindedir [31]. 

G  kümesi L G= ∂  Jordan eğrisi ile sınırlı bir bölge,{ }
1

m

j j
z L

=
∈  olsun. 

Tespit edilmiş 0 1R >  sayısı için genelleşmiş Jacobi ağırlık fonksiyonu aşağıdaki 

şekilde tanımlıdır:  

 
1

( ) : ,   j
m

j R
j

h z z z z G
γ

=

= − ∈∏  (3.5) 

burada her 1, 2,...,j m=  için 2jγ > − dir. 
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Lemma 3.3.4. L  bir K − yarıkonform eğri, ( )h z , (3.5)’teki gibi tanımlı 

ağırlık fonksiyonu ve 1 cR
n

= +  olsun. Bu durumda her (0,1)ε ∈ için bir 

1 ( 1)RL ε+ − seviye eğrisi vardır öyle ki her bir ( )n nP z ∈℘  polinomu, n∈  için 

aşağıdaki ifade sağlanır: 

 
1 ( 1)

1

( ,, )
, 0

p R p

p
n nL A h GhP n P p

ε+ −′
 
Φ 

 

>


  

[35]. 

 

Lemma 3.3.5. L  bir K − yarıkonform eğri ve ( )h z , (3.5)’deki gibi tanımlı 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir ( )n nP z ∈℘  polinomu, 1R >  ve n∈  

için aşağıdaki sağlanır: 

 
1

( , ) ( , )
, 0,

p R p

n
p

n nA h G A h G
P R P p

+
>

   

burada 1 ( 1)R c R= + − ve c , n  ve R ’den bağımsız bir sabittir [5]. 

f , 1z < ’de analitik bir fonksiyon ve 0 1r< <  olmak üzere 

 
( ) ( )

( ) ( )

1
2

0

0 2

1, ,   0
2

, max

p
i

p

i

M r f f re d p

M r f f re

π
θ

θ

θ π

θ
π

∞ ≤ ≤

  = < < ∞ 
  

=

∫   

olsun. 

 

Tanım 3.3.7. f , 1z < ’de analitik olan bir fonksiyon olsun. Eğer 1r →  

iken ( ),pM r f , (0 )p< ≤ ∞  sınırlı ise f  fonksiyonuna pH (0 )p< ≤ ∞  sınıfına 

aittir denir [36, s.1,2]. 
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Teorem 3.3.5. ( Hardy Konvekslik Teoremi). ( )f z , 1z < ’de analitik ve 

0 p< ≤ ∞ olsun. Bu durumda  

i) ( ),pM r f , r ’nin azalmayan bir fonksiyonudur. 

ii) ( )log ,pM r f , log r ’nin konveks bir fonksiyondur  [36, s.9]. 

 

Lemma 3.3.6. L  ölçülebilir Jordan eğrisi, ( )h z , (3.5)‘deki gibi tanımlı 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda keyfi ( ) ,n nP z ∈℘  her 1R >  and n∈  için 

 
1

( , ) ( , )
, 0

p R p

n
p

n nh L h L
P R P p

γ+ ∗
+

≤ >
 

  (3.6) 

sağlanır, burada { }* : max : 1,2,...,j j mγ γ= =  dir. 

 

İspat: ( ) ( )
1

1

1 1 1:
j

m p p
n

n j n
j

f t t w t P
t t t

γ

′

=

          = Ψ −Ψ Ψ ⋅ Ψ                   
∏  olsun.  nf , 

B ’de analitik ve L  ölçülebilir olduğundan nf fonksiyonu pH  sınıfına aittir.  Bu 

durumda Teorem 3.3.5’e göre 

 ( ) ( )
1 1

p p
n n

tt
R

dt
f t f t dt

t ==

≤∫ ∫   

elde edilir. Buradan 

( ) ( )( )( )
1

1

1

11

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1                           ( )

1                           ( )

j

R

j

j

j

mp
p

n j n
jL w R

m p

j n
j

t
R

m

p

p

p

n
j

j

h z P z dz w w P w w

w P dt
t t t

w

d

R

w

t

γ

γ

γ
γ

==

=
=

+ +

=

= Ψ −Ψ Ψ Ψ′

       = Ψ −Ψ Ψ Ψ′       
       

 ≤ Ψ −Ψ 
 

∏∫ ∫

∏∫

∏

( )

1

1

1

1 1

                           ( )j

p

n
t

pnp
n

L

p

P dt
t t

R h z P z dzγ

=

+ +

     Ψ Ψ′     
     

=

∫

∫

  

bulunur ve ispat tamamlanır.  
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Lemma 3.3.7. L  yarıkonform bir eğri olsun. Bu durumda her bir 

( )n nP z ∈℘  polinomu, n∈  ve 1 cR
n

= +  için 

 
( ) ( )n nG G

P P ∗

 
  

sağlanır.[7]. 

 

Lemma 3.3.8. 0p >  olmak üzere f  fonksiyonu 1z >  de analitik ve 

sonsuzlukta en fazla n ’inci dereceden kutup yerine sahip olsun. O halde 1 21 R R< <  

koşulunu sağlayan 1R  ve 2R  için 

( ) ( )1 2 1

1 2
2 1

2 1
1

2
1p p

p
n

p
A R z R A z R

R Rf R f
R

+

< < < <

 −
≤  − 

 

elde edilir. 

İspat: Teorem 3.3.5’e göre, 1 2R Rρ≤ < , 11 s R< ≤  koşullarını sağlayan her 

ρ  ve s  için, 

                           ( ) ( )
1

1 1

p p

n p n p
z z R

f z f z
dz dz

z zρ
+ +

= =

≤∫ ∫                                    (3.7) 

ve 

 ( ) ( )
1

1 1

p p

n p n p
z R z s

f z f z
dz dz

z z+ +
= =

≤∫ ∫  (3.8) 

yazılır. 

(3.7) ρ ’ya göre 1R ’den 2R ’ye ve (3.8) de s ’ye göre 1’den 1R ’e 

integrallenirse, 

 ( ) ( )
1 2 1

2 2
2 1

2
1 11

np np
p p

z znp
R z R z R

R Rf z d f z d
R

σ σ
+ +

+
< < < <

−
≤

−∫∫ ∫∫  (3.9) 

elde edilir. 

 
2 2

2 1
2

1

:
1

np np

np

R RS
R

+ +

+

−
=

−
 (3.10) 

seçelim. 
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Kesrin pay ve paydasına Lagrange teoremi [37] uygulanırsa, bazı 

1 1 1, 1r r R< <  ve 2 1 2 2,r R r R< <  için, 

 ( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 1

2
1 1

2
2 1

np

np

np r R R
S

np r R

+

+

+ −
=

+ −
 

elde edilir. Buradan, 
1

1 1
r
<  ve 2 2r R<  olmasından, 

 12 1
2

1 1
npR RS R

R
+−

<
−

 (3.11) 

dir. (3.10) ve (3.11) kullanılarak 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1

1 2 1

1
1

p p

p pp p
z zA R z R A z R

R z R z R

f f z d S f z d S fσ σ
< < < <

< < < <

= ≤ =∫∫ ∫∫  

 ( )( ) ( ) ( )
1 2

1

11
1 112 1

2
1 11p

pp
p p pp np

zA R z R
z R

R Rf R f z d
R

σ+
< <

< <

  −
 ≤    −   
∫∫  

 ( ) ( )1 2 1

1
12 1

2 1
1 1p p

p
p n p
A R z R A z R

R Rf R f
R

+
< < < <

 −
≤  − 

 

elde edilir ve böylece ispat tamamlanır. 

 

Lemma 3.3.9. L  bir K -yarıkonform eğri, ( )h z  ise (3.9) daki gibi 

tanımlanmış olsun. O halde, keyfi ( )n nP z ∈℘ , herhangi 1R >  ve 1, 2,...n =  için  

 
( )( ) ( )1 1

1

1, ,
, 0

p pc R

n
p

n nA h G A h G
P c R P p

+ −

+
≤ >  (3.12) 

dir. Burada 1,c c  , n  ve R  den bağımsız sabitlerdir. 

 

İspat: İspat birkaç adımda verilecektir. İlk olarak bazı 0c >  için  

 ( ) ( ) ( )
2

, ,
1 1

p R p

n
p

n nA h G G A h G G
P c R P ∗

+
+ −  

 
 (3.13) 

değerlendirilmesi gösterilecekitr. Gösterelim ki 1 2ρ ρ<  olacak şekilde 1 2,ρ ρ  sayıları 

öyle seçelebilir ki 

1
G Gρ

∗ ⊂   (3.14) 

2RG Gρ
∗⊂   (3.15) 

 23 



Gün, C.D. 2014. Kompleks Düzlemde Bernstein – Walsh Eşitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 

1 1Rρ −   (3.16) 

2 1Rρ −   (3.17) 

sağlansın. Gerçekten, ( ),z L z y z∗∈ =  olmak üzere, 1 2,ρ ρ  (3.16) ve (3.17)’i 

sağlayan keyfi sayılar olsun. Sırasıyla 

( )1 1,d z L z zρ
∗ = − ;  ( ) 2,d z L z z= −  ve ( )2 3,d z L z zρ

∗ = −  

formüllerine göre 
11 2,z L z Lρ

∗∈ ∈  ve 
23z Lρ

∗∈  noktaları tanımlansın. Her z L∗∈  ve 

t L∈  için ( ), Rz t d z L− =  olmak üzere  

 ( ) ( ) ( ), , ,R Rd z L d t L d z L∗   

bağıntısından,  

 ( ) ( ) ( )3 2 4 2, , ,R Rc d z L d z L c d z L∗≤ ≤  (3.18) 

olacak şekilde z  ve R  den bağımsız 3c  ve 4c  sayıları vardır. 

L∗  bir yarıçember olduğu için RΦ  fonksiyonuna Lemma 3.3.1 uygulanarak  

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) 11

222
5 6

1 1 1 1
R RR R

R R

z zz zz z c c
z z z z

εε

ρ

 Φ −ΦΦ −Φ−
≥ ≥   − Φ −Φ − 

 

elde edilir. Buradan  

 
( ) ( )

1

1 1
1 6 2

2

1

R R

z z c z z
z z

ε
ρ−

 −
− ≥ −  Φ −Φ 

 (3.19) 

bulunur.  

( )Ry z  için D-özelliğine [38] sahip olduğundan, 

 ( )2 3 2 7 2, Rz z c d z L c z z− ≥ ≥ −  

elde edilir ve Lemma 3.3.1. e göre  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 8 2 8 1R R R Rz z c z z c RΦ −Φ ≥ Φ −Φ ≥ −  

bulunur. (3.19) dan  

 
( )

1

1 1
1 6 2

8

1
1

z z c z z
c R

ε
ρ−  −

− ≤ −  − 
 

elde edilir. Böylece 1
9 8 6

1 .
2

c c c ε−=  olmak üzere, (3.14) ve (3.16)’ya uygun olarak, 
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 ( )1 91 1c Rρ = + −  (3.20) 

yazılabilir.  

Şimdi 2ρ  yi tanımlayalım. RΦ  ye Lemma 3.3.1. uygulanmasıyla  

 
( ) ( )
( ) ( )10

3 3

c

R R

R R

z zz z c
z z z z

Φ −Φ−
≤

− Φ −Φ





 

elde edilir. ( ) ( )3 2 1R Rz z ρΦ −Φ −  olmasından, 

 
( ) ( )

2
3 11

1
c

R R

z z c z z
z z
ρ 

− − ≥ −  Φ −Φ
 





 (3.21) 

elde edilir. 

( ) ( ) ( ) ( )12 2R R R Rz z c z zΦ −Φ ≤ Φ −Φ   

olmak üzere, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2

12 2 131 1

R R R R R R

R R

z z z z z z

c z z c R

Φ −Φ ≤ Φ −Φ + Φ −Φ

≤ + Φ −Φ ≤ −

 



 

bulunur ve (3.19) dan  

 
( )
2

3 11
13

1
1

c

z z c z z
c R
ρ −

− ≥ −  − 
  

elde edilir.  
1

1
14 8 6 13 11. . cc c c c cε −−= +  olmak üzere, 

 ( )2 141 1c Rρ = + −  (3.22) 

seçerek (3.15) ve (3.17) koşulunu sağlayan 2ρ  elde edilmiş olur. 

Şimdi (3.13) gösterilecektir. Bunun için ( )h z  ağırlık fonksiyonunun 

singüler noktalarına göre aşağıdaki şekilde Blashke fonksiyonunu oluşturulsun. 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )1 1

:
1

m m
R R ii

R R
i i R i R

z z
B z B z

z z= =

Φ −Φ
= =

−Φ Φ
∏ ∏    ,   z ∗∈Ω  (3.23) 

( ) 0R iB z =  ve ( ) 1RB z ≡ , z L∗∈  olduğu kolayca görülür.  

Her 0p >  ve 1R >  için  
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

2

0
1

: ,

i
pm

R R i p
R R n R R Ri

i R R

w w
f w h w P w w w z

wB w

γ

=

 Ψ −Ψ
′= Ψ Ψ Ψ = Φ    Ψ  

∏  

fonksiyonu tanımlansın. Rf  fonksiyonu ∆  de analitik ve w = ∞  da en fazla n  inci 

mertebeden kutup yerine sahiptir. Lemma 3.3.8’e göre  

 ( ) ( )1 2 1

1 2
2 1

2 1
1

2
1p p

p
n

p
R RA w A w

f f
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ
ρ

+

< < < <

 −
≤  − 

, 

veya 

 ( ) ( ) ( ) ( )0
1

i

R

m pi
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

γ

σ
=

−
Φ∏∫∫



 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 1

0
1

im pi
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

ρ ρ

γ

σ
∗ ∗ =

−
≤

Φ∏∫∫


 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

22 1
2 0

11

2
1

im ppn i
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

ρ

γ
ρ ρ ρ σ
ρ ∗ ∗

+

=

−−
≤

− Φ∏∫∫


 

 ( ) ( ) ( ) ( )22 1
2 0

11

2
1

im ppn i
n zi

i R RG G

z zh z P z d
z B z

γ
ρ ρ ρ σ
ρ ∗

+

=

−−
≤

− Φ∏∫∫


 

elde edilir. (3.20) ve (3.22) ile  

 ( ) ( )
R

p
n z

G G

h z P z dσ∫∫


 (3.24) 

 
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )2
2

1

max

min

i

R

im pR Rz G G pn
n zi

i R R G Gz G G

z B z
h z P z d

z B z

γ

ρ σ
∗∗

∈ +

=
∈

 Φ
 
 Φ 

∏ ∫∫ 



 

elde edilir.  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

1.
1

.

R R ii
R R R

R i
R

R i

R R R i R

R i RR i R

z z
z B z z

z
z

z

z z z z
z zz z

Φ −Φ
Φ = Φ

Φ 
−Φ Φ 

Φ Φ −Φ Φ
= =

Φ −ΦΦ Φ

 

olduğu için ve (3.24) den  
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 ( ) ( )
R

p
n z

G G

h z P z dσ∫∫


 

 
( )
( ) ( ) ( )2

2
1

max

min

i

R
m pRz G G pn

n z
i R G Gz G G

z
h z P z d

z

γ

ρ σ
∗∗

∈ +

= ∈

 Φ
 

Φ  
∏ ∫∫





 

 ( ) ( )2
2

ppn
n z

G G

h z P z dρ σ
∗

+ ∫∫



 

elde edilir. 2ρ  ve R  simetrik olduğundan ispat tamamlanır. 

 

Bölgenin genişlemesine bağlı olarak polinomun artışının bulunması ile ilgili 

aşağıdaki lemma verilebilir. 

 

Lemma 3.3.10. (Bernstein-Walsh Lemması) ,G  basit bağlantılı bir bölge  

ve ,RL G ’nin dış seviye eğrisi olsun.  Bu durumda her ( )n nP z ∈℘  ve 0M >  sabiti 

için 

( )max nz G
P z M

∈
≤  

sağlanıyorsa, her 1R >  ve Rz G∀ ∈   için 

( ) n
nP z MR≤  

eşitsizliği sağlanır [3, s.77]. 

 

Lemma 3.3.11. L  yarıkonform ve ölçülebilir bir eğri olsun.  O halde, 

herhangi bir n nP ∈℘  için, 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1
,

,
n

n n A G

c L
P z n P z z

d z L
+

≤ Φ ∈Ω  (3.26) 

dir.  

İspat: n nP ∈℘  ve z∈Ω  sabit bir nokta olsun.  O halde 1
n
n

P
+Φ

 fonksiyonu 

Ω  da analitik, L G= ∂  de sürekli ve z = ∞  da sıfırdır.  Böylece sonsuz bölgeler için 
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Cauchy teoreminden ve ( )y z ’nin z L∀ ∈  için ( )y z z=  ve z∀ ∈  için 

( )( )y y z z=  özelliğinden, ( ) ( )
( )

: nP
g

z
ζ

ζ
ζ

=
−

 olmak üzere  

 ( )
( )

( )
( )

( )
( )( )1 1 1

1 1
2 2

n
n n n

L L

P z g g
d d

z i i y
ζ ζ

ζ ζ
π ζ π ζ+ + +

= − = −
Φ Φ Φ∫ ∫



 

elde edilir. 1

1
n y+Φ 

 fonksiyonu G  da sürekli ve G  de 2L -türevlere sahiptir. O halde 

Green formülüyle,  

 ( )
( )

( )
( )1 1

1n
n n

G

P z g
d

z y ζ

ζ

ζ
σ

π ζ+ +

 
= −  Φ Φ 

∫∫


 

 ( ) ( )( )
( )( )2

1
n

G

yn g y d
y ζζ

ζ
ζ σ

π ζ+

′Φ+
=

Φ∫∫


 (3.27) 

elde edilir. Lemma 3.3.1 kullanılarak  

 
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )

2 2

2 222 2

1
1n n

G G

y y y J y
d d

ky y

ζ
ζ ζ

ζ ζ ζ
σ σ

ζ ζ+ +

′Φ ′Φ
≤ −

−Φ Φ
∫∫ ∫∫

 

 

 
( )
( )

2

22 2

1
1 tn

t
d

k
σ

ζ+
Ω

′Φ
= −

− Φ
∫∫   

 
( )22 22

1 1
1 1 1

w

n

d
k k nw

σ π
+

∆

= − = −
− − +∫∫   

elde edilir. Buradan, 

 ( ) ( )

( )( )
2

2
2

2
,

n L G

G

P
g d

dist z L
ζζ σ ≤∫∫  

ve (3.27)’ye Cauchy Schwarz eşitsizliğinin uygulanmasıyla ispat tamamlanır. 

 

Her bir 1, 2,...j =  ve yeterince küçük 1 0ε >  için [ ]1: 0,jf ε →  ile ikinci 

mertebeye kadar diferansiyellenebilen , ( )0 0jf =  ve  0,1, 2k =  için ( ) ( ) 0k
jf x >   

koşullarını sağlayan fonksiyonlar gösterilsin. 
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Tanım 3.3.8. G ⊂   bir Jordan bölgesi ve ( )j jf f x= , 1 1,j m m= +  olsun. 

Eğer L G= ∂  eğrisi { } 0

m
i i

z L
=
∈  noktalarında kesişen sonlu sayıda Cθ  sınıfından 

{ } 0

m
i i

L
=

 yaylarının birleşmesiyle oluşuyor öyle ki { }0 0
\ m

i i
z L z

=
∈  noktasında lokal 

düzgün ve 

a) Her iz L∈  , 11,i m= , 1m m≤  için G  bölgesi ( G ’a göre) iz  köşe 

noktasında iλπ , 0 2iλ< < , dış açısına sahip; 

b) Her jz L∈ , 1 1,j m m= +  için jz  merkezli ( ),x y  lokal koordinat 

sisteminde 1 2c c−∞ < < < +∞ , 0 1iε< < , 1, 2i =  sabitleri için aşağıdaki koşulları 

sağlanır: 

( ) ( ){ }1 1 2 1: , ,0j jz x iy z c f x y c f x xε ε= + < ≤ ≤ ≤ ≤ ⊂ Ω ; 

{ }1 2 1: , ,0z x iy z y x x Gε ε ε= + < ≥ ≤ ≤ ⊂ ; 

koşulları sağlanıyorsa  G  bölgesine parçalı düzgün (sürekli teğete sahip) dış sıfır açı 

içeren bölge denir (bkn. Şekil-2). Bu özelliğe sahip bölgelerin sınıfı ( );i jC fθ λ  ile 

gösterilir ve eğer ( );i jG C fθ λ∈  ise ( );i jL C fθ λ∈  yazılır. 

 

 
 

Şekil-2 
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Aşağıda teoremlerin ifade ve ispatlarında kullanılan notasyonlar verilmiştir: 

{ }0
10 : min : , 1, 2,..., ,
4j i jz z i j m i jδ δ< < = − = ≠  olmak üzere ( , )j jz δΩ := 

{ }: j jz z z δΩ∩ − ≤ ; 
1

: min jj m
δ δ

≤ ≤
= , 

1

( ) : ( , )
m

j
j

zδ δ
=

Ω = Ω


, ˆ : \ ( )δΩ = Ω Ω  ve 

: ( ( , ))j jz δ∆ = Φ Ω , 
1

( ) : ( ( , ))
m

j
j

zδ δ
=

∆ = Φ Ω


, ( ) : \ ( )δ δ∆ = ∆ ∆  olsun. : ( )j jw z= Φ  ve 

: arg , 1,2,...,j jw j mϕ = = , için 1 j j+1+
: : 1,  

2 2
j ji

j t Re Rθ ϕ ϕ ϕ ϕ
θ−′ + 

∆ = = > ≤ < 
 

, 

0 mϕ ϕ≡ , 1 1mϕ ϕ +≡ ; : ( )j j
′Ω = Ψ ∆ , 

1 1
:j

R R jL L= ∩Ω  olsun. Açık olarak 
1

m

j
j=

Ω = Ω


 dır.  
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4. BULGULAR VE TARTIŞMALAR 

 

4.1. SIFIR AÇI İÇERMEYEN PARÇALI DÜZGÜN EĞRİ İLE SINIRLI 

OLAN BÖLGELERDE BERNSTEIN-WALSH EŞİTSİZLİKLERİ 

 

Bu kısımda (1.2) eşitsizliğine benzer eşitsizlikler G  bölgesinin 

( )1 2, ,..., mCθ λ λ λ  sınıfından olması durumunda ( ),pA h G  uzayında incelenmiş ve 

yeni sonuçlar elde edilmiştir.  

 

4.1.1. Temel Sonuçlar 

 

Aşağıda teoremlerin ifade ve ispatlarında kullanılan notasyonlar verilmiştir: 

 

{ }
1

m

j j
z

=
  noktaları L  eğrisi üzerinde yerleşsin. k m≤  olmak üzere 

{ }: max : 1,2,...,k j j kλλ∗ = = , : minkλ ∗ =  :={ }: 1, 2,...,j j kλ = , : mλ λ∗ ∗= , : mλ λ∗ ∗= , 



,  2,
:

, 2,
p
p

λ
λ

λ
∗
∗

≥
=  <

, 

, 2,
:

, 2,k
k

k

p
p

λ
λ

λ
∗
∗

≥
=  <

 olsun. Her bir 1, 2,...,j m=  için 

1: ( 2)j
j

pµ
λ

= + − , 1: (2 )j
j

pη
λ

= − − , 1:j
j

pω
λ
−

= ,  { }: max , 1,2,...,k j j kγ γ∗ = = , 

: mγ γ∗ ∗= ,  { }: ,  1, 2,...,j j mγΓ = = , { }, : : , , 1, 2,...,j k j j k k j mγ γ µΓ = ∈Γ ≤ = , 

 , ,: \j k j kΓ = Γ Γ  ve : ( )j jw z= Φ  olsun. 

 

Teorem 4.1.1.1. G , K −yarı konform eğrisiyle sınırlı bir bölge ve ( )h z , 

(3.5) ile tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir n nP ∈℘ , n∈ , ve her 

jz L∈ , 1,2,...,j m= , noktaları için     

 ( )
( )

( )

2

1 ,

j

p

s

p
n j n A h G

P z c n P
γ+

≤  (4.1) 

   

ve sonuç olarak 
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 ( )

( )

( )

2

1 ,p

s
p

n nC G A h G
P c n P

γ+

≤


 (4.2) 

sağlanır, burada 1 1( , ) 0c c G p= > , { }2: min 2,s K= , { }: max 0, , 1, 2,...,j j mγ γ= = dir. 

Böylece, eğer ( )G Cθ λ∈  ise Sonuç 3.3.1 ile her 0ε >  için 1K ε= +  

olduğundan 2 2(1 ) 1K ε ε= + +  ve { }: min 2,  1 1s ε ε= + = +  olur, bu durumda her n nP ∈℘ , 

n∈ , 0p >  ve keyfi küçük 0ε >  için 

 ( ) ( )

2

1
p

p
n n A G

P z c n P
ε+

≤ ,   z G∈ , (4.3) 

   

elde edilir. Sonuç olarak  (3.26) ve (4.3)’ü birleştirerek 

 ( ) ( ) ( )2

1

12

, ,

, ,
( , )

nn n A G

n z G
P z c P n z z

d z L

ε+

+

 ∈
≤ 

Φ ∈Ω


 (4.4) 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1.1.2. 1p > , ( )G Cθ λ∈ , 0 2λ< <   ve ( )h z , (3.5) ile tanımlı 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda her bir n nP ∈℘ , n∈  ve 1
11R
n

= +  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1,1
3 ,, p

nn
n n A h G

R

G
P z c P z

d z L
+

≤ Φ ,  
1Rz∈Ω  (4.5) 

dir, burada 3 3( , , ) 0c c G p ε= >  , 
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( )

( )

( )

( )

1

2 1

,1

2 1

12,  0 2,  2 2 ,

1, 2,  1 2,  2 2 ,

1     2,  0 1,  2 ;

12,  0 2,  2 ,
,

12,  1 2,  2 ;

1, 2,  0 1,  ,

pp

p p
n

p p

p p

n p p

pp

p p
G n

p p

pn p

ε

γλ λ ε

γλ ε

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

+

 
+ − + 
 

 
+ − + 
 

 ≥ < < − < < + −

 < ≤ < − < < − −
 − < < < − < <


 ≥ < < ≥ + −
= 
 < ≤ < ≥ − −


−
< < < ≥












 (4.6) 

ve 2p ≠  ise pε ε= , 2p =  ise 0pε =  dır. Özel olarak 2p =  durumunda aşağıdaki 

sonuç alınır: 

 

Sonuç 4.1.1.1. 2p = , ( )G Cθ λ∈ , 0 2λ< <  ve ( )h z , 1m =  için (3.5) ile 

tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈  ve 1
11R
n

= +  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1,2
4 ,,

nn
n n A h G

R

G
P z c P z

d z L
+

≤ Φ ,   
1Rz∈Ω , (4.7) 

sağlanır, burada ( )4 4 0c c G= >  ve  

 

1
2

,2

2

1, 2 , 0 2,

1, , 0 2,
n

n
G

n
γλ ε

γ λ
λ

γ λ
λ

+


− < < < <= 

 ≥ < <

 (4.8) 

dır. 

 

Şimdi (4.3)’e benzer sonuçlar ( )1 2, ,..., mG Cθ λ λ λ∈ , 0 2jλ< < , 

1, 2,...,j m= , 2m ≥  için ( ),pA h G  normunda verilecektir. 
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Teorem 4.1.1.3. ( )1 21,  , ,..., mp G Cθ λ λ λ> ∈ , 0 2jλ< < , 1, 2,...,j m=  ve  

( )h z , (3.5) ile tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈   için 

 ( )
( )

( )

2

45 ,

j j

p

p
n j n A h G

P z c n P
γ λ

ε
+

+
≤  (4.9) 

her 0ε >  için sağlanır, burada ( )5 5 , , , 0jc c G p λ ε= >  dır. 

(4.5) ve (4.9) sonuçları birleştirerek aşağıdaki sonuç alınır: 

 

Sonuç 4.1.1.2. 1p > , ( )G Cθ λ∈ , 0 2λ< <  ve ( )h z , 1m =  için (3.5) ile tanımlı 

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈  ve 1
11R
n

= +  için 

 ( ) ( )

( )

( )

1

1

1

2

6 , 1;1

,  >0, ,

, ,
( , )

p

p
R

n n A h G nn
R

R

n z G
P z c P G

z z
d z L

γ λ
ε

ε
+

+

+


 ∀ ∈≤ 
 Φ ∈Ω






 (4.10) 

sağlanır, burada ( )6 6 , , , 0c c G p λ ε= > , { }ˆ : max 0,γ γ= , ( )
( )
1 1

1 1

, , ,ˆ :
1, \ , ,

z z
z z

λ δ
λ

δ
∈Ω=  ∈Ω Ω

 ve ;1nG ,  

(4.6)’daki gibi tanımlıdır. 

 

Sonuç 4.1.1.3. 2p = , ( )G Cθ λ∈ , 0 2λ< <  ve ( )h z , 1m =  için (3.5) ile 

tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈  ve 1
11R
n

= +  için 

   

 ( ) ( )
( )

1

1

1

1
2

7 , 1;2

,  >0, ,

, ,
( , )

p

R

n n A h G nn
R

R

n z G
P z c P G

z z
d z L

γ λ ε
ε

 + + 
 

+


∀ ∈≤ 

 Φ ∈Ω






 (4.11) 

sağlanır, ( )7 7 , , 0c c G λ ε= > , { }ˆ : max 0,γ γ= , ( )
( )
1 1

1 1

, , ,ˆ :
1, \ , ,

z z
z z

λ δ
λ

δ
∈Ω=  ∈Ω Ω

 ve ;2nG ,  (4.8)’deki 

gibi tanımlıdır. 
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Şimdi genel durum, yani 2m ≥  durumu için elde edilen sonuçlar 

verilecektir. 

 

Teorem 4.1.1.4. 1p > , ( )1 2, ,..., mG Cθ λ λ λ∈ , 0 2jλ< < , 1, 2,...,j m=  ve  ( )h z ,  

(3.5) ile tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈ , 1
11R
n

= +  

ve yeterince küçük 0ε >  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1;1
8 ,,

nn
n n A h G

R

D
P z c P z

d z L
+

≤ Φ ,   
1Rz∈Ω ,  (4.12) 

sağlanır, burada ( )8 8 , 0c c G p= >  

2( 1)

1

1

;1

                  1, 2,...,  için,

,

               1,

12, 0 2, 2 ( 2),

1veya 2,1 2, 2 (2 ),

1veya 2, 0 1, 2 ;

,

2,...,  için

0

,

2,:

p

j j
j

j j
j

p

j j
j

j j
j

m
p p

j
j

n

j m

j m

p p

n p p

p

pD

p

n

ε

γ λ
λ ε

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ

+

+ − +

=

∀ =

−

−

≥ < < < < + −

< ≤ < < < − −

−
< < −

∀ =

=

< < <

≥ <∑

2( 1)

1

         1, 2,...,  için,

12, ( 2),

1veya 2,1 2, (2 );

1, 2, 0 1, ;

j j

j
j

j j
j

m
p p

j jj
j

j

p

p p

p
m

n p

γ λ
ε

γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

+ − +

=

< ≥ + −

<




















 ∀ =








≤ < ≥ − −

−
< < < ≥∑

(4.13) 

ve 2p ≠  ise pε ε= , 2p =  ise 0pε =  dır. 

 

35 
 



Gün, C.D. 2014. Kompleks Düzlemde Bernstein – Walsh Eşitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

Teorem 4.1.1.5. 1p > , ( )1 2, ,..., mG Cθ λ λ λ∈ , 0 2jλ< < , 1, 2,...,j m=  ve  

( )h z , (3.5) ile tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda, her nP ∈℘, n∈ , 

1
11R
n

= +  ve yeterince küçük 0ε >  için 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1

1;2
9 ,,

nn
n n A h G

R

D
P z c P z

d z L
+

≤ Φ ,     
1Rz∈Ω ,  (4.14) 

sağlanır, burada ( )9 9 , , 0c c G p m= > , 

 

1
1

1

1

;

2(

2

1)

     2,  0 2,  2 ,

veya 2,  1 2,  2

ve

              1, 2,...,  için,

,
,

;

         1, 2,...

ya 2,  0 1, 2

   
,  için

2,  0 2, ,

veya

,
,

:
 

p j jp

j j

j

m

j

p p
j

n

j

j m

j m

p
n

p
p

n p
p

D

ε

γ λ λ ε

λ γ µ

λ γ η

λ γ ω

λ γ µ
∗ ∗

+

+ − +

≥ < < − < <

< ≤ < − < <

< < < − <

∀ =

∀
≥

=
<

<
=

<

< ≥


2( 1)

1

2( 1)

1

2(

2,  1 2,  

2,  0 2,  

veya 2,  1 2,  

2,  0 1, 

;

 1, 2,..., -1 ve 1,2,...,  için,
, ,

;

        1, 2,...,  için,
,

;

k k
k

k k

j j

p p
j j

j j k

p

m

k k

k

m

p

j j

p

n
k m

p
p

j
n

p

n

j m

m

γ λ
λ ε

γ λ ε

γ λ

λ γ η

λ µ γ µ

λ η γ η

λ γ ω

∗ ∗

∗ ∗

∗ ∗

+ − +

+

+ − +

+

+

≤ < ≥

≥ < < ≤ <

< ≤ < ≤

∀ = =

∀
<

=

<

< < < ≥



1)

1

 1, 2,..., -1 ve 1,2,...,  için,
,

;     2,  0 1, 
p

j j kkp
k m j mε

λ ω γ ω
− +

+





















 ∀ = =

 < < < < <  (4.15) 

ve 2p ≠  ise pε ε= , 2p =  ise 0pε =  dır. 

 

Bu değerlendirmelerin kesinliği aşağıda verilen uyarıdan görülebilir: 

 

Uyarı 4.1.1.1. 

a) Her n∈  için bir n nQ∗ ∈℘  polinomu,  bir 1G ∗ ⊂   bölgesi ve 

( )*
10 10 1 , 0c c G ε= >  sabiti vardır öyle ki 

 ( ) ( )2 1
10 ,n nC G A G

Q c n P ∗

∗ ∗≥   

sağlanır.  
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b) Her n∈  için bir n nP∗ ∈℘  polinomu,  bir 2G ∗ ⊂   bölgesi, kompakt 

*
2F CG  kümesi ve ( )* *

11 11 2 , 0c c G F= >  sabiti vardır öyle ki  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1
11 2, ,

,
n

n n A G

nP z c P z z F CG
d z L ∗

+∗ ∗ ∗≥ Φ ∈    

sağlanır.  

 
4.2. DIŞ SIFIR AÇIYA SAHİP OLAN BÖLGELERDE BERNSTEIN-

WALSH EŞİTSİZLİKLERİ 

 

Bu kısımda (1.2) eşitsizliğine benzer eşitsizlikler G  bölgesinin dış sıfır 

açıya sahip olması durumunda ( , )p h L  uzayında incelenmiş ve yeni sonuçlar elde 

edilmiştir.  

 

4.2.1. Temel Sonuçlar 

 

Aşağıda teoremlerin ifade ve ispatlarında kullanılan notasyonlar verilmiştir: 

 

11, 2,: m mΓ = Γ ∪Γ , { }1, 1: , 1, ,k j j k k mγΓ = = ≤ , 

{ }2, 1 1 1: , 1, ,1k j j m m k k m mγΓ = = + + ≤ ≤ − ;  { }1

(1)
1, 1, 1: : 1,k k m k p k mγ γΓ = ∈Γ > − ≤ , 

{ }1

(2)
1, 1, 1: : 1,k k m k p k mγ γΓ = ∈Γ = − ≤ , { }1

(3)
1, 1, 1: : 1,k k m k p k mγ γΓ = ∈Γ < − ≤ ; 

{ }(1)
2, 2, 1: : 1,  1k k m k p m k mγ γΓ = ∈Γ > − + ≤ ≤ ,

{ }(2)
2, 2, 1: : 1,  1k k m k p m k mγ γΓ = ∈Γ = − + ≤ ≤ , 

{ }(3)
2, 2, 1: : 1, 1k k m k p m k mγ γΓ = ∈Γ < − + ≤ ≤ ; { }1

1, 1max : ,k k k k k mγ γ γ= ∈Γ ≤ , 

1

1 1: mγ γ= ;  { }1
1, 1max 0; : ,k k k k k mγ γ γ= ∈Γ ≤ ,  

1

1 1
: mγ γ= ; 

{ }2
2, 1 1 1max : , m +1 j m +k, 1 k m-mj j j kγ γ γ= ∈Γ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

2 2: mγ γ= ;  { }2
2,max 0; : ,k k k k k mγ γ γ= ∈Γ ≤ ,  

2 2
: mγ γ= ; { }max : ,k k k k mγ γ γ∗ = ∈Γ ≤ , 

: mγ γ∗ ∗= ;    { }max 0; : ,k k k k mγ γ γ
∗
= ∈Γ ≤ ,  : mγ γ

∗ ∗= . 
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

2
, 2,

0, 1 0
: , , ;

min 0,
k

k k k
k k

k m
γ

γ γ
γ γ∗

− < ≤ 
= ∈Γ ≤ > 

  

2 2
, ,: .mγ γ∗ ∗=  



1max{ ;1: 1, , }k j j k k mλ λ= = ≤ , 
1

: mλ λ=  ; { }1: min , 1,j j m mα α∗ = = + ,  

{ }1: max , 1,j j m mα α∗ = = + , 

 ( )( , )
( )

1
d Lτ

τ
τ

′ Ψ
Ψ

−
 . [31, Teorem 2.8]  (*) 

 

Teorem 4.2.1.1. 1p > ; ( ),i jG C fθ λ∈ , 0 2iλ< < , 11,i m=  ve ( ) 1 j
jf x cx α+= , 

0jα > , 1 1,j m m= + ; ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu olsun. Bu 

durumda her nP ∈℘ , n∈  ve keyfi küçük 0ε >  için 

 ( ) ( )
( ,

1
;1

)12
, ,

( , ) 1 ,p
n h L

n
n

n

B z zPP z c
d z L z G

+Φ ∈Ω≤ 
∈


 (4.16) 

sağlanır, burada  12 12 ( , , ) 0c c G p ε= > , p  ve n’den bağımsız bir sabit ve 

 

( )

( )

( )

1

1

1

1

1

(1)
1 1, 1

1 (1)
2, 1 11

1

(2)
1 1, 11

;1 (2)
2, 1

(3)
1, 1

(3)
2, 1

       , 1, ,1 ,

, 1, , 1 ;
,

   , 1, ,
: ln ,

, 1, ;

   , 1, ,
1,

, 1

i i

j

j

pm
p

i i k
p

m j kp

j m

i m
p

n

j m

j m

j m

n
i k k m

j m k m k m
n

j m
B n

j m m

j m

j m

γ λ
ε

γ
ε

α

γ

γ

γ

γ

γ

γ

+ −
+

=

+ −
+

+

= +

−

∈Γ = ≤ ≤

∈Γ = + + ≤ ≤
+

∈Γ =
=

∈Γ = +

∈Γ =

∈Γ = +

∑

∑



, .m




















 (4.17) 

dir. 

 

Teorem 4.2.1.2. 1p > ; ( ),i jG C fθ λ∈ , 0 2iλ< <  , 11,i m=  ve ( ) 1 j
jf x cx α+= , 

0jα > , 1 1,j m m= + ; ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu olsun. Bu 

durumda her  nP ∈℘, n∈  ve keyfi yeterince küçük 0ε >  için 
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 ( ) ( )
( ,

1
;2

)13
, ,

( , ) 1 ,p
n h L

n
n

n

B z zPP z c
d z L z G

+Φ ∈Ω≤ 
∈


 (4.18) 

sağlanır, burada  13 13 ( , , ) 0c c G p ε= > , p ve n’den bağımsız bir sabit ve 

( )

( )

( )

1

2

*

1
(1)1
1,

1 1
1

(1)1
2,

11
;2

        1, , 1 , için

         en azından bir 

ve  1, , 1 ,  için

        en azından bir ;,
         

                      
: ln ,

p
i k

p

p
p

j k

p
n

i k k m

n j m k m k m

n

j
B n

γ λ
ε

γ ε
α

γ

γ

+ −
+

+ −
+

+

−

∃ = ≤ ≤

∈Γ

∃ = + + ≤ ≤

∈Γ+

∃ =
=



( ) ( )

( )

1

(2) (2) (1) (1)
1, 2, 1, 2,

(3) (3)
1, 2,

1, , ,  için

en azından bir \ ;

    1,  için
1,

.

j k k m m

j k k

m k m

j m

γ

γ











≤


∈ Γ ∪Γ Γ ∪Γ


∀ =
 ∈ Γ ∪Γ






 (4.19) 

L eğrisinin iki tane singüler noktaya 1 2,z L z L∈ ∈ (yani 1 1m = , 2m = ) sahip 

olması  durumunda aşağıdaki sonuç alınır: 

 

Sonuç 4.2.1.1. 1p > ; ( )21
1;G C cx α

θ λ +∈ , 10 2λ< < , 2 0α >  ve ( )h z , 

2j = için (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda her  

nP ∈℘, n∈  ve keyfi yeterince küçük 0ε >  için 

 ( ) ( )
( ,

1
;3

)14
, ,

( , ) 1 ,p
n h L

n
n

n

B z zPP z c
d z L z G

+Φ ∈Ω≤ 
∈


 (4.20) 

sağlanır, burada  14 14 ( , , ) 0c c G p ε= > , p ve n’den bağımsız bir sabit ve 

 

( )
( )

( )

21 1

2

11
1

1 2

11 1 2;3

1 2

1 2

, , 1;

     1, 1 1: ln ,
veya 1 1, 1;

1, 1 , 1.

pp
pp

n p

n n p

p pB n
p p

p

γγ λ εε α γ γ

γ γ
γ γ

γ γ

+ −+ − ++
+

−


 + > −


 = − − < ≤ −= 
 − < ≤ − = −


 − < < −



 (4.21) 
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Sonuç 4.2.1.2. 1p > ; ( )21
1;G C cx α

θ λ +∈ , 10 2λ< < , 2 0α >  ve ( )h z , 2j =  

için (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu olsun.  Bu durumda her  

nP ∈℘, n∈  ve keyfi yeterince küçük 0ε >  için 

 ( ) ( )
( ,

1
;4

)15
, ,

( , ) 1 ,p
n h L

n
n

n

B z zPP z c
d z L z G

+Φ ∈Ω≤ 
∈


 (4.22) 

sağlanır, burada  15 15 ( , , ) 0c c G p ε= > , p ve n’den bağımsız bir sabit ve 

 

( )

( )

( )

1 1

2

2

1

2 1

1
1

1 2 2

;4 11
2 1

1 2 2

2 1

1 2 2

0, 1;

1, 0, 1;

:
ln , 0, 1,

veya 1, 0, 1;

1, 0, 1 1
veya 1, 0, 1 1.

p
p

p
p

n
p

n p

n p

B
n p

p

p
p

γ λ
ε

γ ε
α

α γ

λ α γ

α γ
λ α γ

α γ
λ α γ

+ −
+

+ −
+

+

−


 = > −



 = > > −

= 
 = = −


= > = −



= − < < −
 = > − < < −



 (4.23) 

 
Teorem 4.2.1.3. 1p > ; ( ; )i jG C fθ λ∈ , 0 2iλ< < , 11,i m=  ve 

1( ) ,j
jf x cx α+=  0,jα >  1 1, ;j m m= +  ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık 

fonksiyonu olsun. Bu durumda her nP ∈℘, n∈  ve keyfi yeterince küçük 0ε >  

için, 

 
1

( , )
1

( 1)

16
1

,( )
1

i i

h Lp

m m
ip

n n m nC G
i i m

P c n D P
γ λ

ε
+

+

= = +

 
 ≤ +
 
 
∑ ∑






 (4.24) 

sağlanır. Burada 16 16 ( , , , , ) 0i jc c G p λ α ε= > , z  ve n’den bağımsız bir sabit ve 

 

1 2
(1 )

1 21
1

1

,

1 2 ,
1

: ,    
,

1,

, 2 ,
1

i i

i ip i

ii
n m

p i

i

i m
n

D m
p

n p

γ α
ε

α α

ε

γ
α

γ
α

+
+ +

+ +

− +


< < +

+= 
 ≥ + +

= +







 

dir. 
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Sonuç 4.2.1.3. Teorem 4.2.1.3’ün koşulları altında 

 ( )1 ( , )
17 , ,( )

,
h Lp

n n m n m nC G
P c D D P≤ +


 (4.25) 

dir, burada 17 17 ( , , , , ) 0i jc c G p λ α ε= > , z ve n’den bağımsız bir sabit ve  

 

2
*

**1

1

1 2
(1 ) 1 *

( 1) *

, , 1 21
*

*

, 1 2 ,
1:

,
1

;  

2 ,

p

p
n m n m

p

n p
D n D

n p

αγ ε
α α

γ λ ε

ε

γ
α

γ
α

∗

+
+ +

+ +
+

+

− +


 < < +
 += 
 ≥ + +











 

dir. 

 

Eğer  bölge  sınırındaki 1z  noktasında tek bir 1 1, 0 2λπ λ< <  dış açısına ve 

2z  noktasında 21
2,  0z α α+ >  dış sıfır açısına sahip ise Teorem 4.2.1.3’den aşağıdaki 

sonuç elde edilir.  

 

Sonuç 4.2.1.4. 1;p >  1 2( ; ),G C fθ λ∈  10 2λ< <  ve 21
2 ( )f x cx α+= , 2 0α >  ve 

( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu  olsun.. Bu durumda her nP ∈℘, 

n∈  ve keyfi yeterince küçük 0ε >  için 

 

 ( )
( , )

,1 ,2( 18) h Lp
n nn nC GP c D D P≤ +



 (4.26) 

sağlanır. Burada 18 8 1 21 ( , , , , ) 0c c G p λ α ε= > , z ve n’den bağımsız bir sabit ve 

  

 

2 2

2 2

1

1
(1 ) 1 2

( 1)
2

,1 ,2 11
2

2

1 2 ,
1

: ;  :

,

,

2 ,
1

p

p
n n

p

n p
D n D

n p

γ α ε
α α

γ λ ε

ε

γ
α

γ
α

+
+ +

+ +
+

+

− +


< < +

+= = 
 ≥ + +











  

dır. 

 

Sonuç 4.2.1.2 ve Sonuç 4.2.1.4 birleştirilerek ( )nP z ’nin tüm kompleks 

düzlemdeki değerlendirmesi alınır (basitlik için 1 1, 2m m= =  kabul edilsin): 
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Sonuç 4.2.1.5. 1;p >  1 2( ; ),G C fθ λ∈  10 2λ< <  ve 21
2 2( ) , 0;f x cx α α+= >  

( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu  olsun.Bu durumda her bir 

nP ∈℘, n∈  ve yeterince küçük 0ε >  için 

 
1,4

( , )

,

19

1 ,2

( ) , ,
( , )( )

, ,
 

p

nn

n n h L

n n

B
z z

d z LP z c P
D D z G

+Φ ∈Ω
≤

+ ∈








 (4.27) 

sağlanır, burada 19 19 ( , , ) 0c c G p ε= > , z ve n’den bağımsız bir sabit, ;4nB  ve ,1nD  , 

,2nD  sırasıyla (4.23) ve Sonuç 4.2.1.4’teki gibi tanımlıdır. 

 

Yukarıdaki değerlendirmelerin kesinliği aşağıda verilen uyarıda görülebilir: 

 

Uyarı 4.2.1.1. Herhangi bir n∈  ve 1, 2i =  için ( )i
n nP ∈℘  polinomları, 

iG ⊂   bölgeleri ve 20 2
1

0 ( ) 0,c c G= >  2
21 21( ) 0,c c G= >  sabitleri vardır öyle ki 

 1 120

1
(1) (1)

( ) ( )p

p
n nC G G

P c n P
∂

≥


  

ve 

 2

1(2) (2) 2

)21 (
( ) ( ) ,  \ 

p

n
n n G

P z c z P z F G+

∂
≥ Φ ∀ ∈ 


  

sağlanır. 

 

4.3. κ -YARIKONFORM EĞRİYLE SINIRLI BÖLGELERDE 

BERNSTEIN-WALSH EŞİTSİZLİKLERİ 

 

Bu kısımda (1.2) eşitsizliğine benzer eşitsizlikler G  bölgesinin κ -

yarıçember ölçülebilir eğri ile sınırlı bir bölge olması durumunda ( , )p h L  uzayında 

incelenmiş ve yeni sonuçlar elde edilmiştir.  

 

4.3.1. Temel Sonuçlar 

 

Aşağıda teoremlerin ifade ve ispatlarında kullanılan notasyonlar verilmiştir: 
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{ }
1

m

j j
z L

=
∈  ve ( )h z , (3.5)’teki gibi tanımlı ağırlık fonksiyonu olsun. 

 Her 1,j m=  için 1jγ > −  olsun. ,k m≤  1p >  ve [0,1)κ ∈  için 

{ }: , 1,k j j kγΓ = = , 
(1) 1: :

1
k k m k

pγ γ
κ
− Γ = ∈Γ > + 

, 



(2) 1: :
1

k k m k
pγ γ
κ
− Γ = ∈Γ = + 

, 
(3) 1: : 1

1
k k m k

pγ γ
κ
− Γ = ∈Γ − < < + 

, 

{ }(1)max :k k k kγ γ γ∗ = ∈Γ , : mγ γ∗ ∗= ,  { }(1)max 0; :k k k kγ γ γ
∗
= ∈Γ ,  : mγ γ

∗ ∗= . 

 

Teorem 4.3.1.1. ( )G Q κ∈  , 0 1κ≤ < ;  nP ∈℘, n∈ ; yeterince küçük 

1 0ε >  için 1
1 : 1R

n
ε

= +  ve ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu 

olsun. Bu durumda, her 1p >  için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur: 

 ( )
1

1;1
)22 ( ,

( ) ,    ,
( , ) p

nn
n Rn h L

D
P z c z z

d
P

z L
+≤ Φ ∈Ω

  (4.28) 

burada ( )22 22 , 0c c G p= > , z ve n’den bağımsız bir sabit ve 

 
( )

( )
1

1 1(1 )(1 )
(1)

1
11 (2)

;1

11
(3)

, , her 1,2,..., için,

ln , , her 1,2,..., için, ,:

, her 1,2,..., için,

im
p p

i m
i

p
i m Rn

p
i m

n i m

n n i m zD

n i m

γ κ
κ

κ

κ

γ

γ

γ

+
− − −

=

−

 
− 

 


∈Γ =



 ∈Γ = ∈Ω= 



 ∈Γ =

∑ 





 (4.29) 

dır. 

 

Teorem 4.3.1.2. ( )G Q κ∈  , 0 1κ≤ < ;  nP ∈℘, n∈ ; yeterince küçük 

1 0ε >  için 1
1 : 1R

n
ε

= +  ve ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  ağırlık fonksiyonu 

olsun. Bu durumda, her 1p >  için aşağıdaki eşitsizlik doğrudur: 
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 ( )
1

1;2
)23 ( ,

( ) ,    ,
( , ) p

nn
n Rn h L

D
P z c z z

d
P

z L
+≤ Φ ∈Ω

  (4.30) 

burada ( )23 23 , 0c c G p= > , z ve n’den bağımsız bir sabit ve 

( )

( )

*

1

1 1(1 )(1 )
(1)

11 (2) (1)

;2

11
(3)

, 1,2,..., , için, en azından bir ,

ln , 1,2,..., , için, en azından bir \ , .:

, 1,2,..., için, ,

k

p p
i m

p
i k m R

n

p
i m

n i k k m

n n i k k m zD

n i m

γ κ
κ

κ

κ

γ

γ

γ

+
− − −

−

 
− 

 


 ∃ = ≤ ∈Γ

 ∃ = ≤ ∈Γ Γ ∈Ω= 




∀ = ∈Γ



 



 (4.31) 

 

Teorem 4.3.1.3. ( )G Q κ∈  , 0 1κ≤ < , ( )h z , (3.5) ile tanımlı ( )1jγ > −  

ağırlık fonksiyonu olsun. Bu durumda her 1p >  için z ve n’den bağımsız bir 

24 24 ( , ) 0c c G p= >  sabiti vardır öyle ki her nP ∈℘ ve n∈   için 

 
( 1)(1 ) 12 (1 )

24( , )) (p

p p
n h LC G nP c n P

η κ κ+ +
+ −

≤
  (4.32) 

sağlanır, burada  : max{0; , 1, 2,..., }k k mη γ= = . 

 

Sonuç 4.3.1. ( )G Q κ∈  , 0 1κ≤ <  olsun. Bu durumda her 1p >  için z ve 

n’den bağımsız bir 25 25 ( , ) 0c c G p= >  sabiti vardır öyle ki her nP ∈℘ ve n∈   için 

 ( )
1

1

( 1)(1 ) 12 (1 )

125 ( , )

;2

, ,

( )
,

( , )

p

p p
R

nn h Ln

n R

n z G
P z c

z
D z

L

P

d z

η κ κ+ +
+ −

+


∈≤  Φ ∈Ω




  (4.33) 

sağlanır, burada ;3nD  Teorem 4.3.1.2’deki  ile aynıdır. 

 

Bu değerlendirmelerin kesinliği Uyarı 4.2.1.1’den görülebilir. 
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4.4. TEOREMLERİN İSPATI 

 

Teorem 4.1.1.2, Teorem 4.1.1.4 ve Teorem 4.1.15’in ispatı:  

 

Her z∈Ω  için ( )nT z  fonksiyonu aşağıdaki gibi tanımlansın: 

 ( ) ( )
( )1: n

n n

P z
T z

z+=
Φ

 (4.34) 

Her bir 1R >  ve 1
1: 1

2
RR −

= +  için 
1RΩ bölgesinde Cauchy integral formülü 

yardımıyla 

 
1

1

1( ) ( ) ,    z
2

R

n n R
L

dT z T
i z

ζζ
π ζ

= − ∈Ω
−∫   

yazılabilir. 
1RLζ ∈  için ( ) 1ζΦ > ve ( )1

, Rd z L zζ≤ −  olduğundan  

  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

11 1

1 1

12 2 ,
R R

n n
n

n nn
L LR

z P zdP z P d
z d z L

ζ ζ ζ ζ
π ζ πζ

+ +

+

Φ Φ
≤ ≤

−Φ
∫ ∫  (4.35) 

yazılabilir.  

 

( ) ( )

( )

1 1

1

1

1

:

    ( ) ( )

i
R R

i
R

m

n n n
iL L

m

n
i F

A P d P d

P d

ζ ζ ζ ζ

τ τ τ

=

′

=

= =

= Ψ Ψ

∑∫ ∫

∑ ∫
 (4.36) 

olsun. Önce ( )ζ τ= Φ  değişken değişimi yapılıp ardından integral altı ifade 

( ) ( )w
γ

τΨ −Ψ  ile çarpılıp bölünerek ve sonrasında da Hölder eşitsizliği 

uygulanarak aşağıdaki ifade elde edilir: 

  

  

 
( )( )

1

2 21

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

j

j
i
R

m
p pp

j nm
j

n m
i F p

j
j

w P
A d

w

γ

γ

τ τ τ τ
τ

τ

−′ ′

=

=

=

Ψ −Ψ Ψ Ψ Ψ
=

Ψ −Ψ

∏
∑ ∫

∏
 (4.37) 
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( )
1

1

1

2

1 1

1

2

1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ( )
 

)

j

i
R

j
i
R

pmm p
j n

i jF

q

p m
i
n

i

q

m
F p

j
j

w P d

d A
w

γ

γ

τ τ τ τ

τ
τ

τ

′

= =

−′

=

=

 
 ≤ Ψ −Ψ Ψ Ψ
 
 

 
 

Ψ 
× ≤ 
 Ψ

 
 
 


−Ψ
 





  
 

∫
∏

∑ ∏∫

∑

 

burada 

 
1 1

1

1
2

, ( 1)

1

,1 ,2

( )
: ( )

( ) ( )

    : ,

ji i
R R

q
qp

pi
n n p m q

F F
j

j

i i
n n

A f d d
w

J J

γ

τ
τ τ τ

τ

−′

−

=

 
   Ψ
  =
   Ψ −Ψ   
 

= ⋅

∫ ∫
∏

 

ve 

 ( ) ( )( )
2

, 1
1

( ) : ( ) ( ) ( ) ( ) ,
jm

pp
n p j n

j
f w P R

γ

τ τ τ τ τ′

=

= Ψ −Ψ Ψ Ψ =∏  

dir. 
1 1 1
p q
+ =  olduğundan 21 2q q

p
 
− = − 

 
 ve ( )1q q

p
γ γ= −  olur. 

  

Lemma 3.3.6’dan yaralanarak 

 ( ),1

1

, 
,  1, 2,...,

n p

i p
n A h G

J n P i m=  (4.38) 

elde edilir. 

,2
i
nJ  integralinin değerlendirilmesinde ilk olarak : ( )j jw z= Φ  noktaları ayrık 

olduğundan  

 ( )
1

2

,2 ( 1)

1

( )
:

( ) ( ) ji
R

q
qi

n m q
F

j
j

J d
w

γ

τ
τ

τ

−′

−

=

Ψ
=

Ψ −Ψ
∫
∏

 (4.39) 

 
1

2

( 1)

( )

( ) ( )
 

i
i
R

q

q
F i

d
w γ

τ
τ

τ

−′

−

Ψ

Ψ −Ψ∫  

elde edilir. Basitlik için 1
,1 1 ,2 21, : ; :  i

n ni J J J J= = =  alınır. 1 1: ( )w z= Φ  olsun. 
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( ){ }
( ){ }

{ }

1 1

1 1

1 1

11 1
1 1

12 1
1 1

13 1
1

: : ,  1 ,

: : ,  1 ,

: : ,  .

R R

R R

R R

E F w c R

E F c R w c

E F w c

τ τ τ

τ τ τ

τ τ τ

= ∈ − < −

= ∈ − ≤ − <

= ∈ − ≥

 

1 1

3
1 1

1

k
R R

k

F E
=

=


 olduğundan (4.39), 

 ( ) ( ) ( )1 1 1

11 12 13 1 2 3
,2 ,2 ,2 ,2 2 2 2:n n R n R n RJ J E J E J E J J J= + + = + +  (4.40) 

şeklinde yazılabilir ve sonuç olarak 

 

 ( )1 1 2 3 1 1 1
1 2 2 2 ,1 ,2 ,3: :n n n nA J J J J A A A= + + = + +  (4.41) 

yazılabilir, burada  

 ( )

( )( )
( ) ( ) ( )

1

2'1
1

, 1, 
1

: ,    1, 2,3
p

k
R

q

p
n k n qA h G

E

A n P d k
w

γ

τ
τ

τ

−

−

Ψ
= =

Ψ −Ψ
∫  (4.42) 

dır. 

2 ve 1< 2q q> < , 0 1 ve 1 <2λ λ< < ≤ , 2 0 ve 0γ γ− < < ≥  durumları için 

1
,n kA  integrallari ayrı ayrı değerlendirilir, 1, 2,3.k =  

 

1. Durum. ( )1 2 2q p< < >  olsun. Bu durumda   

  

 ( )
( )( )

( ) ( ) ( )
1

2'

2 1 ,    1, 2,3
k
R

q

qk
q

E

J d k
w

γ

τ
τ

τ

−

−

Ψ
= =

Ψ −Ψ
∫    

dır. 

 

1.1. 1 <2λ≤  olsun. 

1.1.1. Eğer 0γ ≥  ise Lemma 3.3.3’ü (4.42)’ye uygulayarak 
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( )
( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )

1

1 1
11
1

1

1 1
11
1

1 1 1

1 2
11

2 1
1

1 2

1
1

1 1 2 1
1 1

1         

         ,   0,   1 1

R

R

q
q

q
E

q

q
E

q q

w
J d

w

d
n w

n q

λ ε

γ λ ε

λ ε

γ λ ε

γ λ λ ε

τ
τ

τ

τ

τ

ε γ λ

− − −

+ −

− − −

+ −

− − − − − +

−

−

 
 
  −

∀ > − ≥

∫

∫







 

ve böylece  

 
( ) ( )( )

( )
1 1 11 1 2 1

1
2 1 1,  0,   1 1

q q
qJ n q

γ λ λ
ε

ε γ λ
− − − − −

+
∀ > − ≥

 

  

elde edilir. 

 

( )
( )( )

( )( )

( )( )

( )( )

( ) ( )( ) ( )

1

1 1
12
1

1

1 1
12
1

1 1 1

1 2
12

2 1
1

1 2

1
1

1 1 2 1
1 1

1         

         ,   0,   1 1

R

R

q
q

q
E

q

q
E

q q

w
J d

w

d
n w

n q

λ ε

γ λ ε

λ ε

γ λ ε

γ λ λ ε

τ
τ

τ

τ

τ

ε γ λ

− − −

+ −

− − −

+ −

− − − − − +

−

−

 
 
  −

∀ > − ≥

∫

∫







 

ve böylece  

 
( ) ( )( )

( )
1 1 11 1 2 1

2
2 1 1,  0,   1 1

q q
qJ n q

γ λ λ
ε

ε γ λ
− − − − −

+
∀ > − ≥

 

elde edilir. 

 

1 1 1
p q
+ =  olduğundan 1 1q

q p
−

= , 2 2 1q
q p
−

= − , 1 11
q p
= −  olur ve 0ε∀ >  için 

( ) ( )( )1 1 1 1
1

1 1 2 1 21 1
q q

p q p
γ λ λ γε λ ε

− − − − −  +
+ + = − + 

 
 bulunur. Böylece (4.40) ve 

(4.41)’den eğer ( ) 1 1qγλ − ≥  ise 0ε∀ >  için 

 

 
( )

( )

2 1
1

,1 ,

2 1
1

,2 ,

,

,

p

p

p
n n A h G

p
n n A h G

A n P

A n P

γ λ ε

γ λ ε

 +
− + 

 

 +
− + 

 





 (4.43) 

elde edilir. 
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1.1.2. Eğer 2 0γ− < <  ise benzer şekilde 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1

1
1

2 1'
2 1 ,    1, 2

k
R

qq qk

E

J w d k
γ

τ τ τ
− − −

= Ψ Ψ −Ψ =∫  

dir.  Bu durumda  

 

( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( )( )( )

1 1 1

11
1

1 1 1

11
1

1 1 1

1

1 2 11
2 1 1

1 2 1

1 2 1
11

        1

1        mes ,

R

R

q q q

E

q q

E

q q

R

J w w d

d

E
n

λ ε γ λ ε

λ ε γ λ ε

λ ε γ λ ε

τ τ τ

τ τ

− − − − + −

− − − + − + −

− − − + − + −

− −

−

 
 
 

∫

∫







 

ve böylece 

 
( ) ( )( )1 1 11 1 2 1

1
2 ,  0

q q
qJ n

γ λ λ
ε

ε
− − − − −

+
∀ >

 

elde edilir. 

 

( ) ( )( ) ( )( )( )1 1 1

12
1

1
1

1 2 12
2 1 1

         1

         

R

R

q q q

E

E

J w w d

d

λ ε γ λ ετ τ τ

τ

− − − − + −− −∫

∫



   

elde edilir. Böylece 0ε∀ >  için 

 

 ( )

( )

1
1

2 1
1

,1 ,

1
2
,1 ,

,
p

p

p
n n A h G

p
n n A h G

A n P

A n P

γ λ ε +
− + 

 




 (4.44) 

elde edilir. 

 

1.2. 11 2λ≤ <  olsun. 

 

1.2.1.  Eğer 1 0γ ≥  ise  Lemma 3.3.3’ü  (4.42)’ye uygulayarak 
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1 1
11
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1 1 1
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1 2
11

2 1
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1 1 2
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1 1 2 1
1 1 1

         

         ,   0,   1 1 2 1
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E

q q
E

q q

w
J d
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w

n q q

λ ε

γ λ ε

γ λ ε λ ε
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 (4.45) 

bulunur. 
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1.2.2. Eğer 2 0γ− < <  ise 
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elde edilir. Sonuç olarak  
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 (4.46) 

elde edilir. 

 

2.  Durum ( )2 2q p> <  olsun. Bu durumda 2 0q− <  olur, böylece 
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2.1. 11 2λ≤ <  olsun. 
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2.1.1. Eğer 1 0γ ≥  ise Lemma 3.3.3’ü (4.42)’ye uygulayarak  
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 (4.47) 

elde edilir. 

 

2.1.2. Eğer 2 0γ− < <  ise  
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 (4.48) 

elde edilir. 

 

2.2. 10 1λ< <  olsun. 

 

2.2.1. Eğer 1 0γ ≥  ise Lemma 3.3.3’ü (4.42)’ye uygulayarak  
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elde edilir. 

 

2.2.2. Eğer 2 0γ− < <  ise  
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dir.  Buna göre, 
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Bu durumda 
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elde edilir. 
1

,3nA  integrali, tüm durumlarda her bir
1

3
REζ ∈  için 1zζ −   olduğundan 

aşağıdaki şekilde değerlendirilir: 
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Sonuç olarak 
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elde edilir. (4.42) – (4.51) değerlendirmeleri toparlanırsa nA  için 
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elde edilir. Böylece eğer 1 0γ ≥  ise 
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ve 

1 0γ <  ise 

 
( )

1

1 1
1

3
1 11 1

, , 1
1

1 1
1

1 1

, 2, 1, 0,

, 2, 1, 0,

, 2, 1, 0,

, 2, 1, 0.

p

p

p

n n k n A h G
k p

p

n p

n p
A A P

n p

n p

ε

ε

ε

ε

λ γ

λ γ

λ γ

λ γ

+

+

+=

+


> ≥ <


 > < <= ×
 < ≥ <

 < < <

∑ 

 (4.53) 

  

2p =  durumunu da göz önüne alıp, 1, 2,...,j m=  için toplama geçilirse yeterince 

küçük  0ε >  için  
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n n n A h G
i

A A P
=

≤∑   

 

( )

( )

( )

( )

1

21

1

1

2 1

1

1

2 1

1, 2, 0 2, 2 2 ,

12, 0 2, 2 ,

1, 2, 1 2, 2 2 ,

12, 1 2, 2 ,

1, 2, 0 1, 2 ,

j j
j p

j j
j

j j

p
j j

j

m
p p

j j
j j

p
j j

j

m
p p

j j
j j

p
j j

j

p p

n p p

n p p

n p p

n p p

pn p

n

ε

γ λ
λ ε

ε

γ λ
λ ε

ε

γ λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

λ γ
λ

+

 
− − + 
 

=

+

 
+ − + 
 

=

+

+ −

≥ < < − < < + −

≥ < < ≥ + −

< ≤ < − < < − −

×

< ≤ < ≥ − −

−
< < < − < <

∑

∑

1

12, 0 1, ,
m

j j
j j

pp
ε

λ γ
λ

 
+ 

 

=



















 −

< < < ≥

∑

 

elde edilir, burada 2p ≠  ise pε ε= , 2p =  ise 0pε =  dır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

58 
 



Gün, C.D. 2014. Kompleks Düzlemde Bernstein – Walsh Eşitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

Ayrıca yeterince küçük  0ε >  için 

 
( ),p

n n A h G
A P

 

 

 

( )

( )

1

2(1 )

2(1 )

1

1

1

    1, 2,...  için
, 12 2 ;

 1, 2,...  için
, 1 2 ;

 k 1,2,... 1 ve
,     1, 2,...

2, 0 2,

 için
  

2, 0 2,

2, 0
  

2,
;

,

p

k k
k

j

j
m

k j

p
j

p
j

p

k

p

p p
j

j m

p

j m

p

m
j m

n p

n p

n p

n p

ε

γ λ λ ε

γ λ
λ ε

ε

λ

λ

λ

γ
λ

γ
λ

µ γ µ

∗ ∗

∗

∗ ∗

∗

+

− − +

− −

+

+

+

∀ =

− < < + −

∀ =

≥ + −

∀ = −
=

≥ < <

≥

≤

×

<

< <

≥ < <

( )

( )
*2( 1)

2( 1)

1

1

1

     1, 2,...  için
12 2 ;

  1, 2,...  için
, 1  2 ;

  k 1,2,... 1 ve
,      1, 2,...  i

2, 1 2,

2, 1 2,

2, 1 2, çin
    ;

2,,

k k
k

j
j

j
m

k j k

p p
j

p p
j

p

j m

p

j m

p

m
j m

n p

n p

n p

γ λ λ ε

γ λ
λ ε

ε

γ
λ

γ
λ

η γ

λ

λ
η

λ

∗ ∗

∗ ∗
∗

− ++

+

+ − +

+

∀ =

− < < − −

∀ =

≥ −

< ≤ <

< ≤ <

<

−

∀ =
<

≤
≤

−

<

=
<

2( 1

2( 1

1

)

)

1

 1, 2,...  için
12 ;

 1, 2,...  için
, 1     ;

 k 1,2,... 1 ve
,     1, 2,...  için

   

0 1,

2, 0 1,

2, 0 1,
k k

j

j
m

k j k

j

p p
j

p p
j

j m
p

j m
p

m
n m

n p

p j

γ λ ε

γ λ
ε

γ
λ

γ

λ

λ
λ

ω ω
λ

γ

∗ ∗

∗ ∗

+

+

− +

+ − +





























< <

< <

∀ =
−

− < <

∀ =
−

≥

∀ = −

<

≤ <
< < =<

















  

elde edilir, burada 2p ≠  ise pε ε= , 2p =  ise 0pε =  dır. 
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Sonuç 4.1.1.3 ün İspatı: 

2p = , 1m =  olsun. (4.38), (4.41) ve (4.42) ile 1 0γ =  için 

 
( )2

1
2

n n A G
A n P

 

bulunur. 

1. 1 0γ >  olsun. Bu durumda herhangi 10 2λ< <  için 

 ( ) 1 1

1 1
1
1

2 ( ) 11
2 1 1( )

1

, 0, 1;
RE

d
J n

w
γ λ ε

γ λ ε

τ
ε γ λ

τ
+ −

+ ∀ > ≥
−∫   

 ( ) 1 1

1 1

1
2

2 ( ) 1
2 1 1( )
2

1

, 0, 1;
RE

d
J n

w
γ λ ε

γ λ ε

τ
ε γ λ

τ
+ −

+ ∀ > ≥
−∫   

olur ve böylece 

 

1 1

2

1 1

2

1 1

2

11
1 2 2

,1 ( , )

2
1 1

( , )
2

1 1

2
1 1

( , )
2

1

1

1
,2

1

1

, 0,  1,
      

1,

 , 0,  1

1,

,

,

,

n n A h G

n A h G

n A h Gn

A n P

n

A

P
n

n
P

n

γ λ ε

γ λ ε

γ λ ε

ε γ λ

γ λ

ε γ λ

γ λ

−
+ +

+

+






∀ > ≥

<

∀ > ≥

<














 (4.54) 

elde edilir. 

 

2. 12 0γ− < <  olsun. Bu durumda herhangi 10 2λ< <  için 

 
( )

( )

1 1

1 1
1
1

1

2

1

1 1

1

2 ( ) 11
2 1 1( )

1

2 ( ) 1
2 1 1( )
2

1

, 0,  1;

, 0,  1;

R

R

E

E

d
J n

w

d
J n

w

γ λ ε
γ λ ε

γ λ ε
γ λ ε

τ
ε γ λ

τ

τ
ε γ λ

τ

+
+

−

+ −
+

∀ > ≥
−

∀ > ≥
−

∫

∫

 

 

 

bulunur ve böylece 

 

1 1

2

2

1 2
,1 ( , )

1 2
,2 ( , )

1

, 0, 

,  

n n A h G

n n A h G

A n P

A n P

γ λ
ε

ε
+

∀ >



 (4.55) 

elde edilir. 
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1
,3nA  integralinin değerlendirilmesi tüm durumlarda her bir

1

3
REζ ∈  için 

1zζ −   olduğundan aşağıdaki şekildedir: 

 

 
2

1
,3 ( , )

1
2 , n n A h G

A n P
 (4.56) 

(4.35), (4.38), (4.41) –(4.51) birleştirilerek her bir 10 2λ< <  için 

   

 
2 1 1

2
1

1
(

2

1

, )

1
1

1,  ,

10,  

 

,, 2
n A Gn h

n
P

n
A

γ λ ε

γ
λ

ε γ
λ

+

≥





∀ > − < <


  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.1.1.1 in İspatı: 

Keyfi n nP ∈℘ polinomu ve  Bergman polinomları (yani bölgede ortonormal 

olan 
2 ( , )

( ) : 1n n A h G
K z K =  polinomları) için aşağıdaki teorem [20, Teorem 2.1 ve 

Teorem 5.1]’de ispatlanmıştır: 

 

Teorem. G  bir k − yarıdaire olsun, ( )0 1k≤ <  ve ( )h z ağırlık fonksiyonu 

(3.5)’deki gibi tanımlansın. Bu durumda her bir nP ∈℘, n∈  ve her 

, 1, 2,..., ,jz L j m∈ =  noktası için 

 
(2 )(1 )

( , )
( )

j

p

k
p

n j n A h G
P z n P

γ+ +

   

sağlanır. 

 

Bu teoremden yola çıkılarak yarı konform sınıra sahip bölgeler için 

aşağıdaki değerlendirme elde edilir [20]: 

 ( ) ( )
( )

( )
2

,p
n j n j j RK z K z d z L

γ+
−

    
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Bu formül ( )nP z  polinomu için yazılırsa 

 ( ) ( )

( )
,2 ( )

1

,
p

n j

p
j

n A h G

R

P z

d z L

Pγ+   

elde edilir. L  yarı konform eğri olduğundan Sonuç 3.3.3 ile ( ) ( ), 1 s
j Rd z L R −

, 

{ }2: min 2,s K=  olur. Böylece Lemma 3.3.3 ile  

 ( )
( )2

( , )p

s
p

n Aj h GnP z n P
γ+

   

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

Uyarı 4.1.1.1 in İspatı: 

a) 1
0

( ) : ( 1) ,
n

j
n

j
Q z j z G B∗ ∗

=

= + =∑  ve 2p =  olsun. Bu durumda  

 
( )

( )( )
( )

( )( )
2

1 2 1 2
;  

2 2n nC G A G

n n n n
Q Q

π∗ ∗+ + + +
= =   

yazılabilir. O halde, bu iki eşitlikten  

 
( ) ( )2

1
2n nC G A G

Q n Q
π

∗ ∗≥   

elde edilir. 

 

b) *
2G ⊂  , *

2:L G Cθ= ∂ ∈  düzgün eğrisiyle sınırlı bir bölge olsun. Üç 

nokta özelliğine göre L  eğrisi yarı konformdur [30, s.100]. ( ){ }nK z , deg nK n= , 

0,1, 2,...n = , G  bölgesi için Bergman polinomlarını göstersin, yani 

1
1 0( ) : ... , 0n n

n n n nK z z zα α α α−
−= + + + >  şeklinde tanımlı ve  

 ,

1, ,
:

0, ,n m

n m
n m

δ
=

=  ≠
  

olmak üzere 

 ,( ) ( ) ,n m z n m
G

K z K z dσ δ=∫∫   
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koşulunu sağlayan polinomlar olsun. *
2G , *

2G ’ın konveks kabuğu ve *
2:F CG=  olsun. 

( )nK z  Bergman polinomlarının sıfırları *
2G ’da yerleşir [29, s.245].  [7]’ye göre keyfi 

yarıdaire için   

 1 '( ) ( ) ( ) ( ),   n n
n n nK z z z A z z Fα ρ += Φ Φ ∈ Ω   

elde edilir, burada ( )1 1 0c c G∃ = >  için 

 1
1

1 1n
n

n ncα ρ
π π

++ +
≤ ≤   

ve ( ) 0,   i=2,3i ic c G∃ = >  için 

 3
2 ( ) 1

( ) 1
n

cc A z
z

≤ ≤ +
Φ −

  

dır. Buradan 
( )2

( ) 1n A G
K z =  olduğundan 

 

2

2

1
3

1
4 ( )

( ) 11( ) ( )
( , )

1          ( ) 1
( , ) ( )

          ( )
( , )

n
n

n

n
n A G

znK z c z
d z L

nc z
d z L z

nc z K
d z L

π

+

+

Φ −+
≥ Φ

 
≥ Φ −  Φ 

≥ Φ

  

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.1.1 in İspatı: 

( ),i jG C fθ λ∈ , 0 2iλ< < , 11,i m=  ve ( ) 1 j
jf x cx α+= , 0jα > , 1 1,j m m= + ; 

( )h z  ağırlık fonksiyonu (3.5)’deki gibi tanımlı ( )1jγ > −  olsun. Her bir z∈Ω  için 

 ( ) ( )
( )1: n

n n

P z
T z

z+=
Φ

 (4.57) 

olsun. Ω bölgesinde ( )nT z  için Cauchy integral formülü yazılırsa 

  

 
1( ) ( ) ,    z

2n n
L

dT z T
i z

ζζ
π ζ

= − ∈Ω
−∫  (4.58) 
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olur. Lζ ∈ için ( ) 1ζΦ =  ve ( ),d z L zζ≤ −  olduğundan  

  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

1 1

12 2 ,

n n
n

n nn
L L

z P zdP z P d
z d z L

ζ ζ ζ ζ
π ζ πζ

+ +

+

Φ Φ
≤ ≤

−Φ
∫ ∫  (4.59) 

yazılabilir.  

  

 ( ) ( )
1

:
i

m

n n n
iL L

A P d P dζ ζ ζ ζ
=

= =∑∫ ∫  (4.60) 

olsun. İntegral altı ifadeyi 
1

jm
p

j
j

z
γ

ζ
=

−∏  ile çarpıp bölerek ve sonrasında da Hölder 

eşitsizliği uygulanarak aşağıdaki eşitsizlik elde edilir:  

 

1

1

1 1

1

1

( )

1 1    : ,  1

j

j
i i

q

m pm
p

n j n qm
i jL L p

j
j

m
i
n

i

d
A z P d

z

A
p q

γ

γ

ζ
ζ ζ ζ

ζ= =

=

=

 
    − ×      −  


≤



= + =

∑ ∏∫ ∫
∏

∑

 (4.61) 

Burada 

 

1

,1 ,2

1

1

: ( ) ( ) :  
j

i i

p
pi i i

n n n nqm
L L p

j

q

j

d
A h P d J J

z
γ

ζ
ζ ζ ζ

ζ
=

 
 
 
 
 

 


 

= = ⋅  
  −
∫

∏
∫  

dir. 

,1
i
nJ  integrali için Lemma 3.3.6’ya göre 

  

 ,1 ( , )
,    1,

p

i
n n h L

J i mP =


 (4.62) 

elde edilir. Bu durumda (4.61) ve (4.62) ile  

 ( )
1

,2( , )
1

p

i q
n L

i
nh

m

nA P J
=
∑


 

elde edilir.  
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L  üzerinde { }
1

m

j j
z

=
 noktaları ayrık olduğundan ,2

i
nJ  integrali için 

 ,2 ( 1)

1

:
j i

i i

i
n q qm

L L ip
j

j

d d
J

zz
γ γ

ζ ζ

ζζ
−

=

=
−−

∫ ∫
∏

  (4.63) 

yazılabilir. Basitlik için 1 1m = , 2m = , 1 1z = − , 2 1z = ; ( )1,1 G− ⊂  ve Tanım 

3.3.8’deki lokal koordinat sisteminin OX  ve OY  eksenlerine paralel olduğu kabul 

edilsin. { }: :  0L z L Imz+ = ∈ ≥ , { }: :  0L z L Imz− = ∈ < , L L L+ −= ∪ ; 

1 2: :
2

iw w e θ ϕ ϕθ± ± = = = 
 

, ( )z w± ±∈Ψ  olsun. ( , )i il z z± ±  sırasıyla iz  ile 

z±  noktalarını birleştiren yayları göstersin; : ( , )i i il mes l z z± ± ±= , 1, 2.i =  (L+ ya da 

seçilen yöne göre L− ) üzerinde keyfi bir 0z  noktası alınsın. Bu durumda (4.63) ile 

  

 ( )
1

,2( , )

2

1
p

i q
n nL

i
n h

A P J
=
∑


 (4.64) 

yazılabilir. Burada 

  

 
1 2

1 2

1 2
,2 ,2( 1) ( 1)

1 2

 ;   n nq q
L L

d d
J J

z zγ γ

ζ ζ

ζ ζ− −= =
− −∫ ∫  (4.65) 

dir. Bu integrallarin değerlendirilmesi için aşağıdaki notasyonlar verilir:  

11R
n

= + , 

, : ( , )i R i Rd d z L= ; { }1, 1
1 1 1 1, : : RE L z c dζ ζ± = ∈ − < ,

{ }1, 1
2 1 1, 1 1: :  RE L c d z lζ ζ± ±= ∈ ≤ − ≤ , { }2, 2

1 2 2 2,: :  RE L z c dζ ζ± = ∈ − < , 

{ }2, 2
2 2 2, 2 2:  :  RE L c d z lζ ζ± ±= ∈ ≤ − ≤ ,

,

, ,
, , ( 1): ( ) :  

i
i
k

i i i
n k n k k q

E i

d
I I E

z γ

ζ

ζ±

± ±
−= =

−∫ , , 1, 2.i k =  

Bu notasyonlarla birlikte (4.64) aşağıdaki gibi yazılabilir: 
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( )
1

,2( , )

12
, ,

2

,1 1 ,2 2( , )
1

12
, ,
,1

1

1

,2( , )

   : ( ) ( )

   : , 1, 2.

p

p

p

i q
n n nh L

i i i i q
n n nh L

i

i i q
n n nh

i

i

L

A P J

P I E I E

P I I i

± ±

=

±

=

=

±

 = + 

 = + = ∑

∑

∑









 (4.66) 

(4.59) ve (4.60)’a göre, ,
,k

i
nI ± , 1, 2i =  ve 1, 2,3k =  integrallerini değerlendirmek 

yeterlidir. (4.65) ve (4.66) ‘ya göre 1
,2nJ  integrali değerlendirerek başlansın:  

 

1
1

1
1,

1
,2 ( 1)

1

1
12

1, 1,
,1 ,2( 1)

1
     : :

k

n q
L

q
q

n nq
k E i

d
J

z

d
I I

z

γ

γ

ζ

ζ

ζ

ζ±

−

± ±
−

=

−

 
   = = +  − 

∫

∑ ∫



 (4.67) 

( 1 0, 0, 1,2)i i i iγ γ γ− < < ≥ =  değerleri için 1
,2nJ  integrali ayrı ayrı 

değerlendirilecektir. 

1. 1 0γ ≥  ve 2 0γ ≥  olsun. Bu durumda 1
,2nJ  için 

 

1
1,
1

1 1,1 1, 1 1, 1

1 1

1

1
1,
2

1

1

1 1,

1,
,1 ( 1)

1

1 ( 1)

( 1) ( 1)0 0
10

1 ( 1)
1, 1

1

1,
,2 ( 1)

1

( 1)

     lim lim
1 ( 1)

, 1,
     

1, 1,

     

RR R

R

n q
E

c dc d c d q

q q

q
R

n q
E

l

q
c d

d
I

z

ds ds s
s s q

d p
p

d
I

z

ds
s

γ

γ

γ γε ε
ε

γ

γ

γ

ε

ζ

ζ

γ

γ
γ

ζ

ζ

±

±

±

±
−

− −

− −→ →

− −

±
−

−

−

= =
− −

 > −


≤ −

−

∫

∫ ∫

∫











1

1
1

1 1,

1 ( 1)
1, 1

1 ( 1)

1
1 1,

1

1,
1ln , 1,

1 ( 1)
1 1,

,

R

q
R

lq

Rc d

d p
s p

q d
p

γ

γ

γ

γ
γ

γ

±

− −

− −

 > −

= = −− − 
 < −

∫ 

 (4.68) 

elde edilir. Benzer şekilde 2
,2nJ  integralinin değerlendirmesi aşağıdaki gibidir: 
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c d c d q
c d

q q
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n q
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c d

d
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ds ds s
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d
I
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γ

γ

εγ γε ε

γ

γ

γ
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ζ

γ

γ
γ

ζ
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±

±

±

±
−

− −

− −→ →

− −

±
−

−

−

= =
− −

 > −


≤ −

−

∫

∫ ∫

∫











2

2

,

2

1 1

1 ( 1)
2,

1 ( 1)

2
2

2

2,

2 1,
1ln , 1,

1 ( 1)
1

,

1.

R

q
R

q
l

c d
R

d p
s p

q d
p

γ

γ

γ

γ
γ

γ

±

− −

− −

 > −

= = −− − 
 < −

∫ 

 (4.69) 

 

2. 1 0γ <  ve 2 0γ <  olsun. (4.68) ve (4.69)’a benzer olarak 

 

1 1

1
1

1 1

1
2

( )( 1) ( )( 1)1 1
,1 1 1, 1

( )( 1) ( )( 1) 11
,2 1 1

1

 

,

1,

q q
n n

E

q q
n

E

I z d d mesE

I z d l

γ γ

γ γ

ζ ζ

ζ ζ

− − − −

− − − − +±

−

−

∫

∫

  

 

 (4.70) 

ve 

 

 

2 2

2,
1

2 2

2,
2

( )( 1) ( )( 1)2, 2,
,1 2 2, 1

( )( 1) ( )( 1) 12,
,2 2 2

1,

1

q q
n R

E

q q
n

E

I z d d mesE

I z d l

γ γ

γ γ

ζ ζ

ζ ζ

±

±

− − − −± ±

− − − − +± ±

−

−

∫

∫

  

  

 (4.71) 

elde edilir. Buradan (4.66) – (4.69) ile  

 

1 21 ( 1) 1 ( 1)

1, 2, 1 2
1 1

1 2( , )
1, 2,

1 2

, , 1,

1 1ln ln , 1,

1 1

 

, , ,

p

q q
q q

R R

q q

n n h L
R R

d d p

A P p
d d

p

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

− − − −

+ > −

   
+ = = −      

   
< −













  (4.72) 

değerlendirmesi alınır. (4.59), (4.60) ve (4.72) karşılaştırılarak  
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 ( )
0

1,1
( , )

( )
( , ) p

nn
n n h L

B
P z c P z

d z L
+≤ Φ


 (4.73) 

elde edilir, burada ( ), , ic c G p γ= , 1,i m= , n ve z’den bağımsız bir sabit ve 

 

1 21 ( 1) 1 ( 1)
1, 2, 1 2

0
,1 1 2

1, 2,

1 2

, , 1,
1 1ln ln , 1,

1, , 1,

 :

q q
R R

n
R R

d d p

B p
d d

p

γ γ γ γ

γ γ

γ γ

− − − −+ > −

+ = = −

< −



= 



 (4.74) 

dir. Lemma 3.3.3’e göre 1z  noktası için 

 1
1,Rd n λ ε− −
  (4.75) 

dir, yeterince küçük 0ε >   için. 

Şimdi 2,Rd ’nin değerlendirmesi verilecektir. R Rz L∈  ve Lζ ± ±∈  alalım öyle 

ki 2, 2R Rd z z= −  ve 2( , ) : ( , )R Rd z L L d z L± +∩ =  olsun, 2
2 2 2 2,: : Rz L z c dζ ζ± = ∈ − = . 

Bu notasyonlar altında Lemma 3.3.1’den  

 

 212
2 2,: ( , )R R R Rd d z L L z z d α+± ± ±= ∩ −   (4.76) 

dir. Bu durumda ( ) 2

1
1

2, .R Rd d α± +=  Diğer taraftan Lemma 3.3.3 ve [41, Sonuç 2] ile 

1
Rd n ε± − −
  bulunur. Bu nedenle yeterince küçük 0ε >   için 

 2

1
1

2,Rd n
ε
α
−
+


 (4.77) 

 

elde edilir. (4.73)- (4.77) karşılaştırılarak 

 ( )
0

1,1
( , )

( )
( , ) p

nn
n n h L

B
P z P z

d z L
+Φ


 (4.78) 

alınır, burada 

 ( )

21 1

2

( 1) 1( ( 1) 1)
(1 )

1 2
1

0
,1 1 2

1 2

,

1

1,

ln , 1,
, , 1,

qq
qq

q
n

n n p

B n p
p

γγ λ εε
α γ γ

γ γ
γ γ

− −− − ++
++ > −





 = = −

<


−









 (4.79) 
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dir. Her bir { }jz , 1,j m=  noktası için ilgili değerlendirmeler karşılaştırarak ve 

yukarıdaki değerlendirme dikkate alınarak z∈Ω  noktaları için ispat tamamlanır. 

 

Şimdi z G∈  olsun. G  bölgesinde ( )nP z  için Cauchy integral formülü 

yardımıyla 

 
1( ) ( ) ,    z ,

2n n
L

dP z P G
i z

ζζ
π ζ

= ∈
−∫  (4.80) 

yazılır. Bu durumda  

  

 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
2

1 1         :
2 , 2 ,

n n
L

n n
L

dP z P
z

P d A
d z L d z L

ζζ
π ζ

ζ ζ
π π

≤
−

≤ =

∫

∫
 (4.81) 

olur, nA , (4.60)’daki gibi tanımlıdır. (4.72), (4.74)  ve (4.80) bağıntıları 

karşılaştırılarak ispat tamamlanır. 

 

Teorem 4.2.1.3 ün İspatı: 

( ),i jG C fθ λ∈ , 0 2iλ< < , 11,i m=  ve ( ) 1 j
jf x cx α+= , 0jα > , 1 1,j m m= + ; 

( )h z  ağırlık fonksiyonu (3.5)’deki gibi tanımlı ( )1jγ > −  olsun. Eğer ( ),0iG Cθ λ∈ , 

0 2iλ< < ,  11,i m= , yani her bir 1 1,j m m= +  için 0iα =  ise Teorem 4.2.1, (4.79) ve 

(4.80) ile her bir z G∈  için 

 
''
,1

( , )
( ) ,

( , )
 

p

n
n n h L

B
P z P z G

d z L
∈


 (4.82) 

dir, burada 
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( )1

1

1

(1)
1 1,

11
'' (2) (1)
,1 1 1, 1,

(3)
1,

 için en azından bir tane,  1, ,  

(ln ) ,  1, ,   \

  

 için

1,  1,  

 en az

için 

ından bir tane 

p

p
i k

p
n j k m

i k

n i k k m

B n j k k m

j m

γ λ
ε

γ

γ

γ

− +
+

−


 ∃ = ≤ ∈Γ



∃ = ≤ ∈Γ Γ


∀ = ∈Γ







 (4.83) 

Diğer taraftan üç nokta özelliği [30, s.100] ile :L G= ∂  eğrisi Q - yarı konformdur, 

1Q > . *z L∈  keyfi tespit edilmiş nokta ve 11R
n

= +  olsun. Lemma 2.2 ve (2.2) ile 

yeterince küçük için, 

 ( , )  ( , )Rd z L d t L n λ ε− −
  (4.84) 

 ,1 ( , )
( ) ,  

p
n n n h L

P z n B P z Gλ ε+ ′′ ∗∈




 

elde edilir. (4.81) ve (4.83) karşılaştırarak Lemma 3.3.7 ile ispat tamamlanır. 

 

Genel durum ise aşağıdaki şekilde verilir: 

1 1,j m m∃ = +  için 0jα >  olsun. RG  bölgesinde Cauchy integral formülü 

 
1( ) ( ) ,    z

2n n R
L

dP z P G
i z

ζζ
π ζ

= ∈
−∫  

eşitliğini verir. 

Önce ( )ζ τ= Φ  değişken değişimi yapıp ardından integral altı 

ifade ( ) ( ) ( )
1

'

1

im
pp

i

w
γ

τ τ
=

Ψ −Ψ Ψ∏  ile çarpılıp bölünerek ve sonrasında da Hölder 

şeşitsizliğini uygulanarak aşağıdaki ifade elde edilir: 
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∫

∫
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 (4.85) 

 

burada 
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1
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,1
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,

( )

( ) ( ) )

:

:
( ( )

p
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n h L

q
q

p
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n
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d
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 
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=

=

 
 Ψ × 

Ψ −Ψ Ψ −Ψ 

=

 

=



∫
∏



 

dır.Bu durumda Lemma 3.3.6 ile 

 ( ) ,1 ,2 ,2( , )
, , ( )

p
n n n n nh L

P z J J P J z L w z⋅ ⋅ ∈ = Φ 


 (4.86) 

olur. ,2nJ  integralini değerlendirmek için 'Ψ  için (*) bağıntısıyla 
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( )
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,2 ,2
1

.

1

1

      : ,
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( ) ( ) ( ) ( )i i
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q
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q q

F
i

j

m m
i i q
n n

i i

J d
w w

J J

γ

τ
τ

τ τ=

′

−

=

= =

 
 Ψ


 
= ≤


 

Ψ −Ψ Ψ −Ψ 







 

∑
∏
∫

∑ ∑



 (4.87) 

elde edilir, burada 

 ,2
( 1)

1

: ,
( )

( ) ( )
 ,

( )
1

( )i i
R

i
n m

q q
F

i
j

J
w w

d i m
γ

τ

τ
τ

τ

′

−

=

Ψ

Ψ −Ψ Ψ −
= =

Ψ
∫
∏

 (4.88) 

( ):i iw z= Φ  noktaları ayrık olgundan yukarıdaki integral 

 ( )( 1)

( )

( ) ( ) ( ) ( )
:

i
i
R

q q
F i

i
Rd J F

w wγ

τ

τ τ
τ

′

−

Ψ

Ψ −Ψ Ψ
=

−Ψ∫  

integraline denktir. Dolayısıyla geriye 1,i m=  için ( )i
RJ F  integrallerini 

değerlendirmek kalır. Basitlik için  

 1 1 2
11,2; 1, 2;   1,    1;  1i m m z z R
n

= = = = − = = +  (4.89) 

kabul edilsin. Yukarıdaki notasyonlara ek olarak aşağıdakiler yazılsın:  

{ }: : Im 0 ,R RL z L z+ = ∈ ≥ { }: :  Im 0R RL z L z− = ∈ < , R R RL L L+ −= ∪ ;  

1 2: : ,
2

i
Rw w Re θ ϕ ϕθ± ± = = = 

 
( )R Rz w± ±∈Ψ ; ,i R Rz L∈  ve Lζ ± ±∈  noktaları 

alınsın öyle ki , ,i n i i Rd z z= −  ve 2
2, 2,( , ) : ( , )R Rd z L L d z L± ±∩ = olsun;  

{ }: : ( ,i
i i i i Rz L z c d z Lζ ζ± = ∈ − = , { }, , ,: : ( ,i

i R R i R i i R Rz L z c d z Lζ ζ± = ∈ − = ,  

, ,( )i R i Rw z± ±= Φ ; , ,( , )i R i R Rl z z± ± ±  sırasıyla ,i Rz± ve ,Rz±  noktalarını birleştiren 

yayları göstersin ve , , ,: ( , )i R i R i R Rl mes l z z± ± ± ±= , 1, 2i =  olsun; 0z noktası L+  (ya da 

seçilen yöne göre L− ) üzerinde 1z ve 2z ’den keyfi bir nokta olsun. Basitlik için 

0 Rz z+= 0( )Rz z−=  kabul edilsin; { }1,
1, 1 1 1,: :R R RE L z c dζ ζ± = ∈ − < , 
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1,
2, 1 1,: { :R R RE L c dζ± = ∈ ≤ 1 1, }Rz lζ ±− ≤ , { }2, 2

1, 2 2 2,: :R R RE L z c dζ ζ± = ∈ − < ,

{ }2, 2
2, 2 2, 2 2,: : ,R R R RE L c d z lζ ζ± ±= ∈ ≤ − ≤

, ,
, ,: ( ), , 1, 2.i i

j R j RF E i j± ±= Φ =  

Bu gösterimler dikkate alınarak (4.88)  

 ,
,

,2 ( 1)

2
,
,
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1

1

,
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( ) ( ) ( ) ( )
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∫
 (4.90) 

şeklinde yazılabilir. Böylece , 1, 2i j =  için ,
,( )i

j RJ F ±  integralleri değerlendirilmelidir. 

 ( ) 1 2
( )

: , ,n nC G
P P z z L L L′ ′= ∈ = ∪  (4.91) 

ve ( )' 'w z= Φ   olsun. İki durum vardır: 1z L′ ∈  veya 2z L′ ∈ . 

1)  1z L′ ∈  olsun. Bu durumda Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.3 ile  

1.1) 1,
1z E′ ±∈  olsun. 

Eğer 1 0γ ≥  ise 

 1, 1,
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eğer 11 0γ− < <  ise 

 1, 1,
1, 1,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.93) 
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elde edilir. 

 

1.2) 2
1,z E′ ±∈  olsun. 

Eğer 1 1γ > −  ise 

 1, 1,
1, 1,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.94) 
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{ } 1 1 1 1
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1min ;R R

q q
F F

d

w w
γ λ λ λ ε

τ

τ τ+ −
− + − + +

′
∪ − −
∫  

 1 1( 1)( 1) , 0qn γ λ ε ε+ − + ∀ >  

elde edilir. 
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1.3) 1
1,z E′ ±∈  olsun. 

Eğer 1 0γ ≥  ise 

 1, 1,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.95) 

 ( )

( )

{ }

1
1, 1,
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1
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1 1
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w w

w d
d w

d
n

w w

n

γ

λ ε
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τ
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∪

− +
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∪

+ − +

Ψ
=

Ψ −Ψ Ψ −Ψ

−

−

− −

∀ >

∫

∫

∫







 

eğer 11 0γ− < <  ise 

 1, 1,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.96) 

 

{ }[ ]

1

1, 1,
2, 2,

1 1

1
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1 1 1
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=
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−

−

− −
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∫

∫

∫







 

  

elde edilir. 

   

1.4) 2
1,z E′ ±∈  olsun. 

Eğer 1 0γ ≥  ise 

 1, 1,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.97) 

 
1

1, 1,
2, 2,

( 1)
1

( )

( ) ( ) ( ) ( )R R

qq
F F

d

w wγ

τ τ

τ τ+ −

′

− ′
∪

Ψ
=

Ψ −Ψ Ψ −Ψ
∫  
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{ } 1

1, 1,
2, 2,

( 1) 1

1

( )

min ( ) ( ) ; ( ) ( )R R

q q
F F

d

w w
γ

τ τ

τ τ+ −

′

− + −
′∪

Ψ

 Ψ −Ψ Ψ −Ψ 
∫  
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1

1 1

1
1, 1,
2, 2,

1
1 ( 1)( 1)
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−
∀ >

 − − 
∫   

eğer 11 0γ− < <  ise 

 1, 1,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.98) 

 
( )1

1, 1,
2, 2,

( 1)
1( ) ( ) ( )
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q

q
F F

w d

w

γτ τ τ
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′
∪
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∫  

 
{ }

1

1
1, 1,
2, 2,

1
1

( 1) 1

1min ;R R

q q
F F

w d

w w

λ ε

γ ε

τ τ

τ τ+ −

− −

− + − +
′∪

−

 − − 
∫  

                                   1 1( 1)( 1) , 0qn γ λ ε ε+ − + ∀ >  

 

elde edilir. (4.92) – (4.98) bağıntıları birleştirilerek  her 1 1γ > − , 1q >  ve 10 2λ< <  

için  

 1 1( 1)( 1)1, 1,
1, 1,( ) ( ) , 0q

R RJ F J F n γ λ ε ε+ − ++ −+ ∀ >




  (4.99) 

elde edilir. 

 

2) 2z L′ ∈   olsun. Bu durumda (*)’a göre, 

2.1) 1
2,z E′ ±∈  olsun.  

 2, 2,
1, 1,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.100) 

 
2

2, 2,
1, 1,

( 1)
2
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F F

d
w wγ

τ
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∪

Ψ
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Ψ −Ψ Ψ −Ψ
∫  

 

 
2

2, 2,
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d L d

w wγ

τ τ

τ τ τ+ −
− ′

∪

Ψ

Ψ −Ψ Ψ −Ψ −
∫   
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2

2, 2,
1, 1,

( 1) 1
2( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)R R

qq
F F

d

w wγ

τ

τ τ τ+ −
− − ′
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∫  

                          
22,

1,

( 1) 1
2, ( ) ( ) ( 1)R

qq
F R

d

d wγ

τ

τ τ+
− − ′Ψ −Ψ −

∫  

                           
22,

1,

( 1) 1
2, ( ) ( ) ( 1)R

qq
F R

d

d wγ

τ

τ τ−
− − ′

+
Ψ −Ψ −

∫  

 

Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini 

değerlendirmek yeterlidir, birinci ele alınsın. 2,
1,RFτ +∈  ise ( ) ( )wτ ′Ψ −Ψ  için 

aşağıdaki bağıntı elde edilir: 
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2 2

1
1

2 2

( ) ( ) max ( ) ( ) ; ( )

                       ( ) ( ) ( )
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Bu durumda 2 0γ >  için 
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ve 21 0γ− < <  için 
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elde edilir. Böylece 
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
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 (4.101) 

elde edilir. 

 

2.2) 2
2,z E′ ±∈  olsun.   

2 1γ > −  için 

2
2, 2,

1, 1,

2
2, 2,

1, 1,
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Ψ
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∫

∫

 

dir. 

 
2,

1,RFτ +∈  ise ( ) ( )wτ ′Ψ −Ψ  için aşağıdaki bağıntı elde edilir: 

 2( ) ( ) ( )w zτ τ′ +Ψ −Ψ Ψ −  
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Bu durumda, önceki duruma benzer olarak eğer 2 0γ >  ise 
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eğer 21 0γ− < ≤  ise 
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elde edilir. Böylece 
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 (4.102) 

elde edilir. 
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2.3) 1
2,z E′ ±∈  olsun.  

Her 2 0γ >  için 

 2, 2,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.103) 
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dır. Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini değerlendirmek 

yeterlidir, birinci ele alınsın. 2,
2,RFτ +∈  ve 1

2,z E′ ±∈  için  
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elde edilir. Bu durumda 
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ve böylece 2 0γ >  için 
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elde edilir. 

 

Eğer 21 0γ− < <  ise 

 2, 2,
2, 2,( ) ( )R RJ F J F+ −+  (4.104) 
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elde edilir. 

 

2.4 )  2
2,z E′ +∈ olsun. 

Her 2 0γ >  için 
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ve 

 

81 
 



Gün, C.D. 2014. Kompleks Düzlemde Bernstein – Walsh Eşitsizlikleri. Doktora Tezi. Mersin Üniversitesi 
 

 2,
2,( )RJ F −  (4.106) 
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elde edilir. 

2
2,z E′ −∈  durumu 2

2,z E′ +∈  durumunun tamamen aynısıdır. 

Eğer 21 0γ− < <  ise 
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>
=

Ψ −Ψ <

=







∫

∫ 

 (4.107) 

ve 

 

2

2,
2,

2,
2,

( )( 1)
22,

2,

1

1
1

1

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

, 2,
ln , 2,

( ) ( ) , 2,

R

R

q

R q
F

q

q
F

w d
J F

w

n q
d

n n n q
w n q

γ

ε

ε

τ τ τ

τ

τ

τ

−

−

− − ′
−

′

−

+
−′

+

Ψ −Ψ Ψ
=




Ψ −Ψ

>
=

Ψ −Ψ <




∫

∫ 

 (4.108) 

elde edilir. 

(4.101) – (4.108) değerlendirmeleri birleştirilerek her 21 0γ− < <  için 

 ( )
1

1
2
,2 11

, 2,

, 2,

p
q

n

p

n p
J

n p

ε

ε

+

− +


<

≥








 (4.109) 

ve her 2 0γ >  için 
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 ( )

2

2

1
(1 ) 2

1
22

,2 11
2

2

, 1 2 ,
1

, 2 ,
1

p p

q
n

p

n p
J

n p

γ ε
α

ε

γ
α

γ
α

+ +
+

− +

< < +
+

≥




 +



+







  (4.110) 

elde edilir. 

 

(4.88), (4.99), (4.109), (4.110) birleştirilerek (4.90)’dan 

1 21, 2; 1, 2i m m= = =  için 

 

2

2

1 1

1
(1 ) 2

( 1)
2

,2 11
2

2

, 1 2 ,
1

0

, 2 ,
1

p p

p
n

p

n p
J

n p

γ ε
α

γ λ ε

ε

γ
α

ε
γ
α

+ +
+

+
+

− +


< < +

++ ∀ >
 ≥ + +





  

elde edilir. 

 

(4.86), (4.87) ve (4.88)’den (4.89) ve (4.90)’a göre her 1 1,i m m= +  

ve 0ε∀ >  için 

 

( )

( )

1
1

,2( ) ( , )

1

,2( , )
1

12
,
,( , )

1 1

1
(1 ) (1 )

( 1)
1

( , ) 111

           

           

           

. ( )

, 1 2 ,
1

,

 

 

p

p

p

i i

i i

i i

p

n n nC G h L

m
i q

n nh L
i

m
i q

n j Rh L
i j

m
p p i

m
i m ip

n h L
i p

P P J

P J

P J F

n p
P n

n p

γ α
ε

α α
γ λ

ε

ε

γ
α

=

±

= =

+
+ +

+ +
+

+ = +

− +=

⋅

< < +
+

+

≥

∑

∑∑

∑
∑

























2 ,
1

i

i

γ
α

 
 
 

 
 + + 



 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 
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Teorem 4.3.1.1 in İspatı: 

 

{ }0
10 : min : , 1, ,
4 i jz z i j m i jδ δ< < = − = ≠  için 

{ }( , ) : : ,j jz z z zδ δΩ = Ω∩ − ≤
1

( ) : ( , );
m

j
j

zδ δ
=

Ω = Ω


: ( ( , ))j jz δ∆ = Φ Ω olsun. 

: ( )j jw z= Φ  ve : arg , 1, ,j jw j mϕ = = için 

1 j j+1+
: : 1,  

2 2
j ji

j t Re Rθ ϕ ϕ ϕ ϕ
θ−′ + 

∆ = = > ≤ < 
 

  olsun, burada 0 ,mϕ ϕ≡ 1 1mϕ ϕ +≡  dir, 

: ( ),j
j
′Ω = Ψ ∆ : .j j

R RL L= ∩Ω
1

m
j

j=

Ω = Ω


 olduğu 

açıktır. { }: ( ) : 1 ,i i
iF L τ τ′= Φ = ∆ ∩ = { }: ( ) : , 1, .i i

R R jF L R i mτ τ′= Φ = ∆ ∩ = =  

 

Yeterince küçük 1 0ε >  için 1
1 : 1R

n
ε

= +  olsun. Herbir 
1Rz∈Ω  için: 

 ( ) ( )
1:
( )

n
n n

P z
G z

z+=
Φ

 (4.111) 

ele alınsın. Cauchy integral gösterimi ile 

 

 ( ) ( )
1

1

1 ,
2

R

n n R
L

dG z G z
i z

ζζ
π ζ

= − ∈Ω
−∫  

dir. Bu durumda 

 ( ) ( ) ( )
11 1

1 1
2 2 ( , )

R R

n n n
RL L

d
G z G P d

z d z L
ζ

ζ ζ ζ
π ζ π

≤ ≤
−∫ ∫  

olur. ( )τ ζ= Φ  değişken değişimi yapıp integral altı 

ifadeyi
1

1

( ) ( ) ( )
im

pp
i

i
w

γ

τ τ′
=

Ψ −Ψ Ψ∏  ile çarparak ve ardından Hölder eşitsizliğini 

uygulayarak 
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( ) ( )

( )

1 1

1 1

1

1

1

1

1

1

, ,

1 ( ) ( )
2 ( , )

1          ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( , )

( )
         

( ) ( )

1 1 1        : , + =1
2 ( , ) p q

j

j

n n
R R

pm p
j n

jR R

q

qm
R p

j
j

n p n q
R

G z P d
d z L

w P d
d z L

d
w

A B
d z L

τ

γ

τ

γ
τ

τ τ τ
π

τ τ τ τ
π

τ
τ

τ

π

′

=

′

==

′

=

=

≤ Ψ Ψ

 
 ≤ Ψ −Ψ Ψ Ψ
 
 

 
 Ψ × 

Ψ −Ψ  
 

= ×

∫

∏∫

∫
∏

(4.112) 

elde edilir. Lemma 3.3.6 ile 

 , ( , )p
n p n h L

A P


 (4.113) 

dir. 

 

( )

1

1

,
( 1)1

1

1
1

, ,
1 1

( )

( ) ( )

      :

i j
R

q

m

n q m
qi F

i
i

m mq
i i q
n q n q

i i

B d
w

B B

γ

τ
τ

τ

′

−=

=

= =

 
 Ψ
 =
 Ψ −Ψ 
 

 
= ≤ 
 

∑ ∫
∏

∑ ∑

 (4.114) 

dir, burada 

 
1

,
( 1)

1

( )
: , 1,

( ) (
 

)i j
R

i
n q m

q
F

i
i

B d i m
w γ

τ
τ

τ

′

−

=

Ψ
= =

Ψ −Ψ
∫
∏

 

dir. ( ):i iw z= Φ  noktaları ayrık olduğundan 

 
1

1

, ( 1)

( )
: ( )

( ) ( ) i
i
R

i i
n q Rq

F i

B d J F
w γ

τ
τ

τ

′

−

Ψ
=

Ψ −Ψ∫  (4.115) 

yazabiliriz. Basitlik için 1i =  ve
1 1 1

1 11 12
R R RF F F= ∪  alalım,  
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{ }
{ }

1 1

1 1

11 1 1
1 1

12 1 1
1 1 2

: , ,

:: , .

:R R

R R

F F w c n

F F c n w c

τ τ τ

τ τ τ

−

−

= ∈ − <

= ∈ ≤ − <
 

 

Bu gösterimleri dikkate alarak (4.115) aşağıdaki şekilde yazılır: 

 

 

1 1
1
1

1 1
11 12
1 1

1 1

1
( 1)

1

( 1) ( 1)
1 1

11 12

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
          

( ) ( ) ( ) ( )

          : ( ) ( ).

R

R R

R q
F

q q
F F

R R

J F d
w

d d
w w

J F J F

γ

γ γ

τ
τ

τ

τ τ
τ τ

τ τ

′

−

′ ′

− −

Ψ
=

Ψ −Ψ

Ψ Ψ
= +

Ψ −Ψ Ψ −Ψ

= +

∫

∫ ∫  (4.116) 

 

Bu integralleri 11 0γ− < ≤  ve 1 0γ >  için ayrı ayrı değerlendireceğiz. 

Öncelikle Lemma 3.3.1 ve Lemma 3.3.2’den 

 

 ( )
( ) ( ) 11

1       ( ) ,
1

( , ) 1 , ( ) ( )d L w w

κ

κκ

τ
τ

τ τ τ τ

′

+− ′ ′

Ψ
−

Ψ − Ψ −Ψ −



 

 (4.117) 

 

değerlendirmeleri elde edilir. 

 

1 0γ >   olsun. ( ),G Q κ∈  olduğundan keyfi z L∗ ∈ öyle ki  

( ) ( )( , )d L zτ τ ∗Ψ = Ψ − ve ( ):w z∗ ∗= Φ  için 

 ( ) ( ) 1
( , )d L z w

κ
τ τ τ

−∗ ∗Ψ = Ψ − −

 

olur. (4.117)’ye göre 
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( )

1 1
1
1

1
1
1

1

1

1

1
( 1)

1

( 1)(1 )
1

( 1)(1 )
1

( 1)(1 ) 1
1

1

1

( )
( )

( ) ( )

            
1

            

, ( 1)(1 ) 1,
           ln ,  ( 1)(1 ) 1,  

, ( 1)(1

k
R

k
R

k
R q

F

q
F

q
R

q

J F d
w

d

w

d
n

w

n q
n n q

n q

γ

κγ κ

κ
γ κ

τ

γ κ κ

κ

κ

τ
τ

τ

τ

τ τ

τ

τ

γ κ
γ κ
γ κ

′

−

− +

− +
=

− + + −

Ψ
=

Ψ −Ψ

− −

−

− + >
− + =
− +

∫

∫

∫





 1,2,
) 1,

k

 =
 <

 

 

elde edilir. 

 

Yeterince küçük 1 0ε >  için 1
1 : 1R

n
ε

= +  olduğundan Lemma 3.3.1 ile 

 

1 ( 1)(1 ) 1
1

1
, 1

1

, ( 1)(1 ) 1,
( ) ln , ( 1)(1 ) 1,

, ( 1)(1 ) 1,

q

q
n q

n q
B n n q

n q

γ κ κ

κ

κ

γ κ
γ κ
γ κ

− + + − − + >
 − + =
 − + <

  (4.118) 

elde edilir. 

 

11 0γ− < ≤  olsun. ( )
1

( , :  , )R Rd L z z z Lτ ∗Ψ = − ∈   ve 

( ): ,w z= Φ  ( ):w z∗ ∗= Φ  alalım. ( )G Q κ∈  olduğundan  

(4.117)’ye göre 1
z z w w

κ−∗ ∗− −


 olur ve bu durumda (4.117) aşağıdaki 

ifadeleri verir. 

 

( )

1 1
11
1

1

11
1

1

11
1

1

1

1

11
( 1)

1

( )( 1)
1

( )( 1)(1 )
1

( 1)(1 ) 11

( 1)(1 ) 1

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
          

1

          

    

      

 

 

     1,

   

R

R

R

R q
F

q

F

q

F

q
R

q

J F d
w

w
d

n w d

n mesF

n

γ

γ

κ

γ κκ

γ κ κ

γ κ κ

τ
τ

τ

τ
τ

τ

τ τ

′

−

− −

− − −

− − +

− − + −

Ψ
=

Ψ −Ψ

Ψ −Ψ

−

−

⋅

∫

∫

∫

 





 (4.119) 
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ve  

 

 ( )
1

1
12
1

1

( )( 1)
112

12

( ) ( )
( )

         

1

  .
R

q

R
F

R

w
J F d

n mesF n

γ

κ

κ κ

τ
τ

τ

− −Ψ −Ψ

−

⋅

∫

 


 (4.120) 

 

Buradan 

 1
,( )q

n qB nκ
  (4.121) 

elde edilir. (4.111) – (4.121) birleştirilerek 

 ( )
1

1

( , )

( )
( , ) p

n

n n h L
R

z
P z P

d z L

+Φ


  

( ) 1

(1 ) 1(1 )(1 )

11-

1(1- )

1

11,  için ( 1),
1

1ln 1,  

, her  

, her için ( 1),
1

11,  için -1 ( 1),

 ,

, her
1

  

im
p

i

p
p

i

p
Ri

p
i

i m p

n n i m p

n

n

z

i m p

γ κ
κ

κ

κ

γ
κ

γ
κ

γ
κ

=

+
− − −−



× = ∈Ω



<

= > −
+

= −
+

= < −
+

∑

 

elde edilir ve ispat biter. 

 

Teorem 4.3.2.1 in İspatı: 

 

11 cR
n

= +  olsun. ( )( )
,n nC G

P P z z L′ ′= ∈ ve : ( )w z′ ′= Φ  olsun. Bu 

durumdabir { }
0 1

m
i i i

z z
=

∈  vardır öyle ki 0δ∃ >  ve 0 01, 2,.. 1, 1,...,i i i m= − +  

için
0i iz z z zδ′ ′− ≤ ≤ − . Basitlik için 0 1 11, ( )i w z= = Φ  alınsın. RG  bölgesi için 

Cauchy integral gösterimi ile 

 ( ) ( )1
2

  ,
R

n n R
L

P P dz z G
i z

ζζ
π ζ

′ = ∈
−∫  

dir.  
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( )τ ζ= Φ  değişken değişimi yapıp integal altı ifadeyi 

1

1

( ) ( ) ( )
im

pp
i

i
w

γ

τ τ′
=

Ψ −Ψ Ψ∏  ile çarparak ve ardından Hölder eşitsizliğini 

uygulayarak 
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 ×
 
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= ×

∫

∫
∏

 (4.122) 

elde edilir. Burada  

 ( )
( ) ( ) ( )

,1 ( , )

,2

1

1

     

( )
:

(

:
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dır. Bu durumda Lemma 3.3.6’dan 

 

 ( ) ,1 ,2 ,2( , )
.

p
n n n n nh L

P z J J P J′ ⋅ ⋅ 


 (4.123) 
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a) 1 0γ >  için 
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1
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1
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∫
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  (4.124) 

 

ve böylece 

 

 
11 ( 1)(1 ) 1( 1)( 1)(1 ) 2 2 1

,2

q
p pq q

nJ n n
γ κγ κ κ κ

 + ++ − + + −+  
 =

 (4.124) 

 

elde edilir. 

 

b) 1 0γ <  için 
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= +

∫

∫ ∫  (4.125) 

dır. Buradan 
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 +
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∫

∫

∫ ∫





 (4.126) 

elde edilir, burada 

 
{ }
{ }

11 11 1
1 1 1

11 11 1
2 1 1 2

: : ,

: : ,

F F w c n

F F c n w c

τ τ τ

τ τ τ

−

−

= ∈ − <

= ∈ ≤ − <
 

dır. Her 1, 0 1,q κ> ≤ < için 

 

1

1

11 11
1 1

1

( )( 1)(1 )
1 ( 1)(1 )

(1 ) (1 )

( 1)(1 ) (1 ) 1                                     

q
q

q q
F F

q q

w d d
n

w w

n

γ κ
γ κ

κ κ

γ κ κ

τ τ τ

τ τ

− − −
− −

+ +′ ′

− − + + −

−

− −
∫ ∫



 (4.127) 

 
1

11 11
2 2

( )( 1)(1 )
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q
q

q q
F F

w d d
n

w w

γ κ
κ

κ κ

τ τ τ

τ τ

− − −
+ −

+ +′ ′

−

− −
∫ ∫ 

 (4.128) 

 

ve benzer şekilde 

 ( )
12

2 (1 ) 1
,2 (1 )

q q
n q

F

d
J n n

w
κ κ κ

κ

τ

τ
+ + −

+′−
∫   (4.129) 

 

Bu durumda her bir 1,q > 0 1,κ≤ < için 

 
(1 ) 1

,2

q
q

nJ n
κ κ+ + −


 (4.130) 

elde edilir. (4.123) ve (4.130)’den,  
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1( 1)(1 ) 12 1
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 (4.131) 

(4.131)’den 

 ( )
( 1)(1 ) 12 1

( , )p

p p
n n h L

P z n P
η κ κ

 + +
+ − 

′   ⋅


 

 

bulunur, burada : max{0; , 1, }k k mη γ= =  dir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu bölümde öncelikle bu tez çalışmasında ele alınan sonuçlar özetlenecek 

daha sonra bu konu ile ilgili başka nelerin yapılabileceği ile ilgili öneriler 

verilecektir. 

 

5.1. SONUÇLAR 

 

Bu tezde, ( )1.2  problemi, ( ),pA h G  normunda, G  bölgesinin 

( )1 2, ,..., mCθ λ λ λ  sınıfından; ( , )p h L  normunda ise G  bölgesinin  ( ),i jC fθ λ  

sınıfından veya κ - yarı konform eğriyle sınırlı bir bölge olması durumunda ele 

alınarak incelenmiş, elde edilen sonuçlar Bulgular ve Tartışma bölümünde; 4.1.1. 

Temel Sonuçlar, 4.2.1. Temel Sonuçlar ve 4.3.1. Temel Sonuçlar başlıkları altında 

verilmiştir.  

4.1.1. Temel Sonuçlar, 4.2.1. Temel Sonuçlar ve 4.3.1. Temel Sonuçlar 

bölümlerindeki teoremlerin ispatları için gerekli Lemmalar ve Yardımcı Sonuçlar 

Materyal ve Yöntem başlığı altında verilmiştir.  

Teorem 4.1.1.1’den Sonuç 4.3.1.1’e kadar olan teoremlerin hepsinde 

kompleks düzlemin çeşitli bölgelerinde; ( )1.2  problemine bakılarak (3.26)’ya göre 

daha iyi sonuçlar elde edilmeye çalışılmıştır. 

 

5.2.ÖNERİLER 

 

4.1.1. Temel Sonuçlar bölümündeki teoremlerde ( )1.2  problemi ( ),pA h G  

normunda sıfır açı içermeyen parçalı düzgün eğri ile sınırlı olan bölgelerde ele 

alınarak incelenmiştir, 4.2.1 Temel Sonuçlar bölümündeki teoremlerde ise (1.2) 

problemi dış dıfır açı içeren bölgelerde ( , )p h L  normunda incelenmiştir. Acaba, 

( )1.2  problemi ( ),pA h G  normunda dış sıfır açı ve iç sıfır açı içeren bölgelerde ele 

alındığında polinomun değerlendirilmesi nasıl olacaktır? Daha sonra, bu sonucların 

düzgün olmayan (örneğin, yarıdüzgün) eğrilerlere ve bu tür eğrilerle sınırlı bölgelere 
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taşınabilir mi? Doktora sonrası dönemlerde bu tür problemlerin ele alınması 

önerilmektedir.  
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