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KOMPLEKS DUZLEMDE CEBIiRSEL POLINOMLARIN
DEGERLENDIRILMESI

N.Pelin OZKARTEPE

0z
GcC, L:=0G Jordan egrisi ile simirli sonlu bir bdlge ve Q:=extL olsun.
W=(D(Z) ile @:Q—){W:|W|>1} konform ve yalinkat resmeden, CD(oo):oo,

lim @) > 0 kosullarini saglayan doniistim gdsterilsin.

Z—>0 Z
h(z) bir agirlik fonksiyonu olmak iizere, her p>0 igin Ap(h,G) ile G

bolgesinde analitik ve

115 0e) = [[ @ (2)" do, <0

G
kosulunu saglayan; L dogrultulabilir (6l¢iilebilir) egri oldugu durumda, £, (h,L) ile
L iizerinde integrallenebilen ve

[, =] h(@)|f @) [dz < +0
e L

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi isaret edilsin.
Bu tez c¢aligmasinda; kompleks diizlemin gesitli bolgelerinde, cebirsel
polinomlarin verilmis uzayda modiilce artiglar1 ile ilgili asagidaki ti¢ problem

incelendi:

n+1

a) IP.@|<a P, . . |o@)|", 2€Q; b) R @I < AR, ) 2€G:

£, (h,)

I~

o |P| <cR'I|P| ., R=1+i, R>R,

Ap(GR) Ap(GRr;)
esitsizliklerini saglayacak sekilde bir ¢, =«,(G,h,z)>0 ,4,=4,(Gh)>0 ve
¢ =¢(G) > O sabitlerinin bulunmasi.

Anahtar  Kelimeler: Cebirsel Polinomlar, Konform Doniisiim,
Yarikonform Doniigiim, Parcali Yarikonform Egri, Pargali Dini-Diizgiin Egri,
Bernstein-Walsh Lemmasi

Damisman: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV, Matematik Ana Bilim
Dal1, Mersin Universitesi
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ESTIMATION OF ALGEBRAIC POLYNOMIALS IN THE
COMPLEX PLANE

N.Pelin OZKARTEPE

ABSTRACT

Let C be complex plane, G < C be a finite region bounded by a Jordan
curve L:=0G and Q:=C\G. Let w=®(z) be the univalent conformal mapping of

Q onto the A:={w:|w|>1} normalized by ®(x)=oc0 and lim @) 0. Let h(z)

70 Z

be a weight function. For any p >0, let us denote by A, (h,G) the class of functions
f which are analytic in G and satisfying the condition

1~ [P 0 8, | <

Let £ (h,L) denote the class of functions f which are integrable and
satisfying the condition

7], o0, :=[Jh<z>|f<z>|p|dz|] -

when L is rectifiable curve.

In this thesis, following three problems have been investigated about the
estimation modulus of algebraic polynomials in various regions of the complex
plane:

a) |P.@|<a P, . .|e@", z2e; 0) [P < B IR, ey 7eG;

L, (h,)

<R'IP| . R=1+:,R>R,

Ap(Gry)

o [Rl

Ap(GR)

Thatis, B, =£,(G,h)>0, ¢, =¢,(G,h,z) >0 and c=c(G) >0 have been
found in this study.

Key Words: Algebraic Polynomial, Conformal Mapping, Quasiconformal
Mapping, Piecewise Quasiconformal Curve, Piecewise Dini-smooth Curve,
Bernstein-Walsh Lemma

Advisor: Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEYV, Department  of
Mathematics, University of Mersin
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SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Kompleks sayilar kiimesi
Cu {oo}
Dogal sayilar kiimesi

Tanim olarak esit

A bolgesi kompakt olarak G bolgesine dahildir.

dxdy (z=x+iy)

G bolgesinin siniri

G bolgesinin kapanist

G bolgesinin tiimleyeni

z kompleks sayisinin eslenigi

y egrisinin bir boyutlu Lebesgue dlciisii
D kiimesinin iki boyutlu Lebesgue 6l¢iisii
L egrisinin i¢i

L egrisinin dis1

Z noktasinin B kiimesine uzakligi
{z:]z-12,| <1}

extG

QNB(z,6), z2eQ

{w:|w>1
\¢:l¢-2>}

a<ch, c, aveb’ye bagli olmayan pozitif bir sabit

a<bvebh<a

G bolgesinde analitik olan fonksiyonlarin kiimesi

G bolgesinde analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarm

kiimesi

V1
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1. GIRIS

Cebirsel, trigonometrik ve rasyonel polinomlarin, kompleks diizlemin ¢esitli
bolgelerinde artiglarinin (modiilce!) irdelenmesi problemi hem yaklasim teorisinde, hem de
analizin diger alanlarinda ¢ok onemli problemlerden birisidir. Bu tiir problemler igerisinde
ise, bir cebirsel polinomun verilmis kapali kiimede ve bu kiime disindaki noktalardaki
artiglarinin, bu polinomun bakilan kiime {izerinde herhangi bir normu ve diger parametrelere
dayali olarak degerlendirilmesi onemli yer tutmaktadir. Bu tiir problemler son yiizyilda
aragtirmacilarin ilgi alan1 olmus ve ilgi odagi olarak da devam etmektedir. Arastirmalarda
esas amag, verilmis bir polinomun (cebirsel, trigonometrik veya rasyonel) herhangi bir
uzayda, bu uzaya 6zgii artisinin degerlendirilmesinde, verilmis boélgenin kendi geometrik
ozelliklerinin ve varsa agirlik fonksiyonun ozelliklerinin nasil etkin olduklarini tespit

etmektir.

Baslangici 1912 yilinda Bernstein S.N. [1] tarafindan konulan bu tiir ¢aligsmalar daha
sonraki yillarda Faber G.[2] (1922), Walsh J.L.[3] (1926), Hille E., Szeg6 G., Tamarkin J.D.
[4] (1937), Sewell W.E. [5] (1937), Western D. W. [6] (1946), Suetin P.K. [7], [8] (1966-
1967), Mamedkhanov J.1. [9], [10] (1974, 2010), Nikol’skii S.M. [11] (1975), Dzyadyk VK.
[12] (1977), Pritsker 1. [13] (1997), Abdullayev F.G. [14], [15], [16], [17], [18], [19], [20]
(1984-2014), Andrievskii V.V. [21] (2012) ve bir ¢ok matematikgiler tarafindan devam
ettirilmis ve halen de devam ettirilmektedir (daha genis referanslar, bu ¢aligmalarin

kaynakgalarinda, ve [ Milutanovig¢ ve MR] de de bulunabilir).

Bu ¢alismada, kompleks diizlemin ¢esitli bolgelerinde benzeri problem ele alinir.
Problemin acik ve net sekilde ifade edilmesi amaciyla, dnce gerekli tanim ve isaretlemeler
verilsin.

C -kompleks diizlem, @::(Cu{oo} , olmak iizere G C, L:==0G Jordan egrisi ile
sinirlt sonlu bir bélge olsun; Q:=extL =C\G. w=®(z) ile Q bolgesini A= {W:|W|>1}

bolgesine konform ve yalinkat resmeden,

()= o0, lm 2 50

Z—>0 Z
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kosullarini saglayan doniisiim gosterilsin. Her R >1 sayisi i¢in
L, ={z:|®(z)| =R}
olmak iizere G, =intL; , Q :=extL, olsun.
h(z), Gz, 1<R<R; <, bdlgesinde tanimli bir agirlik fonksiyonu olsun.

Her p>0 i¢in A (h,G) ile G bélgesinde analitik ve

[0 ey = [T (2)f do, <0

G

kosulunu saglayan fonksiyonlar sinifi isaret edilsin. Burada o ile G iizerinde tanimli iki

boyutlu Lebesgue 6l¢iisii gosterilmektedir. A, (l, G) = A, (G) :

Eger L egrisi dogrultulabilir (6l¢giilebilir) kapali egri ise Ep(h, L) ile L iizerinde
tanimli fonksiyonlarin agirlikli Lebesgue uzay: gosterilsin. Yani, f e /L, (hL)ise, f

fonksiyonu L egrisi tizerinde olgiilebilirdir ve asagidaki yart norm (1< p <o ise norm,

O< p<1lise p—norm) sonludur:

Y
Il =I1l.,.. [I h(z)| 1 @) |dz|} <o, 0<p<eo,

|f

w:=||f|| ::esssLup|f(z)|, p=oo.

Lo (LL)
£,(LL) =L, (L).

Verilmis bir M c C kiimesinde siirekli fonksiyonlar sinifi C(M) ile gosterilsin ve

f eC(I\/I) icin

[y =500 @) 2]

olsun.
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g, ile derecesi n’i agmayan cebirsel polinomlar sinifi gosterilsin.

M;,M, cC (veya R), M, €M, kapali kiimeler olmak iizere verilmis bir P, € o,
polinomunun ele alinan M, kiimesi {izerinde herhangi bir uzaydaki (C(M,), £ (h,0M,),
A,(h,M,) vs.) yart normunun (p=1 i¢in norm, 0< p<1 igin p—norm), bu kiimenin

“genislemesine” bagli olarak artisinin bulunmasi ile ilgili asagidaki sekilde verilen

esitsizlikler literatiirde Bernstein-Walsh esitsizligi [1] olarak bilinmektedir:

P

n

o, SAMDM, MR, (1.1)

Eger ele alman M, kiimesi olarak, timleyeni (C ye nazaran) basit baglantili olan

G cC sonlu bolgesi ve norm olarak diizglin norm ele alinirsa, bilindigi gibi, klasik

Bernstein-Walsh Lemmas1 (G bolgesi i¢in tasarlanmig haliyle)

P <le@) Pl . ze2. (1.2)
esitsizligini vermektedir [1]. Buradan, 6zel halde

|| P ”c(ER) <R || R ||c(g), R>1, (1.3)

bulunur. Yani, G bolgesi G, bolgesine kadar genisletildiginde ||Pn||c(€ )sayisi en fazla

”Pn”c(a) sayisinin R" kati1 kadar artacaktir.

(1.3) esitsizliginin benzeri, L kapali ve dogrultulabilir (6lgiilebilir) bir Jordan egrisi

olmak lizere L (L) uzaymnda Hille E., Szegd G., Tamarkin J.D. [4] tarafindan asagidaki
sekilde elde edilmistir:

et
<R *[R]

Ly(lg) —

p>0, (1.4)

n L0’

esitsizligi yazilabilir.

Verilen bolgenin iizerine baz1 kosullar koyarak, yani L egrisi K-yarikonform olmasi

durumunda (1.4)’deki degerlendirme A (h,G) uzayma asagidaki sekilde tagmabilir [15] :
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<¢, [1+c2(R—1)]”*% 1A p>0, (1.5)

N lA, (h,Gg) A, (h,G) '

burada c, >0 ve ¢, =c,(c,,G) >0 sabiti n ve R den bagimsizdir.

2009 yilinda N. Stylianopoulos [22], yarikonform ve dogrultulabilir (6lgtilebilir) bir

egriyle smurli bolgede keyfi P, e, polinomunun modiliiniin artisin1 biitin - Q) ’da

degerlendirirken, (1.2)’nin sag tarafindaki ||Pn||c(6)yerine ||P”||AQ(G) normunu  kullanarak

asagidaki sonucu elde etmistir:

n+l

, 2€Q), (1.6)

(0] gy AR (2

burada, c= C(L) >0, n ve zden bagimsiz bir sabit, d (Z, L) =dist(z,L) ise z noktasinin L

egrisine olan uzakligidir.
Her 1<R<R,<w, zeG; ve biri-biriyle kesismeyen, tespit edilmis {Zj} elL,
j=1,2,...,m, noktalar sistemi i¢in h(z) agirlik fonksiyonu

m 7i
h(z)=H‘z—zj‘ >, (1.7)
-1

olarak tanimlansin.

Bu tez ¢alismasinda; (1.7) agirlik fonksiyonu ele alinarak, kompleks diizlemin ¢esitli

bolgelerinde asagidaki ti¢ problem incelendi:
1) Her zeQ ve P, e g, igin
n+l
@< a Pl o 0@, (1L8)
esitsizligini saglayacak sekilde bir ¢, '=¢, (G, h,z) >0 sabitinin bulunmasi;

2) Her zeG ve P, e, icin

R@< AR 0 (1.9)
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esitsizligini saglayacak sekilde bir g, = £ (G, h) >0 sabitinin bulunmasi.

3) h(z) =1 olmak iizere, her P, € @, R =1+2 ve keyfi tespit edilmis R, R>R,
icin

<cR '[P (1.10)

(LA
Mlaper)

esitsizligini saglayacak sekilde bir ¢ = C(G) >0 sabitinin bulunmasi.

)
Ap(Gry)

Burada, genel olarak «,,, 8, — o, n— o, ve bu degerlendirmelerde «, ve g, sabitlerinin

verilmis bolgenin ve agirlik fonksiyonunun o6zelliklerine bagli olarak degisimi tespit

edilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

M, :=[-11] olsun. w=J(z) ile {z |7| >1} bolgesini C\M, bdlgesine konform ve yalinkat

resmeden déniisiim ve z=J"" (W) ise onun ters déniisiimii gdsterilsin. Bilindigi gibi, bu

dontigiimii gerceklestiren fonksiyon, kaynaklarda iyi bilinen Joukowskii fonksiyonudur:

Her R>1 i¢in
Eq :={W=J’1(z):|z|= R}

olsun. Asikardir Ki, E,, odak noktalar1 +1 olan ve [-1,1] araligin1 kapsayan bir elipstir.

Bernstein S.N. [1] gostermistir ki bu durumda her R>1ve P, € g, polinomunu i¢in
” R ”c(ER) <R’ ” R ||C(Ml) (2.1)
saglanir. Yani, [-1,1] arah@ Eg elipsine kadar genisledigi zaman ||R, | (v, S3y1st en fazla R"

1 - . : .
defa artar. Eger R=1+= olarak segilirse, goriiliir ki, ||P, ”C(M | say1si M, kiimesi E; elipsine
n 1

kadar genisledigi zaman en fazla sabit (e -sayis1) kadar artiyor. Polinomlarin normlari ile ilgili

bu 6zelligin yaklasim teorisinde ¢ok dnem tasidigi bilinmektedir.

[-1,1] araligindan farkli kiimeler igin (2.1) seklinde degerlendirmenin benzerleri Faber

G. [2] (sonlu sayida egrilerle sinirli kiimeler i¢in) ve Walsh J.L. [3, 5.77-78]( timleyeni o -u
iceren keyfi kontinuum igin) tarafindan elde edilmistir. Bununla birlikte, Walsh J.L [3, s.92-
101], cesitli kiimeler igin, sag tarafta farkli yar1 normlar ele alarak (2.1)-e benzeri

degerlendirmeler elde etmistir.

GcC, L:=0G Jordan egrisi ile sinirl sonlu bir bdlge olsun; Q:=extL. w=d(z)

ile QO bolgesini A bolgesine konform ve yalinkat resmeden,

CD(oo)zoo, Iim%>0

Z—0 Z
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kosullarin1 saglayan doniisiim gosterilsin. Her R>1 sayis1 igin L :={Z | (2)| = R} olmak
tizere Gy =intL; , Qg =extL, olsun.

Girig boliimiinde vurgulandigi gibi, G — C, tiimleyeni basit baglantili bir bolge ve

diizglin norm ele alinirsa, Bernstein-Walsh Lemmasina gore [1]:

P (2)<|e(2)

n||Pn||c(6) , 2, (2.2)

Ozel halde, L, seviye egrisi lizerinde ve iginde
” I:)n ”C(aR) <R ” I:)n ”C(E) (2.2’)

saglandig1 goriilmektedir.
(2.2°) esitsizliginin benzeri, L kapali ve dogrultulabilir (6l¢iilebilir) bir Jordan egrisi
olmak iizere £, (L) uzaymnda Hille E., Szegd G., Tamarkin J.D. [4] tarafindan (1.4) seklinde

verilmistir.

L egrisi K-yarikonform olmasi durumunda, (2.2°) ve (1.4) degerlendirmelerinin

benzerleri A (h,G) uzayinda Abdullayev F.G. [15] tarafindan (1.5) seklinde elde edilmistir.

Stylianopoulos N. [22], dogrultulabilir (6lgiilebilir) yarikonform egriyle sinirli bolgede

benzeri problemi incelemis ve (1.6) gibi sonug elde etmistir. Onun sonucunda dikkat ¢eken iki

husus vardir: a) (2.2) sag tarafinda ”Pn”c(é) yerine ||Pn|| a(c) DOTMU dahil edilmis; b) sag

taraftaki ifadenin paydasinda, modiiliin degerlendirilecegi noktadan sinira kadar uzaklik da (

d (Z, L)) istirak ediyor. Bu ise, degerlendirmelerde, noktanin sinira nazaran uzak veya yakin

olmasinin etkilerini ortaya koymaktadir.

Stylianopoulos N. [22] ¢alismasindan hareket ederek, Bernstein-Walsh esitsizligi (2.2)

ve onun £ (L), A (h,G) uzaylarindaki benzerleri olan (1.4) ve (1.5) esitsizlikleri yeni ve

farkli bir formatta agsagidaki gibi problem halinde inceleme konusu olmaya basladi:

Tiimleyeni basit baglantili ve oo-u igeren sonlu G Jordan bolgesi ve her P, € ¢, polinomu
icin

n+l

R.@)| < |R), [®@) ", zeq, (2.6)
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esitsizligini saglayacak sekilde bir x, = (G,h,z)>0 sabitinin bulunmasi. Burada ||Pn ||Y,
P,(z) polinomunun Y =£ (h,L) ve Y =A (h,G)uzaylardaki yarmormudur. (2.6) seklinde

degerlendirmeler elde edilirken, s, =4, (G,h,z) sabitinin gerek n, gerekse de zeQ
parametrelerine gore agik sekilde ifade edilmesi ve G bolgesi ile h(z)agirlik fonksiyonun

ozelliklerine bagli olarak bulunmasi ¢ok énemlidir.

Kompleks diizlemin c¢esitli 6zelliklere sahip Jordan bolgeleri icin (2.6) seklinde
degerlendirmeler Y = A (h,G) durumunda Abdullayev F.G., Aral N.D. [18], Abdullayev

F.G., Aral N.D., Ozkartepe N.P. [19], Abdullayev F.G., Giin C.D. [20] vs. tarafindan

incelenmistir.

(1.9) problemi ile ilgili ilk sonug, bilindigi kadariyla, Jackson N. [23] tarafindan
1933 yilinda asagidaki gibi elde edilmistir:

Her p>0 ve P, € ¢, polinomu i¢in

o

P.E")|’ dt] 2.7)

27

J

0

max|P, (2)| < Zn%(

dogrudur. Daha sonra Szeg6 G., Zigmund A. [24] ve Suetin P.K. [7] (2.7)
degerlendirmesini, ¢esitli diizgiinliik kosullarini saglayan L:=0G Jordan egrisi ile sinirl

sonlu G < C bolgelerine tagiyarak asagidaki sekilde degerlendirmeler elde etmisler:
Y=A(hG) veyaY =L (hL) olmak iizere her z e G icin

P.@[=m[Rl,. (2.8)

saglaniyor, burada 7, :=7,(G,h) >0, n—>o, vebuartiy G bolgesiile h(z) agirlik

fonksiyonu ozelliklerine bagli olarak gergeklesiyor.

Daha sonra, (2.8) tipindeki degerlendirmeler ilgili sonuglar, Y =£ (L) durumunda

Mamedhanov D.I. tarafindan 6lgiilebilir Jordan egrisi ile smirli bolgelerde elde edilmistir.

Nikol’skii S.M. [11] (Y =L (L)ve cok degiskenli polinomlar igin), Pritsker 1. [13] (

Y =A(G), Y=L (L)durumlarinda tek ve gok degiskenli polinomlar igin), Abdullayev F.
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G. [15], [16], Abdullayev F.G., Deger U. [17], Abdullayev F.G., Aral D. [18] (Y = A (h,G),
durumunda tek degiskenli polinomlar igin), Abdullayev F.G., Giin C.D., Ozkartepe N.P. [25]
(Y=L,(h,L) durumunda tek degiskenli polinomlar igin), Andrievskii V.V. [21] (
Y =L, (h,L) durumunda tek degiskenli polinomlar i¢in) vb. (daha fazla referans igin bkz:

Milovanovic G.V. [26] ve adi gegen referanslardaki kaynaklar ) tek ve cok degiskenli

polinomlar i¢in benzeri sonuglari elde etmislerdir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bulgular ve tartismalar kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve

temel teoremler verilecektir.

3.1. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tamm 3.1.1 [27]. G = C(C) kiimesi verilsin

i) G bir agik kiimedir,

i) Vg,,6, €G icin bu noktalar: birlestiren, » — G olacak sekilde en az bir
7 =7(6.¢,) yayl vardir,

bu iki kosul saglaniyor ise G kiimesine kompleks diizlemde bir hélge denir.
Kapali ve baglantili bir kiimeye Kontinuum adi verilir.

Tamm.3.1.2 [27]. f fonksiyonu bir z, noktasinin bir komsulugunda

tanimli olsun. Eger,

lim f(Z)— f (ZO)

>n 71-1,
varsa, f fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilirdir denir. Bu limit degeri
f'(z,) ile gosterilir ve f'(z,) sayisma f ’nin z, noktasindaki tiirevi denir.
Yani

f'(z,) degeri

f'(zo):limM

151, Z— ZO

olarak tanimlanir.

10
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Tamm 3.1.3 [27]. f fonksiyonu tanimli oldugu z, noktasmin belli bir
B(z,,T) :={z:|z—zo|<r} komsulugundaki tiim noktalarda tiirevlenebiliyorsa f

fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir.

Eger G ’de tanimli f fonksiyonu, her bir z € G noktasinda analitik ise f
fonksiyonuna G ’de analitiktir denir. G ’de analitik tiim fonksiyonlarin kiimesi

A(G) ile, G ’de analitik ve G ’da siirekli olan fonksiyonlarm kiimesi A(G) ile

gosterilir.

3.2. KOMPLEKS DUZLEMDE EGRI VE KOMPLEKS DEGISKENLI
FONKSIYONLARIN INTEGRALI

Tamm 3.2.1 [28]. a, beR ve a<b olsun. z=z(t):[a,b] >C siirekli
fonksiyonuna kompleks diizlemde bir egri denir ve y ile isaretlenir. z (a) noktasina

y egrisinin baslangi¢ noktasi, z(b) noktasia ise bitis noktasi denir.

i) z(a) = z(b) ise y egrisine kapali egri denir.

ii) Her t,t,e[a,b] i¢in t, #t, oldufunda z(t)=z(t,) ise y egrisine
Jordan yayi, eger sadece ug noktalarinda z(a) =z(b) ise y egrisine kapali Jordan
egrisi denir.

iii) Vte[a,b] icin Z’(t) var ve siirekli ise y egrisine diferansiyellenebilir
egri denir. Buna ek olarak WVt e[a,b] icin Z'(t)iO ise y egrisine diizgiin egri
denir.

iv) y, strekli bir egri olup, [a,b] araliginin sonlu tane noktasi harig

diferansiyellenebiliyorsa, bu s6z konusu noktalarda y 'nin sag ve sol tiirevleri var ise
esitse y parcali diferansiyellenebilir egridir denir.

V) y pargali diferansiyellenebilir egri olsun. Eger y egrisinin

diferansiyellenebildigi her t €[a,b] i¢in y'(t)#0 ise y, diizgiin egridir denir.

11
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vi) Her z,,z, ey ifti i¢in $(z,2,), z,vez, noktalarmi birlestiren, egri
iizerindeki en kiigiik yay uzunlugu olmak iizere $(z,2,)<c|z,—27,|esitsizligi
saglanacak sekilde ¢:=c(y)>1 sabiti varsa y egrisine bir yar: diizgiin egri denir.

Tanim 3.2.2. G < C bir bolge olmak tizere G bélgesinden alinan her bir

kapali y egrisii¢in inty — G ise G bolgesine basit baglant:l: bolge denir.

Teorem 3.2.1. [28] (Jordan Egri Teoremi) y, C’da kapali bir Jordan
egrisi olsun. Bu takdirde » egrisi kompleks diizlemi ortak sinirlar1  olan biri sonlu,
digeri sonsuz iki ayrik bolgeye ayirir. Bu bolgelerin her biri basit baglantilidir.

[a,b] araliginin P ={t,,t,,...,t,} seklindeki tim parcalanislarinin ailesi P
ile gosterilsin ve ¢, (P)=>|z(t,) - z(t,)| olsun. Eger,

k=1
limsup{(,(P): P eP} <o
ise ¥ egrisine ol¢iilebilir egri denir.
Teorem 3.2.2 [28]. Eger y pargali diizgiin egri ise bu egri dlgiilebilirdir ve

mes(y):i

Z'(t)| dt

dir.

Tamim 3.2.3. y egrisinin dogal denklemi z=2z(s), 0<s</(, (:=mesy,
olsun. Eger, y egrisine her bir z(s) noktasinda cizilen tegetin OX ekseni ile pozitif
yonde yaptigi agi 6(5)::9(2(5)) s ’nin siirekli fonksiyonu ise bu egriye siirekli

degisken tegete sahip egri denir ve bu 6zellige sahip egrilerin sinift C, ile gosterilir.

Tammm 3.2.4. G bolgesi L Jordan egrisi ile sinirli bir bolge olsun ve

{zj}rjn noktalart L egrisi lizerinde yerlessin. Eger L egrisi {Zj}rﬁl kose
=, J:

12
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noktalarinda kesisen (G'a gore) ve bu noktalarda A, 0<A; <2 dis agilarmi
olusturan sonlu sayida L; €C,, j=12,..,m yaylarinin birlesiminden olusuyorsa L
egrisine parcal diizgiin (siirekli degisken tegete sahip) egri denir ve bu o6zellige

sahip egrilerin smifi C,(4,,..., 4,, ) ile gosterilir.

m

Eger LeC,(A4,...4,) ise GeC,(A4,...4,) yazilr. Eger m=1 ise

GeC,(4), 0<4<2, yazilr.

Tammm 3.2.5 [25].ScC bir kime ve f:S—C bir fonksiyon olsun.

0 <a <1 olmak iizere 3A>0 Oyle ki Vz,,z, €S icin,

|f(z)-f(z)<Az-z
saglaniyorsa f fonksiyonuna o . mertebeden Hélder kosulunu sagliyor denir ve
f eH“(S) veya f e Lipa ile gdsterilir. H'(S):=H(S) olsun.
Asagidaki ozellikler saglanur:
1) f eH(S)= f eC(S)
2) f<a olmak iizere f eH*(S)= f e H”(S) dir.
Yani H*(S)c H”(S) dir.

3) f eH(S),geH(S) olmak iizere,
frgeH(S), f.geH(S), éeH(S)(g:ﬁO)

dir.

Tammm 3.2.6 [27]. DcC bir bolge olmak iizere f:D—C siirekli

doniisiimii verilsin. Eger bir z, € D noktasindan gecen ve aralarinda « agis1 yapan

herhangi iki diizgiin y, ve py, egrilerinin f( 71) ve f(}/z) resim egrileri de

13
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W, = f (Z,) noktasinda aralarinda ydn ve biiyiiklik bakimmndan ¢ agis1 yapiyorsa
f fonksiyonuna z, € D noktasinda konform déniisiim denir.

Eger f :D — C birebir, orten ve D ’nin her bir noktasinda konform ise

f fonksiyonuna D bolgesinde konform doniisiim denir.

Asagida verilen teorem konform doniislim teorisinin en Onemli

teoremlerinden biri olan Riemann Doniisiim Teoremi’nin bir sonucudur.

Teorem 3.2.3 [28]. G C, 0eG, sinirinda en az iki tane nokta igeren basit

baglantili bir bélge olsun. Bu durumda G bélgesini B(0,1):={w:|w|<1} dairesine

resmeden ve (0(0):0, (p'(0)>0 kosullarin1 saglayan bir tek w=¢g(z) konform

doniisiimii vardir.

Teorem 3.2.4. Q:=C\G ve A= {w:|w|>1} olmak iizere

D(0) =00 VE Iimq)(z)>0

Z—© VA

olacak sekilde bir tek @ : €2 — A konform doniisiimii vardir.

Tanmm 3.2.7. 0<r <1 ve R>1 olsun. Bu durumda,
L ={zeG:|p(z)|=r <1}, Ly ={zeQ:|®(2)| =R >1],

egrilerine sirastyla i¢ Ve dis seviye egrileri denir. Agik olarak L =L dir.

Tamm 3.2.8. 7, denklemi Z=Z(t):[a,b]—>(C olan diizgiin egri ve f

fonksiyonu y egrisi lizerinde siirekli bir fonksiyon ise,

j f (2)dz :zi f (z(t)) Z'(t) dt,

4

integraline f nin y egrisi lizerindeki integrali denir.

14
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Teorem 3.2.5 [30]. (Cauchy Integral Formiilii) G — C sonlu bir bolge ve
f € A(G) olsun. y, int y <G kosulunu saglayan olgiilebilir Jordan egrisi ise her

Zeinty igin

RENNIG!
M=l %

dir.

Teorem 3.2.6 [31]. (Sonsuz Bolgeler icin Cauchy integral Formiilii) G
bir bolge, L:=0G, negatif yonlii, kapali, 6l¢iilebilir bir Jordan egrisi olsun.

f(2)eA(Q\G) ise

1) g o\E
Z—MLadg—f( ) f(Z) ) ZEQ\G

dir.

Teorem 3.2.7 [30]. (Maksimum-Modulus Prensibi) G — C Jordan egrisi

ile siirl, sonlu bir bolge olsun. Eger, feA(G) ve f sabitten farkli ise |f|

maksimum degerini 0G ’de alir.

GcC, L=0G Jordan egrisi ile sinirli sonlu bir bolge; h(Z)Z 0, G’de
tanimli integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere

O<_Ljh(2)d0'Z <0

kosulunu saglarsa h’a, G tizerinde tanimh bir agwrlik fonksiyonu denir.

Tamm 3.2.9. G < C bir bolge, h(Z) G ’de taniml bir agirlik fonksiyonu

ve p>0 olsun. G bolgesinde tanimli, 6lgiilebilir ve
”h(z)‘ f (z)‘pdaZ <o
G
kosulunu saglayan f fonksiyonlarinin sinifi Lp(h,G) ile gosterilir. Eger h(z)=1

ise L, (L,G)=L,(G) dir.

15
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Tamm 3.2.10. GcC sonlu bir bdlge ve h(Z) ise G ’de tamimli agirlik

fonksiyonu olsun. p >0 olmak iizere G ’de analitik ve

B
| ||Ap(h,G) :[Hh(z)‘f (Z)‘p ddzj <™
G
kosulunu saglayan f fonksiyonlarnin sinifi A (h,G) ile gosterilir. Bagka bir
ifadeyle
A, (nG)={f:f eA(G)NL,(hG)}.
Ozel halde h(Z) =1 alinirsa, A, (G) =A (l G) olarak gosterilir.

|| f ||Ap(h’G) , p=>1i¢in norm ve 0< p <1 i¢in yari normdur.

1 1
Teorem 3.2.8 [32]. G = C bir bolge olsun. p>1, TE =1 olmak iizere

fel,(G), geL,(G) ise,

1

(o f{puore

[[ f@9()do,

f,gel,(G) ise

(ﬁ|f(z)+g(z)|” do-sz s(mf(z)r’d@jp +(ﬁ|g(z)l"dazj

esitsizlikleri saglanir.

1
P

Bu esitsizliklere, sirastyla Hélder Esitsizligi ve Minkowski Esitsizligi adi
verilir.

Ozel halde p =q =2 durumunda

{grore(goree]

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige SChwarz Esitsizligi denir.

‘ﬁ f(2)9(2)do,

16
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Tanim 3.2.11. G cC sonlu bir bolge, L:=0G kapali, dlglilebilir egri ve
h(z), G’de tamml agirlik fonksiyonu olsun. p>0 olmak iizere L iizerinde

integrallenebilir ve

[h(2)|f @) |dz| <0

L
kosulunu saglayan f fonksiyonlarmin simifi £ (h,L) ile gosterilir. Ozel halde
h(z)=1 alnwsa, £ (1,L)=L, (L) olarak gosterilir. p>1 olmak iizere £, (h,L)

uzayinda norm

1], 00, [j h<z>|f<z>|"|dz|j <o

bigiminde tanimlanir. Bu durumda da 0< p <1 igin || f ,» yari normdur.

£,(hL
Tanim 3.2.12. G c C bir bolge, f : G — C bir fonksiyon ve p>1 olsun.
i) feACL(G), burada ACL(G) ile G bolgesinde mutlak stirekli
fonksiyonlarin sinifi gosterilir.

i) VB €G kompakt kiimesi i¢in f,, f eL (B)

kosullari saglamyorsa f fonksiyonuna G boélgesinde L, —tirevienebilirdir denir.
Teorem 3.2.9 [33]. (Green Formiilii) G — C sonlu bir bolge, f :G — C,
L1 —tiirevlenebilir bir fonksiyon ise, her D — G simur1 6lgiilebilir Jordan bolgesi olan

bolge icin

[ f(£)de=2i[[ 1,(¢) do,

oD

dir.

17
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3.3. YARIKONFORM DONUSUM VE EGRILER

Tanim 3.3.1 [34].G,H < C herhangi iki bolge; f :G — H ise Vz€G i¢in

Jf(z)::|fz(z)|2—|f7(z)|z>O kosulunu saglayan ve C' smifindan olan bir

homeomorfizm olsun. Eger,

apl b RO
f,(2)] -|f,(2)

ise f fonksiyonuna G boélgesi lizerinde tanimli bir K —yarikonform doniisiim,

(3.1)

2eG

K>1 sayisinada f doniisiimiiniin yartkonformluk katsayisi denir.

Tanmimdan gortlir ki f fonksiyonu G  bolgesinde K —yarikonform

f,(2)
(2)

doniisiim ve k = K1 iseher zeG icin
K+1

<k <1 dir.

Yarikonform doniisiimiin bazi 6zellikleri asagidaki gibidir [31].
1) 1-yarikonform doniisiim konformdur.

i) f,, K-yarikonform ve f,, K,-yarikonform déniisiimleri verilsin.

f o f, bileske doniisimii K, - K, — yarikonformdur.

iii) f dontisiimii K—yarikonform ise f™de K — yarikonformdur.

Tamm 3.3.2 [34], [35], [36]. Kapali bir L Jordan egrisi (yay1) ve Lc D

olacak sekildle DcC bolgesi verisin. f:D—D’, K —yarikonform déniisiimii
olmak tizere f (L) ¢ember (dogru pargasi) ise L egrisine (yayma) K —yarikonform

egri (K —yarikonform yay) denir. (bkn. Sekil-1)

18
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Sekil-1

F(L), L’yi c¢embere (araliga) resmeden f:D-—>D’ tim

homeomorfizmalarin kiimesi ve
K, = firg]?u%

olsun.

Eger K, <o ise, L egrisine yarikonform egri denir. Eger L, K —
yarikonform egri ise

K <K 3.2)

dir.

L egrisi herhangi bir K >1 sayisi1 igin K -yarikonform egri ise, o halde L
ye yartkonform egri denir.

Tanim 3.3.2’de D =C veya D = C olmak iizere iki durum sdz konusudur:

i) D=C durumunda Tanim 3.3.2’ye K —yarikonform egrinin ‘‘global
tanimi denir ve yarikonformluk katsayisi (3.1) yardimiyla hesaplanir.

ii)D=C durumunda Tanim 3.3.2’ye K —yarikonform egrinin “‘lokal

tanimi denir ve yarikonformluk katsayisi (3.2) yardimiyla hesaplanir.

Teorem 3.3.1 [33]. L bir Jordan egrisi, Z,Z, € L, Z; # Z, keyfi noktalar ve
0(z,,2,) =L, z, ile z, noktasim birlestiren kii¢iik ¢capl yay olsun. L egrisinin
yarikonform egri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

L, —7L|+|Z, -1
p 1Bl

y,25¢el, |Z A |
13€((2,25) ! 2

o0

19



Ozkartepe, N.P. 2015. Kompleks Diizlemde Cebirsel Polinomlarin Degerlendirilmesi. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

olmasidir.
Uyan 3.3.1. Yarikonform egriler sifir a¢1 igermez.
Uyan 3.3.2. Yarikonform egriler lokal 6l¢iilebilir olmayabilir.

Sonug¢ 3.3.1 [14] . L analitik yay veya egri ise 1-yarikonformdur.

Sonu¢ 33.2. GeC, ise 0G=L egrisi Ve>0 i¢in (l+¢)-

yarikonformdur.

Tamm 3.3.3 [34]. Lc C bir Jordan egrisi; y:C — C doniigiimii altinda
y(intL)=extL, y(extL):intL ve VZel igin y(z)=2z olsun. Eger y:C—C

yaritkonform ise Y doniisiimiine L egrisine gére yartkonform yansuma denir.

Teorem 3.3.3 [34]. LcC bir Jordan egrisi olsun. L egrisine gore
yartkonform yansimanin olmasi i¢in gerek ve yeter sart L egrisinin yarikonform

egri olmasidir.

Uyar1 3.3.3."a<b" ve"a<b" sembolleriyle c, c,, ¢, pozitif sabitler olmak
tizere sirasiyla a<cb ve c.a<b<c,.a gosterilir. Burada c,c;,c, sabitleri a ve b

sayilarindan bagimsizdir.

Teorem 3.3.4 [34]. L egrisi K-yarikonform egri olsun. O zaman L
egrisinin belli bir komsulugunda sinirli kismi tiirevlere sahip olan bir yarikonform

yansima vardir.

Ozel olarak, L egrisinin belli bir komsulugundaki her bir z igin
ly(z)-7|=<|z-7| , 7 eL (3.3)

saglanir.
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Sonu¢ 3.3.3 [34]. L egrisi K-yarikonform egri, o¢L, G=intL ve
Q=extL olsun. Bu durumda, L’ye gore c (K)—yarikonform y(z) yansimasi
vardir ve bu yansima;

i) aeG sabit bir nokta dyle ki, a=y() olmak iizere; y(z) yansimasi
C\(Lu{a}) bolgesinde siirekli tiirevlenebilirdir.
if) Yeterince kiigiik & >0 sayist ve B(a,8) i¢in B(a,d):=y(B(a d))

olsun. Bu durumda,

T =0\(B@ O UB@9)),
bolgesinde (3.3) saglanir,
iii) Her ze C\L igin |y,|<c(K,5), ¢(K,8)™"<|y,[<c(K,5) ve zgC\L
i¢in
{|y(z)|2 , zeB(a,0)
Yol =y T
|z—a|", zeB(a,o)
ve
|y(z)|2 ., 2eB(a,d)
. z{|za|2 , 2eB(a,9)
ozelliklerine sahiptir.

Tamm 3.3.4. Eger, her y : {W : |W| <1} — G konform ve yalinkat doniigiimii

C—>C’a K -yarikonform (K :]'JF—K] dontigiimiine kadar genisletilebilirse G
-K

bélgesine x—yaridaire (0 <« <1) denir.

Eger, herhangi bir 0<x <1 i¢cin G bdlgesi (L egrisi) x— yaridaire (x—
yarigember) ise G bdlgesine (L egrisine) yaridaire (yarigember) denir.

Bu smf Q(x), (0<x<1) ile gosterilecek ve eger GeQ(x) ise

LizﬁGeQ(K), (O£K<1) yazilir. Eger herhangi bir 0<x <1 i¢in GeQ(K) (
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LeQ(x)) ise G bolgesi (L egrisi) Q smifindandir denir ve GeQ(LeQ)

seklinde gosterilir.
Tamm 3.35. Eger GeQ(k), (0<k<l) ve L:=06G egrisi dlgiilebilir ise

G bolgesi Q(k), (0 <K< 1) sinifindandir denir.

Tamim 3.3.6 [14]. ¢ bir Jordan yay1 olsun. Eger ¢ yayr 3 0<x <1 i¢in bir

x —yarigemberinin bir pargasi ise ( yayina yarikonform yay denir.

R>1 i¢in L =y(L), G'=intl’, Q" =extl’ olsun. @,:Q —>A

konform bir déniisim olsun (@ (0)=0c0, Iim%>0). Bu durumda

1ow 7
|z—t|=d(z,L) olacak sekilde ze " ve te L igin
d(z,L)=d(tLy)=<d(z L)
@ (2)|<|®g (1) <1+c(R-1) (3.4)
dir. Burada Ly, :={¢:|@(¢)[=R, R>1} ve ¢, R *den bagimsiz bir sabittir .
Lemma 3.3.1 [37]. L, K-yarikonform egri z €L ve z,,z,eGn

{z:]z-2|< cd(zl,LRO)} w, =F(z;), j=123

(22,23 eQm{z:|z—zl|SCd(zl, Lro)}, w, =®(z;), j=12,3)olsun.
Eger |2, - 2,|< |z, — z,] ise
i) Wy —w, | < w, —w,

K2
W — W < Z1_23|_<

Z1_22‘

i)

W, — W,

saglanir , burada R, >1 tespit edilmistir ve 1, =R, dir.
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Sonug 3.3.4. Lemma 3.3.1de z,€ L, (z, €Ly ) ise

2 -2
|, —W2|K <z, = z,|<|w, —w2|K

dir.

Lemma 3.3.2 [34]. G bolgesi 3 0< x <1 igin bir »— yaridaire olsun. Bu
durumda, Yw,,w, € Q igin

1+x

[P (W) =¥ (W, )| > [y —w,|

dir.

Sonug 3.3.5 [34]. (3.4)’lin sol tarafi keyfi kontinuum i¢in
d(z,L)>~(R-1)’
bigimindedir.
G kimesi L=0G Jordan egrisi ile simirlt bir bélge,{z j}L eL olsun.

Tespit edilmis bir R, >1 sayis1 i¢in genellesmis Jacobi agirlik fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlidir:
ho)=[]lz-z[". z<G; (3.5)
j=1

burada her j=1,2,...,m i¢in y; > -1 dir.

Lemma 3.3.3 [38]. L bir K-yarikonform egri, h(z), (3.5)teki gibi

tammh agirlik fonksiyonu ve R=1+< olsun. Bu durumda, Ve e (0,1) igin bir
n

L1+5(R—1) seviye egrisi ve her neN igin P (Z)egon polinomu vardir Gyle ki

n

asagidaki saglanir:

1
<n®|R,| , p>0. (3.6)

A (h,G)

IRl
L, Lire(ra)

o
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Ispat: Genelligi kaybekmesizin & :% alalim. Boylece, R, :=1+% olur.

dz]
o @]

Ay = jh(z)|F>n(z)|p

LRl

= [ TTreon - | Paczan e’ w)F | jdwl

w=R; J=1
= | fap)Picw]
|w]=R1
(3.7)
burada
m 7 2
frp(w) = [ JCPW) — W) ? Pa(PW)(F'W)*, w e A.
j=1
Simdi, t| =R, c¢emberi n esit pargaya boliinsiin ve her parca o, ile isaret edilsin.

27R,
n

mes J, = olur. Daha sonra, orta deger teoremini kullanilarak A integrali
asagidaki sekilde degerlendirilir:

An = [ fnp)Pldw] = 37 [ ffap@)IPldw

[t-R1 k=1 5
n
=D |fap () | messy, ti € 8y
k=1

Diger yandan, ortalama degerlendirme ile:

fp(t) "= —2— [ fp@Pdoe,
SRS R

boylece

n

A< 3T T w)Pdow, ) € S
@ ([l 1) e

elde edilir.
En fazla iki noktada kesisen ve merkezleri t; olan diskler dikkate alinarak:
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An < Mlg .”‘ |fn,p(W)|dew <Nn- J:[ |fn,p(W)|pde

<|t’1 | - 1) 1<w<R I<wi<R
-n-. ” [ TIEw) — Fw)) [ 1P (¥ W) [P1¥' (W) [ dow,
1<w<R =1
<n. ” [ [Iew) — ¥ wp)|"[Pa (F W) P|¥’ W)’ dow
1<jw|<R =1
=<

. p
n ”GR\G h@)|P(@)[Pdos.
Lemma 3.3.16.” ya gore (bknz. s.27):

p
An <N HGR\G h@Pn(@)["do. < n - [Py s (3.8)

elde edilir.
(3.7)-(3.8) birlestirilirse ispat tamamlanur.

Lemma 3.3.4 [14]. L yarikonform bir egri olsun. Bu durumda her bir

P,(z) e, polinomu, neN ve R=1+ igin
n

” Pn ”c(é) = ” Pn ||C(G*)

saglanir .

Lemma 3.3.5 [16]. p >0 olmak iizere f fonksiyonu |z|>1 de analitik ve
sonsuzlukta en fazla n’inci dereceden kutup yerine sahip olsun. O halde 1<R, <R,

kosulunu saglayan R VeR, igin

Yp 2
Rz_&} "

i <2822 Rl

elde edilir.

Ispat: Hardy Konvekslik teoremine gore [40], R <p<R,,1<s<R

kosullarini saglayan her p ve S igin,

I f(z)

e 7MYP

p

|dz| < I

[Z=R,

f(2)

p
T |dz| (3.9
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ve

f(2)

Zn+1/p

f()|

n+1/ p

J

|Z=R,

||—I

|dz| (3.10)

yazilir.
(38.7) p’ya gore R’den R,’ye ve (3.8) de s’ye gore 1l’den R e

integrallenirse,

[ 1) do, <= M ﬂ |f(2)" do, (3.11)
Ruzl<R, 1<|z|<R,
elde edilir.
np+2 np+2
§i= % (3.12)
segelim.

Kesrin pay ve paydasina Lagrange teoremi [41] uygulanirsa, bazi

rn,l1<r <R ver, R <r,<R, i¢in,

i (np+2)r,"*(R,—R,)
(np+2)r™* (R, 1)

. 1
elde edilir. Buradan, P <1 ve I, <R, olmasindan,
1

5 <2~ Rigwa

R (3.13)

dir. (3.12) ve (3.13) kullanilarak

” f ||ip(R1<\z\<R2 J.J. ‘ ‘ dO' <3S IJ. ‘ ‘ dO' =3 ” f ” 1<\z\<R1
R <z|<R, 1<z|<Ry
£ Ve < Rz_R1 np+1 f 2\ d N
1 ) (5] (R MNRNCIC

R, -+
(A L= T

elde edilir ve bdylece ispat tamamlanir.
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Lemma 3.3.6 [16]. L bir K -yarikonform egri, h(z) ise (3.5) deki gibi

tanimlanmis olsun. O halde, her R>1, n=1,2,... ve keyfi P, (Z) €, icin

1
” Pn”Ap(hvGM(R,l)) = ClR P ”Pn ”Ap(h,G) ! p >0 (314)

dir. Burada keyfi C bir sabit, keyfi c:l:cl(L,c)>0 ises N ve R den bagimsiz

sabittir.

Ispat: ispat birka¢ adimda verilecektir. Ilk olarak baz1 ¢ > 0 igin

2
1Bl ncoe) < [2+C(R=D PR, o (3.15)

degerlendirilmesi gosterilecekitr. Gosterelim Ki keyfi p, < p, olacak sekilde keyfi

P1, P, sayilari oyle secilebilinir ki

G, cG (3.16)
G, cG, (3.17)
p=R-1 (3.18)
p, <R-1 (3.19)

saglansin. Gergekten, Ze L, §=y(z) olmak fiizere, p,,p0, (3.17) ve (3.18)’i

saglayan keyfi sayilar olsun. Sirastyla
d(z,L’;}l):|z—zl|; d(z,L)=|z-12,| ve d(z,L*pz)=|z—z3|
esitliklerini verecek 2z €L, z,€L ve z,el’ noktalart segilsin. Her zeL® ve
tel icin |z—-t|=d(z L) olmak iizere
d(z,L)=d(t Ly)=d (z, L*R)

bagmtisindan,

c,d(z,,Lp)<d(z,L)<c,d(z,,L3) (3.20)
olacak sekilde z ve R den bagimsiz C; ve C, sayilari vardir,

L* bir yarigember oldugu igin @, fonksiyonuna Lemma 3.3.1 uygulanarak
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-1, >c R(Z)_CDR(Z2)£12C |(DR(Z)_CDR(22) b
z-1, D (2)-Dp(z,)| ~ ° p -1
elde edilir. Buradan
lz—z|>c; Al 1|z—zz| (3.21)
‘@R(z)—(DR(zZ)‘

bulunur.
Y (Z) icin D-6zelligine [39] sahip oldugundan,
|z—2,|2c,d(z,, LR)ZC7‘E—22‘
elde edilir ve Lemma 3.3.1.” e gore
D (2)-Dp (2,)| 26,

bulunur. (3.21) © den

(DR(E)—CDR(ZZ) >, (R-1)

A a1 Y
|z—zl|3061[hj |22,

elde edilir. Boylece ¢, = %ca_cﬁgl olmak {iizere, (3.16) ve (3.18)’e uygun olarak,

P =1+¢,(R-1) (3.22)
yazilabilir.

Simdi p,’ yi tammlayalim. @ ¢ ye Lemma 3.3.1. uygulanmasiyla

c

@, (2) CDR(Z)
(0

R (2)-®r(z)

elde edilir. |, (z2)—®;(z,)| = p, —1 oldugundan,

N[N

Z_
L—14

-

- po=1
|Z 23|2C11 CDR(Z)Z—CDR(E)‘

2-7] (3.23)

elde edilir.

(I)R(z)—CI)R(z)‘Sc12

cDR(E)—an(zz)

olmak iizere,
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Oy (2) - 0g (2)) <[ @4 (2) 0 (2,)|+| @ (2) - 04 (2,)

<c, +1|®, (E)—CDR(ZZ) ¢y (R-1)

bulunur ve (3.21) ‘den

c
> = _
|z Z3|_C“(c13(R—l) ‘z z‘

elde edilir. ¢, =C,.C;% +C,.C5, olmak iizere,
p, =1+c,(R-1) (3.24)
segerek (3.19) ve (3.21) kosulunu saglayan p, elde edilmis olur.

Simdi (3.15) gosterilecektir. Bunun igin h(Z) agirlik fonksiyonunun

singiiler noktalarina gore agsagidaki sekilde Blashke fonksiyonunu olusturulsun.

B (2)-] T (Z)::li[ERq()Z)(;q);: ((Zz)) Czeqr (3.25)

B:(z)=0 ve Bz (2)|=1, ze L oldugu kolayca goriilir.
Her p>0 ve R>1 i¢in

%
p 2

R (lPR (W))[\P’R (W)]E W=D (2)

fa(W):=h, (\PR (W))ﬁl:\PR (W)= ¥q (W)

fonksiyonu tanimlansin. f, fonksiyonu A de analitik ve w=co da en fazla n.

mertebeden kutup yerine sahiptir. Lemma 3.3.8’e gore

Yp 2
Po— P -
. s[z#) o el e

p-1
veya
I @ e B0 e
SG;Z'[\J.GAhO(Z)l;[m P.(2)] do,
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7i
Szpz_pl pn+2 h (z o i P (7 pd
p-1 P G;J;[G* O( )];[ (I)R(Z)BQ(Z) | n( )| T2
%

Po— P _ps2 il -1 P
S2=—2p hy (2 =i~ P (z) do,
p-1"" Gﬂ; ol )1.:_1[ D, (2)Bg(2) (2)

elde edilir. (3.22) ve (3.24) ile
I ()R (2) do, (3.26)
Gr\G
<ﬁ MaX, e~c ‘(D (2)Bx( Z P2 J'J" ‘pda
mmz G\G" @ (Z) Z G\G’

elde edilir.

1 (DR(Zi)
(DR(Zi)J_q)R(Z)
r D, (2) (DR(Z)_q)R(Zu)L cDR(Z)|
® (z,)] |Px(2)-x (2)] |0, (2)|
oldugu igin ve (3.26) dan
[l v@)P.(2)f do,
Gy \G
m | max ‘d) z
< ZeG \G pn+2 (Z)de'Z
.1[mln oo Pr (2) ] G{IG |
< pi? H h(z)|P,(z)| do,

G\G’
elde edilir. p, ve R simetrik oldugundan ispat tamamlanir.

Bolgenin genislemesine bagli olarak polinomun artiginin bulunmast ile ilgili

asagidaki lemma verilebilir.

30



Ozkartepe, N.P. 2015. Kompleks Diizlemde Cebirsel Polinomlarin Degerlendirilmesi. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

Lemma 3.3.7 [3, s.77].(Bernstein-Walsh Lemmasi) G, basit baglantili bir
bélge Ve Ly, G ’nin dis seviye egrisi olsun. Bu durumda her P, (z)e g, ve M >0
sabiti i¢in
max|P, (z)|< M

2eG

saglaniyorsa, her R>1 ve Vz eGr igin

P,(z)| <MR"
esitsizligi saglanir

Lemma 3.3.8 [22]. L yarikonform ve 6lgiilebilir bir egri olsun. O
halde, herhangi bir P, € ¢, i¢in,

n+l

, 2eQ (3.27)

(0} s R (2

dir.

Pn
@ n+1

Ispat: Bir P, e ¢, polinomu ele alinsin. Her z € Q igin fonksiyonu Q

da analitik, L=0G de siirekli ve z =oo da sifira esittir. Boylece, sonsuz bolgeler i¢in

Cauchy teoreminden (Teorem 3.2.6) ve y(z)’nin VzelL i¢in y(z)=z ve VzeC

F.(¢)

igin y(y(z))=2 ozelliginden, g(¢):= = olmak iizere

P(z) 1 9(¢) g1 9(d)
() 2 o (O ae) @ ey)(0) "

elde edilir. fonksiyonu G da siirekli ve G de L?-tiirevlere sahiptir. O

(Dn+1 o
halde Green formiiliiyle,

P(z) l.”

ch+1(Z) T &

y;do, (3.28)

elde edilir. Lemma 3.3.1. kullanilarak
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OS] At I
'”‘q)mz )( )‘2 ¢T kz ” ‘((sz y)(g)‘z ¢

_ o
1 k2 J.I‘q)n+2 (é’)‘

_ 1 _U do, 1 =z
-k WP 1-k* (n+1)

n+2
w

elde edilir. Buradan, agik olarak

2
m o < IRl
(dist(z, L))’
ve (3.28)’e Cauchy Schwarz esitsizliginin (Teorem 3.2.8.) uygulanmasiyla ispat

tamamlanir.

Tanim 3.3.8 [25]. G C bir Jordan bolgesi ve O<a <1 olsun. Eger

L :=0G yarigember ve ® € H” (g‘z) ise G bolgesine G € Q, sinifindandir denir.
Tamm 3.3.9 [25]. Eger O<a<1l i¢in GeQ, ve 0<p<1 i¢in
¥ e H”(|w|>1) saglamyorsa G bolgesine G € Q/ simfindandir denir,
Tammm 3.3.10 [25]. Eger GeQ’ ve L:=0G dogrultulabilirse

(dlgiilebilirse) G bolgesi G €Q~f simifindandir denir.
Tamm 3.3.11. L - Jordan egrisine Dini-diizgiin egri denir, eger bu egrinin

dogal parametrizasyonu Z = Z(S), 0<s< |L| '=mesL icin Z'(S) #0,0<s< |L|

2'(s,)-7'(s,)|<9(s,—s,), saglansin Syle ki, g artan

ve

kosulunu saglayan bir fonksiyondur.

Tanmmm 3.3.12. Basit baglantili G bdlgesine pargali Dini-diizgiin egri ile

siirh bolge denir, eger L :=0G egrisi sonlu sayida Dini-diizgiin Lj, j=12,...m

yaylarinin birlesmesinden olugsun Oyle ki, bu egriler Z;, j=12,..,m birlesme
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noktalarinda G bélgesine gorekeyfi 4,7,0<4; <2 dis agilara sahip olsun. Bu
bolgeler sinifi PDS (/11 ), 0< A <2, ile gosterilsin.

Her bir j=1,2,... ve yeterince kiigiik keyfi & >0 igin f, :[O, 61]—>]R ile
ikinci mertebeye kadar diferansiyellenebilen ve
f.(0)=0, (X)) >0, k=012,

kosullarin1 saglayan fonksiyonlar gdsterilsin.

Tanim 3.3.13. G < C bir Jordan bolgesi ve f,="Ff(x),j=m+1m olsun.

Eger L=0G egrisi {zi}inlo e L noktalarinda kesisen sonlu sayida Dini-diizgiin

{L};", vaylarinmn birlesmesiyle olusuyor dyle ki z, € L\{z}", noktasinda lokal
diizgiin ve
a)Her zz eL , i=1,m, m <m i¢cin G boélgesi z, kose noktasinda A7,

0< 4 <2, (G ’a gore) dis agisina sahip;

b) Her z,eLl, j=m+Llm icin Z; merkezli (x,y) lokal koordinat
sisteminde —00<C, <C, <400, 0<¢ <1, j =1,2 sabitleri igin :
{z=x+iy:|7 <. f(X)<y<c,f(x),0sx<g}cq;
{z=x+iy:|z]<&.|y|26x,0<x<g}=G;
kosullar1 saglaniyorsa G bolgesine parcalr Dini-diizgiin  dis sifir agt iceren bolge

denir. Bu o0zellige sahip egrilerin siifi PDS (/?,I; fj) ile gosterilir ve eger

G ePDS(4; f;) ise Le PDS(4; f;) yazilir. PDS(4;0)=PDS(4), 0< 4 <2.

Onerme 3.3.1. [34]. |w| degerlendirilmesi asagidaki gibidir:

d(w(7),L)

A5 e
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Lemma 339 [48]. GePDS(4;0),0<4/<2 j=12..m olsun. Bu
durumda,
i) Her bir We A, i¢in
)= ) = w—w [ e (w)] <[
i) Herbir weA\A, igin
[ (w) = () = jw—w ][ (w)] =1

saglanir.

Tamm 3.3.14. G < C sonlu bir Jordan bolgesi, f, = f, (X), i =m,
9, =0;(x), i=m+1Lm,ve 0<x <1 olmak iizere “G € PQ(«x; f;,g;) ” denir, eger

L =0G egrisi, sonlu sayida {L;}"  «; —yartyaylarinm, 0<x; <1,

-0
k=max{x;, i=01,..,m}, {7 }:10 € L noktalarinda birlesmesiyle olussun dyle ki bu
egri, z, € L\{z}" noktasinda lokal x; —yariyay, diger {z,}" L noktalarinda ise,
herhangi —o <, <}, <+, —0<Cy <Cy <+, & >0, j=12,3 4, sabitleri igin
asagidaki kosullar saglansin:
a) Herzel,i=1m, m<m icin
{z=x+iy:|z|<q.¢,f (x)<y<c,f(x),0<sx<g} <G,

{z:x+iy:|z|Sgl,|y|252x,03x£gl}c§_2;

b) Her z, eL, i=m +1m igin
{z=x+iy:|7] <&,c,0, (X) S y<Cp0(x),0<x< 5} <O,
{z=x+iy:|z]<&,|y|2&x0<x<g}=G;

Bu durumda, G bolgesine “sonlu sayida i¢ ve dis sifir agilar igeren pargali

yarikonform egri ile sinirli bolge” denir (bkn. Sekil-2).
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1+l
X

Sekil-2

Tanmm 33.15. GcC bir Jordan bélgesi ve f = f (), i=1lm,

9,=0;(x),i=m+Lm ,0<x<l olsun. Eger, GEPQ(K;fi,gi) ve L:=0G

oOlgiilebilir ise G bolgesi PQ(K; fi,gi) sinifindandir denir.

f, |Z| <1°de analitik bir fonksiyon ve 0 <r <1 olmak iizere

1 2z ) %
Mp(r,f)z{zﬂf(re'g)‘de} , 0<p<owo
0

f(re" )‘

Mp(r,f)z max

0<6<27

olsun.

Tamm 3.3.7 [40]. B birim dairesinde analitik olan f fonksiyonu her

p>0i¢in limMm (r,f) varvesonluise f fonksiyonu H® (0< p<co) smnifina
r—l

aittir denir.
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Teorem 3.3.5 [40, s.9]. (Hardy Konvekslik Teoremi). f eH p(|z|<1) ve
p >0 olsun. Bu durumda,

)M, (r, f), r’nin azalmayan bir fonksiyonudur,

i) logM | (r, f ) , logr *nin konveks bir fonksiyonudur.

Lemma 3.3.10. L olgiilebilir Jordan egrisi, h(z), (3.5)‘deki gibi tanimh
agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her R, 1<R<R; <+, neN ve P,(z)egp,
igin

Tty

<R R, gy P>0 (3.29)

IR

£, (hLg)

saglanir, burada y" = max{yj D :1,2,...,m} dir.

Ispat: fn(t):=ljj{t‘{’£%)—\lj(wj)Ft”P{‘PGD(‘P'GD; olsun. f,,

B ’de analitik ve L olgiilebilir oldugundan f_ fonksiyonu HP® smifina aittir. Bu

durumda Teorem 3.3.5’e gore

elde edilir. Buradan

)| |dz| = WI H (w))(¥" (W)) IdWI
: nﬂw@—w a(w e

MZE

< Rnp+1+;/j J‘ H

ltj=1 i=L

: ‘I’Gj—‘l’(wj)

")) |

np+1+;/]

) ldz]

bulunur ve ispat tamamlanir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. PARCALI-DUZGUN EGRI ILE SINIRLI SONLU VE SONSUZ
BOLGELERDE CEBIRSEL POLINOMLARIN DEGERLENDIRILMESI

Bu boliimde; parcali Dini-diizgiin egri ile smirli G bolgesinin dis sifir agiya sahip
olmas1 durumunda (1.2)-ye benzeri esitsizlikler £ (h, L) uzayinda incelenmis ve yeni

sonuglar elde edilmistir. Degerlendirmelerde, bdlgenin simirinda sifir agilart belirten
parametrelerle birlikte, ayn1 zamanda sifir olmayan agilar1 da belirleyen parametrelerin,

polinomlarin modiilce artiglarina etkileri gésterilmistir.
4.1.1. Temel Sonuglar

Bu boliimde verilecek olan esas teorem ve sonuglarin ifadesi ve ispatlarinda

kullanilan notasyonlarin bir kismi1 agagida verilmistir:

[=T U, Ty ={r 1< j<k, k<m},
={y,m+1<j<sm+kisksm-m}; TH={y el y;>p-Lk<m},
Fizk)'_{j/jerlk }/J p_l’ksrnl}’risk) { erlk 7/j<p 1k<rnl}
I ={y, el i7;>p-1L m+isk<m| IR ={y, el,, 1y, = p-1 m+l<k<m|,
1“‘233(—{ Ly i <p- 1ml+1<k<m} 7= max{;/j:;/jel“lyk,lgjsk,kgml},
1. .1 . 1 . 1.
V =V ykzmax{o;yj:yjel“lvk,1§]sk, kgrnl}, YV =V
. 2. 2
yf:max{yj:yjeFZ’k,nH+1£J§ml+k, 1sksm-ml}, Y=yl
yizmax{o;;/j:;/j el“zyk,ml+lsjﬁml+k,l£k£m—ml}, 7/2 ::yi;

7;:max{7j:7/j el 1< <k, kﬁm}, Y =V y;:maX{O;}/j:}/j el 1<j<k, ksm},

. 2 O, —1<}/jS0
VT e Veo= miny,, 7;>0

2

2
17] Erz,kimlgkgm}; 7/* ::y*,m'
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A =max{4;;1:1< j<k, k<m}, A=A a. :=min{aj, m +1<j Sm},
' =max{a;, m+1< j<m}.
Genel ve 6zel durumlarda ifade edilen esas teoremler Teorem 4.1.1.1. — Teorem
4.1.1.3. olarak ve onlarin sonuglart olan Sonug 4.1.1.1. — Sonug 4.1.1.5. olarak asagida verilir.
Sinir yaylarinin birlestigi noktalar ile agirlik fonksiyonunun sahip oldugu singiiler
noktalarinin st iiste diistiigii varsayilir.
Once, smirmn ve agirlik fonksiyonunun singiiler noktalardaki davramslarmi dikkate

alan genel durum igin degerlendirme verilsin.

Teorem 4111 p>1; GePDS(4,f)), 0<i<2,j=1m ve

i1 1
f,(x)= o, a;>0, j=m+1Lm , Ve h(z), (3.5) ile tanimh agirlik fonksiyonu olsun. Bu
durumda, her P, e o, neN, igin

of |q>(z)|n+l, 7eQ,
P (7)<c 2 |p "
”(Z)‘<Cld(2,|_)“ n”cp(h,L){ 1 zeG, -

saglanir, burada ¢, =c, (G, p), z Ve n’den bagimsiz bir sabit ve

my (n+1-p)4 m 7itop R o 1
DS nPle) heri=1k1<k<m, icin y; eT" ve
- o herj=m +1k, m +1<k<migin y, eI’} ise;
1 heri=1m, iciny, eI ve
B, = (Inn) >, herj=m +1m, iciny, eI'¥) ise; (4.2)
. heri=1m, iciny, eI ve
herj=m +1m, igin , e ise.
Gorilldiigii gibi, her 7e€l() , i=1k 1<k<m, ve 7, el j=m+ik

m +1<k <m igin, agirlik fonksiyonunun ve de smirin singiiler noktalardaki davraniglarini

dikkate alan bir degerlendirme elde edilmistir. Buradan, biitiin singiiler noktalara ait

degerlendirmeler dikkate alinirsa, agagidaki global degerlendirme bulunur:
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Teorem 4112, p>1; GePDS(4;f)) . 0<A4<2,j=1m ve
f,(x)=cx", &, >0, j=m+1Lm Ve h(z) , (3.5) ile taniml agirlik fonksiyonu olsun. Bu

durumda, her P, e o,, ne N, igin

n+l

B.. D(z) , zeQ,
|Pn (Z)| < C - ” I:)n ”c (h,L) | ( ) (4-3)
d(z,L)” =™ 1 zeG,
saglanir, burada c, =c, (G, p), z ve n’den bagimsiz bir sabit ve
heri=1k, 1<k <m,, icin
e pac en azindan bir y, e T
n p +n p(lﬂz*) , )
veherj=m +1Lk, m+1<k<m, igin
en azindan bir y; e’ $ vardir;
B,, = herj=1k, k<m, icin (4.4)
-1 :
(Inn) ™, en azindan bir
Y;€ (ka) ul"(zzi)\(l“f,)nl ul"gl’)m)vardlr;
1, her j=1micin y; (T$) U ) ise.

Ozel halde, L egrisinin iki tane singiiler noktaya; z, €L, z, e L (yanim, =1, m=2)

sahip olmasi durumunda agagidaki iki sonuca varilir:

Sonug 4.1.1.1. p>1; GePDS(4;cx"), 0<4 <2, @, >0 ve h(z), j=2icin

(3.5) ile taniml1 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P, € o,,n €N, i¢in

n+1

B.. D(z) T, zeQ,
|Pn (Z)| <G r ” Pn”c (h,L) | ( ) (4-5)

d(z,L)” %" 1 7eG,

saglanir, burada ¢, =c,(G, p)>0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

(n+1-p)A Yo +l-p

n P 4nPte) v 7, > p—1 ise

Bis =1 (Inn)"» n=p-L-1<y,<p-1 (4.6)
’ veya 1<y, < p-1,y,=p-1 ise;
1, -1<y,,7,<p-—1ise
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Sonu¢ 4.1.12. p>1; GePDS(4;cx"), 0<4 <2, a,>0 ve h(z) ve j=2

i¢in (3.5) ile tanimli agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P, € ¢o,,n €N igin

n+1

= D(z) , zeQ,
|Pn (Z)| <G r ”Pn”c (h,L) | ( ) (4-7)
d(z,L)” %" 1 zeG,
saglanir, burada ¢, =c, (G, p)>0, zVve n’den bagimsiz bir sabit ve
(71+1fp)11
n * a,=0,7,>p-1ise;
7o Hl=p
nPee) A =la,>0y,>p-1 ise
Bn;4 = 1 (48)
(In n)lT, a,=0,7,=p-1,
veya 4 =1a,>0,7,=p-1 ise;
1 a,=0,-1<y,<p-1
veya 4, =l a,>0,-1<y,<p-1 ise.
Simdi sonlu bolge i¢in benzeri degerlendirme verilsin:
Teorem 4113, p>1; GePDS(4;f)), 0<4<2 , i=Lm, Ve

f, (X)=cx"", a;>0 j=m +1m Ve h(z), (3.5) ile tammli agirlik fonksiyonu olsun. Bu

durumda, her P, e, ,neN igin,

(4.9)

Lp(hL)

m (DA mo
”Pn”qé) SCS ZI’] P+ Z Drll,m ”Pn
i=1

i=m+1

saglanir. Burada ¢, = ¢, (G, p) >0, n’den bagimsiz bir sabit ve

7i+1 +i ~
np(l+o:i) 1+ai’ 1<p<2+ Vi ,
1+
i L1 7 _ .
D.n=1(nlnn) e, p=2+—-"— heri=m +1migin,
’ 1+ ¢
-t 5
n ", p22+7—‘.
1+¢,
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Sonug 4.1.1.3. Teorem 4.1.1.3.”iin kosullar1 altinda

1Pl < (Dam, +Du )IIPnllﬁp(th) , (4.10)

dir, burada c; =c, (G, p)>0, n’den bagimsiz bir sabit ve

7 e ~2
(}71+1)/T np(1+a*) l+a*’ 1< p<2+ 7/* _
+a
_ p
Dn;m1 =N ' Dn;m 171 ~2
n °®, p>2+ Ve

Eger bolge z, €L noktasinda tek bir A7z, 0<A <2 dis acisima ve z,el

noktasinda X"z, o, >0 dis sifir agisina sahip ise Teorem 4.1.1.3.’ten asagidaki sonug elde

edilir.

Sonu¢ 4.1.1.4. p>1; GePDS(4;f,), 0<4 <2 ve f,(x)=cx", a,>0 ve

h(z) ve j=2 i¢in (3.5) ile tammh agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her

P egp, neN,gin

H Pn HC(G) = C7 (Dn;l + Dn;Z)H Pn H (411)

£p(h,L)

saglamir. Burada ¢, =c, (G, p, 4, ,) >0, n’den bagimsiz bir sabit ve

72+l+a2 7
p(l+ay) 1+ 2
()7 nFrel =, 1<p< 2+m1
D,=n " ;D,,:= 2
ni- ! n;2 - 11 -
n ", p22+L,
1+a,

dir.

Sonu¢ 4.1.1.2. ve Sonu¢ 4.1.1.4. birlestirilerek |Pn(Z)

nin tim kompleks

diizlemdeki degerlendirmesi alinir (basitlik icin m =1, m=2 kabul edilsin):
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Sonu¢ 4.1.15.p>1; GePDS(A;f,), 0<A4 <2 ve f,(x)=cx"", a,>0 ve
h(z) ve j=2 igin (3.5) ile tamml agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her
P egp,neN , i¢in

n+1

72€Q,
Rﬁlﬂwmud(u _ (4.12)
D.,;+D,,, 2eCG.
saglanir, burada ¢, =¢;(G, p)>0 , z ve n’den bagimsiz bir sabit, B,, ve D, , D,, sirasiyla

(4.8) ve Sonug 4.1.1.4.”deki gibi tanimlidur.

Simdi, bu boéliimde verilmis esas teoremler ve onlarin sonuglarinin ispatlarina
gegilsin.
Teorem 4.1.1.1. in Ispati:

Herhangi bir 0<A4 <2, i=1m, Ve f (x)=cx'“, ;>0 j=m+Lm icin

G e PDS (2, f. ) ve 7, >-1, k=1m , igin h(z), (3.5)’deki gibi tanimh agirhk fonksiyonu

i1

olsun. Her bir z€ Q) igin

T(zyza;é%%S (4.13)

olsun. Q bolgesinde T, (Z) icin Cauchy integral formiilii [30]:

f 7eQ (4.14)

T(z)———j (7

olarak yazilir. Her ¢ e Ligin |d)(§)| =1ve |é’— Z| >d (Z, L) oldugundan, (4.13) ve (4.14)’ den

n+1 n+1

P () a2l _ [o(2)
1 |q)(é’)”+l |§—Z| - 27d(z,L)7

$)||d<] (4.15)

yazilabilir. L egrisi |, j=1m, yaylarin birlesiminden olustugundan,

(¢)|ld¢]=

(¢)|d<] (4.16)

o
l_'—-.

_1L
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m Vi

gibi yazilabilir. Integral alt1 ifade H‘g -z j‘? ile carpilip boliinerek ve sonrasinda da
j=1

Holder esitsizligi uygulanarak asagidaki elde edilir:

1

w(om d
< [T -a 1 lrioct] o [ %o

EAVEE ‘T -z]» (4.17)
j=1
oo 101
=: Lo —+—=1
le P q

burada

1

_ P d N
A;::[Ih(g)|Pn(§)|p|dg|J j% =330,
I L H‘;_ Z,—‘ p
j=1
dir. J,, integrali igin Lemma 3.3.10.’a gore
‘Jri1,1 = ”Pn”Ep(h,L) , =1’_m ! (4'18)

ve, dolayisiyla, (4.17) ve (4.18)’ den
m 1
Aﬁ = ”Pn”ﬁp(h,L) Z_l:(‘]rll-Z)q

elde edilir. L iizerinde {Z j}r;:l noktalar1 ayrik oldugundan Jrihz integrali igin

_ (. 1d¢]
“TTlg-z]» £|4‘Zi|7i(q_l)

(4.19)

elde edilir.

Basitlik i¢in m, =1, m=2, z =-1, z,=1; (-11)=G ve Tamm 3.3.13’deki lokal
koordinat sisteminin eksenlerinin uygun olarak genel koordinat sisteminde OX ve OY

eksenlerine paralel oldugu kabul edilsin. L = {Z elL: Imz> 0} , L= {Z elL: Imz< 0} ,

+ i * .
L=L"ulL:wW :={w=e'9:0=%}, zie\Pi(Wt) olsun. lii(zi,zi) sirastyla z, ile z*
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Iii‘ — mes Iii (Zi ’ Zt)’ i=12. L+(ya da secilen yone

noktalarini birlestiren yaylar1 gostersin,;

gore L") iizerinde keyfi bir z, noktas: alinsin. Bu durumda, (4.19) yardimiyla

2 1
A, < ”Pn ”Lp(h,L) Z(Jrlw,z)q (4.20)
i-1
yazilabilir. Burada
dg _ dg
J;’Z :.[ §—|Z |71|(q1) ’ inZ =,[ §—|Z |y|z(q1) (4'21)
L 1 L 2

dir. Bu integrallarin degerlendirilmesi i¢in asagidaki notasyonlar kullanilir:

R=1+1, di,R =d(z, Lg); = :={§EL1: |§_Zl|<cldl,R}’

n
E;’i = {QVE L: Cld]_,R S|C;_21| S| |1i|}’ E12,i = {ge L |§_ZZ| <CZdZ'R}’

it . i ity . |d§| . .
}’In,k -=|n,k(Ek ):E'!‘er y |,k—l,2.

Bu notasyonlar yardimiyla (4.20) asagidaki gibi ifade edilebilir:

EX* = {g“ el?: c,d,; <|¢—7,|<

+
IZ

2 L
Ah = ||Pn||£p(h,L) ;(‘J:‘vz)q
1

=Ry 2oL Tna (B + 1 (B ] (4.22)

: it i+ é .
= ”Pn”Lp(h,L) Z[':]I + InE:Iq, =12

i=1

(4.15) ve (4.16)’ya gore, |ri]',ik, i=1,2 ve k=123 integrallerini degerlendirmek

yeterlidir. (4.21) ve (4.22) ‘e gore Jiz integrali ile baslanilir:

|_1 |§ _ Zl|71(q71)

[Z % ] [

kL gl |§ ~z |71(q—1)

(4.23)

Her i =1,2 icin »,’nin, —1<y, <0 Ve y, >0 degerleri i¢in Jr1]’2 integrali ayr1 ayri
degerlendirilecektir.

1. 5, >0 Ve y, >0 olsun. Bu durumda, J,, igin
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" |d¢]
In’l = .[ é/ 7 |;/1(q—l)
ECIS T A
Gdi g adi g Sl,;,l(q,l) adi r
———=Iim =lim
! 510D T o ) 51D T o 1_71(q_1)L
- dll,iR}/l(qilh 7 > p_l’
1, n<p-1
1 | ¢|
I .[ 71(q -1)
E;*
‘ ‘ ‘ ‘ d]:.LI?yl(qil)’ }/1 > p_11
I I '
! ds Sl_}/l(q_l) t
< — = <3 In—, y=p-1,
cla[R g7 (@ 1—7/1((3] _1)‘01d1n dl,R '
1 < p-1 (4.24)
elde edilir.
Benzer yolla an,z integrali:
I2,t =< J- |d§|
nl 72(9-1)
EZ* §_22|
Codor
° S}’z(q{]-) £—0 ' SVZ(Q*l) £—0 1_7/2(q_1)
) d;,_é/Z(q_l)’ 7.>p-1,
1, 7, <p-1
IZ,i < j |dé/|
n,2 72(q-1)
E2* 5_22|
N dira(a-D 7, >p-1
| 2,R ’ 2 Y
15 — - ’
< as 71 7247 << 1In L 7, =p-1
a1 ] 2 = -4
Cd; R S}/Z(q E 1- 72 (q_l) d dZ,R
G0 R

1 7,<p-1.  (4.25)
elde edilir.

2. y,<0 ve y, <0 olsun. (4.24) ve (4.25)’e benzer olarak

= _[|g“ zl|( E |d¢] < df72 PmesE; <1,
(4.26)

q l)+l_<1

Ir::, _<J'|é, 1|( 7 1)|d§|
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ve
12 < J' = 22|(7“)(q71) d¢] < d{Z? " PmesE?* <1,
i (4.27)
|2+ < J‘ |§ Zz|( 72)(g l)|dé'| —1)+1_<1
elde edilir.
Buradan (4.22)—(4.27)’ den
1-(g-1) 1-7,(q-1)
dl,R ‘ +d2,R T, Y172, > P-L
1
1) 1 )
A, _<||Pn||£p(h,L) Ind_ HIn——1., n=rn=p-1 (4.28)
1,R 2,R
17 Y1172 < p_11

degerlendirmesi alinir.

(4.15), (4.16) ve (4.28) karsilastirilarak

0
B n+l

Pn (Z)‘ = C d( L) ” ||£ (h,L) | (Z)| (429)
elde edilir, burada €, =C (G p,;/,) =1,m, n Ve z2’den bagimsiz bir sabit ve
dll,_Ryl(q_l) _}_d;"é’z(q—l)’ Vi Vs > p_l’
0. 1 1
B, = Ind—+ln—, n=v,=p-1 (4.30)
1R 2,R
1’ Y172 < p _1,
dir.
Lemma 3.3.9.’a gore:
dyp >0 (4.31)
dir.

Simdi d, . 'nin degerlendirmesi verilecektir. z, el, Ve ¢*eL® almsin Oyle ki
o =|2,-2] Ve d(z,PnL)=d(z,, L) olsun, 2, =€ L*:|¢-2,|=c,d,z. Bu

notasyonlar altinda Lemma 3.3.1.’den

2 =d(z, P NL) < |z, - 7| < dji (4.32)
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dir.
1
Bu durumda d, . x(d§)1+a2. Diger taraftan, Lemma 3.3.9. ve [42, Sonug 2] ile
d.* > n" bulunur. Boylece,

1

dyq >N o (4.33)

elde edilir. (4.29)- (4.33) karsilastirilarak

0
Bn n+l

R (2) < 5 1P 000 (434
alinir, burada
(n@DHDh (@D
n 9  4ni®e 5y > p-1,
By, < (In n)é , n=7,=p-1 (4.35)

1, <77, <p-1

zeQ olma durumunda, her {z;}, j=1m noktas: il ilgili degerlendirmeler ele
alinarak ve (4.33), (4.34) kullanilarak ispat tamamlanir.
zeG olma durumunda ise P,(z) polinomu i¢in G bolgesi igin Cauchy integral

formiilii ile [30]:

P(Z)——IP@) g 7¢G, (4.36)

integral gdsterimi yazilir. Bu durumda,

P (7)< J

£y A%l d<]
|§_Z| (4.37)

1
271'd -[ |d§| 27d(z,L) A

olur, A, (4.16)daki gibidir. Bdylece, (4.29), (4.31) ve (4.37) degerlendirmeleri

karsilastirilarak Teorem 4.1.1.1. in ispat: tamamlanir.
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Teorem 4.1.1.2 nin Ispati:

Herhangi bir 0<A <2, i=1m, ve fj(>§: &% ;>0 ,j=m+1m igin

G e PDS (Z,I, fj) ve 7, >-1, k:l,_m, i¢in h(Z), (3.5)’deki gibi tanimli agirlik fonksiyonu
olsun.

Eger GePDS(4,0), 0<A <2, i=Lm, yani her j=m+Lm icin & =0 ise,
Teorem 4.1.1.1., (4.36) ve (4.37)’den, her zeG i¢in
B,

i Pl 226, (4.38)

P, (2)| <

dir, burada

(l— p+}71)i

n " her i :1,_k, k <m,, i¢in en azindan bir tane y; € FR vardir;

1
" 1_7 - u - - .
B,,<1(nn) P, herj=1k, k<m,, icin en azindan bir tane y; e T\ \T{) vardir;

1, her j=1,m icin y, eld)

(4.39)
dir.
Diger taraftan {li¢ nokta 6zelligine [30, s.100] gore L :=0G egrisi herhangi bir Q >1

i¢gin Q - yarikonformdur, z e L keyfi tespit edilmis nokta ve R =1+1 olsun. Lemma 3.3.9.
n

ve (4.16) ile:
d(z,L)=< d(t,Ly)>n"" (4.40)
saglandigindan, (4.38)’ den
|P,(2)] < n*B,.||P, ||£p(h'L) , 2eG’

elde edilir. Lemma 3.3.9 uygulanirsa, ispat tamamlanir.

Genel durumun ispat1 asagidaki sekilde verilir.

Herhangi bir j=m +1lm igin ;>0 olsun. G, bdlgesi i¢in Cauchy integral

formiilii uygulanirsa:

R@=5 [REO . 26,
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Once gzd)(r) degisken degisimi yapilip, ardindan integral alt1 ifade

m i 1
H“P(r)—‘l’(w)‘%“{’(r)“’ ile carpilip bdliinerek ve sonrasinda da Holder esitsizligi
i=1

uygulanarak asagidaki degerlendirme elde edilir:

d¢|
:ij n%) H\P ‘”‘|df|
27 L ¥ (7)— ¥ (w)|
<_£ "R (@) | (r)“dr|
=R i=L

‘\P' (T)‘(l—;]q
=k ﬂ\\p(f)-\y(wj)\? RIGERICT

X

de]

1
_1 p P
‘zfr[l h(&)IR.(£) |dc|j
1
x id (7)‘ de] (4.41)
k- RH\%) w(w)|" e @) - e w)
1
=:Z‘]n,lx‘Jn,Z’
burada
Joi= ”Pn ”Lp(h,L) '
q
‘\{f’(f)‘@;j“
‘]n,Z = @] |dT|
is RH\‘P(T) w(w,)|? ¥ (@) E (W)
dir. Bu durumda, Lemma 3.3.10. ile
2 (2) < 301 dnz <[Pl oy Inzs ZE L W= D(2) (4.42)
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1
olur. (1—qu =1 oldugu dikkate alinirsa, J, , integrali i¢in

N ¥'(7)
‘]n,Z ) ZI . ‘ J"(Q—l‘) q |dr|
SR E W) (e) - P (w)) (4.43)
j=1
1
m ) a m ) 1
::(Z‘]r:,zj SZ(Jé,z)q
i=1 i=1
degerlendirmesi elde edilir, burada
. ¥ _
o= | & ‘ (T)‘ |dr|, i=1m, (4.44)

-1)

S T@-w)f e - v

W, =0 ( Z, ) noktalar1 ayrik oldugundan (4.44)

kdQ) .
=J(F;
FI;I‘P(r)—w(vvi)ri“*‘” e (%)

integraline denktir. Boylece, izm icin J (FRi) integrallerini degerlendirmek yeterlidir.
Basitlik i¢in

i=1L,2m =1,m=2;2=-1 z,=1; R=1+% (4.45)

kabul edilsin. Bu notasyonlarla beraber asagidakiler dahil edilsin:

Ly ={zely:Imz>0}, Ly ={zely: Imz<0}, Ly=L Ulg;
i + + +
W; = {W=Re'9:6’=%}, Z €eP(We); Zgely ve {* €L’ noktalart alinsin yle ki

A=z —z5| ve d(Z,z L*NL) =d(z,5, L) olsun; z ={¢el:|¢-z|=cd(z, L},

+

Zii,—R :Z{QV < LiR :|§_Zi,R| =c¢d(z, LR}’ Wii,rR :q)(ZfR); Ii%R(ZI,R’Zg) sirastyla Zii,rR ve Zl;_r’

+ +
Ii,R i

noktalarini birlestiren yaylar1 gostersin ve =mes |’ (z:,2z) i =1,2 olsun; z, noktas

L™ (ya da segilen yone gore L") iizerinde z, vez, ’den farkli keyfi bir nokta olsun. Basitlik

i¢in 7, = z_.*(z, = z, ) kabul edilsin. Ayrica,

1;; = {é’ € LR :|4/_ Zl| <01d1,R} ) E;é ::{é, € LR :Cldl,R < |§_ Zl| <

}

+
Il, R
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iy = {{ ely:|d—1z,/< Czdz,R} , Ejg = {g“e L2 :c,d, . <|¢ -2, g| |§R|},
Fiz =@(Ej%). i, j =12, olsun.

Bu notasyonlar kullanilarak, (4.44) ‘den:

0= ol

R @ - () - (W)’

2 -
= > J(Fq

i,j=1

dr]

(4.46)

elde edilir. Buradan goriildiigii gibi i, j =1,2 i¢in J(Fjiﬁ ) integralleri degerlendirilmelidir.

"Pn"c:(é) =R (Z,) ,Z’eL=LUL, (4.47)

ve w=ad(z) olsun. Iki durum vardir: z’el’ veya z'el?. “I’(r)‘ (Onerme 3.3.1)

degerlendirmesi dikkate alinarak asagidaki durumlar ayr1 ayr1 degerlendirilsin.
1) z’el’ olsun. Bu durumda, Lemma 3.3.1. ve Lemma 3.3.9. yardimlariyla
asagidaki durumlar olabilir:
1.1) /e E* olsun.
Eger y, >0 ise

J(RR)+I(RR)

\\P’ (r)\

= J‘ |d2'|

el [P @) )] () - e ()

e — w7 |de|
n@-Di ‘T —w"%

e LR [T — W

d7]

n(@-Dh+e-4+
T —

w|™ (4.48)

T-W,

1+ 1-
Fr VRR

dz]

. ) (a(a-D+a) -4 +1
Rl UFly mln{|r—wl|;‘r—w ‘}

DR CRIDN
Eger —1<y, <0 ise

J(RR)+I(RR)
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¥ (@) - w(w) P ()]

L
Fi URL ‘\P(T) —-¥(w )‘
(~n)(@-DA+A4-1
- |2'—Wl| ' |dz'|
/|04
Rl URR ‘T—W ‘q (4-49)
1Y @Da-A |d r|
<= j B bkl B
(nj ) ez
Fik URk T_W‘
_< n(71+1)(q71)2’1
elde edilir.
1.2) z'eE,** olsun.
Eger 7, >-1 ise
1, 1,-
J(RR)+JI(FRR)

[#(r) - (w)[ P | () |de|
rit Rl |W(2)- P (w)|

|’l' r Wl|ﬂl_1 |d7|

n@-ni /|94
Fll,'r;UFll,i{ |T_W1| ‘T_W‘

(4.50)

[d7]
<

'

Fiz Rl Min {|r —W; ‘z’ —wW

}71(q—1)11+q11—11+1

<-4

elde edilir.

1.3) z'eE™ olsun,
Eger 7, >0 ise

J(Fr) +I(FpR)
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~ ¥ (¢)||de]
i it [W () =W (w7 ‘\P(T) —~ ‘I’(w’)‘q

A wies [ (451)
< de]

. 7
Fi:UFk: MIN {|r—w1|;‘r—w ‘}
eger 1<y, <0 ise
J(F)+I(F)
2,R 2,R

| (2) =¥ (W) | (1) de]

-

PR | ()P (W)
. |z’ _ W1|(—71)(Q—1)+ﬂr1 |d T|

o Jr-wl” (452)
> |d T|

: [a(@-Dral—A4+
Fi:UFER Min {|z‘ — W, ;‘z‘ -W ‘}

_< n(71+l)(q71)/11

elde edilir.

1.4) 7' eE,** olsun.
Eger 7, >0 ise
I(F)+3(Fw)
¥ (7)||d7]
e [P (@) =P W) [ () - (W)

¥ (7)||d]
<

e (459)
it min{ () - W) v(e) - v |

|T - W1|21_1 |d T|

. , 7(q-1)+g-1
Fiz UFdn [mln {|r -wW; ‘r —W M

(D4 .
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eger 1<y, <0 ise
J(FR)+I(FR)
[9(7) - w(w) P () |de]
iR ¥(2)- ¢ W)

|z' —W1|/1rl |d T|

. . aa-D+g-1
FraUFR [mln {|Z’ - W1| ; ‘T —-W ‘}J

(4.54)

<-4

elde edilir. (4.48)—(4.54) bagmtilar1 birlestirilerek her y, >-1, g >1 ve 0< 4, <2 igin
J(FE)+I(Fly) < nfnaDa (4.55)

elde edilir.

2) z eL? olsun. Bu durumda, Sonug 3.3.6.’ya gore,
2.1) e E** olsun,
J(RE)+IER)
(7))

= J |dr|

= R URRs |‘P(T) _ \P(W2)|72(q—l) “P(T) _ ‘P(W')‘q

d(¥(r), L)|d7]

<
i e [®(0) =P (w7 @ (2) - (W) (2]-1)

d7]
e [P (0) = (W) W () - (W) (] -1)

< d]

iy A7 ()~ w)| (7] -1)

L d]

i AW () (W) (o] -1)

<

(4.56)
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Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini degerlendirmek

yeterlidir, ilk olarak birinci ele almir. 7€ R ise [W(r)—¥(w)| icin asagidaki bagmt elde

edilir;

W(z)-¥(w)|- max{|‘P(r) —W(w,)[;|¥(r)-2

=¥ (@) =¥ (W) - |¥()-2

Bu durumda,

7, >0 icin

J(F&)<n J'

<n

2+
Flr

ve 1<y, <0 i¢in

q

1
1+5,

dr]
72(9-1)+g-1
Y(r)-z,| Y=
|d r| |dr
Gy N I CARICEY
IP(Z-) _ Z I+a, FlR _ W;" 1+a,
(72"'1)
==—(gq-1)
l+a, ; (7/2 +1) (q_1)>1’
l+a,
ninn, M(q—l) =1,
l+a,

1+

. \II(T) \P(W )(_72)(q_l) dT
J(FfR)mj' ol o

2,+
Fl,R

<nNn

2+
Fl,R

T—

q-1
l+a,

elde edilir. Boylece, 2’ e E** ise

q-1
lta,

¥ (2)-2;

d7]

q-1
l+a,

W
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(72+1) ~
(9-1)
nl+a2 ’ (72 +1) (q_1)>1,
1+a,

I(FE)+I(FE) <4 ninn, @(q _1)=1,
+

a,

n, M(q_]_) <1
l+a,

elde edilir.

2.2) 7’ e E,>* olsun.
7, >—1i¢in
d(¥ (), L)|dq]
ez e [P () = P (wy )2 “P(r) —‘P(w')‘q (z|-2)
de]
() e[

I(RE)+I(RR) =

<n

2.+ 2,
Fg URR

Y(r)-¥(w,)

dir.
reR% ise “P(r) —‘P(Wl)‘ i¢cin asagidaki bagint1 elde edilir:

|P(2) P (W)~ [¥(r) - 2;

Bu durumda, 6nceki duruma benzer olarak

eger y, >0 ise

N dr
J (FLZF'{ )=<n |yz<q|1) 4ot
i [ () - P (W) |¥(2) - 25
dr|
=n ACEI
ng(+ lP(T)—Z; lta,
dz|
=N 72(Q*1)+q 1
Ffﬁe ﬂl-_W;r l+a,
»(9-1)
n71+12 A (¢ )+q_1>1
’ 1+a, ’
<< nlinn, 721((3{ )+q 1=1,
+a,
n’ 7/2(q )+q_1<1’
1+,

(4.57)
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eger 1<y, <0 ise

IR =<n |

|‘P(T) _ \P(WZ)|(—72)(Q—1) |d T|

a [e@-z["
d7]
Ffr? LP(Z-)_Z;r
d7]
<n T
R |7~ W,
n*  q>2,
<snilnn, gq=2,
n, g<?2,
elde edilir. Béylece, bu durumda
72(q—1)
n lta, ’ Z(q )+q 1>1
1+a,
IE)+IE) <! ninn, 207D g g (4.58)
1+a,
n, 7(4- )+q 1<1,
l+a,
elde edilir.
2.3) 7' e E** olsun.
Her 7, >0 i¢in
J(Fzz,g)""](l:zz,h_))
— ‘LP(T)‘ |dT
ezt [P0 =P W) [ () - (w)[’
<n |dT1| — (4.59)
i [P () =P (W)[* 7 [¥ (2) - P (W)
d7]
n (a-1) N
7 [ (@) = (W) P () - (W)

Son iki integral birbirine denktir, bu nedenle sadece bir tanesini degerlendirmek yeterlidir, ilk

L 2 ' 2+
olarak birinci ele alinsm. 7€ F,; ve Z €E;

icin Lemma 3.3.1.”e gore
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¥ () -w(W)|- ¥ ()-2;

1

1 1
P 1 l+a,
[P (2) =P (W,)| > d, g > |2, — 23] > (—) '
’ ’ n
elde edilir. Bu durumda,
+ d]
J (F22"R )=<n +|72(@-D)+a-1
i [Y(0) -7
72(9-1)
2 dr
<n Ita, | | =
G
Yiiq—1)+q71
n - , 0>2,
}’z(q{I—)_‘_l
<4n "% Inn, q=2,
72(Q*1)+1
n l+a, ' q < 2’
ve boylece 7, >0 igin
}’z(q_l)+q71
1+a
n "= , 0>2,
72(Q*l)+1
J(FZD)+I(FR)=<4n ™ Inn, gq=2,
72(Q*l)+l
n l+a, ’ q < 2’
elde edilir.
Eger -1<y, <0 ise
J (FZZ,‘F:) +J (Fzz,h_)
(7)@D) [\’
@) @flde] dr]
- , -1
F2 R ¥ () - (w)| e [P() - (W)
n', q>2,
dr dr
<n | | = |—|ql-< ninn, gq=2, (4.60)
Fa \P(T) - Zz+ Fr T_W; n, g< 2’
elde edilir.
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2.4) 7' eE,** olsun.

Her 7, >0 i¢in

- “P'(T)Hdr|
J (Fz,R )= (D) T
iz [P (@) =W (W) W () - P (w)|
n |dr|
= d}’z(Q*l) .. 19-1
R e [P(r) (W)
72(q_1)+q71
n lta, ’ q > 2’
1+72(‘3I*1) dr }/z(qfl)_*_l
<n ' |—|ql n*% Inn, =2, (4.61)
Fi T—W‘ G
n l+a, , q < 2,
ve
) ¥ (z)||d7]
I(Fr) = 72(a-) N
2 [W(2) =W (w,)[ 7 | () - P (w)|
< n J‘ |d2'|
dR s [ @) - e
l+72(q_l) dT
<n I+a, | | —
iz ¥ () — P (w)|
72(q*1)+q71
n l+a, , q > 2’ (462)
142200 |dz’| r(a-1) 4
<n Lta, e n Lta, In n, q — 2’
Fir T—W‘ G
n l+a2 ' q < 2’
elde edilir.

7’ e E,*” durumu z' € E,>" durumuna benzer olarak degerlendirilir.
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Eger 1<y, <0 ise

¥ ()= w,)| 7 (7)) de|

IR = | —
2 ¥ (@) ¥ (W)
g2, (4.63)
d
<n 47| —=<qnlhn, q=2,
F2 \P(T)—\P(w)\ n g<2
ve
(-720aD) gy
. [ (0) - (w,) ¥ (1) |de]
J (FZ,R )= J. T
2 () -w(w)
nq—l’ q > 21 (464)
|d2'| l+e
<n ——= <4n’Inn, q=2,
B2 [P(2) - P (W) e q<2,
elde edilir.
(4.57)—(4.64) degerlendirmeleri birlestirilerek her =1< 7, <0 i¢in
1
1 n?, p<2,
(In2)=1 4 (4.65)
n’' px=2
ve her 7, >0 i¢in
72 +i
I LA B3 p<2+- 22
) \o 1+a,
(92,)7 < 1 (4.66)
1-—
n°®, p>2+-22
l+a,

elde edilir.

(4.47), (4.56), (4.65) ve (4.66) birlestirilerek i=1,2; m =1, m, =2 icin

72 +l 7
g nPEeEl P o p<24 2
(DA ’ ’
J,< " = L+,
n,2 1
o 14
n ", p>2+—2—,
1+a,

elde edilir.
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(4.37), (4.38), (4.39),(4.40) ve (4.42)’den her i=m +1,m icin

”Pn "c(é) = ”Pn ”Ep(h,L) o2

m L
= ”Pn”Lp(h,L) le(‘]flhz)q
i=
m 2 - 1
I,*
-<||Pn||Lp(h,L);Zl(J(Fj:R )q
i=l j=
m zitl % ~
. ) ) B, 1<p<2+1i
ith)A . +a
“Pleoo| 20 7 ™ o
= n P, p22+i,
1+,

elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.
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4.2. YARIKONFORM, PARCALI-YARIKONFORM EGRI ILE SINIRLI SONLU
VE SONSUZ BOLGELERDE CEBIiRSEL POLINOMLARIN DEGERLENDIRILMESI

Bu boliimde; (1.2)-ye benzeri degerlendirmeler £ (h,L) uzayinda asagidaki iki

durumda incelenmis ve yeni sonuclar elde edilmistir: O6nce ¢esitli fonksiyonel kosullarla
tanimlanan yarikonform egri ile sinirli, sonlu ve sonsuz bolgelerde cebirsel polinomlarin
degerlendirilmesi ele alinacaktir. Burada, bolgenin 6zelliklerini tasiyan parametre olarak sinir
egrisinin yarikonformluk katsayist degil, s6z konusu 6zellikleri veren fonksiyonel kosullarda
belirtilen parametreler olacaktir. Bu parametreler, ayrica, elde edilmis sonuglarin, c¢esitli
ozelliklerle tanimlanan bir ¢ok bolgeler icin elde edilmesine imkan verir.

Daha sonra benzeri sonuglar i¢ ve dis sifir agilara sahip pargali yarikonform egrilerle
sinirli, sonlu ve sonsuz bolgeler icin verilmistir. Bu halde, i¢ sifir agilarin seklinin etkisiz, dis
sifir acilarin ise etkili oldugu gozlemlenmistir. Burada, dis sifir agilar olarak “kuvvet
fonksiyonlu dokunmaya sahip” agilar ele alinmistir ve dokunma mertebesinin (kuvvet

fonksiyonu mertebesinin) sonuglardaki etkisi gosterilmistir.
4.2.1. Temel Sonuglar

Bu boliimde verilecek olan esas teorem ve sonuglarin ifadesi ve ispatlarinda
kullanilan notasyonlardan bir kism1 asagida verilmistir:
Here, B, O<a, <L p<l x,0<x<lvek,1<k<m; j,1<j<k

icin asagidakiler tanimlansin:

m
{Z j}j: noktalart L egrisi lizerinde yerlessin.

:
T =17}

F(l) {71 el 17 >a,B(p—l)},
P ={y;el, : 7, =aB(p-1)},
I ={yel, -1<y;<ap(p-1)},
e ={y e, 1 ;> E=(p-),
re ={y el : 7, =E=(p-},
ro —1<y, <E£(p-D},

={r e
% maX{Vk 7ker(l’} v o=re ne=max{0y, : y eTPL 7T =T
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Boliim 4.1 de oldugu gibi, bu bdliimde de esas teoremler Teorem 4.2.1.1. — Teorem
4.2.1.2. (sonsuz bolgeler igin), Teorem 4.2.1.3. (sonlu bolgeler igin) olarak ve onlarin
sonuglari olan Sonug 4.2.1.1. — Sonug 4.2.1.3. olarak asagida verilir. Daha sonra, bu elde
edilen sonuglarin  p > 0 durumuna tasinabilecegi ile ilgili Sonug 4.2.1.4. olarak bir sonug
verilir.

Once genel durum icin degerlendirme verilsin.

Teorem4.211. p>1, G e@f, %< a<l, 0<f<1, ve h(Z), (3.5) ile taniml1 agirhik
fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P e, , neN, i¢in

)", 2eQ (4.67)

e !
1+

D..
()| ClO (Z L)” ||£(hL)|

saglanir, burada ¢, =¢,(G,p)>0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

,11

T
>one® P heri=Lmigin y T} ise,

l —
D, = (nl’ﬂ In n)1 P, heri=1micin y, eI'? ise, (4.68)

WD heri < I igin ;€1 ise

dir.

Buradan, agirlik fonksiyonunun her singiiler noktaya ait degerlendirmeleri dikkate

alinirsa, agsagidaki global degerlendirme bulunur:

Teorem4.2.1.2. p>1, GeQ’, %< a<l, 0<pB<1, ve h(Z), (3.5) ile taniml agirlik
fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P, ep,, neN, i¢in

L (2)|<c (4.69)

( )|n+1’ ZEQ

Lp(hL) 1*%

)II

saglanir, burada ¢, =¢,(G, p) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve
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heri=1k, k <m,icin

7k
w138 .
ne =", en azindan bir ¥, € T\ vardir,

her i =1k, k <m,icin
D,, =1 ("’ 1nn)"", en azindan bir 7, e TPN\TY vardr, (4.70)

ntep. heri=1m igin y, er®

dir.
Ozel halde, h(Z) agirlik fonksiyonunun bir tane singiiler noktaya sahip olmasi

durumunda asagidaki iki sonuca varilir:

Sonu¢ 4.2.1.1. p>1, Ge@’, %<a£1, 0<B<1, h(z) ve m=1 icin (3.5) ile

tanimli agirhik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P ep,, neN, i¢in

®(2)

D,
OB

o zeQl+ﬂ (4.71)
n

Lp(h.L)

saglanir, burada ¢, =c,(G,p)>0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve

n“® ( p] . el ise,
1
D, .= (nl‘ﬁ In n)1 P, 7, el ise, (4.72)
nED e se,

Simdi sonlu bolge i¢in benzeri degerlendirme verilsin:

Teorem4.213. p>1, G e@f, %< a<l, 0<f<1, ve h(Z), (3.5) ile tanimli agirlik

fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P ep, , neN, i¢in
M, 1,1 ﬂ
[Plcie) <cun ey (473

£p(hL)

saglanir, burada ¢, =c,,(G, p) >0, n’den bagimsiz bir sabit ve 77:=max{0;y,,k=1..,m} dir.
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Teorem 4.2.1.3. ve Teorem 4.2.1.2 birlestirilerek ve Bernstein-Walsh Lemmasi [3]

dikkate alinirsa, |P,(z)| nin tiim kompleks diizlemdeki degerlendirmesi elde edilir:

Sonu¢ 4.2.1.2. p>1,G e(jf, %<a£1, 0<p<1, ve h(Z), (3.5) ile taniml1 agirlik

fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P ep, , neN, i¢in

n%pp’[l’%jﬂ g
) e,
1+2
P,(z)|<c.|P, wil b n (4.74)
n;2 ‘ (Z) n+l L ze )
d(z,L) Lt

D,., (4.70)’deki gibi tanimlidir.

Sonu¢ 4.2.1.3. p>1, G e(jf, %<a <1, 0< p<1, h(Z) ve m=1 igin (3.5) ile tamiml agirlik

fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P ep, , neN, icin

n%}{l’;jﬂ e
1+a
P,(z)|<cs]|P, wn] b n (4.75)
—_|(z) " zeq .
d(z,L) L

saglanir, C. =Cg (G, p) >0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve D ,, (4.73)’deki gibi tanimlidir.

Elde ettigimiz tiim sonuglar p > 0i¢in de alinabilir. Sonu¢ 4.2.1.1. e benzer olarak

p > 0 i¢in asagidaki sonug verilir.
Sonug 4.2.14. p>0, Ge@’, %<a <1, 0<B<I, h(2) ve m=1 igin (3.5) ile
taniml1 agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P e , ne N, i¢in

o 2eQ a, (4.76)
n

D..
|Pn (Z)| <Cp g—A”Pn”q,(h,L) |CD(Z)
df(zL)

saglanir, burada ¢ =C(G,p)>0, z ve n’den bagimsiz bir sabit ve
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A_pyL
nE s > a
1
D,s =1("Inn)*, 7 =a,
4
ne, n<a.

(4.77)

Qf siift yeterince genistir. Bu siniftan olan bazi egriler i¢in @ ve £ sayilar agik
sekilde yazilabilir.

Sonug 4.2.1.5.

a) Eger L=0G C, ise her o, f<1igin GeQ’ dir.
b) Eger G "L-sekilli "bolgeise a=% ve f=3i¢in Ge Qf .

) Eger L yar diizgiin egri ise a=%1(l—-Ltarcsind)™ ve f=—%; i¢in Gle

(1+¢)?
[44], [45].
d) EgerL "c -yan konform” egri ise o =5y Ve ﬂ:% icin G le
[46].

Bu sonuca dayanarak; her tespit edilmis «, £ i¢in Qf smifindan olan egri ile siirh

bolgeler i¢in yukarida elde edilmis Teorem 4.2.1.1. - Teorem 4.2.1.3. ve onlarin sonuglari

olan Sonug 4.2.1.1. - Sonug 4.2.1.4. -e benzeri sonuglar yazilabilir.

Gerek Boliim 4.1 de, gerek bu boliimde, sonlu ve sonsuz bolgeler igin elde edilmis

esas sonuclarin kesinligi ile ilgili bir sonug asagida verilir:
Uyan 4.2.1.1. Her neN igin bir T,, Q, €, polinomlars, bir G' cC, i=12,

bélgeleri ve ¢;; =C,;(G)>0, ¢, =C,3(G)>0 sabitleri vardir dyle ki

T

n

T

n

1
c(é) >C,Nn?

&%)

ve VzeQ\G? kapali kiimesi i¢in

|@(z)|", z, 6G’- ye "yakin" ise,

Q. (2)[= ¢y

Q

s | [0 (@)

.z, 0G?-den "uzak" ise,
d(z L)
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saglanir.

Esas teoremler ve onlarin sonuglari verildikten sonra simdi onlarin ispatlarina

gecilsin.
Teorem 4.2.1.1°in ispati:
Yeterince kiigiik & >0 igin R, :=1+ZL olsun. Her bir z € Q; igin G, () fonksiyonu
n 1
asagidaki gibi tanimlansin:

G, (2)= @P(fz) (@.78)

G, (z) fonksiyonuna sonsuz bdlgeler i¢in Cauchy integral formiilii [30] uygulanirsa:

Gn@ = L [ Go()-2% | 2 Q..

2ri -1
LR1
elde edilir. Modiile gegilirse
1 |d<] 1
G, (2)<=— 1[G, (& < P (<)d<g
| ( )| 27Z-|_.[1 ( )||é/_z| Zﬁd(ZaLRl)LJ.Rl ( )H |

bulunur. Once ¢ = CD(T ) degisken degisimi yapilip ardindan integral alt1 ifade
m Zi ’ 1

H‘\P (r) -¥ (W)‘ P “P (T)‘ P ile carpilip boliinerek ve sonrasinda da Holder esitsizligi
i1

uygulanarak asagidaki degerlendirme elde edilir:

G| = 5ogary | P@)I¥ @l

[t]=R1
(4.79)
< znd(zl, Lr,) IIJR E[I‘P(r)—‘P(Wj)lhan(‘I’(f))lp|‘I’/(r)||dr|
X LAQ! - [dz|

e=Ry [ [P () — P(wy)| ™
j=1

. 1
= 27d(, LRl)A”*’ X Bn.g,

ol

+%=1,

[k olarak, Ah,p integrali Lemma 3.3.10. yardimi ile asagidaki gibi degerlendirilir:
Ao <IRlL, 0 (4.80)

Bn,q integralini degerlendirmek i¢in |T| =R, ¢emberini FREl yaylarinin toplami olarak

diistiniilerek
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T

Bo=| > [ = (o) dr|
8 T () - e (4.81)
- (I_lsququ;(B;q)é,
bulunur, burada
B = [ D del, T =1,m.
Fh, gr{’(r) — P (w;)|@D

Simdi, Bri]yq integralinin degerlendirilmesinde, ilk olarak w, = ®(z;) noktalarinin ayrik

olmasindan

Bl - J' ' (1)

A dz| = J(FL).
! T T Y

Fk,
(4.82)
elde edilir.

Tleriki hesaplamalarda basitlik igin, 1 =1 alinsin. Buna gére,

Fao = {1 € Fg, [t-wi| <cin},

F%fl = {1’ 1T € Fll, cin7t < |t —w;| < Cz}.

olmak {izere Fél = Fél U I:Rll2 olarak yazilir ve dolayisiyla, (4.82) asagidaki sekilde yazilabilir:

(1)
"Fr) = | dr
( R1) F‘!‘ |‘P(T) — \P(Wl)lyl(qfl) | |
- | Kol I—
gl |\P(T) - \P(Wl)lh(cF )
' J- |\P (T)l 1 |dT|
F12 [\P(7) — P (w,)|72@D
=1 J(FEH +I(FE).

(4.83)

Bu integral —1<y, <0 vey, >0 olma durumlarinda ayr1 ayr1 degerlendirilir.
flk olarak, 7, >0 olsun.z : |r| =R, >1ligin 7" = tanimlansin. Boylece, G e Qf
oldugundan, Lemma 3.3.1.’e gore:

d(¥(7), L)<“P(7)—‘P(T*)‘<‘T—z’* ! <n
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saglanir. O halde, Lemma 3.3.1. ve (4.81)’ den

¥'(2)
J(FX) = d
) I lP(r)—LP(wor“‘“)' |
d(¥(z),L)
< — dr
J ¥ (z) % (w,)[* (|z‘|—1)| |
«|B
-
< naD |dT|
e —w|  (|]7]-1)
< nl_ﬁ |dz-71(q 1)
iR T —wy |
7(a-1)
n 7 71(q—1)>0£,

<in”’Inn, y(@-D=a, k=12
nl_ﬂ’ }/1(q—l)<06,

(4.84)
elde edilir.
&
Yeterince kiigiik & >0 icin R, =1+ Fl oldugundan ve Lemma 3.3.10.’dan:
n(qfl)iﬂ
n -« yl(q _1) > a,
(B,)"=<4n"Inn, y(g-D=a, (4.85)

nl_ﬁ! 71(q_1)<a'

elde edilir.
Simdi —1< 7, <0 olsun. Keyfi bir Z € Ly igin d(¥(z),L) :=‘§—z*‘, el ve

Wi=d(Z), w :=(I)(Z*) olsun. G eQi oldugundan ‘Z—Z*‘ —<‘V~\/—W*‘ﬁ dir. Boylece,

. ¥'(0)
J(FY) =
) F{ﬂwr)—w(wl)

7(@D dz]

|\P (T) _ lP(Wl)|(*71)(q*l)
——ld|
o (-
(-n)a-1p |d T|

<n*’ I lr—w,
Fay

< nl_ﬁ"'}/l(q_l)ﬂ . mesllell < n;/l(q_l)ﬁ_ﬂ < 1

ve
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] ()
J(F2) =
) I ¥ (2) - P (w,)

|lP(Z_) _ \P(Wl)|(*}’l)(q*1)
g (-0
~<n'”.mesFy <n"”.

7D dz]

dr] (4.86)

Sonug olarak, bu durumda
Brg)d < 1.

saglanir. (4.78)-(4.86) birlestirilirse, her z e Qg i¢in

|q)(z)|n+l
|Pn (Z)| = d(TLRl)”Pn ”z:p(h,L)

m ﬁ,[l,ijﬁ
Z n ap p
=1

: 7vi>a(p-1), her i =1, m icin,

) .
y (nlfﬂmn)l_ﬁ’ vi=a(p-1), heri=1micin,

) 1<y, <a(p-1), heri=1m icin.

elde edilir.

Teorem 4.2.1.3’iin ispati:

R=1+2 ve |RP|.o =

c@G)

R.(Z)

0,0<8< min{|z'—zi|,i :1,m}, icin

, Z’eL; W = ®(z") olsun. Daha sonra, herhangi bir

Z'—ZiO‘Sé', saglanacak sekilde bir z, E{Z'}L'

I :1,_m ele alinsin. Basitlik igin, i, =1, W, =®d(z,) almsm. G bolgesinde Pn(Z') icin
Cauchy integral gosterimine gore [30]:

d
Pa(z) = k- Pﬂ@zé%,zeGR
Lr
yazilir.
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Once 7=®() degisken degisimi yapip ardindan integral alti

ifade

m i L
H“P(r)—‘P(W)‘P“P (T)‘p ile carpilip boliinerek ve sonrasinda da Holder esitsizligi

uygulanarak asagidaki ifade elde edilir:

|

— Z’|

— L |Pn(\P(T))”\P/(T)||dT|
2r @) - v

Pa@)l < 2= [IPs
Lr

ol

IN

i f E[I‘P(r)—‘I’(Wj)l“an(‘P(r))|P|\P’(T)||dT|
[t]=R 1=

rvmﬁ*”
[ = de]
e [11¥() - YWy |7 (@) - Y[
=

1

p

%—jmmpmnmo

Lr

al-

J‘ V' (7 de]
v*IFHﬂ‘HMWM”W@ |
= _\]n 1 % Jn2,
(4.87)
burada,
Jo, = ||Pn||£p Y
(0= [ e ol
R [T (2) =P (w,)[" [ (r) - (W)
j=1
Boylece, Lemma 3.3.10.” dan:
Pa@)] < Jng «Jnz < IPall gy )+ In2, Z2€ L, w = D).
(4.88)
Onerme 3.3.1.° den:
d(w(7), L) <(|e]-2)", > (|e—w])* (4.89)

elde edilir.
F ::{r : |2'|:R,|T—W1|S5};F12 ::{r : |2'|:R,|2'—W1|>5} kabul edilsin.
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G eQ': ve W, =®(z) noktalar1 ayrik oldugundan
dr|
(3.)'< ] S
o [P (@) =P ) —w (e -1)
de]
e [P () = (W) e - w
d7]

n(a-1) |T _ Wf|% (|T| _1)1*ﬂ

“(|-2)"™ (4.90)

+

Fe W (z) — ¥ (w,)
- (J;z)q +(an’2)q

bulunur. Bu integral y, in her iki durumu icin ayr1 ayr1 degerlendirilir.

Durum 1. y >0 olsun.

(4.89) ve (4.90)’ dan, her g>1, 0<a, B <1 igin

1 \%. |dT|
‘]n 2 = q 1-
( ! ) .[ T(T)—‘I’(Wl) 71(q_1)|Z__W!|E (|T|_1) s
(4.91)
de]

r(a-1)

7 q "
Filr—w| e —w”

Fll

<nt?

ve
Y] = {reF“ ; |r—w1|<|r—w'|} ve Y; :={T€F11 ; |f—wl|2|r—w'|} igin
(Ji,z)q =< nl_ﬂ_[—|d—r| +n” B L I SR

n(qfl)Jrg y1(q71)+g <n ! (492)
Z- —_ Wl| a a Y'lz o a

i T-W

saglanir. Boylece, q>1, O<a, <1 ve y, >0 i¢in (4.90), (4.91) ve (4.92)’ den

(92 = | =

e [ (2) — W )" e — w7 (|e] 1) ws3)
<n’ _lod <n<”, |
(= |T—W'|;
Jn,z <n 71(2;1)“‘4 _%.
(4.94)

elde edilir.
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Durum 2. —1<y, <0 olsun.
FI' = {r e FY! 1|t —wy| < c(z] - 1)}, (4.95)
Fil ={r e F (|t —wy| > c(Jz] - 1)}.
olarak gosterilsin ve Durum 1 deki degerlendirmelere benzer olarak,

‘]:,2 ,k =1,2, integralleri i¢in asagidaki degerlendirmeler elde edilir:
(-n)(@-D)
(32,) = ¥ (r) - P (w)| ™ |de]

n,2

Fu |T—W'% ( T|—1)l_ﬁ
<n*’ _lad _<n<”,
i |T—W'§
(4.96)
ve
2\ d7| ip
(32,) < | —=<n”, (4.97)
12 (|z‘|—1)
neredeki, her g>1, 0<a, <1 igin
dir ve
dr| a_
32 )1 < S 11 )
" F[Z (Il - 1"
(4.98)
Bu durumda, q>1, O< e, B<1 igin (4.13), (4.17), (4.18), (4.19) ve (4.20)’ den:
J,,<n (4.99)

elde edilir. (4.93), (4.99) ve (4.88)’ den asagidaki esitsizlik bulunur:

R

R.(Z)

burada, 7 :=max{0;y,, k =1,m} ve ispat tamamlanir.

<n £,(hL)’

73



Ozkartepe, N.P. 2015. Kompleks Diizlemde Cebirsel Polinomlarin Degerlendirilmesi. Doktora Tezi. Mersin Universitesi

Simdi ise i¢ ve dis sifir a¢1 igeren parcali-yarikonform egri ile sinirli sonlu ve sonsuz
bolgelerde cebirsel polinomlarin degerlendirilmesi ele alinacaktir.

Bu kisimda (1.2) esitsizligine benzer esitsizlikler Olciilebilir egri ile smirh G
bélgesinin PQ(K; f;,g;) smnifindan olmasi durumunda L, (h,L) uzaymnda incelenmis ve

yeni sonuglar elde edilmistir.

4.2.2. Temel Sonuglar

Teorem4.2.2.1. p>0; GePQ(x; f,g;), 0<x <1, f(X)=cX"", >0, i=Lm,
ve gi(x):Ci“ﬂ‘, L >0, i=m+1Lm; h(Z), (3.5) ile tanimh agirlik fonksiyonu olsun. Bu
durumda, her P, e p,, neN, i¢in

(7 +l)(1+K 1+x

[ i }1—%—7{
[Py <G Zn Y [Pl o (4.100)

i=m +1

saglanir, burada ¢,y =C,4(G, p)>0, n’den bagimsiz bir sabittir.

Bu teorem, daha basit anlasilabilmesi i¢in, m=2 durumunda asagidaki gibi

verilebilir:

Teorem 4.222. p>0; GePQ(x;f,g,), 0<x<l, f(X)=cX"™, & >0 ve
9,(xX)=¢c,"", B, >0; h(z), m=2 i¢in (3.5) ile tammh agirhk fonksiyonu olsun. Bu
durumda, her P, ep,, neN, igin

”Pn“c(é) < C20A1 ” Pn ”Lp(h,L) (4.101)

saglanir, burada C,, =C, (G, p) >0, n’den bagimsiz bir sabit,

(1+&)(A+1)
n ° V> 7241 1+’f—1, ¥, >0,
1+ 4, 1+x
- V2 +11+7K
An — n[“ﬁz ) p , —l<}/1S 72 +1 l+x 1, 7, >0,
1+ 5, 1+ %
A+R)
n°*., ~1<y,7,<0.

ve
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. |x =0,
K .=
1, o =0
dir.
Eger o, =0 ise, yani bolgede i¢ sifir ag1 yok ise, bu durumda A sayist asagidaki gibi
elde edilir:
(7/1+1)(1+K) 7/
n *° > 2|, 7,>0,
71 (1_'_'82] 72
- 2 4 By
A = n[l+/i‘2 J P 1<y, < 72 . 7, >0,
1+ 4,
(+x)
n°®, -1<y.,7, <0.

Eger o, =0 ile birlikte, agirlik fonksiyonunun singiiler noktalari sadece dis sifir

acilarin muhtemel var oldugu noktalarla tist-tiste diisiiyorsa, bu durumda asagidaki sonug elde
edilir:
Sonu¢ 4.2.2.1. p>0; GePQ(x;0,0,), 0<x<1, ve g,(X)=c"4, B >0; h(z),

(3.5) ile tanimli agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P egp., neN, ve
C,y =Cy (G, p) >0 i¢in asagidaki dogrudur:

7 ]1+K

[Fall) < len[wi 8

LY Y

veya, sag tarafi biitlin singiiler noktalar {izere toplanirsa, asagidaki gibi bulunur:

Sonug¢ 4.2.2.2. Sonug 4.2.2.1. ’ in kosullar1 altinda

~max
7 +l] I+x

1Bl Sszn(wmin IR

saglanir, burada, 7™ = max {0; 7t :l,_m}, Bin = min{ﬂi N :1,_m}

1
Lﬂ]ﬂ Ay p

Eger k=0 ise, n[hﬂl " ifadesi [n“ﬂl In nJ ile yer degistirir.

Simdi sonsuz bolge i¢in |Pn (z)| nin degerlendirmesi verilecektir.
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Teorem4.2.2.3. p>0; GePQ(x; f,g;), 0<x <1, f(X)=cx"", o >0, i=Lm,

ve g (xX)=c", B >0, i=m +1,m; h(Z), (3.5) ile tanimh agirlik fonksiyonu olsun. Bu

durumda, her P, eg , neN

P

D(z i Sy

, I¢in

n+1

i:ml-%-l n

d®(z,Lg)

saglanir, burada C,; =C, (G, p)>0, z ve n’den bagimsiz sabit ve

[7' 1}(1“;) 24
n , Vi o
1+«
1 ~d
; = 2+ K
i —J(ninn)®, ==,
Bi, =1 ( ) V==
1
ne, 0<y,<2+lf,
1+ k
ne, ~1<y,<0
[ 71 }(1%)
e _A+®)+ @+ B)
’ ' 1+« '
1
. = A+x)+ @A+ B3)
- ninn)®, = =
B ( ) : 1+«
1
ne 0<7/i<(1+K)+(1+ﬁi)'
1+«
n®, ~1<y, <0.

dir.

Bu teorem de, daha basit anlasilabilmesi i¢in, m =2 durumunda verilebilir:

Teorem 4.2.2.4. p>0; GePQ(x;f,0,), 0<x<l, f(X)=cx™, & >0 ve

9,(x)=¢,"", B,>0; h(z), (3.5) ile tamml agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda, her

P, egp,, neN, i¢in
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n+l

Pn(z)‘gcm‘qu

d’(z Lg)

B, [P 2eQ |

Ly(hL)? 1=

saglanir, burada , C,, =C,, (G, p)>0 z ve n’den bagimsiz sabit ve

1—1 -
n[%}w)’ ysrpZecilie o (Lrx) (14 /)
1+ 5,1+Kx 1+x
171 +iC ~
S 2R g it () (e )
B, = 1 ~
n (nlnn)p’ 0<)/1£2+I~(" 2:(1+K)+(1+,32)’
1
nk, O<y < —, 0<7/2<(1+K)+(1+ﬂ2)’
1+«
nB, 1<y, <0, —-1<y,<0.

Eger bolgede i¢ sifir ag1 yoksa ( ¢ =0) 0 halde B, asagidaki gibi sadelesir:

-1
I 2 B €S0 L €29
1+ 45, 1+ x
11 +K
il 2rx gy et W) rAS)
1+« 1+ 5, 1+x
B, = 1
(ninn)®, O<71<]2_+—K, 7/2:(1+K)+(1+,32)’
+K 1+«
1
n®, 0<y < 2K, 0<7/2<(1+K)+(1+ﬁ2),
1+« 1+«
ne, ~1<y,<0, —1<y, <0.

Sonlu ve sonsuz bolgeler icin elde edilmis Teorem 4.2.2.1. ve Teorem 4.2.2.4.

birlestirilerek ve Bernstein—-Walsh Lemmasi [3] dikkate alinarak asagidaki teorem elde edilir:

Teorem 4225 p=0; GePQ(xf,g), 0<wx<l, fi(x)=cx"™,
20, i=L—”H ve g(X)=¢", B>0, i=m+1Lm; h(Z), (3.5) ile tanimli agirlik

fonksiyonu olsun. Bu durumda, her P, € p,, neN, i¢in
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m (7+D)(+£) m [ Vi ]l+;( 3
2n P+t 726G
i=1 i=m, +1 ihd
P, (Z)‘ <Cys “Pn”ﬁp(h,L) |CD(Z)|H+1 n .
2 (ZB,IH‘{‘ Z B;ZJ, 2€Q) -
da(z L ) i=1 i=m;+1 L
'R

saglanir, burada C,; =C, (G, p)>0z ve n’den bagimsiz sabit ve B, B, , ’ler ise Teorem

4.2.2.3. deki gibiler.

Ve buradan m=2 durumu igin asagidaki bulunur:

Sonu¢ 4.2.2.3. Teorem 4.2.2.5.” in kosullar altinda her P, e, neN, icin

A, 2e6,
Y . 4.102
()‘ %l ”gp(h,L) |(12)(Z—)||3n ZEQHJ ( )
dp(z,LR) "

saglanir. burada A, ve B, Teorem 4.2.2.2. ve Teorem 4.2.2.3.’deki ile aynidur.

Teorem 4.2.2.1 in ispati:
Keyfi tespit edilmis x, 0<x <1, f,(x)=cX", ¢ =0, i=1m ve g,(x)=cx", B >0,
i=m +1m igin Ge PQ(x; f;,g;) olsun. w=¢,(z) ile G;, R>1, bolgesini B bolgesine
konform ve yalinkat resmeden, ¢, (0) =0, ¢,(0) >0 kosullarini saglayan doniigiim gosterilsin
ve {;’ j}, 1<j<m<n, P,/(z)’nin G, bolgesinde yerlesen sifirlari olsun. Bu sifirlara gore
Blashke fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlansin:

m m R(Z)_ R(é/j)
Bm’ R(Z) = HBJ R(Z) ng}_%(—;p)%(z)'

Her p>0 ve zeG; igin

Ta(2) = [%T’Z :

olsun. T, (z) fonksiyonu G’ de analitik, Gr’ de siirekli ve Gy, *de sifirlari yoktur.

Boylece, T, (Z) icin Cauchy integral formiilii yardimiyla [30] :

T.(2)=-1 [1.(0) 35 zeq,,

_2_7ziLR ¢ -z
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elde edilir. Her {' e Ly igin [B, (¢)|=1 oldugundan yazilabilir:

P.(2) i 1R | <] <]
{_BM(ZJ =) <[l (o) el

BmR(C)‘ |§_Z| - Ly |§_Z|
Simdi, Z € L olsun. Integral alt: ifade h”?(¢) ile garpilip béliinerek ve sonrasinda da

(4.103)

Holder esitsizligi uygulanarak asagidaki elde edilir:

Pn (Z) p/2

By (2)

27

Lr

< i[ [P |d§|J

12

|d¢] o1

X == _Jn,lx‘Jn,Z'

o=z ["|e - 27

burada,
1/2

d<]
¢z ['le=2f

zel ic¢in ‘Bm’R(Z)‘<1 oldugundan Lemma 3.3.10. kullanilarak asagidaki degerlendirme

Jop = h(?)IPn(i)Ipldé“lJ e = T
! Is

yazilabilir:

P(2) < (30 3,2) " < IR, gy 378 2L (4.104)

n

J,,, integralini hesaplamak i¢in agagidaki isaretlemeler dahil edilsin:
. —J . P —
w, =d(z)), ¢, =argw;, L, =L, NQ", j=1Lm,

burada, Q' = ‘P(A'J.) :

A, :={t=Re‘9:R>1,‘pm—Jr(D1 59<M},

2 2
/ . 1+ +
An 1={t=Re'9:R>1,M §9<%}_
ve j=2,m-1icin,
! . i + . ._+_ .
Aj = {tzRe“9 R>1, 2O 12 Pi < 20 2<PJ+1}.

olsun. {Z j }T:l € L noktalarinin ayrik olduklar dikkate alinirsa, J,, , igin asagidaki elde edilir:
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N e N oz | N
2, = = =y J.,
" ZI y N o ZI ¢ -zl - 2? Z "
=g 1S -zMg -2 = =1
=1
(4.105)
burada
d __
j |f| ci=1m. (4.106)
Ll -zl ¢ —2f
Degerlendirmelerdeki basitlik i¢in
i=12m =1m=2 2,=-1,2 =1 (-1,1) cG; R=1+ %%,
(4.107)

olarak ele alinsin ve Tanim 3.3.14’deki lokal koordinat sisteminin OX ve OY eksenlerine

paralel oldugu kabul edilsin. L' ={zeL: Imz>0}, L ={zel: Imz<0}, L=L" UL ;

. ; + )
W= {w:e"’ 20=%}, " e¥Y(W) ve L yaylan z", z, 7 e L; noktalarm

birlestiren yaylar olsun. L'* =L'nL", i=12. 2z, noktas1 L° veya L de yerlesen keyfi
nokta olsun. Genelligi kaybetmeksizin, z, =z" (z, =z ) varsayilsin. Onceki notasyonlara
benzer olarak: L, =L ,uUl,, tammlansin, burada Ly ={zel; : Imz>0},
Ly ={zel; : Imz<0}. w ::{W:Reig ; HZM}, i eW(ws) olsun. z.el,

segilsin Syle ki d,  =[z, -2, Ve ¢"el, d(z5, L NL)=d(z,4,L);
z; Z={é’e|_i : |§_Zi|:Cid(Zi'LR)}1 Zig ::{geuR : ‘é,_zi,R‘:Cid(Zi,R’LR)}1

W, =®(z7;) saglansi. Ly, i=12 yaylart Zg, Z 5, Zz e Ly, L =L, nL; noktalarm

b1rlest1ren yaylar olsun ve 1;(z7:,2;) yaylarida z7; ile z; noktalarini birlestirsin sirasiyla

r(Zir,27), 1=12. Boylece asagidaki isaretlemeler elde edilebilir:
El"§ :={§ ely . |§—zi|<cidi,R},
={cje Ly @ cdig < <| 1% } Flz =®(ER);

Cel™ _Zi|<Cidi,R}’

=
E;*: {gel_” DGl <

<l } Fi* = ®(E!), i,j=12

iR

Bu notasyonlar 15181nda, J:LZ, i=1,m, integralinin degerlendirilmesi i¢in dnce 7=®(J) ile
degisken degisimi yapilarak Onerme 3.3.1. yardimiyla asagidaki degerlendirme bulunur:
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"> f ¥ @lld

o [P@) =YWl ¥ () - Pw)*

i,j=1 FJ
2 d(¥(2), L)|dz]
; I P = PO ¥ (@) = PO (] -

[ (Fip) +IFR) ]

‘MN

(4.108)
i, j=12 i¢in J(F/y) ve J(F/;) integrallerini degerlendirmek gerekir. Bunun igin

IPall, = Pa(@)], 2" € L,
(4.109)

kabul edilsin ve W = ®(z") olsun. iki durum s6z konusudur: z'e L' ve 7' e ” .

1) Once z' e L'olsun. Eger z' € EM* | i=1,2, ise asikardir ki W e F** dir. Her iki alt durum

ayr1 ayri1 ele alinsin:

1.1) Eger 7' € E* ise, W' e F** dir ve bu halde », >0 i¢in

d(¥(7),L)|dz]
(@) - Y)Y (1) - P W) P (] -

IFI+IFR =

Fl,R 1R
dz|
7
RaVURR
dr
<n de (4.110)
wiorts | min{ ]
~n |de] (n+1)(+x)
. o () @+x) !
= [mm {lr—ws]r—w |}]
ve —1<y, <0 i¢in de
(-n)
Y(r)-Y(w, dr
IR +IFER) =<0 | [P@)— ¥ w) | (4.111)
FiRURR
|dz| |dz| n**, k=0,
<n —_— — =
Fll,'EUFll,'F; Fll,’F:UFll,E nin n, x= 0.

saglanir.
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1.2) Eger 2’ e E}* ise y, >0 i¢in

dr|
J(RIR)+I(RR)=<n | (4.112)
T e @ - W) W () - (w)|
<n d7
. , 1+l
Ria URR [mm {¥(@) - Y W)W (2) - ¥ (w) }]7
~n dz] (r 1))
= |:m|n {|T _ W1| : |T _ Wr|}:|(}’1+l)(1+l<)
ve -1<y, <0 i¢inde
) P () - (w)| 7 |de|
J(RR)+ IR, | a 4.113
(F)+I(RR) < nFﬁ;{Ff,R ) ) (4.113)
|dT| |dT| {n“’“, k#0,
<n I —————<n 4
e [W(z) - (W)| F Ut |7 =W ninn, x=0,
saglanir.
1.3) Eger 2’ e E;* ise y, >0 i¢in
dr|
J(FR)+J(FR)<n |
& & o [P @) =YW [P (@) - ¥ (w)
de]
=<n . 7+l
Fhrork, MIN {|\P(T) - \P(W1)| ; |‘P(T) - \P(W,)|}
(4.114)
<n |dT| (;/1+l)(1+1(),
e Urs min {|z —wy ;7 —w]} "
ve 1<y, <0 igin de
i () - (w) |d7]
J(F)+JI(FF | : 4,115
ERHIED<n J e v (4.115)
|dr| |d2’| {n“’“, K #0,
<n [ ———=n <
e e [P(0) —¥(w) e U [T =W ninn, x=0,
saglanir.
1.4) Eger 2’ e E}* ise y, >0 igin
de]

IRD+IFR) < |

1+ 1-
FRrRVUR R

Y (r) - (w)|" |¥(z) - (W)
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[d7]
e [ min{[¥(2) — P )| (2) - e (w)]} |

|d T| (n+D)@+x)
<nNn ,
[}/1+1](1+K)

<n

(4.116)

<n
FrRUFrR [min {|T — W1| ; |T - W'|H

ve —1<y, <0 icin de
[d7]

J(FR)+J(Fp) =<n m

1+ 1-
FrVUR R

<n (4.117)

1+ 1-
FRVUR R

!

|d2'| N k%0,
e
T ninn, x=0.

T—W

saglanir. (4.110)-(4.117) birlestirilirse y, >0 icin

2
IR +I(Fi) < ntebie, (4.118)
i=1
ve —1<y, <0 igin de

n1+l(

K70, (4.119)
ninn, x=0.

_22:[3(5,1&?)+J(Fi,1h)]<{

saglanir. Bdylece, y, >—1 i¢in z'eLl’ olma durumunda (4.108) (4.118) ve (4.119) ‘dan

asagidaki degerlendirme elde edilir:

(r+)(A+x) ; _
3, <" o T n>-1 k=0, (4.120)
ninn, if -1<y, <0, x=0.
2) Simdi z’'eL* olsun. Z’eE, i=12, agikardir ki w'eF*>* olur. J;,z integralini

degerlendirmek icin yine yukarida yapilan islemlere benzer islemler uygulanir.

2.1) Eger /e E}* ise y, >—1 i¢in

) ) ¥ (z)|dz|
IFIR) +IFTR) = |
1,R 1,R J. ) |‘P(7:) _ \I](WZ)|7/2|\P(T) — ‘P(W/)lz

FYRUFiR
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d(¥(r), L)|de]
W (z) - W (w,)|* W (z) - ¥ (W)
d7]

W (2) =¥ (w,)[* [¥(2) - (W)
n | |07'T |

L ¥ @) -l

" d7]

ez [ ¥ (@) =¥ (w,)[* [¥ () = ¥ (W)

“(7-1)

2.+ 2~
Fr VAR

<n |

2+ 2,-
RR VFRR

(4.121)

Y (r) - (W)

saglanir. Son iki integral ayni sekilde degerlendirilecegi i¢in bunlardan ilkini hesaplamak

}

yeterli olur. 7 e F’; oldugu zaman
|W(2) =¥ (W)~ max{|W(z) - ¥(w,); |[¥(2) -2

1
=¥ (@) - (W,)| - |[¥(2) -7
saglanir. Buna gore, 7, >0 i¢in
dr dr
J(F1?é+)<n %<n |—/zl
2.4 +|%5 " + |15 (LK)

7241
15, (LK)
N 2 (k) >

<qninn,  22(1+x) =1,

n, 25 (1+x) <1

ve —-1<y, <0 icin de
[P - e e fde] e

e
T—W,

IF)=<n |
o [Y@) -z

LR

1 Lk
L/ L/

2,+
Flv R

saglanir. Bu durumda, y, >0 igin
iRl A+x)>1

1+,
J(R)+I(FE)<4ninn,  £-(1+x)=1, (4.122)
n, £ (+x) <L

-1<y,<0 iginde
J(RR)+IFRR) < nﬁiﬁa
elde edilir.
2.2)Eger 7' e EJ* ise
s
(r)— P (w,)|"

J(RE)+JI(F%)<n

2.+ 2,—
RR URR

Y (r) - (w)
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degerlendirmesi her y, >—1 i¢in saglanir. |‘P(r) —‘I’(W')| icin e R’ ise

|¥(2) - (W) >~ [¥(2) -2,

ve bir dnceki duruma benzer olarak y, >0 i¢in:
[d7]

72

J(F%)<n

Y(z)-z,

<n L ~n |d7| - n(ﬁﬂ)(lm)

( 72 +1)(l+1() !

1+ ﬁz frvoass +p

Y(r)-

T—W,

2.+
Fl,R Fl, R

-1<y,<0 iginde

JE) < I|\11(T) Fw,) " jde] <n |dz'|

2 ‘\P(T) Z F2+
|dr| n"*, k=0,
<n| ——=
Rz z'_W; nin n, x=0.
elde edilir. Boylece, y, >0 igin:
IR )+ I (R ) < s, (4.123)
ve 1<y, <0 i¢cinde
n1+/< O
JEX)+I(FE) <4 0 KT
ninn, x=0.
saglanir.
2.3)Eger /e E* ise
dZ'|
J(F2?§)+J(F2%g)< |
i [P (@) - P W) () - ¥ ()
d d
o —n o ez
2y [P (@) =P (W,)[* [P () —P(W)| ez, [P(2) =P (W,)|* [P (2) - F (W)

her y, >0 igin elde edilir. Son iki integral ayn1 sekilde hesaplanacag i¢in birinci integrali
hesaplamak yeterlidir. 7 € F/; ve 2’ e E?* igin
¥ (2) - W (W)| - |¥(2)

[P (2) (W)= d, o > |2, 2

g
. /32 . 1 1+, |
n

saglandigindan, y, >0 i¢in
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dr
J(FR)=<n 4]
Fzz,g
y2£1+")+(1+1()
sz (+x)+1 |d T| n e [} K # Ol
=<n 1+x r2(+x) g
T W, n*? “Inn, x=0.

saglanir ve sonug olarak asagidaki elde edilir:

72 (1+x)
1+

+(1+x)

. _ , k%0,
IR +I(RR) < o
n*"Inn, x=0.

Benzeri sekilde —1< y, <0 i¢in de asagidaki degerlendirme elde edilir:

[P (1) — P(W,)| 72| (7)]|de]

IFR+IFR =

Wy ¥y N2
ForUF2R ¥ Wl
<n | |dT I | de] :
Fi% Fia n

|dz]| n**, k%0,
=n| ——3c =
2y |r—wg ninn, x=0.
Bu durumda,
Aham g
2,+ 2,— ! '
J(RR)+HI(RR) < P
n*2"Inn, x=0.
saglanir.

2.4)Eger z' e E}"ise, ¥, >0 i¢in

20y, N |dz]
IFED <5 |
2R Fzz,'r:
72 (1+x)
L% (k) |dT| n +(1+K), k #0,
n j | +x NN
25 T_W| n*2"Inn, x=0.
ve
_ n dr
J(RR) < e

Y(r) - (W)

d 72
2R Fig

(4.125)

(4.126)

(4.127)
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1+ﬁ2 2 (1+x)

b e L
I oo

2859 | (Lix) (4.128)
n , k%0,

11+K

<

72

22 41
n“2"Inn, x=0.

elde edilir.
z' e E2” olmadurumu z' € E2* durumuna benzer olarak yapilir. Eger —1<y, <0 ise
f ¥ (2) - P (w,)| 72 |¥'(2)||d 7|
| (z) - ¥ (w)[
|dr| {n“’“, x #0,
Y(r)-¥W)| |nInn, x=0,

()=
(4.129)

F2+

ve
- | [ (2) - P (w,)| 7 |¥'(2)]d 7]
B L (ORI )

|dz]| {n“’ﬁ Kk #0,
—_<
ninn, x=0.

(4.130)

(4.122)- (4.130) birlestirilirse —1< y, <0 igin:

) N, k=0,
J, =
' ninn, x=0.
ve

132 +1)(1+x) =0

32, =<1 ! (4.131)

+1
n*2 " Inn, x=0.

7, >0 igin saglanir. (4.131) ve (4.120) birlestirilirse , m =1, m,=1 ve her p>0 i¢in
-1<y, <0 icin

l+x Ltk

‘]12+‘Jn2 n, K¢O,+n , Kk=#0, (4.132)
ninn, x=0 ninn, x=0,

Ayni zamanda, y, >0, 7, >0 i¢in de

Jn,+ 32,

(Aa) (e
{{n , K¢0’+ . k#0, (4133

ninn, k=0,

r2 1
n“2"Inn, x=0.
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x, if o, =0,

. . Boylece, (4.103)-(4.108), (4.132) ve (4.133)’ den
1 ifa =0

saglanir, neredeki x ::{

(71+1)(L4x) 72 1|k
i) T +1) 5

n ° +n( , x#0,

R, (Z)| < ”Pn ||£p(h,L) )

N 7, 0
(nlnn)® + n="Inn| ., x=0.

/
ne, Kk+0,a1 0, -1 <y,72 £0;
anﬂ(, K+0, a1 =0 -1<y,y2 £0;
v2 Lk
n<1+[32+1)p, K¢0,01¢0,0<}/1§<1Z—;+1>1+K 1,7, > 0;
2(y1+
nyéh, KiO,a1¢0.71><l+ﬂ +1>1+K 1,7, >0;
ﬁ ||Pn ||p , YAS L.
2 g )1
n(1+ﬂz+l)”, KiO,a1—00<71_1+ﬂ,7’2>0
(y1 D) (1+x)
n—r thO,al—Oy1>l+ﬁ,j/2>0
( (“ﬁz )Inn) , k=0, 71,72 > -1,
\
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.2.2.3.’1in ispati:
Herhangi bir tespit edilmis x, 0<x<1, f(X)=cx"*, i=1m, o >0, ve

g, (x)=cx**, g >0, i=m+Lm, i¢in GePQ(x;f,g,) olsun; {¢;}, 1<j<m<n P(2)
‘nin €2 ’daki sifirlar1 olsun. Bu sifirlara gére Blashke fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanur:
n m ®(2)-®(¢)

5, (2)=1]8, (z)zgl_q)(;_)@(z)

Her p>0ve zeQ igin

G, (2) = [&TZ (4139

B.(2) ®"(2)

olsun. G, (Z) fonksiyonu i¢in, Q da Cauchy integral formiilii [30] asagidaki gibi yazilir:
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Go(2) =~k [ o075 7€ On.
Lr

(4.135)

Her £ e L igin ‘Bm'R (g)‘ =1 oldugundan, keyfi &, 0<e<e, i¢in W =1+2 cemberi
vardir yle ki | =1,m icin

Bj(¥(wW)| > 1—=.

saglanir. O halde, £ <n" igin |Bm (4 )| > (1—¢&)" <1 saglanir. Diger yandan, ¢ € L, igin
|®(&)| = R >1"dir. Bdylece, z € Q, i¢in

[ —Pn&)—TZ P | 1o
Bm (2) ®"1(2)

<L j‘
2 ) B o) T

1 P2 1
< = . .
sai PN = ge s 6
elde edilir. Bir dnceki teoremin ispatina benzer olarak

m
An = X [IPa@)I" ¢l

=

(4.137)

1
elde edilir. Pay ve payda h2(¢) ile garpilip béliinerek ve sonrasinda da Holder esitsizligi

uygulanarak asagidaki elde edilir:

1/2
. 1/2
d
A< [n@PaPIact | x| [l
T\ 5 TIE -z
j=1
m .
~i ~i
= Jn,l * 'Jn,z,
i=1
' (4.138)
J :1,1 integrali i¢in Lemma 3.3.10.”a gore
Ia=[R[ i=Lm, (4.139)
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O halde, (4.138) ve (4.139)’dan
Awm?znz
i=1l

bulunur. J' , Integrali i¢in { J}m noktalar1 L tiizerinde ayrik oldugundan asagidaki elde

edilir:

(3h:) = [ [,

7. |7i?
Y (ST
j=1
(4.140)
(4.140)’dan:
2 .
A <R ;J 02, (4.141)
bulunur, burada
‘f _|dg] -7 _I _jdg]
Ine C-ap 2= g
(4.142)

Daha once kabul edilen notasyonlar géz onilinde bulundurularak 7z =®(J) degisken degisimi
yapilirsa asagidaki elde edilir:

~i |¥'(2)ldz]|
he =2 | - e
WL R ORI
2 d(¥(2), L)[dz]
; Hj V@) =~ P w)* (e -
.
2
=Y [IFR +IFR) ]
i,j=1

ve (4.141)’den:
2 .
A < ||Pn||rp,/2 ZJL,Z
i=1

= R Z[|;,1<E1‘,';)+ (i) ] (4.143)

i=1

= ||p||p’zz[|'++|;2] i=12,

i=l
burada

3 A¥@.D
- j ORI EE ek

Lt i i+
In,k '_ In,k(Ek,R

(4.144)
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(4.136) ve (4.137)’ye gore i =1,2 ve k=12 i¢in In . integralini degerlendirmek yeterlidir.
7. (<1<, <0, >0, i=12) degerleri igin 1", '« integrali ayr1 ayr1 degerlendirilecektir.

1. i=1 olsun.

1.1. 177 +1;7 integrali igin 7, >0 durumunda:

1+, y1- _ d(‘¥(z),L)|dz]|
Wi | meo v

1+
1rY lR

del . de]
e (@) =)

" —l (1+K)

F11.'§UF1R|T Wl|
n”l‘”‘“’“’, (n-1)@+x)>1, (4.145)
<4 ninn, (7 -1)(1+x)=1,
n, (7/1—1)(1+K)<1,

ve —1<y, <0 durumunda ise

y B d(¥(z),L)[dz]
o7+ Iny = I [¥(z) = Y(w1)["*(|z] -

FlRUFlR

[(7)+1]1-x)
< nd 0 I |d7| < n(ﬁj -mes(Flyl'R+ U Ff*R‘)
AR URR

[n-1]-x)

(4.146)

<n <1

elde edilir.

1.2. (4.145) ve (4.146)’ya benzer olarak 1,7+ 17 i¢in 7, >0 durumunda:

P d(¥(z),L)[dz]
S T
n2 ¥ | { . Y@~ YW (Jz] -
|dz]| |dz]|
<n S bt

\P(T) —y (W1)|71*1 (1-1)(1+x)

T—W,

PR VF R
N~ 1) (LK) > 1, (4.147)
<4 ninn, (7 -1)(1+x) =1,
n, (7/1—1)(1+/<)<1,

1+ 1-
FrUR R
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ve —1<y <0 durumunda ise

1+, 41— _ d(‘¥(z),L)|dz|
e O T

F3RUF3R

<n(1jk [ [¥@-wwm)[ 7 [dd<n",
n

1+ 1,-
FrURR

elde edilir. (4.148)

2. i =2 olsun. Bir onceki duruma benzer olarak:

2.1. y,>0 1¢in

e o d(¥(2), L)|dz|
Iy + oy = .[ , Y@ = ¥(wz)|*(|z] - 1)

24 8
F1rUFTR

dz] d7|
<N 721 <n 721
e oy | P (2) =P (W,)] r2 LRz [ () =P (w5 )|
72-1
o it £r(+x)>1, (4.149)
T -1
<n T ninn,  -(1+x) =1,
ngu':fi{ T— W;— e 721
n, m (l+ K) < l,

ve 7, <0 i¢in

e o d(¥(2), L)|dz|
Iy +lhy = I , ¥ (@ = ¥(w)|*(|z] - 1)

24 .
F1rUFTR

<nd{z* [ Jde|<n-mes(Fly UF) <1 (4.150)
Rk UR’R

elde edilir.

2.2. y,>0icin

2+, 12— _ d(¥(r),L)[dz]
NN I Ce T e

F3RUF SR
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de d
=N 721 =n 214 k)
F2EUFZ, |\P(T) - \P(Wz)| P2z (W () — P (w, )™
et El (1) 51, (4.151)
d
<n | Tm(l ~<q ninn, 22 (1+x) =1,
2.4, 22% Y ) e 72
FruFr [T —W, n, %(1-{—]() <1
ve 1<y, <0 i¢in
2tz ) W) - w2 (e - 1)
2RUF2R
1 1«
) n(ﬁj [ [¥@-¥w) " [dd<n",  (4152)
FrRURR
bulunur. Boylece, (4.143)-(4.152) ‘den, her p >0 igin:
n’> e (n-1)(1+x)>1,
” (nln n)%, (7. -1)1+x) =1,
AT =R ony L 1
n°, (]/1—1)(1+K)<1,
n’, ~1<y,<0
721 (9 (4153)
et (g ) > 1,

1+,

(nln n)%, 211+ k) =1,

+ 1+,
1
1 vyt
ne, g 1+x) <],
ne, -1<y, <0.

saglandig1 goriliir.
(4.136) ve (4.153) birlestirilerek:

20) <[ g2 | o

elde edilir, burada A, (4.153)’den aliir. B_(z) fonksiyonu Q da analitik, Q da siirekli ve

L iizerinde |B,,(z)| =1 dir. Bdylece, maksimum modulus prensibine gére:

B, (2)| <1 ey

saglanir ve ispat tamamlanir.
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Uyar 4.2.1.1°in ispati:

1) G’ olarak G!=B birim daire, T, olarakise T, (z) =1+z+...+2" ele alinsin. Bu
durumda,
=n+lveT ()=n+1

2]+

oldugundan
T

n

=n+1

c()

dir. Ote yandan,

o = [T@F |2 = [T, @)l

- I(1+z+...+ z”)o(1+2+...+2n)|dz|

oB

27

Il
O —y

(1+eit +o+e )-(1+e’it +...+e’”“)dt

= 2f(l+ e" +...+e‘"‘)dt+z_fz(e‘it + 14+ dt
0

+, 48 2J{[(e““ 4D ...+1) dt
0

=27 +27+...+ 27 =27(n+1)
dir. Dolayisiyla,

1

- zzi( 1)2.27(n+1)2

1
1 [”+1j2n§ T
27[ n

>in2 T
27

n

c(8)

£,(@8)

N llz,(oB)
elde edilir.
2) {Qn (z)} n=0,1..., 0G®egrisine gére ortonormal polinomlar sistemi olsun, yani bu

sistem i¢in

J Qn<z>Qm<z)|dz|:{; n=mise

a2 n=+mise

sagl . Asikardir Ki, =
aglansin. Asikardir o
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Her zeQ icin Q, (Z) polinomu asagidaki asimptotik gosterime sahiptir [46, s.338,
Teorem 2 ]:

oG?
Qﬂ(Z):\]‘z—‘q’”(zw@'(z)(lwn), -
T
burada, 6, >0, n—>oo. O halde, her z eQ\Eigin

Q, (z)|z ¢ |o@) Jo'@)

|@(z)]-1 i
dzD ) |e@)|
()

|@(2)|", z, 6G’- ye "yakin" ise, )
>c,|0(z)|"
.z, 0G?-den "uzak" ise.

yazilabilir.
Ote yandan, (4.78) formiilii ile tanimlanan

6, (2)=—l2)

T 0" (z)

fonksiyonu, Q da analitik, Q da siirekli ve z=ooda en azindan n+¢,, ¢ >0, mertebeden
sifir yerine sahip olmahdir. G, (Z) fonksiyonu tam n. mertebeden sifir yerine sahip olursa,

degerlendirmelere limG, (z) sayist da dahil olacaktir. Bundan kagmmak ve basitlik i¢in

g =1olarak ele alinmistir.

Simdi, eger 0G* analitik egri ise, o yartkonformdur ve 8G? e Qi’ dir. h(Z) =1
durumunda, Teorem 4.2.1.1 ve de Sonug 4.2.1.1 de elde edilmis degerlendirmelerin (*) ile

1. e :
karsilastirildiginda, 6G?den “uzak” noktalar icin & = > ile kesinligi goriilmektedir.
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JORDAN EGRIiSi iLE SINIRLI SONSUZ BOLGELERDE
CEBIRSEL POLINOMLARIN DEGERLENDIiRILMESI

Bu boliimde; keyfi Jordan egrisi ile sinirli sonsuz bolgelerde cebirsel
polinomlarin Ap (G) -normunun artis1 incelenmis ve bu bolgeler icin Bernstein-

Walsh esitsizliklerine benzer sonuglar elde edilmistir.

Bu boliime ait esas teorem ve sonuglar verilmeden once bazi yardimci

sonugclar verilecektir.
4.3.1. Yardimc1 Sonuglar

Lemma 1.[16]. p>o0, f fonksiyonu |z|>1 de analitik ve sonsuzlukta en
fazla n. mertebeden kutup yerine sahip olsun. O halde, her R ve R > R, i¢in

1
Rnp+2_ np+2 \p
1 hniion < ) Il

saglanir.

Sonu¢ 1. Lemma 1.’in kosullar1 altinda R, :1+£ icin asagidaki elde
n

edilir:
2
” f ||Ap(R1<\z\<R) S 013Rn+p ” f ||Ap (1<fzl<R))

burada, G =G, (Pu) =()' [1+O@)], n—>c0 .

Sonug 4.3.1.1. in ispati: Her p > 0 i¢in asagidaki tanimlansin:

et ()
SP :ZSP(R,Rl,n, p):ZWZRp W (4154)

Burada R, :1+1 alinirsa:
n
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R np+2

SP — RMP+2 , 1- <?1> < RNP+2 .

L+ -1~ @+ iym2 -1
(4.155)

elde edilir. Bilinen esitsizligin [43]
e _ 1)° e _
T, <e (1+ n) < TR n=12,...

(4.156)

sag tarafi uygulanirsa

1 ynp+2 1ynp e Y _e.(1-_—1 Y .e)P
@+ 5wz @+ (e- ) —er e (1- 22 ) = e - o),

bulunur, burada,

_2 = — 1 — d
3 <eg =1 T 1, n - oo
(4.157)

Sonug olarak,

S et R g rom e
n
(4.158)

(4.155) ve (4.158) kullanilarak ispat tamamlanir.
n 1 - . .
Uyan 1. P, =2z", R, =1+—= veher R> R, i¢in asagidaki elde edilir:
n

>, [P

” Pﬂ ”Ap (Ri<|Z<R) A, (1<[zl<Ry)

burada, G, =G, (P1)=(= ) [1-0()], n—>ce.

Uyan 4.3.1.1. in ispati:

(4.154) asagidaki gibi yazilir:

R1 np+2
SP = RMP+2 , 1- (?) = RP+2 1-9n
(Lt Ly 1 (Lt Ly 1

burada,

2
5n = (R—F\)l)np+ — 0, n - oo.
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(4.156) esitsizliginin sol tarafi uygulanirsa
L+ 2y = @+ )P (1 2
n n n
<ef.m,
elde edilir, burada

n, :(1+£)2 -1 n—oow.
n

Boylece,
SP>R™2. 1-6,
nnep -1
— Rnp+2 A 1 _ 5n
nnep -1 nnep -1
—gez.) 1 {1—0(1)}—0(@)
e’ -1 n
_gree2. L [1—0(1)] n—> o0,
e’ -1 n
saglanir.

Sonu¢ 2. f =P, i¢in asagidaki elde edilir:

2
”Pn ||Ap(\z\<R) = C15Rn+p ” Pn”

Ay (l2l<Ry)

burada, C; = Co(pu1) = (2 )’ 1+ O()], n -,

Sonug¢ 4.3.1.2. nin ispati:

Gergekten de, Sonug 4.3.1.1. her f =P, i¢in saglanir:

p p
”Pn ||Ap(R1<|z|<R) <3P ”Pn ||Ap(1<|z|<R1)'

Esitsizligin her iki tarafina ||p, ||/‘: (1m0 eklenirse asagidaki elde edilir:
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Ll L L e L1

A, (|Zl<R) A, (1<]z]<Ry)

<28"[R,

Ay (Z<Ry)

Buradan, (4.158) dikkate alinirsa, asagidaki elde edilir:

A, (1Z<Ry)

1Pl Aapery < 2 [1+O()}'mmﬂwﬂﬂmmmr

4.3.2. Temel Sonuglar

Teorem 1. p>0 ve G Jordan bolgesi olsun. Bu durumda, her bir

Pegp.,R=1+ 1ve keyfi tespit edilmis R,R >R, i¢in asagidaki dogrudur:
n

Bl ., <caR IRl

Ap(GR) A (GRl)

burada, ¢, = ( ) [1+0(})], n—> .

Teorem 4.3.2.1. in ispati: Bu teoremin ispati icin R ve n’ den bagimsiz bir
Cy; =Cyy (G, p) >0 sabiti i¢in asagidaki esitsizligin saglandigim1  gOstermek

yeterlidir:

[Pl 66y <SR IR

0 (Ga\Gg) A (G \G) *

Gergekten, yukaridaki esitsizlik dogru ise,

(LN <Cu"R™|R

nlla, (Ge\Gg) A, (Gg,\G)

yazilabilir. $imdi, bu esitsizligin her iki tarafina da ||p||?

A, (Ggy)

eklenirse:
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”P ”A 0 (Gr) — CSIpRan ”P ”A 0 (Gg \G) +||P ”A o (Gr,)

<max {Lef R R o o, +max{L e {R™[R

Ay (Gg,\G) A, (Ggy)

= 2max {1 031} R™|P, ||

A, (Gr,) "

elde edilir. Boylece,

[Py, <2 max Loy fR™FR,

A, (Gg)

saglanir.
Simdi, ispata tekrar doniiliirse, her p > 0 igin:

fa(w) = Pa(FW)[¥' W) ]*, w = 0(2)

seklinde tamimlansin. f_ fonksiyonu A’ da analitik ve z=o noktasinda n.

n

dereceden kutup yerine sahiptir. Boylece, Lemma 4.3.1.1.” e gore asagidaki elde

edilir:

I Fal ey cotery = ST ol

A, (A<wi<Ry) ’

burada S:=S (R, R,.n, p) (4.154) ile tanimlidir ve onun igin

np+2
%) Rnp+2

P L
Rinp+2 _1 R1Hp+2 _1

saglandigindan,

[l P@fdo,= [[ |t do,

Gr\Gg, R <[w|<R
<s® [[ |f,(w)" da,
1<w<Ry
Rn p+2
Rnp+2 J‘_[ |P (Z)| dGZ

G\G

elde edilir. Sonug olarak,
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[[IP@) do, < Zninzp:fﬂPn(Z)lp do, (4.159)
Gg GR1

R

bulunur.

R = 1+% alinirsa (4.156) ve (4.158)’den:

1 _ 1 1
T ep_1[1+0(ﬁ)}, n - oo,
w2 _

(4.160)

elde edilir. Son olarak da (4.159) ve (4.160) kullanilarak ispat tamamlanir.

Uyan 2. Her n=1,2,... i¢in bir P," € o, polinomu, bir G* < C bélgesi ve

n

R>R = 1+% vardir dyle ki

P*

1
P n+2
P >( 2 ij”
=\ ar
Ap(GR) e’ -1 Ap(GRy)

n

n

saglanir.

Uyani 4.3.2.Linispati: B’ =2", G"=B ={z : |z|]<1} ve R<£ olsun,
O halde,

|

Ap(GR)  |z|<R

P’ "’ do

z

z

p

_ pnp+2 p—-(np+2) *
=R".R] P
Ap (GRy)
_ R .R™*2||p* P
T p2pnp n '
Rl Rl Ap(GRy)

R = 1+% icin (4.156)’dan asagidaki elde edilir:

np
(1+lj <eP,
n
2
[1+ 1) <4,
n

Boylece,
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R . R
np+2 — 4eP’
Ry
ve, dolayistyla
[ ———
n - n
Ap(GR) € Ap(GR)
dir. Ozel halde, R =5 igin
P* P > 2 _Rnp+2 P* P
n - n
Ap(GR) ef -1 o (GRy

saglandig1 goriiliir ve bununla da ispat tamamlanir.

Uyarn 3. Teorem 1’ de, keyfi G Jordan bolgesi icin elde edilen

<c,R|R| >0,

Ap(GRy)

IRl

Ap(GR)
degerlendirilmesi 6zel durumlarda daha da netlestirilebilir. Ornegin, G bélgesinin

smurt keyfi yarikonform egri ise, o halde sag taraftaki |p,| sayist ||P,| ile

Ap(Gry) Ap(G)

degistirilebilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

5.1. SONUCLAR
Bu tez calismasinda;
Bolim 4.1 de dis sifir agilara sahip parcali Dini-diizgiin egri ile sinirh
bolgelerde; Boliim 4.2 de o6nce yarikonform, daha sonra i¢ ve dis sifir agilara sahip

parcali yarikonform egrilerle sinirli bolgelerde

a) |P.@)|<a|P| @), ze€Q,

£, (h,L)

o [R@I<AIR, 4, 26

esitsizligini saglayacak sekilde «,=«,(G,h,z)>0 ve g, =/ (G,h)>0 sabitleri
bulundu ve bu sabitlerin, verilmis bolgenin ve agirlik fonksiyonunun o6zelliklerine

bagli olarak degisimi elde edildi.
1
Bolim 4.3 de h(z)=1 ve R :1+H olmak tizere, keyfi tespit edilmis
R, R>R,, sayisi ve ¢ =c¢(G) >0 sabiti i¢in keyfi Jordan bdlgesinde

IP|  <cR IR

Ap(GR) Ap (GRy)

esitsizligini saglandig1 gosterildi.
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5.2. ONERILER

Elde edilen sonuglar dogrultusunda, benzeri sonuglarin kompleks diizlemin

cesitli bolgelerinde polinomlarin tiirevleri i¢in yazilabilmesi irdelenebilir. p >1 igin
elde edilmis bazi sonuglarin O0< p<1 degerleri icin benzerlerinin bulunmasi

problemi de incelenebilir.
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