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HIiLAL BAYINDIR

0z

Holder metriginde Prosdorff'un elde etmis oldugu sonug¢ asagidaki
sekildedir. 0< f<a<licin f eH  ise

n* O0<a<l
n?*lnn, a=1

||an<f>—f||ﬂ={

saglanir. Burada o,(f), f’in Fourier serisinin Cesaro ortalamasidir. Das ve

arkadaglar1 tarafindan tanimlanan genellestirilmis Holder Metriginde, Leindler
Cesaro ortalamasindan daha genel olan Woronoi-Norlund ve Riesz ortalamalarini
kullanarak Prosdorff’un ele almig oldugu problemin bir benzerini incelemistir. Bu tez
caligmasinda da daha genis dizi siniflari tizerinde daha genel ortalamalar ile Leindler

tarafindan elde edilen sonuglar genisletilmistir.
Anahtar Kelimeler: Trigonometrik polinomlar, Holder metrigi, Cesaro alt metodu

Damisman: Yrd. Dog. Dr. Ugur DEGER, Mersin Universitesi, Matematik Ana Bilim
Dali
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APPROXIMATION BY TRIGONOMETRIC POLYNOMIALS
IN GENERALIZED HOLDER METRIC

Hilal BAYINDIR
ABSTRACT

The classic result of Prosdorff in Holder Metric states that if
feH, (0<p<axl), then

||an<f>—f||ﬂ={

where o, (f) is Cesaro means of the Fourier series of f . Leindler has studied a

n* O<a<l
n“*lnn, a=1

smilar problem by Woronoi-Nérlund and Riesz means that is more general than
Cesaro means in generalized Holder Metric given by Das at all. We extend this result

by using a more general method of means on the large classes of sequences.

Key Words: Trigonometric polynomials, Holder metric, Cesaro submethod
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AMDS
AMIS
AMDMS
AMIMS
AMDUMS
AMIUMS
AMDUSMS
AMIUSMS

SIMGE VE KISALTMALAR DIiZiNi
Her

Simetrik fark

Tanim olarak esittir.

Sabit bir katsayi ile kiigiik esit

Dogal sayilar kiimesi.

Reel sayilar kiimesi
f(X)~p(x) < F(X)/p(x) >1 (x> o)
f(xX)=0{g(x)} < |f(x)/d(x)| smurl (x — o0)
f(x)=0{g(x)} < f(X)/d(x) >0 (x—>)
f nin birinci mertebeden siireklilik modiilii
Siireklilik modiilii tipi fonksiyon
Cesaro metodu
Cesaro alt metodu
Woronoi-Norlund metodu

Riesz metodu
Woronoi-Norlund alt metodu

Riesz alt metodu

Hemen hemen azalan dizilerin sinifi

Hemen hemen artan dizilerin sinifi

Ortalamasi hemen hemen azalan dizilerin smifi
Ortalamasi hemen hemen artan dizilerin sinifi
Hemen hemen orta anlamda iisttsel azalan dizi
Hemen hemen orta anlamda tisttsel artan dizi

Hemen hemen orta anlamda ikinci iisttsel azalan dizi

Hemen hemen orta anlamda ikinci usttsel artan dizi
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1. GIRIS

Yaklasim teorisinin temel problemlerinden biri, verilen bir X uzayimnda, bu
uzayin bir ¢ alt kiimesindeki basit olmayan bir ¢ fonksiyonuna yeteri derecede
yakin olan basit bir f fonksiyonunun bulunmasi olusturur. Bu problemin
¢oziimiinde dikkat edilmesi gereken ii¢ durum séz konusudur. Birincisi, X uzayi
genellikle (C, L, ya da fonksiyonlarin diger Banach uzaylari gibi) bir normlu uzay
olarak almr. Ikincisi ise, ele alinan bu normlu X uzayinda ¢ den f ye olan uzaklik

||f —(p”x normu ile 6lgiiliir. Son olarak buradaki yaklagimi miimkiin kilan, ¢ ile

gosterilen Ozel fonksiyon siniflarinin  belirlenmesidir. Bu anlamda asagida
bahsedecegimiz ii¢ simif yaklagim teorisindeki temel siniflar1 olusturur [Devore ve

Lorentz, 1993].

1) ,,derecesi n yi asmayan

P(x):=P,(x)= zn:akxk

biciminde biitiin cebirsel P polinomlarinin uzay1 olmak {izere, kompakt bir
[a,b] araligindaki fonksiyonlara yaklasimda ¢ = o olarak segilebilir.
2) 7., derecesi n yi asmayan

+ > (@ coskx+b, sinkx)
=

Ex

T()=T,(0) =

bi¢iminde biitlin trigonometrik T polinomlarmin sinifi olmak tizere, T ¢emberi
tizerinde tanimli fonksiyonlar i¢in ¢ =7, olarak alinabilir. Bu tez ¢alismasinda
ozellikle bu sinif 6nemli bir yere sahiptir.

3) ¢, Spline denilen pargali polinomlarin olusturdugu sinif olarak alinabilir.

Bu smiflar1 gz Oniinde tutarak yaklasim teorisinde 1yi bilinen
Weierstrass’in iki temel teoremi asagidaki gibidir [Devore ve Lorentz, 1993]:
Teorem 1.1 (Weierstrass, 1885)

[a,b] araliginda tamimli reel degerli siirekli her f fonksiyona cebirsel

polinomlar ile diizgiin olarak yaklasilabilir. Yani, her £>0 i¢in bir P € g, cebirsel

polinomu vardir dyle ki
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dir.
Teorem 1.2 (Weierstrass, 1885)

Her bir f eC(T) ve her £>0 i¢in bir T € 7, vardir 8yle ki
[T (x)-T(x)|<e, xeT
olur. Burada C(T), T {izerindeki siirekli fonksiyonlarin uzayidir.

Yukaridaki iki teorem yaklasimin hiziyla ilgili bilgi icermez. Bu teoremler
yaklagimin varligini1 ortaya koymasi agisindan onemlidir. Burada yaklagimin nasil
gelistirilebilecegi ile ilgili bir soru ortaya cikar. Eger yaklasimin hizi ile ilgili bir
degerlendirme elde edilebilirse, bu durumda yaklagimin derecesinden s6z edilebilir.

X reel veya kompleks skaler ile bir Banach uzay1 ve Y, X in bir kapali

lineer alt uzayi olsun. Her bir f € X *in Y deki elemanlar ile yaklagim hatasi
E(f)=E(fY), :=Lrl1Y‘||f —P| (1.1.1)
ile gosterilir. E(f), f nin siirekli bir fonksiyonudur. (1.1.1) ifadesindeki infumum
bir P =P igin elde edilirse, Y den olan buP”’a, f ye en iyi yaklasim denir. X , X
in sonlu boyutlu alt uzaym gostermek {iizere, E( f ) nin n ye bagimliligini ortaya

koymak istedigimiz zaman E( f) yerine E () yazilir [Devore ve Lorentz, 1993].

Bir tek f fonksiyonu verildiginde, onun yaklagim hatasi igin kesin bir

formiil elde etmek genellikle miimkiin degildir. Bundan dolay1 yukarida bahsedilen

fonksiyon smiflari  6ne ¢ikmaktadir. Ornegin, K, T iizerinde tamml

fonksiyonlardan olusan X Banach wuzaymnin bir alt kiimesi olsun. En(f),

trigonometrik polinomlar ile f € X nin yaklagiminin hatast ise, 7, smifindaki

fonksiyonlar ile K nin yaklagim hatasi

E,(K), =supE,(f)

fekK
formili ile tanimlanir.

X uzayr C ve L, gibi Banach uzaylari olabilecegi gibi bu tez calismasi

icin 6nemli olan asagida verilen Banach uzaylarindan biri olarakta alinabilir. 1975
yilinda Prosdorff tarafindan 2z periyotlu siirekli fonksiyonlarin bir alt uzay: ele

alinmistir. Buna gore, 0 < <1 ve K pozitif bir sabit olmak iizere
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H, ::{f eC,, :|f(x)-f (y)‘sK|x—y|“}
ile tanimlanan fonsiyon sinifina Hélder(Lipschitz) « smifi denir. Burada C,_ ile
[0,27[] tizerinde tanimli biitiin 27 periyotlu siirekli fonksiyonlarin uzayidir. H,
uzay1

[ ()= f(y)

——=, (x=y), A°f(xy)=0,
[x=v|

A“f(xy)=
ve | f]. = sup ‘f (X)‘ olmak iizere
xe[-7,7]
11, =1l +sup”t () @12)
X#£Y

bi¢iminde tanimli ||||a normu ile bir Banach uzayidir [Prossdorf, 1975]. (1.1.2)

normu ile iiretilen metrige Holder metrigi denir. Agiktir ki, 0< f<a <1 ig¢in

I#1, <(2=)""I171,
oldugundan H, c H ,dir.

Daha sonraki yillarda Holder metriginin bazi genellestirmeleri verilmistir.
1979 wyilinda Leindler tarafindan Prossdorf’iin vermis oldugu teoremlerin bir
genellestirilmesi yapilmigtir [Leindler, 1979]. 2002 yilinda Das ve digerleri
tarafindan bir bagka genellestirme ele alinmistir.

Bu tez c¢alismasinda oOzellikle Das ve digerleri tarafindan verilen
genellestirilmis Holder metrigi ele alinacaktir [Das vd., 2002]. Bu metrik ile ilgili
kavramlar asagidaki gibidir. f, 27z periyotlu siirekli bir fonksiyon olsun. f nin
stireklilik modiilii

o(f,6):=sup

|| <5

f (x+h)—f(x)
ile tanimlanir. Ayrica L, (O, 272') uzay1 X’e gore
o7 p
||f||p=(ﬂf(x)‘pdxj <o (1.1.3)
0

kosulunu saglayan biitiin Ol¢iilebilir 27 periyodlu f fonksiyonlarindan meydana

gelir. fel, =L, (0,27) ,p=1ve a)(é') bir siireklilik modiilii olmak iizere
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oyl 1O,

2 ol

kosulunu saglayan fonksiyonlarin uzayr H g“) ile gosterilir. Bu uzay

|t

(@) ._
; ._||f||p+A(f,co)
ile tanimlanan norm ile bir Banach uzayidir.
Yaklasim teorisinde ele alinan problemlerin bakis agisi altinda, bu tez

caligmasinda X = H(P"’) uzayr ve ¢’ yi Materyal ve Metot kismmnin 3.3. alt

boliimiinde verilen trigonometrik polinomlarin sinifi olarak alip, |-||(pw) normu

altinda Hé”) siifindan olan fonksiyonlara trigonometrik polinomlar ile yaklagim

hizinin degerlendirilmesini igeren sonuglar verilecektir.

Bu degerlendirme yapilirken 3.2 alt boliimiinde verilen dizi siniflar1 goz
Oniinde tutulacaktir.

Bunun disinda, Materyal ve Metot boliimiinde 6ncelikle yaklasim teorisi ile
ilgili temel kavramlar ve gosterimler verilecek, daha sonra bazi dizi siniflar ve
toplanabilme metotlar ele alinacaktir.

Bulgular ve Tartisma kisminda tez calismasinda elde edilen yardimeci ve
temel sonuglar ispatlari ile birlikte verilecektir.

Sonuglar ve Oneriler boliimiinde ise ilk olarak bu tez calismasinda elde
edilmis olan sonuglar literatiirdeki sonuglar ile karsilastirilarak 6zet halinde

sunulacak, daha sonra ele alinabilecek bazi problemlerden bahsedilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Farkli uzaylarda trigonometrik polinomlar ile yaklasimin derecesi birgok
matematik¢i tarafindan ele alimmistir. 1910 yilinda Lebesgue Lipschitz siifindan
olan fonksiyonlara onlarin Fourier serilerinin kismi toplamlar dizisi ile yaklagimini
asagidaki sekilde ele almistir.

Teorem 2.1. [Lebesque, 1910] 0 < « <1 olmak iizere f € Lipa ise

sn(x)—f(x)‘zo(lognj

na

X de diizgiindiir. Burada s, f nin Fourier serisinin n. kismi toplamdir.

Salem ve Zygmund f e Lipa nin lizerine f e monotonluk sarti eklenerek logn
carpaninin kaldirilabilecegini asagidaki teoremde gdstermistir. Bu teoremi vermeden
once monoton tipte fonksiyon tanimini verelim. Bir f(x) fonksiyonu verildiginde

bir C sabiti vardir dyle ki f(x)+Cx fonksiyonu (—oo,0) araliginda ya azalmayan

ya da artmayan ise f (x) fonksiyonuna monoton tipte bir fonksiyon denir.
Teorem 2.2. [Salem ve Zygmund, 1946] 0< «a <1 olmak iizere f € Lipa

ve monoton tipte bir fonksiyon ise
1

s, (X)— f (x)|= O(—]

n(Z
X de diizgiindiir. Mazhar , [Mazhar, 1991] c¢alismasinda Teorem 2.2°i
genellestirmistir.

Teorem 2.3. [Mazhar, 1991] f €C,_ monoton tipte ise

1 n
s, (X)— f (x):O{HZa)(]/k)}
k=1
x de diizgiindiir ve burada @(8)=w(5, f) f ’in siireklilik modiiliidiir.
Biliyoruz ki, Lebesgue uzayr olarakta bilinen L, uzayr p>1 igin (1.1.3)

normu ile bir Banach uzayidir. L, uzayinda da yukaridaki teoremlere benzer olarak

baz1 temel sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglardan once bazi1 gdsterimler asagidaki

gibidir. Bunu goz 6niinde tutarak

n n

sn(f;x):ia0 + > (a coskx+bsinkx)=>"U, (f;x)

2 k=1 k=1
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ile bir x noktasinda f €L, nin Fourier serisinin kismi toplami gosterilir.

o, (8, F)=sup|f(.+t)—f()|

It| <5 P

f "nin integral siireklilik modiilii olmak tizere O < <1 ve p>1 igin
o, (5, 1)=0(5)
esitsizligi saglanirsa “ f fonksiyonu Lip(a, p) smifina aittir *” denir.

1937 yilinda E.S. Quade, L, normunda Lip(a,p) (0<a<1,p=1)

p
sinifindan olan fonksiyonlara trigonometrik polinomlarla yaklasimin derecesi iizerine

asagidaki teoremi ispatlamistir.
Teorem 2.2. [Quade, 1937] 0 < <1 olmak iizere f eLip(e, p) ise

()1t -sd,=0(%).  p>1

na

(i) I -s],=0[ 5" p=1

na

saglanir.

1975 yilinda S. Prosdorff
H, ;:{f €C,,, O<a<lL|f(x)-f(y) < A|x—y|“}
uzaym: tanimlamistir. Burada A>0 bir sabittir. S. Prosdorft H, fonksiyon

uzayinda bazi trigonometrik polinomlar igin yaklagimm derecesini incelemis ve
asagidaki teoremleri ispatlamstir.

Teorem 2.3.[Préssdorf, 1975] 0 < <1 olmak iizere f eH_ ve 0<f <«
ise

s, - f[, =O(n"logn).

Teorem 2.4.[Prossdorf, 1975] f e H_ (0<a <1) ve 0< S <a<lolsun. Bu

durumda o, (), f nin Fourier serisinin Cesaro ortalamasi olmak iizere

p-a
||an(f)—f||ﬂ:0(1){n , O<ax<l

n“*inn, a=1

saglanir.
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Teorem 2.4’tin =0 durumu G. Alexists tarafindan incelenmistir [Alexists,

1961].
Leindler, 1979 yilinda Prosdorff tarafindan verilen Holder metriginin bir

genellestirmesini vermistir.

Teorem 2.5.[Leindler, 1979] 0< B <a <1 olmak iizere w,(5) ve w,(J)

sirastyla Q; ve Q siniflarina ait olsunlar. f € H™ ise
Is,— £, = O{M log n}
' @, (Yn)
dir.
w,(t)=t" ve @, (t)=t” seklinde almrsa bu 6zel durum H, uzayinda

Prosdorf’iin ispatlamis oldugu Teorem 2.3’t verir. Burada € ile herhangi bir

neN igin n>N(,u) olacak sekilde bir N(,u)eN vardir Oyle ki

a

2" @ (2*”*”) <L2w, (2*") kosulunu saglayan w, (&) siireklilik modiillerinin sinifi
gosterilir.

Chandra, Teorem 2.4’iin genellesmesini [Chandra, 1982]’de Woronoi-
Norlund doniislimiinii gbéz Onilinde tutarak yapmistir. Sonrasinda, Mohapatra ve

Chandra [Mohapatra ve Chandra, 1983]’de f eH_’ nin Fourier serisinin matris

ortalamasina gore benzer yaklagimlari incelemistir.

G. Das, T. Ghosh ve B. K. Ray tarafindan Holder metriginin bir baska

genellestirilmesi [Das vd., 1996]’ da verilmistir. Buna gére 0 <« <1 i¢in
H (e p):={f eL, 0<p=oo:|f (x+h)-f (x)], = O(h")]

ile verilen fonksiyon uzay1 p >1 i¢in

Hf (x+h)—f (X)Hp

h[*

f =|f
[l =171, +sup

[l 0.0 =l1l;
normu ile bir Banach uzayidir. p=co durumunda H(a,) uzayr [Prossdorf,

1975]°de Prosdorf tarafindan verilen H_ uzayi ile cakisir.
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Daha sonra 2002 yilinda, Das, Nath ve Ray tarafindan siireklilik modiilii g6z
onlinde tutularak Holder metriinin yeni bir genellestirilmesi verilmistir. Bu

genellestirme asagidaki gibidir:
Teorem 2.6.[Das vd., 2002] v ve o sireklilik modiilii olmak {izere —)

azalmayan olsun. Eger f e H b ), p>1 ise 0 zaman

=117 0| 2 gnrow? ] 20

7/n
dir.

Daha sonra Leindler 2009 yilinda, [Das vd., 2002] ¢alismasini1 géz Oniinde
tutarak, ng) uzaymda yaklasimin derecesini metodu genisleterek vermistir.
Leindler [Leindler, 2009]’da Teorem 2.6’y1 genellestirerek asagidaki sonucu elde

etmistir.

Teorem 2.7.[Leindler, 2009] v ve o siireklilik modiilii olmak {iizere —)

azalmayan olsun. Ayrica bir 0 < ¢ <1 i¢in
y(t) =y(v.o.&t)=t"o(t)/v(t)
artmayan olsun. Eger f e H , p =1 ise bu durumda

o(1/n)
v(Y/n)
dir. Burada “L<R” (“L>R”) sembolii ile L ve R’ den bagimsiz
dK >0 > L<KR (FK >0 > KL > R) gosterilecektir

s, f|| <——logn ,vn>2 (2.1.1)

Teorem 2.7° e gdre Leindler; t™ e(t)/v(t) ifadesini artmayan yapacak
sekilde bir &£>0 sayis1 varsa Teorem 2.6° nin ikinci teriminin atilabilecegini
gostermistir. Leindler’ in bu g¢alismasinda ayni zamanda f € HE)‘”) fonksiyonuna

Woronoi-Norlund ve Riesz ortalamalariyla yaklasimin derecesi ile ilgili
degerlendirmeler elde edilmistir. Bu degerlendirmeler baz1 dizi siniflar1 goz 6niinde

tutularak yapilmistir.
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Teorem 2.8.[Leindler, 2009] v ve @ sireklilik modiilii olmak t{izere —=*

azalmayan olsun. 0 < £ <1 olmak {izere

(i){p,} € AMDS
(ii){p,} € AMIS ve np, < P,

n-1
(i) > m|Ap, | < P,
m=1
kosullarindan biri saglanirsa

o(n)
v(¥/n)

||Nn—f||(pv) < logn, vn>2

dir. Burada Ap,=p,, — P, dir.

Teorem 2.9.[Leindler, 2009] v ve @ sireklilik modiilii olmak tiizere —=

azalmayan olsun. 0 < £ <1 olmak {izere

n-1
np, <P, ve > m"*|Ap, | < Pn*
m=0

ise bu durumda vn>2 igin

o(n)
v(Y/n)

IR, — | < logn.
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3.MATERYAL ve YONTEM
3.1.TEMEL KAVRAMLAR VE GOSTERIMLER
3.1.1.Fourier Serisi ve Baz1 Ozellikleri
Fourier serisinin tanimi verilmeden Once birka¢ temel tanim asagida
verilecektir.

Reel degerli bir f fonksiyonunun bir x, noktasindaki sag ve sol limitleri,

€ >0 olmak iizere sirasiyla

f(x)=lim f (%, +e),

g0

f(%)=limf(x,—e)

£—0
esitlikleri ile tanimlanir.

Tammm 3.1.1.1 .Bir f fonksiyonunun bir X, noktasindaki sag ve sol limitleri sonlu

degerler olup bu iki deger birbirinden farkli ise, X, noktasina f fonksiyonunun bir

stireksizlik noktast denir. Eger f fonksiyonu X, noktasinda siirekli ise,
F06)="f(x)="1(x)

dir.

Tanmm 3.1.1.2 Bir [a, b] araliginda sonlu sayida diizgiin siireksizlik noktas1 disinda

stirekli olan bir fonksiyona o aralikta pargali siirekli denir.

Ornek 3.1.1.1

f(x):x2+m ve g(x)=

X x?-1, 1<x<3

{ X , —2<x<1
fonksiyonlarmin her ikiside [—2,3] araliginda pargali siireklidir. f fonksiyonu
X, =Oe[—2,3] ve g fonksiyonu ise X, =1e[—2,3] noktalarinda  diizgiin

stireksizliklere sahiptir.

Ornek 3.1.1.2
1 . 1
f(x)=—— —sin| ——
(x) . ve g(x) sm(x_zj

fonksiyonlari [2,4] araliginda pargali siirekli olamazlar. Ciinkii her iki fonksiyon

iginde f (2+) ve ¢ (2+) limitleri sonlu olarak tanimlanamaz.

10
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Tammm 3.1.1.3 [Tolstov, 1962] f, [a,b] araliginda pargali siirekli bir fonksiyon

olsun. VxeR igin f(x+p)=f(x) olacak sekilde sifirdan farkli bir peR varsa
f ye periyodik veya p—periyotlu fonksiyon denir.
Periyodik fonksiyon ile ilgili baz1 6zellikler asagida verilmistir.
p, f (x) fonksiyonunun periyodu ise o zaman 2p,3p,4p,...sayilar1 da
periyot olur. Yani,
f(x+p)="f(x)
f(x+2p)=f[(x+p)+p]="f(x+p)=f(x)

f(x+3p)=f[(x+2p)+p]=f(x+2p)="f(X)

f(x+np)=f [(x+(n—1) p)+ p]: f(x+(n-1)p)=f(x).

Buradan goriiliiyor ki, n  herhangi bir tamsayr olmak {izere
f (x+np)= f (x) dir. Budemektir ki p, f ’nin bir periyodu ise, p nin tiim katlari
da f nin bir periyodudur.

f,, f,,..., f, larin her biri p periyotlu periyodik fonksiyon iseler o taktirde
C,,...,C, lar herhangi reel sabitler olmak tizere

f=cf +c,f,+..+Cf,

fonksiyonu da p periyotlu periyodik bir fonksiyondur.

f(x) periyodik bir fonksiyon ise ayni uzunluktaki biitiin araliklarda

integraller birbirine esittir. Yani,

seklinde ifade edilir.
Temel tanimlar sonrasinda asagidaki sekilde Fourier serisinin tanimi verilir.

f, 27 periyotlu bir fonksiyon ve asagidaki seri agilimina sahip olsun

f =

N | &

+ > (a, coskx-+b, sinkx) (3.1.1)

0
k=1

11
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(3.1.1) serisinin terim terime integrallaenebilir oldugunu varsayalim. Yani bu serinin
integrallerinin toplaminin , toplamlarinin integraline esit oldugunu varsayalim.

(3.1.1) serisini —z den 7z e integralini alirsak

VA

If(x)dx=%]idx+g[ak]icoskxdx+bk]isinkxdx}

-

seklinde olur. Buradan
[ £ (x)dx=ra, (3.1.2)

elde edilir. (3.1.1)’in her iki tarafim1 cosnx ile ¢arpip —z den 7z e integralini

aldigimizda

J. f(x)cosnxdx=%j cosnx dx +

-

+Z[ak [ coskxcosnxdx+b, [ sinkxcosnx dx]

k=1 -7 -

olur. Buradan da

I f (x)cosnxdx = 7a, (3.1.3)

elde edilir. Benzer bigimde sinnx ile ayni islem uygulanirsa
[ £ (x)sinnxdx = b, (3.1.4)

elde edilir. Boylece (3.1.2) - (3.1.4)” den

Va

a, =1I f (x)cosnxdx (n=0,1,2,...)
o (3.1.5)

1% .
b == f(x)sinnxdx n=12,...
A (n-12..)
yazilir. (3.1.5) ifadesindeki a, ve b, katsayilari f(x)’in Fourier katsayilar1 olarak
adlandinlir ve bu katsayilara sahip (3.1.1) serisine f (x)’in Fourier serisi denir.

f (x)’in Fourier serisinin ilk (n+1) teriminin toplami
S, (f; x):%+2(ak coskx+b, sinkx)
k=1

seklinde gosterilir.

12
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Asagidaki teoremler f’in hangi durumlarda f ’in Fourier serisine
yakinsadigini gosterir.

27 periyotlu f(X) fonksiyonuna yakinsayan bir trigonometrik serinin
bulunmasi igin f(x) in Dirichlet kosullar1 olarak bilinen asagidaki kosullari
gerceklemesi yeterlidir.

1. f(x) fonksiyonu 27 periyotlu periyodik bir fonksiyon olsun.

2. f(x),[-7, 7] araliginda pargali siirekli olsun.

3. f (X) , [—7[, 7[] araliginda sonlu sayida ektremuma sahip olsun.

Bu takdirde f (x) fonksiyonu x in her degeri igin yakinsak olan ve toplam;

a. X bir stireklilik noktas1 ise f(X) e

f(x)+f(x)

b. x bir diizgilin siireksizlik noktasi ise > ye

fl-z")+f(7x
C. Araligin u¢ noktalarinda f(—7Z')= f(;r)z ( " )2+ (ﬂ- ) ye

esit olan bir Fourier serisine acilabilir. Belirtelim ki, herhangi bir trigonometrik seri
yakinsak ya da iraksak olabilir. Yakinsak olan her trigonometrik serinin bir Fourier

serisi olmasi1 gerekmez.
f(x) ’in mutlak integrallenebilir olmasi durumunda yakinsama durumu

asagidaki teoremlerle verilmistir.
Teorem 3.1.1.1 [Tolstov, 1962] 2z periyotlu, siirekli ve mutlak integrallenebilen

tiireve sahip (belli noktalarda sahip olmayabilir) fonksiyonun Fourier serisi X in her

degeri i¢in f (X) ’e diizgiin yakinsar.
Teorem 3.1.1.2 [Tolstov, 1962] f (x) 2 periyotlu, siirekli ve belirli bir [a,b]

araliginda mutlak integrallenebilen tiireve sahip (belli noktalarda tlireve sahip

olmayabilir) oldugunda f(x) fonksiyonun Fourier serisi her &>0 igin

[a+5,b—5] araliginda f (X)’e diizgiin yakinsar.

13
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3.1.2. Siireklilik Modiilii

[a, b] araliginda siirekli bir f fonksiyonu i¢in birinci mertebeden siireklilik

modiilii veya basit olarak siireklilik modiilii u € [0,b—a] olmak iizere

o(u)=o(u; f;[a,b])= sup |f(x+h)—f(x)|= sup |f(x)-Tf(x,)|

as<x<b-h X, = |<u
0O<h<u XX, €[a,b]

esitligi ile tanimlanir.

Bu tanima gore, sabit her bir u e[O,b—a] icin bir f fonksiyonunun
a)(u; f;[a,b]) siireklilik modiilii, [a,b] araliginda olan u uzunlugundaki keyfi bir
par¢ada fonksiyonun maksimal saliniminin genisligini gosterir.

Bu tanim fonksiyon (—oo,oo) araliginda diizgiin siirekli ise yine gegerlidir.
Bununla ilgili baz1 6rnekler asagidaki gibidir.

Ornek 3.1.2.1. xe(—o0,) i¢in f(x)=Ax+B olsun. Bu durumda,
herhangi bir u>0 igin,

o(u)= sup |A(x+h)+B—Ax—B|=sup |Ah|=|Alu.
—00<X<00 0<h<u
0<h<u

Stireklilik modiiliintin 6zellikleri agagidaki gibidir:

. w(0)=0

. a)(u) , [ ] iizerinde azalmayan bir fonksiyondur

) a)(u) , [ ] iizerinde siirekli bir fonksiyondur

o a)(u) yar1 toplamsal bir fonksiyondur. Yani herhangi bir u, >0 ve

u, >0 i¢in

ozellikleri saglanir.

Bir f fonksiyonu [0,b—a] arahg: iizerinde bu dort dzellige sahipse, f
fonksiyonunun @ (u; f,[0,b—a]) siireklilik modiilii f(u) ile cakisir ve buna

stireklilik modiilii tipi fonksiyon denir. Yani

o(u; f,[0,b-a])= f (u)

14
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olacaktir.
w(u) siireklilik modiiliiniin yari toplamsallik ézelliginden herhangi bir
neN igin
w(nu)<nw(u),
ve keyfi >0, (A1+1)ue[0,b—a] i¢in
o(Au)<(A+1)w(u)

oldugu kolayca elde edilir. Bununla ilgili bilinen baz1 6rnekler asagida verilmistir

[Stepanets, 2005].
Ornek 3.1.2.2. K >0 sabit bir say1 ve 0< a <1 olmak iizere t >0 igin Kt“

formundaki biitiin fonksiyonlar siireklilik modiiliidiir.
Lipschitz  simifinin siireklilik modiilii ile gosterimi agsagidaki sekildedir.

f e Lipa olmast i¢in gerek ve yeter kosul M >0 sayist vardir dyle ki
o(f;6)<Ms”
esitsizliginin saglanmasidir.

3.1.3 Abel Doniisiimii
(u.) ve (v,) negatif olmayan iki dizi olsun. k >0 bir tamsay1, U_, =0 ve

U, =u, +U;, +...+U, olmak iizere 0 <m<n i¢in

n n-1
zukvk = zUk (Vk _Vk+l)_Um—1vm +U,v,
k=m k=m

esitligine (uk) ve (Vk) dizilerinin Abel doniisiimii ad1 verilir [A. Zygmund, 1959].

3.1.4. Notasyonlar

x —>oo iken bilinen bir ¢(x) fonksiyonuna gore arastirilan bir f(X)
fonksiyonunun davranigini anlatmak i¢in Bachmann ve Landau’ya gore bilinen ~,0
ve O sembolleri kullanilir. Ik olarak x in reel bir deger oldugunu kabul edelim.
X — o0 iken ¢(X) fonksiyonu sifira, sonsuza veya diger davraniglara sahip olabilir
[Wong, 2001]. Buna gore,
x —>oo iken f(x)/g(x)—>1 ise,

15
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f(x)~4(x)
ya da kisacasi belirsizlik olmadiginda f ~ ¢ ile gosterilir ve “ f , ¢ ye asimptotiktir”

veya “¢, f ’ye bir asimptotik denktir” seklinde okunur.
x —>oo iken f(x)/4(x)—>0 ise,
f(x)=0{4(x)}
ya da kisacasi f =0(¢g) ile gosterilir ve “f, ¢ den daha kiigik mertebedendir”

seklinde okunur.

X — oo iken |f(X)/¢(X)| sinirli ise,

f(x)=0{s(x)}
yada f =0 (¢) ile gosterilir ve “ f , ¢ ’yi asmayan mertebedendir” seklinde okunur.

Bu tanimlarim 6zel durumlan olan f =0(1) (X—)oo); X—>oo iken f nin

sifira yaklastigi anlaminda ve f =0(1) (x >) ise, x—>oo iken |f| nin sinirh

oldugu anlamindadir.

¢(X) fonksiyonunun reel ve pozitif olmadig1 durumda, bazi yazarlar tanimi

verirken modiil isaretini kullanir. Bu durumda tanimlar f(x):o(‘qﬁ(x)‘) ve

f(x):O(‘¢(X)D seklinde verilir. Yukarida verilen kavramlara ornek olarak

asagidakiler verilebilir: X — oo olmak tizere

2 1 1 . <
(x+1)" ~ %, ?:oigj, smhx:O(e )

3.2. DIZI SINIFLARI

Bu boliimde ele alman problemde o6ne c¢ikan dizi siniflar1 ve bunlarin
bazilar1 arasindaki icermeler verilecektir. € =(C.) pozitif terimli dizi olsun.

vn>m igin ¢, < Kc, olacak sekilde bir K :=K(c) sabiti varsa (c,) dizisine
hemen hemen monoton azalan dizi denir ve ¢ € AMDS ile gosterilir.

vn>m icin Kc,>c, olacak sekilde bir K:=K(c) sabiti varsa (c,)

dizisine hemen hemen monoton artan dizi denir ve ¢ € AMIS ile gosterilir.

16
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C=(C)=—,
n+1s3

olmak tizere C e AMDS ise (c,) dizisine hemen hemen orta anlamda monoton

azalan dizi denir ve (c,)e AMDMS ile gosterilir. Ce AMIS ise (c,) dizisine

hemen hemen orta anlamda monoton artan dizi denir ve (c,,) € AMIMS ile gésterilir.

Ayrica Szal’mm ¢alismasinda tanimlamis oldugu dizi sinifi asagidaki

sekildedir [Szal, 2009].

.1 3
Ank '_ (k +1) i;k an,i

olmak iizere (A,, )€ AMDS ise (a,,) pozitif dizisine hemen hemen orta anlamda
tsttsel azalan dizi denir ve (anyk)eAMDUMS ile gosterilir. (Amk)eAMIS ise
(an,k) pozitif dizisine hemen hemen orta anlamda iisttsel artan dizi denir ve

(a,. ) € AMIUMS ile gbsterlir.

Sonrasinda Krasniqi ¢alismasinda
2 ._ 2 <
A D ) 2

olmak iizere A”) € AMDS ise (a,,) pozitif dizisine hemen hemen orta anlamda
ikinci tisttsel azalan dizi denir ve (a,, )€ AMDUSMS ile gsterilir [Krasnigi, 2014].
(Aﬂzk))e AMIS ise (a,,) pozitif dizisine hemen hemen orta anlamda ikinci iisttsel

artan dizi denir ve (a,, ) € AMIUSMS ile gsterilir.

3.3.TOPLANABILME METODLARI

A=(a,) k,n=123,.. sonsuz bir matris olmak iizere, verilen Xx:=(X,)

dizisi igin * A-déniisiim dizisi”> Ax=((Ax),) ile gdsterilir ve

(AX) =" a,X,
k=1

seklinde tanimlanir. Burada Vn igin seri yakinsak kabul edilmektedir. Ayrica

lim(Ax), =L ise x dizisi L degerine A-toplanabilirdir denir.

N—o0

17
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X ile Y reel ya da kompleks terimli dizilerden olusan iki dizi uzay1 ve
A:=(a, ) sonsuz bir matris olmak iizere eger her xe X igin ((Ax)n) déniisiim
dizisi mevcut ve AxeY ise, A:i=(a, ) matrisi X uzaymimn Y uzayi i¢ine bir matris

dontlistimii tanimlar denir ve X uzayindan Y uzayr i¢ine tanimli tiim matrislerin

siifi (X,Y) ile gosterilir. Eger A, X wuzayindan Y wuzayr i¢ine bir matris
doniisiimii ise Ae(X,Y) seklinde yazilir. (X,Y; p) ile toplam ya da limiti koruyan
matrislerin smifi gosterilecektir. Ornegin Ae(C,C; p) olmasi, x, —> L oldugunda

(AX)n — L olmas1 demektir. Boyle matrislere “regiiler matris” adi verilir [Boos,
2000].

Toplanabilme teorisinde C, :=(a,, ) matrisi

1
—: 1<k <n

a'nk =N
0; k>n

ile verilir ve “ (birinci mertebeden) Cesaro matrisi” olarak adlandirilir. Oregin C,

Cesaro matrisi regiilerdir. Bir A:=(a, ) matrisinin regiiler olmasi Silverman-

Toeplitz kosullar1 olarak da bilinen asagidaki teorem ile karakterize edilmektedir.

Teorem 3.3.1 (Silverman-Toeplitz). Bir A:=(a,) matrisinin regiler
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
L A=Y fay <o
n k=1

ii. Her k i¢in lima,, =0

iii. lim> a, =1
" k=t
kosullarinin saglanmasidir [Wilansky, 1984].

3.3.1. Woronoi-Norlund ve Riesz Ortalamalari

Bu ortalamalar matrislerle baglantilidir. Her iki ortalamada asagida 6zelligi

verilen { pn} dizisi kullanilacaktir.

{ pn} , pozitif terimli bir say1 dizisi olmak tizere

18
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P=p+..+p, (n=12,.)

olsun.

Tanim 3.3.1.1.Asagidaki doniisiim

_ PuSitet PS,
" P

m

t

(N, p,) Woronoi-Nérlund ortalamasi ya da (N, p,) ortalamasi olarak adlandirilir.

(N, p,) ortalamasinin matris gosterimi asagidaki sekildedir:

a = pm—n+l/ I:)m (n < m)
™0 (n>m)
Teorem 3.3.1.1 [Petersen, 1966] (N, p,) Woronoi-Noérlund ortalamasinin

regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n— oo iken p,/P, =0 olmasidir.
Tanim 3.3.1.2. Asagidaki donilisiim
_BS A+t PSy

" P

m

t

(R, p,) Riesz ortalamasi ya da (R, p,) ortalamasi olarak adlandirilir.

(R, p,) ortalamasinin matris gosterimi asagidaki sekildedir:

Teorem 3.3.1.2 [Petersen, 1966](R,p,) Riesz ortalamasmn regiiler

olmasi igin gerek ve yeter kosul m — oo iken P, — oo olmasidir.
3.3.2. Alt Metodlar
1989 yilinda D.H.Armittage ve 1.J.Maddox tarafindan Cesaro matrisinden

satirlarin bir kiimesini silerek C,-metodu olarak adlandirilan alt metod verilmistir.

Sonrasinda bu genisletme baz alinarak [Deger vd, 2012] c¢alismasinda \WWoronoi-
Norlund ve Riesz ortalamalarinin alt metodlart tanimlanmistir. Bu metodlar ve
onlarin bazi 6zellikleri agagidaki gibidir.

F, dogal sayilar kiimesinin sonsuz bir alt kiimesi ve pozitif tamsayilarin

o0
n=.

kesin artan bir dizisinin goriintiisii olarak F :{A(n)} , Olsun. {Xk} reel ya da

kompleks sayilarin bir dizisi olmak tizere C, -Ceséro alt metodu

19
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ile tanimlanir. C,, Cesaro matrisinden satirlarin bir kiimesini silerek elde edilir. C,
metodu (C,l) Cesaro metodu’nun bir alt dizisi olur ve dolayisiyla herhangi bir A

i¢in regiilerdir. C, metodu ile ilgili olarak sonuglar [Armitage ve Maddox, 1989] ve

calismasinda verilmistir.

Teorem 3.3.2.1[Armitage ve Maddox, 1989]
E={A(n)} ve F ={u(n)}, N nin sonsuz alt kiimesi olsun.
i) C, =C, olmasi igin gerek ve yeter kosul F\ E sonlu olmasidir
if) C,’nin C,’e denk olmasi i¢in gerek ve yeter kosul EAF simetrik

farkinin sonlu olmasidir.
Yukaridaki teoreme 6rnek olarak asagidaki matris verilmistir.

Ornek 3.3.2.1 B regiiler matrisi asagidaki sekilde verilsin.

1
1
11
2 2
0 1
[t 1 1
3 3 3
0 0 1
11 1 1
4 4 4 4
00 0 1

A(n)=2n+1, y(n)=2n,n=0,12,.. olsun. F={u(n)} ve E={A(n)} secilirse
FAE=U olur. Dolayisiyla Teorem 3.3.2.1° den F\E sonlu oldugundan B, = B,

olur. B, ve B, alt matrisleri asagidaki sekildedir.
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1
1 11
0 1 2 2
B,=|0 0 1 =1 ve Bﬂ:% % % =C,
0 0 0 1 l 1 1 l
4 4 4 4

Ornek 3.3.2.2 A= C, ve B matrisi asagidaki sekilde verilsin.

gl Wik -
gl Wk
gl Wk

gl
gl

B matrisi C, ’in alt satir matrisi oldugundan Teorem 3.3.2.1 ile Ac B oldugu

aciktir. Eger ﬂ,(n) =2n alinirsa A, ve B, alt matrisleri asagidaki sekildedir.

gl Wik -
glRr Wk
gl Wk
Ol gk =
gl

gl
gl

O|
O+

A, ve B, matrisi C, ’in alt satir matrisi oldugundan Teorem 3.3.2.1ile A, =B,
elde edilir.

Ornek 3.3.2.3 A= C, ve B matrisi asagidaki sekilde verilsin.
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1
111
3 3 3
111

g_|3 3 3
1111
5555
1111
5555

A(n)=2n alindiginda A, ve B,

gl Wik -
gl Wik
gl Wik
gl

gl

B ~ B, oldugu aciktir. Teorem 3.3.2.1ile Ac B

gl ol

alt matrisleri asagidaki sekildedir.

1
11 1
333
11111
55555

oldugu aciktir.Ancak, A, =B, dir.

Bu tez ¢alismasinda kullanilacak toplanabilme metodu U.Deger, I.Dagadur

ve M. Kiigiikaslan tarafindan [Deger vd., 2012] c¢alismasinda asagidaki sekilde

verilmistir.
1 W
f x =—
P 2P0
1 )
__P Z:(“J
Burada;
Py =Po+ P+t Py, #0 (n>0) ve p, =
dir.

P,=0
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Ozel olarak: Vn >0 icin p, =1 durumunda N; (f;x) yada R} (f;x)’ den
A(n)
ol (%)= D s, (%)
m=0

1
A(n)+1

elde edilir. o (f;x) ifadesinde 6zel olarak A(n)=n alirsak Ceséro ortalamasi elde

edilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1 YARDIMCI BULGULAR ve ISPATI
Bu boéliimde, teoremleri ispat etmemize yardimci olan esitsizlikler ve

lemmalar ispatlariyla birlikte verilecektir. Bir 0 < & <1 igin

. o(t)
t) =y(v,o;t) =t —=
y() =y, w;t) V)
artmayan bir fonksiyon oldugundan
. o(A(n
o = 7@ A) =A(0) %
azalmayan bir fonksiyondur ve tamimi geregi y,,, > 7, dir. Buradan kolaylikla
YA o amyem L (4.1.1)
v(I/A(n) A(n)
elde edilir.
A(n
A(n) = H@H ile % nin tam kismi gosterilsin. Bu durumda
L>i dir. Ayrica @’nin azalmayan bir fonksiyon oldugu g6z Oniinde
A(n)  A(n) v(t)
tutulursa
ol 2(n) _ oW/A(n) (412)

vy M) VA
elde edilir. Yukarida gosterilen esitsizlikler teorem ispatlarinda kullanilacaktir. Simdi

lemma ve ispatlarina gecelim.

Lemma 4.1.1 v ve o siireklilik modiilii olmak tizere % azalmayan bir
fonksiyon ve 0< & <1 igin
y(t) =y(v,o;t) =t %
artmayan bir fonksiyon olsun. p>1igin f e H\” ise
s (f)—f H;” < %log A(n) (4.1.3)

esitsizligi saglanir.
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Ispat: Teorem[Das vd., 2002]’den kolayca

w(7/2(n)) 1 7 o)
o(—v (22) log z(n)}o( )A(n) ) J( K (t)dt

elde edilir. Bu degerlendirmenin sag tarafindaki integralli ifade 0 < & <1 i¢in

. o(t)
t)=y(v,o;t) =t —=
y(t) =y(v,wt) V)
fonksiyonunun artmayan olmasini géz oniinde tutarak atilabilir. Buna gore
Va t T T
O G -
ir/i(n)t V(t) 7/ A(n) ( ) 7/A(n)
1 T o2
< }/[—J t°72dt < 7/[ J te72dt
AN) )z A(n) zr/i[(n)
1 logA(n), =1
<yl —— w
A(n) ) [A(n) O<ex<l

degerlendirilmesi elde edilir. Boylece, yukaridaki integralli ifade

1 T a)(t)d 1 ( 1 J{ log A(n), e=1

A(N) e V(1) = /I(n)y A(N) )| A(n)4, O0<e<l

bi¢iminde olacaktir. Buradan da

1 7 a)(t)d 1 , ©(1A(n))
ﬂ(n)mj(n) v <20 ™ Y wam) "

ax (log A(n), A(n)"*)

yazilir ve boylece

1 7 o) w(1/A(n))
op J( Kk (t)dt < ) log A(n)

elde edilir.
Lemma 4.1.2. O<e<l1 igin Lemma 4.1.1°in kosullar1 saglanirsa bu

durumda A(n) >n>2 i¢in

SN—

B fH(v) < a)(]//i(n)
» o v(A(m)

log A(n) (4.1.4)
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ve

o (f)-s/ (f )H‘p”) < i)((%((:))))log A(n) (4.1.5)

esitsizligi saglanir.
Ispat: [Leindler, 2009] calismasindakine benzer teknik kullanilarak ispat

yapilacaktir.
1 A(n) 1 A(n)

ol (f)= o 125 (f:x) ve f:ﬂ(n)+1mz=of

olmak lzere

(V) (v)
Vs s (-1

1 s +s, = FIIM+ > s )
T [n - 1 3l 1

v 1(1n) 1+“z")||s | j (1+Zm j
e
< /1(1n) 1+2(n) 3)((11//,1(( )))) log A(n){A(n)}” ”1J
T s oA
Son esitsizlikte (4.1.1) kullanilirsa
TP

elde edilir. Boylece (4.1.4) ispatlanmig olur. Lemma 4.1.2 nin ikinci kisminin

ispatina gecelim. Buna gore

on () =s; (1 )H

oi(f)=f+t-si (1)<

o ()= 1| +[si (1)1

(V) )

p

esitsizligini ve (4.1.4) kullanilirsa,

o(VAN)) (n)
v(12() v(12(m)
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degerlendirmesi elde edilir. Boylece (4.1.5)’in ispati da tamamlanmuis olur.

(4.1.4) ifadesinde A(n)=n almirsa Leindler’in [Leindler, 2009]

calismasindaki sonucu verir. Yani n>2 igin

o (1) 1] < f/’((]]// :)) logn (4.1.6)

elde edilir.

Lemma 4.1.3 [Deger ve Kaya, 2015] Asagidaki esitsizlikler saglanir.

A(n) An)-L
Aqﬂ = Z Am {m_l(P/l(n) - F)}L(n)fm )}‘ < z |Apm| (417)
m=1 m=0

dir. Ayrica

~

=
5

=
N

m|Ap, | < P

N

m=

saglanirsa bu durumda
A< Pl(n)/;t(n) (4.1.8)

elde edilir

Lemma4.1.4 0< e <1 i¢in Lemma 4.1.1’in kosullar1 altinda

A(n)-1

kZ:(; k|Ap| < P,

saglanirsa bu durumda A(n) >n> 2 igin

ArFY_ P w _ o@/A(n)
INZ(F) sn(f)Hp < ) log A(n) (4.1.9)
elde edilir.
Ispat:
A(n) n
NZ(FiX) = P s (F0) 5 sy (F0= D AL (F:%)
A(n) m=0 m=0

tanimlarindan yola ¢ikarak Woronoi-Norlund- A ortalamasi asagidaki sekilde de

yazilabilir.
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1
N (f;x)= P_[p/l(n)so(f 1 X)+ PoymyaSi(FrX) + et i8S,y 1 (F5X) + PoS 0 (5 X)]

/1(n)

[pm/sw Prys (A + A) + Py (A + A +A) +..

l(n)

(A + A+t Ay )+ Do (A + A+t A) ]

= Pl [ A (Po+ P+t D)+ A (Po+ Py oot Py 1)+
2(n)

+A/I(n)—1( Py + Py) + A/l(n) po}

1
= P_[Aop/l(n) + Aip/l(n) a4ttt Aﬂ(n) 1P + Aﬂ.(n)P }

A(n)
1 A

=52 P nAn(FiX)

Pﬂ(n) m=0

Boylece bu son esitligi kullanarak

1 An
S (£ =NI(F3) == (P = Pigwy-n) An( )
A(n) m=1
oldugu elde edilir. Abel doniisiimii uygulanirsa
A(n) l(n)
0 MY (L GI T )Zk/w 0+ (A +1)" 2 KAL)
A(n) m=1

bulunur. Buradan da norma gegilirse

)

m

v A(n)
() ]; ) ; A (m_l(Pz(n) Py m)) kZ:l:kA< +
O
+(A(n)+1) Zm
olur.
aj(f;x)—s:(f;x)=(z(n)+1)‘1§fm(f;x)
oldugundan ve (4.1.5) ile
w ) (Y A(n))
= /1 +1 < A(n)——=log A(n)
244 =)o (=S (O =27

elde edilir. Boylece
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o(Y2(n)) A (e
< Pm) A(n) VWa(m) |09/1(n)z (m (P = Piny- m))+

Mlog A(n).

Son esitsizlikte Lemma 4.1.3 uygulanirsa (4.1.9) elde edilir.
Lemma 4.1.5 [Deger ve Kaya, 2015] (p,) € AMDMS veya (p, )< AMIMS

ve (ﬂ,(n) +1) Py = O( Pl(n)) saglanirsa, bu durumda 0 < « <1 igin,

N

(n
(M+2) P10y =O((2(n)+1) “ Py )
m:O

=

elde edilir.

Lemma 4.1.6 [Deger ve Kaya, 2015] ( pn) € AMIMS veya ( pn) € AMDMS

ve (4(n)+1)=0(P

A(n)) saglanirsa, bu durumda 0 < a <1 igin,

n

~
=

Neuid

(m+1)“p, =o((/1(n)+1)‘“ Pl(n))

i
o

elde edilir.
Lemma4.1.7 (p,) pozitif dizi olsun.
(i) (p,) € AMDUSMS yada
(i) (p,) € AMIUSMS ve (A(n )+1) o =O(P,)

saglanirsa 0 < <1 i¢in

An) J (4.1.10)

esitligi saglanir.
Ispat: [Krasnigi, 2014] calismasindakine benzer teknik kullamlarak ispat
yapilacaktir.
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r= [ﬂ,(n) / 2] ile A(n)/2 nin tam kismi gosterilsin.
AEN’ 2 An)

2 —
(T (k+1)(k+2) P,

Z p, olmak iizere lemmanin kosullar1 altinda X
(n) i=A(n)-k

toplamina Lagrange ortalama deger teoremi uygulanirsa

5 Py« 1 W
z< +
o (k+1)"  (r+1)" 2 Pt

k=r+1

Yy 1 1 \ 1 C PA(H)
sz;{(k +1)"  (k+2)” }; Pio)- (r+ 2 Pi(m)x N

P I 1 ’% r-1 1 1

<

. _(r +1)(r + 2) Pz(n) i=A(n)-r P k=0 (k + 2)“ ! (r +1)a
P 1-(a-1) 1

= (r+1)(r+2)(r ) +(r+1)a

< Pl(n) < P’l(n)
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Lemma 4.1.8 (p,) pozitif dizi olsun
() (p,) € AMIUSMS yada
. 2
(i) (p,) € AMDUSMS ve (A(n)+1) =0(P,,)

saglanirsa 0 < a <1 i¢in

O p A(n)
C__o| A _ (4.1.11)
Z(k+1)" | (2(n)+1)

esitligi saglanir.

Ispat: Lemma 4.1.7 ile benzer sekildedir.

Bir sonraki boliimde, Cesiro alt metoduyla f eH{” fonksiyonuna

yaklagimin derecesinin belirlendigi sonuglar ve ispatlar1 verilecektir.
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4.2 ANA BULGULAR ve ISPATLARI

Teorem 4.2.1
Vv ve @ siireklilik modiilii olmak tizere % azalmayan bir fonksiyon ve
v
O<e<ligin
- o(t)
t)=y(v,o;t) =t —=
y(t) =y (v, o;t) v

artmayan bir fonksiyon olsun. p=>1 igin f eH” ve asagidaki kosullardan biri

saglanirsa

(1) (p,) € AMDMS
(i)(p,) € AMIMS ve A(n) Piy < Py

bu durumda A(n)>n=>2 igin

INZ(F) -

@A) |05 4112
o “wzmy 0 N

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.1’ de A(n) =nalinirsa ve

AMDS — AMDMS ve AMIS c AMIMS

igerilmesi g6z 6niinde tutulursa Teorem 2.8’in (i) ve (ii) durumlari elde edilir. Ayrica
Teorem 4.1° de p, =1 alinmasi durumunda N*(f,x), o/ (f,x)’i verir. Bdylece

A(N)>n>2 igin

o, (f)-

© oWAM)
s S vwam) M

elde edilir.

Teorem 4.2.1’in ispati:

flk olarak (i) durumunu géz éniinde tutalim. N/ ( f; X) tanimin1 kullanarak,

A(n)

Ny (f.x)— 1 =_Zpﬂ(n)m( fix)=f(x))
yazilir. Bu esitlige gore

HNj( _fH()<_Z pA(n)mHS —f

nm—

()
p
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elde edilir. Leindler’in [Leindler, 2009] c¢alismasindaki Teorem 2.8’in A(n)>n>2

sart1 ve hipotez gdz dniine alindiginda esitsizligin sag tarafinin dort pargaya ayrilmasi

gerektigi goriiliir Buna gore

10 v
P_Z pz(n)—mHSm(f)_f V=
A(n) m=0

p

1 v 1 v
Py S0 (F)— (p)+—pa<n>-1H31(f)—f (p)+
Pan) Pan)
1 W O )
NN > Pawym[on ()= o TP 2 Paynlsn(f)-f )
A(n) m=2 A(n) m=2(n)+1

=L+, + 1+,

olur. Oncelikle 1,ve 1, ifadelerini inceleyelim. (p,) € AMDMS oldugundan tanim

geregi (Cl(n)) e AMDS dir. Burada

1 A(n)

Gy — o
A(n) l(n)+1k§ Py

dir ve buradan
C/1(n) < Cl(n)—l < Cz(n)fz

yazilir. Bu esitsizlikten

Pi(n) P/I(n)
<= ve <
Pa A(n) Pam-1 A(n) -1
elde edilir ve boylece
1
L<<—— Ve I, <
A(n) A(n)-1

yazilir. (4.1.1) gz 6niine alinarak

R I0)
VWA

elde edilir. Simdi |, ’i degerlendirelim:

ol A(M)
vy M

logA(n) ve I,

1 X w_ 1A (m+1)" o@/m)
L=—"=> PummlSn(F)=Fll "<=—> P,mm . logm
3 Pﬂ(n) mZ:; A(n) H ( ) p P/l(n) ; A(n) (m+1) v(]/m)

(m +1)£ M logm fonksiyonu azalmayan oldugundan

v(/m)
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(ﬂ(n)+1)5 w(/ A(n)) L ~
< P/l(n) v(]//l(n)) log }“(n)mZ:; Pin)-m (m+1)

seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa

(ﬂ“(n)*‘l)g a)(]//l(n)) A(n) By
P/l(n) V(]/ﬂ(n)) |Og i(n); pl(n)_m (m +1)

elde edilir. Lemma 4.1.5 g6z 6niine alinirsa

<

< (A +1)" w( A(n) log A(n)(A(n)+1) " P,

Py V() o

dir. Boylece

I, < ol A(n) log A(n)
VI/A(M)
elde edilir. Son olarak 1,’i degerlendirelim:
A(n)

1
L, =P 2 Puon|sn(F)-f

j,(n) m=A(n)+1

V)
p

1 A o(l/m
< - A A(n)-m ﬁ logm
l(n) m=A(n)+1
A(n)
L oA g0 $*
P/l(n) V(l//l(n)) m=4(n)+1
seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa
1 wA(n) ) 1 o)
< log A(N) > Prmm = log A(N)P,,
Py VW A(M) Z KR VW AM)) A

dir. Boylece

| <<Mlo
f T VA(n)

elde edilir. Tim degerlendirmeler bir araya getirildiginde (4.1.12) elde edilir.

gA(n)

Boylece (i) durumu i¢in ispat tamamlanmis olur ve (ii) durumu i¢in de ispat benzer

sekilde yapilir.
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Teorem 4.2.2.
0< & <1 igin Teorem 4.2.1’in kosullar1 saglansin
A(n)-1
> m|Ap,| <Py,
m=1

kosulu saglanirsa bu durumda A(n) >n>2 i¢in

© _o@Am)
o @) oM

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2.2°nin ispati:
(4.1.3) ve (4.1.9) goz Oniine alinirsa teoremin ispat1 asagidaki sekilde elde edilir:

) )

N2 =] < NGy =si ()] s (1) 7]
DWAM) | @AM oA
<aam) M @z 0 <) A

Teorem 4.2.3.

0< & <1 igin Teorem 4.2.1’in kosullar1 saglansin. Ayrica A(n) >n > 2 igin

A(n)-1
2 [An(= Z(Dl(n) )| <2 (4.1.13)
0 A(n)
kosulu saglanirsa bu durumda
1] < WA 00 1) (4.1.14)
v/ A(n)
esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2.3’iin ispati:
A(n)
N7 (f.x)—f :_sz(n)m(m x)=1(x))

/1(

toplamina Abel doniisiimii uygulanirsa

1 AM)-1( m ) )
:ﬁ{ 2, {kZ Py (5 (F10 =5, f;x))}+ D e (51 (1)1 (x))}
A(n)-1 m pl(n)ik )
- 2 (10 smu(f'x))g T (101 ()
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elde edilir.

Zl%w s (Fix) =2 A(fix)

Buom m+14 o=

isaretlemesini goz oniinde tutarak

=(s (10 () -

(3%)Bymym

esitligin sagindaki toplama Abel esitsizligi uygulanirsa

N ()= f (x)=(s7 (f:%)-f(x))-
l A(n)-2 m
: (B/I(n),m_ l(n)m+l)z(; k+DA. (f;x)+

A(n)-1 1 A(n)-1 p/l(n)—k
+[ > (m+l)An+1(f;x)] ) > >

k=0 n)

elde edilir. Buradan norma gegilirse,

N2
P mZ:O Am (Bﬂ(n),m)

v _
- f

=10+

v)
|

b /1()

(V)

m-+1

> kA (f3)

A(n)

ZAn

p

(V)

)= 1O

{‘ Bimo = Bl t ‘ Bim1— B2
/1(“)

b+
" (v) (4.1.15)

+_

o AN

A(n)

ZAn

m+1

> KA(f1)

Am ( B)p(n),m )

olur.
1 A(n) .
z(n)+1kzzl:kp*(f’x)

oldugundan ve (4.1.5) goz 6niine alindiginda

s;(f:x) -0y (f;%) =

A(n v
3 < ﬂ,(n)M log A(n) (4.1.16)

2N =)

elde edilir. Boylece (4.1.15), (4.1.16) ve (4.1.3) ifadelerinden

A(n 1
(]/ ( )) log A(n) +—{‘Ba(n) o~ Bima +‘Bi(n)1 ~Bime

(]/’1( )) Pl(n) ' ’ ’ ’ }+
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SN
N—"

(0] n + n (]7/ (n)
905 Szt

log A(n)

+ 1S n M
P % A (B J 4 )V(W(”))

a)(l//l(n) log A(n) +

<<V(]/T(”)) Piny 0 +(Birn)

A(n)-1

SN

+

N 1 An-2 I a)(]/i(n)) oa Al +a)(]/i(n)) a A
Py ; A (Byaym )| AC )—V(J/ﬂ(n))l g A(n) —v(]/l(n))l gA(n)

elde edilir ve son esitsizlikte (4.1.13) kullanilirsa
a)(l/i( )) log A(n) +i
v(y4(n)) A(n)
olur. Son esitsizlikte (4.1.1) goz oniine alinirsa (4.1.14) elde edilir.
Teorem 4.2.4.
0< & <1 igin Teorem 4.2.1’°in kosullar1 ve asagidaki kosullardan biri saglanirsa
(1) (p,) € AMIMS
(ii)(p,) € AMDMS ve (4(n)+1) =O(P,,)

bu durumda A(n)>n>2 igin

L(F)— H‘p) <“’((]]//j(( ))))I g A(n) (4.1.17)

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2.4°uin ispati:
flk olarak (i) durumunu goz &niinde tutalim. R’ (f;x) tammundan,
1 4m

RE(10)= 1 (X) =53 B (5a (%) 1 ()

A(n) m=0

dir ve bu esitlige gore
v)

O LS s (f

An m=0

Ry(f)-

elde edilir.
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W

1 20
52 Pulsn ()=
A(n) m=0

v 1 v
“+P—p1us1<f>—fu;>+

(n)

w1 &
()+P— 2 Pafsa(F)= 1],
g(n) m=A4(n)+1

1
=—1D HSO ( —f
A(n)

+—Z Po s (F

.—J1+J2+J3+J4

)

Oncelikle J,ve J, ifadelerini inceleyelim. (p,) e AMIMS oldugundan
tanim geregi (Cl(n)) € AMIS dir. Burada

C 1 A(n)
A(n) — m_ kZ:(; Py

olmak tlizere

C<C,, ve C<xC,,
yazilir. Bu esitsizlikten
P P
P < —2 ve p<—20_
A(n)+1 A(n)+1
elde edilir. Boylece
1
Jx—— v JKx—
A(n) A(n)

dir. (4.1.1) goz Oniine alinarak

« T V) a)(]/l(n)) |Og /I(n) ve J a)(]/ﬂ“(n)) lo 0g ( )

, K — ==

L An) v/ A(m)
elde edilir. Simdi J, ’i degerlendirelim
1 & 0 o(l/m)
=— S —f < — logm
=g Sl (1) 11 5 Sp (L g
(m +1)g a)(]/m) logm fonksiyonu azalmayan oldugundan
v(/m)

(A +Y) w@aey, @ .
P () 02 P ()

dir ve (4.1.2) uygulanirsa

<
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(M) +1) o amy Q
Py vwaq) O 2P (41)

elde edilir. Lemma 4.1.6 g6z 6niine alinirsa

<

< PO+ o), A)(A(n) +1)° P

P V() A

dir ve buradan

< o2,
v/ A(n)

olur. Son olarak J,’i degerlendirelim:

log A(n)

A(n )

1 )
Ji=5— 2 Pufsa(f)-f[;

P;L(n) m=A(n)+1
A(n)
ARD > Py a)(]/m)logm
Py msmea VM)

<

1 o@WA) 0o 2
Py VA M 2, P

seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa

1 oA, &1 w(M(n)), P,
B VA O 2P =B 2y 9

dir ve boylece

o/ A(n))
<K YWA) log A(n)

elde edilir. Tim degerlendirmeler bir araya getirildiginde (4.1.17) elde edilir.
Boylece (i) durumu ig¢in ispat tamamlanmis olur ve (ii) durumu icin de ispat benzer
sekildedir.

Teorem 4.2.5.

0< & <1 igin Teorem 4.2.1’in kosullar1 saglansin. Ayrica

A(n)-1
A+ p,,y <Py, Ve m**

m=0

| <P,y A(n)~° (4.1.18)
kosullar1 saglanirsa bu durumda A(n) >n>2 igin

(:) <Q)(]]//j(( ))))l g A(n) (4.1.19)

R (F)— 1
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esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2.5’in ispati:

R’ (f;x) ve P, tanimimndan

1 /I(n)—l m+1 m l(n)_kl l(n)
= Ap,—— D> (s, — )+ . s, — f
Pﬁ(n)(m_o P m+1k,o(k ) /I(n)+1'oﬂ<>kz_(;(k )
l A(n)-1
-5 > (m+1)Ap, (o, — f)+(2(n)+1) p,,y (o7 — F)
i(n) m=0

elde edilir. (4.1.4) ve (4.1.6) goz oniine alinarak norma gegilirse
v)

- ()=,

<

m=0

A(n)-1 W)
(m+2)]ap,flo, — £11 +(A(n) +1) o7 1]

1 v v
<<P_(po o — f”(p) +2|p, = polllo - f”(p))+
A(n)

v(1/m

A(n)-1
2 ( (m+1) |Apm| oy m)logm+(/1(n)+1)
Pﬂ.(n) m=2 )

ROk “”)]

n)
(n)
1 [pmﬁ Z m|Ap,| w(]/m) Iogm+/1(n)pﬂ oY A( ; l(n)J

A(n) (l/m) (
elde edilir. y(t) artmayan bir fonksiyon oldugundan
A(n)-1 ) A(n)-L a)(]/m)
miAp,, logm <« m® ——=logm
3 o oo = 2 lon

3 nm(]/z(n»O o
40 gy oA e

elde edilir ve (4.1.18) uygulanirsa
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)
“v(Ya(n))

Son degerlendirme goz Oniine alinarak esitsizlikte yerine yazilirsa

< log A(n).

F(f)- fH(pV) < %(n)[ Py +(P1(n> +2(n) pl(n))j)(T;t(:;;logl(n)j

<

D, (P * () P )( (W) j
. P Lva(m)

A(n) A(n)
ortaya ¢ikar. Buna (4.1.18) ve (4.1.1) uygulanirsa

L [y, AN Ye@Am), o
A+ [1 2(n)+ ]( V(ya(m) )J
1 +2a)(]//1(n)
20 V@A)

+2a)(]/j n )Iogl(n)

<

. ZM log A(n)
v(1/2(n))
elde edilir. Boylece (4.1.19) ispatlanmis olur.

Teorem 4.2.6.

0< & <1 igin Teorem 4.2.1’in kosullari ile

A(n)-1
> A (—Z P “”))
m=0

kosulu saglanirsa bu durumda A(n) >n>2 i¢in

w o), -
o S M

2 () -

esitsizligi saglanir.
Teorem 4.2.6’n1n ispati:

Teorem 4.2.3 ile benzer sekildedir.
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Teorem 4.2.7.

O<e<1 igin Teorem 4.2.1’in kosullar1 ile asagidaki kosullardan biri

saglanirsa

(i) (p,) € AMDUSMS

(i) (p,) € AMIUSMS ve ((n)+1) p, =0,
A(N)>n>2 igin

v _ o@/A(n))
<@ A

(4.1.20)

elde edilir.
Teorem 4.2.7’nin ispati:

(i) durumunu goz dniinde tutalim. N,/ ( f;X) tanimi kullamlarak,

A(n)

NZ(f,x)- f =—me)m( f:%)= 1 (x))

yazilir. Buradan da

1 o
P n;) Pi(n)-m Hsm (f)-f

W
p

A(n)
1 v 1 v

=5 P S (f)-f (p)+—pa<n>-1H31(f)—f (p)+

A(n) A(n)

) O )

N 2 P [Sn ()= Z Py 5 ( F

A(n) M=2 (n) m=A(n)+1
=K +K,+K;+K,

elde edilir. Oncelikle K, ifadesini inceleyelim. (p,) € AMDUSMS oldugundan

A$) € AMDS dir ve buradan

Alics < Al
yazmak miimkiindiir. Buna gore
2 n
(k+2)(k+3) i_zk:ﬂ) Pt = (k+1) k+2 .;k P

(PatR) < (R)
(k +3) (k+1)
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Pen o 2 (4.1.21)
P, k+1

elde edilir. (4.1.21) yardimiyla asagidaki esitsizligi yazmak miimkiindiir.

Py.1 < Py < 2
P.. P, k+1

Boylece

1

Kl =— Py
Pan)

so(f)—fH(':) <P

Pi(n) ﬂ“(n)

elde edilir ve (4.1.1) uygulanirsa

L _o(UA(n) _oyA(n)
() = viwm) = Vi)

olur. Simdi K, ifadesini inceleyelim. (4.1.21) yardimiyla

K logA(n
l<<ﬂ gA(n)

P )1 < Py < 1
P/l(n) P/l(n)—l /1(”) -1
dir ve boylece
1 v) pl(n)—l 1
Ky=——Pma|s(f)-f| < <
I:)}L(n) H P Pi(n) ﬂ’(n) 1

esitsizligi dogrudur. ﬂ(n)ZZ oldugundan /I(n)—lzl dir ve buradan (4.1.1) ve

(4.1.2) yardimiyla

olacaktir.

K, toplamini inceleyelim:

olmak tizere (2.1.1) kullanilirsa
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LA, () o)
A(n) m=2 A (m +1)g V(l/m)

ortaya ¢ikar. (m+1)" ol/m) logm fonksiyonu azalmayan oldugundan

v@/m)

(A +1) o amy), @
Py VA A(N) 9 Mn)m; Pion (M +1)

seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa

<

(ﬂ(n)+1)g @/ A(n)) A(n) -
Pl(n) V(]/i(n)) |Og A(n); pg(n),m (m +1)

elde edilir (4.1.10) g6z 6niine alinirsa

<

(A +1)" 0@/ A(n)
<R, v A F

dir ve boylece istenen sonug olan

K <<Mlo
> v/ A(n)

elde edilir. Son olarak K, i degerlendirelim:

(n)

gA(n)

A(n)

1
K4:P_ > pl(n)mesm(f)—f

/I(n) m=A(n)+1

V)
p

< i S M |Og m
Pﬂ(n) m=A(n)+1 A V(]v/m)
A(n)
L oA 10930y 3,
Py VA 2() nsst
seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa
1 o@AM) @) 1 o@A(M)

log jv(n)Z: Piy-m = log A(n) P/1(n)
m=0

<
Py VA(M)

dir ve boylece

Py V(M)

K <<—a)(1//1(n)) lo
C T VWA(M)

olur. K,;-K, degerlendirmeleri bir araya getirildiginde (4.1.20) elde edilir. Boylece

gA(n)

(1) durumu i¢in ispat tamamlanmis olur ve (i1) durumu i¢in de ispat benzer sekildedir.
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Teorem 4.2.8.

O<e&<1 igin Teorem 4.2.1°in kosullari ile asagidaki kosullardan biri

saglanirsa
(i) (p,) € AMIUSMS
.- 2
(i) (p,) € AMDUSMS ve (A(n)+1) =0(P,,)

A(N)>n>2 igin

RA(f)— f H(p”) < % log A(n) (4.1.22)

esitsizligi saglanir.

Teorem 4.2.8’In ispati:

[lk olarak (i) durumunu goz 6niinde tutalim. er ( f; X) tanimindan,

R (1)~ (=52 P (501320 (1)

dir ve bu esitlige gore

RA(f)-f

w1 W
) S5 Zopmusm(f)—f :

elde edilir. Buradan

1 40 )
P()Z)pmusm(f)—f =

A(n) M=

1 y 1 ,
“p Pl ()=t g m b ()= 1)+

1 m W 1 Am "
" Sm ()= F, + s (f)-f
Pl(n)mz_;pmum() o m_%,HlomHm() )

=L+L+L+L,
ortaya ¢ikar. Oncelikle L, ifadesini inceleyelim.(p,) e AMIUSMS oldugundan

A, € AMIS dir ve buradan

2 2
Aﬁ )« Aﬁ(l), A

(n),0 n)

yazmak miimkiindiir.
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P 5 i)
E% P S 2 (ny+1) (A (n)+2) i_ﬂ%n) Pso)-
p, < 2
(2(n)+1)(4(n)+2)
b, 1 1

1 v) Po 1
L PollSo (F)— Tl < <
PA(n) i H ’ ( ) Hp Pl(n) ﬂ“(n)
elde edilir ve (4.1.1) uygulanirsa
A(n A(n
L1<< (]/ ) (]/ ( )Iog/l(n)

( ) VAM) T vAm)

L, de benzer sekilde degerlendirilir ve asagidaki esitsizligi yazmak miimkiindiir.

_ o) _oFA(n)
( ) V() VAW

Simdi L, i degerlendirelim

L, <

log A(n)

1 W@ W _ 1@ (m+l) o@/m)
- p.lls. (f)-f[ < P, logm
o Jsa (£)- 11, Pﬁ(ﬂ); (1) v
(m+1)° olym) logm fonksiyonu azalmayan oldugundan

v@/m)

(A +2) oW/ M) | i) .
A E 1
P/l(n) (]//1( )) g (n)m:z P (m " )

dir ve (4.1.2) uygulanirsa

<

(i(n)+1)g o1/ A(n)) A )
Pg(n) v(1/A(n)) log l(n)mzzo P, (m +1)

elde edilir ve Lemma 4.1.8 g6z 6niine alinirsa

(A +1)” o@Am), -,
< vaam) 0

<

(A(n)+1)"° P ()

dir ve boylece
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< M lo
V(Y A(n))

elde edilir. Son olarak L, ’ii degerlendirelim:

L, gA(n)

A(n) v
L= 2 palsa()- [

g(n) m=A(n)+1

p

1 & o(l/m)

< ?(n)m—iz(n)ﬂ pm V(]/m) Iog "
1 o@WA) 0 2
Py vy 0, 2
seklinde yazilir ve (4.1.2) uygulanirsa
L o@am) &1 e@am)
<Py vwam) VL5 iy O

dir ve boylece

L <<Mlo
C VW AM)

elde edilir. Tim degerlendirmeler bir araya getirildiginde (4.1.22) elde edilir.

gA(n)

Boylece (i) durumu i¢in ispat tamamlanmis olur ve (i1) durumu icin de ispat benzer

sekildedir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

S. Prosdorff tarafindan ele alinan Holder metriginde bazi trigonometrik
polinomlar ile yaklagim hizinin degerlendirilmesi daha sonra bazi matematik¢iler
tarafindan Holder metriginin genellestirilmesi yapilarak tekrar ele alinmistir. Bu tez
calismasinda ise genellestirmeleri dikkate alarak, Das ve arkadaslarinin tanimlamis

oldugu genellestirilmis Holder metriginde, Cesaro alt metodlarini kullanarak H'(;”)

smifina ait fonksiyonlara daha genel dizi siniflar1 géz oniinde tutularak elde edilen
yaklasimin hiz1 ile ilgili ortaya ¢ikan sonuglar elde edilmistir. Bu sonuglar ile ilgili
degerlendirmeler ve acik kalan problemler ile ilgili 6neriler agagida verilmistir.

5.1. SONUCLAR

1. ot) azalmayan bir fonksiyon olmak iizere 0 < & <1 i¢in y(t) =t° ot)

v(t) v(t)
artmayan bir fonksiyon olsun. p=>1 i¢in f eH{” olsun (p,) e AMDMS iken

A(N)>n>2 ig¢in HN (f)- H(p) w((j//j(( )))) logA(n) degerlendirmesi elde

edilmistir. AMDS < AMDMS igerilmesi géz oniine alinirsa elde edilen bu sonucun

Leindler’in yapmis oldugu ¢aligmadan daha genel oldugu goriliir.

ot) azalmayan bir fonksiyon olmak tizere 0 < & <1 igin y(t):=t* ot)

v(t) v(t)
artmayan  bir  fonksiyon  olsun. p>1  igin feH!  olsun
(p,) € AMIMS ve A(n)p, ., <Py, iken AN)=n>2 icin

(:) a)((jl//ﬂ((n)))) log A(n) elde edilmistir. AMIS < AMIMS igerilmesi

gdz Oniine alinirsa elde edilen bu sonucun Leindler’in yapmis oldugu ¢alismadan

HN (f)—f

daha genel oldugu goriiliir.

A(n)-1
3. p>1 igin feH! olsun ve Z m|Ap,| < P,m kosulu altinda

m=1

A(N)>n>2 igin HN,f(f)— f H(;l) a)((]]//j(( )))) log A(n) elde edilmistir.Boylece dizi

siiflart iizerine sart koymaksizin sadece yukaridaki esitlik saglatilarak yine ayni
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degerlendirme elde edilmistir. Burada A(n)=n alindiginda Leindler’in sonucu elde

edilir.

A(n)-1 m P
4. p21igin feH{ olsunve > Am(LZ(pﬂ(n)_k)) <« 2% kosulu
+1¢3% A(n)

m=0

altinda A(n)>n>2 igin HN;1 (f)- pr < a)((]]//j(( )))) log A(n) elde edilmistir. Benzer

sekilde burada dizi smiflar1 lizerine sart koymaksizin sadece yukaridaki esitlik

saglatilarak yine aym degerlendirme elde edilmistir.Burada A(n)=n alindiginda

Leindler’in sonucu elde edilir.

ot) azalmayan bir fonksiyon olmak iizere 0 < & <1 igin y(t):=t° ot)

v(t) v(t)
artmayan  bir  fonksiyon  olsun. p>1  igin feHY olsun
(p,) € AMDMS ve (A(n)+1) =O(P,,) iken A(N)>n>2 icin

(f) - H(p) < a)((]]//j(( )))) log A(n) degerlendirmesi elde edilmistir.

AMDS — AMDMS icerilmesi goz Oniine alinirsa elde edilen bu sonucun Leindler’in

yapmis oldugu ¢alismadan daha genel oldugu goriiliir.

6. oft) azalmayan bir fonksiyon olmak iizere 0 < & <1 i¢in y(t) =t* oft)

v(t) v(t)
artmayan bir fonksiyon olsun. p=>1 i¢in f eH{” olsun (p,)e AMIMS iken

(:) < “’((]]// j(( )))) logA(n)  elde edilmistir.

AMIS — AMIMS igerilmesi goz Oniine alinirsa elde edilen bu sonucun Leindler’in

A(N)>n>2 igin

2 (F)-

yapmis oldugu caligsmadan daha genel oldugu goriiliir.
7. p=1 igin feHY olsun ve (AnN)+Dp,, <P, Ve

A(n)-1
| < P,y An)~° kosulu altinda A(n)=n>2 i¢in

m=0

" a)(]//l(n)) log A(n) elde edilmistir. Boylece dizi siniflar1 iizerine

f)— f
(D=1, V({l/A(n))
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sart koymaksizin sadece yukaridaki esitlik saglatilarak yine ayni degerlendirme elde

edilmistir. Burada ﬂ(n) =n alindiginda Leindler’in sonucu elde edilir.

A(n)-1 1 m P
8. p>1icin f eH™ olsun ve A (—— <20 Amy=n>2
p=1ic p mzzo m(m+1k§ P,) M (n)

S(f)—f Hp < % log A(n) elde edilmistir.Boylece dizi siniflari tizerine

sart koymaksizin sadece yukaridaki esitlik saglatilarak yine ayni degerlendirme elde

i¢in

edilmistir. Burada A(n)=n alindiginda Leindler’in sonucu elde edilir.
Ayrica Krasniqi’nin tanimlamis oldugu AMDUSMS ve AMIUSMS dizi

smiflariyla yaklagimin derecesi asagidaki sekilde incelenmistir.

ab) azalmayan bir fonksiyon olmak tizere 0 <& <1 igin y(t) =t* —= o(t)

v(t) v(t)
artmayan bir fonksiyon olsun. p>1 igin f e H\” olsun (p,) € AMDUSMS iken

A(N)>n>2 igin HNf(f)— H(p) < —0—= o/ A(n) logA(n) degerlendirmesi elde

V(I A(M)
edilmistir.
a(t) . . . .
10. W azalmayan bir fonksiyon olmak {izere O<e&<1 igin
v
o) . . .. (@)
y(t)=t W artmayan bir fonksiyon olsun. p>1 igin feH;” olsun
v
(p,) € AMIUSMS ve (A(n )+1) w=O0(P,,) iken A(n)=n>2  icin
HN (f)- H <a)(]//1(n)) log A(n) degerlendirmesi elde edilmistir.
vVl A(n))
a(t) i . . ..
11. W azalmayan bir fonksiyon olmak {izere O<e&<1 igin
v
. e a)(t) . . .. (@)
y(t) =t E artmayan bir fonksiyon olsun. p=>1 i¢in feH;” olsun
v

<pv> < o), 0g A()

(p,) € AMIUSMS  iken A(n)=n>2 icin [R} YWAM)

degerlendirmesi elde edilmistir.
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12. ot) azalmayan bir fonksiyon olmak {izere 0O<e&<1 igin

v(t)

7(t)::t‘g$tt) artmayan bir fonksiyon olsun. p=>1 ig¢in feH!” olsun
v

(p,) € AMDUSMS ve (A(n)+1)’ =O(P, ) iken  A(M)>=n>2  icin

RA(f)- f H‘p) < % log A(n) degerlendirmesi elde edilmistir.
Y n

5.2. ONERILER

Bu calismada ele alinan dizi simiflar1 yerine daha genel dizi siniflart goz
Oniinde tutularak ve farkli toplanabilme metodlari ile yukaridaki problemler yeniden
incelenebilir. Ayrica fonksiyon siniflar1 ve bu simiflar {izerinde ele alinan normlara

gore yaklasimin derecesinin belirlenmesi ile ilgili problemler ele alinabilir.
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