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HOMOJEN OLMAYAN ORTAMDA TIiTRESIM VE DIFUZYON OLAYI
UZERINE

DONE KARAHAN

(0Y/

Bu galismada, yogunluklar1 p, ve p, olaniki [0,a] ve [a, ] uzunluklu
¢ubuklardan olusan [O, 7r] uzunluktaki ¢ubukta 1s1 iletimi problemi gbz oniine alinmistir.
Bu problem, D ={x, t:0<x <z, t>0} bolgesinde

ou  ou
P(X)E =y—Q(X)U,

bi¢imindeki denklem,
u,(0,t)=0, u(z,t)=0, t=0,
sinir kosullar1 ve
u(x,0)=e(x), 0<x<rx
baslangi¢ kosulu ile verilen sinir deger problemi seklinde tanimlanmistir. Burada,
q(x), @(x) belirli kosullar1 saglayan reel degerli fonksiyonlardir ve po(X) pargali siirekli

fonksiyondur:

o, 0<x<a,
p(x)=
P,y A<X<T.

Ele alinan lineer homojen sinir deger problemine degiskenlere ayirma (Fourier)
metodu uygulandiginda siireksiz katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denklem igin
0zdeger problemi ile karsilasilmistir. Bu problemin spektral ozellikleri incelenmis ve

spektral analizin ters probleminin ¢6ziimiiniin tekligi gosterilmistir.
Anahtar Kelimeler: Is1 problemi, 6zdeger problemi, spektral 6zellik.

Damsman: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali
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ON EVENT VIBRATION AND DIFFUSION IN NON-HOMOGENOUS
ENVIRONMENT

DONE KARAHAN

ABSTRACT

In this study, the problem of heat transmission on [O, 72'] rod which was formed by
[0,a] and [a, 7] rods whose density is p, and p, is examined. This problem, in the
region D = {x, t:0<x<m, t> O}, is defined as boundary value problem which is given

(2T
P " o
equation with boundary value conditions

u,(0,t)=0, u(z,t)=0, t=0,

—q(x)u,

and initial condition
u(x,0)=p(x), 0<x< 7.
Here, q(x), ¢(x) are real valued functions which provide certain conditions, p(X) is

piecewise continuous function:

o, 0<x<a,
p(x)=
P, a<X<7.

When the method of separation of variables (Fourier) method is applied to the
examined linear homogenous boundary value problem, eigenvalue problem for second
order differential equation with discontinuous coefficient is obtained. The spectral features
of this problem are examined and the uniqueness of solution of inverse problem of spectral

analysis is shown.

Key words: Heat problem, eigenvalue problem, spectral feature.
Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin University, Department of Mathematics
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1. GIRIS

Farkli yogunluklara sahip iki pargadan ([0,a] ve [a,7] parcalarindan) olusan bir

cubukta 1s1 iletimi problemini gbz oniine alalim. Cubugun bir ucunda sicaklik sifir, diger
ucu izole edilmis olsun. Belirli baslangi¢ kosullar1 altinda, keyfi t aninda, X noktasindaki

u(x,t) sicakligi asagidaki sinir deger probleminin ¢éztiimii ile ifade edilir.

ou 2%
p(x)azy—q(x)u, O<x<m, t>0, (1.1)
u,(0,t) =0, u(z,t)=0, t>0, (1.2)

burada q(x) € L,(0,7) reel degerli fonksiyon, p(x) ise gubugun yogunlugunu ifade eden

parcali siirekli fonksiyondur ve

p(x)= a?, a<x<r. (1.3)

{1, 0<x<a,

Problem, lineer homojen denklem ve homojen sinir kosullari ile ifade edilir. Bu probleme
degiskenlerine ayirma yontemi uygulanirsa

—y"+q(x)y =Ap(X)y, 0<x <, (1.4)

y'(0)=0, y(7)=0 (1.5)

bi¢giminde spektral problem ile karsilagilir, burada A4 bir kompleks parametredir.

Dolayisiyla yukaridaki (1.1), (1.2) difiizyon probleminin ¢dziimiiniin bulunmasi icin (1.4),

(1.5) spektral problemin incelenmesi gerekir. Benzer spektral problemlerle homojen

olmayan ortamda titresim problemlerinin incelenmesi sirasinda da karsilasilir. (1.4), (1.5)

sinir deger problemi klasik Sturm-Liouville probleminden farkli olarak p(x) bi¢iminde

stireksiz katsay1 igerir.

Genel olarak, (1.1), (1.2) bi¢imindeki sinir deger problemleri iki farkl ([0, a] ve

[a, 72] gibi) parcada incelenerek ¢oziiliir. Bu ¢alismada ise, direk tiim ¢ubukta problem ele

almir. Bu nedenle, (1.4), (1.5) smir deger problemi ona denk olan integral denkleme
indirgenir ve bdylece problemin 6zel ¢6zlimii i¢in yeni integral gosterim kullanilir.
Tez caligmasinda,
o (1.4), (1.5) smir deger probleminin 6zdegerlerinin reelligi ve basitligi (tek

kathilig1) gosterilmistir.
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e Ozdeger ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir.

e p(x) aguhkh L, (0,7) uzayinda rezolvent operatér insa edilerek, bu

uzayda 6zfonksiyonlar dizisinin tamlig1 gosterilmistir.

e Ozfonksiyonlar dizisine gore ayrisim formiilii ve buna denk olan Parseval
esitligi bulunmustur.

e (1.4), (1.5) spektral probleme uygun Weyl fonksiyonu ve Wely ¢6ziimii
tanimlanmustir.

e  Weyl ¢0ziimiine gore ters problemin ¢dziimiiniin tekligi gosterilmistir.

e Ozdeger ve normlastirict sayilardan olusan spektral veriler tanimlanmis ve

bunlara gore ters problemin ¢oziimiiniin tekligi kanitlanmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Homojen ¢ubukta 1s1 transferi problemleri karisik sinir problemleri igin I. G.
Petrovski [1], S. J. Farlow [2], A. N. Tikhonov ve A. A. Samarski [3], B. M. Levitan ve I.
S. Sargsjan [4] ve bagka matematik¢ilerin ¢aligmalarinda farkli yontemlerle incelenmistir.
Adi diferansiyel denklemler i¢in spektral denklemlerin fiziksel uygulamalari L. Collatz [5],
E. Kamke [6], A. M. Akhtyamov [7], C. Titchmarsh [8] ve diger yazarlarin ¢alismalarinda
ele alinmistir. Klasik Sturm-Liouville denklemi i¢in spektral analizin diiz ve ters
problemleri E. C. Titchmarsh [8], B. M. Levitan ve I. S. Sargsjan [9], V. A. Marchenko
[10], [11], K. Chadan ve P. C. Sabatier [12], V. A. Yurko [13], G. Freiling ve V. Yurko
[14] ve baska matematikgilerin ¢alismalarinda mevcuttur.

Siireksiz Sturm-Liouville operatorii yart eksende M. G. Gasymov [15], A. A.
Darwish [16], I. M. Guseinov ve R. T. Pashaev [17], Kh. R. Mamedov [18], [19] ve diger
bazi yazarlarin ¢alismalarinda farkli kosullar altinda incelenmistir.

Sonlu aralikta pargali siirekli katsayili Sturm-Liouville denklemi igin spektral
problemler E. N. Akhmedova [20], E. N. Akhmedova ve H. M. Huseynov [21], A. A.
Nabiev ve R. K. Amirov [22], D. Karahan ve Kh. R. Mamedov [23] ¢alismalarinda ve
diger baz1 calismalarda arastirilmistir.

Stireksiz katsayili ikinci mertebeden diferansiyel denklemler i¢in farkli sinir kosullar
altinda, spektral analizin diiz ve ters problemleri Kh. R. Mamedov ve F. A. Cetinkaya'nin

[24]-[27] ¢alismalarinda ele alinmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1 TEMEL TANIMLAR VE KAVRAMLAR

Bu boliimde ileride kullanilacak temel tanimlar, kavramlar ve teoremler verilecektir.
Bunun i¢in, S. J. Farlow [3], I. G. Petrovski [4], G. Freiling ve V. Yurko [12], L. A.
Lusternik ve V. J. Sobolev [28], J. B. Conway [29] ve V. F., Zhdanovich [30]

kaynaklarindan yararlanilmistir.

Tanmm 3.1.1 Lz[a,b] uzayi, Hilbert uzay1 olup, elemanlari [a,b] araliginda o6l¢iilebilir

fonksiyonlardir:
L,[a,b]= {x(t) : i|x(t)|2 dt < oo}
ve bu uzayda i¢ carpim
<f,g>=if(t)@dt

seklinde tanimlanur.

Tanmm 3.1.2 H Hilbert uzayr ve A bu uzayda tanimli operatér olsun. R, =(A—M )71

rezolvent operatorii varsa, A€C noktasina regiiler nokta denir ve bu noktalarin

olusturdugu kiimeye rezolvent kiime denir.

Tanim 3.1.3

e Regiiler olmayan tiim A € C noktalarina A operatoriiniin spektrumu denir.
e L — Al operatoriiniin uzaym tiimiinde tanimli, (L—/1I )_1 tersinin mevcut olmadigi

A degerlerine L operatoriiniin ozdegerleri denir. Bir operatoriin 6zdegerleri
spektrum kiimesine dahildir.

e Biitiin 6zdegerlerin kiimesine operatoriin discrete spektrumu denir.
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. (L—ﬂ,l)_l tersinin mevcut oldugu ancak tiim uzayda tanimli olmadigi veya

(L=l )71 tersinin siirsiz oldugu A degerlerinin olusturdugu kiimeye operatoriin

stirekli spektrumu denir.

Teorem (Rouche Teoremi) 3.1.4 f ve g fonksiyonlari, basit kapali bir C egrisinin
iginde ve iizerinde analitik ve C iizerinde |g(z)|<|f(z)| ise f ve f+g fonksiyonlar1 C

icinde ayni1 sayida sifirlara (koklere) sahiptir.

Teorem (Cauchy Teoremi) 3.1.5 C, R nin s olsun. f, R bdlgesinin i¢inde ve

sinirinda analitik olsun. O halde,

j f (z)dz =0.

Teorem (Cauchy Integral Formiilii) 3.1.6 R kompleks diizlemin agik bir altkiimesi

olsun. f:R— C analitik bir fonksiyon ve D:{z:|z—zo|£r} diski verilsin. C, D nin

siirt olsun. Bu halde, D nin her a i¢ noktasi i¢in

f(a):icﬁﬂdz

2riy z-a

ifadesi dogru olur.

Tanmm 3.1.7 P(X)y"+Q(X)y'+ R(x)y =0 diferansiyel denkleminde P(x), Q(x) ve R(x)
verilen aralikta tanimli analitik fonksiyonlar olsun ve ortak bolenleri olmasin. Eger bir X,
noktas1 i¢in P(X,) =0 ise, x, noktasina verilen diferansiyel denklemin bir tekil noktasi

denir.

o) Q) )2 RO
fim X0y im0 5

limit degerleri sonlu ise bu kosullar1 saglayan X, noktasina, verilen diferansiyel denklemin

regiiler tekil noktasi denir.
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Tamm 3.1.8 Analitik bir f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas: z, olsun. Eger,

lim f(z) =

717

ise z, noktasma f(z) nin kutup noktasi denir.

Teorem (Rezidii Teoremi) 3.1.9 D bolgesinde ( f(z) nin sonlu sayida ayrik tekil

Z,,2,,...,Z, noktalart hari¢) analitik ve D nin I" sinrinda siirekli f(z) fonksiyonu igin

[ f(2)dz zzmigzezs f(2)

r

esitligi saglanir. z, noktas1 f(z) nin k katli kutup noktasi ise

[ f(2)dz= (kfl)!gigg jzk[ll[f(n(z—zo)k]

z, noktasi f(z) nin basit kutup noktast oldugunda ise

[1@e= [ 1) (2-2)]

r

dir.

Teorem (Maksimum Prensibi) 3.1.10 f, bir R bdlgesinde analitik fonksiyon ve a, R

iginde bir nokta olsun. vz € R igin |f (a)|>|f(z)| ise 0 halde, f bir sabit fonksiyondur.

Teorem (Liouville Teoremi) 3.1.11 f(z) smrh ve tiim kompleks diizlemde analitik

fonksiyon ise, o halde f(z) bir sabit fonksiyondur.

Tanim 3.1.12
P (X)Y"+ P (X)Y' + P, (X)y = f(X) (3.1.1)
denklemi ve

o, Y(2) +a,Y' (@) + B, Y(0) + B,y (b) =0
(3.1.2)

0y Y(@) +ayY'(a)+ B, Y(0) + By (0) =0

sinir kosullar1 verilsin.
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D={(x,t):a<x<b, a<t<b} dikdértgeninde asagidaki kosullari saglayan G(x,t)

fonksiyonuna (3.1.1), (3.1.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonu denir.
1. G(x,t) fonksiyonu sabitlestirilmis t € (a,b) i¢in (a,t) ve (t,b) araliklarinda X e

gore homojen (3.1.1) denklemini saglar.
2. G(xt), [a,b] araliginda siireklidir. Vx € (a,b) ve Vte (a,b) igin x e gore 1.

mertebeden tiirevi Xx=t noktasinda sigramali siireksizlige sahiptir;

1
Po(t)

3. G(x,t) fonksiyonu (3.1.2) smir kosullarini saglar.

G, (t+0,t)-G, (t-0,t) =

Tanmm 3.1.13 L, D(L) tanim kiimesinde
L(y)=-y"+a(x)y =1y
U, (y)=0, v=12
siir deger problemini saglayan lineer operatdr olsun. Bu durumda, Ly = Ay esitligini
saglayan Yy(X)=0 fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operatoriiniin 6zdegeri, Y(X,A)

fonksiyonuna ise 4 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu denir.

Tammm 3.1.14 4 degerleri L operatriiniin 6zdegerleri ve y(x,4,) ler bu dzdegerlere

karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak {izere

de

a, =j"y(x,}tn)

sayisina L operatoriiniin normlastirict sayisi denir.

Tanim 3.1.15 A ve B lineer diferansiyel operatorler ve E,, E, lineer fonksiyon uzaylar
olmak tlizere X :E, - E,, E de tanimli lineer tersinir operator olsun. Eger X operatori
asagidaki sartlar1 sagliyorsa X operatoriine doniisiim operatérii denir:

I. X ve onun tersi X operatorleri E uzayinda siireklidir,

ii. AX = XB yada A= XBX ™ operator denklemi saglanr.
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E, kendisi ve birinci tirevi siirekli, kompleks degerli, f(x), 0<X<oo

fonksiyonlarinin bir uzay1 olsun. E {iizerinde topoloji, her sonlu aralikta, fonksiyonlarin ve

birinci tiirevlerinin diizgiin yakinsamasi ile tanimlansin.

2 2

d d
A=——+q(x), B=———+r(x
o FAX) o Fr)

olsun, burada, q(x) ve r(x), 0<Xx<oo iki siirekli kompleks degerli fonksiyondur.
E,, asagidaki kosulu saglayan f(X) ler i¢in E nin bir alt uzay1 olsun:
f'(0) =h, f (0), (3.1.3)
burada, h, keyfi sonlu kompleks bir sayidir.
Benzer sekilde, E,, asagidaki kosulu saglayan f(x) ler icin E nin bir alt uzay
olsun:
f'(0) =h, f (0), (3.1.4)

burada, h, keyfi sonlu kompleks bir sayidir.

Teorem 3.1.17 E, den E, ye tanimli X =X, doniisiim operatorii asagidaki formda

yazilabilir:
Xf(x) = f(x) +j. K(x,t) f (t)dt, (3.1.5)

burada, K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu,

K, (X, t) —q(x)K(x,t) = K, (x,t) = r(X)K(x,t), (3.1.6)
K (X, x):hz—hl+%.xf[q(s)—r(s)]ds, (3.1.7)
[Kt(x,t)—th(x,t)]t=0 =0. (3.1.8)

probleminin ¢oziimiidiir.
Tersine, eger K(x,t) fonksiyonu (3.1.6)-(3.1.8) in ¢oziimii ise, o halde (3.1.5) ile
tanimlanan X, A, B operator g¢iftleri icin doniisiim operatoriidiir ve E, den E, ye

tanimlidir.
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Teorem 3.1.16
e +ae™ +..+a, e +a,=0
a,, (s=0,1,.., p-1) gergel sayilar, o, >, , >0, a,, (s =1,p) kompleks ve a, =0 ise

bu denklemin kokleri A =M+l//(n), (n=0,#1,....) dir. w(n) smirh kompleks
a

n
(0]

degerli fonksiyon, sup|y (n)|< oo dur.

3.2 IKINCI MERTEBEDEN KISMI TUREVLI DENKLEMLERIN
SINIFLANDIRILMASI

Tamm 3.2.1 iki bagimsiz degiskenli ikinci basamaktan lineer kismi diferansiyel denklem:

A, YUy, +B(X, Y)u, +C(X, y)u,, +D(x, y)u, +E(x, y)u, +F (X, y)u =G(X,y)
bigimindedir. A(X, Y)u, +B(X, y)u, +C(X, y)u,, terimlerinin toplamina esas kiszm denir.
Denklemin u ¢oziimiiniin 6zelliklerini bu kisim belirler. Belirli bir (x,,y,)eQ noktas:
igin A(Xy,Yy)=B?(Xo, ¥o)—4A (X, Yo )C (Xo: Yo ) diskriminant olmak iizere;

o A(X,,Y,)>0 ise denklem (X, Y,) e Q noktasinda hiperbolik,
o A(X,,Y,)=0 ise denklem (x,,Y,)e Q noktasinda parabolik,

o A(X,,Y,)<0 ise denklem (x,,Y,)eQ noktasinda eliptiktir.

Simdi bu tiir denklemlerin fiziksel anlamlarini yazalim.

Hiperbolik Denklem 3.2.2
Tilirdes olmayan malzemeden olusan esnek telin titresiminin matematiksel modeli

asagidaki siir deger problemi ile verilir.

P, =(k(u, ) +F(x1), (x,t) e Q=(0,1)x(0,+x) = R?,
u(x,0) =, (x), u,(x,0) =¢(x), xe(0,1),

(KOQuy, =Vou), o = s, (1), (K(X)u, +vu) | = z4(t), t>0.
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p(x)>0 ve k(x) >0 fonksiyonlar: sirasiyla malzemenin yogunlugunu ve sertligini ifade
eder. u,(t) ve g4 (t) fonksiyonlari, telin, sirasiyla x=0 ve X=I| uglarindaki yer
degismesini belirler,buradaki v, >0 sabitleri de telin ucundaki kenetlenmenin sabitligini

ifade eder.

Parabolik Denklem 3.2.3
Tirdes bir cubuktaki 1s1 yayilimi siirecinin fiziksel modeli asagidaki sinir deger problemi

ile verilir.

u, =ku,, Q:z{(x,t)eR2 :0< x<|},

u(x,0) = ¢(x), x€[0,1],
u(0,t)=0, u(l,t)=0, t>0.
Verilen tiirdes sinir kosullart ¢gubugun uglarinda 1sinin hep sifira esit olarak tutulmasini
gerektirir. O halde baslangigta ¢(x):=u(x,0) olarak verilen 1sinin, belli bir zamandan

sonra ¢(x) den sifira dogru azalacagini beklemek dogaldir.

Eliptik Denklem 3.2.4
Dairesel levhada kararlasmis 1s1 iletiminin matematiksel modeli asagidaki siir deger

problemi ile verilir.

o°u 1au 1 o%u
2

P

u(r,p)=f(p), pe [0,271').

=0, (r,go)eQ,

Bu problem, Q= {(r, p)eR*:0<r<r, pe[0, 27[)} bolgesinde kutupsal koordinatlarla

verilmis, Laplace operatorii i¢in Dirichlet problemidir.
3.3 SONLU ARALIK UZERINDE STURM-LIOUVILLE OPERATORU
3.3.1 Operatériin Tanimi ve Ozellikleri

Asagidaki L =L(q(x),h,H) smir deger problemi ele alinsin:
ly =—y"+q(x)y=1y, 0O<x<umz, (3.3.1.1)

10
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U(y)=y'(0)-hy(0)=0, V(y):=y'(#)+Hy(x)=0. (33.1.2)
Burada A spektral parametre, q(x), hveH reel ve q(x)eL,(0,7) dir. g potansiyel
olarak adlandirilir. | operatorii Sturm-Liouville operatorii olarak tanimlanir.

Burada (3.3.1.1), (3.3.1.2) smir deger probleminin trivial olmayan ¢6ziimleri

incelenecektir.
C(x,4), S(x, 1), o(x,4), w(x,A4) fonksiyonlar1 (3.3.1.1) denkleminin sirasiyla,
asagidaki kosullar1 saglayan ¢oziimleri olsun:
C(0,4)=1, C'(0,4)=0, S(0,4)=0, S'(0,4)=1,
p(0,0)=1 ¢'(0,4)=h, w(r,A)=1 w'(x,A)=-H.
Her sabitlestirilmis X igin, C(x,4), S(X,4), @(x,4), w(x,A) fonksiyonlar1 4 nin
tam fonksiyonlaridir. Aciktir ki,
U(p)=¢'(0,1)-he(0,4)=0, V(v)=v'(z,2)+Hwy(x,A1)=0. (3.3.1.3)
AA) =<w (X, 1), p(X,4) > (3.3.1.4)
olarak isaretleyelim, burada
<y(x),2(x) >= y(x)2'(x) - y'(x)2(x)
y vez nin Wronskienidir. Jakobi-Liouville formiilinden dolayr Wronskien x ten
bagimsizdir. A(4) fonksiyonu, L nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir. (3.3.1.4)
formiiliinde X=0 ve X = yazildiginda
A(A) =V (p) =-U(¥)
elde edilir. A(1), 4 nm tam fonksiyonudur ve {4} sifirlarmmn en fazla sayilabilir bir

kiimesine sahiptir.

Teorem 3.3.1.1 Karakteristik fonksiyonun {4} sifirlart ile L smir deger probleminin
Ozdegerleri cakisiktir. @(x,4,) ve w(x,4,) fonksiyonlar1 6zfonksiyonlardir ve Oyle bir
{B,} dizisi vardur ki;

v(X,4,)=pB.e(x,4,), B,#0, (3.3.1.5)
esitligi saglanir.

{an} sayilar1 normlastirici sayilar olarak adlandirilir:

11
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o, = [lp(x 2,)]" dx, (3.3.1.6)
0
ve {ﬂn,an} sayilart L nin spektral verileri olarak adlandirilir.

Lemma 3.3.1.2 |p| > i¢in ,xe[0,7] e gore diizgiin olarak, asagidaki asimptotik

formiiller saglanir

@(x,A)=cos px+0 {i exp(|z| x)} =0(exp(Jz]x)),

19| (3.3.1.7)
@' (X, A)=-psin px +O(exp(|r| x)) =0 (|p| exp(|z| x))
v (x, 1) =cos p(ﬁ—X)+O(|%eXp(|T|(7r—X))J —0(exp(je| (7 -x))). o518

w'(x,A) = psin p(z - x)+O(exp(|r|(7z— x))) = O(|p| exp (|7] (7 - x)))

burada 1= p*,z=Imp.

Teorem 3.3.1.3 L smnir deger problemi sayilabilir {4}  0zdegerler kiimesine sahiptir.

n>0 igin,
pnz\/Zzn+ﬁ+ﬁ, (K, )el,, (3.3.1.9)
zn n
burada

17[
=h+H +=|q(t)dt.
® 2£q()

3.3.2 Ozfonksiyonlarin Ozellikleri

Teorem (Ayrnsim Teoremi) 3.3.2.1

i. L smir deger probleminin { ?(% 4, )}M ozfonksiyonlar sistemi L,(0,7) de tamdir.

ii.  f(x), xe[0, 7] mutlak siirekli fonksiyon olsun. O halde,

F0)=ap(xi) a =iT f (Dot A, )dt, (3.32.1)
n=0 an 0

12
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ve seri [0, 7] lizerinde diizgiin yakinsaktir.

ii.  f(x)eL,(0,7) i¢in (3.3.2.1) serisi L,(0,7) de yakinsaktir, ve

J.| f (x)|2 dx = ian la, |’ (Parseval esitligi). (3.3.2.2)
0 n=0

3.3.3 Doniistim Operatorleri

Teorem 3.3.3.1 (3.3.1.1) denkleminin C(0,4)=1, C'(0,4) =0 kosullarin1 saglayan

¢oziimii C(x,A) igin asagidaki gosterim saglanir:
C(x,l)=cos,ox+_[K(x,t)c03ptdt, A=p’, (3.3.3.1)
0
burada K (x,t) reel siirekli fonksiyon ve

K (x,x) =%.X[q(t)dt. (3.3.3.2)

Teorem 3.3.3.2 (3.3.1.1) denkleminin, sirasiyla, S(0,4)=0, S'(0,4)=1 e
9(0,4)=1, ¢'(0,4) =h kosullarin1 saglayan S(x,1) ve ¢(x, 1) ¢Oziimleri igin asagidaki

gosterimler saglanir:

sin px ¢ sin pt
S(x,A)= +[P(xt dt, (3.3.3.3)
(4) =22 [ xy 2
(p(X,/L):COSpX+IG(X,t)COSptdt, (3.3.3.4)
0

burada P(x,4) ve G(x,4) fonksiyonlari J. q(t)dt ile aym diizgiinliikte reel siirekli
0

fonksiyonlardir ve

G(x,x)= h+%jq(t)dt, (3.3.3.5)
P(x, x)=%iq(t)dt. (3.3.3.6)

13
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3.3.4 Teklik Teoremleri ve Weyl Fonksiyonu

Bu boliimde, Sturm-Liouville operatorleri igin spektral analizin ters problemleri ele
alinmistir. Bu ters problemlerin farkli varyasyonlar1 verilmis ve bunlara karsilik gelen
teklik teoremleri ispatlanmistir. Verilen spektral karakteristiklere gore operatori tek tiirlii
belirlemek i¢in {i¢ teorem verilmistir.

Ters Problem 3.3.4.1 Verilen {4 ,qa,}  spekiral verileri, q(x) potansiyelini ve smir

>0

kosullarmin h ve H katsayilarini insa eder.

Teorem 3.3.42 Eger A =4 vea, =@, n>0, ise o halde L=L. VYani
q(x) =G(x), xe(0,7), h= h, H = H. Béylece, {4, a,} _, spektral verileri, potansiyeli ve

siir kosullariin katsayilarini birebir olarak belirler.

Ters Problem 3.3.4.3 Verilen {/1

n

}.o Ve {u,} _ spektral verileri, q(x) potansiyelini ve
sinir kosullarmin  h ve H katsayilarin1 inga eder. (Burada { ,un} L simr deger

n>0 '

probleminin H =0 i¢in 6zdegerleridir.)

Teorem 3344 Eger A =A veu =ji,n>0, ise o halde L=L. Yani
q(x)=G(x), xe(0,7), h=h, H =H. Boylece, {4 14,} ., Spektral verileri potansiyeli ve

n

sinir kosullarinin katsayilarini birebir olarak belirler.

Ters Problem 3.3.4.5 Verilen {4}  ve {47}  spektral verileri q(x) potansiyelini ve

simir kosullarimin - hve H katsayilari1 insa eder. (Burada {}t: } . L smir deger

nx

probleminin h=0 igin 6zdegerleridir.)

Teorem 3.346 Eger A4 =4 vea’=1°n>0, ise o halde L=L. VYani
q(x) =G(x), xe(0,7), h=h, H = H. Béylece, {ﬂnﬁf}m spektral verileri potansiyeli ve

sinir kosullarinin katsayilarini birebir olarak belirler.
14
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Weyl Fonksiyonu: @(x,4) fonksiyonu (3.2.1.1) denkleminin U (®)=1, V(®)=0
kosullar1 altindaki ¢6ziimii olsun. M (A1):=®(0,1) olarak isaretlensin. M (1) ve ®(x,1)

fonksiyonlart L smir deger problemi i¢in sirasiyla Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu
olarak adlandirilir. Weyl fonksiyonu ilk olarak yari eksen durumunda H. Weyl tarafindan

tanimlanmustir. Aciktir ki,

o(x,2) =L s (x4 (2)0(0.2) B34
_ A

(4)= A0 (3.3.4.2)

(p(x,2),®(x 1)) =1 (3.3.4.3)

burada A°(1), h=0 durumunda (3.3.1.1), (3.3.1.2) sinir deger probleminin karakteristik
fonksiyonudur. Boylece, Weyl fonksiyonu 4 =4, n>0 noktalarinda basit kutup noktalar:

ile meromorfik fonksiyondur.

Teorem 3.3.4.2 Asagidaki gdsterim dogrudur:

Teorem 3.3.4.3 Eger M (1) =M (1) ise, o halde L=L dir. Bdylece, Weyl fonksiyonu,

operatorii birebir olarak belirler.

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 1SI DENKLEMI ICIN BIR SINIR DEGER PROBLEMI
4.1.1 Probleme Giris

Asagidaki 1s1 denklemi ve sinir kosullarindan olusan diflizyon problemini ele alalim.

ou o4
X)—=——-qg(X)u, O<x<m, t>0, 4111
p( )6'[ pv a(x) 7 ( )
u,0,t)=0, u(z,t)=0, t=0, 4.1.1.2)

15
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u(x,0)=e(x), 0<x<r, (4.1.1.3)

burada q(x) € L, (0, z) reel degerli fonksiyon, o (x) pargali siirekli fonksiyon

(4.1.1.4)

p(X):{L 0<x<a,

a?, a<x<r,

u(x,t), ¢(x) fonksiyonlar1 D= {(X,t) O<x<mt> 0} bolgesinde siirekli tiirevlenebilir

fonksiyonlardir.

Tammm 4.1.1.1 Asagidaki kosullarini saglayan ¢oziime (4.1.1.1)-(4.1.1.4) sinir deger

probleminin klasik ¢6ziimii denir:
1. D={(x,t):0<x<7,t >0} bélgesinde siireklidir,

2. D bolgesinde X vet ye gore 2. mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir,
3. (4.1.1.1) denklemi (4.1.1.2) smur ve (4.1.1.3) baslangi¢ kosullarini saglar.

4.1.2 Is1 Problemine Fourier Metodunun Uygulanmasi ve Sturm-Liouville Problemi

(4.1.1.1)-(4.1.1.4) problemini ¢6zmek i¢in Fourier metodu kullanilir. (4.1.1.1) denkleminin
(4.1.1.2) ve (4.1.1.3) kosullarin1 saglayan ¢oziimii

u(x,t) = y(x)g(t) (4.1.2.1)
biciminde aransin. (4.1.2.1) ifadesi (4.1.1.1) denkleminde yerine yazildiginda

y'() _ax) _g'(®)
pPYYX)  p(x)  g()’

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafi sadece t ye sol tarafi ise sadece X e baglive t ile

X birbirine bagli olmayan bagimsiz degiskenler oldugundan esitligin her iki tarafi ayri/ma
sabiti denilen ayn1 bir sabite esittir. O halde,

Y0 4w _gm __
PV p(x) 90

olsun. Bu son esitlikten
=y" () +a(x)y(x) = 2° p(x) y(x), (4.1.2.2)
g'(t) +A°g(t) =0, (4.1.2.3)
denklemleri elde edilir. u(x,t) ¢oztimii (4.1.1.2) kosullarin1 saglayacagindan;

y'(0)=y(7)=0 (4.1.2.4)
16
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elde edilir. Boylece, (4.1.1.2), (4.1.1.3) smir ve baslangi¢c kosullarini saglayan sifirdan

farkli u(x,t) ¢6ziimiinii bulma problemi (4.1.2.2), (4.1.2.4) Sturm-Liouville probleminin
sifirdan farkli y(x) 6zfonksiyonlarini bulma problemine indirgenir.

Simdi, (4.1.2.2), (4.1.2.4) siireksiz katsayil1 Sturm-Liouville problemini inceleyelim.

4.2 SUREKSiZ KATSAYILI STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN TERS
SPEKTRAL PROBLEM

4.2.1 Probleme Giris

E. N. Akhmedova [22] da gosterilmistir ki; tim A lar i¢in

A5 (%)
e(x ) =g, (x, )+ [ K(xt)e’dt (4.2.1.1)

—4"(x)

fonksiyonu (4.1.2.2) denkleminin e(0,4) =1, €'(0,1) =iA baslangi¢ kosullarin1 saglayan
¢oztimidiir. Burada, gz (x) =xp(X) +allFp(X)), K(x,.) e Ll(—y*(x),y*(x)) ve

—1 1 iu’ (x) l _ 1 i (x)
eo(x,ﬂ,)_z(u '_P(X)je +2[1 —'_/O(X)Je (4.2.1.2)

fonksiyonu q(x) =0 durumunda (4.1.2.2) denkleminin (0, 1) =1, €'(0, 1) =i/ kosullarin
saglayan ¢oziimidir. K(x,.) e Ll(—,u+ (X), 1" (x)) ¢ekirdek fonksiyonu asagidaki 6zelligi

saglar:

d oy 1 1
&K(x, L (x))_4 N (1+ \/p(X)Jq(x). (4.2.1.3)

(4.12.2), (4.1.2.4) sir deger probleminin sifirdan farkli ¢oziimlerine uygun A°
sayilarina problemin 6zdegerleri, bu 6zdegerlere karsilik gelen sifirdan farkli y(X, )
¢ozlimlerine problemin 6zfonksiyonlari denir.

o(X,4) ve w(x,A) fonksiyonlar1 (4.1.2.2), (4.1.2.4) sir deger probleminin,
sirastyla,

»(0,4)=1, ¢'(0,4)=0 (4.2.1.4)
ve
17
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w(z,A)=0, v'(r,A) =1 (4.2.1.5)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.
AQA) ={p(%,A),p(x,2)) (4.2.1.6)
olarak isaretleyelim.

Burada
(y(%),2(x)) = y()Z'(x) - y'(x) 2(x)

y ve z fonksiyonlarinin Wronskiyenleridir.

Lemma4.2.1.1 ¢(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlarinin Wronskiyenleri X e bagl degildir.
Ispat: ¢(x,A) ve y(x, 1) fonksiyonlar (4.1.2.2) denkleminin ¢éziimleri oldugundan
—¢"(x, ) +A(x)@(x, 4) = 2° p()(x, 2),
=" (%, 2) + a0 (x, 1) = 2° p(X)w (X, )

yazabiliriz.

f—x{w(x, ()} = 9%, A" (% A) = 0" (%, Ay (%, 2) =

=[A(0=2°p(x) |y (x D%, ) = d(x) = 2> p(X) | o(x, Dy (x, 2) = 0.

Boylece Wronskiyenin X e bagli olmadig: elde edilir.O

A(1), (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu olarak
adlandirilir. A(4) X ten bagimsiz oldugundan (4.2.1.6) formiiliinde X yerine sirasiyla
X=0VveX=r yazilirsa

A(L) = p(x, 2) ='(0, A) (4.2.1.7)

n

elde edilir. A(1), A nin tam fonksiyonudur ve {/1 } sifirlar kiimesi sayilabilirden fazla

degildir.

422 (4.122), (4.1.2.4) Smir Deger Probleminin Ozdeger ve Ozfonksiyonlarinin
Ozellikleri

Lemma 4221 A #A, farklh 0Ozdegerlere karsilik gelen y(x,4) vey(x,4,)

ozfonksiyonlar1 L, ,(0,7) de ortogonaldir.
18
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Ispat: y(x,4) vey(x,4,) fonksiyonlar1 (4.1.2.2), (4.1.2.4) siur deger probleminin

ozfonksiyonlar1 oldugundan

=Y"(% A) +a()Y(x, 4) = 4" p(x)y (X, 4),

=Y"(%,A) + () Y(X, ) = 2 p(x) Y(%, 4,)
yazabiliriz. Sirasiyla, bu esitlikleri y(x,4,) ve —y(x,4,) fonksiyonlariyla ¢arpar, taraf

tarafa toplarsak;

Y00 A YO AN} = (4 =22 P V(X Ay )

elde ederiz. (4.1.2.4) sinir kosullarin1 goz Oniine alarak son esitligi 0 dan 7 ye

integrallersek
(42-22) [T p(x)y(x A)y(x, 2,)dx =0
buluruz. 4, # 4, oldugundan,

[ POOY(x A)Y( 2,)dx = 0.

Ispat tamamlanir. O

Lemma 4.2.2.2 (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat Aksini kabul edelim. Yani, (1°)>=u+iv, v£0, y°(x,A%)#0 6zfonksiyonuna
karsilik gelen bir kompleks 6zdeger olsun. q(x) ve p(x) reel degerli fonksiyonlar
oldugundan (1°)* =u—iv, m ozfonksiyonuna karsilik gelen 6zdeger olacaktir.

(A°)? # (1°)? oldugundan Lemma 4.2.2.1 den

I =] P00y 27y (. 2%y =0

O =y N

elde edilir. Ancak bu y°(x,A°) #0 olmasiyla gelisir. O halde kabuliimiiz yanlistir.

(4.1.2.2), (4.1.2.4) smur deger probleminin 6zdegerleri reeldir. O
Ayrica bu Ozdegerlere karsilik gelen @(X,4) ve w(x,A) Ozfonksiyonlari da

reeldir.
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Lemma 4.2.2.3 A(A) Karakteristik fonksiyonun A, sifirlarinin karesi ile (4.1.2.2),
(4.1.2.4) smur deger probleminin A7 oOzdegerleri gakigiktir. ¢(x,4,) ve w(X,4)
fonksiyonlar1 6zfonksiyonlardir ve 6yle bir £, dizisi vardir ki;

W (X A) = Bp(X 4), B, #0. (422.1)
Ispat: 1) 4,, A(1) nm bir sifir1 olsun. O halde (4.2.1.7) den

(% &) w(XA)| _
P'(X,4) w'(X4)

= 0%, )y (X, 4) = @' (X, Ay (X, 4)) =0
elde ederiz. Boylece ¢(x,4,), w(x,4,) fonksiyonlar1 lineer bagimlidir, o halde

A(h) =

v (X, 4,) = Byp(X, 4,) , B, #0 esitligi saglanir. (X, 4,), w(X,4,) fonksiyonlari
(4.1.2.6) sinir kosullarmi saglar. Dolayisiyla, A7 bir 8zdegerdir ve (X, 4,), (X, 4,),

A¢ ye karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

2) Diger taraftan, A7, (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve
Yo(X, 4) Ve Y,(X,—4,) bu ozdegere karsilik gelen &zfonksiyonlar olsun. O halde,
Yo(X,4,) Ve Y,(X,—4,) fonksiyonlar1 (4.1.2.4) sinir kosullarmi saglayacagindan,
Yo(0,4,) =Y, (7, 4,) =0 ve y;(0,-4,)=Y,(7,—4,)=0 dir. Aciktir ki y,(0,4,)=0 ve
Y,(0,—4,) #0 dir (Aksi taktirde y,(0,4,)=0, y,(0,4,) =0 olacagindan bu y,(x,4,)
fonksiyonunun 6zfonksiyon olmasiyla celisir.) Genelligi bozmadan y,(0,4,) =1,
Y,(0,—4,) =1 alalim. Bu durumda y,(X,4,) =@(x,4,) Ve Y,(X,—4,)=@(x,—4,) elde
edilir. Boylece, (4.2.1.7) den

A(h) = (7, 45) = Yo (7, 45) =0
A=) = (7, =4) = Yo (7,=4) =0

bulunur. Benzer olarak, eger Yy,(x,4,) ve VY,(x,—4,) fonksiyonlart vy;(7,4,)=1,

Yo (7,—4,) =1 kosullarini sagliyorsa, y,(x,4,) =w (X, 4,) Ve y,(x,—4,) =w(X,—4,) elde

edilir.

Boylece, (4.2.1.7) den
A(%) ='(0,24)) =y,(0,4,) =0
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A(=4) =y'(0,—4) =;(0,=4,) =0
bulunur. Bu durumda, biz her bir A’ 6zdegerine sabit garpan farkiyla yalnizca bir

0zfonksiyonun karsilik geldigini ispatlamis oluruz. o

Dolayisiyla, {ﬂz}m ler (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri ise,

n

ozdegerler ¢(7,4)=0 denkleminin sifirlarindan bulundugundan ve A1, 6 =-1

n

oldugundan

(X, A) =% 4.), w(X,A,)=w(X 1)

elde edilir

Tanim 4.2.2.4 (4.1.2.2), (4.1.2.4) smir deger probleminin normlastiric1 sayilarini

asagidaki formda tanimlayalim:
&, = [ ()@ (x, 4,)dx.
0

Bu son esitlikte 4 . =-A yazarsak o , = «, buluruz.

Lemma 4.2.2.5 (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri basittir ve
A(L)=22a,p, (4.2.2.2)
Ispat: o(x,A.) ve w(x, 1) fonksiyonlari bu problemin ¢dziimleri oldugundan
0" (% 4,) +A(X)(x, 4) = A; p(X)p(X, 4,),

" (X, A) +q()y (X, 2) = 2° p(X)yr (%, 2)
yazabiliriz. Bu denklemleri, sirasiyla, w(X,4) ve —¢(x,4,) fonksiyonlariyla garpar ve

taraf tarafa toplarsak;

Lo, 2w (6 D)) = (22 = 22) p(0p(%, A (%, 2)

dx
elde ederiz. (4.1.2.4) kosullarin1 goz oniine alarak son esitligi 0 dan 7 ye integrallersek
P A(L)—A(A
J; P00, 2y (x, )k = 2 =2A)

buluruz. Lemma 4.2.2.3 te (4.2.2.1) esitligini kullanirsak, 4 — A, iken
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A(L) =24 a, B,
elde edilir. Burada, 8, =w/(0,4,) . Boylece, A(4)#0dir.o

4.2.3 q(x)=0 iken (4.1.2.2), (4.1.2.4) Smir Deger Probleminin Ozdegerleri

o, (x,4), (4.1.2.2) denkleminin q(x)=0 durumunda (4.2.1.4) baslangic

kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun. Bu durumda ¢, (x, A1) ¢oziimii asagidaki formdadir:

goo(x,/l):%[1+J/%]cos}w+(x)+%[l— J/%]cos/w—(x). (4.2.3.1)

Lemma 4.2.2.3 te gdsterdik ki, (A,?)Z, q(x)=0iken (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger

probleminin 6zdegerleri ise, 4, lar ¢ (z,4)=0 denkleminin sifirlaridir. Yani, (/10)2

n

6zdegerlerini bulmak i¢in,

Ay (A)= %(u%jcosﬂy* (ﬂ)+%(1—%)cos Ap () =0,

a-1
A’ ——COS Au~
oS Au (7z)+a+1cos w ()

0, (4.2.3.2)

denkleminin sifirlarini inceleyelim.

Teorem 3.1.16 y1 kullanarak (4.2.3.2) denkleminin sifirlarini inceledigimizde

A0 = ’z )[n—%j+hn, (4.2.3.3)
w(r

elde ederiz. Burada, sup|h,|<oo dur.

Lemma4.2.3.2 A, (A) fonksiyonunun kokleri ayriktir. Yani,

inf

n=k

A -x|=r>0.
ispat Aksini kabul edelim. O halde, {4’,} ve {4,} dizileri A,(4) fonksiyonunun
stfirlarinin iki dizisi olsun, oyle Ki;
ﬂ'l?,l 7&)‘1?,2’ 21?,1 —> 0, 21?,2 >0,
ll(m(ﬂ'l?,l_ﬂf,z)zo-
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Lemma 4.2.2.1 den ¢, (x,ﬂf’l) ve ¢O(X,ﬂ122) fonksiyonlari ortogonaldir:

v

0= J-p(X)gDO (X'ﬂko,l)(oo (X’ﬂf,z)dx =

0

Ip( )20 (%, 480) | 20 (X, 42 ) =00 (%, 40, ) | e+

+]:p(x)(p02 (x,ﬂﬁl)dx =

a

=1, +]Ep(X)(pg(X,ﬂ£1)dX2 I, +_|'p(x)go§(x,ﬂ£l)dx=

0

=Ik+j.cosz(/1£1x =1, +§+Sm(2Mk )
0

2 4. 1

burada,

O"—ohl

(po Xﬂ'k [(DO(X,ﬂfYZ)—(DO(X,ﬂle)}dX

dir. Gosterelim ki lim 1, =0 dir.

k—o0

Gergekten, (4.2.3.1) esitliginden ve
[cos A0, x —cos 42, X| < C| A0, = 42,|, (C>0),
degerlendirmesinden
oy (22) -0 (25x)| < CJ22, - 224 (€ >0).
elde ederiz. Sonug olarak, x €[0,7] i¢in diizgiin olarak lim (20 (A01%) = (22,X)) =

a sm(2a/11?yl)

saglanir. Simdi, 0>1, + 2+ esitsizliginde K —oo iken limite gegersek

0
1

a
0> 5 buluruz. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde ispat tamamlanir.o

4.2.4 Ozfonksiyonlar ve Ozdegerler igin Asimptotik Formiiller

(4.1.2.2) denkleminin ¢6ziimiiniin (4.2.1.1) gosterimini kullanarak (X, 1)

¢Ozlimii i¢in asagidaki integral gosterimi elde edilir:
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45 (x)

P(%, 2) = 9y (X, A) + j A(x, ) cos Atdt, (4.2.4.1)

burada, A(x,t)=K(x,t)-K(x,-t), ve K(X,.)eL (& (x),—"(x)) dir. A(x,t) ¢ekirdek

fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

Az, 1 (7)) == jﬁ[ qu()t

i AGn o (2)+0)— AQr, i (7) - L Jq() t

o~ ol o

Lemma 4.24.1 || > i¢in, xe[0,7] e gore diizgiin olarak asagidaki asimptotik

formiiller saglanir:

‘Imﬁ.‘;ﬁ(x)

(P(X'/1)=¢O(X,/1)+O[e 7 }:o(e'mw(x))’

(4.2.4.2)
@'(x,4) = g(x, 4) +o(e“m*‘”*<x> ) =0 (| Aema 0 )
e“mi‘(lﬁ(”)—f(x)) e\lmi\(,ﬁ(ﬁ)_lf(x))
X, A=y, (x,)+0| —4mM8 — |=0| ————— |,
w(x,4) =w,(x, 1) T 7
(4.2.4.3)

g/ () im A (7)-1s* (%)
v'(x,2) =yg(x,2) +O i =O(e o - ))'

Ispat Keyfi sabitlerin degisimi metodunu kullanarak ¢(x,1) ¢oziimii icin asagidaki

integral denklemi elde edilir:

o(X, ) =@,(X, 4) +Ig(x,t;/1)q(t)(p(t,ﬂ)dt, (4.2.4.4)
burada,
1 |sinA(e" () -4 (1)
t, A
ItA)= (\/p(x \/p(t] A ’
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1 1 |sinA( (-4 (1) 4245
2(\/p(X) \/p(t)j A ( )

ve ¢,(x,4) fonksiyonu (4.2.3.1) de verilmistir.

()= max(|(p(x Ae (”))

0<x<z

ile isaretleyelim.

[Im A" (%) [ImA]z* (%)

[sin 4w (x)| <e  [cos Aut (x)|<e
ve

lg(x.t;2)| < _e\'m\(uwx)_,f(t))

degerlendirmelerini kullanarak (4.2.4.4) denkleminden |ﬂ| >1ve xe [0, 7z] igin,

lp(x, 2) glmin' ™ < ¢y |%| G(Z)I|q(t)| dt,
0
elde ederiz ve sonug olarak,
o(A)<C +—= C, O'(Z)

buluruz. Yeterince biiyiik || lar igin (1) =0(L) dir ve ¢(x,2) =o(e"mﬂ‘”*‘x>)oldugu

\lmz\(/f(x)w* ®)

elde edilir. Bu esitlikten ve |g(X t; 2,)| olmasindan (4.2.4.4)

denkleminden

e\lmi\y (x)
(X, 4) = 9 (X,4) + O ———
S

oldugu hesaplanir. (4.2.4.4) denklemini diferansiyellersek

@'(X, 4) = g5 (X, 2) + 9(x, X; 1)a(X)e(x, 1) + I 9,(x,t; 1)a(0)e(t, 2)dt (4.2.4.6)

buluruz. (4.2.4.5) esitliginde x=0 vyazarsak g(x,x;4)=0 buluruz ve (4.2.4.5)

esitligininde X e gore tiirev alirsak

N e AN 1 e
gX(X,t,ﬂ)— p(X)Z[W+M]COSﬂ(ﬂ (X) H (t))+
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1 1 1 ) )
+,/p(x)§( ool MJcosx(y (X) = 27 (1) (4.2.4.7)

elde ederiz. ¢(x, 1) =O(e“m‘”+(x)) esitligini (4.2.4.6) esitliginin sag tarafinda yerine

yazarsak (4.2.4.2) degerlendirmelerini elde ederiz.

(4.2.4.3) esitlikleri de benzer sekilde bulunur. o

Teorem 4.2.4.2 (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger problemi sayilabilir {/lnz}m Ozdegerler

kiimesine sahiptir:

d  k
/1n=/1n0+zg+ﬁn, (4,=0), (4.2.4.8)
burada, A¢ lar
AO(/l):l[l+£}cosiy*(n)+1(1—ljcos/1y(z) (4.2.4.9)
2 o 2 a

fonksiyonunun sifirlari, {/1:}2, q(x)=0 iken (4.1.2.2), (4.1.2.4) probleminin

Ozdegerleri,
d = h*sin A°u* (m)+h-sin °u () (4.2.4.10)
;(1+§]u+ (D)sin A2’ <ﬂ>—;(1-;]ﬂ (D)sin A ()

sinirh bir dizi ve k, €1, dir.
Ispat A(A)=@(r,2) (4.122), (4.12.4) smr deger probleminin karakteristik

fonksiyonu oldugundan

A(A)=Ag(A)+ [ 9(m.t; Da)e(t, A)dt (4.2.4.11)
0
esitligi saglanir. (4.2.4.2) degerlendirmelerini bu son esitlikte kullanirsak
A(2) =4, (2)+h 2 ’12‘ (7) - SIn ’12‘_(”) +K,(A), (4.2.4.12)
bulunur. Burada,
h* = il(li 1ﬁq(t)dt +3(17_L a)]iq(t)dt (4.2.4.13)
4 a)y 4 A

ve
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Ky (2) = i(ua)fcosl(&zf () -4 (7)) at)dt +
+$(1—a).:|-cos/1(2,u+ (t) -4 (7)) q(t)dt +

+i(1+ iﬁcosz(zw () - 2" (7)) a(t)dt +
a a

42
+$(1—%j£cosz(y+(n)+ﬂ-(t)—u+(t))q(t)dt+
[eummﬁ(n)J
+0 — . (4.2.4.14)
|4

Simdi G, ={4:|A-4]

25} bolgesini isaretleyelim, burada 5<% (bakiniz Lemma

4.2.3.2) yeterince kiiciik pozitif sayidir. Simdi gosterelim ki;
A, (A)|2Ce ™ P 2 eG;, C,;>0. (4.2.4.15)

Biliyoruz ki |cos 4u* (7)| 2 C,e™* ), 1 €G, (G. Freiling ve V. Yurko [13], 5.10) dir.

O halde (4.2.4.9) esitligini kullanirsak (4.2.4.15) esitsizligini elde ederiz. Dahasi
(4.2.4.12) esitliginden

A= Ce"™ ™, 1 eG,, C,>0. (4.2.4.16)

buluruz. Diger taraftan (4.2.4.12) den

[Im At (=
AQ) —Ay(A) = o[u

a ] 2] > o (4.2.4.17)

farkini elde ederiz. Fnz{i:w: AL +%} (n=12,..) kontdrinii disiinelim. T,

kontdrleri sonsuz olarak genislediginde, yeterince biiylik n ler i¢in (4.2.4.15) ve

(4.2.4.17) esitsizliklerinden
|A() = A (A)|<|As(A)], AeT, (4.2.4.18)
elde ederiz. Simdi burada Rouche teoremini uygularsak, A,(4) nm sifirlarinin sayisi

A(A) = {A(/"L) —A, (/1)} +A,(1) nin sifirlarinin sayisi ile cakisiktir.

7.(8)={2:|A- 47

<0 } cemberinde Rouche teoremini uygularsak, yeterince biiyiik n
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ler icin y,(0) icinde A(A) fonksiyonunun yalnizca bir A, sifir1 vardir. 6 >0 nin keyfi
olmasindan

A =+¢g, & =0, n—>w (4.24.19)
yazariz. (4.2.4.19) ifadesini (4.2.4.12) denkleminde yerine yazalim ve

1

Ao(4)= E(1+§jcos A (ﬂ)+%(1—§j cos A2u” () =0,

sing, 1" () ~ e, 1" (7), cose ' () ~1, n—> o0

degerlendirmelerini kullanirsak

£ = zr?d: - /L?‘i“ . d + /1n0k+“ = (4.2.4.20)
burada,
d = h*sin A’ (m)+h sin 2w () ,
Y1 @sinagu () -3{1-, J sin e (x)
K =k (2% +,) ve

d= h*w*(z)cos A (m)+h p (m)cos A (w)
20 D (@i A3 (2 50D ()sin Ay ()

01 =0 1 , Og" =0 1 , N—>o oldugundan, d ve (:Tn dizileri smrhi ve
A, +&, n) A +e¢, n

k, €1, dir ve (4.2.4.20) den elde ederiz ki;

&, :O(EJ, n — oo.
n

n — o iken (4.2.4.20) esitligini kullanarak daha kesin olarak elde ederiz Ki;

&, =%+kﬁ‘, k,el, (4.2.4.21)

n

burada, k, = #(7) k, +O(1j, n — oo dir. Béylece ispat tamamlanmis olur. O
T n
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4.2.5 Spektral Ayrisim Formiilii

Teorem 4.25.1
1. (4.1.2.2), (4.1.2.4) siur deger probleminin {¢(X,/1n)}n>l ozfonksiyonlar sistemi

L, ,(0,7) uzayinda tamdir;

2. Eger f(x), [0,7] arahiginda mutlak siirekli fonksiyon ve f'(0)= f(z)=0 ise,

0 halde
F(x) = 2an¢(x,zn), (4.2.5.1)
burada, _
a, =ai£ f(O)pO)e(t, 4,)dt, (4.2.5.2)

ve (4.2.5.1) serisi [0, ] de diizgiin yakinsaktir;
3. f(x)eL, (0 7) igin (4.2.5.1) serisi L, ,(0,7) de yakinsaktir ve dahasi Parseval

esitligi saglanir:
j | p(x)dx = ian la,[". (4.25.3)
0 n=1

Ispat w(x,1), (4.1.2.2) denkleminin (4.2.1.5) sinir kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.

Gt A) =—L{W(X”1)(p(t”i)’ x=t (4.2.5.4)
AA) (X, Dy (t, 1), t>x
fonksiyonunu isaretleyelim ve
Y(x,A)= ]ip(t) f (1)G(x,t; A)dt (4.2.5.5)

fonksiyonunu diistinelim. G(x,t; 1) fonksiyonu (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger problemi
icin Green fonksiyonu olarak adlandirilir. G(X,t; 1) ele aliman Sturm-Liouville
operatorii i¢in ters operatoriin ¢ekirdegidir. Yani, Y (X, 4) fonksiyonu,

=Y"(x, A) +q(X)Y (x, ) = 22 p(X)Y (x, 4) - f (x) p(x),
(4.2.5.6)
Y'(0,4) =Y (7, 1) =0,

sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.
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(4.2.2.2) esitligini kullanarak, Y (x, 4) fonksiyonun rezidiistinii hesaplayalim:

I}’:einsY(x, A)=- o(X, /ln)]{p(t) f () e(t, 4,)dt. (4.2.5.7)

20,4,

n

f(x) €L, ,(0,7) i¢in kabul edelim ki

Tp(t) f()e(t, A )dt=0, n=12,3,..

dir. O halde (4.2.5.7) den I?—eanY(X’i) =0 dir ve sonug olarak sabitlestirilmis X € [0,7:]

icin Y(x,4) fonksiyonu A nin tam fonksiyonudur. Diger taraftan, (4.2.5.5) esitligi
iginde (4.2.4.2), (4.2.4.3) ve (4.2.4.16) degerlendirmelerini yerine yazarsak, ¢ >0 ve

yeterince biiyiik A” >0 igin

Y| <2, AeG,, [24°

elde ederiz. Analitik fonksiyonlarin modiilii i¢in maksimum prensibini ve Liouville
teoremini kullanirsak Y (X,4)=0 oldugunu hesaplariz. Bu son esitligi (4.2.5.5)
denkleminde yerine yazarsak f(x)=0 buluruz. Bdylece teoremin birinci kismi

ispatlanmuis olur.
Simdi f(X)EAC[O,ﬂ'] olsun. Y(x,4) fonksiyonunu asagidaki forma

dontstiirelim:

Y(x,4)=

{V/(X ﬂ)j —¢"(t, A) +q®e(t, 2)) f (t)dt +

+o(6 D[ (=" (1, 2) +aw ¢, 2)) f (t)dt}-

Son esitlikte ikinci mertebeden tlirevlerin oldugu integrallerde kismi integralleme

yapalim ve f'(0) = f(x) =0 sinir kosullarin1 goz oniine alirsak;

Y (x,2) = f;f) jz (Z,(x, A)+Z,(x, A)), (4.2.5.8)

elde ederiz. Burada, g(t) = f '(t) olmak tizere;

30



Karahan, D., 2015. Homojen Olmayan Ortamda Titresim ve Difiizyon Olayt Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

Zx.2) =37 )[w 2) j g(t)¢'(t, A)dt +p(x, 2) J gty(t, z)dt}

Z,(x,2) = [w(x 2) j PO T Op(t, dt +p(x, 2) j PO O, z)dt}

A(4)

Simdi agagidaki kontiir integralini diisiinelim:

IN(X):%J'JY(X,/I)dl,

burada, T ={/1:|/1| =‘/13‘+%}, dogrultusu saat yoniinde olan bir kontiirdiir. Rezidii

teoreminden,
N N
() =22 ResAY (x,2) = 3 a,p(x 4,
n=1 "7 n=1
elde ederiz. Burada,
1 T
a, =— [ p(t) f e(t, A,)dt
a, 0
Diger taraftan (4.2.5.8) esitligini burada kullanirsak;

1, (X) = f(x)—ziﬁi [ %(Zl(x,ﬂ)+22(x,/1))d/1

elde ederiz. (4.2.5.9) ve (4.2.5.10) denklemlerini karsilastirirsak
N
f(x) =2 a,p(x,4,)+& (%),
n=1
buluruz, burada
00 == [ 2200 D) +2,(x,2))d A
2ri r, A
seklinde tanimlanir.

Simdi teoremin ikinci kisminin ispatin1 tamamlamak i¢in

lim max|&, (x)| =0

N—o0 0<x<7

oldugunu gostermek yeterlidir.

(4.2.5.9)

(4.2.5.10)

(4.2.5.11)

Bunun igin (4.2.4.2), (4.2.4.3) ve (4.2.4.16) asimptotik ifadelerini kullanirsak ve sabit

& >0 ve yeterince biiyikk 2~ > 0 igin,
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max

0<x<7

Z,(x,A)| < 3 1e€G,, |4=2, C,>0. (4.2.5.12)

izl
Gosterelim ki;

lim max

|| >0 0<x<7
AeGy

Z,(x,A)|=0. (4.2.5.13)

Ik olarak, g(t) fonksiyonunun [0, 7] de mutlak siirekli oldugunu kabul edelim. Bu

durumda Z,(x, A) ifadesinde kismi integralleme yaparsak

(/1)

elde ederiz. Buradan, Z,(x, ) fonksiyonuna benzer olarak

Z,(x,2) = v (%2) j #(t,2)g' ) dt +p(x,2) j w(t.2)9 (t)dt}

max |Z,(x, A)| < —1, A€G;, |4|=47, C, >0

0<x<z |

buluruz. Simdi genel durumda sabit £ >0 ve
fla-g,m|dt <&
0

olacak sekilde mutlak siirekli g, (t) fonksiyonunu alalim. O halde, (4.2.4.2), (4.2.4.3)

ve (4.2.4.16) asimptotik ifadelerini kullanirsak A~ >0 bulunabilir oyle ki;
A€G;, |A|=27 igin

Z,(x4) = &{w(x i)fco(t 290 -0,1)dt+

+¢(x,z)iw'(t,ﬂ)(g(t)—gg(t))dt}

A(l/l) [W(X /1)J‘(o(t A)g, (1) dt +e(X, A)IW (t,2)g, (t)dt}

esitliginden;
C(e) cc4 C(s>

max|Z, (x, /1)|<Cj|g(t) g, (t)|dt+—2 2]> 27,

0<x<7

elde ederiz.
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Sonug olarak;

lim max
|| >0 0<x<7
AeGy

Z,(x,2)|<C,

buluruz.
¢ keyfi pozitif bir say1 oldugundan (4.2.5.12) esitligini elde etmis oluruz. Boylece
(4.2.5.12) ve (4.2.5.13) ifadelerini birlikte diisiindiigiimiiz de (4.2.5.11) esitligini elde

ederiz. Dolayisiyla teoremin ikinci kismini ispatlamis oluruz. {go(x,ﬂun)}n>l Ozdegerler
sistemi L, ,(0,7) uzayinda tam ve ortogonaldir. Bunun igin, L, ,(0,7) iginde ortogonal

taban formundadir ve (4.2.5.3) Parseval esitligi saglanir. O
4.2.6 Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonu

®(x,4) fonksiyonu (4.1.2.2) denkleminin @'(0,4) =1, ®(x,A1)=0 kosullarini
saglayan ¢Oziimii olsun. C(x,4) ile (4.1.2.2) denkleminin C(0,4)=0, C'(0,4)=1
baslangic kosullarini saglayan ¢oziimiinii isaretleyelim. O halde w(X,A) ¢ozimi

asagidaki gosterime sahiptir:

v (X, 4) =w (0, )p(x, 1) + A(1)C(x, 1) (4.2.6.1)

ya da

y(x,4) _ (0, 4)

A =C(x,A)+ A o(X, ). (4.2.6.2)

Simdi

_v(0,2)
M(A) = —A(/i) (4.2.6.3)
ile isaretleyelim. Aciktir ki;

d(x, A1) =C(x,A) + M (AD)ep(x, 1) (4.2.6.4)

biciminde yazabiliriz.
d(x,4) ve M(1)=®(0,1) fonksiyonlar1 sirasiyla, (4.1.2.2), (4.1.2.4) sinr deger
probleminin Weyl ¢éziimii ve Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir. Weyl fonksiyonu,

(4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger probleminin A, 6zdegerler noktalarinda basit kutuplara

sahip meromorfik bir fonksiyondur. (4.2.6.2) ve (4.2.6.4) esitliklerinden
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o(x, 1) = L&A (4.2.6.5)

A(2)
yazariz.
(p(x%,2),@(%,2)) = (X, A) D' (X, 1) —¢' (X, 1) D(x, )
Wronsikien X ten bagimsiz oldugundan
(p(x,2),@(x,1)) =1 (4.2.6.6)

elde edilir.

Teorem 4.2.6.1 Eger M (1) =M (A) ise o halde, L=L dir. Yani; (4.1.2.2), (4.1.2.4)
siir deger problemi Weyl fonksiyonu tarafindan tek olarak belirlenir.

Ispat P(x,4) = [P” (X, /1)] , matrisini asagidaki formiille tanimlayalim:

i,j=1,

P(x,1) P(x,A)  D(x,A) :[(D(X,/l) (D(x,ﬂ)j (4.2.6.7)
TP A) D)) @A) D(xA)) o
(4.2.6.7) esitliginden
(X, A) = By (X, )@(x, 1) + P, (X, )@'(X, 1),
(4.2.6.8)
D (X, A) = P, (X, YD (X, A) + P, (X, )D'(X, 1),
ya da
P, (X, 2) = (X, A)D'(x, 1) D (%, 1)@ (X, 4),
(4.2.6.9)

P (X, 2) = =0(x, A)D(x, 2) + D(X, (X, 2),
elde edilir. (4.2.6.9) denklemlerinde (4.2.6.5) ifadesini yerine yazarsak o halde, biz
1
A(2)
-y (% A)(P'(x ) -9'(x2)) ],

P.(x,4) =1+

[o(x, ) (¥'(x, 1) - (x, ))-

(4.2.6.10)

Pa(x,2) = ﬁ[w(x, D)%, 2)- (6 A (% D],

denklemlerini elde ederiz.

Simdi (4.2.4.2), (4.2.4.3) ve (4.2.4.16) asimptotik ifadelerini (4.2.6.10)

denklemlerinde kullanirsak,
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lim max |P,, (x, 4) =1 = lim max|B,(x, )| =0 (4.2.6.11)

[0 0<x<7 |0 0<x<7
limitlerini buluruz. Simdi de (4.2.6.9) denklemlerinde (4.2.6.4) ifadesini yerine yazalim:

P (%, 2) = (X, AC(% )~ C(x, G (, 2) + (M (1) =M (1)) p(x, D)5 (X, 2,

P, (X, 4) = C(x, )@(x, 2) = C(x, D)p(x, 2) +(M (2) =M (1) ) p(x, 1) (X, 4).
Buradan elde ediyoruz ki, eger M(1)=M(A) ise o halde P,(x,4) ve P,(x,A) her
sabit X degeri igin tam fonksiyonlardir. (4.2.6.11) esitliklerinden goriiyoruz ki,
B.(x,4)=1 ve P,(x,4) =0 dir. Bu son esitlikleri (4.2.6.8) de yerine yazarsak her X ve
A igin (X, A)=@(x,A) ve D(x,1)=D(x,4) elde ederiz. Boylece, q(x)=0G(x)

buluruz. Dolayisiyla ispat tamamlanir. O

Teorem 4.2.6.2 Asagidaki esitlik dogrudur:

0

M(A)= 4.2.6.12
D e R aoty
Ispat (4.2.2.2) ifadesini (4.2.6.3) esitliginde yerine yazalim ve rezidii hesaplayalim:
RgsM(/l)zy"O’ﬂ“)z .ﬂ" __r (4.2.6.13)
- AG) AR PR

Ayni zamanda, (4.2.4.3), (4.2.4.16) asimptotik ifadelerini ve (4.2.6.3) esitliginde g6z

Oniine alirsak,

M ()| < | | (4.2.6.14)
esitsizligini elde ederiz ve buradan limite gegersek,
Ilm |M (4)|=0 (4.2.6.15)

buluruz. Simdi asagidaki kontiir integralini diisiinelim:

J(/I)—z— M('Z)d,u, Aelntly,
i

burada, T, :{u:|y|:‘1,‘j‘+%} saat yoniiniin tersine bir kontdrdiir. Bu durumda,

(4.2.6.15) ifadesinden !lim|JN(/1)|=0 buluruz. Diger taraftan, rezidii teoreminden,

A, =—A, olmasindan ve (4.2.6.13) ten
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WAZMGD+ Y s =

1 N 1
MOt o) S

esitligini buluruz. Burada, N — oo iken limite gecersek (4.2.6.12) esitligini elde etmis

oluruz. Boylece ispat tamamlanmis olur. O

Teorem 4.2.6.3 Eger VneZ igin A =1, @, =@, ise o halde, L=L dir. Yani,

(4.1.2.2), (4.1.2.4) sinir deger problemi spektral verileri tarafindan birebir olarak

belirlenir

Ispat Her neZ icin A =A, @ =a, oldugundan ve (4.2.6.12) formiilii

n n

saglandigindan, M(A)=M (A1) elde ederiz. Dolayisiyla, Teorem 4.2.6.1'i

kullandigimizda L = L buluruz. Boylece, ispat biter. O
5 SONUC VE ONERILER
5.1 SONUCLAR

Bu c¢alisgmada, homojen olmayan ortama uygun, ikinci merteben kismi tiirevlerden
olusan 1s1 (ve ya titresim) denklemi i¢in bir sinir deger problemi ele alinmistir. Bu sinir
deger problemi icin asagidaki sonuglar bulunmustur.

o Fourier metodu uygulanmistir ve siireksiz katsayili Sturm-Liouville problemi
elde edilmistir.

o Bu stireksiz  katsayillt  Sturm-Liouville probleminin = 6zdegerleri ve
ozfonksiyonlar1 incelenmistir.

. Ozdegerlerinin  basitligi  (tek katlilhigl) ve reelligi, 6zfonksiyonlarinin

ortogonalligi 6zellikleri arastirilmistir.

. Ozdegerlerin ve dzfonksiyonlarmn asimptotik formiilleri elde edilmistir.
. Rezolvent operator inga edilmistir.
o Problemin o6zfonksiyonlarina gore ayrisim formiilii ve denk olarak Parseval

esitligi elde edilmistir.

36



Karahan, D., 2015. Homojen Olmayan Ortamda Titresim ve Difiizyon Olayt Uzerine, Yiiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

o Problemin q(x)=0 durumu ele alinarak yukarida bahsedilen durumlar daha
ayrintili olarak incelenmistir.
. Problemin Weyl fonksiyonu ve Weyl ¢oziimii tanimlanmustir.

. Weyl fonksiyonu ve spektral verilere gore problemin ¢oéziimii igin teklik

teoremleri verilmistir.

5.2 ONERILER

o Tezde verilen silireksiz katsayili Sturm-Liouville denklemi i¢in farklt sinir
kosullar1 altinda diiz ve ters spektral problemler incelenebilir.

. Ele alian siireksiz katsayilt Sturm-Liouville denklemi i¢in sinir kosullarinda
stireksizlik noktas1 olan veya spektral parametre bulunan durumlar i¢in spektral problem

incelenebilir.
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