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DORDUNCU DERECEDEN BiR REGULER SINIR DEGER PROBLEMININ
SPEKTRAL ANALIZI

HIKMET GUNES

oz
Bu tez ¢alismasinda periyodik ve antiperiyodik sinir kosullarina sahip

Y™ 4, ()Y p(X) Y+ P (x)y = Ay, (0<x<1)
y* (1)-(-1)7y¥(0)=0, (s=03)

sinir deger problemi ele almmistir. Burada 4 spektral parametre, p;(x) e L,(0,1),
1

(j=01), p,(x)eW;(0,1) kompleks degerli fonksiyonlar, jpz(g)d§=o ve
0

o =0,1 dir. Belirtelim ki, s6z konusu smir deger probleminin smir kosullart

regiilerdir, fakat gii¢lii regiiler degildir.

Tez ¢alisgmasinda, 6nce s6z konusu sinir deger probleminin 6zdegerlerinin ve

O0zfonksiyonlarinin  asimptotik  formiilleri alinmistir ve  gdsterilmistir ki,

c,=|p,(&)dé olmak tizere (p,(1)-p,(0)-2c,)(p,(1)-p,(0)+2¢,)#0 kosulu

O ey

saglandiginda sonlu sayida harig bltlin 6zdegerler basittir. Ayrica ispat edilmistir ki,
b, = p,(0) PED=pP(0), (5=01) p,(x)eW/ (D), (j=0,12) ¢,#0

kosullart altinda bu spektral problemin kok fonksiyonlar sistemi L (0,1) (1< p < oo)

uzayinda taban olusturur ve bu taban p =2 durumunda kosulsuzdur.

Anahtar Kelimeler: Smir deger problemi; 6zdegerler ve 0Ozfonksiyonlar icin

asimptotik formdaller; kok fonksiyonlar sisteminin tabanligi.

Danmisman: Prof. Dr. Nazim Kerimov, Matematik Ana Bilim Dali, Mersin

Universitesi
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SPEKTRAL ANALYSIS OF A REGULAR FOURTH ORDER BOUNDARY
VALUE PROBLEM

HIKMET GUNES

ABSTRACT

In this paper we consider the periodic and antiperiodic problem
Y 4+, (X) Y+ P (X)Y'+ Po (X)y =4y, (0<x<1)
y*'(1)-(-1)"y¥(0)=0, (s=0.3)
where A is a spectral parameter; p;(x)eL(0,1),j=0,1, p,(x) eW,'(0,1) with
j p,(£)d& =0, are complex-valued functions and o =0,1. The boundary conditions
0

of this problem are regular, but not strongly regular. Asymptotic formulae for
eigenvalues and eigenfunctions of considered boundary value problem are
established. Under the condition

C, =

pl(é:)dé’ (pz (1)_ pz (0)_2C1)(p2 (1)_ pz (0)+2C1)¢0,

O ey

it is proved that all the eigenvalues, except for finite number, are simple.
Furthermore, proved that the system of root functions of this spectral problem forms
a basis in the space L (0,1) (1< p <o), when

p.()=p,(0) p’(M)=p;’(0), (s=01) p;(x)eW/(0.1), (j=012) ¢,#0;

Moreover, this basis is unconditional for p=2.

Keywords: Boundary value problem; asymptotic formulae for eigenvalue and
eigenfunctions, basicity of the system of root functions.

Advisor: Prof. Dr. Nazim Kerimov, Mathematics Department, Mersin University
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SiIMGE VE KISALTMALAR DIiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

z Z kompleks sayisinin eslenigi

( f.9) f ve g elemanlarinin bulunduklar1 Hilbert uzaymdaki ig
carpimi

[a,b] IR *de bitim noktalar1 a ve b olan kapal aralik

(a,b) R ’de bitim noktalar1 a ve b olan acik aralik

Clab] [a,b] araliginda siirekli ve kompleks degerli tiim

fonksiyonlarin olusturdugu uzay
c"a,b] [a,b] arahginda n. mertebeden tirevi var ve siirekli olan

kompleks degerli tiim fonksiyonlarin olusturdugu uzay

b
L,(a,b) 1< p <o olmak lizere Hf (x)|p dx sonlu Lebesque integraline

sahip olan kompleks degerli tiim fonksiyonlarin olusturdugu

uzay
W' (a,b) 1<p<w ve neNu{0} olmak izere n. tirevi L (ab)

uzayindan olan kompleks degerli tiim fonksiyonlarin

olusturdugu uzay

O(a,) Landau sembolii
Kronecker sembolti (n=m oldugunda 1, n# m oldugunda ise

0 degerini alan fonksiyon)

||f||p 1< p<oo olmak tizere f el (0,1) fonksiyonunun normu,
1 : 7
11, ={ Jircorra
0
I L,(0,1) uzaynda f eL,(0,1) fonksiyonunun normu
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1. GIRIS

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinin énemli problemlerinden
biri de diferansiyel operatoriin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotlarinin
elde edilmesi, kok fonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel uzaylarda (6zellikle

1<p<owo olmak tzere L, (0,1) uzaymnda) tabanlik &zelliklerinin arastiriimasidir.

Belirtelim ki, adi diferansiyel operatorlerin spektral teorisi Liouville J. ve Sturm
S.’un galismalariyla baslamigtir. 20. ylizyilin ortalarinda gosterilmistir ki, gugcli
regiiler smir kosullarina sahip diferansiyel operatoriin (baska bir deyisle, giiclii

reguler diferansiyel operatériun) kok fonksiyonlar sistemi L, uzayinda (kosulsuz)

taban olusturur. Bu sonug¢ regiler olan fakat glclu reguler olmayan adi diferansiyel
operatdrler i¢in gecerli degildir. Regiiler olan fakat giiglii regiiler olmayan sinir deger

problemlerinin kok fonksiyonlar sisteminin L, uzaymnda taban olusturduguna ve

olusturmadigina dair bir¢ok 6rnekler vardir.
Bu tez ¢alismasinda periyodik ve antiperiyodik sinir kosullarina sahip
™ o, (X)y"+ P (X) Y+ po(X)y =2y, (0<x<1)
Y9 (1)-(-1)"y"(0)=0, (s=03)

y

sinir deger probleminin diferansiyel ifadenin katsayilar1 tizerine uygun kosullar

altinda 6zdegerleri ve 0zfonksiyonlar1 i¢in asimptotik formiiller elde edilmis, kok

fonksiyonlar sisteminin 1< p <oo olmak tizere L (0,1) uzaymnda tabanhik ozellikleri
incelenir; burada A spektral parametre, p;(x)eL (0,1) (j=0,12) kompleks
degerli fonksiyonlar ve o =0,1 dir.

Dikkate alalim ki, periyodik ve antiperiyodik sinir kosullar1 regiiler sinir

kosullaridir, fakat giiclii regiiler sinir kosullar1 degildir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Bu giiclii regiiler sinir kosullarmma sahip c¢ift mertebeli adi diferansiyel

operatdriin kok fonksiyonlar sistemi L, uzaymnda kosulsuz taban olusturdugu iyi
bilinmektedir [1-3].
Parantezli tabanlarla ilgili sonuglar (bkz. [4]) hari¢ L, (1< p<oo)

uzaylarinda regiiler fakat giicli regiiler olmayan sinir kosullarina sahip adi
diferansiyel operatorlerin kok fonksiyonlar sisteminin tabanligi yeterli kadar
incelenmemistir. Belirtelim ki, bu tur aragtirmalar en ¢ok periyodik ve anti-periyodik
sinir kosullarina sahip ikinci mertebeden adi diferansiyel operatorler i¢in yapilmistir
(bkz. [5-19]).

Son yillarda A. S. Makin [20-24] reguler fakat gicli regller olmayan genel
bi¢imli sinir kosullarina sahip Sturm - Liouville diferansiyel operatdrlerinin spektral

ozelliklerini incelemistir.

[2] ve [25] makalelerinde ayrica kok fonksiyonlar sistemi taban olugturmayan
reguler olan fakat giiclii regiiler olmayan smir kosullarina sahip adi diferansiyel

operatorlere ait 6rnekler verilmistir.

Diferansiyel operatorlerin spektral zelliklerinin incelenmesinde V. A. II’in in
ve onun dgrencilerinin ( V. D. Budaev, 1. S. Lomov, V. M. Kurbanov, A. S. Makin

ve baskalar1 ) kullandig1 yontem biiyiik 6neme sahiptir [26].

Reguler olan fakat gucli reguler olmayan ikinci ve dordincu mertebeden adi
diferansiyel operatorlerin  bazi  spektral oOzelliklerinin  aragtitildigt  [27-29]

caligmalarin1 da hatirlatmakta yarar var.

Reguler olan fakat gii¢lii regiiler olmayan siir kosullarina sahip yiksek
mertebeden adi diferansiyel operatorlerin tabanlik &zelliklerinin  incelendigi

caligmalarin sayisi ¢cok azdir.
[30 — 32] calismalarinda katsayilar iizerine farkli kosullar altinda
t

Y 4 p, (X)y"+ p(X)Y + pe(X)y (0<x<1)
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diferansiyel ifadesinin ve

YOO - ()7 y0(0)+ 3 @y (0)=0,(s=12,3)

1=0
yD-(-1)7y(0)=0
sinir kosullarimin tirettigi diferansiyel operatoriin spektral 6zellikleri incelenir; burada

A spektral parametre, p;(x)€L,(0,1) (j=0,1,2) kompleks degerli fonksiyonlar,

asyj(s=1,2,3;j:@) herhangi kompleks sabitler ve o=0,1 dir. Kolayca

gosterilebilir ki, bu problemin sinir kosullar1 regiilerdir, fakat giiclii regiiler degildir.

Ad1 gecen calismalarda bu operatoriin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar: igin asimptotik

formiiller elde edilmis ve uygun koék fonksiyonlar sisteminin L (0,1),1< p<oo

uzayinda tabanlik 6zelligi incelenmistir. Belirtelim ki, s6z konusu tez ¢alismasinda

[30 — 32] makalelerinin icermedigi durumlar aragtitilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, bulgular kisminda kullanilacak bazi tanimlar ve temel teoremler

verilecektir.

3.1. TABAN KAVRAMI, ADI LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN
TANIMI VE OZELLIKLERI

3.1.1. Taban ve Kosulsuz Taban Kavramlari

Tamm 3.1.1.1 [33]. X, Y lineer uzaylar olmak lizere A: X —Y doniisiiml

verilsin ve
Va,,a,eC, VX, X, € X A(aX +a,%,) =aA(x)+a,A(X,)

kosulu saglansin. Bu durumda A ’ya bir lineer doniisiim veya lineer operator denir.

Tamm 3.1.1.2 [33]. (X,||) bir normlu uzay, {e,} "

_, Ise bu uzayda bir dizi

(sistem) olsun. Eger her bir X € X i¢in
X=YCe,
n=1

olacak bicimde tek bir {c,} * sayisal dizisi var ise {e,} " dizisine (sistemine)

n=1
(X , || ||) normlu uzayinin bir tabani denir.

0 o0

Ornegin, {sinnzx} " ve {cosnzx} " dizilerinden (sistemlerinden) herbiri

n=1

p>1 olmak tizere L (0,1) Banach uzayinn bir tabamdir.

Tamm 3.1.1.3 [33]. {en}n: dizisi (sistemi) (X,””) uzayinin bir taban1 olsun.
N "nin her bir « permutasyonu igin {ea(n)} : dizisi (sistemi) de (X,|-|) normlu

uzayinin bir tabani ise {en }n: dizisine (sistemine) bir kosulsuz taban denir. Kosulsuz

olmayan tabana kosullu taban adi verilir.
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Ispat edilebilir ki {sinnzx} " ve {cosnzx} " dizilerinden (sistemlerinden)

herbiri L,(0,1) uzaymin kosulsuz tabanmidir ve p#2 oldugunda L (0,1) (p>1)

uzayinda kosulsuz taban yoktur.
3.1.2. Lineer Diferansiyel Operator

Tanim 3.1.2.1 [33].
1(y)=po (X)Y"™ + p, (X)y" P 4+ p, (X)y, xe[a,b] (3.1)
seklindeki bir ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p,(X), p,(X),..., p,(X)
fonksiyonlarina lineer diferansiyel ifadenin katsayr fonksiyonlari, n sayisina da
lineer diferansiyel ifadenin mertebesi veya derecesi ad1 verilir.

p.(x)eL(ab) (k=0.1..n) oldugunda herbir yeC™[ab] icin

I(y) e L,(a,b) oldugu agiktir.

Ya=y(a).y.=y'(a).yi = y'(a). s =y (a),
Yo=Y (0). ¥ =y'(b), yg = y"(b),.. v =y (b)

(n-1)

olarak gosterelim. U (y) y,, Yo, ..., Y,

(3.2)

Yoo Yooy YO degiskenlerine gore
bir lineer ifade olsun:

U (y) = %ya +a1y; 4+t anflygn’l) +ﬁ0yb +ﬂlyt; 4ot nilyé”’l).

Tanim 3.1.2.2 [33]. U, (y)=0, v=1m ifadeleri verilsin ve yeC"[a,b]
fonksiyonu

U,(y)=0 (v:l,_m) (3.3)

kosullarin1 saglasin. Bu kosullara yeC(")[a,b]fonkSiyonu iizerine konulan sinir
kosullar1 denir.

(3.3) ile belirtilmis smir kosullarni saglayan tiim yeC(”)[a,b]

fonksiyonlarinm olusturdugu kiimeyi D ile gosterelim. D ’nin C(”)[a,b]’nin alt
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uzayr oldugu agiktir. Bu tiir kosullar yok ise veya U, (y) (v:l,m) lineer

ifadelerinin tiim katsayilari sifirsa, D = C" [a,b] olur.
I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.3) ile tanimli D alt uzay: verilsin. Her bir

y € D fonksiyonuna bir u=1(y) fonksiyonunu karsilik getirelim. Bu, tanim Kimesi

D olan bir lineer operator tanimlar. Bu operatorii L ile gosterelim.

Tamm 3.1.2.3 [33]. L operatériine 1(y) diferansiyel ifadesi ve (3.3) smur
kosullarinin tirettigi lineer diferansiyel operator denir.

U, (y) =0 (V =1m ) sinir  kosullarindan bazilar1  digerlerinin lineer

kombinasyonu olabilir. Bu durumda m tane sinir kosulundan lineer bagimli olanlar

atilir.

Biz bundan sonra U, (y)=0 (v=1,_m) sinir kosullarinm lineer bagimsiz

oldugunu, yani U, () (v = ].,_m) lineer ifadelerinin katsayilarindan olusan matrisin

rankinin m oldugunu varsayacagiz.

3.1.3. Lagrange Formiilii ve Eslenik Diferansiyel ifade

(38.1) diferansiyel ifadesindeki katsayr fonksiyonlar: pk(x)eC(”’k)[a,b]

(k=0,n) kosullarm saglasin. y,ZeC(”)[a,b] olsun. k kez kismi integrasyon

formUlund kullanarak

—\'

Jtl pn—k Ey(k)dx = |: pn—k Ey(k_l) - ( pn—k Z) y(k_Z) teet (_1)k_1 ( pn—k E)(k_l) yj|b +

kEy(pnk )“d

elde ederiz. Bu esitlikte k = 0,n alip elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplarsak

'TI zdx = P(n,¢)+ | ylI"(z)dx (3.4)

m'—,o—

bulunur; burada
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—_\® =\ —

I*(z):(—l)"(poz) +(—1)”1(plz) 4ot P, 2 (3.5)
ve P(n,¢)

7= (Ya Yoo Y2 Yo Voo V),
g”=(za,z;,...,zg”’l),zb,z{,,...,zé”’”)
degiskenlerine bagl bilineer bir ifadedir.
(3.5) ile tanimhi 1"(z) diferansiyel ifadesine 1(y) diferansiyel ifadesinin

eslenigi, (3.4) formllune ise Lagrange formuli denir.

l,,1, diferansiyel ifadeler ve 1 € C oldugunda eslenik diferansiyel ifadenin
tanimindan kolayca
(L+1) =1 +1; ,(4l) = 2L

esitlikleri elde edilir.

3.1.4. Eslenik Diferansiyel Operator

UpU, U v Y ¥y v Y degiskenlerine baglt  lineer
bagimsiz ifadeler olsunlar. m<2n durumunda, U, U,,...,U, ifadelerinden olusan

2n sayida lineer bagimsiz ifade elde etmek i¢in U U, ifadelerini ekleyelim.

meLr e

Bu ifadeler lineer bagimsiz oldugundan y,_,y;,..., yg“‘l

Yo Vi Y degiskenleri
u,U,,...,U, ifadelerinin lineer kombinasyolar: olur.
(3.4) Lagrange formulinde bu ifadeleri yerine yazarsak P(n,g)

U,U,,....U,, degiskenlerine bagh olur. Ayrica P(7,{)'mn V,,\V,,...\V,, ile

gosterecegimiz katsayilart z_,z/ ,zfi”_l) z_b z_k’),...,zk()”‘l) degiskenlerine bagli lineer

arbaree-

bagimsiz lineer ifadelerdir. Boylece bu durumda (3.4) Lagrange formulu

D e T

b
L(y) 20X =U V5, +U NV, s+ 4 U,V + [yl (2)dx (3.6)

seklinde yazilabilir.
V,=0,V,=0,..V,, =0 (3.7)

' 7 2n-m
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siir kosullaria (veya (3.7)’ye denk tiim sinir kosullarina)
Uu,=0,U,=0,...,U_, =0 (3.8)
sinir kosullariin eslenik sinir kosullart denir.

Tammm 3.1.4.1 [33]. (3.5) lineer diferansiyel ifadesinin ve (3.7) simir
kosullarinin tirettigi diferansiyel operatore (3.1) lineer diferansiyel ifadesinin ve (3.8)
siir kosullariin trettigi L diferansiyel operatoriiniin eslenigi denir. L operatérinin
eslenik operatorii L™ ile gosterilir.

(3.6)—(3.8)’den

D ey T

L(y)fdx:j'yL*(z)dx (3.9)

elde edilir. (3.9) esitligi
(Ly.z)=(y.L'z) (3.10)

b —
biciminde de yazilabilir, burada (f,g) = j f (x)g(x)dx dir.

Eslenik operatoriin tanimima gore L operatorii L' operatoriine eslenik olur,
yani L™ = L esitligi saglanir.
L=L" oldugunda L° operatoriine 6zeslenik diferansiyel operator denir. L

ozeslenik diferansiyel operator oldugunda (Ly,z) =(y,Lz) esitligi saglanr.

3.2. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGER VE
OZFONKSIYONLARI

3.2.1. Diferansiyel Operatoriin Ozdeger ve Ozfonksiyonlar

Tamim 3.2.1.1 [33]. L, n. mertebeden bir diferansiyel operatér ve 1eC

olsun. Eger
Ly =4y (3.11)
denklemi sifira 6zdes olmayan bir y fonksiyonu i¢in saglaniyorsa, A sayisina L
operatoriiniin  bir 6zdegeri, y fonksiyonuna da A oOzdegerine karsilik gelen

6zfonksiyon denir.
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Varsayalim ki, L operatoril 1(y) diferansiyel ifadesinin ve

U,(y)=0,...,U,(y)=0 (3.12)
siir kosullarinin trettigi diferansiyel operatordir. O halde y 0Ozfonksiyonu L

operatériiniin tanim kiimesine ait olmak zorundadir. BOylece, bir L operatérinin

ozdegerleri A ’nin oyle degerleridir ki, bu degerlerde
I(y)=2y, U,(y)=0 (v=1n) (3.13)

homojen sinir deger probleminin sifira 6zdes olmayan ¢6ziimii vardir. Sifira 6zdes
olmayan ¢0zim A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyondur.
Aymi A1 Ozdegerine karsihik gelen oOzfonksiyonlarin herbir lineer

kombinasyonu yine A°’ya karsilik gelen bir 6zfonksiyondur. Baska bir deyisle,
Ly, = Ay, ve Ly, = 1y, ise her ¢,,c, e C igin L(c,y, +c,y,)=A(c,y, +C,Y,) dir.

I(y)=Ay homojen denklemi verilen bir 2 parametresi i¢in n sayida lineer

bagimsiz ¢6ziime sahiptir. Belirtelim Ki, ayn1 6zdegere ait olan tiim 6zfonksiyonlarin
kiimesi boyutu n’den buyik olmayan bir lineer uzay belirler. Bu uzayin boyutu
verilen A 6zdegeri i¢in problemin lineer bagimsiz ¢oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya
A 0zdegerinin geometrik katlilig1 denir.

Varsayalim ki,
Vi (X, A), Y, (X, 2),.0 Y, (X, 2) (3.14)
fonksiyonlari I(y)= Ay denkleminin
yy ¥ (a2)=5,, (iv=1n) (3.15)
baslangi¢ kosullarmi saglayan ¢oziimlerinin temel sistemidir. Belirtelim ki, [a,b]

araliginda sabitlenmis her x ic¢in (3.14) fonksiyonlar1 A parametresinin tam
fonksiyonlaridir.
Bir 4 sayisinin L operatoriiniin 6zdegeri olmasi igin gerek ve yeter kosul en

az biri sifir olmayan o&yle c,C,,...,c,eC sayllariin var olmasidir Ki
y(x,4)=>c;y;(x,4) fonksiyonu (3.12) smir kosullarim saglasin. Bagka bir
j=t

deyisle, A sayisinin L operatoriiniin bir 6zdegeri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
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cU, () +cU, (y,)+--+cU,(y,)=0 (v=Lm)
homojen lineer denklemler sisteminin en az biri sifir olmayan c,c,,...,C,€C

¢OzUmUnln var olmasidir. Dolayisiyla A sayisinin L operatoriiniin bir 6zdegeri

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Ul(yl) Ul(yZ) Ul(yn)

UZ(yl) Uz(yz) UZ(yn)

U= (3.16)

Up (Y1) Un(¥2) =+ Un(Yn)
biciminde tanimlanan matrisin rankinin n ‘den kiigiik olmasidir.
Uygulamalarda m =n durumu daha 6nemlidir. Ileride yalmzca bu durumla
ilgilenecegiz.

A(2) determinantini

A(2)=

Um(yl) Um(yz) Um(yn)
gibi tammlayalim. A(1) A degiskenine bagh bir tam fonksiyondur. A(1)’ ya L

operatoriiniin karakteristik determinanti denir. Yukaridaki sdylenenlerden goriiliir ki,

1. L operatériiniin 6zdegerleri A(A) fonksiyonunun kokleridir.
Eger A(A1)=0 ise her 1 C sayisi L operatoriiniin 6zdegeridir.

2. A(A)#0 ise L operatoriinin tim ozdegerlerinin olusturdugu kiime en

fazla sayilabilir sayida elemana sahiptir ve bu kiimenin sonlu limit noktas1 yoktur.

A(A) fonksiyonunun sifiri olmazsa, L operatoriinin 6zdegere sahip

olmayacag aciktir.

A, sayist L operatSriiniin bir 6zdegeri olsun. O halde bu sayr A(4) tam

fonksiyonunun bir sifir yeridir. Bu sebeple, A(1)=(4- /10)k G(4) olarak

yazilabilir. Burada G bir tam fonksiyon, G(4,)=0 ve keNdir. Bu bicimde

10
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tanimlanan k sayisina A, 6zdegerinin cebirsel katlilig1 denir. k =1 durumunda 4,’a

basit 6zdeger adi verilir.

4, Ozdegerinin geometrik katliligina s diyelim. Gosterilebilir ki, s <k dur.
Daha agik bir ifade ile, 4, 6zdegerine karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin

sayis1 bu 6zdegerin cebirsel katliligin1 gegcemez.

3.2.2. Lineer Diferansiyel Operatérin Ek Fonksiyonlar

A, sayist L diferansiyel operatoriinin bir 6zdegeri, ¢,(x) bu Gzdegere
karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. ¢,(x) ile L(¢)=4p+¢, denklemini
saglayan herhangi bir fonksiyonu belirtelim. Bagka bir deyisle, ¢, fonksiyonu

(1) = 20 + 0,
denklemini ve
U,(#)=0 (v=1n)
sinir kosullarin1 sagliyor. ¢, fonksiyonuna, A,dzdegerine ve ¢, Ozfonksiyonuna

karsilik gelen birinci mertebeden ek fonksiyon adi verilir.

4, 0zdegerine ve ¢, Ozfonksiyonuna karsilik gelen r. mertebeden (burada
r>2) ek fonksiyon L(¢,)=4e, +¢,, denkleminin bir ¢6ziimii gibi tanimlanir.
Goriildiigii gibi ¢, fonksiyonu

(@) =2p+0.,
{Uv((ﬁ) =0 (v=1n)
homojen olmayan bir sinir deger probleminin ¢oziimiidiir.

A, sayist L operatoriiniin bir 6zdegeri, ¢,(x) bu dzdegere karsilik gelen bir
ozfonksiyon olsun. Varsayalim ki, 4, 6zdegerine ve ¢, (x) 6zfonksiyonuna karsilik
gelen (s—1). mertebeden ek fonksiyon vardir ve s. mertebeden ek fonksiyon yoktur.

Bu durumda “ ¢, (x) 6zfonksiyonunun kathiligi s ’ye esittir” denir.

11
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Varsayallm ki, A, sayist L  operatoriiniin  bir 0zdegeri ve

@ (X),0,(X),...0,(x) bu Ozdegere uygun lineer bagimsiz Gzfonksiyonlarin
maksimal sistemidir. ¢, (x) (j=1 p) 6zfonksiyonu katiligi m;’ye esit olsun. Bu
yontemle 4, 6zdegerine uygun dzfonksiyonlardan ve ek fonksiyonlardan olusmus

?; (X)’(Dj,l(X)""’¢j,mj—l(x) (j :]-’_p)

sistemini elde ederiz.

Teorem 3.22.1 [33]. 4, Ozdegerinin cebirsel kathilign m ise

m,+m, +...+m =m esitligi dogrudur.
3.2.3. Normallestirilmis Sinir Kosullari

Verilmis bir lineer diferansiyel operatort belirleyen Uv(y) (v:l,_n) lineer
formlarmi goz oniine alalim. Varsayalim ki, U, (y) lineer formunda y{) veya yi

degiskeni bulunur, fakat v >k oldugunda bu form yév) ve y" degiskenlerini
saglamiyor. Bu durumda k sayisina U (y) lineer formunun mertebesi ad1 verilir.

S6z konusu lineer formlardan n—1 mertebeli lineer formlar1 (eger varsa)
ayiralim. Bu lineer formlar1 gerekli oldugunda onlarin lineer ifadeleri ile Oyle
degistirmek miimkiindiir ki, n—1 mertebeli en ¢ok iki lineer form bulunsun. Diger
lineer formlarin her birinin mertebesi n—1 den kuglk olur ve n—2 mertebeli
formlara (eger varsa) ayn1 yontemi uygularsak, n—2 mertebeli en fazla iki lineer
form bulunur.

Bu isleme sinir kosullarinin normallestirilmesi ve bu iglemin sonucunda elde
edilmis sinir kosullarina ise normallestirilmis simir kosullart denir. Goriildiigii gibi

normallestirilmis sinir kosullar
U, (y)=U,(y)+U,.(y)=0 (3.17)

biciminde olmalidir, burada

kv -1 .
Uo(¥)=a, v+ ey, (3.18)
j=0

12
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k,~1 )
U,.(y)=8y"+> g.yY (3.19)
j=0

ve n-1>k >k,>--->k >0,k , <k ve Vv=1nicin a, =0 veya 3 =0’dur.

n v+2

3.2.4 Regiiler Sinir Kosullar1

Kompleks p duzlemi

< z(v+1)

v
—<argp
n

esitsizlikleri ile tanimlanan 2n sayida S, (v=0,2n-1) bolgelerine bolelim.

W,,W,,...,w, ile (1) sayisinin n. dereceden tiim farkli koklerini belirtelim. Ispat

edilebilir ki [33], w;,W,,...,w, sayilarinin 6yle siralamasi vardir ki, her p €S igin
Re(pw,) <Re(pw,)<---<Re(pw,)
esitsizligi saglantyor.
Asagidaki gibi normallestirilmis sinir kosullarint géz 6niine alalim:
U,(y)=0 (v:l,_n). (3.20)
Burada U, (y) lineer formlari (3.17)-(3.19) esitlikleri ile tanimlanmustur.

Regiiler sinir kosullart n sayisinin tek ve ¢ift olma durumuna goére ayri ayri
tanimlaniyor.

a) n tek olsun: n=2x-1. Bu durumda

k k k k k

oW oWy (al +Sp, ) W, ﬂlW,u1+l SR A

k K k k k

0, +05= az'le az\fvﬂz—l (az + S.ﬂz)w,f ﬂz\’vﬂzﬂ ﬂz.an
K, Kq kn Kn kn

oW anwu—l (an + Sﬂn )W,u ﬂnWerl e :Ban

esitligiyle verilen 6, ve @, sayilari sifirdan farkli ise (3.20) normallestirilmis sinir

kosullarina regiiler sinir kosullar1 denir.

13
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b) n ¢iftolsun: n=2x. Bu durumda

é+¢90+915:
S

1
k K K k k K
oW e W, (051 +Sp, ) W, (0‘1 + S b j W, ﬂlwy1+2 SR A
1

k k K k K K
W2 e W2 (az +5p, ) W,/ (0[2 + ; B, j W2 ﬂzwyiz e BWY

kn kn k" 1 kn kn kn
oWy anW,u—l (an +Sﬂn)w,u a, +gﬂn W;z+l ﬂnwy+2 ﬂnwn

esitligiyle verilen 6, ve @, sayilan sifirdan farkli ise (3.20) normallestirilmis sinir
kosullarina regiiler sinir kosullar1 denir. Siir kosullarinin regiiler oldugu durumda
0 #4606, ise (3.20) sinir kosullarina giiglii regiiler sinir kogullar1 ad1 verilir.

Belirtelim ki, sinir kosullarinin regiilerligi genel bir kavram iken guclu
regulerlik sadece cift mertebeli operatorler igin gegerli olan bir kavramdir.
Gosterilebilir ki, smir kosullarinin regiilerligi ve giiglii regiilerligi S, bdlgesinin
seciminden bagimsizdir.

Asagidaki gibi sinir kosullarini gézoniine alalim:
U, (y) = y(V) (1) _ (_1)0 y(v) (0) -0 (V —-0,n _1) '
Bu smir kosullarma o=0 ve o=1 durumlarinda sirasiyla periyodik ve
antiperiyodik sinir kosullar1 denir.

Periyodik ve antiperiyodik sinir kosullariin regiilerligini  ve giicli
regllerligini inceleyelim. Dikkate alalim Ki, periyodik ve antiperiyodik sinir kosullari
normallestirilmistir.

S, belirlenmis bir bolge olsun ve W, w,,..., W, sayilart herbir p €S, i¢in

Re(pw,) <Re(pw,)<---<Re(pw,)

esitsizligini saglayacak sirada dizilsin.

14
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a) n tek olsun: n=2x-1. Bu durumda

1 1 (2-(-1)s) 1 1
6+ 05—+ W, w, (1— (-1)° s)wﬂ W, W, |
w Wi (1 —(-1)° s) Wit wi w
=+C(1-(-1)"s)
olur, burada C W, W,,...,W, sayillarinin Vandermonde determinantidir.

W, W, ,...,W, sayilar birbirinden farkli oldugundan C = 0’diwr. Buradan 6, =+C =0,

6, =+C.(-1)"* #0 bulunur. Gériildiigii gibi, n tek say1 oldugunda periyodik ve

antiperiyodik sinir kosullari regiilerdir.

b) n ¢iftolsun: n=2x. Bu durumda

by +0,+06s =
S
1 1 (1-(-1)s) [1— (_2)6] 1 1
L w W, (1—(—1)“ s)wﬂ (1— (—Sl)" mel W, w, | _
w W (1— (-1)° s)w/"l‘l {1— (_i)a JWZj Wi w
- +C (1— (-1)° s)(l—%}

olur, burada C w,,W,,...,w, sayilarinin Vandermonde determinantidir ve bu sayilar
birbirinden farkli olduklarindan C #0°’dir. Buradan 6, =6, =+C(-1)°" =0,
6, =+2C ve 6 =466, =4C? bulunur. Boylece, n gift say1 oldugunda periyodik

ve antiperiyodik sinir kosullar1 regiilerdir, fakat giiclii regiiler degildir.

15



Giines, H. 2015. Dorduncii Dereceden Bir Regiiler Sinir Deger Probleminin Spektral Analizi. Yiiksek Lisans Tezi.
Mersin Universitesi

4. BULGULAR VE TARTISMALAR

4.1. PROBLEMIN IFADESI

fleride L ile
1(y)=y™ +p, (X)y"+ p(X) Y + P (X)y, (0<x<1) (4.1)
diferansiyel ifadesinin ve
U,(y)=y?(1)-(-1)"y?(0)=0, (s=03) (4.2)

periyodik veya antiperiyodik simir kosullarinin tanimladig: diferansiyel operatori
gosterilsin; burada p;(x)eL(0,1) (j=0,1,2) kompleks degerli fonksiyonlar ve
o =0,1"dir. Bu sinir deger probleminin sinir kosullar1 regiilerdir, fakat guiclu regtler
degildir.

Bu tez cahsmasinda p,(x), p,(x), p,(x) Kkatsayilarn belirli kosullari

sagladiginda L diferansiyel operatérinin
1) 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari igin asimptotik formiiller elde edilmistir;

2) kok fonksiyonlar sisteminin L,(0,1) (1< p <) uzaynda tabanligi

incelenmistir.
4.2. SONUCLARIN IFADESI

C, ,C, Ve y, sayilarini asagidaki gibi tanimlansin:
1 1
G=[p(&)ds, o =[p(&)de, (4.3)
0 0

702 =(-1)° ( P, (1) — P, (0) - ch)( P, (1) — P, (0) + 201) : (4.4)

Bu tez ¢alismasinin temel sonuglar1 asagidaki ii¢ teoremde ifade edilmistir.

16
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Teorem.4.2.1. p,(x)eW;(0,1),p;(x)e L (0.1) (j=0,1) herhangi
kompleks degerli fonksiyonlar ve ¢, =0, ¢, #0,y,#0 olsun. Bu durumda (4.1)-
(4.2) lineer diferansiyel operatoriiniin sonlu sayidaki hari¢ tiim 6zdegerleri basittir ve
{/”tnyl}n:, {fln,z}n: gibi iki sonsuz dizi olusturur. Ayrica, yeterince biiylik n sayilari

icin

—((2n-o)z) {1+ (D'7, +0(n’¢ :
o= ((2n-) ){1 e ol n>} @9

asimptotik formiilleri dogrudur, burada n, ve n, negatif olmayan belirli tam
sayilardir. Bunun yam sira, yeterince biiyiikk n dogal sayilar i¢in 4,, ve 4,
ozdegerlerine karsilik gelen u,, (x) ve u,, (x) 6zfonksiyonlar:

umnj'j(x) =[2¢, + p,(1) - p,(0)]cos(2n — o)z x + (-1)7y,sin(2n — o) 7x +O(e,)  (4.6)
asimptotoik gosterimlerine sahiptir, burada

=[P~ PuENE I 05 ¢ [ 2p&) - pu(ENe T H dgl et (47)
dir.

Teorem.4.2.2. p;(x)eW,(0,1) (j=0,12), p.(1)=p.(0),
pi (1) = pgs)(O) (s=0,1) ve ¢,=0, c,#0 olsun. Bu durumda (4.1)-(4.2) lineer
diferansiyel operatérinin kok fonksiyonlar sistemi 1< p <co olmak uzere L (0,1)
uzayinin tabanini olusturur ve bu taban p =2 i¢in kosulsuzdur.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.2°nin tiim kosullar1 saglansin ve n;, n, Teorem
4.2.1’de verilen tamsayilar olsun. Bu takdirde n +n,=1-c’dir ve n =1-o,
n, =0 segebiliriz.

Not 4.2.1. Teorem 4.2.2 nin kosullar1 saglandiginda j=1,2 olmak Uzere

Up.p 5(X) = 008(2n = o)X + (<) sin(2n - 0) X + o(nfl) (4.8)

asimptotik formdalleri dogrudur.

17
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4.3. BAZI YARDIMCI SONUCLAR.
I(y)+ p'y =0 DENKLEMININ COZUMU ICIN ASIMPTOTIK FORMULLER

C kompleks sayilar kiimesi olmak tizere

Soz{p:remer0,0S@S%} (4.9)

olsun. w, (k:1,_4) ile wW'+1=0 denkleminin farkli 4 kokinii gdsterelim. w,
(k :1,_4) sayilari
VpeS,:Re(pw,)<Re(pw,)<Re(pw,)<Re(pw,) (4.10)

kosulunu saglayacak bigimde siralanabilir [33, II. bélim, 84.8], burada Re(z) ile z

sayisinin ger¢el kismi belirtilmistir.
Bundan sonra w, (k :ﬂ) sayilarinin (4.10) esitsizligini saglayacak bi¢imde

siralandigini kabul edecegiz. O halde

Wl — e37ri/4’ — e—37zl/4 W3 — ezzi/4, W4 — e—/ri/4 (411)
olur ve buradan kolayca
W, =—W,, W,=-W, (4.12)
oldugu goriiliir.
Lemma 4.3.1.[32]. S, bolgesinde
2 2
Re (pW)<——|p| Re(pw,) >—|p| (4.13)

esitsizlikleri dogrudur.

c tespit edilmis bir kompleks sayr olmak iizere S, boOlgesini —c kadar

otelenmesi sonucu elde edilmis bolgeyi T, ile isaret edelim:

TOZ{P_(:',OGSO}'

T, bolgesi igin (4.10) ve (4.13) esitsizlikleri asagidaki bigimde olur:

Re((p+c)w)<Re((p+c)w,)<Re((p+c)w,)<Re((p+c)w,), (4.14)

18
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2 2
Re((p+C)Wl)S—§|p+C|, Re((p+C)W4)Z%|p+C|. (4.15)
T, bolgelerinden herhangi birini secelim ve p €T, olmak lzere

I(y)+p'y=0 (4.16)
denklemini g6z oOniine alalim. Bu denklemin lineer bagimsiz olan dort ¢ozimi

vardir. Bu ¢ozamleri 'y, (x,p) (k:1,_4) ile gosterelim. r, yeterince biiyiik say1
olmak izere y, (x, p) (k :1,_4) fonksiyonlari herbir tespit edilmis

T,={peClpeT,|o|>n}

bolgesinde analitiktirler. Ayrica |p| ‘nun yeterince bilylik degerlerinde bu ¢ozumler

ve tlrevleri
dsyk(x!p) SyasS AWk X 1 XasKl(X,g,,D)
— = ¥ M dé—
dXs kae +4p3.£ GXS §(yk) 6 (4 17)
1 0°K, (X, & p — '
—4p3j 2((9)(3 )Mg(yk)df, v=03

biciminde bir integro-diferansiyel denklemini saglar [33, Il. bélim, 84.5-4.6]; burada
M. (¥) = P, (X)y"(X) + p.(X) y '(X) + Py (X) Y,

K. (% & p) 2we”wxf ,(X%,&,p)= Zwep"”f) (4.18)

a=k+1

dir. Dikkate alalim ki [33, I1. bolum, §4.5],

d’y x _ _
dxk_pep 7. (% p) (s_o,s,k_1,4) (4.19)

dir, burada z, (x,p) fonksiyonu herbir tespit edilmis xe[0,1] igin peT,
degiskeninin analitik fonksiyonudur ve
2. (x.p)=w; +0(p") (s=0,3k=14) (4.20)

esitligi saglaniyor. (4.17)-(4.19)’ dan
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. wett X 2 p_(
st(x’p)—wk+ 4; _([JZO pjz j Zk,(f,p)d§+
k-1 X 2
+4i wjjlje”(wfwﬁ(xf)z P, (5) 2, (&, p)dE-  (4.20)
P a=L 5 =0 p

elde ederiz. Dikkate alalim ki, (4.14)’e gore
Re(p(wa —Wﬂ)):Re((erc)(w —w )) Re( (Wa—Wﬂ))S2|C|

saglanir, burada 1<« < B<4’tir. Buradan ve (4.20)'den k=14 ve j=0,12

olmak Uizere

P; (5) Z (f:p)ep(w“_wk)(x_g)dﬁ = O(l) (a < k),

X C— O S <

P, (5) 2 (g,p)ep(wa’wk)(x’f)dg _4 0(1) (a > k)

elde edilir. Son iki esitlikten ve (4.21)’den kolayca

s+1X 2

ijz, 7, (6.p)dE+
Py p

ZkS(Xp) 4

X

1 s+ [ 4 o(W,—w )(x— 3 pj(g)
+E;Wa {e ‘) ,Z:' . 2, (& p)dE— (4.22)

oldugu goriiliir. Bu esitlik,

1
p)=W[1- dé+0(p~ 4.23
7 (x,0) =W 1= j p,(£)dé+0(p7) (4.23)

bi¢iminde de yazilabilir. (4.22)’den

7,.(0,p) = Wk_m;ﬂwsﬂs (p)+0(p™), (4.24)

s+1 2 1

Zis(Lp)=w Z JIIO, )2 (& p)dE+
4 ety (4.25)
+E;WSHB (p)+0(p7)
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elde edilir, burada
L o)z .
lezJIpJ )z (E.p)e” dé, 1<k <a<4ise,

B, (p)= X (4.26)
J

2
Z 31 pJ Zk,(f/?) ka)(lfﬁ)di, 1<a<k<4ise
i pt e

dir. Kolayca goralur ki

B,«(p)=0(1) (a#k) (4.27)
dir.
(4.3) ve (4.20)’den
J.pl Zyy fp dé = Wk.[pl d§+o(p_l)=clwk+o(p_l)’
esitligi ve (4.23)’den

ipz(f)zk,z(é,p)d&wii pz(f){l— 7 plwk f Pz(t)dt}d§+0(p2)=0(/02)

esitligi elde edilir. Son iki esitlikten S = 0,3 ve k =2,3 olmak tizere

s+1 2 1 1 S+2
\ka ;p“!p‘(f)zkl(g p)df_wp ¢, +0(p?)

bulunur. Sonuncu esitlikten dolay1 (4.25)

S+2

2s (L) =W+ 2 p;w“B +0(p”) (428)

seklinde yazilabilir.
(4.24) ve (4.28) formillerinin yardimu ile kolayca gosterilir ki, s =0,3 icin

olmak lzere
Ws+l ~
_ﬁBzyz (p)+0(p 3)1

S+1

. W
Zs (O,p) =W, _iBa,z (p)

s+1

2,,(0,p)=w; —WLB‘L3 (p)+O(p’3),
4p (4.29)

S+2 s+1

s CWS? oW, §
Z,,(Lp)=w; + szz +$Blvz(p)+0(p ),

CWs+2 Ws+1 Ws+2 ~
35(1/)) "’ﬁ*‘tBLs(p)*‘ﬁBz,s(P)"‘o(P 3)
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degerlendirmeleri dogrudur.

4.4, TEOREM 4.2.1’IN ISPATI

Yy (X, 0) (k :1,_4) fonksiyonlar1 (4.16) denkleminin lineer bagimsiz

cozimleri olmak tizere

Us () Us(Y2) Us(¥s) Us(Va)

U2 (v2) Ua(yz) Ua(ya) Ua(Ve)
A(p)_Ul(yl) Uy(Y,) Ui(ys) Up(v.) (439

U (Y1) Us(Yz) Uo(¥s) Uo(s)

olsun. T, bolgesinin p=-C kose noktasi uygun bigimde segilirse, (4.1)—(4.2)
diferansiyel operatérinin A 6zdegerleri icin 1 =—p* esitligi dogrudur, burada p

A(p)=0 (4.31)
denkleminin T, bolgesinde yerlesen bir ¢oziimiidiir; ayrica bu, sekilde tanimhi p
sayilari, sonlu tanesi harig, (4.31) denkleminin T, bolgesindeki tum koklerini igerir
[32, 1. bolum, 84.9].

(4.19)’a gore s=0,3 ve k =1,4 olmak iizere
U, (v) = £ {e™ 2. (1.0) = (-1) 2, (0.p)} (4.32)

elde edilir. (4.15)’e gore |,o| — +oo iken e”" ifadesi eksponansiyel olarak 0 ’a, e’

ifadesi ise eksponansiyel olarak sonsuza gider. O halde (4.20) ve (4.32)’den
U, (%) ==p*{(-1)" 2, (0.9)+O(p7)} , U (v,) = p'e™ {2, (L p) +O (7]

veya
U, (y,)=—-p°(-1)" {Wf +O(p’1)} U (y,)=pe™ {Wj +O(p’1)} (4.33)

esitlikleri elde edilir.

k=2,3 ve s=0,3 olmak iizere

Ax(p)=e™z,(Lp)-(-1)" 2,(0,p) (4.34)

olarak tanimlayalim. (4.32)’ye gore
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U, (%) =p'As(p) (k=235=03) (4.35)
oldugu agiktir. [30]’daki (64) ve (65) formullerine gore, p (4.31) denkleminin
¢Oziimii oldugunda

e™ —(-1)"=0(p?), k=23 (4.36)
esitlikleri saglaniyor (gercekten periyodik ve antiperiyodik smir kosullar1 [30]’da

bakilan sinir kosullarindan «,, =a,, =a,;, =0 oldugunda elde edilir ve ayrica,
p,(x) eW,'(0,1) dir.) Buradan, (4.27) ve (4.29)’dan

A (P)=C, (p)+ D, (p)+0(p°), k=2,3; s=03 (4.37)
Ve

A (p)=0(p?), k=23; s=03 (4.38)

bulunur, burada k =2,3 ve s =0,3 olmak izere

WIj+2 .\ (_1)0 Ws+1

o -1 ’ 5k
Cat)=wi(em () L D Mg ()
(_1)0 Ws+1 (_1)5 Ws+l (439)
D, (p) = T4, B, (p)+ T4, B, (p)

dir. Bu esitlikleri (4.31) denkleminde yerine yazip (bkz. (4.30) ) birinci, ikinci,

liciincii satirlardaki p°, p*, p ve son siitundaki e’ carpanlarim sadelestirirsek

(4.31) denklemi
A(p)+0(p*)=0 (4.40)
bigiminde yazilabilir, burada
W A(p) Aslp) W
WA, (p) W,
SO ) Ao oo
1 AL(p) Aslp) 1

dir.
(4.37) esitligi (4.41) (bkz. (4.39) ) determinantinda dikkate alindiginda

kolayca gorulir ki, k=2,3 icin D, (p) sltun vektorleri birinci ve dérdinci

stitunlarin lineer ifadeleridir. Bu nedenle (4.40) denklemi

23



Giines, H. 2015. Dorduncii Dereceden Bir Regiiler Sinir Deger Probleminin Spektral Analizi. Yiiksek Lisans Tezi.
Mersin Universitesi

A,(p)+0(p°)=0 (4.42)

bi¢iminde yazilabilir, burada

W' Cyy(p) Cos(p) W,
=W12 C,.(P) Cus(p) W,

A, (p)= w G (o) Cun(p) W (4.43)
1 CO,Z(IO) Co,3(,0) 1

dir.
(4.43) determinant1 (4.11) ve (4.39) esitliklerini kullanmakla hesaplanabilir
ve sonucta (4.42) denklemi

4(-1)7ic, (€™ - (-1)°)  4(-1)"ic, (e™ - (-1)°)

-16(e™ - (-07)(e™ - (-17)- ” ) IS R—
012 _iBs,z(p)Bz,s(P) O( 75):0 |
p P

denklemine indirgenir.
Kolayca ispatlanabilir ki, Rer <c=const kosulu saglandiginda herbir

f(x) € L,(0,1) fonksiyonu igin

j f(£)e~d&E =0(D), j f(£)e"dE =0(D), 7| > +o0 (4.45)

0 0
esitlikleri dogrudur.
(4.12), (4.20), (4.26), (4,45) esitliklerinin ve kismi integralleme formalinin
yardimi ile

i(p,() - p,(0))
4,02

B;,(0)B,;(p) =~ +0(pe(p)) (4.46)

elde edilir, burada
() =|[, @R - PN 0]+ [} 2p(&) - Pu(EDe D de] || (@aD)

dir. Belirtelim ki, (4.45)’e gore &(p) fonksiyonu
e(p)=0(1)
esitligini saglhyor.

(4.46)’den dolay1 (4.44) denklemi
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oo ) AT )

4

p p p

— p.(0))
_(p2(1)4plgz( ) 0(pe(o))=0

bi¢ciminde yazilabilir.

Bazi sadelestirmelerden sonra sonuncu denklem

dic tic, ¢ (p,-p,(0) dic ]
16— —2 | —2(-1)"| 16— —* - 2 2 My 116——2 [+0(p~e(p)) =0
[ pzje ( )[ P2t 8 N (p7e(e)

sekline indirgenir. Bu denklem

M = (~1)° —87—/32+o(ng(p)) -0, (4.48)

™ = (-1)° +8%+o(ng(p)) -0 (4.49)

gibi iki denkleme ayrilir, burada y, (4.4) ile tanimlanmis sayidir.

(4.48) denklemini arastiralim. Rouche teoremi kullanilarak (4.48)

denkleminin mutlak degerce yeterince biyiik peT, koklerinin G, cT,

(n=ny,n,+1,...) bolgelerinde yerlestigi ispatlanabilir; burada G,, merkezi

—(2n-o)zi/w,, yaricapt O(n~') olan daire ve n, yeterince bityiik dogal sayidir;
2 0
ayrica, (4.48) denkleminin herbir G, bolgesinde bir tek kokii vardir.

p eT, (4.48) denkleminin G_ bélgesindeki kokii olsun, [32, II. bolim, §4.9].

[30] makalesindeki (67) ve (71) formallerine gore

/;:_(Zn——a)er r, r=0(n?) (4.50)
W2
olur. Buradan kolayca

1™ om), 2™ Lom
o (2n-o)ri o2 (2n-o)’7li (4.51)

e™ = (=1) {1+ rw, +O(n™*)}
esitlikleri elde edilir.

_W2

(4.7), (4.47), (4.50) ve (4.51)’e gore
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£(p)=0(¢,) (4.52)
bulunur.

(4.48)’de p = ;7 yazarak ve (4.51), (4.52) esitliklerini kullanarak bazi basit

sadelestirmelerden sonra

_ (=D, 2
“aw,2n-o)yh o0 ) (4.53)

esitligini elde ederiz.

Boylece (4.50) ve (4.53)e gére z,=—(2n-o)xi/w, (N=n,+n,+1,...)

noktasinin O(n™") komsulugunda (G, bolgesinde) (4.48) denkleminin tek bir

~ l - ]/0 -2
p=——d(2n-c)mi+—7"__Li0(n?, (4.54)
* W{( ) 8(2n—a)2 ﬂ'zl} ( )
¢Ozimi vardir.
Tamamiyle  benzer  sekilde  gosterilir ki, z,=—(2n-o)zi/w

(n=ny,n,+1,...) noktasmin O(n’l) komsulugunda (G, bolgesinde) (4.49)

denkleminin tek bir

- 1 . : S
p”'ZZ_W{(Zn_G)ﬂl_E;(Zn_y—G)Zﬁ}+O(n ) (455)

¢Ozimii vardir.
~ 4
Simdi, yeterince biiyiikk bir n sayisi i¢in A = —( pn'j) 0zdegerine karsilik

gelen Un; (x) ozfonksiyonu icin asimptotik gésterim elde edelim. Bu 6zfonksiyon

icin
Vi(xp) Ya(%p) YVi(Xp) Vi(Xp)
a_(x)_iefpw“ Us (1) Ua(yz)  Ua(va) Ua(va)
T U(y) V() Uy
Up(v)  Ui(y2)  Ui(ys)  Ui(ye)

esitligi dogrudur; burada p = /~)n‘j “dir. Bu 6zfonksiyonu
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- (xp)  V.(xp)  Ys(xp) ey (xp)
—p7U5(Y1) p7Us(Y,) p7Us(Ys) pe"Us(Y,)
U, (1) P7UL(Y,) pU,(Ys) p e U, (Y,)
07U (y,) pUL(Y,) pUL(Ys) pe U (Ys)

bicimde yazalim, burada da aym sekilde p:;)n,j’dir. Sonuncudan ve (4.35)

Un.j (X) = ~(-1)%ip.

esitliginden
_(_1)Gy1(xlp) yz(X,p) y3(X,,0) e pW4y4(X’p)
l]n,j (X)z—ipzx _(_1)021‘3(01/)) A, (P) A (p) 24,3(1’/3) (4.56)
“(072,(00)  Aa(p) Aslp)  z.(Lp)
(=177, (in) A, (:0) A, (p) Zy (1 p) =il
elde edilir. (4.19) ve (4.20)’e gore
i (x,2)=0(1) (k=123), ey, (x,p)=0(1) (4.57)

olur. (4.33), (4.38), (4.56) ve (4.57)’den dolay1

L~Jn,j (X) = _(—1)"ip2.[y3(x,p) Ez (,0)— yZ(X,p)ES(p)]-i-O(,O_l)

(4.58)
olur, burada p = p, ; ve
W13 Ay (P) Wj
Ec(p)=|w; A(p) w, (k=2.3)
W, Ay (,0) W, i

dir.

Wf Cax (,0) Wi
Ek (,0): le Czk(p) Wf +O(p73)’ (k:213)
W Gy (p) W,

bigiminde yazilabilir, burada p = p, ; *dir. Sonuncudan, (4.48) ve (4.49)’dan

_()7y+ (D[ 26, +(p, (1) - p,(0)) ]
- >

+0(p(p)) (4.59)

E (p)

elde edilir, burada k =2,3 ve p = p, , “dir.
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(4.19), (4.20), (4.54) ve (4.55)’e gore
Y,(X, Py ;) =€ CT™40(n7), yy(x, p, ;) =€ @™ w0 ?), (p, ) =0(n)
olur, burada j=1,2"dir. Bu ifadeleri ve (4.52), (4.57) - (4.59) esitliklerini dikkate
alirsak J=1,2 icin
Unj (x) =[ 26, +(p,(1) - p,(0)) cos(2n - )zx + (<1) 'y, sin(2n - o)X+ O (,)  (4.60)
gosterimini elde ederiz.
n, ve n, sayilarinn insas1 tamamiyle [30-32] makalelerinde oldugu gibidir.

.5) ve (4.6) formdlleri (4.54), (4.55), (4. an ve 1=-p" esitliginden direkt
(4.5) ve (4.6) formulleri (4.54), (4.55), (4.60)’d A * esitliginden direk

elde edilir. Teorem 4.2.1’in ispat1 bitti.

4.5. TEOREM 4.2.2 VE SONUC 4.2.1’IN ISPATI

p,(x)eW;?(0,1) oldugundan (4.7) formiillerine gére gn:O(n’l) olur.

Dolayisiyla bu durumda (4.8) formulleri dogrudur.
Kabul edelim ki,

Vig (X)5Vip (X)seees Vg (X)4 Vo5 (X))o (4.61)
sistemi

Uy (X), Uy, (X),eeesUyy (X), U5 (X)) (4.62)
sisteminin biortogonali olsun. Baska bir deyisle (un,j’vm,s):5n,m'5j,s esitligi

(n,m=12,..; j,s=12) saglansm. [2]'ye veya [33, s5.99]’a gbre soz konusu
durumda (4.61) sistemi L operatoriiniin eslenik operatorii olan L™ operatoriintin kok
fonksiyonlar ~ sistemidir. Teorem 4.2.2°nin  pP(1) = pY(0) (s=12) ve

p,(1) = p,(0) kosullarina gore L" lineer diferansiyel operatorii

4 !

I*(z):z(iv)+(p2(x)z) —(pl(x)z) + P, (X)2 (4.63%)

diferansiyel ifadesi ve
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(4.63*%)

eslenik sinir kosullariyla tamamlanir.

L" operatériniin biciminden ve Teorem.4.2.1’den yeterince buytk n’ler icin

Vo (X) =T .(cos(2n—a);zx+(—1)j(—i)1“’sin(2n—a);zx+0(n‘l)) (4.64)

n+n;,j

asimptotik ~ formulleri  elde edilir; burada r

n+nj,j

(j=12) sayilan

(uwjv i Voin,.j ) =1 (j=12) esitliginden elde edilen sayilardir. Buradan, (4.8)
ve(4.64) asimptotik formullerinden yeterince buyuk n’ler igin
oy =1+0(n7) (j=12)
bulunur. Sonug olarak (4.64) formili yeterince blytk n’ler igin
Vorn 5 (X) =c0s(2n =) mx + (=) (<i) " sin(2n = o) 7x +O(n ) (4.65)
biciminde olur.

n=12,... ve j=12 olmak lizere

9o(X)=1  Gys(X)=+2sin2nzx, g,,(X)=+2cos2nzx, (4.66)
Uy =V2sin(2n-1)zx, g,, =v2cos(2n-1)zx (4.67)
ho(X)=1, hy, . ;(X)=cos2nzx+(-1)’isin2nzx (4.68)
ha-n+i(X) = cos(2n —1) zx + (=1) sin (2n - 1) zx (4.69)

olsun. (4.66) ve (4.67) sistemlerinin herbiri L,(0,1) uzaymin ortonormal tabanidur.

(4.8) ve (4.65) formiillerinden agiktir ki, (4.61) ve (4.62) sistemlerinin herbiri Bessel
esitsizligini saglar. Baska bir deyisle, her f e L,(0,1) igin

Lt <o ZE00) <o

dur. Ayrica, (4.61) ve (4.62) sistemlerinin herbiri L, (0,1)uzayinda tamdir (bkz:

[4]). Dolayisiyla bu sistemlerden her biri L,(0,1) uzaymmn Riesz tabanidir. (bkz:
[34, VI. b6lim,8 2.2, Teorem 2.1]).
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Simdi Sonug 4.2.1°1 ispatlayalim.
[31] makalesindeki Lemma2’ye gore (4.68) ve (4.69) sistemlerinden her biri
(bkz: (4.66) ve (4.67)) L,(0,1) uzaymn Riesz tabanidur.

Ispatt yalnizca o =0 igin yapalim. o =1 durumu (4.69)’un yardimiyla

tamamiyle benzer bicimde incelenir.

n>0 ve n,>0 olsun. (4.6) asimptotik formillerinden ve {h, (x)} "

sisteminin tanimindan (bkz: (4.68))

2

n=1

un+n1,1 - h2n—1 un+n2,2 - h2n

2) < const Ziz < 40 (4.70)

2
|+
n=1 N

elde edilir. Kolayca gorulir ki, (4.70) esitsizliginin sol tarafinda L operatoriinin kok

fonksiyonlarindan n, +n, tanesi ve (4.68) sisteminin fonksiyonlarindan bir tanesi
yoktur. n,+n,>1 olsun. Bu durumda (4.70) esitsizligine gore (4.62) sisteminin
n,+n,—1 sayida fonksiyonu disindaki fonksiyonlarindan olusan S sistemi (4.68)
sistemine karesel yakindir. (4.68) sistemi L,(0,1) uzaymmn ortonormal tabami
oldugundan S, L,(0,1)’in Riesz tabamdir [34, VI. bélim, §2, Teorem 2.3]. Bu
durum (4.62) sisteminin L, (0,1) uzaymin tabani olmast ile gelisir.

n,=n, =0 olsun. (4.62) sistemi L,(0,1) uzaymin Riesz tabani oldugundan
yine (4.70)’e gore {hk(x)}:1 sistemi L, (0,1) uzaymnm taban: olur ve bu da

{h, (X)}kjo sisteminin L, (0,1) *de taban olmasi ile gelisir.

Geriye kalan tum durumlar benzer bicimde incelenir, yani o =0 oldugunda

n,+n,=1olur.
Boylece genelligi kaybetmeden n +n,=1-oc kabul edilebilir. Yine de

genelligi kaybetmeden

varsayabiliriz. O halde
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Uy, (X)=cos(2n - o) zx—i""sin(2n - o) 7x+0(n™),

u (x)=cos(2n— o) zx+isin(2n - 0'7rX+O(n )

n+l-o,2

e 4.71)
V,;(X)=cos(2n—o)zx—(<i)"“sin(2n— o) zx+0(n?),
+

Voi oz (X) =C0S(20— &) 7%+ (~i)“sin(2n — o) zx + O (n ).
olur.
Simdi, L operatérinin kok fonksiyonlar sisteminin 1< p<+cw ve p#2
olmak tizere L, (0,1) uzaymda taban olusturdugunu ispatlayalim.
Yukarda oldugu gibi ispati yalnizca o =0 durumu igin yapacagiz. o =1
durumu yine tamamiyle benzer sekilde arastirilir.

Dikkate alalim ki, (4.66) sistemi her bir p e (1,+c) igin L (0,1) uzaymn

tabanidir [35, VIII. bolim, §20, Teorem 2]. Dolayisiyla [36, I. bolum, 84, Teorem 6]’
dan herbir f L (0,1) icin

N
n;(f <M, [f (N=12..) (4.72)
p
olacak sekilde M, >0 sayisimin varhig elde edilir, burada || || ,(0,1) uzayindaki

normdur.

pe(12) olsun. (4.62) sistemi L,(0,1) de tam oldugundan L, (0,1) de de

tamdur. Ote yandan herbir f e L (0,1) icin

|| ,nJ Uy, | p£c0nst||f||p

saglanir; burada n=1,2,..., ve j=12"dir. O halde [36, VIII. bolim, §4, Teorem
6]’dan (4.62) sisteminin L (0,1) uzaymnda taban oldugunu gostermek i¢in

ii( Vo U

n=1 j=1

viel,( <M|f] (m=12..)

p

olacak bicimde bir M >0 sabiti bulmak yeterlidir. Belirtelim ki, aynm kosullar

altinda

m

= Z {( f 1Vn,l) U, +( f Vit ) u”+1v2}

n=1

<M’[[f], (4.73)

p
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esitsizligini ispatlamak yeterlidir; burada m=1,2,... ve M’ belirli pozitif bir sabittir.
(4.66) ve (4.71)’e gore
I (1)< 301 (F)+ 30, (F)+30s(F)+3,.(F) (4.74)

bulunur; burada m=1,2,... ve

I (1)=|2(10.)0 « dna(f)=|2(f.9,)0(n7)]
Jos(f)= ;(f,o(n_l))gn c dna ()= nZ:l:(f,o(n‘l))o(n‘l)
dir. (4.72)’den
Jo. () <const||f| . (4.75)

elde edilir. Riesz teoreminden (bkz: [37, XII. b6lim , §2, Teorem 2.8])

2m
J,.(f)<constd|(f,g,)n" <
n=1

. y (4.76)
3const(2|(f,gn)qj (Zn‘pJ < const| | .
n=1 n=1
bulunur; burada, 1+1:1’dir.
p qQ
Dikkate alalim ki,
2m 2m 2 12
3a(0)<[3(1.0(n))s, =[Z(f,o(nl)) j
" 2 A (4.77)
om 1/2
< const| |, (z n‘zj < const| f ||p
n=1
dir ve
2m
Jpa Sconst | f ||lZn’2 <const| | (4.78)
n=1

esitsizligi saglaniyor.
(4.73) esitsizligi (4.74) — (4.78) esitsizliklerinin bir sonucudur. Bdylece
(4.62) sisteminin L (0,1) (1< p <2) uzaymn bir tabam oldugu ispatlandu.

2< p<+wo ve 1/p+1/q=1 olsun. Dikkate alalim ki, 1< q < 2’dir ve (4.61)

sistemi L° diferansiyel operatorinin kok fonksiyonlar sistemidir. Yukarida

32



Giines, H. 2015. Dorduncii Dereceden Bir Regiiler Sinir Deger Probleminin Spektral Analizi. Yiiksek Lisans Tezi.
Mersin Universitesi

ispatlandig1 gibi, bu tiir operatoriin kok fonksiyonlar sistemi L, (0,1) uzayinda taban
olusturur. O halde (4.61) sistemine biortogonal olan (4.62) sistemi de L, (0,1)

uzayinin tabanidir.

Teorem 4.2.2’nin ispat1 bitti.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu boliimde 6ncelikle bu tez ¢alismasinda ele alinan sonuglar 6zetlenecek
daha sonra bu konu ile ilgili baska nelerin yapilabilecegi ile ilgili Oneriler

verilecektir.
5.1. SONUCLAR

Bu tezde, bazi kosullar altinda (4.1)—(4.2) operatoriiniin 6zdegerlerinin ve

Ozfonksiyonlarinin asimptotik davraniglari incelenmis, kdk fonksiyonlar sisteminin

L,(0,1) (1< p<o) uzaymda taban olusturdugu ve bu tabamin p=2 durumunda

kosulsuz oldugu ispatlanmistir. Bu sonuglar Bulgular ve Tartisma bdoliimiinde
verilmistir.
Problemin ¢oziimii i¢in gerekli lemmalar, teoremler ve yardimci sonuglar

Materyal ve Yontem baslig1 altinda verilmistir.
5.2.ONERILER
Tez konusu iki yonde genellestirilebilir:

1) Periyodik veya antiperiyodik sinir kosullarina sahip yiiksek mertebeden adi

diferansiyel operatorlerin, yani

2n-2)

I(y):y(zn)+p2(x)y( ot Py (X) Y

diferansiyel ifadesinin ve
U.(y)=y" ()~ ()" y"(0)=0 (v=02n-1)
sinir  kosullarinin  tanimladigi L operatorinin  spektral  6zelliklerinin
(6zdegerler ve 6zfonksiyonlar, asimptotik gosterimler, 1< p <o olmak lizere
L,(0,1) uzayinda kdk fonksiyonlar sisteminin tabanligi v.s. ) incelenmesi;
2) Soz konusu L operatéruntn L (0,1), (1< p <o) uzaymnda farkli uzaylarda

tabanliginin arastirilmast
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