FUZZY GRUPLARIN UCGENSEL NORMLAR
ILE SINIFLANDIRILMASI

Tugba LEVENT OBUZ

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

MERSIN
TEMMUZ — 2015



FUZZY GRUPLARIN UCGENSEL NORMLAR
ILE SINIFLANDIRILMASI

Tugba LEVENT OBUZ

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

Danisman
Yrd. Do¢. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU

MERSIN
TEMMUZ - 2015



Tugba LEVENT OBUZ tarafindan Yrd. Dog. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU
damsmanliginda  hazirlanan ~ “Fuzzy — Gruplarn Ucgensel  Normlar ile
Simiflandirlmast”  baglikli bu galisma asagida imzalari bulunan jiiri iiyeleri

tarafindan oy birligi/goklugu ile Yiiksek Lisans/Doktora Tezi olarak kabul edilmigtir.

Dog¢. Dr. Hamza MENKEN
Yrd. Dog. Dr. Mehmet CITIL

Yrd. Dog. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU

Yukaridaki  Jiri karart Fen Bilimleri Enstitiisi = Yonetim  Kurulu’nun
A\ /2045 tarih ve .2.045..20.../ . F3F....... sayili karariyla onaylanmugtir.

Bu tezde kullamilan bzgiin bilgiler, sekil, cizelge ve foiograflardan kaynak géstermeden alinti yapmak 5846 sayu
Fikir ve Sanat Eserleri Kanunu hiikiimlerine tabidir.



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

FUZZY GRUPLARIN UCGENSEL NORMLAR iLE SINIFLANDIRILMASI

Tugba LEVENT OBUZ

07/
Fuzzy kiime teori 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan ortaya koyulmustur.
Fuzzy cebirsel yapilar 1971 yilindan buyana bircok arastirmaci tarafindan

calisilmaktadir. Bu tezde t- fuzzy grup, t-fuzzy ideal ve t-fuzzy genellestirilmis grup

kavramlar1 incelenmis, dnemli sonuglari verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy Kiime, Fuzzy Cebirsel Yapilar, Fuzzy t-Norm, Fuzzy t-

Conorm.

Damsman: Yrd. Dog. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU, Mersin Universitesi,
Matematik Ana Bilim Dali



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

CLASSIFICATION OF FUZZY GROUPS WITH TRIANGULAR NORMS

Tugba LEVENT OBUZ

ABSTRACT

Fuzzy set theory was introduced by LA Zadeh in 1965. Fuzzy algebraic
structures have been studied by many researchers since 1971. In this thesis, t- fuzzy
groups, t-fuzzy ideals and t-fuzzy generalized groups examined and important
results are given.

KeyWords: Fuzzy set, Fuzzy Algebraic Structures, Fuzzy t-Norm, Fuzzy t-Conorm.

Advisor: Asst. Prof. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU, Department of Mathematics,
Mersin University



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

TESEKKUR

Basta, tezimin konusunun belirlenmesine, arastirma safhasindaki
yardimlarina ve yonlendirmelerine; hazirlama ve sonu¢ agamalarindaki ilgisine, bu
stirecte 0zellikle manevi destegini, bilgisini ve tecriibelerini sonsuz bir kapi1 gibi bana
acan degerli danisman Hocam Yrd. Dog. Dr. Gokhan CUVALCIOGLU’ na sonsuz

tesekkiirlerimi sunarim.

Bu caligmanin biitiin asamalarinda bilgi ve destegini esirgemeyen basta
bolim baskanimiz Prof. Dr. Fahreddin ABDULLAYEV’ ¢, matematik boliimiiniin
degerleri hocalarina, bu siirecte hep yanimda olan Ars. Gor. Sinem YILMAZ’a ve

diger arastirma gorevlisi arkadaslarima tesekkiir ederim.

Ayrica tezimi hazirlarken hep yanimda olan, kizim Aren Nazli OBUZ ve

sevgili esim Mehmet OBUZ’a tesekkiir ederim.

Mersin Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Birimine tesekkiirler.



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Stniflandirilmasi. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

ICINDEKILER

Sayfa
[0 Y7 i
F N =L I 2 7 E i
TESEKKUR....cuuitnitiiniiitietiteniereereereereeseeseestessesseseessessessesseseesnesns fii
| (00 1)) D) 341 51 ) 2 SRR iv
SEKILLER DIZINI....uiuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieiiericreenneenererserneesnesneesnenn. Vi
SIMGE VE KISALTMALAR DIZINT....ccuiiuiiiiiiiiiiiieieiiceieeeenernnenns vii
1 I € 1 21 TR 1
2. KAYNAK ARASTIRMALARL......ccuovuitiiriniinirnerneernernerneenerneennessn 2
3. MATERYAL Ve YONTEM.....utuututiuiuienenenenenereeseessesseseessessennennnn 3
3.1.FUZZY KUMELER.. ... ..ot 5
4, BULGULAR VE TARTISMA .....cuivuniinieenerneerneennernernnerneesnerseesessnennn 11
4.1.t- FUZZY GENELLESTIRILMIS ALTGRUPLAR...........c.ooviiiiiiinn. 33
4.2.t- FUZZY GENELLESTIRILMIS ALTGRUPLARLA ILGILI BAZI
SONUGCLAR . ... 40
4.3.t- FUZZY NORMAL GENELLESTIRILMIS ALTGRUPLAR................... 43
4.4.t- FUZZY GENELLESTIRILMIS ALTGRUPLARIN
K AFE S .o 50



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

5. SONUCLAR ve ONERILER.......cccuttuiiiiiiriiereenernerserneeserneesnnnnnns 55
KAYNAKLAR. c.cutttteeeieeetteeetieeersieeesteeesteersteeessseessseesssneessnsessan 56
07/ 0l | 1S TR 58



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

SEKILLER DIiZiNi
Sayfa
Sekil 4.1. t-normun geometrik olarak ifadesi..............cocooiiiiiiiiiiiiiii 12

Sekil 4.2. Minimum t-norm, Carpim t-norm, Lukasiewicz t-norm, Drastic ¢arpim t-

norm 6zel normlarinin geometrik olarak ifadesi.....................coooii. 13

Sekil 4.3. Minimum t-norm, Carpim t-norm, Lukasiewicz t-norm, Drastic ¢arpim t-

norm normlarinin t-conormlarinin geometrik olarak ifadesi............................. 19

Sekil 4.4. Carpim t-norm ve t-conormu ile Drastic ¢arpim t-norm ve t-conormunun

geometrik olarak ifadelerinin karsilastirilmasi..................ocooiiiiiii i, 20

Sekil 4.5. Lukasiewicz t-norm ve t-conormu ile Minimum t-norm ve t-conormunun

geometrik olarak ifadelerinin karsilastirilmasi.................c.coooiiiiiiiiiin, 21

Vi



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Siniflandirilmast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

SiIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER ACIKLAMALAR

w Fuzzy kiime

\% Fuzzy kiime

< Kiigiik esit

> Biiytik esit

- Alt kiime

n Fuzzy kiimelerin kesisimi
u Fuzzy kiimelerin birlesimi
€ Elemanidir

= Ise

= Ancak ve Ancak

FS Fuzzy Kiime

Vi



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Simiflandiriimast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

1. GIRIS

Klasik kiime teoride, kiimelerin elemanlarinin kiimeye ait olma kriterlerinin
kesin bir sekilde tanimlanmasi gerekmediginden bazi problemlerin ¢6ziim kiimelerini
kesin bir sekilde ifade etme problemiyle karsilasilir. Ornek olarak, uzun boylularin
kiimesini olusturmak boyu 165 ¢m den uzun olanlarlarin kiimesini olusturmaktan
daha zordur. Uzun boylularin kiimesini olustururken, elemanlarin boylarina gore bir
derecelendirme yapilmasi gerekir. Bu derecelendirme, elemanin o kiimeye ne kadar

ait oldugunu gosterir.

Bu ve buna benzer problemlerin ¢oziimii i¢in 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan

“Fuzzy Kiime Teori” ortaya atilmistir.

Klasik mantikta, Onermelerin dogruluk degeri {0,1} kiimesinin
elemanlariyken fuzzy mantikta Onermelerin dogruluk degeri [0,1] araliginin
elemanidir. Fuzzy kiime teoride, bir elemanin bir kiimeye ait olma degerine o
elemanin kiimeye liye olma derecesi denir.Bir elemanin bir kiimeye iiye olma
derecesi ile iiye olmama derecesinin toplami 1 dir. 1971 yilinda, Rosenfeld
[Rosenfeld, 1971] Fuzzy Gruplar’i tanimladiktan sonra, Fuzzy Matematik Yapilar
lizerine calismalar yapilmis, bu calismalar Miihendislik, Sosyal Bilimler, Genetik

gibi birgok alanda uygulanma olanagi bulmustur.

Daha sonraki yillarda Fuzzy kiimeler {iizerinde bir ¢ok cebirsel yapi
tanimlanmis ve bu yapilarin Ozellikleri farkli yazarlar tarafindan incelenmistir.
Ucgensel t-normlar ve t-conormlar yardimiyla t-fuzzy cebirsel yapilar tanimlanmus

ve Ozellikleri incelenmistir.

Bu tezde t-fuzzy alt gruplar, t-fuzzy idealler, t-fuzzy genellestirilmis alt
gruplar incelenmistir. Bu cebirsel yapilarin temel 6zellikleri ve onemli sonuglar

verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Fuzzy kime teori 1965 yilinda L. A. Zadeh tarafindan
tanitilmistir[Zadeh, 1965]. Daha sonraki yillarda, fuzzy kiimeler lizerindeki yapilar
bir¢ok arastirmaci tarafindan calisilmistir. 1971 yilinda A. Rosenfeld fuzzy ideal,
fuzzy grup tanimlarimi vermistir. Fuzzy gruplarin baz1 6zellikleri farkli yazarlar
tarafindan incelenmis ve karakterize edilmistir. 1984 yilinda fuzzy normal altgruplar
ve fuzzy yan siniflar tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. R. A. Borzooei ve
arkadaslar1 fuzzy cebirsel sistemlerin kafes yapisini ortaya koymuslardir. Fuzzy grup,
fuzzy ideal yapilarin tanimlar1 genisletilerek t-fuzzy ideal, t- fuzzy altgrup cebirsel
yapilart tanimlanmistir.[Sessa, 1984]. t-fuzzy ideallerin ve t- fuzzy altgruplarin
ozellikleri bir ¢ok arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir. Fuzzy hyper-grupoid, fuzzy
hyper-ideal, fuzzy hypernear-halka tanimlart verilmis ve bu cebirsel yapilarin
ozellikleri t-normlar ile incelenmistir][Zhang, 2006]. 1999 yilinda M.R. Molaei
genellestirilmis grup ve genellestirilmis homomorfi tanimlari vermistir[Mehrabi,
Molaei, Oloomi, 2000]. M.R. Molaei ve arkadaslar1 tarafindan genellestirilmis
gruplar karakterize edilmistir[Borzooie, Rezaei, Molaei, Zahedi, 2000].
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3. MATERYAL VE YONTEM

Tamm 3.1: X bir kiime, X de tanimli “<” bagintisi;

i. VxeX, x <X
ii. x,yeX, x<yvey<xisex =y

iii. x,yeX, x<yvey<zisex <z

ozelliklerini sagliyorsa “<’bagintisina kismi siralama bagintist ve (X,<) kiimesine

kismi sirali kiime denir.

Tammm 3.2: (X,<) kismi sirali kiime olsun. Asagidaki kosul saglanirsa (X,<)

kiimesine zincir denir.

“Vx,yeX,x <yveyay < x“

Tamm 3.3: (L, <) kismi siral1 bir kiime olsun. Asagidaki kosul saglanirsa L ye kafes

denir.

“Va, beL i¢in sup{a, b} = avbelL ve inf{a, b} = anbeL”

Bu durumda kafes (L,V,A) ile gosterilir.

Tanim 3.4:L bir kafes ve T < L olsun.

“Va, beT i¢in anbeT ve avbeT”

ise T kiimesine alt kafes denir.
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Tamim 3.5: L bir kafes olsun. V T < L i¢in supT ve infTvarsa Lye tam kafes denir.

Onerme 3.1: Bir kafesin duali kafes ve tam kafesin duali tam kafestir.

Teorem 3.1: L bir tam kafes,S c Lve I, L nin en biiyiik elemani olsun.

(i) leS
(i)  TcSiseinfTeS

saglaniyorsa S tam kafestir.

Onerme 3.2: L bir kafes olsun. L kafesi asagidaki sekilde tanimli dagilma

esitsizligine sahiptir.
V¥ X, Y, zeLl igin

L xA(yvz) = (XAY)V(XAZ)

i xv(yaz) = (xvy)A(xvz)

Teorem 3.2:Herhangi bir L kafesinde asagidaki 6zdeslikler denktir.

I. V X, Y, zeL igin xA(yvz) = (XAY)V(XAZ)
ii. V X, Y, zeL igin xv(yAz) = (Xvy)A(XVZ)

Tanmm 3.6: L kafesi Teorem 3.2 deki kosullardan birini saglarsa L ye dagilimli kafes

denir.

Teorem 3.3: L bir dagilimli kafes olsun. Bu takdirde, x,y, ceL igin
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I.  CAX = CAY

il. cvx=cvyisex=y

dir.

Onerme 3.3: Her zincir bir dagilimli kafestir.

Tammm 3.7: L bir kafes ve V X, y, zeL i¢inx<z = xv(yAz) = (xvy)Az kosulu

saglantyorsa L ye modiiler denir.

3.1 FUZZY KUMELER

MO.350 yilinda Eflatun, bir 6nermenin dogruluk degerinin “1”, 0” yada
“arada bir deger” olabilecegini ifade etmistir. Ancak, olusturulan matematik sistemde
bu fikir itibar gérmedigi i¢in, bir onerme ya dogru yada yanlis olarak ifade edilmistir.
Bu matematik mantikla, ¢oziimleri olmayan, yada dogruyken yanlis, yanlisken dogru
olan ifadeler ¢oziimsiiz kalmistir. Bu mantik en detayli sekilde 1965 yilinda, L.Zadeh

tarafindan ilk olarak caligilmistir.

L. A. Zadeh fuzzy kiime teorinin neden ve nasil ortaya ¢iktigini su sekilde

tanimlamistir:

“Cogunlukla, giinliik hayatta karsilastigimiz nesnelerin sinifinin {iyelik
kriterleri kesin bir sekilde tanimlanmamustir. Orne§in; hayvanlarm sinifinin
kopekleri, atlari, kuslari, vs. icerdigi ancak kaya, bitki gibi nesneleri igermedigi
aciktir. Ancak bakteri, deniz yildiz1 gibi nesneler belirsiz statiisiindedirler. Benzer bir
belirsizlik reel sayilar sinifinda bir saymin 1 sayisindan ¢ok biiyiik olma bagintisinda

ortaya ¢ikar.

Aciktir ki, “1 sayisindan c¢ok biiylik reel sayilarin smifi” veya “giizel

kadinlarin smifi”, veya “uzun erkeklerin sinifi” matematik anlaminda “siif” veya



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Simiflandiriimast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

“kiime” belirtmez. Fakat yinede kesin olmayan sekilde tanimlanan bu siiflar

insanlarin 6zellikle iletisim ve somutlagtirma alanlarinda 6nemli bir rol oynar.

Fuzzy kiime kavrami klasik kiime teorideki yapi ile paralellik gdsterir ancak
daha geneldir. Temel olarak bdyle bir yap1 kesin tanimlama kriterlerinden yoksun

olan bir sinifa liye olma problemleri i¢in dogal bir yontem belirtir.”

Bunun daha iyi anlagilabilmesi i¢in L. A. Zadeh tarafindan verilen 6rnegin

orjinali asagidaki gibidir.

Ornek 3.1.1: X = R(reel sayilar kiimesi) ve A, 1 den ¢ok biiyiik reel sayilarin fuzzy

kiimesi olsun.p,, R de fonksiyon olmak tizere A nin karakterizasyonunu verebiliriz.

Boyle bir fonksiyonun 6rnek degerleri su sekilde olabilir:
1, (0) = 0, 1, (1) = 0, 1, (5) = 0,01,

1, (10) = 0,2, u, (100) = 0,95, i, (500) = 1.

Fuzzy kiime tanimi ve fuzzy kiime iizerinde tanimli baz1 islemler su sekilde

vermistir;

Tanmm 3.1.1: X bir evrensel kiime olsun.
A={<xp,® > | xeX,p,:X - [0,1]}
kiimesine X de Fuzzy Kiime(FS) denir.

Burada, p,(X), x € X elemanminX kiimesine tiye olma derecesidir. Bu tezde

X tizerindeki fuzzy kiimelerin ailesini FS(X) ile gosterecegiz.
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Tamm 3.1.2: X bir evrensel kiime A, BeFS(X) olsun. A ve B iizerindeki bazi

bagint1 ve iglemler asagidaki gibi tanimlanir.

a. AC B:o VxeX,u, ()< g (X)(igerme)

b. A=B:o ACB A BEA(esitlik)

c. AMB={<x,p, () A py (x)>| xeX}(kesisim)
d. AUB={<x,p, (x)V pg (x)>| xeX}(birlesim)

e. A={<x,1—-yp, (x)>| xeX}(timleyen)

Ornek 3.1.2: X = {a,b, ¢, d, e, f} kiimesi igin A = {(a, 0.4), (b, 0.8), (d, 0.5)} ve
B = {(a,0.2), (b,0.3), (c,0.7), (e, 1)} fuzzy kiimeleri verilsin.

AN B ={(a0.2),(b 03)},AUB = {(a 04),(b,0.8),(c,0.7), (d,0.5), (e, 1)},
A€ ={(a,6),(b,0.2),(c,1),(d,0.5), (e, 1), (f, 1)} seklinde bulunur.

Onerme 3.1.1: X bir evrensel kiime A, B, C eFS(X) olsun. Bu takdirde,
i, (AUB)° =AM B, (AN B)S = A° LI BS
i, CN(AUB)=(CAA) U(CNB),CUCANB)=(CUA)M(CUB)

Tanmim 3.1.3: [34]X bir evrensel kiime, i€l i¢in Aje FS(X) olsun. xe X,
i (Uier Aj) (X)=supic; Ai(X)
i (Nier Aj) (X)=infj; A;(x)

dir.

Tamm 3.1.4: X bir evrensel kiime, A eFS(X) olsun. ae[0,1] igin
A, ={x€ X| u(x) = a}kiimesine A nina -seviye alt kiimesi,

A .- = {x € X|p(x)>a} kiimesine A nin giiglii a -seviye alt kiimesi denir.

Ornek 3.1.3: X = {a,b,c,d, e, f})kiimesi tizerinde

A ={(a,0.6), (b,0.8),(c,0.0),(d,0.5), (e, 0.3), (f, 1.0)} fuzzy kiimesi i¢in
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AO.S = {a! b! d! f}1

A_yo. ={f} =A;veA_,. ={ab,cd,e} seklindedir.

Teorem 3.1.1: X bir evrensel kiime ve A, B € FS(X) olsun. a € [0,1] igin,

. (AUB), = A, LB,
ii. (AnNB),=A,NB,
ii. o€ [0'1) ig:in (AC)<<1> = (Al—a)c * (Aa)c

Tamim 3.1.5: G bir grupoid, AcFS(G) osun.VX, yeG igin,

Ky () 2 min(p, (%), 1, (V)

ise A fuzzy kiimesine G nin fuzzy altgrupoidi denir.

Tamm 3.1.6: G bir grupoid, AcFS(G) olsun.Vx, yeG igin,

I. n, (xy)=p, (y) ise A fuzzy kiimesine G nin fuzzy sol ideali,

ii. n, (xy)=p, (x)ise A fuzzy kiimesine G nin fuzzy sag ideali denir.
Tamm 3.1.7: G bir grupoid, AeFS(G) osun. VX, yeG igin,

Ky (xy) = max(p, (%), 1, (V)

ise A fuzzy kiimesine G nin fuzzy ideali denir.

Tamm 3.1.8: G bir grup, AeFS(G) altgrupoid olsun. ¥xeG igin,

TNCEPTINGCY
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ise Aya G nin fuzzy alt grubu denir.

Onerme 3.1.2: A, G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Bu takdirde, ¥xeG igin

a1 = 1, (9 Ve p, (<, (e) dir,

Onerme 3.1.3: Fuzzy gruplarin kesisimi fuzzy gruptur.

Onerme 3.1.4: G bir grup olsun. AcFS(G) fuzzy alt gruptur. < Vte[0,1] icin A, 2

t-seviye alt kiimesi G nin alt grubudur.

Teorem 3.1.3: G bir grup, A G de bir fuzzy alt grup olsun. t; < t,olmak tizere
Ay, = A, ot<p, (%) < tyolacak sekilde xeG yoktur.

Uyari:A, G grubunun fuzzy alt grubu ve ty>t;>...> t, olmak iizere
Im(A) = { ty, tq, ..., tn} ise A nin seviye alt gruplarinin ailesi bir zincir belirtir;

A(e) =t;, A, EA,EA,EEA,

Onerme 3.1.5: G bir grup, AcFS(G)alt grup olsun. vx, yeG icin asagidaki kosullar
denktir;

o, GyxT) 2, ()
i, yx™) =, ()
i op, (xy) =R, (7%)
iv. xA = Ax

v. xAx1=A



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Simiflandiriimast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Tamim 3.1.9: G bir grup, A G de bir fuzzy alt grup olsun. A kiimesi yukaridaki

onermenin kosullarindan birini sagliyorsa A ya fuzzy normal alt grup denir.

Tanim 3.1.10: X bir evrensel kiime ve R(X), X de tanimli tiim ikili islemlerin ailesi

olmak iizere model operatdr Q: R(X) x 2% — 2% tanimli bir déniisiimdiir.

Tamm 3.1.11: R < XxX ve A X icin [x]r={yeX| (X, y)eR} olmak iizere;

[RIA={xeX|[x]rc A},  <R>A={xeX|[x]r A=}

operatorleri en taninmis model operatorlerdir.

10
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Tamm 4.1: T:1? - I fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglarsa bu fonksiyona t-norm

denir;

(T1) (a) T(x,0)=T(0,x)=0

(b) T(x,1)=T(1,x)=x

(T2) x1<x; \y1<y, i¢in T(Xyy1)<T(Xzy2)

(T3) Vx,y € Licin T(x,y)=T(y,x)

(T4) Vxy,z€ ligin T(T(x,y),2)=T(x,T(y,z))

Cebirsel olarak, t-norm; degismeli, ve [a, b] tizerinde birim eleman 6zelligine sahip

islem oldugundan , (I, T) monoiddir.

Geometrik olarak, bir t-normun grafigi simetrik koseleri (0,0,0),(1,0,0),(1,1,1) ve
(0,1,0) olan dortgen ile sinirlandirilmig yiizeydir.

11
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{0,0,0) I {(1,0,0)

Sekil 4.1. t-normun geometrik olarak ifadesi.

Bazi Ozel Normlar;

* Ty (X, ¥) = min{x, y} (minimum t-norm),

* Tp(x,y) = xy (Carpim t-norm),

* Tp(x,y) = max{x +y — 1,0} (Lukasiewicz t-norm),

min{x,y}, maks{x,y} =1

*Tp(x,y) = { 0 dd (drastic carpim).

12
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fLen

(G28) T (108)

LENEY

Sekil 4.2. Minimum t-norm, Carpim t-norm, Lukasiewicz t-norm, Drastic ¢arpim t-

norm 6zel normlariin geometrik olarak ifadesi.

Not 4.1: T nin (T2) ve (T3) o6zellikleri kullanilarak (T1)(a) ve (T1)(b) tek kosul

olarak elde edilir;

(T1) vx € ligin T(x,1)=x

13
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Not 4.2: x € I, ve (T1), (T3) den
0< T(x,0) < T(1,0)=0
Oldugundan
T(x,0) =0

elde edilir.

Ornek 4.1: 1 da siirekli bir ikili islem, (T4) 6zelligi hari¢ t-norm kosullarn tiimiinii

saglar:

T(xy) =xy +xy(1—x)(1—y)

Ornek 4.2: 1 da bir ikili islem, degisme (T3) 6zelligi hari¢ t-norm kosullarmin

tiimiinii saglar:

x+y—-1 ) X+y>§
T(x, = 1 _3
(@Txy) ! . xty=1vex<y
To(x,y) , d.d.
1
(b)T,(X’ y) = { 0 4 (X; Y) € [O,E] X [0,1)
Tm(XI Y) 1] d d

14
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Ornek 4.3: 1 da bir ikili islem ,(T2) 6zelligi hari¢ t-norm kosullarinin tiimiinii saglar:

_[(Ta&xy) (x,y) € QU (I/Q)?
T(X’Y)_{o d.d.

Ornek 4.4: 1 da siirekli bir ikili islem, (T1) 6zelligi hari¢ t-norm kosullarmn

tiimiinii saglar:

(@) Ty(x,y) = >xy

1
D) To(xy) =3

(©) Ts(x,y) =x+y—2xy
Maks(x,y) , (xy) € [0,«]?

(d) 0 sx< licin Tu(xy) =4 Min(x,y) , (xy) € [x,1]?
x , d.d.

Onerme 4.1: Siireklilik durumunda T normun &zellikleri dnemli 6lciide degisir.

Boylece eger

T:1? — I siirekli ve (T1), (T3) saglhyor ise (T2),(T4) saglar.

Fonksiyonlar iizerinde tanimli siralama bagintisina gore

Tp<T STy < Ty

15
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dir.

Onerme 4.2: T:12 51Tl ve T2 ozelliklerini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu

takdirde

dir

Not 4.3: T normlarin ailesi olsun. (T, <) bilinen siralama islemine gore kismi sirali

kiimedir. Yukaridaki 6nerme dikkate alindiginda; inf =Ty, ve sup T'=T,, dir.

Tanmm 4.2: Vx € | i¢in T birlesmeli oldugundan, x in T-kuvvetleri asagidaki gibi

tanimlanir.
x® =1, x'=x,n € N*, x"*1=T(x" x)
Vm,n = 1 igin
XMHO=T(x™ xM)=T(x",x™)= x"+m

xMh=(xM)n=(xN)m= xnm

Vm, neN igin
T=T,, ven=1i¢in x"=X
T=T,, x™, X in n. kuvveti

T=TLi¢in x" = max(nx —n + 1,0)

Tamm 4.3: B, I da ikili islem B*:I? - I asagidaki gibi tanimlansin:

16
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B*(x,y)=1-B(1-x,1-y)  (*)

Onerme 4.3: B azalmayan (degismeli, birlesmelidir) & B* azalmayan (degismeli,

birlesmelidir).

B**=B dir.

Not 4.4: B ve B*grafikleri (%, %, %) noktasina gore simetriktir.

Herhangi bir T t-norm igin T*(x,0)=x ve T*(x,1)=1 dir.
(1, B*) bir monoiddir. Burada 0 birim eleman 1 yutan elemandir.
Tamim 4.4: S:12 - [ olsun S doniisiimiine t-conorm denir:<
(S1)(a) S(x,0)=S(0,x)=x
(b)S(x,1)=S(1,x)=1
(52) X1, ,y15y i¢in S(Xq,y1)<S(xX2)y2)

(S3) YV x,y € ligin S(x,y)=S(y, X)

(S4) V x,y,z € I igin S(S(X,y),2)=S(x,S(y,z))

17
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Daha 6nce tanimlanan Ty,, Ty, Ty, ve Tp normlari igin t-conormlar asagidaki gibidir;

* T (x.y)=Max{x,y}

* T, " (X,y)=x+y-xy

* T."(X,y)=Min{x + y, 1}

" , y=0

* TD*(X' Y): y ’ x=0
1 , diger hallerde

18
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Sekil 4.3. Minimum t-norm, Carpim t-norm, Lukasiewicz t-norm, Drastic ¢arpim t-

norm normlarinin t-conormlarinin geometrik olarak ifadesi.
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Sekil 4.4. Carpim t-norm ve t-conormu ile Drastic ¢arpim t-norm ve t-conormunun

geometrik olarak ifadelerinin karsilastiriimasi.
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Sekil 4.5. Lukasiewicz t-norm ve t-conormu ile Minimum t-norm ve t-conormunun

geometrik olarak ifadelerinin karsilastiriimasi.

Tamm 4.5: Eger bir t-conorm 12 de siirekli ve [0,1)? de kesin artan ise bu norma

kesin-norm denir.

Not 4.5: S ile t-conorm kiimelerini, S¢, ile siirekli t-conorm, T, ile siirekli t-norm

kiimelerini, Sg; ile kesin t-conorm kiimelerini gosterelim.

Onerme 4.4: T bir t-norm < T* t-conorm.
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Onerme 4.5: T t-norm olsun. Bu takdirde:
(i) T €Teo © T €Scyo
()T, <T, © Ty >T,ise;
T: <S<Tp

Tm <Tp <T, <Tp;

Bir S t-conormu igin bir t-norm T ve t-conorm T~ i¢in T, < Tyoldugundan T< T*
dir.

Tamm4.6:.T t-norm olsun. 61 :I = I, 07 (X)=T(x,x) * ¢ T nin diagonal (késegen)

fonksiyonu denir.

Onerme 4.6: T t-norm olsun. 8 diagonal fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir;

() 87 ; 87(0)=0 ve 57(1)=1

(b) dr(x) <x ,Vx €l

Tammm 4.7: T t-norm olsun. x € I, T ye gore idempotenttir denir < T(X,X)=X yani
or(x) = x tir.

0 ve 1 elemanlar1 her t-norm i¢in idempotenttir.

Onerme 4.7: T t-norm x € I, T ye gore idempotent olsun. Bu taktirde,
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Vy=>x,T(xy) =T(y,x) =xdir.
Onerme 4.8: T t-norm olsun.vx € I, x T ye gore idempotent ise T = T, dir.

Tammm 4.8: T t-norm. Vx,y € (0,1) i¢cin dImeN* 3 x™ <y ise T ye T

Arsimedyan t-norm denir.

Ornek 4.5: &7 G) = % olacak sekilde asagida tanimlanan T t-norm Arsimedyandir

|{0 , (xy) € [O’%]Z
i T(xy) = 4 - . (xy)E€ G'l)z
LMin(X, ) 2

Teorem 4.1: Sirekli bir t-norm arsimedyandir & 6:(x) <x, 0 <x <1 .ozel

olarak, her kesin t-norm arsimedyandir. yani tg; C tg, dir.

Gy X Gy X ... X G olmak {izere bunun bir t-fuzzy altgrubu A;, A,, ..., A, sirasiyla
Gy, Gy, ..., Gy nin t-fuzzy altgruplari olmak tizere A; X A, X ... X A, € A kosulunu
saglayan A dir. Gy X Gy X ..X G, nin fuzzy altgrubu B4, By, ..., By

sirastyla G4, Gy, ..., G, nin fuzzy altgruplar: olmak tizere B=B; X B, X ... X B, dir.

Tanim 4.9:R de [0,1] kapal1 araligindaki X kiimesinin B fonksiyonu X i¢inde fuzzy

kiime olarak adlandirilir.¥xeX i¢in B(x) ,B de x in liyelik degeri olarak adlandirilir.
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Tanmim 4.10:Vx,yeX icin A(xy)>min(A(x),A(y)) oluyorsa X grupoidinde ki VxeX
icin A fuzzy kiimesi X in bir fuzzy alt grupoididir. A, X in altgrupoidi ise A, X in
fuzzy alt grubudur ve ¥xeX icin A(x~1)>A(x) dir.

Tanmmm 4.11:V p,q,r,s€ [0,1] igin bir tiggensel norm T: [0,1] X [0,1] — [0,1]

kosullarini saglayan bir fonksiyondur.
(1) T(p.1)=p

(2) T(p,q)<T(r,s) ise p <rveg<s
(3) T(p.q)=T(a.p)

(4) T (p,T(@.N)=T(T((p.).1))

Tammm 4.12: S grupoid ve T t-norm olsun. B:S— [0,1] fonksiyonu S de t-fuzzy
altgrupoiddir & vx,yeS i¢in B(xy)=T(B(x),B(y))

Eger S bir grup ve B,S nin bir t-fuzzy altgrupoidi ise B t-fuzzy altgrupture vxeX
i¢in B(x~1)=B(x) tir.

Herhangi bir t-norm T birlesmeli oldugunda ,T(xq,Xjy,...,X,) N-li carpimi iyi
tanimlidir. Ornegin T(xq,X5,X3) , T(T(X,X2),X3)= T(x1,T(x3,X3)) ortak degeri

anlamina gelir.

Tammm 4.13:Vi=1,2,...,n i¢in G; , X; grubu iginde t-fuzzy altgrup olsun. G;
i = 1,2,...,n)nin T-¢arpim fonksiyonu G; X G, X ...X G, seklinde bir

fonksiyondur,bu da
X1 X Xy X .. X X, = [0,1] icin

(G1 X Gy X o X Gy )( Xq X Xp X oo X X )=T(G1(X1), G2 (X2) 5..., Gu(Xyp) ) seklinde

tanimlanir.

24



Levent Obuz, T. 2015. Fuzzy Gruplarin Uggensel Normlar ile Simiflandiriimast. Yiiksek Lisans Tezi. Mersin Universitesi

Tamm 4.14: Vi=1,2,...,n i¢in X; grubunun minimum islemi altinda G; ler bir fuzzy
altgrubu olsun. X=x; X X, X ... X X, deki G=G; X G, X ... X G, ¢arpiminin tyelik

fonksiyonu
(G; X Gy X ... X Gp)( X1 X Xy X ... X X,)=MIN(G; (X1), G5 (X3),..., G, (X))

Seklinde tanimlanir.

Teorem 4.2: G4,G,,...,G, grup ve A da G; X G, X ... X G, nin t-fuzzy altgrubu
olsun. Gy, Gy, ...,G, nin t-fuzzy altgruplart Ay, A,, ..., A, A XA, X..XA, C

A olmak tizere mevcuttur.

Ispat: Farzedelim ki A,G; X G, X ... X G, nin t-fuzzy altgrubu olsun. E, e,, ..., e,
de Gy, Gy,...,G, nin birim elemani olsun. I = 12,....n icin A; : G; — [0,1]
A; (@):A( eq, €5, ...,€_1,, €41, ., €,) seklinde tanimlansin. I = 12,...n igin
Ki:{e;} X ...x {ej_1} X G; X {ej41} X ... X {e,} olsun.Daha sonra K; , G; X G, X ... X
Gp nin altgrubudur. A\, , K; nin t-fuzzy altgrubudur.Ve @: G; — K; icin, ®(g) =
(€1, -, €i—1,& €it1, -+, €n) seklinde tanimlansin.Bu durumda @ bir izomorfidir ve A;

= A\go @ dirBu sekilde tammh A; , G nin t-fuzzy altgrubudur.

A(aj,ay,as, ...,a,)=A((ay, ez, ..., ey) (1,22, ..., ay))

>T(A(ay, €y, .-, €n),A (61,85, ..., 25))=T(A1(a1),A( ey, a;,23, ..., ap))
=T(A;(a;),A((e1,ay €3, ...,e5)(€1,€2 a3, ...,ap)))
>T(A;(a;),T(A(eq,a,,€3,...,e5),A(€q,€5,2a3,...,2,)))

=T(A1(a1), T(Az(az),A(eq, €z a3, ...,ay = -

> T(A;(a1), T(Az(az), T(Az(a3),A( €1, €5, €3,a4 ..., ap))))

=2 T(Al(al)'T(AZ(aZ): ---:T(An—z(an—z)’ T(An—l(an—l)’An(an)))---))
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= T(A1(a1), T(Az(az), ..., (An—2(an-2) , (An-1(@n-1),An ( ap )) .Boylece
A(ay, az,az, ..., ay) = T(A1(a1), T(A2(az2), -, An(an))

=(A; XA, x..xA)) (ag,ay, ...,ap).

Lemma 4.1: G4, G,, ..., G, gruplar, A , G; X G, X ... X G, de minimum operasyonlar
altinda fuzzy altgrup ve eq,e,, ..,e, de Gy, Gy, ...,G, nin birimi olsun.Eger
i=1,2,....k-1,k+1,...,n i¢cin A(eq, €y, ...,€_1,3i,€i+1, -, €n) = A(ay,ay, ...,a,) =

A(ej, ey, ..., €x_1, Ak, €ks1s r€n) = A(ay,ay, ..., a,) dir.

Ispat:

A(eq, €3, .., €k_1,AK » €k 1s - » En)

= A((a,ay, ..,ap) (@7}, ..., akty, € Akt 1s > Ant))

> min[A(ay, ay, ..., ap), Aar?, ..., aily, e agsy, - ant) |
= min[A(a;,ay, ...,a,),A(ay,ay, ..., ak—1, €k » Akt 1 > Ap) |

) . TA(eq, €5, ..., €1_>,ar_1, €L, € ., €
> min |A(ay,ay, ...,a,), min (e1,€, - €2, A1, €k ks 1 ) n)']
A(ay,ay, ..., ax_2, €k—1, €k » Akt 1 -, Ap)

min[A(ay,ay, ...,a,),A(ay, ..., ak_2, €k—1, €k » Akt 1s -+» Ap) |

A(elﬂ oy €g—3,Ak-2, €k—1, €k » €Kk +1s «++» en)' ”

> min [A(ay,ay, ...,a,), min
e ’ A(alt ey k-3, €k—2, €k—1, €k » AR+ 1) Ty an)

min[A(ay,ay, ...,a,), A(ay, .., Ag_3, €k—2, €k—1, €k » Akt 1y +++rAn)] = ***
> min[A(a,ay, ...,a,),A(€q, ..., €k—2, €k—1, €k » Ak4 1, ---rAp) ] =
> min[A(a,ay, ...,a,),A(€q, ..., €k—2, €K1, €k » €kt 1r =++» En—1,apn) ]

= A(aj,ay, ...,ap).

Boylece A(eyq, €, ..., €k—1, 3k » k41, > €n) = A(ay,ay, ..., ay) dir.

Teorem 4.3: G4, Gy, ..., G, gruplar,A; G; X G, X ... X G, nin minimum operasyonlar

altinda fuzzy altgrubu ve eq, e,, ..., e, Gy, Gy, ..., G, nin birim elemant olsun.
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[=1,2,....)k-1.k+1,....n icin A( ey, ey, ...,€_1,a;,Cir1, - ) = A(ay,ay,..,a,) ©

Ay Ay, ..., A, ler Gy, Gy, ..., G, nin fuzzy altgrubu igin A=A; X A, X ... X A, dir.
Ispat: j=1,2,...,nicin Gj — [0,1] A (aj) = A(el, - 1} ...,en) tanimlansin.

K; = {e;} X {ex} X .. X Gy x ... X {ep} olsun. j=1,2,....n icin K; de VA\K; fuzzy
altgrup.

A XA, X .. XA, S Ave

i=1,2,...,ni¢in

A(eq, €y, ..., €1, 3k » €k41s - €n) = A(ay,ay, ...,a,) oldugundan
j=1,2,...,ni¢in

A]-(a]-) = A(el, ey @) ...,en)

> A(ag,ay, ...,ap) (A X Ay X ... X Ap)(ag,ay, ..., ap)
=min[A;(a;), T(Az(ay), ...,An(an)] = A(ay, ay, ..., ay,)

Boylece A; X A, X ... X A, = A dir. Diger yonde basittir.

Tamim 4.15: Varsayalim ki f:L; = L, bir dontistim.

Eger a,b€ Licin,a < b = f(a) < f(b) sart1 saglaniyorsa f e sira koruyan denir. Eger

bos olmayan her indeks kiimesi T i¢in ve

Vte T,a; € Ly, f(Va,) =V f(a;) ise f bileske koruyan , f(Aa,) =Af(a,) ise f

kesisimi koruyan olarak adlandirilir.

Tammm 4.16: Farz edelim ki f: L; » L, bir doniisiim. f~1:L, - L; seklinde

tanimlanan f in tersi su sekilde tanimlanur.

f~1(b) =v{a € L,;:f(a) <b},b€L,
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Lemma 4.2: Farz edelim ki f:L; = L, bir fonksiyon.bu durumda :

(1) f~1sira koruyandir ve f~1(1) =1 dir.

(2) Eger f sira koruyan ve L; de tam dagilimli kafes ise f™1 kesisimi koruyan
doniistimdiir.

(3) Eger f sira koruyan ve L; de sonsuz dagilimli kafes ise f~1 sonlu kesisimi

koruyan doniistimdiir.

e i=1,2,...,ni¢in G;, X; de fuzzy altgrup olsun.
X,YE X; i¢in
Gi(xy) = Gi(x) A Gi(y)

G 26K

e Hj <¢ Gjolsun.
H; < Gj yani vx € X; icin H;(x) < G;(x) ve
X,y € X i¢in
Hi(xy) = H;(x) A H;(y)
Hi(x™) = Hj(x)
Olsun.
1)
(X1, X2, -, Xp )€ X7 X X, X ... X X, olmak tizere
(H; X Hy X ... X Hp) (X4, X3, ..., Xp)=Min(H; (1), Hy(X3),..., Ha (X))
< min(Gl(Xﬂ, Gp(x2),.0) Gn(Xn))

= (Gy X Gy X ... X Gy) (Xq,X3, e, Xp)
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Oldugundan H; X H, X ... X H, € G; X G, X ... X G, dir.(fuzzy altkiime)

Xi , ¥i € X

2)

(Hy X Hy X ... X Hp) (X1¥1,X2Y2) s Xn¥n)=Min (H; (x1y1), Ha(X2¥2), ..., Hp (Xn¥n))

2 min((Hl(X1)/\H1(Y1)) ) ( Hz(Xz)AHz(Yz)): ey ( Hy(xp) A Hn(Yn))

3)

min(H; (x1), Hy(x2),..., Hn(xn))A min(H; (y1), H(y2),..., Ha(yn))

(H; X Hy X ... X Hy) (X1, X3, o, Xp)A (Hy X Hy X .o X Hy) (Y1, V2, ) Vi)

(Hy X Hy X .. x Hy) (x75,x5%, ., xqt) = min(Hy (x71), Hy(x3 1), .., Ho(xg D)

> min(H; (X1), Hy(X3),..., Hp(Xp))

= (Hl X H2 X .. X Hn) (Xli X2, ...,Xn)

1)

(Gy X Gy X .. X Hi X .. X Gp) (Xg, Xg, woe) Xigy ooe» Xpy)

= min(G; (X1), G2(X2), ..., Hg (Xp0), ., Gn (%n))

<(G1 (1), G2(X2), 000, G (Kie), -ov 5 G (Xn))

= (G X Gy X ... X G X o X Gp) (X1, X2, eevy Xy o) Xpy)

(G1 X Gy X .. X Hg X ... X Gp)€ (G X Gy X ... X Gp)

2)

(G X Gy X ... X Hi X ... X Gp) (X1Y1, X2V 2, o0 XYk = » XnYn)

=min(Gy (x1y1), G2 (X2y2),-.. Hk Xy, -5 Gn (XnYn))

2 min((G1(X1)/\G1(Y1)) ) ( G2 (x2)A\G, (YZ))’ ey ( Hy () A Hk(Yk)),

vy ( Gn(Xn) A Gn(Yn))
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min(Gy (x1), Gz (X2), ... He(Xg), ..., Gr(xn)) A
mln((Gl (Y1)! GZ (YZ)’ ey Hk(Yk)) ey Gn(yn))

= (G; X Gy X .. X Hg X o X G ) (X1, X2, ooy Xpop e s Xp) A (Gg X Gy X oo X Hy X . X

Gn) (V1. Y25 > Yior =» Yn)

3)
(Gy X Gy X o X Hg X oo X Gp) (x75, %370, o xi Y s xpY)
— min (Gl(xl‘l), Gy (x50, oo, Hi(x2Y), oo Gn(xgl))

> min(Gy(x1), G2 (x2),..., He(X), ..., Gp (xp))

= (G; X Gy X ... X Hg X ... X Gp) (X1, X3, eee) Xk ooy Xpy)

Tanimm 4.17: [Molaei, 1999] Bos olmayan G kiimesinde ikili islem "*” asagidaki

ozellikleri sagliyorsa genellestirilmis grup olarak adlandirilir:
1DV x,y,2eG, (x*y) *z=x* (y *2)
2)Vx € G igin X * e(x) = e(x) * x = X esitligini saglayan e(x) € G eleman1 vardir

3)Vx € Gigin x * x 1 = x71 % x = e(x) esitligini saglayan x"! € G elemam vardir.

Eger genellestirilmis grup G nin bos olmayan H alt kiimesi genellestirilmis alt grup

olarak adlandirilir,eger H G nin igslemleri altinda genellestirilmis grup ise.

Teorem.4.3: [Molaei, 1999] Vx,y € H,xy™! € H olur ise genellestirilmis G grubu

bos olmayan H altgrubunun genellestirilmis alt grubu olur.
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Onerme 4.9: Eger e(x) = e(y) ise G genellestirilmis grubunda belirtilen ikili bagmti
~ , x~y seklinde tanimlanir.~ G deki denklik bagintisidir ve her denklik sinifi G, G

nin (genellestirilmis) alt grubudur.

Ornek 4.6: [Molaei, 1999] (i) G =R x (R\ {0}) olsun. O zaman G ile olan

islemlerde
(x,y) * (w,z) = (yw, yz) genellestirilmis her grup i¢in (x,y) € G ,e(x,y) = (3, 1)
ve (x,y)"! = (y—i) dir.
(iM_

(:11 212) (En E12> _ (211 b12)

21 d22 21 D22 21 d22

, islemi ile elde edilen 2 X 2 matris kiimeleri
biitiin A € M, i¢in genellestirilmis gruptur,

e(A) =A1=A

(ii)G = {A = (2 g) :a,b ERb # 0} verilsin.O zaman G ile birlikte matrislerin

genellestirilmis gruplarin dogal ¢arpimlari biitiin A €G i¢in genellestirilmis gruptur
W (0 O)A_1 <O O>
ela) =\a ) =\la 1/ )
/o 1 /o2 /b

Onerme 4.10: [Molaei, 1999] Herhangi genellestirilmis G grubu icin: Vx € G,
(e(e(®) = e(®)

(iJe(x™) =e(x) = (e(X))_1

(iiii)x~ tektir
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(iV(xH 1 =x.

Tamm 4.18: n € Nigin Ty: [[je; [0,1] = [0,1] fonksiyonu
T, = T ve T; = id(identity) oldugu durumlarda her i € I, i¢in
Ta(ay,az - an) = T(ay, Ty_1(ay,az, ., 2j_1, 841, -, ap))

seklinde tanimlanur.

Tammm 4.19: f:X - Y bir fonksiyon, p ve v sirasiyla X ve Y nin fuzzy alt

kiimeleridir.f altindaki p goriintiisii ve v ters goriintiisii asagidaki gibidir:

sup p(x) o,
; f *
(W) ={ x e () &
0 ;  diger durumlarda

W) = v(f(x))
biitiin ye'Y ve xeX igin.

(L,AV,1) igin (L,A,V, = ,1) relatively pseudocomplemented(sézde tiimleyen ) kafes

cebiri birim elemen 1 ile L nin — ikili isleminin kafesi

Vx,y,ZELx>y<z&S xAy <z
seklinde tanimlanir.

Heyting cebiri es isimli relatively sinirli pseudocomplemented(sdzde tlimleyen)

kafesler.Biz buna L’yi karsilayan Birlesmis Sonsuz Dagilim 6zelligi (JID)deriz.Eger

XA (\/y) = /Gy

x€El x€El

Indeksli herhangi I kiimesi,ara ara istege bagl birlesme 6zelligi gosterir.
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4.1 T —Fuzzy Genellestirilmis Altgruplar

Simdiye kadar bu ¢alismada G genellestirilmis grubu, T t-normu ve FS(G)
G’nin biitiin fuzzy altkiimelerinin kiimesini ifade ettik

Tanim4.1.1: p € FS(G) olsun. pigin T t-normu ile fuzzy genellestirilmis altgrup
oldugunu soyleyebiliriz. yada T-fuzzy genellestirilmis altgrub oldugunu

sOyleyebiliriz,eger Vx,y € G
(TF1) n(xy) = T(p(), u(y))

(TF2) u(x™1) = u(x

Simdiye kadar burada TF(G) ile G nin genellestirilmis T-fuzzy altgruplari
belirtilmistir.

Not 4.1.1: [Sessa, 1984] G bir grup olmak iizere ,G nin fuzzy alt kiimeleri (TF1) ve
(TF2) kosullarii sagliyorsa, T-fuzzy alt grup olarak adlandirilir

Ornek 4.1.1: ())G= {a,b, c} ve Vx,y €G icin ¢arpim xy = x seklinde tanimlansin. G

genellestirilmis grup olsun. Simdi de G de tanimlanmis p fuzzy alt kiimsi i¢in

ua) = 1/2 , u(b) = 1/4 ve p(c) = 1/8 olsun.Oyleyse p G nin Ty -fuzzy

genellestirilmis alt grubudur.

(11)G genellestirilmis grubu asagidaki tablodaki gibi tanimlansin:

FAXOX X X,
Xl Xl Xl X3 X3
X | X X, X, X,
XS Xl Xl X3 X3
X, | X X, X, X,
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Verilen G nin p fuzzy alt kiimesi i € {1,2,3,4} i¢in pu(x;) = 1/1 seklinde tanimlansin.
Oyleyse u G nin Tp-fuzzy genellestirilmis alt grubu , Ty -fuzzy genellestirilmis alt
grubu degildir.¢iinkii

H(xy * X3) = p(xg) = 1/4 2 1/3 = n(x2) Ap(xs).

Not 4.1.2: Bilindigi iizere Ty-fuzzy genellestirilmis alt grubu ,fuzzy genellestirilmis

alt grup olarak adlandirilir.

Tanmm 4.1.2: [Klement, Mesiar, 2005] t normunda T ,eger T(a,a)=a ise ac[0,1]

elemant birim eleman olarak adlandirilir

u(xy) = u(x) Ap(y) x,yeG

nE A @) = TE) Apl) nE Ap) )
< T(u®), nly) )
< u(xy)

Boylelikle , p(xy) = u(x) A u(y)

Tamm 4.1.3: X bir evrensel kiime olsun.X de p t-fuzzy alt kiimesine imajlanabilir
denir,eger Imp niin her eleman1 T nin idempotent bir eleman1 ise.Agiktir ki her

Ty — fuzzy genellestirilmis alt grubu imajlanabilirdir.

Onerme 4.1.1: Her imajlanabilir T-fuzzy genellestirilmis alt grubu,fuzzy

genellestirilmis alt gruptur.

Ispat: u G nin T-fuzzy genellestirilmis alt grubu olsun.Bu p(xy) = p(x)Au(y)

kanitlamak igin yeterlidir.Bunun i¢in x,y€G olsun.p imajlanabilir oldugundan :
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nEARY) = T(REAREY) , kEAR®Y) )
< T(u(), n(y) )
< u(xy)
Ve buradan da p(xy) = u(x)Au(y) yi elde ederiz.
Lemma 4.1.1: p, X kiimesinin fuzzy alt kiimesi olsun.Boylelikle
He = Nsefo,1[ Hs > V€ Ut >= Use]t1] Hs
biitiin t € [0,1] ,i¢in

U ={x € G:u(x) =t} ve u, >= {x € G: u(x) > t}.

Teorem 4.1.1: Genellestirilmis grubun genellestirilmis alt gruplarinin ailesinin

kesisimi yine bir genellestirilmis alt grubu verir

Teorem 4.1.2: G nin imajlanabilir T-fuzzy alt kiimesi p i¢in asagidaki ifadeler
denktir

(i) 1 G nin T-fuzzy genellestirilmis alt grubudur,

(ii) Her bos olmayan kuvvetli seviye alt kiimesi olan p, >,t € [0,1] i¢in G nin

genellestirilmis alt grubudur,

(iii) Her bos olmayan seviye alt kiimesi olan y; ,t € [0,1] i¢in G nin genellestirilmis

alt grubudur.

Ispat: (i) = (ii) Teorem 4.3 den dolay1 ,herhangi a,b € p > ve t € [0,1] igin
ab ! € p, > oldugunu gdstermek yeterlidir.Simdi a,b € p > olsun.Oyleyse
u(a) > t ve u(b) > t ve bundan dolay1

NE = T(u(a), u(b)) > T(t,t) = t,bdylelikle ab™t € p; >.
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(ii) = (iii)) te€ [0,1] i¢in a,b € p, verilsin. Lemma 4.1.1 den her s € [0, t[ igin
a,b € ug > ve (ii) den ab™! € pg > Bundan dolay1 ab™! € y; , g hin G nin

genellestirilmis alt grubu oldugunu kanitlar.
(iii) = (i)ispat (ii), Teorem 4.1.1 ve lemma 4.1.1 i takip eder.

Lemma 4.1.2: p G nin imajlanabilir T fuzzy genellestirilmis alt grubu olsun.

Oyleyse biitiin XxeG i¢in
(i) p(e(x) = p(x).

(i). p(x")=>pu(x) vneN

ispat: Biitin x € G. e(x) = xx™ i¢in (i) gézlemlemek miimkiindiir, ve ispat (ii) n in

diiktif prosediirii izlemektedir.

Teorem 4.1.3: G nin her T fuzzy genellestirilmis alt grubu p asagidaki ozelligi

saglar;

Xy ™) 2 T(u(x), w(y)). (4.1.1)

her x, y € G igin. Tersine G nin her imajlanabilir T fuzzy alt kiimesi p (4.1.1) G nin

T fuzzy genellestirilmis alt grubudur.

Ispat: Acikca her G nin genellestirilmis alt grubu T (4.1.1) kosulunu karsilar. Aksine

verilen G nin T fuzzy alt kiimesinde p (4.1.1) durumunu saglar ve her xeG.

O zaman,
() =p(e()x) =p(e(x Hx ) )= Tu(e(x ™)), u(x™)

>T (u(x7*), p(x ) =p(x ™).
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Benzer bir goriisde p(x ') >p(X) oldugunu kanitlariz. Boylece p(x™*) = pu(X).
Verilen x,yeG. O zaman,
u(xy) = p(x(y ™)) 2 T (), uy ™)) =T (rx), 1(y))

Teorem 4.1.4: G nin her genellestirilmis alt grubu, G nin fuzzy genellestirilmis alt

grubunun seviye alt kiimesidir.

Ispat: G genellestirilmis alt grubunda veriler H ve G nin fuzzy p alt kiimesi soyle

tanimlanir,

(X)—S , X eH
=14 dd

verilen 0<t<i<1 dir. p in G genellestirilmis fuzzy alt grup oldugunu gordiik. x,yeH

ise verilen X,yeG olmalidir. O zaman x,yeH ve boylece
r(xy) =s = p(x) Ap(y).
Egerx e Hvey ¢ H (veyax ¢ Hvey € H) ise
u(xy) =s =t =pn(x) Ap(y)

Simdi verilen xeG. Eger xeH ise bdylece },L(X_l):S:u(X) olur. Diger tiirli x,

xgH ise u(x’l):t:p(x) olur.

Teorem 4.1.5: Verilen u € FS(G) ve Imuz{so,sl,sz,...,sn}kosulu s; <s; igini>j.

Eger burada bir zincir varsa

HycH,c..cH

- n

=G
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genellestirilmis G fuzzy alt grubu i¢in ;,L(Hli ):Sk , olma kosulu

H, =H, ,H, =H \H,, i¢ink=12,..n ise u G nin genellestirilmis T fuzzy alt

grubudur.

Ispat: Verilen X,y € G. Egerx,y € H},bazik € {0, 1, ..., n} dyleyse x, y € H ve
X,y ¢ H,buxy € H ve xy ¢ H oldugunu ima eder ¢iinkii H ayriktir. Boylece
u(xy) =s, =T(s,,S,) =T(u(x),u(y)). Diger yandan eger xeH, ve y eH, i¢in k
# 1 birgok genelleme igin, 1 < k sayilir. Oyleyse pu(x)=s, <s,=u(y) ve H, c H, bu
ylizden xeH,,y eH, bu nedenle Xy € H, : Bu

u(xy) =s, =T(s,,1) = T(u(x), u(y) anlamina gelir.

Acikga tim x € G var olan k € {0, 1, ..., n} igin xeH| ve x*eH;. Oyle ki

n(x™) = p(x) ispati tamamlar.

Teorem 4.1.6 (Representation Teoremi): {H: <€ [0,1]}, G nin genellestirilmis alt
gruplarinin bir ailesi olsun. Bu durum i¢in gerek ve yeter kosul mevcut p , G de T-
fuzzy genellestirilmis alt gruptur Oyleki V ae [0,1] i¢cin p, =H_, olmak iizere

vM c [0,1] dir.

Hyemoc = Nocem Hu (4.1.2)

Ispat: (4.1.2) yi tutarl kilan varsayim ve G nin fuzzy p alt kiimesi su sekildedir.

H(X) = Vyehu X, VX € G

u ‘in T- fuzzy genellestirilmis G alt grubu oldugunu ispatlariz. Verilenx, y € G ve
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T \/B,\/v = T(pX), ny)) =t

x€Hp yEHy

Oyleyse

VXEHB B =tve VyEHyY =t
Simdi
M= {oc €[0,1]:xe Ha} kiimesi diiser. Oyleyse

XeﬂHB:HVB QH“

BeM peM

ve benzer bir sekilde y € H, oldugunu anlariz. Bundan dolayr Xy € H, ve bu yiizden

n(xy) = \/ °<=\/°<=u(X)

xy€H« XEH

Gordiik ki biitiin <€ [0,1] igin p, =H_ Baz1 te[0, 1] igin verilen x € H;.Oyleyse
x € ise p(x) =Vgep, x=t olur ve bu yizden H c p Eger

xeptise \/o=pn(x)>t oldugu i¢in M= {oc €[0,1]:xe Ha} dir. Burada

XeHo

Xe ﬂ H,=H,, <H,isep, cH, Bu da bize t € [0, 1] i¢in p, =H, oldugunu

oaeM aeM
kanitlar. Aksine var oldugunu saydigimiz G de genellestirilmis T fuzzy alt grup te[0,

1] i¢in her zaman p, = H, dir. (3.2) nin gegerliligini kanitlamis olduk. Bu ylizden

verilen M < [0,1] ve her x e H, igin f=\/a. Oyleyse X € up ve p(x) > o igin o.eM

aeM

dir. Hepsi i¢in aeM ise xep, =H_, oldugu anlamma gelir ve X e U H, dir.
aeM

Bundan dolay1
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H,, =[)H.

aeM aeM

Esitsizligin diger tarafi benzer sekilde ispatlanir.

4.2 T- fuzzy genellestirilmis alt gruplarla ilgili baz1 sonuglar

T- fuzzy genellestirilmis alt grubun herhangi bir homomorfinin altinda
bulunan bir T- fuzzy genellestirilmis alt grup oldugunu dogrulamak kolaydir. Bu
genel, goriintii i¢in dogru degildir. Fakat bunun bizi siirekli t-normlar igin
hazirladigini diigtiniiriiz. Bu durumda bir sonraki teoremin islevini gostermek siirekli

t-normlarinin gorevidir.

[k olarak bizde siirekli t-normlarinin tanimini verelim.

Tanmim 4.2.1: T t-normu siireklidir eger V ye[0,1] ve her yakinsak dizi

(Xn)nen: (Yn)nen € [O;l]N i¢in
limT(X,,y,) =T(Iimxn, Iimyn)
mevcutsa.

Ty, T, T, t-normlarinin siirekli oldogunu, T, nin de siirekli olmadigini

goruruz.

Lemma 4.2.1: T , X kiimesi lizerinde siirekli bir t-norm olsun, A ve B X in bos

olmayan alt kiimeleri ve p de X in fuzzy alt kiimesi olsun.Bu durumda

sup T (w(x), i(y)) = T(sxug H(X),sup u(y)]-

XeA yeB
yeB
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ispat:

sup T (n(x),u(y)) < T(sxug u(x),sup u(y)j-

XeA yeB
yeB

Simdiki esitsizligin tersini kamitlayalim. Ik olarak T nin siirekli oldugunu

gozlemleriz. Tim e>0 var olan >0, oyle ki biitiin x, ye[0,1] ise supu(x)—pu(x') <38
XeA

ve supu(y) —u(y’) <8 oldugunu soyler.

yeB

T(SUIO n(x),sup u(y)] <T(u(X),w(y))+e

XeA yeB

Simdi a€A ve beB seklinde secilirse supp(x) —p(a) <o ve supu(y)—pu(b) <o.

XeA yeB

Oyleyse

T[SUD u(x),sup H(Y)j <T(u(@),u(b))+e

XeA yeB

ve sonra >0 ise

T(SUD u(x),sup u(y)j <T(n(a),u(b)),

xeA yeB

hepsi igin acA ve beB ise

T(SUIO u(x),sup M(Y)j < le:ET(u(X), wy))-

xXeA yeB
yeB

Teorem 4.2.1: Genellestirilmis gruplar G ve H igin f: G=H homomorfi olsun. Eger
T siirekli t-norm ise G nin herhangi T-fuzzy genellestirilmis alt grubunun goriintiisii

H nin T-fuzzy genellestirilmis alt grubu olur.
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Ispat: Verilen y, yeG. ilk olarak eger f*(y,) =f"(y,) =2

f(W(yy,)=20=T(0,0) = T( sup  u(X,), sup M(Xz)J =T (f (W, f (H)(yz))

x1ef 7 (y1) x2efH(y)

Ardindan, x4,X, € G seklinde y, =f(X,),y, =f(X,) ve x=x;x, kiimesinin orada var

oldugunu varsayalim. Bu agiktir ki;

{X eG:x=aa,, bazia, ef(y,) vea, € f"l(yz)} 7 (y.y,).
Bundan dolayi,
1(x) sup  u(xgXz)

x1 € 1 (yy)
X, € f71(y,)

sup
f(W(y1y2) = x € f71(y1y,) >

> sup T (r(xy),u(x,))

xlef*i(yl)
x2efH(y2)

ZT( sup u(x,), sup u(xz)J Lemma 4.2.1 den

xgef H(y1) x2ef 1 (y2)

=T(F () F(1(y2))).

ispat1 tamamlar.

Simdi bu boélimde kullanilacak olan genellestirilmis normal alt grup
kavramin1 verecegiz, bir sonraki bolimde de bu kavrami daha yakindan

inceleyecegiz.

Tanimm 4.2.2: f G—>H genellestirilmis grubun homomorfisi ve f, = f/G, olsun.kerf

ile kastettigimiz UaeG kerf, duir.
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Tamm 4.2.3: G genellestirilmis grubunun N genellestirilmis alt grubu normal olarak
ifade edilir. Eger H genellestirilmis grubu ve Va € G igin f:G—H homomorfisi
N, = NN G, i¢cin N, # @ sartiyla N, = kerf, mevcutsa.

Ornek 4.2.1: G 6rnek 4.6 (i) deki genellestirilmis grupdur ve dogal sayilar m ve n
olarak verilmistir. N; ={(X,y)eG:x =iy} i¢in ie{m,n} ve N=N_ UN, olsun.
Simdi f:G —>G i¢in f(x,y)=e(x,y) eslesmesini tanimlayalim. f nin homomorfi
oldugunu gorebiliriz N, =kerf , , N, =kerf , ve V(x,y) ile (xy) ¢

{(m, 1), (n, 1)} biz Ny = @ buluruz. Bu nedenle N, G nin normal genellestirilmis
alt grubudur.

Not 4.2.1: Tanim 4.2.3 de agiktir ki G nin genellestirilmis normal alt grubu olan N,

N, (a € G) nin normal alt grubudur.

Teorem 4.2.2: Verilen N genellestirilmis G grubun normal bir genellestirilmis H
grubudur.  Oyleyse G/N=U,.G,/N, carpilarak  (XN,)(YN,)=xyN,,

genellestirilmis alt gruba e(xN,) =e(X)N, ve x(N,)™* =x"N, seklini alir.

Onerme 4.2.1: T siirekli t-norm, N normal genellestirilmis alt grup ve p G nin T-

fuzzy genellestirilmis alt grubudur. Oyleyse fuzzy alt kiime 1 € FS(G/N),

B(XN,) =sup,,, (W) de tanimlanmis G/N T- fuzzy alt grubudur.

Ispat:. Verilen xN,,yN, e G/N. ise

E(XNabe ) = E(XyNab) = Supo)exyNab M(O))
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= sup u()= Sup p(oo,)
eXNayNp @1€XNy
szebe

> sup T(w(w,),(,))

m1eXN,
YNy

zT(sup w(w,), sup u(mz)] Lemma 4.2.1 den

€Ny wp€yYNp

=T(R(xN,),i(YN,)).
Ayrica,

(0N ) =ROCN,) = sup p(@)= sup (™) = sup u(@) = A(xN,)

mexlea ofleXNa zexN,

Onerme 4.2.2: N G nin normal genellestirilmis alt grubu ve fie FS(G/N) olsun.
Oyleyse u(x)=0(xN,) tarafindan tamimlanan peFS(G) ,G nin T-fuzzy

genellestirilmis alt grubudur

Teorem 4.2.3 (Correspondence Teoremi): Verilen T siirekli t-normu ve N de G nin
genellestirilmis normal alt grubudur. Oyleyse TF(G) ve TF(G/N) arasinda bir

benzesme tanimlanmaktadir.

Ispat: Onerme 4.2.1 ve 4.2.2 den kolayca

®:TF(G) > TF(G/N
pi—p

elde ederiz.
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4.3 T- fuzzy Normal Genellesmis Altgruplari

Bu boliime bir tanim ile basliyoruz.

Tanmmm 4.3.1: G nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubu p, T- fuzzy normal
genellestirilmis alt grup olarak adlandirilir, u <« TF(G) seklinde gosterilir.;eger her

bos olmayan seviye alt kiimesi i, ,G nin normal genellestirilmis alt grubu oluyorsa.

Ornek 4.3.1: G 6rnek 4.6(i) deki genellestirilmis grup olsun ve meN icin G nin
fuzzy alt kiimesi u u(x,y) = sy ile gsterilireger x=ky (ke{12,..,m}ile) ve
u(X,y)=0 kosulu saglaniyorsa. diger taraftan 0=s,<S;<S,<..<S, <1
seklindedir. Oyleyse bunu dogrulamak kolaydir, biitiin te(s,,1], p, =& ve yapacak

bir sey yoktur. Ama te (S, ,,S,) ise
re=NUN, U..UN,

Oyleki N, ={(x,y)eG:x=Kky} ve ke{1,2,...,m}. Omek 4.2.1 deki f,:G—>G

icin f.(X,y) =e(X,y) (t € [0,1]) de goriindiigii iizere,

ker(f )y .+ (a,b)=(m.D),
ker(ft)(m—l,l) , (a1 b) = (m -1 1):
(n)(@,b) =1:
ker(ft)(l,l) 1 (a, b) = (1' 1),

%) , bunun disinda

bu da bize p in G nin T- fuzzy genellestirilmis normal alt grubu oldugunu gosterir.

Asagidaki birbirini izleyen T- fuzzy alt gruplar ve fuzzy gruplar bu sekilde

kolayca kontrol edilir.
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Teorem 4.3.1: G grubunun herhangi bir T- fuzzy alt grubu p asagidaki kosullar

saglar

VX, y €G,

@ plxy) = p(yx),

(2) ulxyx™)=u(y),
(3) mlxyx™) > p(y),
(4) pOyx™) <u(y).

Tamm 4.3.2: G grubunun T- fuzzy alt grubu p Teorem 4.3.1 deki esdeger kosullari

sagliyor ise T- fuzzy normal alt grup olarak adlandirilir.

Teorem 4.3.2: G grubunun T- fuzzy alt altkiimesi p T- fuzzy normal alt grup ise ve

G (normal) alt gruplarinin bos olmayan her seviyesindeki alt kiimeleri ut olursa hepsi
icint € [0,1].

G (genellestirilmig) grubunun T- fuzzy (genellestirilmis) alt grubu p verilen

e = {X eG:u(x)= p(e)} ({X eG:u(x)= ;,L(e(x))}) bi¢imlendirirken

[Mordeson, Bhutani, Rosenfeld, 2005] deki Teorem1.3.4 ve Teorem 1.3.10 da bu
sonugclar elde ederiz.

Teorem 4.3.3: G bir grup olsun ve p G nin T-fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda;
() Xp=yu ise Xp. = yp.

(if) Eger u G’nin T- fuzzy normal alt grubu ise , n. da G nin normal alt grubudur.
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Lemma 4.3.1: G’nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubu p i¢in aeG ve te[0,1] ise
(Ha)t = (Mt)a . Ozelhkle (Ma )* = (H*)a'

Not 4.3.1: Agik¢a G nin T- fuzzy alt grubu olan p deki kisitlama G, y1; gosterim
sekli olarak p, y1 verir. p,, G, grubunun T-fuzzy alt grubudur. Ayrica p normal ise
u, da normaldir. Simdi verilen p < TF(G). Bu tanimlamaya gore her bos olmayan
alt kiime seviyesi p, (t€[0,1] ) G nin genellestirilmis normal alt grubudur. Bu
yizden G,/(w,), gruptur ve G/u,=U,:G,/(,), Teorem 422 deki

genellestirilmis  grup olur. Simdi verilen p hayal edilebilinir. [Muherjee,
Bhattacharya, 1984], T ile ilgili devam eden G, /p, biitiin p, belirsiz yan kiimeleri

ile carpimi X, yp, = Xyp, grubu verir. Verilen G/pu=U, .G, /pn, ve ikili islemi

(Y32

ile tanimlanir, G/p icin Xp,yp, =Xyp, . (G/p,.) in genellestirilmis grup

oldugunu gosterdik.

Tanim 4.3.3: G nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubu p in biitiin x € G, pu(e(x)) =t

igin t tipine sahip oldugu s6ylenebilir.

Teorem 4.3.4: p G nin t tipinde imajlanabilir. T- fuzzy genellestirilmis alt grubu

olsun. Bu durumda p.. kiimesi G nin genellestirilmis alt grubu olur.

Ispat: Verilen x,y e .. ise

oY ™) = T (1), 1Y) = T (1(e(x)), n(e(y) = T(t, ) =t = p(e(xy )

Esitsizligin tersi. Lemma 4.4 tarafindan saglanir.
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Lemma 4.3.2: Verilen G normal genellestirilmis alt grup ve p t tipinin ve G nin

imajlanabilir T- fuzzy genellestirilmis alt grubudur. Oyleyse;

(), () = () o

Ispat: ze(w.),(u.), . Sonra xe(w.), ve ye(w), ise z=xy. Ama bu

xeG,,n(x)=p(e(x))=t, yeG, ve p(y)=p(e(y))=t, anlamma gelir.
Simdi,
Hxy) = T (u(x), 1(y)) 2 T(t, 1) =t =p(e(xy))

bu da Xxyep. anlamma gelir. hepsi birlikte xyeG,G, =G, ise Xye (W),

anlamina gelir.

Teorem 4.3.5: G normal genellestirilmis grup ve p t tipinde G nin imajlanabilir. T-
fuzzy normal genellestirilmis alt grubu olsun. Oyleyse (G/p,.) genellestirilmis
gruptur.

Ispat: x,u, =X,u, Ve y,u, =VY,u, icin x,x, G, ve y,y, €G, dir. Teorem4.3.3 e

gore, X, (K,)- =X, (1,)- Ve Yy (1, ). =Y, (1, ). ve bu yiizden
(YD) (Hap ) = (XY ) (1) Lemma4.3.1
=Xy (1), Yo (b
=X, ()< Y1 (Ha)-
=X, (1) Y, (1) hipotezden.

=X, (1), Y2 (1),
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=X5Y, (H*)ab

= (X,Y2) (Hap )

Bu bize (X,y,)1,, =(X,Y,)u,, oldugunu kanitlar. G nin diger 6zelliklerini kolaylikla

saglar.

Teorem 4.3.6: [9] Eger f:G — H genellestirilmis gruplarin homomorfisi ise,
G / kerf = f(G)

dir.

Teorem 4.3.7: Verilen p imajlanabilir T- fuzzy normal genellestirilmis alt grubu ile

G grubunun normal genellestirilmis tip t i i¢in. G / u = G / W,.

Ispat: Teorem 4.3.3 (i) ve Lemma 4.3.1 bu eslesmeyi kolayca gosterir ®:
G/u— G/ . igin d(Xp,) =X(w.), birebir ve iyice tanimlanmistir.

Acikea ve tizerinde bulundugu. Ayrica,

CD(XY(Ha)) = Xy(“*)a = XY(Ha)* = X(Ha)*y(ua)* = X(H*)a y(“*)a
= O(Xu, )P (YK, )
bize ® nin homomofi oldugunu gosterir. Bu yiizden, ® izomorfidir.

Teorem 4.3.6 ve 4.3.7 den asagidaki teoremi elde ederiz.
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Teorem 4.3.8: (Homomorphism Teoremi) Normal genellestirilmis grup G,
imajlanabilir T- fuzzy normal genellestirilmis alt grup pu, G nintiptile f:G —>H

seklinde genellestirilmis homomorfi grubunu olusturur bu da . = kerf dir. Oyleyse

G / 1 = £(G) dir.

4.4. T- fuzzy Genellestirilmis Altgruplarin Kafesi

G bir (T- fuzzy) genellestirilmis alt gruptur. Bundan dolayi1 G nin bos
olmayan X alt kiimesi tarafindan olusturulan ( FS(G) ), G nin (T-fuzzy)

genellestirilmis alt grubunu; <X> seklinde gosterecegiz X 1 kapsayan G

genellestirilmis (T- fuzzy) alt gruplarinin tiim kesisimleri incelenecetir.

Uyan 4.4.1: (FS(G),<) Tam bir kafestir.

Not 4.4.1: G’nin bos olmayan X alt kiimesi i¢in
X*t= {x‘1 X € X}

olur.

Teorem 4.4.1: G normal genellestirilmis grubu sagliyor ise,
(CI) xe(y)=e(y)x , (T#)XcG ve vx,ye XUX ™ i¢in
Oyleyse,

(4.4.1) <X>= {x21x22 XX eX,n, eZ,i :12,...,k} dir.
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Ispat: (4.4.1) in sag tarafina A diyelim. Ac¢ikca X — A. Simdi verilen x,yeA.

Oyleyse burada var olan dogal sayilar k ve 1, tamsayilar n,,m ; ile ie {1, 2,..., k} ve
je{l2...,1} ve a,a,...a.b,b,,...eX dyle ki x=aPa..ay} ve

y=b, b2, ...,b™. Ama sonra,

—1 _ aMan2 Nk 4 Nk+14 Nk+2 N+
_al a2 "'ak ak+1 a‘k+2 "'ak+l

Xy

verilen je{k+1k+2...,k+1},a;=b, ve n,=-m, bunu saglayan A G nin

genellestirilmis alt grubudur. Agik¢a goriiliir ki A G nin X’i kapsayan en kiigiik
genellestirilmis alt grubudur. Boylece A = <X>.

Simdi asagidaki lemma’ya bakalim.

Lemma 4.4.1: : G normal genellestirilmis grup ve p G’nin imajlanabilir T- fuzzy

genellestirilmis alt grubu olan her bos olmayan seviye alt kiimesi p, (t €[0,1]) (CI)

ozelligine sahiptir. Oyleyse
< ><W >CUpy, Ste[0]]

dir.

Ispat: x=zw igin ze<p, > ve we<p, >. Oyleyse burada var olan dogal sayilar k,
|; tamsayilar n;,m; ise ie{l,2,.. .k} ve je{12,...1} ve z, €l W, ep, Oyle ki

z=2]'72 ..z, W=w"w}?, . .w". Lemma 4.4 (ii) de u(z" )= p(z) > timi igin

ie{1,2,...,k} ve M(WTj)Z},L(Wj)Zt tiimii i¢in je{12,...,1} ve bu yiizden

n@) 2T (uz), 1(Zy), -0 1u(z ) 2s  ve (W) =T, (r(wy), u(W,),...,u(w,)) > t.

Boylece pu(x) =u(z,,) =T (1(z), p(w))=>T(s,t) bunun anlami da X Hren dir
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Teorem 4.4.2: G, (CI) ozelligindeki normal genellestirilmis grup ve A:{ui e I}

G nin imajlanabilir T- fuzzy genellestirilmis alt grubunun indeks ailesi olsun.

Oyleyse;

<A>(X)=v{k:xe< Uy >}

Ispat: xeG icinvei e I, verilen p (x) =t, dir ve
Mx) =v{k:xe< Ui, ) >}-

Oyleyse

Xe (W) s [Uuij c< (Utelpi i >

iel

Bu nedenle t; € {k:x €< (Ui >} kanitlar ki A(X) >, (X) hepsi i¢in i € 1. Simdi

A in G nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubu oldugunu gérmekteyiz. x,y € G i¢in
verilen T(A(x),A(y))=t ve a=t-1/n ise n yeterince biiyiik pozitif tamsayidir.

Oyleyse;
AMX) = T(Mx), () > o,
ve benzer olarak A(y) > a ve bundan dolay1
vik:ixe<Ugy ) >} =100 >a
ve
vikiye< Uy >} =My) >

Bundan dolayr burada var olan K,>o ve k;>a dyle ki xe<(Ug, )y, > Ve
ye<(Uigy ), > bu nedenle Lemma 4.4.1 deki Xye<(U,)rpry > i¢in

T(K,, K,) > o.. Bu yiizden,
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Mxy) =v{k:xy e< Uig, )k >} = t=T(A(x),My)).

fkinci 6zellikde A(X ™) =A(x) G nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubu olan p’i

takip eden durumdur, x e<p, > ise ve sadece x ' e<p, > ise.

Simdi G A y1 kapsayan G’nin T- fuzzy genellestirilmis alt grubudur ve
verilen A(x)=t dir. Oyleyse v{k:xe<(Uy,)>}>s ise s=t-1/n ve n
yeterince biiylik pozitif tamsayidir, buradan dolayr orada var olan K, >S i¢in

mr
r

XE<(Uie|pi)k0 >. Ama sonra x=a;"a5?...,a;" icinr € N, m;,m,,....m €Zve
a;,8,,...,8, € (Ui, )i, dir. Boylece (U, )(@;) =k, >s i¢in je{l2....r} bu da

u;(@)>sile je {1,2,...,r} yi ima eder. Bundan dolay,

o(x)=c(a"a;?...a™ )2 T, (o(a,),0(a,).....6(8,)) > T, (5,5,....5) =

o(X) >t=2A(Xx) anlamna gelir ve X in A’y1 i¢eren en kiigiik T- fuzzy genellestirilmis

alt grup oldugunu kanatlar.

Teorem 4.4.3: G normal genellestirilmis grup, (CI) y1 saglayan p, pj € TF(G) ,i €1

, G nin T-fuzzy genellestirilmis alt gruplari. Bu durumda,

A <\/ ua> = \/(u A Ho)

a€EA XEA

dir.
Ispat: x € G ise pa(vp,)(X)=t, ve s=t-1/n igin n yeterince bilyiik pozitif

tamsayidir. Oyleyse p(x) >t ve

vikixe< (U, >} = (v, )(X) >s.
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Bundan dolay1 var olan k, >s &yle ki Xxe< (Uu.m)ko > ve burada var olan dogal

sayilar r, tamsayilar n;,n,,...,n,,a,a,,...a, € (Un,),, Oyleki x=ay*a?...a;" dir.

Boylece U, (a;) >k, >s ve var olan AeA icin p,(a;)>s . Bundan dolayi,
uAp, (@)>s bu da aeUnap,) ve xe<(Uuap,) anlamina gelir. Bu da
se{k:xe<(Upap,), >} oldugunu kasteder. Boylece

v, (pAap, )(X) = t=pA(vp,)(X). Esitsizligin tersi agik¢a verilmistir.

Teorem 4.4.3 den ve herhangi bir T- fuzzy genellesmis alt grubun kesisimi

bize yeniden T-belirsiz genellestirilmis alt grubu verir.

Sonug 4.4.1: Teorem 4.4.3 deki hipoteze gore (TF(G),<) Heyting cebiridir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu c¢alismada, fuzzy genellestirilmis alt gruplarin temel ozellikleri
incelenmistir. T-normlar kullanilarak, fuzzy genellestirilmis alt grup kavrami
verilmistir. T-normlar kullanilarak elde edilen kavramlar sayesinde, fuzzy

genellestirilmis alt gruplar1 karakterize eden teoremler verilmistir.

Boliim 4.2." de grup homomorfi altindaki T-fuzzy genellestirilmis alt grubun
goriinti  ve ters gorlntiisii incelenmistir. T-normlarmin siireklilik  kavrami
yardimiyla, T-fuzzy genellestirilmis alt gruplarin bazi o6zellikleriyle bir T-fuzzy

genellestirilmis alt grubun ters goriintiisiinii incelenmistir.

Bolim 4.3.'te, T-belirsiz normal genellestirilmis alt grup tanimi yapilmis,

temel Ozellikleri incelenmistir.

Son olarak, Bolim 4.4.' de, T-belirsiz genellestirilmis alt gruplarin kafes

yapist incelenmis, bu kafesin Heyting Cebiri yapisinda oldugu gdsterilmistir.
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