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CIFT INDISLI DiZi UZAYLARI iCIN KONSERVATIF MATRIS
METOTLARI VE TOPLANABILIRLIK ALANLARINDAKI
UYGULAMALARI

Seyda SEZGEK

OZ

Bu caligmada ilk olarak cift indisli diziler ve bu diziler igin iyi bilinen Pringsheim
anlamindaki yakinsaklik kavrami agiklandi ve ¢ift indisli dizi uzaylar tizerindeki

topolojik yapi incelendi. Ayrica; A = (@mnk) herhangi bir dért boyutlu skaler

matrisive Qq =<z € Q) : Ax = (V — Zamnkz$k1> mevcut} uzay1 goz oniine
k)l

almarak vy = {z € Q4 : Az € v} uwzaymn v-regiilerligi ve v-konservatifligi ver-

ildi. Zeltser ve Limaye tarafindan verilen klasikte bilinen baz yakinsaklik test-

lerinin ¢ift indisli diziler i¢in karsihigl ve Cauchy carpimi kavrami ¢aligildi. Bununla

birlikte, Zeltser tarafindan verilen ¢ift indisli dizi uzaylarimin 3 duallerinin zayif

dizisel tamhigina iligkin temel sonuclar incelendi.

Anahtar Kelimeler: (ift indisli diziler, Cift indisli seriler, FDK-uzay1, Pring-

sheim yakinsaklik

Damsman: Doc¢. Dr. Ilhan DAGADUR, Mersin Universitesi Matematik Ana-
bilim Dali
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CONSERVATIVE MATRIX METHODS AND APPLICATIONS ON
SUMMABILITY DOMAINS FOR DOUBLE SEQUENCE SPACES

Seyda SEZGEK

ABSTRACT

Firstly, in this study double sequences and the most well known notion of con-
vergence for double sequences in the sense of Pringsheim was explained and the
topological structure on the spaces of double sequences was investigated. Also,
the v-regularity and the v-concervativity of vq = {z € Q4/Az € v} space were
given by considering a four dimensional scalar matrix A = (a;,nk) and the space
Qy = {z € Q/Ax = <v - Zk,l amnklxkl> exists}. Some convergency tests for
double sequences and the notion of Cauchy product by given Zeltser and Li-
maye were studied. Also, the main results about weak sequential completeness

of B-duals of double sequence spaces which was given by Zeltser was studied.

Keywords: Double Sequences, Double Series, FDK-spaces, Pringsheim Conver-

gence
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—00
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k

cs ={x = (z1) : Zxk yakinsak }
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[ = {x:(xk) ; le"“‘ <oo}
k=1
Z Ank
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(Az), = Zankxk

k=1
limgz = lim ((Az),)

[A]loc = sup

Ey={z=(x;) €w : Az € E}
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n—oo
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Q : Cift Indisli Diziler Uzay

V—{Q:EQ : V—limx::V—l}cr?xkl mevcut}

Qy = QE;)) = xe) : Ax = <V — Zamnklxkl) mevcut

Vy={ze€eQ : Az €V}
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C:= {x €eQ|VieN: liinxkyl mevcut}
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—

reM|JaekK : li{n@|$k7l—a|:0}

M, = {x € Q| [lzfloo := Sup |zha| < OO}

{LEEQ‘ Z|J}kl’<00}
lo

Ly,: {xeﬁulﬂlOEN : x:erl}
=1
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k

L,

r€eFE : VfEE':(ZZxk.lf(ekl)> ey
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W(V) {I S F : Vf e E: Zl’klf i >
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1. GIRIS

Tek indisli dizi ve serilerin bir genellemesi olarak ortaya cikan cift indisli
dizi ve seriler 6zellikle son zamanlarda sik¢a caligilmaktadir. Bu tez ¢aligmasinda
C. ve C, uzaylarina iligkin konservatif matris metotlar: ele alinip toplanabilirlik
alanlarindaki uygulamalari incelenmigtir. Ayrica ¢ift indisli seriler i¢in Pring-
sheim yakinsaklik, mutlak yakinsaklik ve Cauchy ¢arpimi kavramlar: incelenmig
ve cesitli karakterizasyonlar verilmistir. Bununla birlikte, ¢ift indisli dizi uzay-
larimin S-duallerinin zayif dizisel tamhigi, salimim 6zellikleri, B(r)—kesitsel yakinsak-
lig1 ve o(E?, E) nin dizisel tamhg incelenmistir. Ayrica, konuya iligkin cesitli

sonuglar verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Matematiksel analiz i¢cinde 6nemli bir yer tutan toplanabilme yontemleri
oldukca eski bir gecmige sahiptir. Ik defa 1949’da Wilansky ([1], [2], [3]) tarafindan
matrisler igin conull ve coregiiler stmflandirilmas: yapilmig ve bu simiflan- dirma
1965 yilinda Snyder [4] tarafindan FK-uzaylarima (koordinat fonksiyonelleri siirekli
Frechet uzay1) aktarilmigtir. 1974 yilinda Bennett [5] tarafindan FK-uzaylar1 ve

uygulamalarina iligkin cesitli karakterizasyonlar verilmistir.

1897 yilinda Pringsheim [6] tarafindan yapilan ¢alismada ¢ift indisli diziler
ve bu diziler icin iyi bilinen Pringsheim anlamindaki yakinsaklik kavrami verilmis.
1932 yilinda Agnew [7] tarafindan ¢ift indisli dizilerin toplanabilirligi ve 1940
yilinda Hill [8] tarafindan ¢ift indisli dizilerin perfectligine iligkin gesitli sonuglar
elde edilmigtir. Cift indisli dizi uzaylar1 tizerindeki caligmalar ise 1965 yilinda
Bromwich [9] tarafindan yapilmig ve bazi 6nemli sonuglar elde edilmigtir. 1988
yilinda Méricz ve Rhoades [10] tarafindan yapilan ¢aligmada toplanabilir ma-
trislerin kuvvetli regiilerligi ve ¢ift indisli dizilerin hemen hemen yakinsaklig:
ele alimmig ve cesitli karekterizasyonlar verilmigtir. 1991 yilinda Méricz [11]
tarafindan yapilan diger bir ¢aligmada ise ¢ift indisli diziler i¢in yakinsak ve sifira
yakinsak dizi uzaylarinin bir geniglemesi verilmistir. 1999 yilinda Bagarir ve Son-
alcan [12] tarafindan yapilan galismada ise gesitli ¢ift indisli dizi uzaylar: ele alimp

incelenmigtir.

Tirkmenoglu 1999 yilinda [13] yapmig oldugu galigmada ise ¢ift indisli
dizilerin baz1 siniflar1 arasindaki matris dontisiimlerini incelemistir. Zeltser 2001,
2002 ve 2009 yillarmda ([14], [15], [16], [17], [18]) yapnus oldugu galigmalarda
ise ¢ift indisli dizi uzaylar1 i¢in konservatif matris metotlarini, FDK ve BDK
(koordinat fonksiyonelleri siirekli ¢ift indisli Banach uzay1) uzaylarinin topolojik
yapisini ve bu uzaylarin dualleri ile toplanabilirlik alanlarindaki uygulamalarina

iligkin gesitli sonuclar elde etmistir. Ayrica ¢ift indisli seriler i¢in Pringsheim
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yogunlugundaki yakinsaklik kavramini ele alip onemli sonuglar vermistir. Boylece
toplanabilme teorisi agisindan incelenen ozellikler fonksiyonel analiz acisindan da
incelenmeye baglanmigtir. Bu ise ilgili alanin 6nemini arttirmigtir. Bu nedenle
adi gecen proje konusunun incelenmesi matematik analiz ve fonksiyonel analiz

acisindan onemlidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. TEMEL KAVRAMLAR

3.1.1. Dizi Uzaylar ve Matris Doniigtimleriyle ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Bu ¢alismada yakinsak diziler uzay1 ¢, sifira yakinsak diziler uzayi co,
sinirl diziler uzayr m, mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1 [, yakinsak
seri olugturan diziler uzayi cs, reel ya da kompleks terimli tiim diziler uzay1 w ve

sonlu diziler uzay1 ¢ ile gosterilecektir.

Ayrica galigma boyunca birim dizi e = (1,1,1...) ve k—1inc1 terimi 1 diger

biitiin terimleri 0 olan dizi 6" ile gosterilecektir, yani 6¥ = (0,0,...,0, 1 ,0,...)

k.terim’
olacaktir.
A= (an) n,k=1,2,... reel ya da kompleks terimli sonsuz bir matris ve

xr = (x) € w olmak {izere

Z AnkTk (3.1)

k=1
serisi her bir n € N i¢in yakinsak ise

(Ax), = Z AnkTr
k=1

ile tammh Az = ((Ax),,) dizisine = dizisinin A matrisi ile yapilan dontigiim dizisi

denir.

(3.1) serisi her n € N i¢in yakinsak oldugundan matris doniigiimlerinin
lineer oldugu agiktir. (3.1) serisi mevcut yani her n € N i¢in seri yakinsak olsun.
Bu durumda eger lim,,(Ax), = Lise x = (x) dizisi L degerine A-limitlenebilirdir

veya A-toplanabilirdir denir ve lim 2 = lim,(Az), bigiminde gosterilir.
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E, w nin bir lineer alt ciimlesi olmak tizere E4 = {x : Az € E} bigiminde
tammmlanir. Stiphesiz burada Az dizisinin mevcut oldugu kabul edilir. Ayrica
Ea C wy dir. Ozel olarak E = ¢ alinirsa ¢4 = {z : Az € ¢} olur ki ¢4 uzayma

A nin toplanabilirlik alan1 ad1 verilir.

Biri tiggensel biri karesel olmak tizere iki tip matris agagida verilsin.

a1 0 0 0
921 929 O 0
T :=
as asz asz 0
11 Q12 A13 A14 - ..
Q21 Q22 A23 A24 . . .
S =

a31 a3z A3z 34 . ..

{z,} € w olmak tizere {y,} dizisi agagidaki gibi tammlanir:

n

T matrisi i¢in, y, = E AnkTk,

S matrisi i¢in, ¥y, = E Ak Th-

Eger herhangi bir T tipi matrise her n elemani i¢in k > n olacak sekilde a,; # 0 el-
emanlari eklenirse bir S tipi matris elde edilir. Bu ekleme doniigiimii degigtirmeye-
ceginden herhangi bir T tipi matris doniigiimi S tipi matris doniigtimiiniin 6zel
hali gibi diigtintilebilir. Eger her iki doniigiim i¢in nh—l;Iolo Yn limiti mevcutsa bu limite
(x,,) dizisinin genellegtirilmig degeri denir. Eger (z,,) ile (y,) ayni degere yakinsar

ise bu dontigiime regiilerdir denir.
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Teorem 3.1 Bir T tipi matris doniigtimiiniin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter
sart
a) Her kigin lim a,; =0,

n—oo
n

) Jim D o =1

k=1

n
¢) Her n igin Z | ank |< A.
k=1

Teorem 3.2 Bir S tipi matris doniigiimiintin regiiler olmasi igin gerek ve yeter

sart

a) Her kigin lim a,; =0,
n—o0

b) Her n i¢in Z | anr | yakinsak,

k=1

¢) Her n i¢in Z | ank |< A,
k=1
d) nh_g)lo; an, = 1.

Tanim 3.3 Her bir n € N igin P, : X — K, P,(z) = xz, seklinde tanimh
koordinat fonksiyonellerinin siirekli oldugu X C w lineer topolojik uzayina bir

K-uzay1 denir.

Tanim 3.4 Tam, lineer metrik uzaya Fréchet uzayi denir. H bir Hausdorff lineer
topolojik uzay olsun. X lokal konveks Fréchet uzay1 ve X, H uzayimnin lineer al-
tuzay1 olmak tizere X in topolojisi, H nin topolojisinin X uzayina kisitlanmasindan
daha genig oluyorsa, yani I : X — H, I(x) = z ile verilen igerme dontigtimii

stirekli ise X uzayina bir FH-uzay1 denir.

H = w almirsa elde edilen bir FH uzayina bir FK uzay1 denir. Boylece bir
FK uzayi siirekli koordinatlara sahip lokal konveks bir Fréchet dizi uzayidir veya

kisaca lokal konveks bir Fréchet K-uzayidir. FK topolojisi bir tektir yani bir dizi
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uzay1 en ¢ok bir FK topolojisine sahiptir. Ayrica siirekli koordinatlara sahip bir
Banach uzayima da bir BK uzay1 denir. Boylece FK uzaylarimin BK uzaylarim

icerdigi agiktir.

¢, co, m dizi uzaylan ||z|| = sup,|z,| normu ile bir FK uzayidir. w ise
bir BK uzay1 olmamasina ragmen p,(z) = |z,|, (n = 1,2,...) olmak tizere {p, }

yarinorm ailesi ile bir FK uzayidir.

Tanim 3.5 Her z € ¢ igin Az doniigiim dizisi mevcut ve Ax € ¢ ise bu takdirde

A matrisine konservatif matris denir. Buna gore
A€ (c,c) & cCey

dar.

e — e (zayif) yani her f € X' icin x(f) = 0 ise X konservatif FK-
uzayima conull uzay denir [2]. ¢ yi igeren bir E FK-uzay1 igin e := (1,1,...) € Wg
ise £/ uzayma conull, aksi durumda ise coregiiler denir. Bir konservatif D = (d;)
matrisinin conull olmasi i¢in gerek ve yeter sart dj := hgndnk (k € N) olmak iizere

Xp = limpe — > dy = 0 olmasidir.
k

Tanim 3.6 A ve B iki matris olsun. Eger Vx € ¢4 N cp oldugunda lim, = limp

ise A ve B matrisleri tutarhidir denir.

Teorem 3.7 D = (d,,;;) konservatif bir matris olsun. Bu durumda
a) ¢ altuzay1 ¢p FK-uzayinda kapali ise m Ncp = ¢,
b) ¢p C mise cp = c,

¢) B ve D matrisleri regiiler ve m Nep C ¢p ise B ve D matrisleri m N cp

uzerinde tutarhdar.
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3.1.2.  Cift Indisli Diziler

Tanim 3.8 N dogal sayilar climlesi ve X bostan farkl bir ciimle olmak tizere
a:NxN—=X; (m,n)—= ann
seklinde tanimlanan a fonksiyonuna ¢ift indisli dizi denir.

Kompleks ya da reel tiim skaler ¢ift indisli diziler uzayi € ile gosterilir. Cift indisli
dizilerin yakinsakligiyla ilgili en bilinen tanmim Pringsheim anlaminda yakinsakliktir.

Simdi Pringsheim anlaminda yakinsaklik tanimini verelim.

Tanim 3.9 Her ¢ > 0 i¢cin AN € N mevcuttur éyleki m,n > N oldugunda
|Tmn — L| < € ise kompleks (ya da reel) degerli x = (x,,,) ¢ift indisli dizisi L

degerine Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir.

Tanim 3.10 z = (z,,,) ¢ift indisli dizisi L degerine Pringsheim anlaminda yakimsak
olsun. Bu durumda eger limz,,, (n € N) ve limz,,, (m € N) mevcut ise (z,,)

dizisine regiiler yakinsaktir denir.

Tamim 3.11 © = (2,,,) cift indisli bir dizi olsun. Eger her m,n € N igin |z,,,| <

M olacak sekilde M > 0 reel sayist mevcut ise & = (2,,) dizisine sinirhdir denir.

Tanim 3.12 z = (7,,,) ift indisli bir dizi olsun. Eger (4, k), (m,n) € N? olmak
tizere her (j,k) > (m,n) i¢gin xj; > Ty, oluyorsa © = (Z,,,) dizisine monoton
artan dizi, (7,k) > (m,n) i¢in xj; < Ty, oluyorsa & = (2,,) dizisine monoton

azalan dizi denir.

Tamm 3.13 z = (x,,,) ¢ift indisli bir dizi ve (myn;),; N? de kesin artan bir dizi

olsun. Bu takdirde x = (2, ,,) dizisine = (x,,,,) dizisinin altdizisi denir.

Teorem 3.14 = = (z,,,) ¢ift indisli yakinsak bir dizi olsun. Bu durumda z =

(Zmn) dizisinin her altdizisi de ayni degere yakinsar.
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Teorem 3.15 Reel degerli her ¢ift indisli dizi monoton bir altdiziye sahiptir.

Teorem 3.16 (Bolzano-Weierstrass) Reel degerli simirhi her ¢ift indisli dizi

monoton yakinsak bir altdiziye sahiptir.

Tanim 3.17 2 = (2,,,) ¢ift indisli bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in AN € N
say1st var Oyleki Vp > m > N ve Vg > n > N i¢in |2,y — Zmn| < € ise bu durumda

& = (Zyy) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Teorem 3.18 (Cauchy Yakinsaklik Kriteri) © = (x,,,) ift indisli dizisinin
yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart © = (x,,,) dizisinin bir Cauchy dizisi

olmasidir.
3.1.3. Cift Indisli Seriler

Tanim 3.19 z : N x N — C kompleks terimli ¢ift indisli bir dizi olsun. (¥mx)

Ymn = Z ( xij)
i=1 \j=1

bigiminde tanimlansim. Bu durumda (z,y) ikilisine bir ¢ift indisli seri denir ve

¢ift indisli dizisi ise

oo
> Ty VEya Y Ty seklinde gosterilir. Burada (yi,,) dizisine > 2, serisinin
m,n=1

kismi toplamlar dizisi adi verilir.

Tanim 3.20 Eger lim yp, = y ise >, &p, ¢ift indisli serisi y toplamina
m,n— 00 mon—=1

o0
yakinsaktir denir. Eger boyle bir limit mevcut degilse > 2, serisine wraksaktir
m,n=1

denir.

Teorem 3.21 > z,,, cift indisli serisi yakinsak ise bu durumda
m,n=1

lim z,,,=0
m,n—00

saglanir.
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Teorem 3.22 (Cauchy Yakinsaklik Kriteri) »_ z,,, ¢ift indisli serisinin yakin-
sak olmasi icin gerek ve yeter sart bu serinin kismi toplamlar dizisinin bir Cauchy

dizisi olmasidir.
Simdi

U1 + U2 + U3 + - ..
+ Ug1 + Ugz + U2z + ...
+ U3y + ug2 +uzz + ...

FI- o ol

serisi verilsin. Bu seri igin (z,,,) ¢ift indisli dizisi
m,n
Tmn = E U
k=1,1=1

biciminde bir gosterime sahiptir. Dolayisiyla asagidaki esitlikler kolayca elde

edilir:

Umn = Tmn + Tm—1n—1 — Tmpn—1 — Tm—1,n, m > ]-a n > ]-a
Utp = T1n — Tip-1, N> 1
Uml = Tml — Tm—1,1 m > 17

U1 = T11-

A = (amni) dort boyutlu bir matris ve (z,,,) € Q olsun. Bu durumda A ma-
trisinin x dizisi ile yapilan dontigiim dizisi
00,00
Ymn = Z Amnkl Tkl

k=1,=1

bi¢iminde tanimlanir.

Tek indisli bir seri yakinsak ise dontsiim dizisi simirhidir. Ancak bu ¢ift

10
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indisli serilerde gegerli degildir. Ornegin;

Ulp = 1,
u2n = _17

Umn =0, m >3

serisi yakinsak olmasina ragmen doniisiim dizisi sinirh degildir.
3.2. LINEER DONUSUMLERIN REGULERLIGI

Teorem 3.23 A = (i) bir liggensel matris olsun. Bu durumda A matrisinin
regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

a) Her k,1 i¢cin liIE Aymier = 0;

m,n—00

b) lim Z Aynil = 1;

myn—00, 11

m

c) Herligin lim Y | apmnw |= 0;

m,n—0o |

d) Her kigin lm > | amnw |= 0;

m,n—00;_]

m,n

e) A herhangi bir sabit olmak tizere Y | apnp |< A.
k=1,1=1

Ispat. Gereklilik: = = (2,,,,) cift indisli dizisi

lam:pan:q

Tmn =
0, diger durumlarda
olsun. Bu durumda lim z,, = 0 oldugu agktir. O halde Ymn = Gmnpg
m,n— 00

olur. Bu nedenle regiilerlik sarti geregi lim v,,, = 0 olmasi i¢in her p, ¢ icin
—00

m,n

im  @pnpg = 0 olmahidir. Boylece (a) gereklidir.
m,n—00

11
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(Tym) dizisi her m,n i¢in z,,, = 1 seklinde tamimlansimn. O zaman (y,,)

dontigimi

m,n

Ymn = E Amnkl

k=1,=1

olur. Regiilerlik sartindan lim ¥,,, = 1 olacagindan (b) gerceklenir.
m,n—00

Kabul edelim ki (a) gergeklensin ancak (c) ger¢eklenmesin. Yani herhangi

bir sabit I = loigin Y | @muk | serisi sifira yakinsamasin. Bu durumda belirlenmis
=1

herhangi bir A > 0 sabiti i¢in (k) dizisinin bir alt dizisi vardir 6yleki bu

altdizinin her elemani A dan biiyiiktiir. O halde

my
Z ‘ Amyniklo ’> h
k=1

olacak bicimde my,n; sayilar1 vardir. Boylece

mi h ma2
Z | Amonakly |§ 5 ) Z | Amanskly |> h’
k=1 k=1

olacak gekilde mgy > my, ny > ny sayilar segilebilir. Bu takdirde,

mp_1

h
Z | Ampnpklo |< F ) Zampnpklo > h (32)

k=1 k=1

mp

olacak gekilde m, > m,_1, n, > n,_; sayilari secilebilir. Boylece (3.2) esitsizlikle-

rinden
o h 1
> | tmpngrty |> h = o1 = (= 5) (3.3)
k:mp_1+1

elde edilir.

12
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Simdi ise (z,,) ¢ift indisli dizisi

0 y n §£ l(]
SgNAmyn,kiy m < my
SGNAmonskly 5 11 <m S mo
Lmn =
SGNAmynpkly > Mp—1 < M < My,
\

olacak bi¢imde verilsin. Bu durumda lim =z,,, = 0 olacag: agiktir

m,n— oo
[
Ympny, = Zampnpkloxklo
k=1
Mp—1 Mp
= Z AmpnpkloTkly T Z Qmpnpklo Tkl
k=1 mp,1+1
olup (3.2),(3.3) ve (3.4) den
Mp_1 Mp_1 k
Z Ay, kg Thly | < | ypito] < 1
k=1 k=1
Mp mp I
Z Ampnpklo Lkl = Z |amP”Pk10| > h <1 B 2p1>
mp—l+1 mp—1+1
saglanir. Buradan ise
1 1 1
ympnpzh(l—ﬁ) —%:h(l—w)

olup lim y,,,, # 0 dir. Bu ise (c¢) nin gerekliligini verir.

(3.4)

. Boylece

Satir ve siitun rolleri basitge degistirilerek (d) nin gerekliligi kolayca goriilebilir.

(a) ve (b) sartlar1 saglansin ancak (e) saglanmasim. Bu durumda

mi,ni

Z |am1n1kl| Z 1

k=1,=1

13
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olacak gekilde m; ve ny segelim. ms > my ve ny > ny olmak tizere

mi,ni

Z |a'm2n2k’l| S 27

k=1,=1

m2,n2

Z |a'm2n2k:l| Z 24

k=1,=1

ve genel olarak m, > m,_; ve n, > n,_; olacak bigimde

Mmp—1,Np—1

§ -1
|ampnpkl| < 2P )
k=1,l=1

Mp,Np

> |Gmpmrt| = 2% (3.5)

k=1,l=1

olsun. Boylece (3.5) esitsizliklerinden

Mp—1,Tp Mp,Mp—1 Mp,Mp
E ‘ampnpkl} + E |ampnpkl| ah § {ampnpkl‘
k=1, k=mp_1+1, k=mp_1+1,
l=np_1+1 =1 l=np_1+1
2 22p - 2p71 2 22p - 22p71 — 22p71
elde edilir. O halde
my <mo <mg<... ve ny<ng <ng<...

olacak gekilde tamsayilarin iki dizisi elde edilir ki

mp—1,Np—1

Z {ampnpkz‘ <ot p>,

k=1,l=1
Mp—1,Np Mp,Tp—1
E ‘ampnpkl ‘ + E ‘a'mpnpkl |
k=1, k=mgy_1+1,
l:np—1+1 =1
Mp,Np
2p—1
+ Z ‘ampnpkl} <2 P (36)
k:mp—1+17
lznp_1+1

esitsizligi gergeklenir.

14
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T = (Tpmy) cift indisli dizisi

Lmn = SGNAm ikl y k S my l S ni;
mp<k<mp,1<1<m
Lmn = %Sgnamgngkl , 1< k <m; ,m < ) < ng

m1<k§m2,n1<l§n2

Mmy—1 <k <m,,1<I<n,,
Tmn = 2P_1—15gna’mpnpkl » 1<k < Mp-1 5 Np—1 < 1< Tp

mp—1 <k <m,,n,1 <l <n,

olsun. B\u durumda lim x,,,, = 0 oldugu agiktir. Boylece

Mp,Np Mp—1,Tp—1
Ympnp = E AmpnpklThl = E Amynpkl Lkl
k=1,l=1 k=1,l=1
mp—1,Np Mp,MNp—1
+ E Armpnpkl Tkl + E Qrmpny kI Tkl
k=1, k:mp,1+1,
l:npfl“!‘l =1
mp,Mp
+ E Armpny kI Tkl
k:mp71+17
l:np,1+1

elde edilir. O halde (3.2.) ve (3.6) esitsizliklerinden

mp—1,Np—1 Mp—1,Np—1
p—1
E Ay ki Trl| < E |Gy it| < 2
k=1,l=1 k=1,l=1
ve
Mp—1,Mp mp,Np—1 Mp,Np
E Ampnypkl Tkl + g Ampnykl Tkl ~+ E rmpnp kI Tkl
k=1, k:T)’LP,l—i-l7 k:mp,1+1,
l:np,1+1 =1 l:TLP,1+1
1 mp—1,Np mp,Np—1 Mp,Np
= op—1 E ’ampnpk:l‘ + g ’a'mpnpkl| + E ‘ampnpkl
k=1, k=mgy_1+1, k=mgy_1+1,
l:npfl‘i’l =1 l:np,1+1
1
> ——29, 1 =2°
= op-1 2p—1

15
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elde edilir. Buradan ise

| > 9P op—1 _ 9p—1

Yy,

olup

li*)r{.lo |ymp7Lp| =

saglanir. Boylece (ymy) dizisinin (ypm,n,) alt dizisi yakinsak olmadigmdan (i)

dizisi de yakinsak degildir. Bu ise (e) nin gerekliligini verir.

Yeterlilik: Yakinsak (x,,,) dizisinin limiti z olsun. Bu durumda

Ymn — T = Z AmnklTrl — T
k=1,=1
olup (b) den
Z Omnkl T Tmn = 1 (37)
k=1,1=1

elde edilir. Buradan da lim 7,,, = 0 esitligi saglanir. Boylece

m,n—o00
m,n
Yon =T =Y Gyt (Tt — T) = Ty
k=1,l=1
olup
p,q b,n
| Y — x| < Z it (T — )| + Z Akt (T — )
k=1,l=1 k=1,l=q+1
mq m,n
+ Z it (T — )| + Z it (T — )
k=p+1,l=1 k=p+1,l=q+1
+ | T | (3.8)

elde edilir. z,,, — x oldugundan yeterince biiyiik p ve ¢ sayilari secilebilir 6yleki

yeterince kiiciik herhangi bir € sayisi i¢in

£
|xkl_$|<5_A k>p, 1 >q

16
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saglanir.

Vk, licin | 2 —2 | ifadesinin en bityiik degeri L olsun. Oyle M ve N sayilari

P.q
segilebilir ki m > M ve n > N oldugunda Teorem 3.23 (a) sartindan > |
k=1,1=1

Gkt |< gops (3.7) esitsizliginden | rpx |< 577, Teorem 3.23 (c) sartindan

kz=:1 | Gt | < SQLL, l=1,2,...,q ve Teorem 3.23 (d) sartindan 1_231 | Gt |< =2 oL
k=1,2,..., p saglanir.

Boylece m > M ve n > N oldugunda

| Yo — 7 | < ——pgL + ——pL + -
5pqL 5pL 5qL 5| |

=€ (3.9)

qL+

gerceklenir. Buradan ise lim ¥,,, —2 = 0 ya da y,,, — 2 bulunur. Bu da ispat1
m,n— o0

tamamlar. =

Teorem 3.23 de (c) ve (d) sartlan kaldirlamaz. Ornegin

se¢ilmesi durumunda (a), (b), (c) ve (e) sartlar saglanirken (d) saglanmaz.

Kabul edelim ki déniigimiin (@,,,x) elemanlart pozitif reel sayilar olsun.

Bu durumda

m,n m,n
Z |G| = Z Gmnkl

k=1,l=1 k=1,l=1
esitligi gergeklenir. Bu durum tek indisli dizilerdeki gibi degildir. Bu nedenle
Teorem 3.23 de (e) sarti, (b) sartindan elde edilmez. Buradan da yukaridaki
varsayimi uygulayarak dontigiimiin regiilerligi i¢in gereken gartin basitlestirileme-

yecegi goriiliir. Boylece

17



Sezgek, S. 2016. Cift Indisli Dizi Uzaylar: i¢in Konservatif Matris Metotlari ve

Toplanabilirlik Alanlarmdaki Uygulamalar, Yiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

ve || < K olmak izere

m,n m,n
|Yrmn| < Z |amniiTr| < Z |G| K < AK

elde edilir.

Sonug olarak, herhangi bir x = (z,,,,) ¢ift indisli dizisi T tipi regiiler bir

doniigtimle (y,,,) smirh dizisine doniigtiirilebilir.

S tipi dontisiimiin regiilerligini géz 6niinde bulundurmadan 6nce agagidaki
lemmalar: ispatlayalim.

Lemma 3.24 a,,, > 0 olmak lizere Y  a,, serisi iraksak ise bu durumda
m=1,n=1

i) €mn > 0,
ii) lime,,, = 0,
m,n
00,00
111) Z AKI€KI iraksak

k=1,l=1

olacak sekilde sinirh bir €,,,, dizisi mevcuttur.

m,n

ispat. Smn =, ap olsun. Budurumda Sy, 11041 > Smnt1 > Smny, Smttnt1 >
k=1,1=1
Sm+1n = Smn siralamasi gerceklenir ve dolayisiyla limS,,,, = oo olur. Simdi ise

m,n
Emm dizisini
1
Sm" ) S’mn # O
0 ,Su,=0

gmn -

olacak gekilde tanimlayalim.

i) ey sturhdir ve g,,, >0

ve

ii) lime,,, = 0 dir.

m,n

18
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Herhangi m ve n degerlerinden ileriye dogru

Emn Z 5m+1,n Z 5m+1,n+1 y Emn Z Em,n—l—l Z €m+1,n+1

olur. &,,, # 0 olacak sekilde sabit m,n i¢in

b,q m,q p,n
E Qki€kl + E ki€l + E AkIE KL
k=m+1,l=n+1 k=1,l=n+1 k=m+1,l=1
p,q m,q p,n
> Emtpntq E Qg + E ag + E gy (3.10)
k=m+1,l=n+1 k=1,l=n+1 k=m+1,l=1

= €m+p,n+q(sm+p,n+q - Smn)

elde edilir.

Simdi yeterince biiyiik p, ¢ sayilari i¢in

1
Smn S 5 Sm+p,n+q

esitsizligi gerceklensin. Bu durumda (3.10) esitsizliginden

P m.q pn
E A€kl + E ki€l + E AkIEk]
k=m+1,l=n+1 k=1,l=n+1 k=m+1,l=1

1
> EmtpntgOmtpnte = 5

elde edilir. m; = p, ny = g alinarak bu yontem tekrarlanabilir. Bu yontem sonsuz

sayida uygulanabildiginden

00,00

E AmnEmn = OO

m=1n=1

elde edilir. m

00,00
Lemma 3.25 Eger > a,, serisi mutlak yakinsak degilse bu durumda z,, ,, —
m=1,n=1
00,00
Ove > GmnTmn ¢ift indisli serisinin oo a raksadigr sinirl bir (z,,,) dizisi mev-
m=1,n=1

cuttur.
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ispat. Hipotezden Z |@mn| serisi raksaktir. Bu seriyle ilgili olarak Lemma
m=1,n=1
3.24 deki gibi bir &,,, dizisi secilsin. Ayrica T,,, = €mnSgna,, olacak sekilde

tanimlayalim. Bu durumda

AmpnTmn = OmnEmnSINaAmn = 8’rnn|amn|

00,00
olup Lemma 3.24 den > Gyn®my, serisi wraksaktir. =
m=1,n=1

Simdi S tipi matris doniigiimii i¢in regiilerlik sartini verelim.

Teorem 3.26 Sinirli bir (x,,,) dizisinin bir x limit noktasima sahip oldugunda

00,00 00,00
> QmnkiTr serisinin yakmsak ve  lim > aypumr =  olmast icin gerek ve

k=1,=1 MN—=00p—1 =1

yeter sart

a) Her k ve [ i¢in limy,, ;00 Gmni = 0,

b) Her m ve n igin zzz(fl:l |@mnki| yakinsaktir,
¢) iMoo D0t 1y Gmnkt = 1,

d) Her [ icin limy, ;00 gy [@mnit| = 0,

e) Her k icin limy, 00 D poyq |@mnkt] = 0

ve

f) Her m ve n igin 3 7% |amnn| < A

olmasidir.

Ispat. Gereklilik: a) (Tyy) dizisi agagidaki gibi tanimlansin:

I,m=pmn=q
‘/an
0, diger durumlarda.

Bu durumda ¥, = Gmnpe olup hipotezden (a) nin gerekliligi elde edilir.
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00,00
b) m ve n herhangi sabit sayilar olmak tizere > |amnr| serisi waksak
k=1,l=1

olsun. Bu takdirde Lemma 3.25 den limiti sifir olan sinirh bir (,,,) dizisi vardir

00,00
oyleki > apppar serisi wraksaktir. Bu da bizim hipotezimizle geligir. Bu
k=1l=1

nedenle (b) gereklidir.

¢) (my) dizisi her m, n i¢in z,,, = 1 olacak sekilde secilsin. Bu takdirde

00,00
> Qmng olur. Bu ise (c¢) nin gerekliligini verir.

Ymn
k=1,1=1

d) (a) ve (b) saglansin ancak (d) saglanmasim. Herhangi [, tamsayisi igin

o0
> | @mnki, | cift indisli dizisi sifira yakinsamadigindan yeterince kiigiik h > 0 igin

k=1
bu dizinin bir alt dizisi vardir 6yleki her elemani h dan biytiktiir.

Keyfi my,ny ve ry sayilar igin mg > mq, ny > n; segilsin bu durumda (a)

dan

0| =

T1
Z ‘amzngklo ‘ S
k=1

[eS)
Z ‘amgnlk’lo‘ 2 h’?
k=1

ve 19 > 1y segilsin bu durumda (b) den

o0

h
Z |am2n2kl0| Z g

k=ro+1

elde edilir. Simdi de m, > m,_1 ve n, > n,_; se¢ilsin bu durumda (a) dan

g |ampnpkl0| S ga
k=1
> Nampngkto] = bs (3.11)
k=1
ve 1, > 1,_1 secilsin bu durumda (b) den
= h
> Gmpmyhte] > S (3.12)
k‘=7'p_1+1
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olup (3.11) ve (3.12) den

’f‘p 3
Z [ Zh (3.13)
]{:ZTp_l-i-l
elde edilir.
(Zmn) cift indisli dizisi
)
0 5 [ = l(]

S5gNminikiy » K <11

SGNAmonykl ,T1<k’§’f‘2
T = * 4 (3.14)

SgNAmynykly » Tp—1 <k < Tp

olarak tanimlansi. Bu durumda lim z,,, = 0 oldugu aciktir. Ayrica (3.11) ve

m,n—00
(3.12) den
rp—1 rp—1 I
E Armpnpklo Tkl | < E |G| < 3
k=1 k=1
ve (3.13) ve (3.14) den
Tp rp 3
E UrmynpkloThiy| = E [ Zh
k=rp_1+1 k=rp_1+1
elde edilir. Boylece
o
|ymn| = E Ampnpklo Tkly
k=1
Tp Tp—1
> E |Gy kto Thio | — E Qmynyklo Tkl
k=rp_1+1 k=1
o0
- E AmpngkloLklg
k=rp+1
3 2h  h
> —h—— ==
4 8 2
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esitsizligi gerceklenir. Buradan lim y,,, # 0 olup (d) sartinin gerekliligi goriiliir.

m,n—00

Benzer yontemle (e) nin gerekliligi de ispatlanabilir.

(a) ve (b) saglansin ancak (f) saglanmasim. Rastgele mq,nq,r, s sayilar
icin my > my ve ny > ny segelim bu durumda (a) dan

miy,ni

Z |am2n2kl’ S 27
k=1,l=1

00,00

Z |am2n2kl| Z 247

k=1,=1

ve 19 > 11,89 > 51 icin (b) den

00,00 79,00 00,82
E § § 2
|am2n2kl’ + |am2n2kl| + |am2n2kl| S 2
k=ra+1, k=1, k=ra+1,
l=s2+1 I=s2+1 =1

saglanir. m3 > msy ve ng > ny igin

m2,n2
2
E |am3n3kl| S 2 5
k=1,l=1
00,00
’ ’ > 26.
amgngkl jl )
k=1,=1
ve r3 > 19,83 > §9 icin
00,00 3,00 00,83
4
§ |am3n3kl| + E |am3n3kl| + E |am3n3kl| S 2
k=r3+1, k=1, k=r3+1,
l=s3+1 l=s3+1 I=1

gerceklenir. Genel haliyle m, > m,_1,n, > n,_1 i¢in

mMp—1,Np—1

Z ’ampnpkl‘ < 2p—1’
k=1,l=1

00,00

Z |ampnpkl| =

k=1,l=1

vV

N
]
3

(3.15)
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Ve Ty > Tp_1,Sp > Sp—1 1¢in

00,00 Tp,0 o0,8p

Z ]ampnpkl\ + Z |ampnpkl| + Z ’ampnpkl‘ < 221072 (316)
k=rp_1+1, k=1, k=rp_1+1,,
l=sp_1+1 l=sp_1+1 =1

saglanir. Bu esitsizliklerden

Tp,Sp Tp—1,5p Tp,Sp—1

§ ’ampnpkl| + E ‘ampnpkl| + E |ampnpkl
k=rp_1+1, k=1, k=rp_1+1,
l=sp—1+1 I=sp—1+1 =1

> 22;0 _ 22p72 _ 2p71 — 2p71(2p+1 _ 2p71 . 1)

> 2p~l(gptl _ gp—1 _ gp—1) — g2l (3.17)

esitsizligi elde edilir.

Simdi agagidaki gibi bir (z,,,) ¢ift indisli dizisi tanimlansin:

Sgna’mlnlkl ) k: S m17l S n
(
1<k<m; ,m<l<ns
Lsgnampnskt S mu<k<me,1<I<m
m1<k’§m2,n1<l§n2
Trl = N (318)
(
1<k<my1 ,np1<l<n
QpL—lsgnampnpkl ) mp—1 < k< my 1<1< Np—1
\ \mp,1<k§mp,np,1<l§np
Burada lim x,,, = 0 oldugu agktir. (3.14), (3.15), (3.16) ve (3.17) den
m,n—00
mp—1,Np—1 mp—1,"p—1
Z Ukt Tkl | < Z |Grympit] < 2071 (3.19)
k=1,1=1 k=1,1=1
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Mp,Np Mmp—1,Np Mp,Np—1
E mpnpkl Tkl + E Qmpnp kI Tkl + E Qrmpnyp kI Tkl
k=mp_1+1, k=mp_1+1,
l=np_1+1 = np 1+1 =1
1 Mp,Np Mp—1,Np Mp;Np—1
= o1 Z |Gyt | + Z |Gyt | + Z [~
k=mp_1+1, k=1, k=mp_1+1,
l=np_1+1 l=np_1+1 =1
1 1 »
> 2%l = (3.20)
00,00 Mp,o0 00,Mp
E mpn, kI Tkl + E rmpnyp kI Tkl E rmpnyp kI Tkl
k=mp_1+1, k=mp_1+1,
I=ng el 1= np+1 =1
1 00,00 mp,00 0,Mp
= ﬁ E |ampnpk:l| + E |ampnpkl| + E |a'mpnpkl|
k=mp_1+1, k=1, k=my_1+1,
I=np+1 l=np+1 =1
1
2p—2 __ op—2
> 2% =2 (3.21)

elde edilir.

(3.19), (3.20) ve (3.21) den

00,00
|ympn,,| = E Ampn, ki Lkl
k=1,l=1
Mp,Np mMp—1,Np Mp,Mp—1
> g Apmyn, kiThl + E myny kI Tl + E Ay kITKL
k:mpfl—l—l k= mp—1+1,
I=np+1 I= np+1 =1
00,00 Mp,00 00,Mp
— E Ampnpkl Tkl + E Umpnpkl Tkl + E mpnpkl Tkl
k:mp_1+1 k= =mMp— 1+1,
I=np+1 I= np+1 =1
mpnyp
- E Ampnpkl Tkl
k=1,l=1

> op — Pl _ 9p=2 — 9p=2
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elde edilir. Ayrica

Boylece lim |y,,n,| = 400 olup (Ymy) dizisinin sonlu limiti yoktur. Yani
pP—00

(f) gereklidir.

Yeterlilik: Dontigim dizisi tanimindan

00,00
Ymn — T = E AmnklTrl — T

k=1,=1

yazilabilir. lim 7., = 0 olmak iizere (c) den
m,n—00

00,00
g Amnkl + Tmn = 1

k=1,l=1
esitligi saglanir. Bu nedenle
00,00
Yo =T = Y Gkt Tk — T) + T
k=1,l=1
p.g p,00
Y — | < E ApmynykiTkl| T E Umyn, ki Tkl
k=1,l=1 k=1,
l=q+1
0,q 00,00
+ E Akl Tkl + E Ampng, k1 Tkl + ’rmnx|
k=p+1, k=p+1,
=1 l=q+1

elde edilir. € > 0 olmak tizere yeterince biiyiik p, ¢ segilebilir oyleki k& > p,l > ¢
icin

|z — 2| < =
5A

olur. Her k,l igin |zy — x| sayilarimin en biiylik degeri L olsun. (a), (d) ve

(e) kogullarmi kullanarak M, N tamsayilar secilebilir éyleki m > M, n > N
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oldugunda
P

. €
mpn. < -
(D) D lamynul 5l

k=1,=1

> 19
D) S gl < == (k=1
(44) 2 | Q| < 5oL (

e €
(vit) ; |Gyt | < 50l 1=12,...,9);

. €
mn < =
(i) ol < 5

esitsizlikleri saglanir. Buradan m > M ve n > N olmak tizere

€ € € € €
mn — | < ——pgL + L + L+ x|+ —A=c¢
[y < 5pquq 5pr 5qu 5|:E|| | 5A
elde edilir. O halde
lim Yy, =2
m,n— o0
olup ispat tamamlanir. m
Burada belirtelim ki,
Ymn = Z Amnkl Lkl
k=1,l=1
esitliginin mutlak degeri alhmarak |z < K olmak iizere
Wl < D i <Y Jamon| K < AK
k=1,l=1 k=1,l=1

elde edilir.

Sonug olarak, bir (x,,,) smurh dizisi bir S tipi regiiler doniisim ile (yy,,)

sinirh dizisine dontigtiiriiliir.

Onceki teoremin ispatinda ¢ nin degigim araligi olarak ¢, limitine sahip bir

T nokta kiimesi ile m nin degigim araligi olarak 1,2, 3, ... tamsayilarinin kiimesi
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ve v nin degisim araligi olarak vy limitine sahip bir V nokta kiimesi ile n nin
degisim araligi olarak 1,2, 3, ... tamsayilarinin kiimesi yer degistirilirse teoremin

agagida verilen genellestirilmig hali elde edilir.

Teorem 3.27 T ve V reel ya da kompleks diizlemde sirasiyla ty ve vy (sonlu ya
da sonsuz) limit noktalarma sahip iki nokta kiimesi olmak tizere t € T, v € V
olsun. k= 1,2,..., 1 =1,2,... i¢in a(t,v) tanimlansin. Bu durumda (z,,,)
siirht dizisi  sonlu limitine sahip oldugunda her (¢, v) ¢ifti igin

00,00

Z (T, v) T

k=1,=1

mevecut ve

00,00

lim Z akl(t,v)xkl =T

t—to,v—vo
k=1,l=1

olmasi icin gerek ve yeter sart

(a) Her k,l igin  lim ag(t,v) =0;

t—=to,v—=v0

00,00

(b) Her t,v igin Z lag(t,v)| yakinsak;
k=1,=1

(c) lim Y ap(tv) =1

t—t0,v—=vg0
k=1,l=1

t—to,v—vo

(d) Her [ igin  lim Z|akl(t,v)| = 0;
k=1

() Her k igin  lim Z|akl(t,v)| = 0;
=1

t—to,v—=v0
00,00
(f) Her t,v igin Z lag(t,v)] < A.

k=1,=1

sartlarinin saglanmasidir.

Teorem 3.28 Reel veya kompleks diizlemde sirasiyla ¢ty ve vy limit noktalarina
sahip iki nokta kiimesi T ve V olmak tizere t € T,v € V olsun ve k = 1,2,.. |

[=1,2,...1¢in ay(t,v) tammlansim. Bu durumda (x,,,) smirh dizisi sonlu limite
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sahip oldugunda her (¢,v) ¢ifti igin

00,00
E ap(t, v) g
k=1,=1
mevcut ve A sabit olmak tizere
00,00
lim E akl(t, ’U).CEkl = \x
t—to,v—v0
k=1,l=1

olmasi icin gerek ve yeter sart

(a) Her k,l igin  lim ag(t,v) =0;

t—to,v—=v0

(b) Her t,v igin Z lag(t,v)| yakimsak;

k=1,l=1

(c) lim Z ag(t,v) = X;

t—to,v—vg
k=1,l=1

(d) Her [ igin  lim Z|akl(t,v)| = 0;
k=1

t—=to,v—=v0
(¢) Her k igin t—>tlol,Igl—>vo ZZI lag(t,v)] = 0;
(f) Her t,v igin Z lar(t,v)] < A.
k=1,l=1
sartlarinin saglanmasidir.
Ispat. A # 0 oldugunda
t
ba(t, v) = ap(t, v)

tanimlayarak bu problem o6nceki teoreme indirgenir.

A = 0 i¢in bu ispat agagidaki sekilde tanimlanan dontigiimle onceki teoreme

indirgenir.

€1, €9, ... reel sayilarin monoton azalan dizisi olmak tizere £, — 0 olsun.

Bu takdirde
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a) to, vo sonlu limit noktalar: ise

en <t —tol+|v—wo| <ep-1 ve 9= —+00

icin
bun(t,v) = apy(t,v) + 1
k#n,l#n
ba(t,v) = ap(t,v) S k=n,l#n
kE#n,l=n
tanimlanir.
b) Eger to sonlu, vy sonsuz ise bu durumda
1
En < ]t—t0\+|—| < Ep_1 Ve gg=+00
v
icin
by (t,v) = apn(t,v) + 1
k#n, l#n
bkl(tvv):akl(tav) ) k:n7l%n
k#n,l=n
tanimlanir.
c¢) Eger ty sonsuz, vy sonlu ise bu durumda
1
5n§m+|v—v0| < Ep_1 Ve gp=—+00
icin
bun(t,v) = apy(t,v) + 1
k#n,l#n
ba(t,v) = ap(t,v) S k=n,l#n
kE#n,l=n
tanimlanir.
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d) Eger ty ve vy sonsuz ise bu durumda

en<—+—<¢g,_1 Ve gyg=-+x0
it vl

icin
bun (£,0) = apn(t,v) + 1
k#n,l#n
br(t,v) = ap(t,v) s Sk=n,l#n
kE#n,l=n
tanimlanir.

ag(t,v) doniigimi teoremin sartlarimi sagladiginda tanimlanan by (t, v)

doniisiimu regilerdir. Eger

y(t,v) = Z b (t,v)z = Z ag(t, v)Thr + Tpn
h=1.1=1 k=1.1=1

yazarsak onceki teorem yardimiyla

lim  y(t,v) = lim Z b (t,v)xy =

t—to, v—v0 t—tov—vo
k=1,1=1
gerceklenir. Buradan
00,00
lim E g (6, 0) g + Tpp | =
t—=to,v—=v0
k=1,1=1
olup
00,00

lim E ag (t,v)xp +x =2
t—)to,v—)’uok Tt

gerceklenir. Dolayisiyla
lim Z akl(t, U)'xkl =0

t—to,v—vg
k=1,l=1

elde edilir ki bu da ispati tamamlar. m
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Teorem 3.29 Bir regiiler T tipi doniigimiin tiimiiyle regiiler olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her m,n icin k > ko,l > [y oldugunda a,,,,; > 0 olacak bicimde

ko, lp sayilarinin mevcut olmasidir.

Teorem 3.30 Reel sayilarin regiiler bir T tipi déntigimiiniin tst (alt) limiti L
(1) olan () smurh dizisini, ist (alt) limiti L" (') olan (ymy,) sl dizisine

dontistiirmesi icin gerek ve yeter sart doniigiimiin tiimiiyle regiiler olmasidir.

Teorem 3.31 Bir T tipi doniigiimiin sirh (2,,,) dizisini siirh yakinsak (y,,)

dizisine doniigtiirmesi i¢in gerek ve yeter gsart agagidaki sartlarin saglanmasidir.

(a) Her k,l igin lm ayupp = ¢y meveut;

m,n—oo
m,n
(b) lim E Aynkl = @ Meveut;
m,n—o0
k=1,l=1
m,n
(¢) Her m,n igin E | @k < A;
k=1,l=1
m
(d) Her [ i¢gin lim E |@mnkr — cri| = 0;
m,n— 00
k=1
n
() Her k igin lim E \@mnkr — cra| = 0.
m,n—o0
1=1
00,00
Bu sartlar saglandiginda lim =z, = = ve > ¢g(xp — x) serisi her
zaman yakinsak olmak tizere
00,00
lim Ymn = AT + E Ckl(xkl - I)

elde edilir.

Teorem 3.32 Sl bir (z,,,,) dizisi yakinsak oldugunda

m,n
Ymn = E Arnkl Tkl
k=1,l=1

seklinde tanimlanan (y,,,) kismi toplamlar dizisinin yakinsak, limitinin de sadece
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(Tymn) dizisinin limitine bagh olup, (x,,,) dizisinin elemanlaria bagh olmamasi

icin gerek ve yeter sart

(a) Her k,l igin lm amuuk = 0;

m,n—00
m,n
(b) lim Z (pnkl  eEveut;
m,n—o00
k=1,1=1
m,n
(¢) Her k,l vesabit A igin Z | @it < A;
k=1,1=1
m
(d) Her [ i¢gin lim Z|amnkl| =0;
m,n— 0o
k=1
n
(e) Her k igin lim Z|amnkl|20
m,n—o0 p—

sartlarinin saglanmasidir. Bu gartlar saglandiginda lim 4, = ax elde edilmig
m,n— 00

olur.

Teorem 3.33 Smurh yakinsak bir (z,,,) dizisini S tipi doniigiim yardimiyla sinirh

yakimsak bir (y,,,) dizisine doniigtiirmek icin gerek ve yeter sart

(a) Her k,l igin lim apupp = ¢y meveut;

m,n—oo
m,n
(b) lim E il = @ Meveut;
m,n—00
k=1,1=1
m,n
(¢) Her m,n igin E |@mnkt| < A;
k=1,1=1

m,n— o0

(d) Her [ i¢gin lim Z|amnkl — cr| = 0;
k=1

() Her k igin lim Z |Gkl — Cri| =0
=1

m,n—00

sartlarinin saglanmasidir. Bu gartlar gergeklendiginde lim z,,, = = ve
m,n—00
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00,00
cki(xp — ) serisi her zaman mutlak yakimsak olup
k=1,l=1
00,00
lim Ymn = AT + E Ckl(‘rkl - .CE)
m,n—oo
k=1,l=1
elde edilir.
Teorem 3.34
m,n
Ymn = E Amnkl Tkl
k=1,l=1

seklinde tanimlanan (y,,) dizisi, (T,,) dizisi yakinsak oldugunda yakinsak ve
(Ymn) dizisinin limitinin (2,,,) dizisinin elemanlarma degil limitine bagh olmasi

icin gerek ve yeter sart

(@) Her k,l igin lm aymk = 0;

m,n—o0
00,00
(b) Her m,n icin E |@mnk|  yakinsak;
k=1,1=1
00,00
() lim g mnk  Meveut;
m,n—o00
k=1,I=1

m,n— 00

(d) Herhangi sabit [ i¢in  lim Z |kt = 0;

k=1
(e) Herhangi sabit k i¢in  lim Z |@mnkr] =0

m,n— 00
1=1
sartlarinin saglanmasidir. Bu sartlar gerceklendiginde
lim vy, = ax
m,n—00

limiti elde edilir.

Teorem 3.35 T tipi bir (a,k) matris dontigiimiintin simrh bir (,,,) dizisini
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sirlt yakinsak bir (y,,,,) dizisine déntigtiirmesi i¢in gerek ve yeter sart

m,n
(a) lim Z |@mnkt — ar| = 0 olacak sekilde (ay;) meveut;
m,n—00
k=1,=1
00,00
(b) Z |ag;| serisinin yakinsak
k=1,l=1

olmasidir.

Teorem 3.36 S tipi bir (@) matris doniigimiiniin simirh bir (z,,,) dizisini

siirhi yakinsak bir (¢,,,,) dizisine déntigtiirmesi i¢in gerek ve yeter sart

00,00
(a) Her m,n igin Z |@mnii| serisinin yakinsak;
k=1,l=1
00,00
(b) lim Z | @k — arg| olacak sekilde (ag;) meveut;
m,n—00
k=1,=1
00,00

(c) g ar; serisinin yakinsak
k=1,I=1

olmasidir.

4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boéliimde Zeltser [14] tarafindan verilen ¢ift indisli diziler i¢in konser-
vatif matris metotlar1 ve uygulamalar1, Limaye ve Zeltser [18] tarafindan yapilan
calismalar ele alimp cift indisli seriler ve bunlara iliskin sonuglar verilmistir.
Ayrica bu galigmalarin bir devami olan ve Zeltser [15] tarafindan verilen ¢ift indisli

dizi uzaylarinin S-duallerinin zayif dizisel tamligi detayli bir sekilde incelenmistir.

35



Sezgek, S. 2016. Cift Indisli Dizi Uzaylar: i¢in Konservatif Matris Metotlari ve

Toplanabilirlik Alanlarmdaki Uygulamalar, Yiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

4.1. CIFT INDISLI DIZILER ICIN KONSERVATIF MATRIS METOTLARI

V, yakinsak cift indisli dizilerin bir alt uzayi olmak iizere
V={zeQ | V-limz:=V— l}gr?xkl mevcut }

ciimlesine V—limit denir. Bir ) uy serisinin kismi toplamlar dizisi
k.l

<Z Zukl> € V oldugunda

k=11=1
m n
V—E ukl:V—limE E Ukl
m,n
k,l k=1 I=1
biciminde gosterilir.

Eger x cift indisli dizisi V4 da ise z ¢ift indisli dizisine A tarafindan

V—toplanabilir denir.

Ayrica V C V4 ve V—regiiler (yani, eger V — limyz := V — lim Az =
YV —limz (z € V)) ise A = aypp dOrt boyutlu matrisine V—konservatif matris

denir.

Bu kisimda; tiim yakinsak ¢ift indisli diziler uzay1
Co:={reQ | C.—limx:= li}nliinxkl mevcut }

ve tiim regiiler yakinsak ¢ift indisli diziler uzayi C, olmak iizere V :=C. ve V := C,
6zel durumlarim goz 6niine alacagiz. Burada hemen belirtelim ki (uy;) ¢ift indisli
dizisi igin C. — > uy serisi mevcuttur ancak ve ancak her [ € N igin (ZW!) € cs
ve (ug)k € cs clﬁlilr. ’ :

Teorem 3.7 de 4-boyutlu matrisler i¢in diigiintildiigiinde V = C, igin (b) ve

(c) ifadeleri tamamen saglanir ancak (a) ifadesi kismen saglanir. V = C, olmasi
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durumunda (a)-(c) ifadelerinden hicbiri ger¢eklenmez.

Simdi ise ¢ift indisli dizi uzaylar icin FDK-uzay kavramini verelim. Eger

her

TklIE—>R

x = (i) = |zw| (k1 EN)

yarimormu stirekli ise {2 vektor uzaymnin E altuzayr DK-uzay1 olarak adlandirilir.
Bir Fréchet topolojisiyle DK-uzay1 FDK-uzay1 olarak adlandirilir. Ayrica normlu

bir FDK-uzayina ise BDK-uzay1 denir.

Gn(y) == sup |Ymn| (n € N) ve ¢(y) :=sup| linlgnymn| (y € C.)

n

olmak tizere {q, ¢, | n € N} yarinorm topolojisi ile verilen C.—uzay1 bir FDK-

uzay1 olup,

| |loo : Cr = R

Y > SUP |Ypn|

m,n

normu ile verilen C,—uzay1 ise bir BDK-uzayidir. Bu galigma boyunca (ey;) ift
indisli dizisi; (k,1) = (4, j) oldugunda e}/ := 1 ve diger durumlarda e}! := 0 olan
diziyi gosterecektir. Burada €' := Y e (1 € N), ep := Y e (k € N) ve e := Y eF
dir. Boylece {eM ey, el e | k1 € N]; ve {eM el e | K, El N} kiimeleri swa&yﬁi C.

ve C. FDK-uzaylarinin temel kiimeleridir. Bu durumda C, ve C. uzaylar

® := span{e | k,1 € N}

= {xeQ|3IN, eNV(k1) e N> —[1,N)* : xy =0}

altuzayimi icerir.

37



Sezgek, S. 2016. Cift Indisli Dizi Uzaylar: i¢in Konservatif Matris Metotlari ve

Toplanabilirlik Alanlarmdaki Uygulamalar, Yiksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

M C Q altkiimesi i¢in f—dual asagidaki bicimde olup

MB(V) =L uef) | Vee M : Pu(x) = (ZZukwkl> ey

V = C. ve V = C, olmasi durumunda (V) yerine sirasiyla 3(c) ve B(r) yazacagiz.

Hemen belirtelim ki; {¢, | » € N} yarmormlarin yardimiyla tanimlanan
7 topolojisiyle birlikte V' bir FDK-uzay1 olmak iizere her u € € igin {rg,t, o
P, | k,1,n € N} yarmorm sistemi {u}?") ¢ift indisli dizi uzay1 iizerinde bir FDK

topolojisi tanimlar.
4.1.1. C. Konservatif Matrisler

Bu kisimda hemen belirtelim ki, ¢y uzaymdaki tim dizilerin uzay1 Cy =

w(cy) olup Cg © = o(l) dir. Vo € C. ¢ift indisli dizisi i¢in 2’ € Cy ve y €

{Zzlel | (1) € c} olmak fiizere x = 2’ 4+ y gosterimine sahiptir.
]

A = (@mnkr) 4-boyutlu bir matris olsun. A matrisinin
Con = {x e Q) | Az ¢ cc}

toplanabilirlik alani ¢ alt uzayimni igeriyorsa a,x; := liMa,up Ve ag = lima,p
m n
(n, k,1 € N) mevcuttur. Burada a := (ag),a™ = (anu)es ve a™™ = (Gmnpi)ri

(m,n € N) olarak belirlenir. C.4 bir FDK-uzayidir. Gergekten, Q4 = |J {a(™™)}5()

m,n

¢ift indisli dizi uzay1

T"mn = |Imn|u

S

Z Qmnkl Tkl
k=1

Pmnl (SL’) ‘= sup

S

)

Omn () := sup (x € Cen)

S

S
Zzamnml‘kl
=1k
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yarmormlari ile bir FDK-uzayidir. Pa := {"mn, Pmnt, Omn, @0 A, g0 A | m,n,l € N}

sistemi C.4 iizerinde bir FDK-topolojisi tammlar [1].

C.a lUzerindeki stirekli lineer f fonksiyoneli agsagidaki gibi gosterilir. Her
f € C., fonksiyoneli i¢in

= uli li 4.1
f(zx) u1£1x+28njg%x (4.1)

+ Z Z tmn Z Z Amnkl Tkl + Z Z wir (¢ € Cea)
n m Ik Lk

gosterimi mevcuttur. Burada p € K, (s,) € [, (tmn) € Ly, (wn) € Cff(lc) ve

lm 4y x := im[Az],,, (n € N) dir.

A = (amnr) dort boyutlu bir matris ve & C C.q olsun. Bu durumda

Fy = FC(CA), Wy = W) olmak iizere

C(;A

By = {as €Cen |VleN: {Z e | i e N} Cen FDK—uzaylndadlr}
k=1

Iy := {g;- € Cey | Z Zakl;z:kl ve Z Zankl:ﬁkl serileri yakisak (n € N)}
Ik Ik

uzaylarimi goz oniine alalim. & C W4 C F4 C By igermesi agiktir. Acikga, her
j€NvexeQyigin rpn, Omn Ve Prmny (M, n,l € N) yarmormlar:
i
{Zxkjek] |ieN } kiimesi lizerinde simirhdir. Bu nedenle z € C.4 dizisinin By
=1

uzayinda olmas i¢in gerek ve yeter sart

i i
E Amnkl Tkl E Akl Tkl

sup < oo (n,l €N), sup < oo (l€N) (4.2)
“m | =1 O =1
olmasidir.

Onerme 4.1 a) B = (byx) 1i¢ boyutlu bir matris olsun. Bu durumda B, Cy dan

¢ ye bir matristir ancak ve ancak

N
i) Vm € N icin b := (bp)rs = D.b™e! olmak iizere N € N mevcuttur,
]
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ii) VI € Ni¢in (byi)mk co dan ¢ ye iki boyutlu bir matristir. Bu durumda

iy :=limbyy (k,l € N) olmak iizere

linflﬂ Z Z bk Trr = Z Z briTi (x € Cy).
& Ik

b) B = (bnk) li¢ boyutlu matrisinin C. dan ¢ ye bir matris olmasi igin
gerek ve yeter sart

N

i) Vm € Nigin b = (byu)ry = D.b™e! olacak sekilde bir N € N
!

mevcut,

ii) Her [ € Nicin (byk)m x ¢ den ¢ ye iki boyutlu bir matristir. Bu durumda

B matrisi C den ¢ ye de bir déniigtimdiir ve
lim Z Z brnkiTri
T R
= Z (<hmz bmkl — Z bkl> lim T + Z bklxkl> (SE € C) (43)
k k k

=1

bi¢iminde gosterilir.

Teorem 4.2 a) 4-boyutlu bir A = (@;,x) matrisinin C.—konservatif olmas igin

gerek ve yeter sart

i) Her n € N icin A™ := (@mnkl)mkg matrisi C. den ¢ ye ii¢ boyutlu bir

matris

ii) (ang) matrisi Cy dan ¢ ye ti¢ boyutlu bir matris

ve

1) Uy := UMD amnr (n,1 € N) olmak tizere U = (u,;) matrisinin konser-
m
k
vatif
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olmasidir. Bu durumda

—li = - lim li li
Cc 11£HI zl:’ul) llIn llf;nxkl +Xl:ul 1]£nxkl

Z Z Qg (Ikz — liin xkl) (x € C.) (4.4)

+

olur. Burada u; := limu,,; (I € N) ve v :=lim» u,; dir.
n n l

b) A = (@mnk) matrisinin C.—regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart ay, :

w =0 (k,l € N) ve v =1 olmak {izere (i)-(iii) sartlarinmn saglanmasidir.

Ispat. a) Gereklilik: (i) nin gerekliligi aciktir. Onerme 4.1 (b) den her n,l € N

icin u,; mevcuttur ve her n € N i¢in
N(n)
a™m™ = Z almm) el (m € N)
=1

olacak sekilde bir N(n) € N bulunabilir. Ayrica (4.3) den

=1 k

N(n) N(n)
IIJTII[AI]mn = Z (unl — Z ankl> hIIgIl T + Z Z Akl Tl (45)
=1 k

N(n) N(n)
;ul %nzvkl—k zk:a w (@ = limzy (reC,neN)

=1

elde edilir. O halde (ii) gergeklenir.

N(n)
Son esitlikten, her z € C. i¢in lim ) wu,limzy limitinin mevcut olmas1 A
o=l
matrisinin C.—konservatifligini verir. Bu da (iii) ye denktir.

Yeterlilik: Sabit bir € C. alalim. (i) den her n € N i¢in lim[Az],.,

P
limitinin varhg: ve (4.5) esitligi elde edilir. P € N icin ™ = Y- a™e¢! (n € N) ve
=1
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(ii)-(iii) den limlim[Ax],,, mevcuttur. Bununla birlikte her x € C, i¢in

P P
117{}1 Z Z Akl (Ikz - 11]{}1 -’Ekz> = Z Z a <$kl - 11]?1 $kl>
=1 k =1 k
liTILn ; Uny liin Ty = (v - ; ul> li}n liin Tr + ; u h,?l Tl
oldugundan (4.4) elde edilir.

(b) ise (4.4) den ve {e* ¢! e | k,l € N} C C,. igermesinden aciktir. m

Onerme 4.3 D = (d,;) iki boyutlu bir matris olsun.
© C wp = {x cw|VneN: Zdnkxk yakmsak}
k
icermesi saglansin ve x = (x) € wp sabit olsun. O halde

dnkxk < o0

k=1

sup

m,n

olmast igin gerek ve yeter sart V¢ € ligin Y > t,d,x2 serisinin yakinsak olmasidir.
k n

Z Ztndnkxk = Ztn Zdnkxk (t S l)
k n n k

Bu durumda

olur.

(4.2) ve Onerme 4.3 goz éniine alindiginda her s € [ ve 2 € By icin

Z Sm Z Akl Thl = Z Z Smmnki i (1,1 € N) (4.6)
m k k m

olup her s € [ ve x € B4 N I, i¢in

Z S5p Z AnkiTh = Z Z Spapier (I € N) (4.7)
n k k n
elde edilir.
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A = (@mni) matrisi C.—konservatif olsun. Bu durumda uygun N(n),

n € N ve P icin

( N(n)
amm™ = 3 qmmel  (m,neN),
i=1

< a(”) = a(n)el s (ankl)k el (n,l S N), (48)

M~

i
P

a= Y ael ,(a)r €l (1 €eN)
=1

1

\

gerceklenir.

Onerme 4.4 A = (@mnky) dort boyutlu C.—konservatif bir matris olsun. Bu

durumda
a) F A= B A NI As
b) F4 daki her stirekli lineer fonksiyoneli f € C., u € K, (s,) €1

AA({B) = limA$ — Z Z Q1T kel
l k

Ay () := limymz — Zzankl@"kl (neN,zely)
Ik

olmak tizere

F@) = phal@) + 3 suhoaen(2)+ 337 F()an

l k

bigiminde bir temsile sahiptir.

C) WA = BA N AIJ& N (ﬂnAj(m).

Ispat. a) limy, limym € C., oldugundan her = € Fy igin

E E Q1T = E E xkllimAekl
l k l k
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ve
Z Z ApklTrl = Z Z mkllimA(n)ekl (TL € N)
l k l k

serileri yakinsaktir. Bu nedenle Fy C B4 N 14 olur.

Simdi x € By N I4 olsun. (4.1) de f € C/, oldugundan

f(ekl) = MGk + Z SnQnkl + Z Z amnkltmn + Wiy (k,l € N)

n m

(4.9)

elde edilir. Ayrica (4.6), (4.7) ve (4.8) esitliklerinden her (s,,) € [ ve (t;n) € Lo,

icin

E E A1 Thi, E E E SnAnkl Tk, E E E E Lrnn Cmnki Tkl
Ik I k n I k n m

serilerinin yakinsakligi elde edilir. Boylece

Z Z f(ekl)l’kz

serisi x € F)y icin yakinsaktir.

(4.10)

b) (4.1) de f € C., olarak gbz oniine alimsm. (4.9) daki wy (k,l € N)

degeri (4.1) esitliginde yerine yazilirsa = € C, igin

flz)=pn li;‘n x -+ Z Sp, liTInn[Ax]mn + Z Z tn Z Z Qrrnki Tkl
n n m l k

T Z Z (f(ekl) — Hag — Z Snlnkl — Z Ztmnamnkl> Tkl
l k n n m

elde edilir. Burada

ligrlx =Aa(z) — Z Zakh
Ik
lim(z) = lim[Az]pn, = Agm () — Z Z Akl Tkl
Ik

An) m
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olup x € F4 olarak alimirsa (4.10) daki seriler yakinsaktir ve

f(x) = pAa(x +ZSnAA<n> +ZZf kl )T (4.11)

elde edilir.

c) x € Wy olsun. Bu durumda f € C., i¢in

x) = Zxklf(ekl) (4.12)

dir. W4 C By oldugundan © € By dir. (b) de x € I igin (4.11) temsilinin (4.12)
seklini almast icin A4 (z) = 0 ve her n igin A 4 (2) = 0 olmasidir. Bu da x € A}

ve x € ﬂAjW oldugunu gosterir. Boylece W4 C By NALN (ﬂ A AW) elde edilir.

Karsit olarak = € By N A% N (N A%,) ahmrsa

=0+ 520+ Y feaw =Y fle)an
n l k

olur. Buradan acikg¢a gorilir ki x € Wy, dir. =

Onerme 4.5 A matrisi C.—konservatif ise M N Coy C Fy dir.

ispat. x € MNCe.y olsun. (4.8) deki Y > agxy ve D> anmxi (n € N) serileri
Ik Ik

yakimsaktir. Ayrica (@) ve (@mnki)mki (0 € N) Cp dan ¢ ye tig boyutlu matrisler

oldugundan

sup Z k1Tt | < Z supz | @i | sup x| <oo (I,n €N),
o k=1 " z:1,2kf.ﬁ,]zv(n)

sup Zanklxkl < ZSUPZ |Gl iug |zp| < oo (I €N)

©,n n S

1=1.2,...,P

olur. Sonug olarak x € By N I4 = F4 elde edilir. m
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A = (amnrr) matrisi V—konservatif olsun. Bu durumda e € W, ise A
A
matrisine )V —conull, aksi durumda V—coregiiler denir. Onerme 4.5 (b) ve Onerme

4.4 yardimiyla agagidaki onerme verilebilir.

Onerme 4.6 C.—konservatif bir A = (@mnkr) matrisinin C.—conull olmasi i¢in

gerek ve yeter sart [Aa(e)| + D [A m(e)] = 0 olmasidir.

Her C.—regiiler matrisi C.—coregiilerdir ancak ¢(m) C C.4 ise A matrisi
C.—conulldir. Fakat C,,, C C.4 igermesi A matrisinin C.—conull olmasi igin yeterli
degildir. Bunun i¢in A matrisinin a,,nm1 = 1 ve diger durumlarda @, := 0
(m,n, k,l € N) olacak sekilde segilmesi yeterlidir. Boylece C,, C C.4 gerceklenir

ancak Ay(e) = 1 oldugundan A matrisi C.—conull degildir.

Teorem 4.7 A = (aynr) dort boyutlu C.—konservatif bir matris olsun. Eger C,,

C.4 FDK-uzaymin kapali altuzay ise C.4 N C,, = C. olur.

ispat. C.4 da C. = C. olsun. ispat icin Teorem 4.2 de tamimlanan U = (u,;) igin
cy FK-uzaymda ¢ = ¢ oldugu gosterilecektir. Boylece m N cy = ¢ olacaktir. Ek

olarak herhangi sabit x € C,, N C.4 i¢in

2 = lilin i (L€N) ve y:= Z zel (4.13)
1

olur (koordinatsal yakinsaklik). Bu durumda z € m ve y € C.4 dir. Ayrica

lim Z Upr2; = lim lim Z Z AnkiYrr = Ce — lim 4y (4.14)
! Ik
dir. Buradan z € m N ¢y = c elde edilir. Bu nedenle x € C, dir.

t € ¢ve (t9), cy FK-uzaymnda t ye yakinsayan bir dizi olsun. sy :=
s,(jl) = tl(i) (i,k,1 € N) olarak ifade edilirse s := (S](;l)) € C.ve s:= (sy) € Cea
olur. Simdi s — s € C.4 oldugu gosterilecektir. Bu da her p € P4 icin

p(s” —5s) = 0 (i — oo) oldugunu gosterir. Ornegin, ¢y uzaymda t — t
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oldugundan
N(n

)
(q © A)(S(i) — s) = sup lim Z a’mnkl(tl(l) _ tl)
=1 k

=sup | uu(tf’ — ;)| =0 (i = oo)
l

olur. Bu nedenle ¢t € ¢ oldugunda s € C, = C, dir. Boylece ¢ = c esitligi

gosterilmig olur. m

Uyar1 4.8 a) Teorem 4.7 nin tersi dogru degildir. Bunu gérmek i¢in A = (@)
matrisi an,ip = % (m,k € NJk < m), tmpmn =1 (m,n € Nyn > 1) ve diger
durumlarda a,,,x := 0 olacak sekilde tamimlansin. Bu durumda C.4 N C,, = C.
fakat C. # C, dir. Ciinkii 20 := lci;(—l)kekl (i € N) olmak iizere (z) C C, dizisi

Cea da x:= > (=1)keM € C.a \ C, dizisine koordinatsal yakinsaktir.
k

b) Ces da C. = C, ise A matrisi C.—coregiilerdir.

¢) D iki boyutlu matrisi i¢in “cp de ¢ =¢ = mNcp = ¢ 7 ifadesini elde

)

etmek i¢in “cp de ¢ = ¢ = D coregiiler = m Ncp C ¢ 7 ifadesi kullanilabilir.
Bu yaklasim C.—konservatif matrisler i¢in gegerli degildir. C,, N C.a ¢ C. olacak

sekilde bir A = (amnr) Co—coregiiler matrisi meveuttur. A = (@pnk) matrisi

m,n € Nven >11i¢n anin = 1, Gmnmn = (—1)", @Gmpmn- = (=1)"7" ve
diger durumlarda a,,,x := 0 olacak sekilde tammmlansin. o halde A, (e) = 1
oldugundan A matrisi C.—coregiilerdir. Simdi z,, := (—1)" (m,n € N) olacak

sekilde = (Zynn) € CnNCea dizisi gz 6ntine alimsin. Bu durumda C.—limy z = 2

olup diger yandan C, iizerinde C. — lim4 = 0 oldugundan z ¢ C. olur.

Onerme 4.9 C.4 C C,, olmak iizere A = (@mnkr) matrisi C.—konservatif ise C.4 =

C,. dir.

Ispat. Teorem 4.2 den U matrisi konservatiftir. Eger ¢ = () € ¢y ise 0 zaman
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s = > tel € C.y C C,, olur. Bu nedenle ¢t € m dir. Teorem 3.7 den ¢y = ¢
]

yazilabilir.

Simdi x € C.a z ve y ise (4.13) deki gibi olsun. Bu durumda z € m ve
y=x—(x—y) € Ces —Cy C Cen elde edilir. (4.14) den limy z = C. — lim4 y ve

boylece z € ¢y = ¢ olur. Bu ise x € C, oldugunu gosterir. =

Teorem 4.10 A = (apni) ve B = (bynk) matrisleri C.—regiiler ve C,,NC.a C Cep

olsun. Bu durumda her x € C,, N C.4 icin
C.—limgx =C,. — limpx

dar.

ispat. C. — limy z # C. — limp x olacak sekilde bir x € C,, N C.4 N C.p mevcut

olsun. Bu durumda s € (C,, N Cea) \ Cep meveut oldugu gosterilecektir. z ve

y (4.13) deki gibi olsun. U = (uy) ve V = (vy) elemanlart w,; := lim) ammumu,
m

Uy = m bpni seklinde ifade edilen regiiler matrisler olmak iizere C, —limy y =
m g

limy z ve C. — limg y = limy z dir. 2z € m ve

limyz = C. — limax — C. — limu(x — y) = C. — limyx

# C. — limpzr = C, — limpx — C. — limpg(x — y) = limy 2

olmasi dikkate alinmalidir. Bu nedenle Teorem 3.7 den ¢t € (mNcy)\cy elde edilir.
O halde s := >_t;e! cift indisli dizisi C,, dedir ve C.limy s = limy ¢ mevecuttur,
!

fakat ¢ € ¢y oldugundan s ¢ C.p dir. m
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4.1.2. C,—Konservatif Matrisler

Bu kisimda V = C, durumu goz 6ntine alinacak ve C, — Y yerine kisaca
k.l
r — Y yazilacaktir.
Kl

Dort boyutlu A = (@mnk) matrisinin toplanabilirlik alani C, 4,

{"mns Pmn, ||-]lcc © A | m,n € N} yarmorm sistemiyle bir FDK-uzayidir. Burada

(m,n € N;x € C,a)

s t
E E Amnkl Tkl

Pmn () := sup
St k=1 1=1

dir. C. BDK-uzaymda [8] ve Q% FDK-uzaymnda lineer siirekli fonksiyonellerin
temsilinden agikca goriilebilir ki u € K, (tyn) € Ly, (un) € 1, (v,) € 1 ve

(wr) € ijf) olmak iizere her f € C/, fonksiyoneli

flz)=r— hfr‘na: +r— Ztmn (7’ - %: amnklxkl>
+ Z up, Um[Ax], + Z U Hm[Ax]

+ r— Zwklxkl (I € CTA>
k,l

gosterimine sahiptir.

Teorem 4.11 a) A = (aynk) matrisinin C.—konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter

sart

1) sup 7 — > |amnm| < 00,
kil il

i) r — limak =: a meveut (k, 1 € N),

m,n

i) 7 — 1Hm> tmnr, =: 6l ve r —1im> amnk =: vk, meveut (ko,lp € N)
mn p mmn

iv) r —lim r — > amni =: v meveut
m,n A

olmasidir. Bu sartlar altinda z;, := li{nzxkl (k € N), 2t = ligmkl (I € N) olmak
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tizere (ag) € L, (u'), (vx) € 1 ve
r— LEHT}[Aﬂm,n =T— Zaklmkl + Z (Uk - Z%z) Ty + Z (UZ - Zakl) 2!
+ (u—kr— Zakl — ka — Zul) r—limz,, (z€C,)
p n

dar.

b) A = (amnk) matrisinin C,—regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart ay =

u' = v, =0 (k,1 € N), v =1 olmasi ve (i)-(iv) sartlarmin gerceklenmesidir.

Cra D @ olsun. Bu durumda ay; (k,1 € N) limiti, anp := lima,np (0, k, 1 €
N), Gmpr = limapp (M, k,1 € N) mevcuttur ve a := (ay) ¢ift indisli dizisi ile

birlikte A := (Gnpr) ve A= (@) matrisleri g6z ontine alinir.

C,a FDK-uzayinda seckin altuzaylar Fy := FC(TC;), Wy = Wc(f;),

By = {x €Cra | {ZZxklekl | k1 e N} Cr4, FDK-uzayinda smlrhdlr}

=1 k=1
ve

Iy = {l’ €Coa|r— E AR TR, T — E Akl Tl
el el

r— Z ampr  yakimsaktir (m,n € N)}

k.l

altuzaylar1 goz oniine alinsin. Burada;

z € C.4 elemaninin B4 da olmast igin gerek ve yeter sart
s t

sup E E AmnklTrl| < OO
m,n,s,t k=1 I=1

saglanmasidir.

Lemma 4.12 a) A = (aynr) 4-boyutlu bir matris olsun. Her z € er) icin

agagidakiler denktir:
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BV
Z Zamnklﬂﬁkl

k=1i=1

i)

< M olacak sekilde M > 0 mevcuttur (m,n,u,v € N),

nvterl, : r—> <T — Ztmnamnkl> T, meveuttur.

kil m,n

Bu durumda r — > tn | 7 — D @mnuTr | meveut olup
m,n k,l

r— E r— E tmnamnkl Tl =T — E tmn r— E Amnkl Tkl (t S Eu)
k,l m,n m,n

k.l

esitligi saglanir.

b) Her 2 € BAN 14 ve u € Ligin r — > > UpGppiTrg Ve T — Y Y UplnkTh
kl n kl n
serileri yakinsak olup

r— E E UpAnklTrl = E Up | T — E Ankl Lkl
El n n k,l

- E E Up Akl Th = E Up [ 7 — E Ankl Tkl
El n n k,l

esitlikleri saglanir.

Onerme 4.13 A = (@mnkr) 4-boyutlu bir matris olsun. Bu durumda agagidakiler

saglanir.
a) FA = BA N ]A,

b) f € C! , fonksiyoneli F)y da

F@) = pha(@) + D tmdna(@) + > v XNa(@) +7 =Y auf(e) (z€ Fa)
m n k,l

o1
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gosterimine sahiptir. Burada

Ag(x) =1 — lifrlna: -7 — Zaklxkl,

k.l

Z(Qf) = 1172117’ - Z(amnkl - dnkl)a%l ve
k,l

AmA(x) = IITILHT — Z(amnkl — (zmkl)xkl (m,n € N;l’ € IA)
il

dir.
) Aa(z) :=[Aa| + 32, [A%] + 32, [Anal olmalk iizere
Wi=BsNAj=FynN AL
dir.

Onerme 4.14 A = (@mnkr) 4-boyutlu matrisi C,—konservatif ise M, NC,a C Fy

olur.

Ispat. Sabit z € M, NC, 4 alinsin. Teorem 4.11 (a) dan (axr), (Gnki)kg Ve (Gnkr) k.

¢ift indisli dizileri her n € N i¢in £, dadir. Bu nedenle

r— E ATy, T — E AnklTil, T — E anrizig (n € N)
k.l k,l k,l

¢ift indisli serileri yakinsaktir. Ayrica (i) den Teorem 4.11 (a) da

i

J
E E Amnkl Tkl

k=1 I=1

2.

17]7m7n

<supr — Z |@rnr| SUP |2Ri| < 00
m,n kel k,l

olup x € By NIy = Fy elde edilir. m

Uyar1 4.15 A matrisi C,.—konservatif olsun. A matrisinin C,.—conull olmasi igin
gerek ve yeter sart Ag(e) = 0 olmasidir. Bu ise her C.—regiiler matrisinin
C,—coregiiler oldugunun ispatidir. Ayrica M, C C,, ise A matrisi C,—conull

dir.
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Ornek 4.16 A = (@mnkt) dort boyutlu C,.—konservatif matrisi olmak tizere C,
uzay1 C, 4 da kapal ancak M, NC,4 # C, olsun. Vn € N, m > 2 i¢in a1 1, 2n—1 =
2120 = Amunm—1n = 1 ve diger durumlarda am,i := 0 olacak sekilde bir

A = (ampg) tamimlansi. Bu durumda
[Ax]ln = T1,2n-1, [AQ:]Qn = T1,2n, [Ax]mn = Tm—-1,n

elde edilir. A matrisinin C,.—konservatif oldugu agiktir. Ayrica z € C, igin
|Az]|oo = ||Z||se saglamr. Bu nedenle C, dizi uzay1 C.4 da kapalidir. Ote yandan
Y12-1 =Y =0, Y190 := 1 (k,l € N,k > 1) seklinde tanimh ¢ift indisli y dizisi

M, NCpa\ C, uzaymin elemanidir.

Ornek 4.17 A = (@mnk) matrisi C,—konservatif ve C,4 C M, ancak C,4 # C,

olsun. Bir onceki 6rnekten C,—konservatif A matrisi i¢in
Cra = {3: € Q| (Tm1n) €Cr ve limzy9y_q, limay,y, mevcut} 2C,
n n

elde edilir.

Ornek 4.18 M, N C,p iizerinde tutarh olmayan ve M, NC,p C C,4 igermesini
saglayan C,—regiiler A, B matrisleri vardir. Bunu gostermek i¢in A = (annn)

matrisi Gmpnn = Gmpntin = % (m,n € N) ve diger durumlarda a,,g = 0
olacak sekilde ve B = (bynir) matrisi by pntin = bmnnn == 1 (m,n € Nym > 1)
ve diger durumlarda by, := 0 olacak sekilde tanimlansin. Bu durumda

Lnn + Tn+1n

[AZ] iy = 9

(m,n € N)

ve
[Bx]ln = Tn+1,n
[Bx]mn = Tnn (myn S N,m > 1)

esgitlikleri saglanir. A ve B matrislerinin C,—regiiler oldugu kolayca goriliir. Ek
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olarak limz,,, ve limz,;, limitleri mevcut ise lim W limiti de mevcut-
n n

tur. Bu nedenle M, NC,3 C Cr4 saglanmir ancak zy = (—1)* (k,l € N) ile

tanimlanan x € M, dizisi igin
r—limgr=1 ve r—Ilimyz=0

dir.

Ilerideki notasyonlar1 daha acik ifade edebilmek icin tiim dizi uzaylari

izerine tim cift indisli dizi uzaylarinin izomorfizmini verelim:

¥ : N x N — N bijeksiyonu
P[(L,1)] =1

Qﬂ(la 2)] =2, ¢[(2’ 2)] =3, ¢[(27 1)] =4

P(Ln)]=m-12+1=, ¢[2,n)]=m-1)+2...

Yl(n,n)]=n—-12+n, Y[nn—-1]=n*-n+2,...,9[n1)]=n?

seklinde tammlansm. Her z € (zj) € Q elemanm (zy-1(;) dizisi i¢ine alan

izomorfizm 7 ile gosterilsin. 72(c) C C, ve
r— 1}61{1 2yl = limz; (2 € ¢) (4.15)

q

P
olup bununla beraber 77!(cs) D CS, := {z € Q| (Z Zxkl) € Cr} ve
=1k=1 /g

Z Ty-1(;) =T — Z Tkl (ZL‘ € CST) (416)
i %l
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esitligi saglanir.

Teorem 4.19 A ve B 4-boyutlu matrisleri asagidaki sartlarin en az birini gercekleyen

ve M, NC.5 C C.p olmak tizere C,.—regiiler matrisler olsun.

i) A" = (ait) = (@mm10))iks B = (Uig) = (bpigop—1(0) )ik I6In mNcar C
cp ya da m Nep C cq olacak sekilde (my;), (n;), (pi) ve (¢;) dogal say1 dizileri

mevcuttur.

ii) Her n € N icin m,n > N var 6yleki (amep-1x))ee ya da (Gumy-15))eg (A’
ile gosterilir) matrislerinin en az biri regiilerdir ve (bpy-1))ek ya da (bnep—1x) )k
(B’ ile gosterilir) matrislerinin en az biri regiilerdir. Ayrica m Ncy C cp ya da

m N cp C cy saglanir.

Bu durumda Vo € M, NC,4 icin r — limyqx = r — limpgx dir.

Ispat. i) Her z € ¢ icin 7 '(2) cift indisli dizisi C, dedir. Bu nedenle (4.15) ve
(4.16) dan

lilm Z a2, = 11{117“ — Z aminikl(T_l(z))k,l
k

kel
= rlim[A7(2)]mn

m,n

= 7 lim(77(2))mn

m,n

=limz (2€¢)
elde edilir. Eger herhangi v € M, NC,4 igin r — limgx # r — limpgx ise
hmA/T(l') % hmB/T(‘T)

olur. Bu ise Teorem 3.7 (c) ile gelisir.

ii) A ve B matrisleri (ii) hipotezini saglasim. Eger herhangi z € M, NC, 4

icin r—limaz # r—limpgx ise genelligi kaybetmeden R (r — limyz — r — limpz) >
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0 olarak kabul edilebilir. Bu durumda N € N sayis1 vardir oyleki uygun v > 0
icin

m,n,p,q > N = (7’ - Zamnkﬂkl —Tr = prqklxkl> >v

k,l k,l

olup m,n > N i¢in

A} = (Amigr))ek s Ay = (Qumyp=1(k) )ik

By = (bpty—10))tk > By = beny—1(8)) 1.k
tanimlanirsa bu durumda z = 7(x) € mNe Ar N epy igin
R (limA;z - limbkz) >v (j,k=1,2)

elde edilir. m

Ornek 4.20 a) Ornek 4.16 daki A matrisi ve Ornek 4.18 deki B matrisi icin

Cop = {gg € Q| (Tmy1n) €Cr ve limzyg,q, limxg o, mevcut}
n n

cCg= {x €| limz,1, ve limz,, mevcut}
n n

dir. @l = aiy1i0-10) Ve by = biy-10) seklinde secilirse o zaman A" = (aj;,)
ve B = (b)) matrisleri i¢gin ¢y = cp olur. Boylece z € M, NC,a = C,4 igin

r—limyx = r — limpx dir.
b) A ve B 4-boyutlu matrisler ve m,n € N igin

n xm,m—&-l
1 m

[Ax]m,Qn = Tmm, [Ax]m,2n71 = n+

olsun. Bu durumda A ve B matrisleri C,—regiilerdir ve M, NC,4 = C,p dir.
Ayrica A" = (Gmony-13))mi Ve B = (bmony-1(:))m,; matrisleri regiilerdir ve
m C cy C cp (n € N) saglanir. Dolayisiyla A ve B matrisleri M, N C,4 da

tutarhdar.
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4.2. CIFT INDISLI SERILERIN PRINGSHEIM YAKINSAKLIGI

Cift indisli dizilerin Pringsheim anlaminda yakinsakligi daha once belir-
tilmigti. Simdi reel terimli ) ay; ¢ift indisli serisinin Pringsheim yakinsaklig:

k.l
tanimlansin.

m n

Tanim 4.21 Her (m,n) € N? i¢in A,,,, = > > ax olsun. > ay serisinin kismi
k=1i=1 kol

toplamlar dizisi (A,,,) Pringsheim anlaminda yakinsak ise bu seriye yakisaktir

denir. Yani, Ve > 0 i¢in (mg, ng) € N? olmak iizere
(m7n) Z (m()anO) = |Amn F A| <é

olacak gekilde 3A € R vardir.

ag; sifirdan farkh olmak iizere » ay; serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve
kel
yeter sart (A,,,) kismi toplamlar dizisinin tistten simirh olmasidir. Bu durumda
sabit her k € N igin > ay, serisine satir serisi ve sabit her [ € N igin ) "ay; serisine
] k
stitun serisi denir.

4.2.1. Mutlak Yakinsaklik

Cift indisli bir seri mutlak yakinsak ise satir ve siitun serileri de mutlak
yakinsaktir. Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin; ay, == 1 ve k # [ i¢in

ag, := 0 olacak gekilde ) ay; serisi gz 6ntine alinirsa
k.l

VEEN igin Y aw|=1 ve VIEN igin Y an|=1
l k

olup > |ay| serisi yakinsak degildir.
ol

Lemma 4.22 > ay, cift indisli serisinin mutlak yakinsak olmasi igin gerek ve
Kyl
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yeter sart

i) ¥(m,n) > (ko,lo) igin D0, >0, lam| < ag olacak sekilde (ko,lo) €

N2 ve ag > 0 say1s1 mevcuttur,
ii) Her satir ve siitun serilerilerinin mutlak yakinsak olmasidir.

Teorem 4.23 (Cauchy Benzerkik Testi) (ay;) negatif olmayan terimli mono-

o
ton azalan bir ¢ift indisli dizi olsun. »_ ay serisinin yakinsak olmasi igin gerek
k=1

oo
ve yeter sart y_ 28 aq. o serisinin yakinsak olmasidir.
=0
Ispat. (m,n) € N? olmak iizere 2! < m < 2/t! ve 21 < n < 271 olacak sekilde

i,j € Ny alimsin. Bu durumda her (j, k) € N2 i¢in ag > 0 oldugundan

2k+1 1 2l+1

DD M ES 33 (Y T

k=0 1=0 u=2k =20 k=1 =1 k=0 (=0 u=2Fk =21

saglanir ve (ag) monoton azalan dizi oldugundan yukaridaki kismi toplamda her

bir terim yerine age+1 oi+1 alimirsa kismi toplamdaki terim sayisi 2k oldugundan

i—1 j—1 i—1 j—1 [2ktl_120+1 1
E E 2k+la2k+1721+1 S E E Q)
k=0 (=0 k=0 [=0 u=2k =21
olup
1 i J i—1 j—1 m i J
Z 2k+la2k,21 = E E 2 kot Aok+1 J20+1 S E E el S 2k+la2k’2l
k=1 I=1 k=0 =0 k=1 I=1 k=0 =0

o0
elde edilir. Buradan ise ) 2k+la,2k’2l serisinin kismi toplamlar dizisinin sinirh
k,l=0

o0
olmasi igin gerek ve yeter sart »_ ay serisinin de kismi toplamlarimin simirl ol-
k=1

masidir. Ayrica (ag;) ve (aq;) negatif olmayan terimli monoton azalan diziler ol-

o
mak lizere » ay, yakinsak ise Y aq; satir serisi ve > ay; siitun serisi de yakinsaktir.
k=1 I F

oo o
Bu durumda tek indisli seriler i¢in Cauchy benzerlik testinden 2ka2k71 ve 221(11,21
k=0 1=0
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serileri yakinsaktir. m

Ornek 4.24 p € R ve (k1) € N? icin ay := @ olsun. Cauchy benzerlik
testinden ) ay serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart by := %
Kyl
olmak tizere Y by serisinin yakinsak olmasidir.
ol
p < 2ise k € N igin
22k 1 1
by = — —9k(2-p) > —
M 2.2k T p = or
olup dolayisiyla > by serisi wraksaktir.
kol
p > 2ise (k1) € N? i¢in
k+1 k+1
by = 2 < _ - i(g@)’f”
(2k 4 20w — 2p(gk+l)§ op
olup dolayisiyla ) "by; serisi yakinsaktir. O halde Zm serisinin yakinsak olmasi
oyl Kyl

i¢in gerek ve yeter sart p > 2 olmasidir.

> ay yakinsak ise k,l — oo oldugunda ay; — 0 dir. Bu (k,1)—inci terim
el
testi, raksak cift indisli serileri kurmak ic¢in kullamighdir. Bu testin agagidaki

bigimi tek indisli seriler i¢in Abel k-inc1 terim testine benzerdir.

Teorem 4.25 (Abel (k,l)-inci Terim Testi) (ay) negatif olmayan terimli
monoton azalan bir ¢ift indisli dizi olsun. Bu durumda ) ay; serisi yakinsak

kil
ise k,l — oo oldugunda klay, — 0 dir.

Ispat. (k,1) € N2 verilsin. iy, j; € Ny icin 2 < k < 2+ ve 27t < [ < 201 olsun
bu durumda

0 < klag < 25712 agyy oy = 4.2% 27 agy, o

esitligini goz ontine alalim bu takdirde Cauchy benzerlik testinden Y 27 aygi o
i,j=0
serisi yakinsaktir. Dolayisiyla 4,7 — oo oldugunda 27 agi 55 — 0 olup k,1 — oo
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oldugunda ise klay, — 0 alacaktir. m

Ornek 4.26 i) p,q € Ricin p > 0, ¢ > 0 ve % +% > 1 olsun. (k,I) € N? i¢in

- 1 :
ki *= Gimy secelim.

keNvel= [[/{;5]] icin

kl k(ke —1) 1 . .
klay = > ( > ) _ kTPl — k)
kP 419" fp 4 (ka)a 2

olup1 —p+ ’(—1’ >0 ve § > 0 oldugundan k& — oo i¢in klay; sifira yakinsamaz. Bu

1 .« .
nedenle %m serisi wraksaktir.

)

ii) (k,1) € N? igin
1
K(In k) (nd)

QA =

tanimlansin. (ay) terimleri negatif olmayan monoton azalan bir ¢ift indisli dizidir

ve k,l — oo oldugunda klay, — 0 dir. Ancak m,n — oo oldugunda

m n

e (o) () -

k=1 =1

elde edilir. Bu ise Teorem 4.25 in tersinin dogru olmadigini gosterir.

Teorem 4.27 (Limit Kargilagtirma Testi) Her (k,1) € N?icin ay > 0, by > 0

olacak sekilde (ay;) ve (by) ¢ift indisli dizileri meveut, Y ax ve > by, serilerine
k.l kL
kargilik gelen satir ve siitun serileri yakinsak ve r € R, r # 0 olmak tizere l}ﬁr{lz—:; =

r olsun. Bu durumda ) ay; serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart » by

eyl kol
serisinin yakinsak olmasidir.

Ispat. S by serisi yakmsak olsun. O halde her (m,n) € N? i¢in
ol

Zzbm <p

k=1 I=1
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olacak gekilde g > 0 sayisi vardir. k,! — oo oldugunda Z—I’;l — 7 olup I(ko, ly) € N?
oyleki her (k,1) > (ko,lo) i¢in ag, < (r+1)by dir. Bu nedenle her (m,n) > (ko, ly)
i¢in o o

Z Zakl < (r+1) Z Zbkl <(r+1)8

k=ko I=lo k=ko I=lo

elde edilir. Boylece Lemma 4.22 den > ay,; serisi yakinsaktir.
Kyl

Karsit olarak » ay serisi yakinsak olsun. O halde 1%12—’; = % oldugundan
k.l ,
ispatin ilk kismindan ay, ile by, nin yeri degistirilerek » by, serisinin yakisakligi
k,l
elde edilir. m

Teorem 4.28 (Oran Testi) (ay) terimleri sifirdan farkl ¢ift indisli bir dizi ve

a,a € RU{oo} olmak iizere

—a yada M—ME

||

\ak,lﬂ’
|an]

olsun. Bu durumda

1) Y ay serisine kargilik gelen satir ve siitun serileri mutlak yakinsak olmak
ol
lizere eger a < 1 veya a < 1 ise Y ay serisi de mutlak yakinsaktir.
kol
ii) Eger a > 1 veya a > 1 ise ) ay serisi iraksaktir.
]
Ispat. i) a < 1 olsun. O zaman a € (0,1) ve (ko,lo) € N? vardir Gyleki her
(k,1) > (ko,lo) i¢in |ag+1| < ofag| saglanmir. Bu nedenle her (k,1) > (ko,lo + 1)
icin
law| < alag;1| < ... < al0ag,

elde edilir. a < 1 oldugundan her n € N icin > a! < ﬁ elde edilir. Bununla

=1
birlikte, hipotezden ) ay,, serisi mutlak yakinsak kabul edildiginden 35 > 0
k

vardir dyleki her m € Nigin > |ag,| < 0 olur. Bunedenle her (m,n) > (ko, lo+1)
k=1
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icin

m n 7[0
o p
53 ol <
-«
k=kg I=lp+1
elde edilir. Lemma 4.22 den ) jay serisi mutlak yakmsaktir. a < 1 yerine a < 1
kil
alinirsa benzer yolla ispat yapilir.

ii) @ > 1 olacak gekilde a € R ya da a = oo olsun. O zaman « € (1,00) ve

(ko,lo) € N? vardir 6yleki her (k,1) > (ko, lo) igin

|ak,l+1|
||

>«

elde edilir. Bu nedenle her (k,1) > (ko,lo + 1) igin
|6Lkl| Z oz|ak’l_1| Z . Z al_l°|ak710| >0

elde edilir. k£ > kg olacak sekilde sabit bir k¥ € N i¢in [y € N vardir oyleki her
[ > 1 igin |ay| > o' 0|agy,| > 1 saglanir. Bu nedenle k,I — oo i¢in ap - 0
ve dolaysiyla > ay, serisi wraksaktir. @ > 1 olacak sekilde @ € N ya da @ = oo
oldugunda da E:;Ill sonug elde edilir. m
Uyar: 4.29 i) Teorem 4.28 (ii) nin ispatindan a > 1 oldugunda yeterince biiyiik
VEk igin > ay satir serisinin raksak oldugunu goriiliir. Bu nedenle her satir serisi
yakmsakl ve Teorem 4.28 de gecen a limiti mevcutsa a < 1 dir. Benzer olarak
yeterince biiyiik VI i¢in > ay, siitun serisinin raksak oldugu goriiliir. Bu nedenle
her siitun serisi yakmsakkve Teorem 4.28 de gecen a limiti mevcutsa a < 1 dir.
ii) > ay serisine kargilik gelen satir ve siitun serileri mutlak yakinsak olsun.

k.l
Bu durumda eger a = a = 1 ise seri yakinsak ya da iraksak olabilir.

iii) (ag) pozitif terimli bir ¢ift indisli dizi olsun. Herhangi £ € N igin

Ak 1+1
agg

by = lim ve |l € Nicgin ¢ := lima’“a;kl“ limitleri gbz oniine alinsin. Biermann
! k

ve Vorob’ev in iddiasina gore eger her k£ € N icin b, mevcut ve 1 den kiictik ise
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> ay, serisi mutlak yakimsaktir.
kil

Tek indisli seriler i¢in oran testinden » ay, serisinin satir ve siitun seri-
ol
lerinin mutlak yakinsak olmasina ragmen » ay; ¢ift indisli serisi mutlak yakinsak
il

olmayabilir. Ornegin, (k,1) € N? icin

1

alinsin. O zaman her £ € N igin b, < 1 ve her [ € N i¢in ¢; < 1 dir. Ancak her

sabit £ € N icin

o0 00 l

1 1 1
Zakl - @ Z (2l/2’€> - 2k(21/2k — 1)
=1 =1

— ﬁ oldugundan ;;akl serisi iraksaktir ve bu nedenle
> ay, serisi wraksaktir. Dolayisiyla Biermann ve Vorob’ev in iddiasi dogru degildir.
Kyl

.« . 1
ve k — 00 i¢in @)

iv) Her (k,1) € N? igin az; > 0 ve Y ay serisinin her satir ve siitun serisi
k.l
yakinsak olsun.

Eger hka Qg ve
Q1] T Q1 — Qhgl041
d:=lim
k,l (07 3]

limitleri mevcut ve d < 1 ise bu durumda ) ay, serisi yakinsaktir.
kil

Simdi ise bu versiyon ile Teorem 4.28 y1 karsilagtiralim. Teorem 4.28 deki

a,a mevcut ve R de olsun. O zaman d limiti mevcut olup

d = lim (ak+1,l 4 Ak,+1 Q41,141 ak+1,l>
k.l Qg (%) Ak+11 Qg
elde edilir. (i) stkkindana <1,a<1vel—d = (1—a)(l — a) oldugundan

“d<1 & a<l ve a<l”

ifadesi gerceklenir. Bu nedenle a ve a dan yalniz biri 1 e egit ise d = 1 dir.
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Dolayisiyla Teorem 4.28 gegerli olup, (iv) gegerli degildir. Ornegin,

_ 1
Akl = 129

alimirsa a = 1/2, a = 1 ve d = 1 elde edilir.

Simdi a limiti mevcut ve 1 den farkh olsun. Bu durumda d limiti mevcut

ise @ limiti de meveuttur ve =2 ifadesine esittir. Buradan a < 1 ve @ mevcut

—a

—

degilse d limiti mevcut olamaz. Dolayisiyla ¢ift indisli seriler igin Teorem 4.28

uygulanabilir ancak (iv) uygulanamaz. Ornegin,

1
R Y Rw ) yj

alinirsa @ = 1/2 olup a ve d mevcut degildir.

Teorem 4.30 (Oran Kargilagtirma Testi) V(k,l) € N? igin by; > 0 olmak

tizere (by) ve (ag) cift indisli iki dizi olsun. Bu takdirde

i) ) “ay serisine kargilik gelen satir ve siitun serileri yakinsak olmak iizere
Kyl
yeterince biiyiik k,[ igin

lag 1|6k < |agi|br i1, |\ag1.2]06 < |agi|brs1,

ve Y by serisi yakinsak ise bu durumda ) |ay| serisi de yakinsaktir.
k.l k.l

ii) Yeterince biytik k,! € N i¢in

|\agi41|061 > |aki|br i1 > 0, |\a+1,0|061 > |agi|bes1, > 0

ve » by serisi raksak ise bu durumda > _|ay| serisi de iraksaktir.
ol ol

Ispat. i) ko, lo € N alahm. V(k,1) > (ko, lo) icin

laki1|bk < |ar|beirr ve  |ags1a]br < |aki|brsy
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olsun. Bu durumda (k,1) > (ko, ly) igin

lam| _ lanial _ - larto] _ loe-ral ol

b T b1 bri, be—1, biolo

elde edilir.

> by serisi yakmsak olsun. [ := sup{ZZbkl | (m,n) € NQ} < 00
k.l k=11=1

oldugundan Vm > ky ve Vn > [ icin

ZZMM < |ak0lo| Zzb <ﬁ|ak‘olo|

k=ko 1=lo kolo j—kq 1=1¢ Do o

elde edilir. Boylece Lemma 4.22 den >_|ay,| serisi yakinsak olur.
ol

ii) ko,lo € N olsun dyleki k > ko, | € N i¢in |ag+14bk > |agi|bri1s > 0
ve l >y, k € Nigin |agi41]bk > |ag|brie1 > 0 saglansin. Ayrica ) by, raksak
olsun. Eger | € N igin ) by serisi iraksak ise tek indisli seriler igin orkz;ln testinden
ayni [ i¢in ;|akl| serisi zle wraksaktir. Benzer olarak k € N i¢in ;bkl serisi raksak

ise tek indisli seriler igin oran testinden aym k i¢in > _|ay| serisi de iraksaktir. Bu
l

durumda Lemma 4.22 (ii) saglanmaz ve bu nedenle Y _|ay| serisi iraksaktir. Kalan
k.l

durumda {Z Y by | (myn) € NQ} smirsizdir. Tersine, (i) deki esitsizlikten
k=1i=1

Z Z |ag| > |ak0[0| Z me

k=ko I=lo Dro 1 k=ko I=lo

elde edilir. Bu esitsizlikte m,n — oo oldugunda oo a gider. Bu nedenle Lemma

4.22 den ) |ag| serisi waksak olur. m
kol

Uyar1 4.31 Teorem 4.30 (i) de

k1|06 < |ag|beirr ve  |ags1a]bm < |aki|brs1y
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esitsizlikleri gereklidir. (k,1) € N? i¢in

1 1
Akl = 755 ve

by = ——
(k+1)2 Mok (k4 1)2

alalim. Satir ve siitun serileri yakinsak olmasina ragmen » ay ¢ift indisli serisi
Kl

raksaktir. Ancak V(k,l) € N? igin

Lo
W (k+1)2 ~ 2kI2

oldugundan ) by ¢ift indisli serisi yakinsaktir. Boylece yukaridaki ilk esitsizlik
el
saglanir ikincisi ise saglanmaz. Teorem 4.30 (ii) de

\aki+1|bk > ari|brisr Ve  |ags1a]br > |aki|brsiy

esitsizlikler gereklidir. Bunu gérmek i¢in yukarida ay ile by; dizilerini yer degistirmek

yeterlidir.
Teorem 4.32 (ay;) ¢ift indisli bir dizi olsun. Bu durumda

1) > |ag| serisine kargilik gelen satir ve siitun serileri yakinsak olmak {izere
kol
eger yeterince biiyiik k£ ve [ igin

p b
|agi41] < (1 - 7) law|  ve a1y < (1 - E) ||

olacak sekilde p > 1 mevcut ise ) |ay/| serisi yakinsaktir.
kil

ii) Eger k € N ve yeterince biiytik her [ € N igin

1
|ag 1] > (1 - 7) lag| >0

yva da [ € N ve yeterince biiyiik her k£ € N icin
1
lag+1 > |1 — z lag| >0
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esitsizlikleri gergeklenir ise bu takdirde > |ay| serisi wraksaktir.
k.l

ispat. i) Verilen esitsizlikleri saglayan bir p > 1 mevcut olsun. Bu durumda
x € [0,1] olmak tizere 1 — pxr < (1 — )P esitsizligi kullanilarak yeterince biiyiik

k,l igin

1 p l p
|ag 1] < (1 — %)) law| < (1 - 7) law| < (H—1> |

esitsizligi saglanir. Buradan

1 1
A .
il < ol Gy

elde edilir. Benzer olarak, yeterince biiytik k, [ i¢in

1

1
A - B
| g1, < ag| ot 1

kplp

elde edilir. Boylece Teorem 4.30 (i) da V(k,1) € N? i¢in by := 7 alarak istenilen

sonug elde edilir.

ii) Verilen esitsizlikler saglansin. Bu durumda tek indisli seriler i¢gin Raabe
Testinden herhangi | € N igin ) |ag,| waksak ya da k € N icin > |ay,| serisi
k I

waksaktir. Dolayisiyla Lemma 4.22 saglanmaz; » |ag,| serisi waksaktir. m
kol

Ornek 4.33 1) (k,1) € N? olmak iizere ayy := 1, apy1 := (2k — Dag /(2k + 2)
(k € N), ag+1 = (21 — D)ay /(20 4+ 2) dizisi tammlansin. Bu durumda Teorem

4.32 (i) de p = 5/4 alimirsa Y a,,, ¢ift indisli serisi yakinsaktir.
el

ii) (k,l) € N? olmak tizere ay; = 1, ajy11 = kapa/(k + 1) (k € N),

ag i1 := lag /(1 + 1) dizisi tanimlansin. Bu takdirde Teorem 4.32 den ) a,,, ¢ift
kol

indisli serisi 1raksaktir. Her iki ornekte de @ = a = 1 oldugundan Teorem 4.28

uygulanamaz.

Teorem 4.34 (ay;) terimleri sifirdan farkli ¢ift indisli bir dizi olsun. Bu durumda
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i) a,a € RU{oo} olmak iizere

(-] vave ki (a-

oldugunu kabul edelim. Bu durumda ) |ay| serisine kargilik gelen her satir ve
k.l
sttun serileri yakimsak olsun. Eger a > 1 ve a > 1 ise bu durumda >_|ay| serisi
k.l

Ak 1+1 Af41,1

)—>d (k,l — o0)

Qg Qg

yakinsaktir.

Ak, 141
akl

ii) Herhangi k& € N igin llgg} [ (1 -

> limiti mevcut ve 1 den kiigiik;

herhangi [ € N icin klimk (1 — ’a’“a;kl“ ) limiti mevcut ve 1 den kiiciik ise bu
—00

durumda » ay; serisi wraksaktr.
ol

Uyar1 4.35 V(k,1) € N? igin ap > 0 ve > ay serisine karsihk gelen satir ve
Kyl
siitun serileri yakinsak olsun. Cift indisli seriler i¢in Raabe testinin bir analogu

asagidaki gibi verilir.

. Okl T Ok 41 — Okt1,04+1 k41,041
ro=lim |[(k+1) (1 - == * L) R
k.l Qg Qkl

limiti meveut ve r > 1 ise bu durumda Y Jay, serisi yakimsaktir.
k.l

Teorem 4.34 deki a ve & limitleri mevcut ve R de olsun. Bu durumda

A, 1+1 Af41,1
= 51 ve 1 (k> o0)
Qi akl
olup
) Ak+1,1 k141 k41,1 Ak+1,1+1
r::hm{k(l—L>+l<1— +)— + l<1—+—+>
k.l Qg Qg Qg Ak+1,1
k141 Ak+1,1+1 Ak41,1+1 Ak 1+1
_ +1). (1 _ +1,14 >+ +1,014 + }
7% ag,i+1 agi4+1  Qpl

=a+a—a—a+1=1

elde edilir. Tiim bu durumlarda Teorem 4.34 uygulanabilirdir ancak yukarida

verilen Raabe testi uygulanamaz. Ornegin 4.33 (ii) de @ = 2 = a oldugu halde
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r =1 dir.
4.2.2.  Cauchy Carpimu

k € Ny icin (ax) ve (bg) dizilerinin Cauchy carpimi (ay * by) dizisidir ve bu
k 0 0
dizinin terimleri ay, * by := > a;bp_; seklindedir. > ag, > by serilerinin Cauchy
i=1 k=0 k=0
carpimi ise Y (ay * by) seklinde tammlanir.
k=0

Benzer olarak, k,l € Ny i¢in (ax) ve (by) ¢ift indisli dizilerinin Cauchy
kol

carpimi (ay * by) dizisidir ve terimleri ag * by = > > a;jbr—;;—; seklindedir.
i=1j=1

> ag, Y. bg cift indisli serilerinin Cauchy garpimi ise Y (ap * by) seklinde
k=0 k,l=0 k,1=0
tanimlanir.

Tek indisli herhangi iki seri icin, eger serilerin biri mutlak yakinsak ve
digeri yakinsak ise bu iki serinin Cauchy carpimi yakinsaktir. Ancak ¢ift indisli

seriler i¢in aymi sonug gegerli degildir. Bunu gérmek i¢in Sheffer [34] tarafindan

aksi bir ornek verilmigtir:

> a;; serisinin ilk siitununun elemanlar

1

Y

1
E IR TR

DN | —

ve kalan terimleri 0 olan mutlak yakinsak bir seri olsun. ) b;; serisi ise ilk iki

satiri

O+ 1 4. nl ...

-0l =1l—...=nl—..

ve kalan terimleri 0 olan yakinsak bir seri olsun. ) (a;; * b;;) serisi yakinsak

degildir.
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Amnkt € R ve A := (amnk) dOrt boyutlu bir matris olmak tizere doniigiim

dizisi agagidaki gibi tanimlanir:

[Ax]mn = Z Amnkl Tkl -
kl

Asgagidaki lemma Kojima-Schur Teoreminin ¢ift indisli seriler i¢in bir ben-

zeridir.

Lemma 4.36 A = (a;unk) matrisi her simirli yakinsak ¢ift indisli diziyi sinirh
yakinsak bir ¢ift indisli diziye dontistiirmesi igin gerek ve yeter sart
1) Sup2|amnkl‘ < 00,

m,n k

ii) a := lim) amni meveut,
mn e

iii) Her sabit (k,[) icin ag := lima,,,; limiti meveut

m,n

ve
iv) Vi igin im) _|apmnk — ar| = 0 ve Yk igin im) | amnr — ag| = 0 olmasidir.
m,n k m,n l
Teorem 4.37 (ay;) ¢ift indisli bir dizi olsun. Bu durumda her smirh yakinsak

oo o
> by cift indisli serisi igin ) | ag; * by, Cauchy ¢arpimi serisinin sinirli yakinsak
/=0 ke, /=0

o0
olmast igin gerek ve yeter sart Y ay serisinin mutlak yakinsak olmasidir. Boylece
k,l=0
oo oo o0
E gy * by = g akl E bri
k=0 k,1=0 k,1=0

esitligi gercgeklenir.

Ispat. m,n € Ny olmak iizere
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olsun. Bu durumda

m n k l
- E E Am—k,n—I E E bzg
k=0 [=0 i=0 j=0
m n
2
= E E Um—kn—1 B (m,n) € Nj
k=0 1=0

k,l=0

elde edilir. > ag * by (Veya Zbkl ¢ift indisli serisinin sinirli yakinsak olmasi
icin gerek ve yeter sart (C

mn) (veya (Bpy,)) cift indisli dizisinin siirh yakinsak
olmasidir. A := (Qunr) matrisi agagidaki gibi tanimlansin.
-1, 0<kE<m ve 0<[<n

Amnkl =
0 , diger durumlarda.

Bu durumda V(m,n) € N2 i¢in [A(Bw)]mn = Cun gergeklenir. A matrisinin

Lemma 4.36 y1 saglamasi i¢in gerek ve yeter sart
SHPZZ [am—tn-1] = SHPZZ au| < oo
" k=0 1=0 " k=0 1=0

olmasidir. Yani ), , ax ¢ift indisli serisinin mutlak yakinsak olmasidir. Bu du-

rumda

o —hmE amnkl—hmg E ag = E Qg
m,n m,n

k=0 =0

Her sabit (k, ) € N2 igin ay = lim aynp = lim @y, = 0,
m,n m,n

oo

Her sabit [ € Ny icin Ll@n; Z | it — Q| = lignz \akn-1] =0,
k k=0
o0

Her sabit k € Ny igin lrgllzl: | Vmnkt — Q| = liglnlz_; |am—k1] =0

esitlikleri elde edilir. Bu durumda Lemma 4.36 (ii), (iii), (iv) sartlarn otomatik
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olarak saglanir. Boylece istenilen sonug elde edilir:

00 0o 00 [e's)
E Qg * bkl = E QA — 0 hm an + 0= E el E bk:l
m,n
k,l=0 k,l=0 k,l=0 k,l=0

Uyar1 4.38 ) by, serisi yakinsak olsun. Bu durumda > ay;xby; Cauchy carpim
k=0 k,1=0

oo
serisinin her mutlak yakinsak > ay ¢ift indisli serisi i¢in yakinsak olmasi igin
k,1=0

oo
gerek ve yeter sart Y by serisinin kismi toplamlar dizisinin siirh olmasidir. Bu

k=0
durumda
oo o o
E agg * by = E Al E b
k,1=0 k,1=0 k,1=0
gerceklenir.

Smirh yakinsak c¢ift indisli seriler i¢in Abel teoreminin benzeri agagida

ispatlanmigtir.

Lemma 4.39 (m,n) € N3 olmak tizere (a,,,) siurh yakinsak bir ¢ift indisli dizi

ve a := lima,,, olsun. Bu durumda eger

m,n

- (Do 21 Ok1)

T mt+D)(n+1)

mn -

ise (Gmy) cift indisli dizisi yakinsak olup lima,,, = a dir. Ek olarak eger (b,,,)

m,n

sinirh yakinsak ¢ift indisli dizi ve b := limb,,,,, ise

m,n

1m =a
mmn (m+1)(n+1)

dir.
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ispat. L := (Apn) matrisi

1
N ) ey o OSksmove 0<isn

0 , diger durumlarda

seklinde tanimlansin. Bu durumda V(m,n) € N2 i¢in [L(ax)]mn = Gmn olup

m n
sup ‘)\mnkl‘ = lim E )\mnkl = lim E E /\mnkl = 17
= m,n = m,n

m,n ’

k=0 [=0
Her sabit (k,1) € N2 igin Ay = lr}gzl Akl = lr}gzl T 1)1(n ) =0,
Her sabit [ € Ny icin %; Akt = M| = Tim - Jlr N = 0,
Her sabit k € Ny icin g%; Ak = M| = lim (m—im =0

esitlikleri elde edilir. Boylece Lemma 4.36 (i)-(iv) saglanir. Buradan ise

B @y = (1 — 0)a + 0

m,n

elde edilir. Simdi ise (b,,) simirh yakinsak ¢ift indisli bir dizi ve b := limb,,,

m,n

olsun. A := (k) matrisi agagidaki gibi tanimlansin:

Am—k,n—1
) e 0<k<m ve 0<I<n
Omnkl ~—

0 , diger durumlarda.
Bu durumda V(m,n) € N2 igin

(amn * bmn)

[Albr)lmn = (m+1)(n+1)
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elde edilir. Ayn1 zamanda £ := sup{|am,| : (m,n) € N2} < oo oldugundan

Sup Z |amnkl| — Sup Z Z Amnkl < ﬁ

" k=0 1=0
o= EZIEZ Okl = hfﬁz Z Okl = hm Amn = @,
k=0 =0
Her sabit (k,1) € N3 icin ay := grg Cpmml = ngzl m +61l;1<nn Y =0,
Her sabit [ € Ny icin IT}LIE%: | ks — | < lirrln n i D =0,
Her sabit k& € Ny icin Llﬁll; | Qg — Q] < linrln ﬁ =0

elde edilir. Boylece Lemma 4.36 (i)-(iv) kosullar1 saglanir. Bu durumda

mn (m+ D) (n + 1)

=(a—0)b+0=ab

elde edilir ki bu ise ispat1 tamamlanir. m

oo
Tanim 4.40 > ay cift indisli bir seri olsun. Bu durumda serinin (k,!)—inci
k,1=0
kismi toplami Ay, olmak tizere eger

n

Ii Ayl
lm(7n+1 n+1 Z(”

o0
limiti mevcut ise bu durumda > ay serisi Cesaro toplanabilirdir.
k=0

Hemen belirtelim ki, Lemma 4.39 dan sinirh yakinsak ¢ift indisli seriler

Cesaro toplanabilirdir ve serinin Cesaro toplami, serinin toplamina egittir.

oo o
Teorem 4.41 > ay ve > by smirh yakinsak ¢ift indisli seriler olmak iizere
k=0 kI=0

> agxbyy Cauchy ¢arpimi Cesaro toplanabilirdir ve A, B verilen serilerin toplam-
ke, 1=0

.. o
lar1 olmak {izere Cesaro toplamn AB ye egittir. Ozel olarak > ag * by sirh
k,l=0
yakinsak ise toplami1 AB ye esittir.
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Ispat. Teorem 4.37 daki notasyonlar1 kullanalm. (m,n) € N2 olmak tizere

m

Z i Qp * bkl = Qmn * an - Amn bmn

=0 =0

elde edilir. ay; ve by yerine A,,, ve B, almirsa (p,q) € N2 icin

p q p q
Zzomn: ZZAmn*bmn:qu*qu

m=0 n=0 m=0 n=0

elde edilir. Dolayisiyla Lemma 4.39 dan

A x B
lim Con =1 —pq:AB
. (p+1 (q+1) ZZ pa (p+ 1)(g+ 1)

m=0 n=0

esitligi saglanir. Boylece > ag * by serisi Cesaro toplanabilirdir ve Cesaro
k,1=0
toplam1 AB ye egittir. =

Uyar1 4.42 ) ay ve Y. by yakinsak ¢ift indisli seriler olmak {izere
k=0 k=0

lim Akl =0= lim bkl
k+l—o00 k+1l—00

esitligi saglansin. Bu durumda ) ag * by ¢ift indisli serisi agagida gosterildigi
k=0
gibi AB ye Cesaro toplanabilirdir. r, s herhangi pozitif reel sayilar ve r < s

olmak tlizere

n

Omn i= (1) Z Cy;  olup ml}LrEOO Omn = AB.

m
k=0 =0 nr<m<ns

Teorem 4.43 (ay;) ¢ift indisli bir dizi olsun. Bu durumda her regiiler yakinsak

oo o0
> by serisi igin Y ag * by, Cauchy garpimu ¢ift indisli serisinin regiiler yakimsak
k,1=0 k,1=0

[e.9]
olmasi igin gerek ve yeter sart > ay ¢ift indisli serisinin mutlak yakimsak ol-
k=0
masidir. Bu takdirde

S oo (50 (50)

k,1=0 k,1=0 k,1=0
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esitligi gercgeklenir.

Ispat. A = (Qmnkt) matrisinin her regiiler yakinsak ¢ift indisli diziyi regiiler
yakinsak c¢ift indisli diziye doniigtiirmesi icin gerek ve yeter sart Lemma 4.36

(i)-(iii) sartlarimn ve ayni zamanda
iv) Her sabit k i¢in Gy := lim)> anp meveut ve
m,n
Her sabit [ igin v; := lim> @k meveut olmasidir.
m,n L

Burada yakimsaklik, (ii), (iii) ve (iv) sartlarmin herbirinde regiiler oldugunu
gosterir. Bu durumda > ay, cift indisli serisi, Y 0 ve > v serileri mutlak
kol k ]

yakinsaktir ve herhangi (z;) regiiler yakinsak ¢ift indisli dizisi i¢in
lim[Ax],,, = (Oé + Z Qg — Z Br — Z ’Yl) lim x,,,, + Z QR Tkl
e k,l k l b K,
+ ; <5k — ; @kl) (11}11 ﬂUkl) + ; (’Yl - ; Oékl) (111?1 ﬂCkl)

elde edilir. A matrisi Teorem 4.37 nin ispatindaki gibi tanimlanirsa V(k,1) € N2

ve a =Y oy i¢in ag = B = v = 0 elde edilir. =
ol

Uyar1 4.44 i) Teorem 4.43 iin gereklilik kismi Cesari [24] tarafindan ispatlanmigtir.
Yeterlilik kismi ise Teorem 4.37 deki gibi asagidaki sekilde genisletilebilir.

Eger > ag * by Cauchy carpmu ¢ift indisli serisi her > by regiiler
k=0 k,1=0

yakinsak ¢ift indisli serisi i¢in sinirh yakinsak ise o zaman ) aj mutlak yakimsaktir.
k,l=0
Bunu gormek icin yalnizca her regiiler yakinsak ¢ift indisli diziyi sinirhi yakinsak

bir ¢ift indisli diziye dontigtiiren herhangi bir A matrisi i¢in Lemma 4.36 (i)
kogulunun saglanmasi gereklidir.

o0
ii) (i) de “Biitiin terimleri sifira egit olmayan ) ag ¢ift indisli serisi mut-
k,1=0

lak yakinsak ise simirli yakinsak bir > by ¢ift indisli serisi vardir 6yleki > ag;xby
k,1=0 k,1=0
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¢ift indisli serisi regiiler yakinsak degildir” ifadesi incelenmeye degerdir. Bunu

gormek i¢in Y ay mutlak yakinsak ve herhangi (ko,ly) € NZ i¢in ag,, # 0 ol-
e, 1=0

(o]
sun. k € Nj igin a; := ay, tammlansin. Y ay mutlak yakinsak ve ap, # 0
k,l=0

[o.¢] [o.¢]
dir. Buradan kismi toplamlar dizisi simirli ) by serisi meveuttur dyleki > ay, * by
k=0 k=0
iraksaktir.

by ,keNy ve [=0
bri:=9q b, keNy ve l=1y+1
0 ,keNy ve 1 €N\{0,lop+1}
tanimlansin. Bu durumda

k

o k
gty * by = E E e A E @itgbr—io = ax * by

i=0 ;=0 =0

olur. Bunedenle Y ag,*by, iraksaktir ve dolayisiyla > agxby; regiiler yakinsak
k,1=0 k,1=0
degildir.

Ornek 4.45 i) z,y € (—1,0) ve z +y = —1 olsun. (k,1) € N2 icin

k+1
k

ag = xkyl ve by =

segelim.  Bu durumda ) ay serisi mutlak yakinsak ve ) by serisi regiiler
k,l=0 k,I=0
yakinsaktir (mutlak yakmsak degil). (k,l) € N2 i¢in

i+ k4142
Crl = E E . aFyl = — 1| 2™

i=0 j=0 \ % k+1

[e.9]
olmak iizere ) ¢y Cauchy garpimidir.
k=0
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i) 2,y € (—1,1], a,a > 0 ve b,b € (—1,0] olsun. (k,1) € N2 icin

ay = $kyl ve by = x'y

k [ k l

segilirse bu durumda ) ag; serisi mutlak yakinsak ve Y by serisi regiiler yakin-
k=0 k=0
saktir (z =1 ya da y = 1 iken mutlak yakinsak degil). (k,[) € NZ igin

al (b a\ (b a+b) [a+b
i=0 j=0 \ ? k+1 J l—j k l
olmak tizere Y ¢y serisi bir Cauchy garpimidir.
k,1=0
iii) p € (0,2] olsun. (k,l) € N2 i¢in

(_1)kz+l

Akl ‘= 57 ve bkl = —<k T 1)p

okt

secilirse bu durumda > ay; serisi mutlak yakinsak ve > by, serisi regiiler yakin-
k=0 k=0
saktir (mutlak degil). (k,1) € N2 igin

H‘J 1 ko1 H—]
ZZQk1+l]Z+j+1 Qk-HZZ Z‘l‘]‘l'l

=0 7=0 =0 j=

olmak tizere Teorem 4.43 den Y ¢ Cauchy carpim serisi regiiler yakimsaktir.
k=0

Teorem 4.46 (ay;) ¢ift indisli bir dizi olsun. O halde her yakimsak > by, serisi
k=0

o
icin ) ag * by Cauchy garpim serisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
e, 1=0
{(k,1) € N2 : ajp # 0} kiimesinin sonlu olmasidir.

Ispat. Teorem 4.43 de oldugu gibi Teorem 4.37 nin ispatindaki benzer diigtince
ile istenilen sonug elde edilir. Yakinsak ¢ift indisli diziyi yakinsak ¢ift indisli diziye

doniigtiiren A = (mnk) matrisi igin alt1 gerek ve yeter koguldan biri : Vk € Ny
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icin dpg € Ny mevcuttur 6yleki m,n,l > pg iken oy = 0 ve VI € Ny icin
dqo € Ny mevcuttur 6yleki m,n, k > py iken aunp = 0 olur. Bu durumda Teorem
4.37 de tamimlanan A matrisi ile bu sart {(k,1) € N2 : ay; # 0} kiimesinin sonlu

olmasini gerektirir. Geriye kalan beg sartta otomatik olarak saglanir. m

4.3. CIFT INDISLI DIZI UZAYLARININ 3-DUALLERININ ZAYIF DIZISEL
TAMLIGI

Tanim 4.47 E herhangi bir dizi uzay1 olsun. x € m ve y € F icin koordinatsal

carpimlart z.y € F ise F ye solid uzay denir.

Kothe ve Toeplitz ’in klasikteki sonucu, eger E solid ise E? o(EF, E)-dizisel
tamdir geklindedir. Bennett ise bu sonucu monoton dizi uzaylarina genigletmistir.
Bircok yazar gliding hump metoduna dayandirarak dizi uzaylarina iliskin solid-
likten daha zayif ancak S dualinin zayif dizisel tamligini garanti eden ¢esitli
ozellikler tanimlamigtir. Bu bdéliimde benzer problemi ¢ift indisli dizi uzaylar

i¢in inceleyecegiz.

Cift indisli diziler i¢in yakinsaklik notasyonlari i¢cinde 8 duallerin farkh
sekilleri goz oniine ahmir. Iyi bilinen ve oldukca cok cahsilmig ti¢ yakinsaklik
notasyonu; Pringsheim yakinsaklik (p-yakimsak), siirh Pringsheim yakinsaklik
(bp-yakinsak) ( bir = (xy) dizisi p-yakmsak ve sup,,; || < oo ) ve regiiler
yakinsakliktir (r-yakinsak)( bir x = (xy,) dizisi p-yakinsak, lim, zx (I € N) ve

lim; zg; (k € N) mevcut).

Bir £ C Q ¢ift indisli dizi uzaymin §-duali, v € {p, bp, r} olmak iizere

EPW) = {u €eQ: VeeF, v— Zuklxkl =v— limZZuklmkl mevcut}

k,l k=1 I=1
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seklinde tanimlanir. Eger E D ® ise E ve EP®)

<.,.> : ExE") 5K,

(x,u) — v — Z Ukl Tkl
k,l

bilineer form altinda < E, E#®) > dual cifti elde edilir.

Tanim 4.48 F c¢ift indisli bir dizi uzay1 ve £ D & olsun. Eger Vx € F icin
vy = (zuyn) € E vey € {0, 1} (y € {e,e* : k € N}) ise E uzayma
monotondur (yari-monoton) denir. Agikga her monoton ¢ift indisli dizi uzay1 yar

monotondur.
4.3.1. Salmim Ozellikleri

Tamim 4.49 Eger ¢ de bir (y\%)) dizisi (¢;) indis dizisi icin agagidaki sartlari

sagliyorsa (y\)) dizisine (k;) indisine gore step 1-blok dizi denir;
(1) t3i-1 < t3; (Z S N),

, 0,k<ky ,yadak>ky, .,
(ii) yl(gj) — t3; t35+ (] c N), ygl) 2 O,
1, ke, <k <k,
(iii) kpy, , —1 < b < kyy Ve by, — 1 < k < ki, ( € N) igin (")

monoton

ve
(iv) ki <k < kiy1 (i € N) icin y = Yy (noktasal toplam) sabit .
J

Tanim 4.50 F D ¢ olsun. Eger her x € E ve herhangi (k;) indis dizisi igin bir
(k;) ye gore (y®)) step 1-blok dizisinin en az bir kuvvetli altdizisi (yani, N — {v; :
j € N} kiimesi N nin sonsuz alt kiimesi) var 6yleki yz € E olacak sekilde {—1, 1}

de bir (h;) dizisi mevcut ise bu durumda E dizi uzay: isaretli noktasal salinim
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ozelligine (isaretli P_.OSCP) sahiptir denir. Burada y := Y h;y™) dir.
J

Stuart [35] ve Swartz [36]'in ¢aligmalarindaki bazi sonuglar vektor degerli
dizi uzaylar i¢in gliding hump ve salinim 6zelliklerinin ¢ift indisli dizilere uygu-
lamasi ile ilgilidir. Fakat birgok c¢ift indisli dizi bu yolla ifade edilemediginden
bir E c¢ift indisli dizi uzay1 igin igaretli P_.OSCP tanimini genellestirecegiz ve
v € {p,bp,r} icin (E*™) o(E’™) E)) nin dizisel tamhigin calisacagiz. Uygunluk

acisindan burada kullanacagimiz birkag notasyonu verelim.
[u,p] ={keN:u<k<p} (u,p € Nyu < p)

T :=A{([u,p] X [v,s]) = ([u,r] X [v,t]) :u,v,p,r,8,t ENsp>r>u,s>t>0v}

olup Z nin
S(p,s,rt) = ([1,p] x [1,s]) = ([1,7] x [1,t]) CZ (p>r,s>t)

elemanlarindan olusan kiime Z! ile gosterilir. Z' de Vi € N icin 74, > p; ve

tit1 > s; ise bu durumda S(p;, $;, 74, t;); dizisi artandir denir.
Tanmim 4.51 ® deki cift indisli dizilerin bir (y¥) dizisi agagidaki sartlari saglasin.
i) 27 =y (i, k € N) olmak iizere (z9), (k;) ye gére step 1-blok dizisidir.
i) (k,0) € A(i+1,7) (i € N) i¢in y = Zy(j) noktasal toplami sabittir.
j

Bu durumda (y®) dizisine (k;) indis dizisine gore step 1-blok, dizisi denir.
Burada A(4, j) dizisi S(k; — 1,1, — 1,k; — 1,1; — 1) (i,j € N) dizisi yerine kul-

lanilmigtar.
Tanim 4.52 E D ¢ olsun.

i) Herhangi x € E ve (k;), (I;) indis dizileri igin (k;) ve (I;) ye gore bir (y®)

step 1-blok, dizisinin bir (y™*) kuvvetli altdizisi ve {—1, 1} de bir (hy,) dizisi var
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oyleki # := S hpy™x € E ise E dizi uzay1 1. mertebeden isaretli noktasal
i

salimm o6zelligine (isaretli P_.OSCP(1)) sahiptir denir.

i) Isaretli P_.OSCP(1) tammi ayni zamanda

n n
ZIQ ve eri (neN, z € k)
i=1 i=1

icin de saglanirsa E dizi uzayi isaretli P_.OSCP(2) e sahiptir denir.
Uyar1 4.53 a) Monotonluk = igaretli P_.OSCP(1) = isaretli P_OSCP(2).

b) Eger E dizi uzay1 yar1 monoton ise isaretli P.OSCP(2) — isaretli
P_OSCP(1).

Gergekten, z € E ve herhangi (k;), (;) indis dizileri i¢in igaretli P_OSCP(1)
tammmindan (k;) ve (I;) ye gore bir (y®) step 1-bloky dizisinin bir (™) kuvvetli
altdizisi ve {—1, 1} de bir (hy) dizisi vardir éyleki

T = Z hy™ e € E
k

dir. Bu nedenle herhangi sabit n € N i¢in

Z By ™) ( Z I6j> = Z zel € E
k j=1 j=1
ve ayrica
Z By () ( Z :Bej> = Z Te; €L
k j=1 j=1
elde edilir.

. s t
Ornek 4.54 CS, = {a: eN: (Z Zxkl) regiiler yakmsak} isaretli P_OSCP
s,t

k=11=1
e sahip yart monoton (monoton olmayan degil) ¢ift indisli dizi uzayidir.

Gergekten, bir z € CS, ve (k;), (l;) indis dizileri belirlensin. (k,l) €
A(i+1,4) igin y,g? =1 (i € N) ve diger durumlarda yi; = 0 olacak sekilde (k;) ve
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(I;) ye gore bir (y@) step 1-blok, dizisi géz oniine almsm. Simdi bir (m;) dizisi

secilebilir oyleki m; 1 > m; + 1 ve

P4
Z Zxkl <27 (p>m,q>n;(m,n) € N> —[0,m;]*i € N) (4.17)

k=m l=n

esitsizlikleri saglanir. ¢ € N ve N := maks{kn,,ln,} olsun. p > m,q >

n; (m,n) € N? — [0, N]? olacak sekilde her p,q, m,n € N i¢in (4.17) den

Sf: Z Tg| <2772

J=i |(k,l)eJ;

k=m l=n

elde edilir. Burada J; := ([m,p] — [n —q]) N A(m; + 1,m;) (j € N) dir. Boylece
7= Y y™xr € CS, (noktasal toplam) elde edilir. Bu ise CS, nin isaretli
k

P_OSCP ozelligine sahip oldugunu gosterir.
4.3.2. Isaretli P.OSCP ve Dual Uzaylar

Bir FE ¢ift indisli dizi uzayimin a-duali
EY={ueQ : zuel, (x€FE)}
olmak iizere E uzay1 i¢in

EB®) — pBr) — pblr) — pa

saglanir.

Teorem 4.55 B, cg D ¢ olacak sekilde bir matris ve z € cp agagidaki sartlardan

en az birini saglasin. Bu durumda

ni—1
i) (n;) indis dizisi olmak tizere lim » byzy # limpz,
b k=1
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= Q.

Zbkxk

k=1

ii)  sup
S

O halde bir (k;) indis dizisi vardir &yleki herhangi bir (k;) ye gore y®
step 1-blok dizisinin her y") kuvvetli alt dizisi i¢in yx ¢ cp elde edilir. Burada
y:= > h;y’" (noktasal toplam) h; € {—1,1} (i € N) dur.

Lemma 4.56 F bir cift indisli dizi uzay1 olsun. Bu durumda Ef® = EA®)
olmasi icin gerek ve yeter sart her z € E ve s € N icin ze® ve xe, nin PSP de

olmasidir.

Ispat. z € E, y € EP®F®) ve s € N olmak iizere

E klykl E LTksYks ve
k,l

E l‘es Ykl = E Ls1Ysl

k,l

elde edilir. m

Lemma 4.57 x = (x;) bir dizi ve her (k;) indis dizisi igin en az bir (my) indis
dizisi vardir 6yleki {—1,1}" de herhangi (h;) ve (k;) ye gore (y¥) step 1-blok

dizisi icin @ := Y hpy™)z € cs ise o zaman x € cs dir.
e
ispat. > & &k serisi raksak olsun. Tk olarak, eger

sup =00

t
Do
k=1

ise genelligi kaybetmeksizin bir (k;) indis dizisi segilebilir 6yleki &y = 1 ve

kit1—1 ki—1
§R< > xk> >i+ Y |ul (i€N) (4.18)
k=1

k=k;

esitsizligi saglanir. Simdi, (k;) ye gore herhangi bir (y*)) step 1-blok dizisi be-

lirleyelim 6yleki (y99)), (y¥) nin bir alt dizisi olsun. Her (h;) € {—1,1}" igin
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z:= > hyY)a # cs oldugunu gosterecegiz.
i

t:= t3j,+1 g0z Oniine alimirsa (4.18) ve z nin tanimindan

ki—1 kfsj,--u_l ktSji—l_l
(4:)
E 2| > |hil E Tryy | — E 2
k=1 k=kty, k=1
ktSji_l kt3ji*1_1
>R E x| — E |k > t35, > 00 (i = N)
k=kty, | k=1

elde edilir. Boylece z ¢ cs olur.

Ikinei olarak ise (m;) ve (n;) indis dizilerini ele alalm Syleki
lim Z T # lim Z T
=t -
olsun. B = (b;;) matrisi

l,kgmz
b == (ZEN)
O,k>mi

seklinde tanimlansin. Bu durumda = € cg ancak
i
lim brx limpx
] ; ko, 7 limp

dir. Boylece Teorem 4.55 ten bir (k;) indis dizisi bulunabilir 6yleki (k;) ye gore

(y) step 1-blok dizisinin her alt dizisi (yV*) icin

z:=yx & cp

elde edilir. Dolayisiyla >z wraksaktir. Burada y := > hgyV?) ve h; € {—1,1}
k i
(i eN)dir. =

Onerme 4.58 F D & dizi uzay: isaretli PLOSCP(2) ézelligini saglasm. Bu du-
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rumda

EB(r) — EBr) — pBK)

esitligi saglanir.

Ispat. Lemma 4.56 dan her z € E ve herhangi s € N icin ze®, ze, € EF®E®) dir.

s = 1 olsun. E nin isaretli P_.OSCP(2) olmasi her z € E ve y € EF®
i¢in x := (yg1251) dizisinin Lemma 4.57 nin sartlarini saglamasini gerektirir. Bu
nedenle > zp1yx1 serisi yakinsaktir; yani ze! € EP®S®) dir. Ayni yontemle ze; €

k
EB®)A@) oldugu ispatlanabilir.
{2¢%,2¢, : z2€E, s=1,...,n—1} c BPPAP

oldugunu varsayalim ve her z € E icin ze" ve ze,, dizilerinin £8P de oldugunu
gosterelim. (k;) herhangi indis dizisi olsun. FE igaretli P_.OSCP(2) oldugundan
(k;) ye gore bir (y®) step 1-blok, dizisinin bir (y™*)) kuvvetli alt dizisi ve (h;) €

{—=1, 1} mevcuttur éyleki

k J=1

igermesi saglanir. Tiimevarimsal varsayimla

n—1
SN et € BAS0)
=1 k

oldugundan Ze” € EF®S®) dir. m

Ornek 4.59

CS) = {x €N : Z <Z Z‘kl> yakmsak} (n e N)
ko \i=1

uzay1 isaretli PLOSCP(1) e sahiptir ancak (CS?)*®) # (CS2)P™) (n > 1) dir. Bu
nedenle CS)' uzay isaretli P_.OSCP(2) e sahip degildir.
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(ki) ve (I;) indis dizileri olsun. Herhangi z € CS} igin

ki1 n
PAREES Z Z:ckl =0 (1— o)
k=k;+1 =1

elde edilir. O halde m;,; > m;+ 1 olacak gekilde bir (m;) indis dizisi vardir 6yleki

3" 2(mi) yakinsaktir. Buradan

. 1, (k1) € A(i+1,i)

0 , diger durumlarda
olmak iizere Y y™)z € CS, dir. Bu nedenle CS} isaretli P_.OSCP(1) e sahiptir.

(CSp)PP) = (CSP)PM) = & fakat (CSP)P® # & dir. Gergekten, k € N
vel=1,2,...,ni¢in (Ygs1n)ks = 0 ve yx; = 1 olacak sekilde y ¢ift indisli dizisi
(CSM)P®) dedir.

Ornek 4.60 E cift indisli dizi uzaymm isaretli P_OSCP(2) olmas1 E* = EA®)
esitligini gerektirmez. Ornegin, (CS,)* = L, olup (CS,)?®) = BV dir.

4.3.3. P_OSCP ve o(E?, E) nin Dizisel Tamhg1

Teorem 4.61 B ii¢c boyutlu bir matris ve & C cg) olsun. Bu durumda z € cg)

agagida verilen gsartlardan en az birini saglasin.

Yi 6
(i)  c:=lm> > byxy # limpxr =: d

! k=1i=1
olacak sekilde (v;) ve (6;) indis dizileri vardir.

> > bijTi

i=1j=1

(i) Vs,teN : sup

m>s
n>t

= Q.

Bu durumda (k;), (I;) indis dizileri mevcuttur dyleki herhangi bir (k;) ve (;) ye

Burada y := Y hiyV) ve h; € {~1,1} (i € N).
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Ispat. (ii) de genelligi kaybetmeksizin (v;) ve (0;) indis dizileri segilebilir 6yleki

v1 =09, =0 ve
Yit1 dit1 Yo 5
la;| = Z Zbklxkl — Zzbkzxm >i (ieN)
k=1 1=1 k=1 1=1

dir. Simdi (i) ve (ii) i¢in

Yit1 Git1 Yi 6
Qi = E E bukiTr — E E bowir  (i,n € N)
=1 =1 =1 =1

notasyonu kullamlsin. Bu durumda a; = lima,; (i € N) ve 1 e esit tiim eleman-
lariyla z dizisi ¢4 dadir ve Teorem 4.55 deki (i) ve (ii) kosullarindan birini saglar.

Buradan bir (m;) indis dizisi vardir 6yleki herhangi bir (m;) ye gore (w”) step

toplam) elde edilir. Burada h; € {—1,1} (i € N) dir.

Simdi k; 1= v, ve l; := dp, (i € N) tammlansin ve (k;), (I;) ye gore
herhangi y*) step 1-blok, dizisi goz éniine alinsin. i,s € Nve k = my,, ..., me1—1

icin w,(:) = y,(c?ls alinarak (m;) ye gére bir (w®) step 1-blok dizisi elde edilir.

Herhangi (h;) isaret dizisi ve herhangi (j;) indis dizisi almsm ve w := > hw?

tanimlansin. Bu durumda y := Zhiy(ji) i¢in

DUTRES SUCIMETES STD DR v e
k,l i i

(kD) EA(t35,+1,t35;,—2)

Mig;. —2
_ (Ji) _
= E hi E AWy = g Qs W
i k=g, !

elde edilir. Bu nedenle yx ¢ cg) dir. m

Teorem 4.62 F D & igaretli P_.OSCP(1) e sahip ¢ift indisli dizi uzay1 olsun. Bu
durumda (E°®), o(EP®) | E)) dizisel tamdir.
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Ispat. (y™) dizisi (E®), o(E?®) E)) de bir Cauchy dizisi ve koordinatsal limiti

y olsun. Ispat icin teoremin aksi kabul edilsin, yani
y ¢ Ef®  yada y™ sye 0<E6(p)’ E)

olsun. B = (byx) 3 boyutlu matrisi b,y = y,(;;) (n,k,l € N) olacak sekilde

tanimlansin. Bu durumda
FE C C(E];) ve bnkl = lim bnk’l = Yl (k’l c N)

olur. Ayrica kabulden Teorem 4.61 (i), (ii) sartlarindan en az birini saglayan bir
x € E mevcuttur. Bu nedenle F dizi uzay1 P_.OSCP(1) e sahip degildir. Bu ise
celigkidir. O halde (E°®) o(ES®) E)) dizisel tamdir. m

Sonug 4.63 E D & isaretli P_.OSCP(2) e sahip ¢ift indisli dizi uzay: olsun. Bu
durumda (B o(EPM) E)) ve (ES®P) o(ES™) E)) dizisel tamdr.

Uyar1 4.64 Bir FE cift indisli dizi uzaymm igaretli P_.OSCP(1) e sahip olmasi
(BP0 o(EP") E)) ve (E°®P) o(EP") E)) nin dizisel tam olmasi icin yeterli
degildir. Ornek 4.59 de n > 1 ic¢in CS) nin igaretli P.OSCP(2) e sahip ve
(CSp)AP) = (€SP = @ oldugu gosterildi. Bu durumda (®,0(®,CS”)) dizisel

tam degildir.

Sonug 4.65 E, F' D & cift indisli dizi uzaylar1 ve A, B ise 3 boyutlu matrisler
olmak tizere

E+FCcff)ﬂcg)

igermesi saglansin. O halde eger A ve B matrisleri F' lizerinde tutarh ve E dizi

uzay1 isaretli P_.OSCP(1) e sahip ise A ve B matrisleri F + F' iizerinde tutarhdir.
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Ispat. E dizi uzay isaretli P_OSCP(1) e sahip ve E C c(f) N cg) icermesi

saglandigindan
limyz = Zaklxkl = Zbklxkl = limpgx (l‘ € E)
el ol

dir. Yani A ve B matrisleri F lizerinde tutarhidir. Bu nedenle A ve B matrisleri

E + F lizerinde tutarhidir. m

4.3.4. Kuvvetli P.GHP ve §(r)—Kesitsel Yakinsaklik

Boos ve Fleming ([20], [21]) kesitsel yakinsak bir FK-uzaymm kuvvetli
P_GHP e sahip oldugunu gostermistir. Bu kisimda benzer sonuclar ¢ift indisli

diziler icin gosterilecektir.

E bir FDK-uzay1 ve
s t
gt = Z Zxklekl (s,t € N)

k=1 =1

olmak tizere
Sp:={z€kE : (2N, — 2 € E (r-yakimsak) }

uzayl tamimlansin. Burada E tizerine r-yakinsaklik tanimi reel ya da kompleks

terimli ¢ift indisli dizilerde r-yakinsaklik tanimiyla aynidir.

Sg uzayr yart monotondur. Eger ' = Sg ise bu durumda E uzayina

AK(r)-uzay1 denir.

Tanim 4.66 @ de cift indisli dizilerin bir (y®) dizisi igin I; dizisi Z* de artan bir
dizi olmak tlizere

y = > g (ieN)
(k,1)el;
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ise bu durumda (y*) dizisine blok, dizisi denir.

Tanim 4.67 E yar1 monoton bir ¢ift indisli dizi uzay1 olsun. Herhangi z € E ve

sup || y¥) [[sy< oo
J

kuvvettli P.GHP e sahiptir denir.

Teorem 4.68 E uzay1 bir FDK-AK(r)-uzay1 ise E uzay1 kuvvettli P.GHP e

sahiptir.

Ispat. Kabul edelim ki p,(z) < p,y1(z) (z € E,r € N) olmak iizere E uzaymm
FDK-topolojisi p, (r € N) yarmormlariyla olugturulsun. E bir AK(r)-uzay:

oldugundan her z € E igin

p

q
Ve >0,re NNAINeN : p, <Z Zxklekl> <e (4.19)

k=m l=n

(p>m,n>gqg;m>Nyadan>N)

elde edilir. ") dizisi

M :=sup || Y9 ||gy< oo
J

olacak sekilde bir blok, dizisi olsun. Bu durumda (m;), (¢;), (n;) ve (¢;) indis

dizileri mevcuttur oyleki m; < n; < mj1, t; < q; < tjy1 ve
7, qj m; tj
y(J) - Z Zyl(cjl)ekl _ Z Zy’i]l)ekl (j c N)
k=1 I=1 k=1 =1

dir. (4.19) dan

m+p n4v
sup p, (Z Zxklekl> <27¢ (m>m;, yadan>t;;0cN) (4.20)
v

k=m l=n
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olacak gekilde bir (j,) indis dizisi segilebilir.

Simdi ise
(Z ny@)) (4.21)
e=1 v

dizisinin E de bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim. Béylece Y zyUe) € E (nok-
0

gecerli olacagindan E uzay1 kuvvetli P_.GHP e sahiptir.

Sabit 7 € N ve v > r i¢in v, s € N olsun. Eger m > n;, . ve n > g, ise

¢ift indisli Abel dontigimi

Njo 9o Mo tjg

j kl j kl

el D] D WY)a)ue ve po| D0 D (WU)a)ue
k=1 I=t;,+1 k=my,+1 1=1

(o =wv,...,v+ s) igin kullamlarak

i

v+s [mvn] v+s .7
14
pe| | Dy < ) max sup p [ D> Y awet |,
1<i<n;
=v =v —"=""le k=1l1l=t; +1
¢ e tj,+1<i<dj, de ™

%

J
oL D DED DL A B

ML ke 1=
v+s
< MZ 97e < 9 vty
o0=v

esitsizligi elde edilir. Buradan

v+s v+s [m,n]
Dy <Z xy(j‘-’)> — Lilngpr (Z xyjé’) < 92-vH g
o=v o=v

elde edilir. Bu ise (4.21) dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gésterir. Boylece ispat

tamamlamir. m

Uyar1 4.69 E D ® bir FDK-uzay1 ise Sg uzay1 kuvvetli P_.GHP e sahiptir.

Gergekten; E nin FDK-topolojisi {p, : r € N} yarmormlariyla olugturulursa ayni
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yontemle ispatlanabilir ki p;(z) := sup p;(zl™") (z € Sg) ile tammh {p, : i € N}

m,n

yarmorm ailesi ile olugturulan topolojiyle Sg uzay1 bir FDK-AK(r)-uzayidir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

51. SONUCLAR

1. Toplanabilme teorisinde ¢ift indisli dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin toplan-

abilirlik alanlarimin FDK-topolojik yapisi verilmistir.

2. Daha sonra Wilansky'nin ([1], [2], [3]) matrisler i¢in yaptigi Conull
ve Coregiiler simflandirmasinin FDK-uzaylarma Zeltser ([14], [15], [16], [17])

tarafindan aktarilmasi ele alinmigtir.

3. Ayrica Zeltser tarafindan 2001, 2002 ve 2009 yillarmndaki ([14], [15],
[16], [17]) ¢aligmalarna iliskin sonuglarin ortaya konulmasimin yanisira FDK-

uzaylarinin dualleri ve conull olmasina iligkin 6nemli sonuglar verilmistir.

4. Cift indisli dizi uzaylarinin salinim o6zellikleri ve dualleri verilmigtir.
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5.2. ONERILER

Bennett [5] ve Osikiewicz [31] de verilen tanim ve teoremler ¢ift indisli

diziler icin genigletilebilir.
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