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KOROVKIN DiZi UZAYININ FONKSIYONEL OZELLIKLERI

Halil ibrahim YAMAN

0z

Bu calismada [0,1] kapali araliginda siirekli fonksiyonlar uzayi {izerinde
taniml1 operatdrlerden olusan diziler ele alindi. Bu dizilerin elemanlart Bohman-
Korovkin Teoreminin kosullarin1 bir sabit carpan1 farkiyla saglayan regiiler
operatorlerdir. Bu dizilerin olusturdugu ailenin bir lineer uzay oldugu gosterildi. Bu
uzayin tam olan bir alt uzay1 elde edildi. Bohman-Korovkin Teoreminin kosullarini
saglayan, pozitif ve lineer operator dizilerinin olusturdugu kiimenin bu tam alt uzay
iginde bir konik olusturdugu ispatlandi.

Anahtar Kelimeler: Bohman-Korovkin Teoremi, Bernstein Operatorleri, Pozitif
Lineer Operatorler, Regtiler Operatorler.
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FUNCTIONAL PROPERTIES OF THE SPACE OF KOROVKIN
SEQUENCES

Halil Ibrahim YAMAN

ABSTRACT

In this research, the sequences consisting of operators defined on the space
of continuous functions on the closed interval [0,1] was studied. The elements of the
sequences are regular operators providing the conditions of Bohman-Korovkin
Theorem, with a constant factor difference. It was shown that the family consisting
of those sequences is a linear space. A complete subspace of this space was obtained.
It was proved that the family of the sequences of positive and linear operators by
providing Bohman-Korovkin Theorem of conditions, which created a cone in this
complete subspace.

Keywords: Bohman-Korovkin Theorem, Bernstein Operators, Positive Linear
Operators, Regular Operators.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

: Dogal sayilar kiimesi

:Nu{0}

: Reel sayilar kiimesi

: Negatif olmayan reel sayilar kiimesi

: Kapal1 ve smirli aralik

. Acik ve smirl aralik

: [a,b] arahginda sinirh fonksiyonlar uzay:

: [a,b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay

: [a,b] arahiginda siirekli ve pozitif reel degerli fonksiyonlar uzay:
: X uzayindan Y uzayina tanimli sinirli lineer operatdrler uzayi
: C[a,b] iizerinde taniml pozitif lineer operatorler ailesi

: Reguler operatorler ailesi

. Bir reguler operator dizisi

- Quasi-pozitif lineer operatorler ailesi

: Hemen hemen pozitif lineer operatdrlerin ailesi

: Korovkin dizilerinin olusturdugu kiime

: Pozitif Korovkin dizilerinin olusturdugu kiime
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1. GIRIS

Yaklasim Teorisinin amacglarindan biri olan kompakt aralikta siirekli bir
fonksiyona polinom dizileriyle yaklasimin varligi, uygulamalarda karsilasilacak zor
ve zaman alic1 sorunlarin kolay ve kisa zamanda ¢6ztimii i¢in dnemlidir. Bu yondeki
ilk adim 1854 yilinda Chebyshev tarafindan, verilen bir polinomun belli dereceden
polinomlar sinifi i¢inde bir fonksiyona diizgiin norma gére en yakin olup olmamasi
durumunu ortaya koyan kriteri vermesiyle atilmistir. Chebyshev’in arastirmalari bir
buhar motorunun dogrusal hareketini bir tekerlegin dairesel hareketine doniistiiren
aygitlarin ¢aligmasinda verimin en yiiksek dolayisiyla hatanin minimize edilmesine

hizmet ediyordu.

K. Weierstrass tarafindan 1885 yilinda, siirekli bir fonksiyona cebirsel
polinomlarla yaklagmanin miimkiin olduguna dair bir teorem verilmistir.
Matematiksel analizde Yaklasim Teorisinin Temel Teoremi olarak adlandirilan s6z
konusu teorem, sonlu [a,b] araligi tizerinde siirekli olan herhangi bir f
fonksiyonuna s6z konusu aralikta diizgiin yakinsayan polinomlar dizisinin varlig
Uzerinedir. Yaklasim Teorisinin Temel Teoreminde verilen bir surekli fonksiyona
yaklasan fonksiyonlarin sadece varligr hakkinda bilgi verilirken; 1912 yilinda S. N.

Bernstein yukarida bahsi gecen polinomlarin fonksiyonlarla iligkisini ortaya koyarak,

Weierstrass Teoreminin basit bir ispatini vermistir. [0,1] araliginda siirekli bir

fonksiyona diizgiin yakinsayan bir polinomlar dizisinin terimlerini

Bn(f;x)zgf(%](mxk(l—x)”k, neN,

seklinde tanimlamugtir. B, (f) polinomuna f fonksiyonunun n. Bernstein

polinomu denir. B, operatorleri tanimli olduklari smirli fonksiyonlar uzayinda

pozitif ve lineerdir. S6z konusu operatorlere Bernstein operatorleri denir. 1951
yilinda H. Bohman ve 1953 yilinda P. P. Korovkin fonksiyon uzaylar iizerinde
taniml1 pozitif lineer operator dizilerinin yaklagim teorisindeki uygulamalar1 {izerinde

onemli arastirmalar yapmistir. Kapali aralikta siirekli bir fonksiyona diizgiin
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yakinsayan operatorler igin basit bir kriter veren Bohman-Korovkin teoremine gore;

[a, b] araliginda taniml siirekli bir fonksiyona verilen pozitif lineer operatdr dizileri

altindaki goriintiilerinin s6z konusu siirekli fonksiyona diizgiin yakinsayabilmesi i¢in

gerek ve yeter kosul 1, x, x* fonksiyonlarmin her birinin goriintiilerinden olusan
dizilerin kendilerine diizgiin yakinsamasidir. Bernstein operatorleri Bohman-
Korovkin Teoreminin kosullarin1 saglar. Bu temel c¢alismadan sonra siirekli
fonksiyonlara diizgiin yakinsayan polinomlar veya daha genel olan tam fonksiyonlar

dizisi olusturmak i¢in ¢ok sayida pozitif ve lineer operatorler insa edilmistir.

Bu calismada tiim bu operator dizilerini daha genel 6zellige sahip olacak
sekilde bir smifta toplayip olusturulan smifin bazi1 fonksiyonel Ozelliklerinin
incelenmesi amaglanmistir. Bu ¢ercevede her biri pozitif ve lineer operatérleri iceren
reguler operatorler, quasi-operatorler ve hemen hemen pozitif lineer operatorler

simiflarinin  tanimlar1  ve aralarindaki iliskiler verilmistir. Her neN igin

R, € R [0,1] (regiiler operatorler sinifi) ve e (x)=x' (i e N,) olmak lizere

JieR, Vi=012 igin lim|

n—o

R, (ei ) s ﬂ’(ei )”[0,1] =0

kosullarmi saglayan R ={R_} dizisine Korovkin dizisi adi verilir. Yukarida elde
edilen 4 sayisma R ={R,} dizisinin yaklasim carpani denir ve her bir dizi i¢in tek
tarli bulunur. K, [0,1] sembolii ile temsil edilen Korovkin dizileri ailesi bir reel

lineer uzay olusturur. Bu uzaya bazi kisitlayici kosullar eklenerek elde edilen

n PI"I_

Kc[0,4]={R={R,}={R —P }eK [0.1]: 3M >0, sup,

<M|

alt uzayinda bir norm tanimlanip bu uzayin tamhigi incelenmistir. Sonu¢ olarak da
Bohman-Korovkin Teoreminin kosullarini saglayan operator dizilerinin olusturdugu
ailenin bu uzayda bir konik oldugu tespit edilmistir. Tm bu sonuglar tezin Bulgular

ve Tartisma boliimiinde agiklanmuistir.

Tezin Materyal ve Metot kisminda; Cauchy kriterinden, lineer (vektor) uzay

olma, normlu lineer uzay olma, tam olma (Banach uzayi olma) kosullarindan,
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operatdr ¢esitlerinden, operatorlerin  sinirliligindan, fonksiyon ve operator
normlarindan, baz1 fonksiyon, dizi uzaylar1 ve Ozelliklerinden, yaklasimin temel
teoremi olan Weierstrass Teoremi, Bohman-Korovkin Teoremi ile ispat1 ve Korovkin
Teoremindeki test fonksiyonlarmin gerekliligi gibi matematiksel analiz ve
fonksiyonel analizde karsilasilabilecek bazi temel tanimlar, teoremler ve 6zellikler

verilmistir.

Bu calismanin Bulgular ve Tartisma boliimii dort alt kisma ayrilmustir. Ilk
kisimda regiiler operatorlerden, ikinci kisimda hemen hemen pozitif operatorler igin
yakinsaklik 6zelliklerinden, iiclincli kisimda Korovkin dizi uzaylarindan ve son
kissmda da Pozitif Korovkin dizi uzaylarindan bahsedilmistir. Bdylece tez
calismamizin amaci olan Korovkin dizi uzaylariyla ilgili bazi kisitlamalar yaparak
s6z konusu uzayin lineer (vektdr) uzayr olma, normlu lineer uzay olma, Banach

uzayi olma ve konik olma gibi fonksiyonel 6zellikleri arastirilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Fonksiyonlar Teorisinin en Onemli uygulamalarindan olan Yaklagim
Teorisinin temel amaci bir fonksiyon uzayimnin elemanlarin belirli bir normda bu
uzayin bir alt uzaymin elemanlarindan olusturulmus dizilerin limiti seklinde
gosterimini  bulmaktir. Baska bir deyisle siirekli bir fonksiyona, bir polinom
fonksiyonu dizisiyle yaklasimin miimkiinliigiiniin tespiti ve ispat1 yaklasim teorisinin
en onemli amaglarindan birisidir. Yaklasim Teorisi’nin Onciilerinden sayilan P. L.
Chebyshev [1] 1854 yilinda, bir polinomun verilen polinomlar sinifi iginde bir
fonksiyona diizgiin norma gore yakinsak olup olmadigini belirleyen bir kriter
vermistir. K. Weierstrass [2] 1885 yilinda yaymnlanan “Uber die Analytische
Darstellbarkeit Sogenannter Willkirlicher Funktionen Einer Reelen Veranderlichen”
adli ¢alismasinda siirekli fonksiyonlara polinomlarla yaklagimin miimkiin oldugunu

gosteren dénemli bir teorem vermistir. Teoreminde f, R {izerinde sinirh ve siirekli

olmak Uzere

()]
Wn(f;X):\/gje 2 f(t)dt, X & (—o0,+),

ile tanimli {W, (f)} fonksiyon dizisinin soz konusu fonksiyona R izerinde

noktasal; kapali ve simirli araliklar {izerinde ise diizgiin yakinsak oldugunu
gostermistir. 1908 yilinda E. Landau [3], Weierstrass Teoremi’nin baska bir ispatini

vermistir. E. Landau ispatinda terimleri ,

seklinde tanimli bir polinom dizisi kullanmistir. Weierstrass Teoremi’nin verilen

ispatlar icerisinde en onemli olanlardan bir tanesi 1912 yilinda S. N. Bernstein [4]

tarafindan verilmistir. f [0,1] aralig1 lizerinde sinirh bir fonksiyon olmak iizere ,
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bi¢ciminde polinomlar dizisi tanimlanmistir. Bernstein bu polinom dizisinin [0,1]

araliginda stirekli f fonksiyonuna diizgiin yaklasilabilecegini ispatlamistir. Bu

polinom dizisinin elemanlarina Bernstein polinomlar1 denir. Yaklagim Teorisi’nin

temel teoremi olarak adlandirilan Weierstrass Teoremi’nin yukaridaki ispatlarinin
disinda pek ¢ok ispati daha vardir. Bernstein’in B, ( f ;.) dizilerini olusturma teknigi

pozitif lineer operatorlere yaklasimin ilk adimidir. Daha sonraki yillarda kapali bir
aralikta siirekli fonksiyonlara yaklasabilmek i¢in pozitif lineer operatér yaygin olarak

kullanilmistir. 1930 yilinda L.V. Kantorovich [5] tarafindan

" (n ) (k+1)/(n+1)
K, (f;x)=(n+1) (ijk(l—x)” j f(t)dt, 0<x<1

k=0 k/(n+2)

operatdrleri tanimlanarak, [O,l] aralig1 lizerinde integrallenebilir fonksiyonlar sinifi

icin Bernstein Teoremi genellestirilmistir. K, operatoriine Kantorovich operatorleri

denir.

1952 yilinda H. Bohman [6],

L, (f:x)=>"f(t,)u (x), xe[0,1], 0<t,, <1, neN
k=0
seklinde olan pozitif lineer operatorler dizisinin [O,l] arahginda stirekli f
fonksiyonuna diizgiin yakinsakligi hakkinda olduk¢a kullanigh bir kriter vermistir.

Ancak bu tipteki operatorler f fonksiyonunun [0,1] araligi disindaki degerlerinden

bagimsizdir. 1953 yilinda P. P. Korovkin [7-8], H. Bohman’nin sonucunu genelleyen

ve pozitif lineer operatorler teorisini derinlestiren bir c¢alisma sunmustur.
Caligmadaki kritere gore; keyfi bir {Ln(f)} pozitif lineer operatér dizisinin f

fonksiyonuna kapali ve sonlu bir aralikta diizglin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
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kosul her i=0,1,2 icin {L,(e)} dizisinin ilgili aralikta e fonksiyonuna diizgin
yakinsamasidir. Burada e, ’ler €, (X) =X, ie N, ile taniml test fonksiyonlaridir. S6z

konusu kriter sirekli fonksiyonlara pozitif lineer operatorlerle yaklasim teorisinin
temelini olusturur. Bohman-Korovkin Teoremini gergekleyen diger operator dizileri
Bernstein operatorlerinin bulunma yontemleri kullanilarak elde edilmistir. Bu yiizden
Bernstein polinomlar1 pozitif lineer operatdrlerle yaklasim teorisinin olugmasinda
cok Onemli bir yere sahiptir. Ayrica pozitif lineer operatér dizileri yaklagim
teoreminde en iyi yaklagim sonucglarini vermese de polinomlarin agik olarak

yazilabilmesine imkan sagladigindan oldukga kullanighdir.

1969 yilinda D. D. Stancu [9], Bernstein operatoriinii asagidaki sekilde

genellestirmistir;

k=0 n+p

pn<a,ﬂ>(f;x):i(rk‘jxk (1-x)" f(k”], 0<a<p.

Aciktir ki @ = =0 durumunda Bernstein polinomlari elde edilir. Bu operatorlere

Stancu operatorleri ad1 verilir.

Bohman-Korovkin Teoremi reel eksenin sonlu ve kapali araliklarinda
verilmistir. Sonlu olmayan araliklarda ise pozitif lineer operatorler ile yaklasim
kosullarint ilk olarak 1974-76 yillar1 arasinda A. D. Gadjiev[10] ve Z. Ditzian [11]

agirlikli fonksiyon uzaylarinda aragtirmiglardir.

Son yillarda pozitif olmayan bazi lineer operator dizileri icin Korovkin tipi
teoremleri Uzerine arastirmalar yapilmigtir. 1991 yilinda T. Nishishiraho [12] quasi-
pozitif operatorleri tanimlamis ve onlarin yaklagim 6zelliklerini incelemistir. 1993
yilinda M. Campiti [13] ise konveks-monoton operatorler {iizerine arastirmalar
yapmustir. 2010 yilinda O. Nowak [14] hemen hemen pozitif lineer operatorler dizisi
icin Korovkin tipi teoremi ispatlamistir. Ayrica bu operator dizilerinin quasi-pozitif

operator ve diger regiiler operator dizileri arasindaki iligkileri agiklanmugtir. [14]
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde, matematiksel analiz, fonksiyonel analiz, yaklasim teorisi ile
ilgili baz1 konu ve kavramlarin yani sira yaklasimim temel teoremine, reguler
operatOrlere, pozitif lineer operatorlere ve pozitif lineer operatorlerin dizgin

yakinsaklik konusunda sagladig yararlara deginilecektir.
3.1. ON BILGILER

3.1.1. Tamm. f, (a,b) acik arahiginda taniml reel degerli bir fonksiyon ve
X, €(a,b) olsun. Herhangi bir &£>0 sayisina karsihik |x—x|<5 iken
|f(x)— f(x)|<e olacak sekilde bir &=0(g,%) sayist bulunabiliyorsa f

fonksiyonu x, noktasinda siireklidir denir [15].

3.1.2. Tanim. f, (a,b) acik araliginda tanimh bir fonksiyon olsun. f ,
fonksiyonu (a,b) acik araligimin her noktasinda siirekli ise f fonksiyonu (a,b)

araliginda siireklidir denir [15].

3.1.3. Tanim. f, (a,b) agik arahinda tamiml bir fonksiyon ve x, €(a,b)
olsun. Her bir &>0 sayisna karsilk 0<x—X,<d (-0 <x—X,<0) iken
|f(x)— f(x,)|<e olacak sekilde bir &=0(g,%)>0 sayist bulunabilirse f

fonksiyonu x, noktasinda sagdan (soldan) siireklidir denir [15].

3.1.4. Tamm. f, [a,b] kapali arahiginda tanimli bir fonksiyon olsun.
f, (a, b) acik araliginda siirekli x = a noktasinda sagdan ve X =b noktasinda soldan
stirekli ise f fonksiyonu [a,b] araliginda siireklidir denir. [a,b]araliginda siirekli,

reel degerli tiim fonksiyonlarmn smifi C[a,b] ile gosterilir. [15]

3.1.5 Teorem. f, (a,b) acik arahiginda surekli bir fonksiyon olsun.

Herhangi bir & >0 saysina karsilik X' —x"

< & kosulunu saglayan her x',x" e(a,b)
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igin | f(x)— f(x")| <& olacak sekilde bir §=5(s)>0 sayist bulunabiliyorsa f

fonksiyonu (a,b) araliginda dtizgtin sureklidir denir. [15]

3.1.6.Tanim. f, Ac R kiimesinde tanimli bir fonksiyon olsun. Bir M >0

ve her x e A igin | (x)|<M oluyorsa f fonksiyonu A kiimesi iizerinde sunuriidir
denir. A iizerinde sinirli tiim fonksiyonlarin kiimesi B(A) ile gosterilir. Ozel olarak

A=[a,b] icin bu kiime B[a,b] ile temsil edilir [15].

3.1.7. Teorem. Kapal1 bir aralikta siirekli olan her fonksiyon o aralikta ayni

zamanda duizgin streklidir. [15]

3.1.8. Teorem (Ara Deger Teoremi). f «C[a,b] olsun. [a,b] arahiginda
X <X, Ve f(x)= f(x,) olacak sekilde x;,x, noktalar verildiginde f fonksiyonu,

(%, x,) araliginda f(x,) ve f(x,) araligindaki her degeri en az bir defa alir [15].

3.1.9. Tanim. Eger Ac R kiimesi ustten (alttan) sinirli bir kiime ise ist
smirlarin en kiigtigiine (alt siirlarin en blyigiine) A ’nin supremumu (infimumu)

denir ve sup A (inf A) ile gosterilir.

3.1.10. Onerme. [15] Ac R smnirh kiimesi icin inf A=m ve supA=M

olsun. Bu durumda

I. vVxeAigin x<M;
ii.  Ve>0 icin x>M —¢& olacak sekilde bir X € A vardir;
iii.  VxeAicin x>m’dir;

Iv. Ve>0 igin X<m+¢ olacak sekilde bir X € A vardr.

3.1.11. Teorem. f eC[a,b] ise f fonksiyonu ,[a,b] kapali araliginda
siirlidir [15].
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3.1.12. Teorem. f eC[a,b] ise f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda en

biiyiik ve en kiigiik degerini alir [15].

3.1.13. Tanim. Tanim kiimesi dogal sayilar olan fonksiyona bir dizi denir.

f, bir dizi ise her bir n dogal sayisina bir a, sayis1 karsilik geleceginden f dizisi

{an}:)=1 seklinde gosterilir. Diziler goriintii kiimesine gore adlandirilir [15].

3.1.14. Tamm. {a,}  dizisi verilsin. Bir kesin artan {n,}  dogal sayi

dizisi icin elde edilen {ank }:;1 dizisine {an}:=1 dizisinin bir alt dizisi denir. [15]

3.1.15. Tanim. {an}:;l bir reel say1 dizisi olsun. Bir M >0 var dyle ki her
neN igin |a |<M oluyorsa bu diziye bir sinrli dizi denir. Biitin sirh dizilerin

kiimesi ¢_ semboliyle gosterilir [15].

3.1.16. Onerme. ¢, reel terimli biitiin sinirh dizilerin kiimesini olusturmak

Uzere {X,}€(, ise supx, ve infx, vardir. supx, = e, Ve inf x, = 43, olmak tzere

n>k

{a} azalan, {B,} ise artan bir dizidir [16].

3.1.17. Tanim. {Xn} el olmak Uzere

i inf o =lima, =inf (supxn) sayistna {X,} dizisinin st limiti denir ve

n>1 n>k

lim x, yada limsupx, ile gosterilir.
n—oo

(inf x,) sayisma {x,} dizisinin ait limiti denir ve

ii. sup g, :Il(im,li‘k =sup

n>1

limx, yada liminf x, ile gosterilir. [16]

n—oo

3.1.18. Onerme. [16] {x,} €/, i¢in asagidakiler dogrudur:
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. Her neN igin x <y, ise limsupx, <limsupy, Ve
liminf x, <liminfy_;

il limsupx, =liminfx, =/ < limx, =/¢;

iii. liminf x, +liminf y, <liminf (x, +y,) <liminf x, +limsup y,

<limsup(x, +Y,)
<limsup(x, )+limsup(y,)

iv. liminf x, =—limsup(—x,) Ve limsup(—x,)=—liminf x, .

3.1.19. Tamm. [15] {a,} " dizisi verildiginde a € R olmak iizere her & >0
sayist i¢in her bir n>N igin |a —a|<e& olacak sekilde bir N =N(g,a)eN

bulunabilirse {an}:; dizisi a’ya yakinsiyor denir ve lima, =a seklinde gosterilir.

n—oo

3.1.20. Tanim. [15] {an}:):1 reel sayr dizisi verilsin. Her £>0 igin bir

n, €N var dyle ki her n,m>n_ icin |a,—a,|<¢ kosulu saglaniyorsa {a,} " bir

Cauchy dizisidir denir.

3.1.21. Teorem. [15] {a,}"

~, reel sayr dizisi verilsin. Eger {a,}  dizisi

yakinsak ise bir Cauchy dizisidir. Tersine, eger bir Cauchy dizisi ise bir reel sayiya

yakinsar.

3.1.22. Tanim. Ac Rve F(A), A kiimesi tizerinde tanimli reel degerli tim
fonksiyonlarin kiimesi olsun. Dogal sayilar kiimesinden F(A) kiimesine tanimli

fonksiyona fonksiyon dizisi denir [17].

3.1.23. Tamm. {f, }::1' Ac R kiimesi iizerinde tanimli bir fonksiyon dizisi

olmak Gzere bir M >0 var dyle ki her xe A ve ne N igin

f (X)| <M saglaniyorsa

{ f,} dizisi A kimesi Uzerinde diizgiin sinurlidir denir [17].

10
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3.1.24. Tamim. ACR kiimesi iizerinde tamml {f }" fonksiyon dizisi
verilsin. Herhangi bir ¢ >0 ve x e A igin bir N = N(g, x) e N sayisi bulunabilir 0yle

ki her n> N igin | (x)— f(x)| <& olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa {f }"

n=1

dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir [17].

3.1.25. Tamm. ACR kiimesi iizerinde tamml {f }” fonksiyon dizisi
verilsin. Herhangi bir £>0 igin bir N = N(g) e N sayis1 bulunabilir dyle ki her

xe A ve her n>N igin |f (x)— f(x)| <& olacak sekilde bir f fonksiyonu varsa

A
{f,}, dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsakur denir ve f = f ile gosterilir

[17].

3.1.26. Teorem (Cauchy Kriteri). Ac R, f.: A— R (neN) bir fonksiyon

dizisi ve f:A— R fonksiyonu verilmis olsun. { f }" fonksiyonel dizisinin bir f

fonksiyonuna diizglin yakinsamas: i¢in gerek ve yeter kosul verilen her £>0

sayisina karsilik birn, (&) >0 sayisimn, n,m>n, (&) kosulunu saglayan tiim n ve
m ’ler ve her xe A icin |fn(x)— fm(x)|<g esitsizligini saglayacak sekilde var

olmasidir [17].

3.1.27 Tanim. [a,b] iizerinde tanimli bir f fonksiyonu, eger
“vxela,b] igin f(x)>0"

ozelligine sahip ise f fonksiyonuna pozitif fonksiyon denir. [a,b] Gzerinde pozitif ve

stirekli fonksiyonlar smnifi 7 [0,1] ile gosterilir.

3.2 NORMLU LINEER UZAYLAR

3.2.1. Tanim. X bos olmayan bir kiime ve K bir cisim olsun.

11
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+: XxX > X, (X,y) > x+Yy
< KxX > X, (a,x) > ax

dontigiimleri ile toplama ve skalerle carpma islemleri tanimlansin. Her x,y,ze X ve

a,b e K igin agagidaki kosullar saglansin:

I. X+y=y+X;

ii. X+(y+2)=(X+y)+2 ;

ii.  Her xe X igin x+6 =X esitligini saglayan bir tek 8 € X vardir ;

iv. Her xeX igin x+(—x)=40 esitsizligini saglayan bir tek —Xe€ X
vardir;

v. Her xe X igin lsx =X

Vi. as(X+Yy)=asx+asy

Vil.  (a+Db)ex =aex+bex

Vviii. (ab)ex =as(bex)
Bu durumda X ’e K (zerinde bir vektor uzay: (lineer uzay) denir [16].

3.2.2. Tanim. X , K (zerinde bir lineer uzay ve E — X olsun. Eger her
X, ye E ve her ae[O,l] icin ax+(1—0()yeE ise E bir konveks (dis biikey)
kuimedir denir [18].

3.2.3. Tanim. X , K cismi Uzerinde bir lineer uzay olsun.
[ - X =R x—
dontisimii her x, y e X ve a € K igin
i |[X|=0<x=0;
i Jlarx] =af ]

i, [x+ y| < x| +[y]

12
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ozelliklerini sagliyorsa X tizerinde norm adini alir. Bu durumda (X,””) ikilisine

normlu lineer uzay denir [18].

3.2.4. Ornekler

1. ]R":{X:(Xl,xz,---,xn):XieR, i:1,2,---,n} vektor uzayr asagida

verilen her bir norma gore normlu uzaydir:
n ip
] ||x||p:(2|xi|p)  1<p<
i-1
i ||x||w:max{|xi|:i:1,2,---,n}

2.0 :{X:{Xn}::o: VneN, i¢in x, eR, x S1n1r11d1r} kiimesi

o0

X+y={X}+{Ya} =%+ Yo} AX={Ax,}

islemlerine gore bir vektor uzayi ve

[X].. =supocs, x|
ile bir normlu uzaydir.
3. f,geC[ab] ve <R igin

(f+9)() =T +9(x), (af)(x)=ea(f(x)

ile taniml1 islemlere gére C[a,b], R Uzerinde lineer uzay;

[0y = max

f(x)

ile bir normlu uzaydir.

13
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3.2.5. Tamim. X bir normlu uzay ve E < X olsun. Eger E kimesi tim

y1gilma noktalarini iceriyorsa E kapali kiimedir denir. [18]

3.2.6. Onerme. [18]. {x,} . (X,””) normlu uzaymda bir dizi ve x, € X

olmak Uizere

limx, =X,

ise asagidakiler dogrudur.

I. X, limiti tektir;

ii.  {x,}, dizisi sirhdur;

iii.  {x,} ", dizisinin her alt dizisinin de limiti x, dur;
iv. Eger ¥, >V, (V. Yo€X)ise X, +Y, =% +Yy:

Vool = el
3.2.7. Onerme. [18] (X,” . ||) normlu uzayinda;

I. Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir,
ii.  Her Cauchy dizisi sinirhdir,
iii.  Bir Cauchy dizisi bir xe X noktasina yakinsak bir alt diziye sahipse

dizi x’e yakinsaktir.

3.2.8. Tamm. Bir (X,]|-|) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi X icinde

bir limite yakinsiyorsa, bu uzaya tam normlu uzay ya da Banach uzay: denir [18].
Ornekler 3.2.4’te verilen her normlu uzay bir Banach uzayidir.

3.2.9. Tanim. X bir reel Banach uzay1 ve E c X alt kiimesi verilmis olsun.

Eger

I. E kiimesi kapali ve disbiikey;

14
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ii. xeE isehert>0 icin txe E;

lii. xeE ve-xeE ise x=60
kosullar1 saglaniyorsa E klimesine X uzayinda koniktir denir [18].

3.2.10. Tanim. X bir reel Banach uzay1 ve E X bir konik olsun. Eger
X,ye X icin y—xeE ise “Vy blyik-esit x dir’ denir ve y>x ile gosterilir.

Uzerinde > bagintis1 olan Banach uzayma kismi sirali Banach uzay: denir [18].

3.3. LINEER OPERATORLER
3.3.1. Bazi Genel Tanim ve Teoremler

3.3.1.1. Tanim. [18] X ve Y aymi K cismi Uzerinde iki lineer uzay olmak

Uzere
A: X oY

bir fonksiyon olsun. Her x,y e X ve a,f K igin

A(ax+By)=aA(x)+BA(Y)

ise A fonksiyonuna bir lineer operator denir. Herhangi bir A lineer operatori igin

asagidaki bagintilar dogrudur:

3.3.1.2. Tanim. [18] X ve Y aym K cismi Uzerinde iki normlu uzay ve

A: X —Y bir lineer operatdr olsun. Her x e X igin

[ACAl, <c

15
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olacak sekilde bir C >0 varsa A operatoriine simwrlidir denir. X ’den Y ’ye sinirh
tim lineer operatorler ailesi B(X,Y ) ile gésterilir. Eger Y < X ise kisaca B( X )ile
gosterilir. Yukaridaki esitsizligi saglayan C >0 sayilarinin infimumuna A: X —Y

operatoriinin normu denir ve |A| ile gésterilir:
|A| = inf {C >0: Vxe X, ||A(x)||Y < C||x||X}

3.3.1.3. Onerme. [18] X ve Y aym K cismi lzerinde iki normlu uzay ve

A: X —Y bir siurl lineer operatdr olsun. Bu durumda agagidakiler dogrudur:

i ||A||=sup{||A(x)||Y pxeX, |, <1};
i [A=sopJACo)] < xe X, [, -1}

[AG,

[

D Xe X, x;té?}

i ”A”:sup{
B (X,Y) iizerinde toplama ve skaler ile carpma islemleri asagidaki gibi
tanimlanir; A,B e B(X ,Y) ve a € K igin
(A+B)(X)=A(X)+B(x), (axA)(x)=a(A(X)).

3.3.1.4. Teorem. B(X,Y) bir normlu lineer uzaydir. Eger Y bir Banach

uzayl1 ise B(X ,Y') bir Banach uzayidir [16].

3.3.1.5. Tanim. [18] X ve Y Banach uzaylar (Ah) B(X,Y) icinde

operatérler dizisi ve Ae B(X,Y) olsun.

i.  {A} dizisi smurhdir & 3¢>0:VneN igin |A]<c.
ii. {Ah} bir Cauchy dizisidir < V& >0i¢in 3In, € N:

vn,m>n_ icin |A -A|<e.

16
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iii.  {A,} dizisi A operatoriine yakmsaktir <> Ve >0,3n eN:

vn>n, icin ||A —A|<e.

3.3.1.6. Teorem. (Diizgiin smirlilik prensibi). X ve Y aym K cismi

tzerinde iki Banach uzayr ve {A,}, B(X,Y) uzayinda bir dizi olsun. Her x € X

icin {A(x)} dizisi siirli ise {||A1||} dizisi sinirhidir [16].

3.3.1.7. Teorem. (Banach-Steinhaus). X ve Y aymi K cismi Uzerinde iki

Banach uzay1 ve {Ah} , B(X ,Y) uzayinda bir dizi olsun. {Ah} dizisinin bir
Ae B(X,Y) operatoriine yakinsak olmast igin gerek ve yeter kosul {”A1 |} dizisinin

smirli ve X ’in yogun bir alt uzayinda {A1} dizisinin A operatoriine yakinsak

olmasidir [18].

Calismada ele alinan operatorler siirekli fonksiyonlarin olusturdugu uzaylar
tizerinde olacagindan, bu asamadan sonra operatorleri ve Ozelliklerini fonksiyon

uzaylari i¢in verecegiz.
3.3.2. Pozitif Lineer Operatorler

M bostan farkli bir kiime olsun. M ’de tamimlanmig reel degerli

fonksiyonlar smifi F(M) R iizerinde bir lineer uzaydur.

3.3.2.1. Tanim. M ve N bostan farkli kiimeler olmak tizere X ve Y

sirastyla F(M) ve F(N) ’nin alt uzaylar1 olmak uzere her pozitif f € X fonksiyonu
icin P( f) pozitif fonksiyon ise P: X —Y operatoriine pozitif operatdr denir. Hem

pozitif hem de lineer olan operatore pozitif lineer operatdr adi verilir. Pozitif ve

lineer operatorler ailesi P (M,N) ile; eger M =N ise kisaca P (M) ile gosterilir.

Ozel olarak C[O,l] tizerinde tanimli tim pozitif ve lineer operatorlerin kiimesi

F.[0,1] ile gosterilir.

17
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3.3.2.2. Tanim. Her f, geX i¢in f <g oldugunda, L(f)S L(g)

oluyorsa L pozitif lineer operatériine monotondur denir. Ag¢iktir ki pozitif lineer

operatdrler aym1 zamanda monotondurlar. Ote yandan, L:X —Y pozitif lineer

operatér ve f, |f|e X icin

L(O[=L(If])
esitsizligi dogrudur [20].

3.3.2.3. Onerme. [20]. L:B[a,b]— B[a,b] pozitif lineer operator ise o

zaman L smirlidir ve normu

[L1=]L(2)

[a.b]
esitligi ile hesaplanir.

Pozitif lineer operator ile yaklasim kuraminda sik kullanilan esitsizliklerden

bir tanesi asagida verilmistir:

L(f ) =L(f2)yL(e?).

Bu esitsizlige Cauchy-Schwarz esitsizligi denir. Bu esitsizligin genel hali de

dogrudur:

L:X —»Y pozitif lineer operatdr ve p,q>1 reel sayilar oOyle ki

1/ p+1/q=1 olsun. O zaman her f,ge X igin

L1t o) =(( ) (L(lor))

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlige pozitif lineer operatorler icin Holder esitsizligi adi

verilir.

18
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Ozel olarak Holder Esitsizliginde p=q=2 almirsa yukarida verilen

Cauchy-Schwarz esitsizligi elde edilir [21].
3.3.3. Pozitif Olmayan Bazi1 Operator Siniflar

3.3.3.1. Tanim. [14]. L:C[a,b]— C[a,b] bir lineer operator olsun. Eger
[a,b] kiimesi icin [a,b]zPuN olacak sekilde P ve N kapali kiimeleri

bulunabilir 8yle ki her f eC[a,b] icin xeP iken L(f)(x)>0 ve xeN iken

L(f)(x)<0 ise L opeartorine quasi-pozitif operatér ya da konveks-monoton

operator adi verilir. Bu operatorler smifi QF, [a, b] ile gosterilir.

Aciktir ki her P e, [a,b] operatori bir quasi-pozitif operatordir. Her

x €[a,b] igin e,(x)=1 olsun.

3.3.3.2. Onerme. L bir quasi-pozitif operatdr olsun. Eger L(e,)=¢, ise

L e 7 [a,b] oldugunu ifade eder [14].

3.3.3.3. Tanim. R C[a,b] tizerinde tanimli bir operatdr olmak Uzere
R=P"—P" olacak sekilde P*, P~ €T [a,b] varsa R ’ye regiiler operatér denir.
Reguler operatorler ailesi R [a,b] ile gosterilir [14].

Agiktir ki her bir quasi-pozitif operator bir regtler operatdrdiir. Dolayisiyla

da her bir quasi-pozitif operator dizisi bir reguler operator dizisidir [14].

n n

3.3.3.4. Tanim. Rz{Rn}z{P+—P‘} regiiler operatdr dizisi verilsin. Her

f eC[a,b] ve xe[a,b] igin

lim P, ()(x)=0

19
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ise R={R,} dizisine hemen hemen pozitif operator dizisi adi verilir. Bu dizilerin

ailesi AP, [a,b] ile gosterilir [14].

C[a,b] tizerinde tamimli, regiiler, pozitif, hemen hemen pozitif ve quasi-

pozitif lineer operator dizileri arasindaki iliski asagida verilmistir.
R.[ab]c AR[ab]c R [ab]; R[ab]cQR [ab]=R:[ab].
Bu igermeler kesindir. Ayrica
(QR. [a,b] AR [a,b]) -7 [a,b] = @

Ornekler icin [14]’e bakilabilir.

3.4. YAKLASIM TEORISINDE BAZI TEOREMLER

Bu bolimde, verilen kompakt aralikta sirekli fonksiyona istenilen
yakinlikta polinomlarin varligi hakkindaki Weierstrass Teoremi, Bernstein Teoremi

ve Bohman-Korovkin Teoremi verilecektir.
3.4.1. Weierstrass Yaklasim Teoremi

1885 yilinda K. Weierstrass [2], keyfi bir f eC[a,b] fonksiyonu

verildiginde bu fonksiyona istenilen yakinlikta bir cebirsel polinomun varligini

asagida verilen teoremiyle ispatlamistir.

3.4.1.1 Weierstrass Yaklasim Teoremi. Her bir f e C[a,b] fonksiyonu ve

her & >0 sayisi i¢in ||f - P” < ¢ olacak sekilde bir P polinomu vardir. [2]

Yaklasim teorisinin temel teoremi olarak nitelendirilen ve literatiirde
Weierstrass Yaklasim Teoremi olarak bilinen teoremin bir¢ok ispati vardir. Bu

ispatlar igerisinde ©nemli olanlardan bir tanesi 1912 yilinda S. N. Bernstein
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tarafindan verilmistir. S. N. Bernstein, [0,1] araliginda sinirli bir f fonksiyonu ve

neN igin

n
k=0 n

B, (f;x)= Z(EJ X“(1-x)"" f (Kj

ile tanimli polinomlar: tanimlamistir. Bu polinomlara N. Bernstein polinomu, B,

operatOriine de N. Bernstein operatoru denir. Fonksiyonlar kiimesinden polinomlar

kimesine giden B, operatorl lineerdir, yani her f,g fonksiyonu ve her «, g reel

sayilari icin
B, (af +B9;x)=aB, (f;x)+/B,(9;X)
esitligi dogrudur. Ayrica, eger f < g ise,
B, (f;x)<B,(g;x)

esitsizligi dogrudur. Ote yandan, tanimdan kolayca goriilecegi iizere,

B, (1:%)|<8, (%)
olur.

S. N. Bernstein [4], bu polinomlarla [0,1] araliginda stirekli  f

fonksiyonuna diizgiin yaklasilabilecegini agsagida verilen teorem ile ispatlamigtir.

3.4.1.2. Bernstein Teoremi. Bir f eC[0,1] fonksiyonu verildiginde,
{Bn(f;.)} Bernstein polinomlar dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapali araliginda

duizglin yakinsaktir. [4]
3.4.2. Bohman-Korovkin Teoremi

1951 yilhinda H. Bohman, f e C[0,1] olmak iizere
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n

L, (F5x)=2" (&) Poy (%): X, &4 €[0,1], Poe=0, neN

Py
ile tanimli {Ln (f )} dizisinin

[o:]

L, (&)=e, i=01,2

kosullarin1 sagladiginda, f fonksiyonuna [0,1] araliginda diizgiin yakinsadigini
ispatlamistir. H. Bohman’in ele aldigi bu tipteki operatorler, agiktir ki, pozitif ve
lineerdir ve f fonksiyonunun [0,1] araliginin disindaki degerlerinden bagimsizdir.

1953 yilinda P. P. Korovkin aynmi problemi daha genis operatorler sinifinda, b

noktasinda sagdan, a8 noktasinda soldan siirekli ve tiim reel eksende sinirlt olan

fe C[a,b] fonksiyonlar1 i¢in incelemistir. [21]

3.4.2.1. Korovkin Teoremi. C[a,b] iizerinde tammh {L,} pozitif lineer

operatdrler dizisi verilsin. f eC[a,b] fonksiyonu b noktasinda sagdan, a

noktasinda soldan siirekli ve tiim reel eksende sinirli olmak tlizere

[a.5)

L(f)=f

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[a.b]

L, (e)=e, i=0,1,2 3.1)

kosullarinin saglanmasidir. [7]

Ispat. Gereklilik kisminm ispat1 agiktir. Dolayisiyla sadece yeterlilik kismi

ispatlanacaktir. f fonksiyonu reel eksende sinirli oldugundan bir M >0 sayisi

vardir dyle ki

her xeR igin |f(x)|<M. (3,2)
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Ayrica feC [a, b] oldugundan her & >0 i¢in | t- X| <0 olacak sekilde her te R ve
xe[a,b] icin

[ (t)-f(x)|<¢ (3.3)
esitsizligini gercekleyen en az bir § >0 sayis1 vardir. Ote yandan | t- X| >0 icin

Zé—l\f(t— x)2 >2M

esitsizligi dogrudur. Keyfi ¢ >0 sayisi1 verilsin. Son esitsizlikle birlikte (3,2) ve (3,3)

esitsizlikleri yardimiyla ¢ yerine ¢/8 aliirsa

2M 2 &
|f(t)—f(x)|< 52 (t—x) +§ (3,4)

esitsizligi bulunur. Pozitif lineer operatoriin 6zelliklerinden her X € [a, b] icin

L, (f—f(x);x)+f (x)(Ln(eo;x)—eO(x))|
L(f-f (x);x)|+|f (x)||L, (803 %) — &, (x)|

f—f (x)]ix)+ ML, (&) —e|

L, (f:x)—f(x)|=

<

<L, (

esitsizligi elde edilir. (3,1)’den dolay1 bir N € N vardir 6yle ki her n> N igin

_E€
2M

L, (eo)—e0||<

Dolayisiyla

&

f—f (><)|;x)+E (3,5)

L, (F:x)— f (%)< L,

elde edilir. (3,4) esitsizligi ve pozitif lineer operatoriin 6zellikleri kullanilarak
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L

f—f(x))ix)<L, (Zé—l\f(el—x)2 +%;xj

2M
:%Ln(eo;x)+?Ln((el—x)z;x)
_a (e 'x)+2—M[L (,;%)—2xL (e'x)+x2L (e x)]
8 n 0 52 n 27 n 11 n 0

g ) & 2M _
sg[Ln(eo,x)—eo(x) AR {[Ln(ez,x)—ez(x)]

~2x[ L, (e:x)—e, (X) ]+ x°[ L, (eo;x)_eo(x)]}
(22 (08, 0] 22 02, (0]

elde edilir.

olmak Uizere

f—f (x)|;x)<g+ZZ:Mi L, (ei;x)—ei(x)|

i=0

2
sf+ M.
8

i
i=0

Ln (ei)_ei”-

(3,1)’den dolay1 her bir i =0,1,2 i¢in bir N, € N vardir dyle ki her n> N, i¢in

&
Ln(ei)—ei||<SW

elde edilir. Dolayisiyla

L

. &
f—f(x)|,x)<E (3,6)
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bulunur. Son esitsizlik ve (3,5) esitsizligi yardimiyla her n>max{N, Ny, N;,N,}

icin

L, (f)-f|<e

olur. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

3.4.2.2. Ornek (Bernstein Polinomlart). [0,1] arahiginda tanimli siirekli

keyfi f fonksiyonu icin n. Bernstein polinomu(operatori)

B, (f:x) =i@xk (1-x)™ | (Ej (37)

k=0 n

seklinde tanimlanir. Bu operatorlerin olusturulma yapisi1 binom acgilimina

dayanmaktadir. Yani; X,y pozitif sayilar ve ne N olmak tizere Binom agilimi

(x+y) =imxky”‘k

k=0

bigimindedir. Bu agilimda x [0,1] olmak lizere y =1—x aliirsa;

1=(x+1-x)" = kz;@jxk (1 x)™

esitligi elde edilir. Asagida, verilen siirekli fonksiyona bagli Bernstein polinomlar
dizisinin bu fonksiyona diizgiin yakinsadigini, yani Bernstein Teoreminin (Teorem

3.4.1.2) ispat1 Bohman-Korovkin Teoremi kullanilarak yapilacaktir.

Bernstein operatorleri lineerdir: Her «,8eR, her f,geC[O,l] ve her

neN igin
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Bernstein operatorleri pozitiftir: Her xe[0,1] , her neN ve her

k=0,1---,n icin x* (1—x)"7k >0 oldugundan her f >0 igin B (f;x)=>0 saglanir.

Bernstein operatorleri (3,1) kosullarint saglar:

4 k n_l K—1 n—k
B P X) = — 1
(i) =31 e

nk-1(n-1 k-1 kX n-1 k-1 n-k
=X —= 1 Z 1-

= n (k—l} ( X) +nk_l[k—ljx ( X)

2n_ s n_2 K—2 n—k X
=x2—= 1— 2

- ;(k—ZjX (1-x) -

-l X

n n
:X2+X(1_X)

n

Bu sonuglar toparlanirsa

B, (e;X)=1 B, (e;x)=x B, (e;x)=x’ +@ (3,8)
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elde edilir. Buradan

sup [B, (e;;x)—e (x)[=0, i=0,1
Xe[O,l]

sup B, (&,;x)—e (x)|=i

xefoq] 2 ? 4n

dolayisiyla Bernstein operatorler dizisinin (3,1) kosullarint sagladig: goriiliir. O halde

Bohman-Korovkin Teoremi geregince her f e C[0,1] igin

lim|

n—oo

Bn(f)_f”:O

olur. Bir bagka deyisle, {Bn(f)} dizisi f fonksiyonuna [0,1] kapal araliginda

diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla Bernstein Teoreminin sonug olarak da Weierstrass

Teoreminin farkli bir ispat1 elde edilmis olur.

3.4.3. Bohman-Korovkin Teoreminde Test Fonksiyonlarinin Gerekliligi

Korovkin Teoreminde bir pozitif lineer operator dizisinin kapali aralikta
stirekli bir fonksiyona diizglin yakinsakligin1 kontrol etmek icin kullanilan test
fonksiyonlarinin yerine herhangi ii¢ fonksiyonun alinip alinamayacagi veya s6z
konusu test fonksiyonlarinin herhangi birinin ¢ikarilip c¢ikarilamayacagini

arastiralim.

Yukaridaki tartisma kapsaminda asagidaki iki soruya yanit aranacaktir.

a) Korovkin Teoremi’nin kosullarindaki e,(x) =1, e (x) =x ve e,(x) = X*
fonksiyonlar1 yerine lineer bagimsiz olan herhangi bir fonksiyon sistemi
aliabilir mi?

b) Korovkin Teoremi’nin kosullarindaki e,(x) =1, &,(x) = X ve e,(x) = x°

fonksiyonlarindan sadece ikisi alinabilir mi?
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S0z konusu her iki sorunun yanitt da olumsuzdur. Korovkin Teoremi’nin

kosullarindaki e,(x) =1, e,(x) = x ve e, (x) = x* fonksiyonlar1 test fonksiyonlaridir.

3.43.1. Teorem. [10]. [ab] arahgmnda siirekli olan fj, f, f,
fonksiyonlar1 i¢in hepsi birden sifir olmayan a,, &, a, sayilart ve bu aralik

uzerinde ikiden fazla koke sahip,
F(x)=a,f,(x)+a f(x)+a,f,(x)
polinomu varsa bu durumda bir L operatorii vardir 6yle Ki
L(f.;x)= f (%), xe[a,b], k=0,1,2;
ancak bu aralik tizerinde siirekli olan bir f fonksiyonu igin
L(f;x)= f(x)
Yukaridaki teoremden iki 6nemli sonug ¢ikarilabilir.

3.4.3.2. Sonug. Korovkin Teoremi’nin kosullarinda e, (x) =1, e (x) = X,
e,(x) = x* fonksiyonlar1 yerine lineer bagimsiz olan herhangi bir fonksiyon sistemi

alinamaz.

4

Ispat. [-2,2] arahginda f, =1 f =x* f,=x* fonksiyonlar1 lincer

bagimsizdir. Pozitif ve lineer olan

f(x), x=1
L(fix)=11 1
—f@Q+=1(-1), x=1
5 @ 5 -1
operatoru ele alinirsa
1 X=1
L& x) =
&) 1+1=1, =1
2 2
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x?, X#1

L(x*;X) =
(x5x) %12%(—1)2:1, x=1

x*, X#1

L(x*:x) =
(x5x) %14%(—1)4:1, x=1

elde edilir. Diger taraftan f(x)=x(x-1/2) ve x=1 alinirsa
1 1 1 1 1, 1 1
LX(x—-=);)==fQ)+=f(-)==101—-=) +=(-)(-1-=) =1.
X =) =2 T+ 1) =Z10 =)+ S (D(1-2)
Her ne N igin L, (f;x)=L(f;x) alinirsa e (x):=x" icin
L, (e;x)=e; 1=0,12

elde edilir. Ancak L (f;1)=1= f(1)=1/2. =

3.4.3.3. Sonug. Korovkin Teoremi’nin kosullarinda e,(x) =1, e (X) = X,

e,(x) = x* fonksiyonlarindan sadece ikisi alinamaz.

Ispat. [-2,2] araliginda tanimli f; =1, f =x* fonksiyonlarmi dikkate

alalim. Pozitif ve lineer olan

f(x), x=1

L(fix)=43 1 ~
2 TO+7 1D, x=1

operatorini ele alinirsa

1, Xx=1

L@ x) = §+l yani  L(1;x)=1
4 4
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: 2.0\ _ u2
1 , yani  L(t%;x) =X

elde edilir. Diger taraftan f(x) = x(x —%) ve x=1 alinirsa

L(f;l):%f(1)+%f(—1):% ve f(1)=% Her neN icin L (f;x)=L(f;x) ile

tanimh {L,} pozitif lineer operatdr dizisi icin
L LX) =1 L, (t%;x) = x?

. 7 3
iken L (f;)=—=f()=—.
(== f)= . =
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. REGULER OPERATORLER

[0,1] iizerinde tanimli negatif olmayan reel degerli tiim siirekli

fonksiyonlarin kiimesi C +[O,l] olsun; yani
feC 01 < feC[01] ve Vxe[0,1] icin f(x)>0.

L, C[O,l] lizerinde tanimli lineer bir operatér olmak iizere her f €C +[0,1] icin
L(f)eC[0,1] ise L operatdriine pozitif operator denir. C[0,1] iizerinde taniml

tiim pozitif operatérlerin kimesi 7. [0,1] ile gosterilir.

4.1.1. Tanim. R, C[O,l] tizerinde tanimli bir operatér olmak iizere
R=P*—P~ olacak sekilde P*, P"e7.[0,1] varsa R "ye regiller operator denir.

Regiiler operatorler ailesi R [0,1] ile gosterilir.

Aciktir ki her pozitif operatdr regiilerdir, ancak tersi dogru degildir. Ornegin
R:C[0,1]—>C[0,1],

1
R(f;t) :I(1—2xt)f(x)dx
0
ile taniml1 operator,
1 1
P*(f;t) =I(1—xt)f(x)dx ve P*(f;t):jxtf (x)dx
0 0

olarak tanimlanan P*, P~ eR.[0,1] i¢in R=P"—P~ oldugundan regiilerdir. Ancak
her x€[0,1] igin f(X)=x ile tanimh fonksiyon i¢in R(f)&C *[0,1] oldugundan

R bir pozitif operatdr degildir.
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4.1.2. Onerme. Her regiiler operatdr smirlidir.

Ispat . feC[0,1] icin f£||f||[0’l] ve —f£||f||[0'1] oldugundan her

P e 7.[0,1] igin
P( f )S P(” f ”[0,1] eO) - ” f ”[0,1] P(eo)’

P(1)=P(-0)<P([ o) =1y P(e)
dolayisiyla
|P( f )| < ” f ”[0,1] P(eo) < ” I:)((:’\0)”[0,1] ” f ”[0,1] y (4.1)

R regiler operator olsun. Bu durumda R =P" —P~ olacak sekilde P*, P~ e 7. [0,1]

vardir. (4,1) esitsizligi kullanilirsa

RC) =

P (f)=P (f)| <[P ()| +[P ()|

< (IP* @y + 1P (€N 1l

elde edilir ki bu R ’nin sinirl oldugunu gosterir. m

4.1.3. Onerme. R.[0,1] toplama ve skaler ile garpma islemleri altinda
kapalidir; yani, R, R, RZERC[O,l] ve aeR ise R+R,eR.[01] ve

aR e R, [0,1] "dir.

Ispat. BB PP, e R.[0,1] olmak iizere R =P"-P ve R,=P, —P,

olsun. Bu durumda

R+R, =(P1+ _Pl_)+(P2+_PZ_)Z(H++P2+)_(Pl_+P2_)
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P'+P, P +P eR[01] oldugundan R +R,eR.[0,1]. Diger taraftan

P*,P"eR.[0,1] olmak Uzere R=P*~P~ ve a R ise

aP"—aP~, a>0

aR =a(P+_P_)z{(—a)P‘—(—a)P+, o<0

oldugundan @R eR.[0,1]. =

42. HEMEN HEMEN POZITIF OPERATOR DIiZILERI ICIN
KOROVKIN TIPI YAKINSAKLIK

n n

4.2.1. Tanim. Rz{Rn}z{W—P‘} reguler operator dizisi verilsin. Her

f eC[a,b] ve xe[a,b] icin

limP;(f)(x)=0

n—oo

ise R={R,} dizisine hemen hemen pozitif operatér dizisi ad: verilir [14].

4.2.2. Teorem. R={R,} hemen hemen pozitif operatdr dizisi ve z €[a,b]
icin ¢, (x)=(x-2)" olsun. Her z [0,1] igin

[a0] [a.0]

R, (g)=1 e R, (p,)=
. . lab]
ise her f eC[a,b] icin R (f)= f dir. [14]

Ispat. f [a,b] iizerinde siirekli oldugundan bir M >0 vardir dyle ki

herhangi x,y e[a,b] igin

-M<f(x)-f(y)<M;
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ayrica z e[a,b] ve £>0 igin §>0 vardir dyle ki
x-z|<&8 = —e<f(x)-f(z)<e
Her ze[a,b] ve X #Z igin ¢,(2)=0 < ¢,(x)=(x~-2) oldugundan

M, = rrEirg](px(x)>O.
\x—z\’zé‘

O halde her x €[a,b] icin
—g—Mﬂg(pz(X)< £(x)-f (z)<g+Mﬂ5<pz(x).

Dolayistyla

v, ::MﬂcpZ +ee,+f—1f(2)g eC0,1];

3

v, :zMﬂ(pZ +ee,— f +f(z)e eC0,1].

5

P’ (), P (v,) €C '[0,1] oldugundan her x e[a,b] igin

0 <(R,(wy)+ P (v))(x)

Z[MﬂRn (,)+€R,(&)+R,(f)-f(2)R, (eo)j(x)+ P, (v1)(x)

5

:MﬂRn (9,)(X)+£R, (&) + R, ()(x)= f (2)R, (&) + Py (v2)(X)

5

ve

0 <(R,(v,)+ P (v2))(x)

=[MﬂRn (9,)+ &R, (&) =R, (f)+ T (z)Rn(eo)J(x)+ Py (w2)(x)
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Yukaridaki esitsizliklerden asagidaki bagint elde edilir:

R (00004, (2) =R (1) () <R, (1))~ 1 (2R, ()
<R (000 2R, (&) 4Py (v2) ()

n — oo icin limite gegilirse lim P, (w,)(x)=0 ve limP, (,)(x)=0 oldugundan

n

om0, (x) - <HmR, (£)(0)~ f (2) <=0, (x) +¢

M 5 nN—oo 5

bulunur. x =z yazilirsa

n—oo

limR, ()(z)-f (2)|<e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =

4.3. KOROVKIN DIZI UZAYI

4.3.1. Tanim. Her ne N icin R, ERC[O,l] ve ei(x):x‘ (ieN,) olmak

Uzere
dAeR, Vi=012 igin lim|R (g)-4e],, =0 (4,2)
kosulu saglantyorsa R={R,} dizisine bir Korovkin dizisidir denir.

Korovkin dizisinin taniminda gecen A sayis1 tektir. Gergekten eger A, ve A,

R={R,} dizisine baglh iki farkli say1s1 ise

|21 _22| :|ﬂle0 _/lzeo| = |Rn (&) — 48 —R, (eo)+/12eo|

< || Rn (eo) - A’leo ||[0'1] + ||Rn (eO) - ZZeO ||[o'1] ’
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esitsizligi her neN i¢in dogrudur. N = iken esitsizligin sag tarafi (4,2)’den
dolay1 sifir olur. Dolayisiyla 4, = 4, ’dir. Tanimda gegen A sayisina R dizisinin
yaklasim ¢arpam adi verilir ve A, ile gosterilir. Tim Korovkin dizilerinin
olusturdugu kiime K, [O,l] ile gosterilir. Her terimi pozitif operatér olan Korovkin
dizisine pozitif Korovkin dizisi denir. Pozitif Korovkin dizilerinin olusturdugu kiime
K¢ [0,1] ile gosterilir. Her pozitif operatdr regiiler oldugundan K¢ [0,1] = K. [0,1].
Bu kiimeler bostan farklidir. Ornegin genel terimi n. Bernstein operatorii olan
B= {Bn} dizisi bir pozitif Korovkin dizisi, dolayisiyla da bir Korovkin dizisidir. Bu

dizinin yaklasim c¢arpan1 A, =1’dir.

K¢ [0,1] toplama islemine gore kapaldir, yani sirasiyla R ={Rr51)} ve

R = {Rrgl)} Korovkin dizilerinin toplami olan
RO L R@ — {R(l) + R(Z)}
n n

operatdr dizisi, yaklasgim carpam 4 . +4_(, olan bir Korovkin dizisidir. Gercekten

Onerme 4.1.3’den her neN igin R + R® bir regiiler operatordiir, ayrica i =0,1,2

icin,

+A

(R + RE)(e) (2o + 2 )

RO = |

Wy — @ ()
Ry (&)= 4,08 ||[0’1]+|Rn (&)—1.08

[0.] [04]

esitsizliginden i =0,1,2 igin
lim| (R +RE)(e) = (2 + A0 ), =0-
K. [0,1] skaler ile ¢arpma iglemine gére kapalidr; yani aeR ve
Rz{Rn}eKC [0,1] ise a-Rz{aRn} yaklasim ¢arpani, oA, olan bir Korovkin

dizisidir. Gergekten Onerme 4.1.3’den her neN icin «R, bir reguler operatérdir,

ayrica i =0,1,2 i¢in
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lim|aR, (&) - adze,, =|a|lim[R, (&) - A&, =0.
4.3.2. Sonug.
+ Ko [0.4]xK [01] > K. [0,1],  RW+RP ={RW+RP;
«RxK.[0,1] > K[0,], asR={aR}

islemleri 1yi tanimhidr.

4.3.3. Teorem. (K. [0,1],+,+) R *de bir lineer uzaydr.

Ispat. R, RY, R®, R® eK.[0,1] ve a,p R i¢in asagidaki 6zellikler

saglandigindan istenen elde edilir:

i RYLRO=[RU4RPI={RO 4RI =R+ RO

n n

i. (RY+R®)+RO ={{RY +R®}+RY}

= (RY+[RO+RON = RO+ (R + RO).

ii. 6, C[O,l] tizerinde tanimli bir sifir operatorii olmak tizere ® = {9} sifir dizisi

Ao =0 yaklasim ¢arpanina sahip bir Korovkin dizisidir ve
R+0={R +0}={R }=R.
iv. -R= {—Rn } dizisi —4, yaklasim ¢arpanina sahip bir Korovkin dizisidir ve
R+(-R)={R,+(-R)}={R,-R,}={6}=0.

v. leRigin LR=R.
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Vi. a(R+R®)={a(RY+R? )} ={aRP +aR?}
={aRP}+{aR?P} = aRY + a-R®?.

vii. (a+p)R={(a+p)R,}={aR, + R}
={aR }+{BR,} =a*R+pR
viii. (aB)R={(aB)R,}={a(BR,)}=a+pR).u

R ={R,} bir Korovkin dizisi olsun. Her neN igin R, regiiler operator
oldugundan P/, P’EPC[O,l] pozitif operatorleri vardir oyle ki R =P'—P’

fve

yazilabilir. {|R,[} dizisi smurlt iken {

P’

P

} dizileri siirli olmak zorunda

degildir. Ornegin
. 1 f()
R, (f;x)=f(0)2x-1)(x-1)+ f (1) x(2x—1)—4f 5 X(x=1) +——=
n
ile tanimh {R,} dizisi bir Korovkin dizisidir. Gergekten
1
Rn(eo’ X) = eo(x)"'ﬁ
1
Rn (el' X) = el(X) +H

Rn(ezyx) =62(X)+£.
n

Ayrica
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+2ﬁJf(ﬂ+f(0X1—x)

P (f.x)=2f(0)x(1-x)+ f(1)(n+x)

olmak uzere P/,P; e 2.[0,1] ve R, =P/ —P, . Yani her neN icin R, e R, [0,1].

n

Diger taraftan ||f||=1 olmak (izere ”Rn(f;')”[oyl]Sll oldugundan her neN igin

|R,||<11, yani {IR,|}} dizisi siirhdir. Ancak P, P, € R[0,1] oldugundan

n

2

P, (e, )|| = max |-2x° +3x+n =
[01]  xe[01] n

P'l= +1>n

= max|—2x2 +3x+n| >n
xe[0,1]

yani hem {

B[} hem de {

P- } siirli degildir.

n

4.3.4. Teorem. R={R }={P —P }eK [0,1] olsun. { P

n

P’

fve |

|

dizileri es zamanli sinirhdir.

n Pl =

Ispat. P;,P7 € R.[0,1] oldugundan

01

Ayrica R (e,)+ P, (e,) =P, (e,) ve P'(e,)—R,(e,) =P, (g,) oldugundan

<R €Xloy

[04]

(4.3)

(& [0.4] < ”Rﬂ (eO)”[O,l] +

P (eo>||[0,1]

{Rn (eo)} dizisi 1,e, fonksiyonuna diizgiin yakinsak oldugundan {”Rn (eo)”[0 1]} dizisi

|

yakinsak dolayisiyla sinirlidir. O halde (4,3) bagintilarindan dolay1 {”Pn’”} ve {

dizileri eszamanli sinirlidir. m
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4.3.5. Sonug. R={R,}= {P+ —~ Pn’} e K, [0,1] olsun. {” Pn‘”} dizisi smirh

n

ise {”Rn”} dizisi smirhdir.

Ispat. || R, || < P P P

n

P’

+

ve{

e |

} dizileri es zamanli sinirh

oldugundan {|R [} sirlidir. =

Klasik smirl diziler uzayindaki supremum normunu Korovkin dizileri i¢in

tanimlayalim. K. [0,1] lineer uzayimin bir alt uzayini ele alalim:

Ko [01]={R={R P} eK[0,1]: 3M >0, sup,

P

SM}.

Bu uzayin gercekten bir alt uzay oldugunu gosterelim.

n

RY={RY}, R ={R®}e K [01] ise

Rr(ll) = F:‘n+,1 - Pn_,l’ sup, Pn_,l < Ml;
Rr(12) = PnJ,rz - Pn,21 sup, Pni,z < Mz

olacak sekilde P, P,;, Py, Py, € B [0,1] ve pozitif M,, M, sayilari vardir.

RYW L RA® _ ( pnfl + pnfz ) _( |:>n*’l + PnTZ ), sup,

n n

Pt Pz

<M, +M,

oldugundan RY +R? e K; [0,1]. Benzer sekilde her 2eR icin ARY eK;[01].

Bu uzay lzerinde

[R].. =sup|R,| (44)

ile taniml1 || - ||w bagmtist K [0,1] iizerinde bir norm tanimlar. Gergekten

|-l K [0 >R, R >[R[, =sup|R)|
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fonksiyonu herhangi R ={R}, R ={RP}, R® ={RP} e K [0,1] ve a R igin

L[RL=0 = swlR|-=0

< VneN, |R]|=0
< VneN, R =6
< R=6;

i laR], =suplaR,[=|alsup|R, | =|a[|R], ;
neN neN

i [+, s, [R2+<sm R°)

©)]

n

=sup, [R®|+sup, [R

=[=®]. +[=®]

ozelliklerini sagladigindan K¢ [0,1] Uzerinde normdur. Boylece K¢ [0,1], || . ||OO ile

bir normlu lineer uzaydir.
4.3.6. Sonug. (4,4) ile tanimlt || . ||Oo icin K¢ [0,1] bir normlu lineer uzaydir.
4.3.7. Teorem. K, [0,1], || . ||OO normu ile bir Banach uzayidir.

0
m

Ispat. {R™} , Kc[0,1] "de bir Cauchy dizisi olsun. Her meN igin

RM ={Rgm>};°:l olsun. {R™} Cauchy dizisi oldugundan hers >0 igin bir m, e N

vardir dyle ki vk, >m_ i¢in
o2 -0 <.
© 3

=  VneN igin ”Rn(k)—R,f') <z
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Her neN icin {erk)}, B(C[0,1]) sinirlt operatérler uzaymda bir Cauchy dizisidir.
B(C [O,l]) Banach uzay1 oldugundan bir R, e 3(C [0,1]) dyle ki

lim

k—o0

R -R

=0, (4,5)

n

Simdi Rz{Rn} dizisinin K¢ [0,1] uzaymin bir elemani oldugunu gosterelim.

vn, k e N igin R® regiiler oldugundan
Rrgk) = I:)nﬁ,—k - Pn_,k
olacak sekilde P, P, € R, [0,1] vardir. Ayrica K¢ [0,1] ’nin tanimindan

sup <M. (4,6)

n,keN

I:)ni,k

Her bir ne N i¢in

limP, =P’

k—o0 n

tanimlanirsa, agiktir ki P, C[O,l] tizerinde pozitif ve lineer operatordiir. Ayrica

(4,6)’dan dolay1 sup, <M.

P

P'=R +P

alinirsa P € 7. [0,1] olur. Boylece her bir neN igin R, operatdriniin reguler

oldugu goriiliir.

Her ke N icin 4, sayisi {erk)}:;l dizisinin yaklagim ¢arpani olmak iizere

lim
n—oo

(k) _ _ P .
R @)'QM@Wkﬂ‘O’ i=01,2 keN
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= lim sup

M=% xe[0,1]

Rék’(ei;X)—lR(k>ei(X)|=0' 1=0,12;, keN.

O halde bir n, e N vardir dyle ki her n>n_ igin

k,]>m_ve n>n_ise

) (ay_ £ P .
R (e,) zR(k)(ei)||[0’l]<3, i=0,1,2 keN (4,7)

[ = A = P @ 00 = A 80

<|RM(y; X) - )LR(k)eO(X)| +

R"(e,; x) - 208 (x)|

R (e; X) — R (53 )|+

<[RO @) -8, RO RO @], + RO )~ 20 )],
< E_F Rrgk) — Rr(]l)” <&
3

oldugundan {/173@) } , reel sayilarda Cauchy dizisi, dolayisiyla da yakinsak bir dizidir.

Yakinsadig1 sayr A, olsun. Simdi elde edilen bu A, sayisiin Rz{Rn} dizisinin
yaklasim carpant oldugunu gdsterelim. lim_, 4 . =4, oldugundan bir k, eN
vardir 0yle ki her k >k_ icin

A0 = 2| < 3 4,8)

e {0,1, 2} olmak uzere (4,5), (4,7) ve (4,8) dikkate alinirsa her n>n_ igin

R (&) -4 (e)

” R, (&)~ z€, ”[0,1] S ‘

R.(&)- Rr(]kg) C )H[O,l] +‘

R

[ox

Boylece ispat tamamlanmis olur. m
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4.4, POZITIF KOROVKIN DIZI UZAYI

Bu bélimde pozitif terimli Korovkin dizilerinin olusturdugu K¢[0,1]

kiimesinin K¢ [0,1] Banach uzayinda bir konik oldugu gosterilecektir. K¢ [0,1]
kiimesinin elemanlar1 negatif kismu sifir olan regiiler operator terimli diziler
oldugundan K [0,1] ‘in bir alt kiimesi oldugu agiktir. Ayrica K¢ [O,l] in her

eleman1 yaklasim garpani negatif olmayan bir reel sayidir

4.4.1. Onerme. K¢ [0,1] kiimesi her M >0 igin K¢ [0,1] de kapalidur.

Ispat. {P(k)} terimleri K¢ [0,1] kumesinde olan K[0,1] de yakmsak olan bir dizi

olsun. Dolayisiyla bir R € K, [0,1] vardir dyle ki

Iim”P("’—R” =0
k—o o
; ) -
= E'LQSUP P -R,| =0
n

= VneN igin lim P® =R
Burada R ={R,} ve P* ={R®} dr.

feC*[01] ise her neN icin PY(f)>0 . Her neN icin

lim P®(f)>0 oldugundan R, (f)>0. O halde her neN ic¢in R eR.[0,1].

Boylece R e K [0,1].m
4.4.2. Onerme. K¢ [0,1] dis bikeydir.

Ispat. P ={PP}, P® ={P®} e K;[0,1] ve a €[0,1] olsun.
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aP +(1-a)P? = {aPn(l)} + {(l— o) Pn(z)}
={aP? +(1-a)P?}

pozitif, lineer ve yaklasim carpani 4 =ad, +(1—0{)/1P(2) olan bir operator dizisidir.

Yani K¢[0,1] nin elemanidir.

4.4.3. Teorem. K¢ [0,1], K¢ [0,1] de bir koniktir.

Ispat. Konik olmanin 6zelliklerinden ilki Onerme 4.4.1 ve Onerme

4.4.2’den gorulur. P e K¢ [O,l] ve teR" ise t-P:t{Pn}:{tPn} yaklagim garpani
t4,olan pozitif bir Korovkin dizisidir. Yani t<P € K¢ [0,1]. Ayrica P € K¢ [0,1] ve

-PeK; [0,1] ise 2, ve A, =-A1, negatif olmayan sayilar olur. Burada 4, =0
yani P =0 elde edilir. m

Boylece K¢ [0,1] uzayinda bir siralama bagintisi su sekilde tanimlanabilir:
RY, R? e K¢ [0,1] icin
“RO >R = RO -R® eK; [0,1]
O halde (KE [0,1],2) kismi siralt Banach uzayidir.

4.4.4. Teorem. Sifirdan farkli P = {P,} e K¢ [0,1] verilsin. Bu durumda her

f €C[0,1] igin P,(f) fonksiyon dizisi [0,1] tzerinde A, f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.

Ispat. Her neN igin L,=A4,'P, ile tamml {L,} dizisi Korovkin

Teoreminin kosullarini sagladigindan istenen elde edilir.m
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. SONUCLAR

Bu tez caligmasinin sonucunda kompakt aralikta siirekli fonksiyonlarin

cebirsel polinomlar ile diizgiin yaklasiminda ¢ok 6nemli yer tutan Korovkin Teoremi

baz alinmistir. Bir sabit ¢arpani farkiyla Korovkin Teoreminin kosullarin1 saglayan

pozitif ve lineer olan operatorlerden olusan dizileri de iceren bir dizi uzayi

olusturulmustur. Pozitif ve lineer operatorlerin de {iyesi oldugu regiiler operatdrlerin

ve bazi alt siniflarinin 6zellikleri incelenmistir. Elde edilen bazi sonuglar asagida

listelenmistir:

1. (KC [0,1] v+, -) R *de bir lineer uzaydir.

ol
n Pﬂ

2. R={R}={R’ -P}eK[0,1] olsun. {

zamanli sinirlidir.

3. K¢ [0,1], || . ||Oc normu ile bir Banach uzayidir.

b ve {”Pn*”} dizileri es

4. K¢[0,1], K [0,1] de bir koniktir. Dolayistyla (K; [0,1],2) kismi sirali

Banach uzayidir.

5. Sifirdan farkhi P ={P,} e K¢ [0,1] verilsin. Bu durumda her f eC[0,1]

icin P,(f) fonksiyon dizisi [0,1] tizerinde A, f fonksiyonuna diizgiin

yakinsaktir.

Son madde olusturulan uzayin Korovkin Teoreminin kosullarini saglayan

tiim operator dizilerini kapsadigini gostermektedir.

5.2. ONERILER

Tezde elde edilen sonuglar, K:[0,1] uzayr olusturulurken yapilan

kisitlamalar1 azaltarak daha genis bir aile i¢in yapilabilir. Ayrica incelenen uzayin

fonksiyonel o6zelliklerinin artirtlmasi mimkiindiir. Kismi sirali Banach uzayinin
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ozelliklerinin bu uzayda nasil davrandigi incelenebilir. Son olarak kompakt aralikta
stirekli fonksiyonlar {izerinde tanimli bu operatorler ailesi sonsuz araliklar ele

aliarak 0zellikleri incelenebilir.
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