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Bu ¢alismada, siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi ve farkli sinir kosullari
ile olusturulan smir deger problemleri i¢in spektral analizin ters problemi farkli
karakteristiklere gore incelenmistir. Sonlu aralikta, siireksiz katsayili Dirac operatorii
icin ters spektral problem Gelfand-Levitan yontemi uygulanarak spektral verilere gore
¢Oziilmiistiir. Ters problemin ¢oziimiiniin tekligi gosterilmistir, spektral veriler {izerine
gerek ve yeter kosul bulunmustur ve potansiyeli inga etme algoritmasi spektral verilere
gore verilmistir. Siireksiz katsayil1 Dirac denklemler sistemi ve sinir kosulunda spektral
parametre bulunduran sinir deger problemi igin ters problemin ¢oziimiiniin tekligi Weyl
fonksiyonuna gore elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this work, the inverse problems of spectral analysis for the boundary value
problems generated by the Dirac differential equations system with discontinuous
coefficient and different boundary conditions are examined according to different
characteristics. In the finite interval, the inverse spectral problem by spectral data for the
Dirac operators with discontinuous coefficient is solved by using the method of Gelfand-
Levitan. The uniqueness of the solution of inverse problem is shown, necessary and
sufficient conditions on spectral data is found and the algorithm of reconstruction of
potential is given with respect to spectral data. The uniqueness of solution of inverse
problem by Weyl function for the boundary value problem formed by Dirac differential
equations system with discontinuous coefficient and spectral parameter contained
boundary condition are obtained.
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1. GIRIS

Fiziksel problemlerde diferansiyel operatorlerin = spektral teorisi genis
uygulamalara sahiptir. Operatoriin spektrum kiimesinin incelenmesi, 6zfonksiyonlara
gore ayrisim problemleri spektral analizin diiz problemleridir. Spektral analizin ters
problemi ise spektral karakteristiklere gore lineer operatoriin insasidir. Spektral
karakteristikler; spektrum, spektral fonksiyon, Weyl fonksiyonu, spektral veriler,
sacilma fonksiyonu ve benzerleridir. Spektral karakteristiklere bagli olarak farkli ters

problemler ele alinir.

Dirac denklemi kuantum mekanik dalga denklemidir. 1973 yilinda M. J.
Ablowitz, D. J. Kaup, A. C. Newell ve H. Segur, Dirac denkleminin lineer olmayan
dalga denklemleriyle (Korteweg-de Vries denklemi, Zakharov-Shabat denklemi gibi)
baglantili oldugunu elde etmistir [1].

Kuantum mekaniginin temel denklemi olan Schrédinger denkleminin ¢ézimii
icin yardimct lineer problem birinci mertebeden diferansiyel denklemler sisteminden

olusur. Bir boyutlu Dirac denklemler sistemi
d
IV O+ QMW () =kp (), —eo<x<eo
X

bi¢imindedir, burada

(0 1 (P a(x)
J_(—l Oj’ Q(X)_(q(x) —p(x)j’

Q(x) reel degerli matristir. Bu sistemin operator bi¢imi
d
H=J—+Q(x).
dx

H operatoriinde
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Q0= 0y ]

q(x) 0

olarak alindiginda

d2
H :—W+q2(x)+q'(x)

elde edilir. Bu ise bir boyutlu Schrodinger operatoriidiir, yani Dirac denklemi
genellesmis Schrodinger denklemidir. Bu nedenle Dirac denklemler sistemi i¢in diiz ve

ters problemin incelenmesi 6nemlidir.

Tezde, Dirac denklemler sistemi i¢in spektral analizin ters problemleri spektral

verilere ve Weyl fonksiyonuna gore ele alinir.

Bulgular ve Tartigma kisminin birinci boliimiinde siireksiz katsayili Dirac
operatdriiniin ters probleminin ¢6zliimil i¢in spektral veriler iizerine gerek ve yeter kosul

bulunur ve potansiyeli inga etme algoritmasi verilir. Sonlu aralikta
By'+Q(X)y = Apo(X)y, O<x<rm (1.2
Dirac denklemler sistemi ve
¥1(0) =y, () =0 (1.2)

sinir kosullart ile olusan sinir deger problemi ele alinir, burada

(01) o[ PO) Al ) (%)
o5 o) 2o-{a) Stu) 79
p(x)eL,(0,7) ve q(x)eL,(0,7) reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlar, A spektral

parametre, 1+« >0 olmak iizere

1, 0<x<a,

a, a< X< .

P(X)={
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Gelfand-Levitan metodu uygulanarak, Dirac operatoriiniin ters spektral
problemi spektral verilere gore tamamen ¢oziilmiistiir. Diger ¢alismalardan farkli olarak,
(1.1) denklemi pargali stirekli po(x) katsayisina sahip oldugundan, klasik durumdan
farkli incelemeler gerektirmektedir. Ornegin, p(x) fonksiyonu (1.1) denkleminin
¢Ozlimiiniin bi¢cimini etkilemektedir. Bu ylizden (1.1) denkleminin ¢oziimii doniistim
operatdriinden farkli olarak bir integral gosterime sahiptir. Ters problemin ¢6ziimil i¢in
bu integral gosterim kullanilir. Ayrica, ters problemin ¢oziimiinde 6nemli yeri olan temel

denklem, klasik durumdaki Gelfand-Levitan denkleminden farkli bir bigime sahiptir.

(1.1), (1.2) sinir deger problemlenin ters problemi spektral verilere (6zdegerler
ve normlastirict sayilar) gore incelenir. Bu durum i¢in ters problem su sekilde ifade
edilmektedir: spektral veriler bilindiginde potansiyeli belirlemek i¢in metod vermek ve
spektral veriler iizerine gerek ve yeter kosulu bulmaktir. Tezde, spektral verilere gore

ters problemin ¢oziimii verilir; yani
I. Gelfand-Levitan yontemi kullanilarak temel denklem insa edilir,
ii. Temel denklemin tek bir ¢éziime sahip oldugu gosterilir,

ii. (1.1), (1.2) sinir deger probleminin ters probleminin ¢6ziimiiniin tekligi spektral

verilere gore ispatlanir,

iv. (1.1), (1.2) sinir deger probleminin ters probleminin ¢dziimii i¢in spektral veriler
tizerine gerek ve yeter kosul elde edilir. Bu elde edilirken diferansiyel denklem ve
Parseval esitligi temel denklem kullanilarak insa edilir. Son olarak siir kosullari insa

edilir,
v. Spektral verilere gore Q(X) potansiyelini inga etme algoritmasi verilir.

Bulgular ve Tartisma kisminin ikinci bolimiinde, siireksiz katsayili, sinir
kosulu spektral parametre bulunduran Dirac operatoril i¢in spektral analizin diiz ve ters

problemleri incelenir. Sonlu aralikta (1.1) Dirac denklemler sistemi ve
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yl(o) =0,
(1.3)

ﬂ(blyz(”)+b2y1(77))+a1Y1(”)+a2y2(7z) =0,

sinir kosullar1 ile olusan sinir deger problemi ele alinir, burada a,, a,, b, ve b, reel

sayilardir. Kabul edelim ki k :=a,b, —ab, >0 olsun.

(1.1), (1.3) swmir deger probleminin bazi spektral 6zellikleri ve spektral analizin

ters problemi incelenir ve asagidaki sonuglar elde edilir:

Spektral analizin diiz problemi ad1 altinda,

i. (1.1), (1.3) smir deger probleminin H =L, (0, T (Cz) @ C Hilbert uzayinda operator

P
bigimi verilir. Problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlart tanimlanir. Farkli 6zdegerlere

uygun 6zfonksiyonlarin dik oldugu ve operatdriin 6zdegerlerinin reel oldugu ispatlanir,

ii. (1.1), (1.3) sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu hesaplanir. (1.1), (1.3)
probleminin normlastirict sayilari tanimlanir. (1.1), (1.3) smir deger probleminin
0zdegerlerinin, Ozfonksiyonlarinin ve normlastirici sayilarinin asimptotik big¢imleri

incelenir. Problemin 6zdegerlerinin basit oldugu elde edilir,

iii. Rezolvent operatdr insa edilir. Ozfonksiyonlara gore tamlik teoremi ispatlanir.
Kontur iizeri integralleme yontemi kullanilarak 6zfonksiyonlara gore ayrigim formiilii

elde edilir ve Parseval esitligi verilir.
Spektral analizin ters problemi ad1 altinda,
i. Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu tanimlanir. Weyl fonksiyonun bigimi elde edilir,

i. (1.1), (1.3) sinir deger probleminin ters probleminin ¢6ziimiiniin tekligi Weyl

fonksiyonuna gore ispatlanir,

iii. Spektral verilere goére (1.1), (1.3) smur deger probleminin ters probleminin

¢ozlimiiniin tekligi gosterilir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Sonlu aralikta Dirac operatorii igin ters problem iki spektruma gore 1966
yilinda M. G. Gasymov ve T. T. Dzabiev [2] tarafindan, bir spektrum ve normlastirt
saylya gore 1966 yilinda T. T. Dzabiev [3] tarafindan ve spektral fonksiyona gore 1975
yilinda S. G. Mamedov [4] tarafindan ¢oziilmiistiir. Dirac operatoriiniin periyodik ve anti
periyodik smnir deger problemi i¢in ters problem T. V. Misyura’nin [5] ve 1. M.

Nabiev’in [6] calismalarinda incelenmistir. Potansiyelin L (0,1), p €[1,0) ait oldugu

durumda Dirac operatorii igin ters spektral problem iki spektruma ve bir spektrum ve
normlastirict  sayilara gore S. Albeverio, R. Hryniv ve Ya. Mykytyuk’un [7]
calismasinda ¢Oziilmiistir. Bu ¢alismada Gelfand-Levitan-Marchenko metodunun
yanisira Krein metodu da kullanilmigtir. M. M. Malamud, [8] ¢alismasinda 2n boyutlu
Dirac tipli sistemler i¢in ters problemin tekligini elde etmistir. Sinir kosulunda spektral
parametre bulunduran Dirac operatdrii igin ters problem ilk kez S. G. Mamedov [4]
tarafindan incelenmistir. Siireksiz katsayili Dirac operatorii i¢in Weyl fonksiyonuna gore
ters problemin tekligini A. R. Latifova [9] c¢alismasinda, sinir kosulunda spektral
parametre bulunduran durum igin ise Kh. R. Mamedov ve O. Akcay [10] calismasinda
ispatlamistir. Kh. R. Mamedov ve O. Ak¢ay’in [11] calismasinda siireksiz katsayili
Dirac operatorii i¢in ve [12] calismasinda sinir kosulunda spektral parametre bulunduran
Dirac operatorii i¢in spektral verilere gore ters problem tamamen ¢oziilmiistiir. Dirac
sistemi igin ters nodal problemler Y. Guo ve G.Wei [13], C.-F. Yang ve Z.-Y. Huang
[14], C.-F. Yang ve V. N. Pivovarchik [15] tarafindan ¢6ziilmiistiir. D. V. Puyda [16]
calismasinda, Dirac operatorii i¢in ters problemin niimerik ¢oziimiinii vermistir. Arali§in
icinde siireksizlik oldugu durumda Dirac operatorii icin spektral analizin diiz ve ters
problemleri R. Kh. Amirov [17], H. M. Huseynov ve A. R. Latifova [18], C.-F. Yang
[19], C.-F. Yang ve G.-L. Yuan [20], Y. Guo, G. Wei ve R. Yao [21], M. M. Tharwat
[22], M. M. Tharwat, A. Yildirnm ve A. H. Bhrawy [23] tarafindan ¢oziilmiistiir. Sinir
kosulu spektral parametre bulunduran klasik Dirac sistemi igin sinir deger probleminin
O0zdegerlerinin ve Ozfonksiyonlariin o6zellikleri N. B. Kerimov [24] tarafindan

incelenmistir.
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Yar1 eksende [25] calismasinda ilk kez M. G. Gasymov ve B. M. Levitan,
spektral fonksiyonu kullanilarak, Dirac operatorii igin ters problemi (1964-1966)
¢Ozmiistiir ve daha sonra bu alanlarda aragtirmalar artmistir. 1968 yilinda M. G.
Gasymov [26] ¢alismasinda 2n boyutlu Dirac denklemler sistemi i¢in sagilma verilerine
gore ters problemi tamamen ¢ozmiistiir. Sinir kosulunda spektral parametre bulunduran
Dirac denklemler sistemi i¢in sa¢ilmanin ters problemi Kh. R. Mamedov ve A. Cdl [27]
tarafindan incelenmistir. Siireksiz katsayili Dirac operatorii ve sinir kosulunda spektral
parametre bulunduran durum igin sagilma teorisinin ters problemi Kh. R. Mamedov ve
A. Col’tin [28] calismasinda ve smir kosulu spektral parametreyi polinom bigiminde
bulunduran durum igin spektral analizin ters problemi A. Col’in [29] calismasinda
incelenmistir. Kh. R. Mamedov ve O. Akcay [30]’da siireksiz katsayili1 Dirac operatdrii
icin spektral ayrisim formiiliinii elde etmistir.  Weyl-Titschmarsh  fonksiyonu
kullanilarak, Dirac tipli sistemler i¢in diiz ve ters problem A. Sakhnovich ve digerleri

tarafindan ¢alisilmistir [31, 32].

Dirac denkleminin lineer olmayan dalga denklemleriyle baglantili oldugunun
elde edilmesi ile fizigin ¢esitli alanlarinda Dirac operatorii i¢in diiz ve ters problemlere
olan ilgi artmistir. Ornegin, Dirac denklemler sistemi M. J. Ablowitz ve H. Segur [33],
R. G. Newton ve R. Jost [34], L. D. Faddeev ve L. Takhtajan [35], L. P. Nizhnik [36, 37,
38], R. J. Kruger [39], D. G. Shepelsky [40, 41], B. Thaller [42], B. A. Watson [43] gibi
birgok yazar igin ilgi ve arastirma arastirma alani olmustur ve bu yonde yapilan

caligmalar devam etmektedir.



Akeay, O. 2016. Bir Sunif Dirac Operatérii Igin Ters Problemin Coziilebilmesi I¢in Gerek ve Yeter Kosul, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 BIR BOYUTLU DIRAC OPERATORU ve BAZI OZELLiKLERI

3.1.1 Birinci Mertebeden Dirac Denklemler Sistemi

Bj—y+ P(x)y=A4y (3.1.1.1)
X

matris denklemi ele alinir, burada

0 1 pll(x) plZ(X)) [yl(X)J
B = L P(x)= L y(x)= ,
SR RCE b RTER
P (X) = Pu(X), P (X), i, k=12 reel degerli ve [0,7] arahg iizerinde siirekli

fonksiyonlardir ve A spektral parametredir.

(3.1.1.1) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir:

Yo + Pu(X)Y, + P (X)Y, =AY,
(3.1.1.2)

=Y, + P (X)Y, + P (X)Y, =AY,

PL(X)=p,,(X)=0, p,(X)=V(X)+m ve p,(X)=V(X)—m olmas: durumunda,

(3.1.1.2) sistemine goreli kuantum teorisinde bir boyutlu duragan Dirac sistemi denir,

burada V (x) potansiyel fonksiyon ve m kiitledir.

H =H(x) iki boyutlu uzayin diizgiin ortagonal doniisiimii olsun. Her bir

ortagonal doniisiim iki boyutlu uzayin sabitlenmis ortanormal tabanina gore
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HX) = (cos p(x) —sin go(X)]

sinp(x)  cose(x)

bigimine sahiptir. B ve H matrisleri komiitatiftir, yani BH =HB. (3.1.1.1)’de

y =H(X)z degisken doniisiimii yapilarak ve daha sonra soldan H™ ile carpilarak,

H‘lei(Hz)+ H™*PHz=H"AHz
X

veya

Bd_z+(HlBiH +H1Psz:/12 (3.1.1.3)
dx dx

elde edilir. Q(x)=H 1Bdi H +H'PH matrisi olusturulsun.
X

HlBiH:[(pl(X) 0 j’
dx 0 o¢'(X

. . 1 .
P. (X) cos’ ¢ + P1o (X)sin 2¢ + pzz(x)sm2 2 Py, (X) cos 2(0+_( P2 — pll)SIn 2¢
H'PH = . 2
Py, (X) cos 2‘/’"‘5( Py, — pll)Sin 2¢ pn(X)Sin2 @ — Py, (X)Sin 2+ p,, (X) cos’ ()

ifadeleri kullanilarak Q(X) matrisi asagidaki sekilde yazilir:

q21(X) q22 (X)
, . . 1 .
@'+ py(X) cos’ @+ P, (X)sin 29+ pzz(x)sm2 4 P, (X) cos 2(0"'5( Py — p11)sm 2¢
- 1 . , . .
Py, (X) cos 2‘/""5( Py — pll)SIn 2¢ o+ pll(X)SInz @ — P (X)Sin 29+ p,, (X) cos’ (4

Simdi, ¢(x) fonksiyonu q,,(x) =0 olacak sekilde secilsin. O halde,
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.0 () €05 20(X) +§( ,»(X) — 1y (X))sin 20(x) =0

Eger p,,(X) = p,,(X) ise,

- E -1 2 plZ(X)
P09 = 2 t pll(X) — P2 (X)

bulunur ve Q(x) matrisi asagidaki bi¢ime indirgenir:

(9, 0 ) (p(x) O
Q(X)‘[ 0 qzz(x)H 0 r(x)J'

Boylece, (3.1.1.3) denklemi

[o 1Jg+[p(><) 2 ]z:;u (3.1.1.4)
-1 0Jdx | 0 r(x)

biciminde yazilabilir.

Simdi, P(X) fonksiyonu iz[Q(X)] =0y, (X) + 0, (X) =0, yani
2¢'(X) + py; (X) + p,, (X) =0 olacak sekilde secilsin. O halde,

p(X) = _%_([{ pll(s) + Py (S)} ds

bulunur ve (3.1.1.3) denklemi

(0 1]%+(D(X) q(x)]z=/lz (3.1.1.5)
-1 0Jdx (q(x) —p(x)

bicimine indirgenir. (3.1.1.4) ve (3.1.1.5) denklemlerine (3.1.1.1) denkleminin (ya da
(3.1.1.2) sisteminin) kanonik formlar1 denir. (3.1.1.1) denkleminin spektral teorisinde
gesitli problemlerin ¢6ziimlerinde bu ve buna benzer kanonik formlari kullanmak

uygundur. Ornegin, (3.1.1.1) denkleminin dzdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik
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davraniglarin1 ¢alisirken ve (3.1.1.1) denkleminin 06zfonksiyonlarina gore ayrisim
formiiliinii incelerken (3.1.1.4) kanonik formunu kullanmak uygundur, verilen sonsuz
aralik tizerinde (3.1.1.1) denkleminin 6zdegerlerinin asimptotik dagilimi gibi sorularda

ve ters problem i¢in (3.1.1.5) kanonik formunu kullanmak uygundur ([44]).

3.1.2 Dirac Operatdriiniin Temel Ozellikleri

(3.1.1.4) kanonik bi¢imine indirgenmis (3.1.1.1) denklemi i¢in asagidaki sinir

deger problemi ele alinsin:

Y, {2+ p(X)}y, =0,  y, +{A+r(x)}y, =0, (3.1.2.1)
y,(0)sina+vy,(0)cosa =0, (3.1.2.2)
y,(7)sin S +y,(r)cos f=0. (3.1.2.3)

p(x) ve r(x) fonksiyonlar1 [0, 7] araliginda siirekli olsun.

Tamm 3.1.2.1 ([44]) (3.1.2.1)-(3.1.2.3) smur deger problemi belli bir A, degeri i¢in

Yy (X, 4p)
Y, (X, 4p)

fonksiyonuna ise bu 6zdegere karsilik gelen vektor-degerli 6zfonksiyon denir.

asikar olmayan y(x,ﬂo)z( ] ¢oziimiine sahip ise A,’a Ozdeger ve Yy(X,4,)

Lemma 3.1.2.2 ([44]) Farkli A4 # A, Ozdegerlerine uygun y(x,4,) ve z(x,4,) vektor-

degerli 5zfonksiyonlan diktir, yani (y" =(y, y,)),

a T

[T zdx=[{y, (% 2)2,(x ) + Y, (X, 4)2,(x, 4,)} dx = 0.

0 0

Lemma 3.1.2.3 ([44]) (3.1.2.1)-(3.2.1.3) smur deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

10
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3.2 OZDEGERLER ve VEKTOR-DEGERLI OZFONKSIYONLAR ICIN
ASIMPTOTIK FORMULLER

(3.1.2.1)-(3.1.2.3) simur deger probleminin 6zdegerlerinin ve vektor-degerli

ozfonksiyonlarinin asimptotik davraniglar1 doniisiim operatorii kullanilarak incelenir.
3.2.1 Doniistim Operatorii

E, iki bilesenli, birinci mertebeden siirekli tlireve sahip kompleks degerli

stirekli f(X), 0<x<oo vektor fonksiyonlarinin uzayi olsun. A :E ->E ve A :E > E

2x2 lineer matris operatorleri, E, ve E,, E ’nin kapali alt uzaylar1 olsun.

Tanim 3.2.1.1 ([44]) E uzayinda tanimli, X :E, — E, lineer tersinir operatorii

asagidaki kosullar1 saglasin:
1. X ve X" operatorii E ’de siireklidir,
2. AX = XA, saglanir.
Bu durumda X operatoriine A ve A, operatdrleri igin doniisiim operatorii denir.
Burada, 3 durum ele alinir ([44]):
Durum 1. E uzay: yukarida tanimlandigi bigimde olsun. E uzaymmn
f,(0) = hf,(0) (3.2.1.1)

f,(3)

kosulunu saglayan f(x)= ( £ %)
2

J vektor degerli fonksiyonlarindan olusan alt uzay:

E, = E,olsun, burada h keyfi kompleks sayidir.

11
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(0 1)Yd (p(x) a(x))_,d
Al_(—l OJ&J{q(x) —p(x)]_de+Q(X)’

Az:Bdi, 0<X<oo
X

matris operatorleri ele alinsin, burada p(x) ve q(x) siirekli kompleks degerli

fonksiyonlardir.

Teorem 3.2.1.2 X : E, — E, operatorii
X f(x)=f(x)+ j K (x,t) f (t)dt (3.2.1.2)
0

bigimindedir. (3.2.1.2) ifadesinin K(x,t) ¢ekirdegi

BK, (x,t) + K, (x,t)B =-Q(X)K(x,t), (3.2.1.3)
K(x,x)B—-BK(x,Xx) =Q(x), (3.2.1.4)

1
K(x,0)BH =0, H= (hj (3.2.1.5)

probleminin ¢6ziimudiir. Tersine, eger K(X,t), (3.2.1.3)-(3.2.1.5) probleminin ¢6ziimii
ise, (3.2.1.2) formiilii ile belirlenen X operatorii A ve A, operatorleri igin doniisim

operatoridiir.

Durum 2. E uzayr Durum 1°de verilen ile aymdir ve E’nin E, =E, alt uzayi,

f,(x
f,(x)
Aslinda, bu kosul h=o0 i¢in (3.2.1.1) kosulundan elde edilir.

f,(0)=0 kosulunu saglayan f(x) :[ J vektor degerli fonksiyonlarinin uzayidir.

A ve A,, Durum 1’de tanimlanan bigimdedir. Bdylece, X doniigiim operatorii

12
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X f(x)= f(x)+j‘ K(x,t) f (t)dt

formundadir. Benzer sekilde, K(X,t) ¢ekirdegi i¢in
BK, (x,t) + K, (x,t)B =-Q(x)K(x,t) ,
K(x,x)B—BK(x,x) =Q(x),
K, (x,0)=K,,(x,0)=0
problemi elde edilir.

Durum 3. E uzayi, Durum 1 ve Durum 2’de verilen bicimdedir. E ’nin E; ve E, alt

uzaylari,
f, (O)= hlfl(o)’ f, (O): h, f, (O)

kosullarini saglayan f(x) vektor degerli fonksiyonlarinin uzaylaridir, burada h, ve h,

keyfi kompleks sayilardir.

A ve A, operatorleri,

0 1)d (p(x) O d

A= — 4 =B—+Q,(x),
-1 0)dx 0 0, (x) dx
0 1 0

A, = i+ pz(X) EBi—i—QZ(X)
-1 0)dx 0 q,(x) dx

formunda olsun. O halde, X doniisiim operatorii
Xf (X) = R(X) f (X) + j L(x,t) f (t)dt (3.2.1.6)
0

13
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bicimdedir, burada R(X) =[ al) f (X)] ve

-p(x) a(x)

a(x)= %sin {—%i r(r)dr+sin‘1%} :

0

B(X) = Ecos{—l'x[ r(z)dz+sin™ l}
K 2 K

0

I’(X) = pl(X)+q1(X)— pz(x)_qz(x) | 1+hlh

(3.2.1.6) doniisiim operatoriiniin ¢ekirdegi L(X,t)
BL, (1) + L, (x,1)B = L(x,£)Q,(X) —Q,(X) L(x,1) ,

BL(X, X) = L(x, X)B = R(x)Q, (x) - Q,(X)R(x) - BR(X),

1
L(x,0)BH =0, H=
>0 (hlj

probleminin ¢6ziimiidiir.
Sonlu aralikta asagidaki durum ele alinsin ([44]):

A ve B operatorleri

d d

pl(x) o pZ(X) e

A= ; dx ’ B = ) dx
_& rl(x) _& r X)

(3.2.1.7)

bigiminde olsun, burada p,(x), r,(x), k=12 [0,7] arahginda reel degerli, siirekli

fonksiyonlardir.

14
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E, ve E, uzaylar

fl(o)si_ny+ f,(0)cosy =0, (3.2.1.8)
9,(0)sins+g,(0)coss =0

kosullarni  saglayan siirekli diferansiyellenebilir f(x) ve g(x) vektor degerli

fonksiyonlarinin uzaylari olsun, buraday ve ¢ keyfi reel sayilardir.

X matris doniisiim operatorii
X {f (x)}:R(x)f(x)+IK(x,s)f(s)ds (3.2.1.9)

bigiminde ifade edilir, burada R(x) ve K(x,s) iki boyutlu siirekli diferansiyellenebilir
matrislerdir,

ve a(x), B(x) fonksiyonlar:

:lsm{ I dr+sm i}
K 0 K

; (3.2.1.10)
:lcos{ J' A Bdr+sm 1}

K 0 K

k=sec(5—y).

15
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3.2.2 Birinci Mertebeden Denklemler Sisteminin Ozel Coziimiiniin Ozellikleri

o(x,4), (3.1.2.1) sisteminin,
¢, (0,1) =cosa, »,(0,1) =-sina (3.2.2.1)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun. Agiktir ki, ¢(x, 1), (3.1.2.2) kosulunu da
saglar. p(X)=r(x)=0 igin (3.1.2.1), (3.2.2.1) problemi ele alinsin. Bu problemin

¢oziimii w (X, A) olarak tanimlandiginda

wﬁxﬂ)=c?ﬂﬂx—“)’ (3.2.2.2)
w,(x,4) =sin(Ax—a)
elde edilir.

Simdi, (3.1.2.1), (3.1.2.2) probleminin ¢dziimiine dontisiim operatorii

uygulansin. (3.1.2.1) sistemi

P
Ay = d y=A4y (3.2.2.3)
Tk —r(x)

bi¢gimindedir. Diger taraftan, (3.2.2.2) esitlikleri ile belirli yw(x,4) vektor degerli

fonksiyonu

y=A4y (3.2.2.4)

denkleminin ¢oziimidiir. w(X,4), By =Awy denkleminin ¢dziimii oldugundan, X

doniisiim operatoriiniin tanimindan

16
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AX{y}=XB {y} =X {1y} =X {y]

elde edilir, yani ¢ =X {y}, Ap=A¢p denkleminin ¢dziimiidiir. Boylece, eger y (X, 1)
(3.2.24) denkleminin gbziimii ise, @(X,1)=X{w(x,A)} fonksiyonu (3.2.2.3)

denkleminin ¢6zlimiidiir. Ele alinan bu durumda
P (X)==p(x), r(X)=-r(x), p,(X)=r,(x)=0

olur. Bu nedenle, iZ[Ai—Bl]z—[p(X)+r(X)]. Aym zamanda (3.1.2.2) kosullari,

(3.2.1.8) sinir kosulu ile degistirildiginden y =J ve x =1 elde edilir. (3.2.1.10)’dan

0

a(x):sin{%i[p(rhr(r)]dr},
X (3.2.2.5)
ﬂ(x):cos{%‘([[p(r)ﬂ(r)]dr}
bulunur. (3.1.2.1), (3.2.2.1) probleminin ¢(X,4) ¢dziimii i¢in (3.2.1.9)’dan

(X, A)=RMX)w(x,A) +.X[ K (X, sy (s, A)ds

elde edilir. Boylece, (3.2.2.5) bigimine sahip «(X) ve S(X) fonksiyonlarindan olusan

R(x) matrisinin ifadesi ve (3.2.2.2) formundaki y(x,4) fonksiyonu kullanilarak

@ (x, 2) =cos{&(x,A)—a +I.{K11(x, 5)cos(As — ) + Ky, (X, 5)sin(As — ) Jds, (3.2.2.6)

®,(X, A) =sin {g(x, A) —a} +I{K21(x, s)cos(As —a) — K, (x,s)sin(As—a)jds (3.2.2.7)

formiilleri elde edilir, burada

17
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§(X,ﬂ):lx—%j[p(r)+r(r)]dr (3.2.2.8)

ve K;(xs), i,j=12, (3.2.1.9) ifadesindeki K(x,t) matris ¢ekirdeginin girdileridir
([44)).

Lemma 3.2.2.1 ([44]) |l| — oo iken X’e (0< x < r) gore diizgiin olarak,

gol(X,/I)=COS{§(X,/1)—0£}+O(/1_1),

@, (% 2)=sin{&(x,A)~a}+0(2?), (3.2.2.9)
d =—xsin{&(x,A)—al+ ,
08,1401( A)==xsin{£(x,2)-a}+0(1) .
a_l(pz(xaﬂ)zXCOS{é‘(X'i)_a}_,_O(l)

asimptotik formiilleri saglanir.

Lemma 3.2.2.2 ([44]) (3.1.2.1)-(3.1.2.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri basittir.

3.2.3 Ozdegerlerin ve Ozvektor Fonksiyonlarm Asimptotik Bigimleri

(3.1.2.1)-(3.1.2.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri
@ (7, A)sin B+ @,(x,A)cos =0

denkleminin kokleriyle ¢akisir. ¢ (7,4) ve ¢@,(z,A)’nin (3.2.2.9) ifadeleri bu

denklemde yerine yazilarak
sin(Az-v)+0(4)=0, (3.2.2.11)

elde edilir, burada

18
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v:ﬂ—a—%j{p(r)ﬂ’(r)}dr. (3.2.2.12)

"nin biiyiik degerlerinde (3.2.2.11) denklemi
A, —V =Nr+3,

biciminde ¢dziimlere sahiptir. Bu ifade (3.2.2.11)’de yerine yazilarak, sing, =O(n’1)

yani &, = O(n‘l) bulunur. Boylece, 6zdegerler igin

Ao =Lt +o(3j (3.2.2.13)
T n

asimptotik formiilii elde edilir, burada v (3.2.2.12) bigimindedir.

(3.2.2.13) ifadesi kullanilarak, vektor degerli 6zfonksiyonlarin asimptotik

formiilleri elde edilir:

ng(X,/In)EUn(X), (02(X,/1n)EVn(X)

yani
1
u, (x) =cos(¢&, —a)+O£Hj,

(3.2.2.14)
v, (X) =sin(¢&, —a)+0(%j,

burada & =&£(x,4,)= ﬁnx—%i{ p(z)+r(r)}dz. Ayrica,

jf u 2(X)+V? (x) dx 7z+0(1J
n

0

ifadesi kullanilarak normlastirilmis vektor degerli 6zfonksiyonlarin asimptotik formiilii

19
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%cos(én—aﬁo(%j
" %sin(ﬁn—aﬁO(%j

bi¢iminde elde edilir ([44]).
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3.3 AYRISIM TEOREMI
Yo —{A+ P00}y, = (0, Vi +{A+1(0}Y, =—F,(%), (3.3.1)
y,(@)sina+y,(a)cosa =0, (3.3.2)
Yi(7)sin B+y,(7)cos f=0 (3.3.3)

sinir deger probleminin ¢oziimii aransin, burada f(x)=0 sirekli vektor degerli

fonksiyondur. ¢(x, 1) ve y(x,A) sirastyla (3.1.2.1) sisteminin
¢ (a,4) =cose, o,(a,)=—-sina (3.3.4)

w, (b, 1) =cos g, w,(b,A)=—sin g (3.3.5)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

Eger ¢o(x,1) ve w(x,4) lineer bagimsiz ise, o halde Wronskian

o (X, 1) 9,(x4)

Wiewi=l, 2 w00h)

Tersine, eger belli bir A degeri i¢in, Wronskian W {@,p} =0 ise, ¢(x,4)=Cy(x,4)
ve bu nedenle (p(X,i) vektor-degerli 6zfonksiyondur. Boylece, (3.1.2.1), (3.3.3), (3.3.4)

sinir deger probleminin 6zdegerleri, eger Wronkskian A ’nin bir fonksiyonu olarak ele

alinirsa W {(0, l//} ‘nin sifirlar ile gakisir.
W {go, t//} , X e bagl degildir. Gergekten,

P —{A+ PN} =0, i —{A+p(X)}y, =0,

(3.3.6)
P +H{A+r(X)} 0, =0,  y +{A+r(\)}y,=0

21
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yazilabilir. Bu esitlikler sirastyla, y,, —w,, —@, Ve ¢, ile ¢arpilarak ve daha sonra

toplanarak
(o, — oy, —vim, +vi0, ) (%, 2) =0

yani

d d
&(%'//2 _(Dzvll)(x’/?“):&W {(/),l//} =0

bulunur. Buradan W {go, l,//} ’nin X’e bagh olmadigi elde edilir. Boylece, W {qo, t//}
sadece A’ ya baghdir ve W {p,} =w(1).
1 .
—l//(X,ﬂ)(D (y1ﬂ')’ y<X

Gxy: ) =1 A (33.7)

ﬁco(x,z)ww,z), X<y

olsun, G(x,y; ) ifadesine Green matrisi denir.

y(x,4) = [G(x, ;1) f (y)dy (3.3.8)

vektor-degerli fonksiyonu (3.3.1) sisteminin (3.3.3) ve (3.3.4) kosullarini saglayan
¢ozuimidiir. Gergekten, (3.3.7)’den

w(2) 0, (X, Dy (¥, 4) 0, (X, Dy, (Y, 1)

1 o (X A (Y, 4)  o(X, Dy, (Y, A) X <
w(2) ey

G(x,y;4) =

L((ol(y’ﬂ’)lﬂl()(!i) ¢1(y1/1)‘)”2(xvl)j <x
W(/l) 0, (Y, D (X, 2) 0, (Y, Dy, (X, A) ’

yazilabilir. Buradan
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L[%(X’ﬂ)‘/ﬁ(yvl) f.(y)+o(x, Dy, (y, 1) fz(y)j

W l) @, (X, Dy (Y, 1) F,(Y) + @, (X, Dy, (y, 4) f,(y) ’
G(x,y; ) f(y) =

L[%(yﬂl)‘/ﬁ(xal)f1(Y)+¢1(yJ~)l//2(X’ﬂ)fz(Y)j y
w i) @, (Y, Dy, (%, A) £,(Y) + @, (y, Dy, (X, 4) ,(y) ’

bulunur. [uTv](y) =u, (y)v,(y)+u,(y)v,(y) oldugu kullamlarak, (3.3.8)’den

ACTE (){%(xz)j[sof y+¢1<x,ﬂ)j[w](y)dy}, (3.3.9)

Y (x z)—ﬁ{wz(x,ﬂ)jwf](y)dywz(x,z)j[wf](y)dy} (33.10)

elde edilir. (3.3.9) ifadesi x ’e gore diferansiyellenerek,

Bed) =10 ){wl(x /I)I[co f](y)dy+@{(xA)[[w" f](y)dy-

@ (X, 1) [l//l(x1 A L) +y,(x, D) f, (X)] +y, (X, 4) [@1()(’ A) £, +9,(x, 4) fz(x)]}
bulunur. (3.3.6) sisteminden ¢/(x, 1) ve w;(x, A) ifadeleri son esitlikte yazilarak

V(% 2) =—‘VC(;()X) {mm [0 ](y)dy+o, (6 D[ f](y)dy}—

—ﬁ{(pl(x AW (X A) = @, (X, Dy (X, ) 1, (%) (3.3.11)

elde edilir. (3.3.10) esitliginden ve

0,6 Dy, (%, A) = @,(X, Dy, (%, 2) =W {@,p} = W(2)

oldugundan, (3.3.11)
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Vi (% A)=={A+1(0)}y,(x,2) - f,(x)

bigiminde yazilabilir. Bu esitlik (3.3.1) sisteminin Y, +{l+ I’(X)} y, =—f,(x) ifadesi ile
cakisir. Benzer sekilde Y, —{A1+p(x)}y, = f,(X) icin de elde edilir. Bdylece, (3.3.8)
vektor-degerli fonksiyonu (3.3.1) sisteminin ¢Ozlimiidiir. Ayn1 zamanda, (3.3.8)
fonksiyonu (3.3.2) ve (3.3.3) siir kosullarini da saglar.

Boylece asagidaki teorem ispatlanir:

Teorem 3.3.1 ([44]) Eger 4 (3.1.2.1), (3.3.2), (3.3.3) homojen sinir deger probleminin
0zdegeri degil ise, (3.2.1)-(3.2.3) homojen olmayan sistemi, herhangi vektor-degerli
f (x) fonksiyonu i¢in ¢oziilebilirdir ve ¢oziim (3.2.8) formiiliiyle verilir. Tersine, eger A
(3.1.2.1), (3.2.2), (3.2.3) homojen smir deger probleminin 6zdegeri ise, (3.2.1)-(3.2.3)

homojen olmayan sistemi ¢6ziilemeyendir.

Teorem 3.3.2 ([44]) Eger f(Xx) fonksiyonu siirekli tiirevli ve (3.2.2), (3.2.3) smur
kosullarmi saghyor ise, f(x) (3.1.2.1), (3.3.2), (3.3.3) sinir deger probleminin vektor-

degerli 6zfonksiyonlarinin mutlak ve diizgiin yakinsak Fourier serisi biciminde ayrisima

sahiptir:
0 b
f(x)=> av,(x), burada a, = j fT(x)v, (x)dX.

Teorem 3.3.3 ([44]) [a,b] araliginda karesi integrallenebilir herhangi vektor-degerli

f(x) fonksiyonu i¢in
b oo
j f2(x)dx = Z a, f2(x) = f2(x)+ £ (X)

N=—o0

Parseval esitligi saglanir.
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3.4 SUREKSiZ KATSAYILI DIRAC DENKLEMLER SISTEMININ COZUMUNUN
GOSTERIMI

By'+Q(X)y = Ap(X)y, 0<x<r, (3.4.1)

Dirac denklemler sistemi ele alinsin, burada
0 1 p(x) a(x) y; (x) 1, 0<x<a,
B = = = =
(—1 OJ’ () (q(x) -p(x))’ y() Y, (X))’ p() a,a<Xx<r,
1#a>0, p(x) ve q(x) kompleks degerli fonksiyonlar ve HQ(X)H Oklid normu
j”Q(x)de <+
0

kosulunu saglasin. Q(X)=0 oldugunda (3.4.1) denkleminin E(0,2)=1 (I birim

matris) kosulunu saglayan ¢oztiimii
EO(X A) = g Bu(x)
bi¢imindedir, burada

p(x)=

X, 0<x<a,
aXx—qa+a, a<x<r.

Teorem 3.4.1 ([45])
j”Q(x)de < o0

olsun. O halde, (3.4.1) denkleminin E(0,4)=1 baslangi¢ kosulunu saglayan matris

¢ozimi
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#(x)
E(x,A) =e "™ 4 j K (x,t)e *®dt

—u(x)
bigimindedir. K(x,t) g¢ekirdegi

H(x) X
[ IKDldt<e® -1 o(x) = [|Q(s)|ds
0

—u(x)
saglar. Eger Q(x) diferansiyellenebilir ise, K(X,t) ¢ekirdegi i¢in
BK, +Q(X)K + p(X)K,B =0,
PI[K (X, 1(x))B ~BK(x, u(x))] = (x),
BK(x,—u(x))=0

bagintilari saglanir.
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3.5 TEMEL TANIMLAR ve TEOREMLER

Tamm 3.5.1 ([46])

a) Bir f karmasik fonksiyonu bir z, noktasinin belli bir D(z,,5) komsulugundaki tiim

noktalarda diferansiyellenebiliyorsa f, z, da analitiktir denir.

b) Eger bir f karmasik fonksiyonu bir S kiimesinin biitiin noktalarinda analitik ise f,

S {izerinde analitiktir denir.

c) Bir f fonksiyonu C ’nin tiim noktalarinda analitik ise f ’ye tam fonksiyon denir.

Teorem 3.5.2 ([47]) Kompleks degiskenli f(z) fonksiyonu G bolgesinde analitik

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i. f(z) fonksiyonu G bolgesindeki her z, noktasinin komsulugunda

f(z)=a,+a(z—2,)+...+a,(z—2,)" +...
biciminde gosterilebilir,
ii. f(z) fonksiyonu G nin her z, noktasinda diferansiyellenebilirdir.

Tamm 3.5.3 ([47]) Iki tam fonksiyonun oram biciminde ifade edilebilen fonksiyona

meramorf fonksiyon denir.

Tamm 3.5.4 ([47]) f(z) tek degerli fonksiyonu z, noktasinin delinmis komsulugunda
analitik olsun. Bu durumda z, noktasina ayrik tekil nokta denir. Bu noktada fonksiyon

tanimli olmayabilir yada tek degerli ve analitik degildir.

Tamm 3.5.5 ([47]) z,, f(z) fonksiyonun ayrik tekil noktast olsun. Eger z — z, iken

f(z) > «© ise z, noktasia f(z) fonksiyonunun kutup noktas1 denir.
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Tamm 3.5.6 ([47]) Eger z, noktasi

fonksiyonunun k. mertebeden sifir1 ise z,

noktasina f(z) fonksiyonunun k. mertebeden kutup noktast denir. Eger k=1 ise z,

noktasima f(z) nin basit kutup noktas1 denir.

Teorem 3.5.7 (Rezidii Teoremi [47]) L kapali Jordan egrisi verilsin. Eger f (z)

fonksiyonu z,, z,,..., z, € I (L) ayrik tekil noktalar1 disinda I(L) iizerinde analitik ise

jf(z)dz=2m§n;ersz(z).

Teorem 3.5.8 (Rouche Teoremi [47]) L kapali Jordan egrisi verilsin. Kabul edelim ki

f(z) ve g(z) fonksiyonlar: 1(L) iizerinde analitik ve L nin her noktasinda

1T (2)|>|9(2)|

olsun. O halde, L iginde f(z) ve f(z)+9g(z) fonksiyonlarinin sifirlarinin sayisi

aynidir.

Teorem 3.5.9 (Cauchy Integral Formiilii [47]) Eger f(z), G bolgesinde analitik ve

G bolgesi L kapali Jordan egrisini ve bu egrinin igini (1 (L)) igeriyorsa,

15
f(z)‘zm!ﬁé‘ zel(L),

burada sag kisimdaki integrale Cauchy integrali denir. Diger taraftan,

1y,
2;zi{§—zd§_0’ zeE(L),

burada E(L), L egrisinin disidir.
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Lemma 3.5.10 ([48], Lemma 1.3.1) Eger f(x) e L,(0,7) ise, o halde

| 4|0 | 4|0

lim e[ £ (x) cos Axdx = lim ™™ [ f (x)sin Axdx =0.
0 0

(3.4.1) denklemler sisteminin S(t,4) ve y(t,4) 6zel ¢dziimleri i¢in Lemma

3.5.10° a benzer sekilde asagidaki lemma saglanir:
Lemma 3.5.11 ([49]) Her f(x)eL,, (O, T, (Cz) vektor fonksiyonu igin

X

[S(t.2) fp(t)t| =

0

lim max e '™«

|A|—>o0 0<x<7

lim max e "M A#(=)-x(x)

[A|>00 0<x<7

v (t,A) f(t)p(t)dt|=

= —y

saglanir, burada §(t,/1) fonksiyonu S(t,ﬂ,) fonksiyonunun transpozudur.

Tamm 3.5.12 ([50]) W,' wuzayi, asagidaki kosullari saglayan f(x), xe[0,x]

fonksiyonlarinin Sobolev uzayidir:

i. f9(x), j=0,N -1 mutlak siirekli fonksiyonlar,
fMx)eL,(0,7).
Lemma 3.5.13 ([50], Lemma 1.5.4) {p,,a,} _ sayilari asagidaki bigimde verilsin:

pn=n+£+ﬁ, an=z+&, (K.} {Kk} €lyax, 20.

zZn n 2 n

-0 a,

T

= [ cos p X _cosnx —, n>0,
a(x): Z( Pn 0], al =42
T

olarak tamimlansin. O halde a(x) W, (0,27).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 BIR SINIF SUREKSiZ KATSAYILI DIRAC OPERATORU ICIN TERS
PROBLEMIN COZUMU

4.1.1 Probleme Giris

Sonlu aralikta, Dirac denklemler sistemi
By'+Q(x)y = Ap(X)y, O<x<rm (4.1.1.1)
ve
¥.(0) =y,(7) =0 (4.1.1.2)

sinir kosullart ile olusan sinir deger problemi ele alinir, burada

(01) (PO a0 (n(x)
o5, o am-(q o) v09-(co)
p(x)eL,(0,7) ve q(x)eL,(0,7) reel degerli dlgiilebilir fonksiyonlar, A spektral

parametre, 1=« >0 olmak iizere

1, 0<x<a,

o, a<X<r.

()|
@(x 1), (4.1.1.1) sisteminin

?(02)=0, ¢,(0,2)=-1 (4.1.1.3)
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baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. (o(X,/i) ¢Oziimii asagidaki integral

gosterime [10, 49] sahiptir:

#x) sin At
A)= A A(X,t dt 1.1,
o(XA)=0y(x4)+ '([ (x, )(—COSMJ : (4.1.1.4)

burada

%(X’i):{ sinlﬂ(x))} y(x):{x, 0<x<a,

—cos Au(x ax-aa+a, a<x<z,
sabitlenmis her x €[0,7] i¢in A;(X,) €L, (0,7),i,j=12 ve A(xt),

BA (X, 1)+ p(X) A (X,t)B=—Q(x) A(x,t),

Q(x)=p(x)| A(x, 2(x))B-BA(x (x)) |, (4.1.1.5)

A.(x,0)=A,(x0)=0

probleminin ¢oéziimiidiir. (4.1.1.5) esitligi, (4.1.1.4) integral gdsteriminin A(X,t)

cekirdegi ile (4.1.1.1) denkleminin Q(X) potansiyel fonksiyonu arasindaki iliskiyi verir.

w(X,4), (4.1.1.1) denklemler sisteminin asagidaki baslangi¢ kosullarini

saglayan ¢Ozlimii olsun:
w, (7, 4) =0, w,(mr,A)=-1.

(4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu

A(A)=W[o(x2).,w (%) =0, (% )y, (X 2)—p (X A)y, (%, 1) (4.1.16)
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bi¢iminde tanimlansin, burada W [go(x,/i),l//(x,/l)], @(xA) ve y(x,4) ¢dziimlerinin

Wronskianidir ve Xe[O,ﬂ]’e bagli degildir. O halde, (4.1.1.6) ifadesinde sirasiyla

X=0 ve x=r yazlarak,
A(A)=-y,(0,4)= (7, 2) (4.1.1.7)

elde edilir. (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin &zdegerleri ile karakteristik
fonksiyonun A sifirlart gakisir. ¢(x,4,) ve w(x,4,) 0zfonksiyonlardir ve dyle bir g,

dizisi vardir ki

I//(X72'n)=ﬁn¢(xiﬂ’n)1 ﬂn 730, (4118)

saglanir.

(4.1.1.1), (4.1.1.2) siur deger probleminin normlastirici sayilari

a, = [(le.(x 2+l (x4, ) p(x)dx (4.1.1.9)
0
bi¢giminde tanimlansin.
Lemma 4.1.1.1 Asagidaki bagint1 saglanir:
A(4,)=a, B, A(A)=;—/1A(/1). (4.1.1.10)

Ispat. ¢o(x,1) ve w(x,4,) (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin ¢dziimleri

oldugundan
W, (% A)+ PO, (X, A) + 9w, (X, A) = Ap(Xwy (X, A),
=, (%, A) + 9w (X, 4) = P, (X, ) = AN, (X, 4),

?,(X, 4,) + PO)@ (X, 4,) +A(X)@, (X, 4,) = 1, p(X) @1 (X, 4,),
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~ (% 2,) + A (%, 4) = P()@, (X, 4,) = A,0(X) @, (X, 4,)

saglanir. Bu esitlikler sirasiyla ¢ (X,4,), @,(X,4.), -w,(x, 1) ve -y,(x,4) ile

carpilarak ve daha sonra toplanarak,

S A (02— (% Ds(x )} =

=(A-4,)p(x) {¢1(X, A (X, 2) +y, (X, 1), (X, ﬂ“n)}

bulunur. Son esitlik 0°dan = ’ye integrallenerek ve (4.1.1.2) smir kosullar1 kullanilarak,
{06 2w, (6 2) + 7, (%, ), (%, 4,)} p (X)X =
0

A(2)=A (%)
A=4

n

=—¢ (7, 24,)-v, (0. 4,)=

elde edilir. Lemma 4.1.1.1°den w(x,4,) = B,¢(X, 4,) oldugundan, son esitlikte bu ifade

kullanilarak
ﬂnj{(ﬂz(Xvﬂn)+¢§(x,/1n)}p(x)dx:—“)
0
bulunur. Burada A — A iken limite gegilerek, ,Bnan:A(),n) elde edilir. Lemma

ispatland1. o

Teorem 4.1.1.2 ([49])

() (41.1.1), (41.1.2) smr deger problemi sayilabilir sayida basit A, (neZ)

0zdegerlerine sahiptir, burada
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PR

=5,  lelel, (4.1.1.11)
ar—oa+a

n

(i) (4.1.1.1), (4.1.1.2) smr deger probleminin 06zvektor-fonksiyonlar1 asagidaki

bigimdedir:
Sin —nﬂ;u(X) é;(l) (X)
P ) | (£2(x)
—COS# n
ar—oaa+a
X, 0<x<a,

i Ml) o+ (X)\Z} <G u(x)= {

ax—qa+a, a<X<r.

(iii) (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin normlastirici sayilari

n

a,=ar—aa+a+s,  {6,}€l,. (4.1.1.12)
Asagidaki esitsizlik saglanir:
A(2)| > C e, (4.1.1.13)

burada C; pozitif sayidir ve (4.1.1.13) esitsizligi

G, ={2:|A-4|28, n=0+1+2,.
bolgesinde gegerlidir, burada A} = rzﬂ), (neZ), Ay(A)=sinAu(z) fonksiyonunun
u(m

sifirlaridir ve o yeterince kiigiik sayidir.

Teorem 4.1.1.3 ([49])
(i) (4.1.1.1), (41.1.2) smr deger probleminin {¢(x,/1n)}, (neZ) ozvektor-

fonksiyonlarinin sistemi L, » (O, T, Cz) uzayinda tamdir.
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.. T - . . .
(i) f)=(f(x),f,(x), [07] arahgmnda mutlak siirekli fonksiyon olsun ve
f,(0) = f,(#) =0 olsun. O halde,

f(x)= i co(x4,), ¢, =i< f(X),0(x4,)). (4.1.1.14)
(24

n=-o n

Ayrica, (4.1.1.14) serisi X e [0, 7[] ’e gore dlizgiin yakinsaktir.

(i) f()el,, (0, T, (CZ) igin, (4.1.1.14) serisi L, | (O,7z; (Cz) uzayinda yakinsaktir ve
Parseval esitligi saglanir:

1 = 3 e[ (4.1.1.15)

n=—o0

4.1.2 Temel Denklem

(4.1.1.2), (4.2.1.2) siir deger probleminde Q(x)=0 oldugunda elde edilen
smir deger probleminin sirasiyla 6zdegerleri ve normlastirict sayilari 4] ve «f olsun.

Asagidaki fonksiyonlari ele alalim:

R(xt)=Y F( Sn j(pg (t,zr,)—%( sin % }o& (t,z,?)] (4.1.21)

0
| &, \ —COS A X —COS A, X

Fxt)=F,(u(x).t). (4.1.2.2)
(4.1.2.1) ve (4.1.2.2) kullanilarak
F(xt)= i [ai%(x,;tn)gog (t,/ln)—%%(x,/l:)gog (t,z:)} (4.1.2.3)
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bulunur.

a(x)—i 1 (cosA,x —sinAx) 1 (cosA’x —sinA’x
CZla, \singx cosAx ) a’lsinA’x  cosA’x

—00

olmak iizere F,(X,t) fonksiyonu

Fo(x,t):%[a(x—ﬂ(t))”(”“(t))ﬂ

0
3 J. [50], Lemma 1.5.4’¢ benzer sekilde

biciminde yazilabilir, burada T =[
a(x)eW,[0,2x].
Teorem 4.1.2.1 Sabitlenmis x e (0,7] i¢in (4.1.1.4) integral gosteriminin A(X,t)
cekirdegi asagidaki denklemi saglar:

#(x)

A u(t)+F(xt)+ [ A(RE)R(£1)dE=0,  O<t<x  (4124)

0

Ispat. (4.1.1.4) integral gosteriminden

@ (X A)= qo(x,l)—”(f) A(x,t)( sn At ]dt (4.1.2.5)

5 —COs At

yazilabilir. (4.1.1.4) ifadesinden

N

ZN:Nai (%4,) @ (t,4,) = Zain{%( )+ﬂf A(X 5)( Cojfg)dé}cog(t,@n)

n=—N

B N 1 . u(x) N 1 sin A é:
_n_zNa—ngoo(x,ln)(po (t,4,)+ ! A(x,€) LZNO[—( Coslé"]gp (t.4 )]dg

bulunur. Benzer sekilde, (4.1.2.5)’den,
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N

2 o046 (L)-

n=—N

-3y

n=-N

$|r—\
f_/¥_'\
—|

w(t)
A)- | (sin,¢,—cos 2,&) AT (t,f)df}

—

)

Nl N1 g
=Y (x4 )= D =o(x4,) [ (sin4,&,-cos 2,&) AT (t,£)dé
n=—N an n=—N an 0
elde edilir. Son iki esitlik kullanilarak
= 1 r 1 T
2, —o(xA)9" (tA4) =2, — (X4 ) s (t.4,)+
n=-N & n=-N “p

N
bulunur. Bu esitligin her iki tarafindan Z io (X lo) (t /10) ifadesi ¢ikarilarak ve
n=-—N an
#(x) N in 2°
e - 1 sinA ¢ )+ 0 i i .
esitligin sag tarafina A(X, — " t, A, )|d ifadesi ekleni
g s e $ 5 5 ) s ;

cikarilarak:

-y Li%(x,znm ()= 05 (x.2)] (Mﬁ’)}+
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NCLq o sinA & 1( sinA’¢ o
+-([ A(X’g)n;,[a_n(—cosingjw (t4)- (—cos/l 5] ( b )}dé
N 1 (1)
+> Zo(x4, [j (sin2,&,—cos 2,E) AT (t, §)d§]
04 0

veya
D (%) = 1 (6, 1) + T, (6, 1) + 15 (%, 1) + 1, (X, 1) (4.1.2.6)

elde edilir, burada

#) N sin A
0= [ A9 3 Li[ljgjw (2o
#(x) N sin sin
lys (%1) = ! A(x,g)Z[ai( Cojjgjw (t.4,)-— [—co:jf}o t 10)}d§
()= ai<p(x,/1n)(#j})(sinlng,—cosﬂng)AT (t,§)d§}

f (X) [0, 7[] araliginda mutlak siirekli fonksiyon olsun. (4.1.1.14) ayrisim formiiliinden,

€ [0, 7[] ’e gore diizgiin olarak,
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V4

“tim [ Y L (62l (20) £ (1) p(t)et

o0 o0

= > (% 4)- D clp(xA0)= F(x)- f(x)=0 4.1.2.7)

N=—o0 N=—o0

elde edilir.

:TF () f () p(t)dt (4.1.2.8)

bulunur. (4.1.1.4) integral gosteriminden,

i 2 ($:4), £<a,
sinA& )
(—COSﬂfj_ (po(é_i_a_i’/lj’ §>a (4129)
a a

yazilabilir. (4.1.2.9) ifadesi ve (4.1.1.14) ayrisim formiili kullanilarak,

Va

lim | 1, (xt) f(t)p(t)dt=

N—o0
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a ax—aa+a é aj
=|A(x,&)f(&)d Ax,¢&)f| =+a-—[d
JACE) T(E)ace | A [ Sra-2 s
- - £ & Lo
elde edilir. Son esitlikte, =+a——=¢ doniligiimii yapilarak
a a

'!‘iL]lJ.INZ(x,t) f(t)p(t)dt=jA(x,§) f (§)d§+ajA(x,a§'—aa+a) f(£)de
0 0 a
bulunur. Burada & ve & degiskenleri t degiskeni ile degistirilerek

lim 1, (%) £ OOt = [ A1) f (O)dt+af Al at-aa+a) f (1)

iA(x u(t)) f(t) p(t)dt (4.1.2.10)
sonucuna varilir.
Ll_r]l][- Iys (x,t) f(t)p(t)dt =

sin A0&

T N 1 Tl o
Mj@! j A“ZHZN{ (Cm 5] o (t4)- (_Cosl 5]% (t'ln)}(t)/?(t)dfdt

(IXA Fo (&t df} (t) p(t)dt (4.1.2.11)

elde edilir.
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Lii‘lj s (X1) f (1) p(t)dt =

V4 N 1 H
= lim —(p
N—>oo N &

n

—~

Y
(sin 4,&,—cos 4,&) AT (t,f)df}}f OpM)dt  (4.1.2.12)

O

bigimindedir. 7 ( X, A ) =L ( X, A ) ve A (ﬁn ) =a,pf, oldugundan

lﬂ’ g - - .
igp(x,/1n): W.(Xi ) yazilabilir. Bu ifade (4.1.2.12)’de yerine yazilarak ve rezidii

teoremi kullanilarak

Lii‘l‘j'w (x,t) f (t)p(t)dt =

7| N (1)
= lim {Z ‘”.(X’/I“) [ (sin2,&,—cos 2,&) AT (t,f)df}f(t)p(t)dt

7 N /1(t
LJ{Z AHSWA(EM)L [( S|n/1§,—cos/1§)AT(t,f)df}f(t)p(t)dt

z y(t
| {i - AT (t,é)dédz}f (t) p(t)at

~tim [ [ 20 g
o |27 A(A)

(1)
Xe—\lmi\ﬂ(t) J. (Sinlg,—COS/’lg) AT (t,é)dédi} f(t)p(t)dt (41213)
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2,u(7z)

bulunur, burada T :{/1:|ﬂ|: l\éﬂ)+ } N yeterince biiyiik sayidir. |4|—>o0
u(r

ikem//(x,ﬂ) ¢ozimil i¢in XE[O,ﬂ'] e gore diizglin olarak asagidaki asimptotik

formiller vardir:

w, (X, A) =—sin A (u(7) — u(x))+0 (ﬁelmi(#(ﬁ)—y(x)) J

w,(X A) =—cos/1(y(7r)_ﬂ(x))+o( 1 ol!m (o)~ #(X))J’

[48], Lemma 1.3.1 ve [49]’a gore asagidaki bagntilar vardir:

lim max g™ #®

|A|>o0 0<t<z

(1)
[ Au(t)sin ;tgdg‘ =)

0

u(t)

lim max e ™A IAz(t,g)cos/lgdg‘zo, i=12.
0

[A|>o0 O<t<z

Bu bagintilar ve (4.1.1.13) esitsizligi, (4.1.2.13)’de kullanilarak,
'!‘imJ.IM(x,t)f(t)p(t)dt:O (4.2.2.14)
0

elde edilir. Boylece (4.1.2.6) esitliginde, (4.1.2.7), (4.1.2.8), (4.1.2.10), (4.1.2.11) ve
(4.1.2.13) ifadeleri yerine yazilarak,

u(x)

j A(x, u(t)) f (©) p(t)dt + j F(xt) f (1) p(t)dt + j j (%, &)Fy (&1)dE [ () p(t)dt =0

bulunur. f(x) keyfi fonksiyon oldugundan,
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#(x)

A(x )+ F (x 1)+ [ A(x&)R(&1)dé=0, 0<t<x

0
elde edilir. Teorem ispatlandi. o

Tamm 4.1.2.2 (4.1.2.4) denklemine temel denklem ya da Gelfand-Levitan tipli denklem
denir.
Lemma 4.1.2.3 Her sabitlenmis Xe(0,7] igin (4.1.2.4) temel denklemi tek

A(X,.) el, (O,y(x)) ¢oziimiine sahiptir.

Ispat. Sabitlenmis x >a icin (4.1.2.4) denklemi (I +B)f =h bi¢iminde denkleme
denktir, burada B mutlak siirekli operator ve |, L,(0,7) uzaynda birim operatordiir.

X > a i¢in (4.1.2.4) temel denklemi
L A(X,.)+ K, A(X,.) =-F(X,.)
bi¢iminde yazilabilir, burada

(1), t<a<x,

4.1.2.15
f(at-ca+a), a<t<x, ( )

(00|

aX—aa+a

(K. )= [ f(HR(&0)dE O<t<x

0

Simdi, L, operatoriinin L, (0,7[) uzayinda sl tersi  oldugu gosterilsin.

(Lf)(t)=¢(t), ¢(t)eL,(0,7) ve t>x icin ¢(t)=0 olsun. Buradan ve
(4.1.2.15)’den

#(1), t<a,
F(1) =(L'9)(t)= ¢(L+a_ij a<t
(04 a) l
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L'¢

f|| ‘L <C ||¢5||L2 oldugu gosterilmelidir:

Simdi,

L

T(| L+, Jdt=

+¢2(£+a—ij

a a

2
]dt

(24 (24

(i3

~[(i4 0 +l0f Yt | [

T+aa-a

= (| @+, t+a [ (JaOF +I6 0 )t
0 a
elde edilir. Burada t > 7 igin ¢(t) =0 oldugu kullanilarak

J(15.0F + RO )t < (4 OF +16.0F it o] (A0 +/4.OF ot

Va

<C[(|A®f +[eOF )t

0
bulunur. Boylece, L, operatoriiniin L,(0,7) uzayinda smirh tersi oldugu sonucuna

varilir. O halde, (4.1.2.4) temel denklemi

A(X,.)+ LK A(X,.) =-L'F(x,.)

bigiminde yazabilir ve L,'K, operatérii L,(0,7) uzayinda mutlak siirekli operatdrdiir. O
halde, lemmanin ispatlanmasi i¢in

#(x)
g(u®)+ [ 9(£)F,(&t)de=0 (4.1.2.16)

0
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denkleminin sadece g(t)=0 ¢6ziimiiniin oldugunu gostermek yeterlidir. AKsi

varsayilsin: yani, g(t) = (gl (t),0, (t)) €L,(0,x) (4.1.2.16) denkleminin sifirdan farkli

¢ozlimii olsun ve t € (x,7) igin g(t) =0 olsun. O halde, (4.1.2.1) ve (4.1.2.16)’dan

O L

[07 (u(1))+ 95 ((1)) [o(t)dt+

- o
+j j g(cs)_z{ (S;”S ffj o (t,zn)—%(_f;j;@cog (t,x:)}gT (u(t))p(Ddédt =0,

Burada, (4.1.2.9) kullanilarak

O ey <

[ 07 (u(t)+ 03 (1)) |pydt +

[e¢}

+[9@ Y~ (62 .2)9" (sa(t))p(0dEdk -

n400 n

- j j 1Y = 5 00(& 25 (64097 (w(1))pDd et +

N=—00 n

A 9(5)2—%[5%—2 nj¢g(t’/1n)gT(ﬂ(t))/?(t)dfdt—

N=—o0 n

I 9(5)2 0%(5+a—§,ﬂ£j¢3(t,ﬂ;’)gT(ﬂ(t))p(t)dcfdt=o

elde edilir. Son iki integralde £+ a—2 - &' degisken doniisimii yapilarak ve sonra &’
(24 (24

degiskeni & degiskeni ile degistirilerek

[ o7 (u(t))+ 93 (u(1)) |yt +

O ey <
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+H9O Y 046020 .2)37 (sa(t) (et

n—oo n

_” 06) Y. 54 & Dol (L2108 (u(1) (00t +

N=—00 n

+af[g(at-ca+a iai (&.4,) 28 (6 A)0" (1(1))p()dédt -
—a”g(aé—aa+a)i% (£.29) 05 (1. A" (w(t))o(t)ddt

+[[a(u(£)) i L &)oL (40" (w(t))o)p(&)dédt -

nN=—owo n

~[[a (u(é))g%% (&) (AN (u(1))p()p(&)dEdt =0

elde edilir. (4.1.2.17)’de

Jo(u)] = > io[jg (#(t)oo(t.27) p(t)dtT

Parseval esitligi kullanilarak,

nzw: ai(.xfg(fu(t))% (t'/In)P(t)dt] ~0

== ~n \ 0

(4.1.2.17)
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bulunur. {(oo(x,ln)}, (neZ) sistemi Lzyﬂ(O,ﬁ;(Cz) uzayinda tam oldugundan,

g (,u(t)) =0, yani (Lxg)(t) =0 elde edilir. Boylece, L operatériiniin L,(0, ) uzaymnda

smirh tersi oldugundan, A(X,.) =0 bulunur. Lemma ispatlandi. o

4.1.3 Spektral Verilere Gore Ters Problem I¢in Teklik Teoremi

Tamm 4.1.3.1 {/1,],0{”}, (n € Z) sayilarina (4.1.1.1), (4.1.1.2) smir deger probleminin

spektral verileri denir.

{4 e}, (neZ) spektral verileri verildiginde, (4.1.1.1) denklemindeki Q(x)

fonksiyonunu tek tiirlii tanimlamak miimkiin miidiir?

(4.1.1.1), (4.1.1.2) sinr deger problemi L(Q(X)) problemi olarak igaretlensin.
I:(Q(X)) problemi, L problemi ile benzer bigcime sahip ancak farkli (x) potansiyeline

sahip olsun. Ayrica, herhangi s sembolii L problemine ait iken, § sembolii L

problemine ait olsun.

Teorem 4.1.3.2 L(Q(x)) ve E(fl(x)) iki farkli sinir deger problemi olsun. Eger

A=A

n n?

a,=a,, (NeZ)
ise, 0 halde

Q(x)=Q(x), hhhy (0,7).

Ispat. 4,=4, ve «,=q, oldugundan, (4.1.2.1) ve (4.1.2.3) ifadelerine gore

n n

F(xt)=F(xt) ve F(xt)=F(xt) bulunur. O halde, (4.1.2.4) temel denkleminden,
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A(x,t)=A(x,t) elde edilir. (4.1.1.5) formili kullamilarak, Q(x,t)=C(x,t)

hhhy (0, 7) sonucuna varilir. Teorem ispatlandi. o

Sonug olarak, Teorem 4.1.3.2 den, (4.1.1.1), (4.1.1.2) smur deger probleminin

spektral verilere gore tek tiirlii belirli oldugu elde edilir.

4.1.4 Ters Problemin Coziimii i¢in Gerek ve Yeter Kosul

Teorem 4.1.4.1 (Temel Teorem) {4,,a,}, (N€Z) reel sayilarinmn belli bir L(Q(x)),
Q(x) € L,(0, ) probleminin spektral verileri olmas: i¢in gerek ve yeter kosul (4.1.1.11)

ve (4.1.1.12) bagntilarinin saglanmasidir.

Teorem 4.1.4.1’in gerekliligi 4.1.1 kisminda verildi. Bu bodliimde Teorem

4.1.4.1°in yeterliligi ispatlanacaktir.

{Zh,an} , (n € Z) reel sayilari (4.1.1.11) ve (4.1.1.12)
A=A +e, {e&}el,

a,=a+68,,  {5,}€l,

biciminde verilsin. Bu reel sayilar kullanilarak F,(x,t) ve F(x,t) fonksiyonlar: sirasiyla
(4.1.2.1) ve (4.1.2.3) bigiminde insa edilsin. A(x,t), (4.1.2.4) temel denkleminin

¢Oziimii olsun. Sirasiyla ¢(x, ) ve Q(x) ifadeleri asagidaki sekilde insa edilsin:

#x) sin At
X, A) =, (X, A A(x,t dt,
P00 A) =k A+ [ A )[_CMJ

Q(x) = p()[ A(X, (X)) B—BA(X, (x)) |-
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4.1.4.1 Diferansiyel Denklemin Elde Edilmesi

Lemma 4.1.4.1.1 Asagidaki bagintilar saglanir:
By (X, 2)+Q(X)(x,A)=2p(X)p(X,1), (4.1.4.1.1)
gol(O,ﬂ):O, (pz(O,ﬂ,):—l. (4.1.4.1.2)

Ispat. (4.1.2.4) temel denkleminin x e gore tiirevi:

4(x)

A, (%, 1(8)+ F (% 8) + o) A(x, 1O) Fy (1), 1)+ | A (% EF,(£,1)dE=0.(4.14.1.3)

0

(4.1.2.4) temel denkleminin t’ye gore tiirevi:

“4(x)

POA (X 1) +F(x )+ [ AXEF, (& Dds=0. (4.1.4.1.4)
F,(x,t) ’nin (4.1.2.1) ifadesinden
d d
P —BR(x 1)+ F(x)B =0 (4.1.4.1.5)
dx dt

bulunur. Buradan ve F(Xx,t)’nin (4.1.2.3) ifadesinden
d d
p(X)a F(x,t)B+p(t)d—BF(x,t) =0 (4.1.4.1.6)
X

saglanir. Ayrica, (4.1.2.1) ve (4.1.2.3)’den

Fo(x,O)B(_OJ:O, F(x,O)B(_OJ=O

elde edilir. (4.1.2.4) temel denkleminde bu esitlikler kullanilarak
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A(X, O)B[_ol] —0 veya A,(x,0)=A,(x,0)=0 (4.1.4.1.7)

bulunur. (4.1.4.1.3) denklemi soldan p(t)B ile ¢arpilarak

p(t)BA (X, u(t))+ p(t) BE (x,1) + p(x) o (t) BA(X, u(t) ) Fy (12(X), 1)+

u(x)

+p(t) j BA (X, &)F, (&,1)dE =0 (4.1.4.1.8)

0
elde edilir. Benzer sekilde, (4.1.4.1.4) denklemi sagdan p(x)B ile garpilarak

#(x)

PP (X)A (X (1) B+p(X)F(x DB+ p(x) [ AXEF,(E)BIE=0 (4.1.4.19)

0

bulunur. (4.1.4.1.8) ve (4.1.4.1.9) esitlikleri toplanarak ve (4.1.4.1.6) ifadesi kullanilarak
u(x)
p(t)BA, (x, (1)) + p(x)p (t) BA(x, u(®) F, ((x).t) + p(t) | BA,(x,&)F, (& t)dé =

0

#(x)

=—p(t)2(X) A (% 1(t))B-p(x) j A(X, E)F, (£, D)BAE = 1(x,t). (4.1.4.1.10)

0
Simdi, 1(x,t) ifadesi ele alinsin: (4.1.4.1.5) esitliginden

#(x)

1(x,t) ==p()p(X) A (X 4(t)B+p(x) p(t) [ AX EBF,,(&)dé

0

elde edilir. Kismi integralleme yapilarak ve (4.1.4.1.7) kullanilarak

L(x,t) =—p(t) p(X) A (X, 1(t)) B+ p(X) p(t) AlX, (X)) BF, (14(x), 1) -

#(x)

—p(X)p(t) | A(x&)BF, (& 1)dé
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bulunur. Son bulunan ifade (4.1.4.1.10)’da yerine yazilarak ve p(t) # 0°ye boliinerek
BA, (X, () + p(X)BA(X, () F, (1(x),t) +

+P()A (X, 4()) B~ p(X)A(x, 11(t)) BF, ((x),t) +
#(x)

+ j [ BA (X,&)+ p(X)A. (X, &)B | F,y(&,1)dE =0 (4.1.4.1.11)

elde edilir. (4.1.2.4) temel denklemi soldan Q(x) ile ¢arpilarak

Q)A(X, u(t))+QX)F (x,t)+y'(|p QM) A(X E)F (&1)dE=0 (4.1.4.1.12)

0

bulunur. (4.1.4.1.11) ve (4.1.4.1.12) esitlikleri toplanarak ve F(x,t) = F,(z(x),t) esitligi

ile Q(X) fonksiyonunun bigimi kullanilarak

BA, (X, (1)) + P()A (%, 1t)) B+ QU A(x, () +

4(x)

+ j [ BA (X,&) + p(X)A.(x,E)B+Q(X)A(X, &) | Fy(£,1)dE =0 (4.1.4.1.13)

elde edilir.
J(x,1):=BA (x,t)+p(X)A (X,t) B+ Q(X)A(x,t)

olarak tanimlansin. Boylece, (4.1.4.1.13) denklemi

#(x)

I(xu®))+ [ I(x&)F(&t)dg=0 (4.1.4.1.14)

0

bi¢ciminde yazilabilir. Lemma 4.1.2.3°den, (4.1.4.1.14) homojen denklemi sadece sifir

¢Oziime sahiptir, yani
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BA (x,t)+p(X)A (X 1)B+Q(X)A(x,t)=0, 0<t<x (4.1.4.1.15)

elde edilir. Simdi,

[ sinAu(x) ) M sin At
(p(X,/I)—[_COS;w(X)]+ ! A(x,t)(_cosﬂJdt (4.1.4.1.16)

fonksiyonunun x ’e gore tiirevi alinsin ve sonra soldan B ile garpilsin:

‘ B cos Au(x) sin Au(X)
Bp'(x,4) = ﬁp(X)B(Sinlﬂ(x)jer(X)BA(X,ﬂ(X)) (—cosiy(x)}r
#(x) i
+ B&(x,t)(_sér;j;Jdt. (4.1.4.1.17)

(4.1.4.1.16) fonksiyonu Ap(X) ile ¢arpilarak ve kismi integralleme yapilarak

sin Au(x)

Ap(X)9(X, 4) = Ap(X) [_ oS A44(X)

j—p(x)A(x,t)(Cos A (X)) i (COS det

sin Au(x) +p(x)! AL G 2t

bulunur. (C?SM):—B( sin 4t j oldugu kullanilarak
sin At —COS At
sin Au(X) sin Au(x)
2P00006A) =3P 0| _ (o [FPOOACLUONB| |-
#(x) :
—p(X) I A(x,t)B(_S:;:;Jdt (4.1.4.1.18)

elde edilir. (4.1.4.1.17) ve (4.1.4.1.18) esitliklerinden

inA
Ap(X)@(x, 2) = Bp'(x, 1) — p(X) [BA(X, (X)) — A(X, y(x))B][ sin A4(x) ]_

—C0S Au(X)

52



Akeay, O. 2016. Bir Sunif Dirac Operatérii Igin Ters Problemin Coziilebilmesi I¢in Gerek ve Yeter Kosul, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

4(x) in At
- [ [BAx+ p(x)A(x,t)B](_S:;Sdet=O.
Boylece, bu esitlikte Q(x) = p(X)[A(X, 2(X))B —BA(X, 1(x))] oldugu, (4.1.4.1.15) ve
(4.1.4.1.16) ifadeleri kullanilarak
Bo'(x, 1)+ Q(X)9(x, 1) = Ap(X)9(X, 1)

elde edilir. Ayrica, (4.1.4.1.16) fonksiyonunda x=0 i¢in, ¢,(0,4)=0 ve ¢,(0,1)=-1

bulunur. Lemma ispatlandi. o

4.1.4.2 Parseval Esitliginin Elde Edilmesi

Lemma4.1.4.2.1 Her g(x)eL, , (O, T, Cz) fonksiyonu i¢in asagidaki bagint1 saglanir:

0

{67 00+9; ()} p(X)dx = 3 ai(j(p (t,ﬂn)g(t)p(t)dtj . (41421

n=—c0

ot—y

Ispat.

# sin At
A) =@ (X, 4 Axt dt
P A)=px.2)+ | A )(_CMJ

fonksiyonunda (4.1.2.9) esitligi kullanilarak,

(X, A) =@, (X, ) + _T A(X, t)p, (X, A)dt + axjﬁm A(x, t)g, (l +a-— a , ﬂj dt
0 i o o

bulunur. Burada l+a—3:§ dontisimii yapilarak ve sonra & degiskeni t degiskeni
(24 (24

ile degistirilerek
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o(X, A) = @, (X, A) + T A(X,t)g, (X, A)dt + aI A(x,at —aa+a)p, (t,4)dt
elde edilir, yani
P(%,2) = 9y (%, A) + [ A(x, 1O, (%, ) p(0)ct. (4.1.4.2.2)

F(xt) = F,(u(x),t) oldugundan,

F(x1), X<a,

F (x,t)=
) F(1+a—3,tj, X>a
a (04

bi¢imindedir. (4.1.2.4) temel denkleminde bu bigim kullanilarak

AX, (1)) + F (x,t) +TA(X,§)F(§,t)d§+MTM Ax, E)F ( < +a—3,t]d§ =0
0 (24

3 (24

g

oy . a I 4 e '
bulunur. Bu esitlikte son integralde =—+a——=¢" donisiimii yapilarak ve sonra &
a a

degiskeni & degiskeni ile degistirilerek
AQx, (D) + F (1) + [ A(x, (&) F (£, D) p(&)dE =0 (4.1.4.2.3)
0
elde edilir. (4.1.4.2.2) ifadesinden
25 (%, ) = (X, 2) + [ H (%, 11(1) Jp(x, ) p(t) dt (4.1.4.2.4)
0
yazilabilir, burada

H (%, 4()) = F(t. %)+ [ At (@) (£, 0 p(&)dE (4.1.425)
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saglanir.
Q1) = TgoT (t,A)g(t) p(t)dt (4.1.4.2.6)

olarak tammlansin. Burada ¢' (t,4) fonksiyonu yerine yazilarak,

Q(4)= f{wg (t.2)+ [ ] (s, AT (t,u(s»p(s)ds} g()p(t)dt

= Tcog (t, g () p(t)dt + [J @ (s, DA (t, ﬂ(S))p(S)dS}g (1) p(t)dt

I
O 3
O N

oy ()9 )Mt + [ [ o] (1 ATt ()9 () p(s) p(t)dsdt

ot—y

@) (6, A)g () p)dt + [ o (t, 2) { [ATGs, u(t))g(s)p(s)ds}p(t)dt

bulunur. Boylece,

Q1) = Igog (t, )h(t) p(t)dt (4.1.4.2.7)
elde edilir, burada
h(t)=g(t) +IAT (s, (1)) 9(s) p(s)ds. (4.14.2.8)
Benzer sekilde,
g(t)=h(t) +I HT (s, 2(t))h(s) p(s)ds. (4.1.4.2.9)

(4.1.4.2.8) ifadesi kullanilarak,
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[0t = [F(x,0) {g(t) AT (s, ) (s)p(s)ds}p(t)dt

O'.ah!

F(x Do)t + j F(x, t){ JAGs, y(t»g(s)p(s)ds}p(t)dt

o'—.hl

F(xH)g®p(0dt + j j F(x DA (s, 1(1)9(s) p(9) p(t)dtds

V4 V4

= [F(x.Hg®pdt+] { JFx.9)AT (t,u(s»p(s)ds}g(t)p(t)dt

0 0

Il
O ==y

F(x.t) +f F(x,9)AT(t, ﬂ(s))p(S)dS}g(t)p(t)dt

Il
O ey <

F(x.t) +f F(x,9)A™(t, ﬂ(s))p(S)dS}g (t) p(t)dt

><'—'.§I

F(xt)+ j F(x,s)AT(t, y(s))p(s)ds}g(t)p(t)dt (4.1.4.2.10)
elde edilir. (4.1.2.4) temel denkleminden
AT (x, (0 + FT(x,t)+i FT (£ AT (x, (@) (£)dE =0
ve FT(x,t)=F(t,x) oldugundan
AT (%, () = F (.9 +§ F(L AT (x, 4(2) p(E)d

bulunur. Simdi, x ile t’nin yeri degistirilerek ve & yerine s yazilarak
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—AT(t, (X)) = F(x,t) + j F(x,s)AT (t, (s)) p(s)ds (4.1.4.2.11)
elde edilir. (4.1.4.2.5) ifadesinden,
H(x, (1)) = F(x,1) +j F(x,5)A (t, 1(5)) p(s)ds . (4.1.4.2.12)
(4.1.4.2.10) esitliginde, (4.1.4.2.11) ve (4.1.4.2.12) ifadeleri kullanilarak,
I F(x,t)h(t) p(t)dt = ! H (x, (t)) p(t)dt —T AT(L, (X)) pt)dt  (4.1.4.2.13)

bulunur.

O =3

(R0 + R ) p(0ct+ [ (x)[TF(x,t)h(t)p(t)dtjp(x)dx

ifadesi ele alinsin. Burada F (x,t) ’nin (4.1.2.3) bigimi ve Parseval esitligi kullanilarak

Oy

() + )} p(Oct+ [ (x)ﬁF(x,t)ha)p(t)dtjp(x)dx

.T h1 t)+h? (t) pt)dt+

s

N=—o0

{ @0 (%, 4@y (X, 4;) = :0 ?o(%, A7) (X,ﬂr?)}h(t)p(t)dt]p(x)dx

1

a,

= [(¥ O+ 0} p)ct+ 3

o'—.n

T f T (0, (8, 2,9 (8, 2,)N(1) p(t) p(t)dtdt —

o0 s

-3 5[0 a6 € A0 P00

N=—o0 0
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{0+ o) p0dt+ Y (j 7 (t.zn)h(t)p(odtj -

N=—o0 n

-y iﬁ(p; (t,z;’)ha)p(t)dtJ

0
e Oy

= Z [ [ (t,zn)h(t)p(odt]

elde edilir. Buradan ve (4.1.4.2.7)’den,

o0

w y 4
n:_m o [I% (t, 2,)h(t) p(t)dtj -y

bulunur. Boylece,

O =3

[ @) +h ()} p(t)dt + j " (x) U F(x,t)h(t) p(t)dtj P(X)dx = i %

n

esitligi elde edilir. Esitligin sag kismindaki ikinci integralde (4.1.4.2.13) ifadesi

kullanilarak

A [ @) +h ) oot + | hT(x)( [H, u(t»g(t)p(t)dth(x)dx—

—T h' (X)UAT (t,y(x))g(t)p(t)dtj o(x)dx

bulunur. (4.1.4.2.8) ve (4.1.4.2.9) esitliklerinden

i Q (4) =T{hl O +h @) p)dt+ | ( [T OOH(x, u(t))p(x)dX}g(X)p(X)dx—
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‘T h" (x) (J A" (t, u(X))g (t)p(t)dt] p(X)dx =

= [{n*®+R ®} pt)dt + j[g (®—h" (1) Jo®) p(t)dt j h" () [h(x) — g (x)] p(x)dx

O'-—;hi O'-—;.E}

= [{gf )+ g (O} p(t)dt

yani

T 0

[{oz )+ 920} p(t)dt =

Nn=—0

O

Buradan ve (4.1.4.2.6) esitliginden

[{oz®+ 02} p)dt = Y. [ [o" t.2 )g(t)p(t)dt}

n:—oo
sonucuna varilir. Lemma ispatlandi. o

Sonug 4.1.4.2.2 Her f(x)eL, ,(0,7;C*) ve g(x) €L, ,(0,7;C?) igin

J g (x)f(x)p(x)dx— [j 9" et z)p(t)dtj[j o't z)f(t)p(t)dt] (41.4.214)
saglanir.
Lemma4.1.4.2.3

(o7 (t. 4, ot o

o' 2)pt2)00) -{aw .

saglanir.
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ispat.

1) Herhangi f (x) W, [0, 7] olsun.

f'(x) =D co(x,4,) (4.1.4.2.15)
serisi ele alinsin, burada
c = £l [o" (¢ 24,) F () p(x)dx. (4.1.4.2.16)
an 0

Lemma4.1.4.1.1°den, ¢(x, 1) i¢in

T 1 0 T
w(mzy=%puf%5;¢(x&os+¢<nﬂoaaﬁ

yazilabilir. Bu ifade (4.1.4.2.16) esitliginde yerine yazilarak ve kismi integralleme

yapilarak
c :ij[—gd (X,A)B+¢" (x,A )Q(x)} f (x)dx
"o gl o o o
=é%&umwwamnmwm4m}
+%T¢T (77, 4) [ B () +Q(x) f (x)] dx (4.1.4.2.17)

elde edilir. |2| > iken, x’e gore diizgiin olarak ¢(x,1) i¢in asagidaki asimptotik

formiiller saglanir:

2 (X, ﬂ,) =sin Au(x)+0 {i e\'mi\u(x) J’

4
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?, (X, /1) =—cosAu(x)+0 {ﬁ e'm“‘(x)].

(4.24.1.17) esitliginde, bu asimptotik formiiller, o, =u(7)+6,, {5,}el, ve

n

/1n=%+gn, {€,} €l, kullarlarak, n—oo iken xe€[0,7]’e gore diizgin olarak
u(r

c, :O(%j elde edilir. Boylece, {c,}el, bulunur. Sonug olarak, (4.1.4.2.15) serisi

[0, 7] tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. (4.1.4.2.14) ve (4.1.4.2.16) kullanilarak

[o" (01 (0p(dx= Y ai[ [o7 (t)co(t,zn)p(t)dtj( [o" 21 (t)p(t)dt]

o0

N=—o0

C, [I g' (t)(p(t,zn)p(t)dtJ =[g" (O ¢t A)pM)dt=[g" ) ")t

0 0 N=—o0 0
elde edilir. g(x) keyfi fonksiyon oldugundan, f(x)= f"(x) sonucuna varilir, yani
Fx)= Y cup(x ). (4.1.4.2.18)

2) k eZ sabitlensin ve f(x)=¢(x,4) olsun. O halde, (4.1.4.2.18)’den

0

o(xA) =2 (X 4,)

n=—o0

elde edilir, burada

¢, - ijgf (% 4 )0(% A) p(X)dx . (4.1.4.2.19)
an 0
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{@(x,4)}, (neZ) sistemi L, (0,72';@2) uzaymda ortagonaldir. O halde ¢(x, 1)
fonksiyonunun  bigiminden {g(x,4,)}, (neZ) sistemi L, (0,7;C’) uzayinda

ortagonaldir. Boylece ¢, =&, elde edilir. O halde, (4.1.4.2.19) esitliginden

#Kk,

V4 0’
[o (x,ﬂn)q»(x,ﬂk)p(x)dx:{ j
0 o, n=KkK

n?'

sonucuna varilir. Lemma ispatlandi. o
4.1.4.3 Sinir Kosulunun Elde Edilmesi

Lemma 4.1.4.3.1 Her neZ igin

saglanir.

Ispat. Lemma 4.1.4.1.1 kullanilarak ¢(x,4,) ve ¢(X,4,,) i¢in
2, (% 4,)+[ P (% 4,) +d()e, (X, 4,) | = 2,000 (X, 4,),
—0, (% 4,)+[ A0, (%, 4,) = P2, (%, 4,) | = 4,000, (%, 4, ),
@2 (% A ) +[ PO (X, 2 ) + 002 (X A ) ] = 200 P () (X, Ay )

—0, (X Ay ) +[ a1 (%, A4, ) = PP, (X A, ) | = A0 (¥, (X, Ay )

yazilabilir. Bu esitlikler sirasiyla ¢, (X, 4,), @,(%4,), —@(x,4,) ve —¢,(x 4,) ile

carpilarak ve sonra toplanarak
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0

ax{(02( X, 4 )¢1(X,ﬂ,m)—¢)l(x,/1n)§02(x,ﬂm)} _

= (20 =) PO A (X A) 0 (X A )+ 02 (%, 20 ) 2 (X, 2 )}

elde edilir. Son esitlik (0,7) araligi tizerinde integrallenerek
I (01 X ﬂ' (01 X /1 )+¢2 (X’/In)goz (X,/Im)}p(X)dX =
0

=0, (7, 2) o (7. 2,)— o (7 A) o, (7, Ay

bulunur. n=m icin " (x,4,)p(X,4,) p(X)dx =0 oldugundan,
0

@, (. A4) o (7, 2,)— o (7. 4,) @, (7,2, ) =0 (4.1.4.31)

elde edilir. Gosterilmelidir ki herhangi n icin ¢,(z,4,)#0. Aksi kabul edilsin, yani
oyle bir m vardir ki ¢,(7,4,)=0. O halde, n#m icin (4.1.4.3.1) esitliginden

o,(7,A,) =0 elde edilir. Diger taraftan
@, (X, 4)=—cos Au(x )+O(|ﬂ| e'm“(x)J ] = o0

oldugundan

0, (7, 4,) = (D)™ +O[%j, n—oo. (4.1.4.3.2)

Buradan ¢,(7,4,)=0 bulunur. Bu ise n=m igin ¢,(7,4,)=0 olmasi ile gelisir.

Boylece herhangi n igin ¢,(7,4,) #0 sonucuna varilir. (4.1.4.3.1)’den
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yazilabilir, yani herhangi n i¢in

o (7 2,)=He, (7, 4,) (4.1.43.3)
elde edilir.
0(1.2) =020 +0[ e | s
oldugundan,
1
<ol(m/1n)=0(ﬁj, n— o (4.1.4.3.4)

bi¢gimindedir. (4.1.4.3.3) esitliginde, (4.1.4.3.2) ve (4.1.4.3.4) asimptotik ifadeleri
kullanilarak H =0 elde edilir. Boylece, (4.1.4.3.3)’den, ¢,(7,4,) =0 sonucuna varilir.

Lemma ispatlandi. o

Teorem 4.1.4.1°in Ispat.

Yeterlilik: [49] calismasinda ispat edilir, yani (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin
{ln,an} : (n € Z) spektral verilerinin (6zdegerlerinin ve normlastiric1 sayilarinin)

(4.1.1.11) ve (4.1.1.12) biciminde oldugu elde edilir.

Gereklilik: {/1”,0{”}, (n EZ) reel sayilar1 (4.1.1.11) ve (4.1.1.12) bi¢iminde verilsin.

Lemma 4.1.4.11, Lemma 4.14.23 ve Lemma 4.143.1den, {4,a,}, (neZ)

sayilarinin insa edilen (4.1.1.1), (4.1.1.2) sinir deger probleminin spektral verileri oldugu

elde edilir. Teorem ispatlandi. o

Algoritma 4.1.4.2 {/1”,05“}, (neZ) spektral verilerine gore Q(x) potansiyelini insa

etme algoritmasi asagidaki sekildedir:
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1. {ln,an}, (n EZ) sayilart kullanilarak F (x,t) ve F(X,t) fonksiyonlari sirasiyla
(4.1.2.1) ve (4.1.2.2)

Fy(x.t)= ZF( Sn j(pg M)—%{ sin % }og (t,z,?)]

0
| &, \ —COS A X —COS A, X

F(xt)=F,(u(x).t)
bi¢iminde insa edilir.
2. A(x,t) fonksiyonu (4.1.2.4)

#(x)

A(X u(t))+F(xt)+ J. A(X, E)F(&,1)dé=0, O<t<x

0
temel denkleminden bulunur.

3. Q(x) fonksiyonu (4.1.1.5)

Q(x) = p(X)[ A(X, 1(x)) B—BA(x, u(x))]

esitliginden elde edilir.
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4.2. SUREKSIZ KATSAYILI ve SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETRE
BULUNDURAN DIRAC OPERATORU ICIN TERS SPEKTRAL PROBLEM

4.2.1. Probleme Girig

Sonlu aralikta, siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi i¢in sinir kosulu

spektral parametre bulunduran asagidaki sinir deger problemi ele alinir:

By'+Q(x)y = A0(X)y, O<x<rm, (4.2.1.1)

U(y)=¥(0)=0,
(4.2.1.2)
V(y)= l(bl)Iz(”) +b2y1(7[))+ a Y, (7)+a,y,(7) =0,

burada,

(01) o (P00 a0} L (%0
e[S o 2{ei) Sea) (o)
p(X)eLz(O,ﬂ) ve q(X)ELZ(O,ﬂ) reel degerli Olgiilebilir fonksiyonlar, A spektral

parametre, a,, a,, b, ve b, reel sayilar, 1+ a >0 olmak lizere

1, 0<x<a,

o, a<X<r.

o)1

k:=a,b, —ab, >0 oldugu kabul edilsin.
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4.2.2. Siir Probleminin Operatdr Bigimi ve Bazi1 Spektral Ozellikleri

(2 . . e e
H, =L, ,0,7C)®C Hilbert uzaymnda i¢ carpim asagidaki bigimde

tanimlanir:
(¥,z) :=T{yl<x>ﬁ+yz(x)m}p(xmm%yszi, (4.2.2.1)

burada

Y :(Y(X)je Hp ve Z =(Z(X)Je Hp.
Ys Z,

Tanim kiimesi

oy Y 1Y =(Y00.%:) € H,. y0) = AC[0. ], %,0) =0,
Vs =Y, (1) +b,y,(7), 1) € Ly, (0,7;C)

olan L operatorii

. | .
Co) ::( (v) j ) :L{ Y, + PO)Y; +A()Y, }
_a1y1(7z-)_a2y2(7r) p(X) —yl+q(x)y1_ p(X)y2

bicimindedir. Boylece, (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger problemi LY =Y operator
denklemine denktir.

y(x)

Y3

Tamm 4.2.2.1 LY =AY denklemi Y:( }to ¢cozlimiine sahip ise A sayisina

Ozdeger, Y fonksiyonuna ise bu 6zdegere karsilik gelen vektor-degerli 6zfonksiyon

denir.
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Lemma 4.22.2 Farkhh A4 #A, Ozdegerlerine uygun Y(x,4) Ve Z(x,4,)

Ozfonksiyonlar1 diktir.

Ispat. Y(x,4) ve Z(x,4,) (4.2.1.1), (4.2.1.2) smnir deger probleminin dzfonksiyonlari

oldugundan
Y, (% A4) + PO Y; (% A4) +A(X) Y5 (%, A) = Ao(X) Y, (X, 4),

—¥, (6 4) +A() ¥, (% 4) = POYY, (%, 4) = 4o(X)Y, (%, 4),

2,(%, 4,)+ p()2,(x, 4,) +A(¥)7Z, (X, 4) = L,p()7,(X, 4,),

~2,(X, A) +A(X) 2, (X, ) = P(X)Z,(X, 4,) = 4,p(X)2,(X, 4,)

saglanir. Bu esitlikler swrasiyla z(x,4,), z,(x,4,), —-YV.(x,4) Ve -y, (x4) ile

carpilarak ve daha sonra toplanarak
d
&{21()(’ iz)yz (X1 21) - yl(X’ ﬂl)Zz(X, iz)} =

= (4= 24) POV (% A)Z,(% 4,) + ¥, (X, 4) 2, (X, 4,) )

elde edilir. Son esitlik 0’dan 7 ’ye kadar integrallenerek
(=) [[¥: 06 A) 2 (6 ) + ¥, (%, 4)2, (%, 25)] p(X)dx =

=7,(7, 4,)Y, (7, 4) = Yy (7, 4) 2, (7, 4,) (4.2.1.2)

bulunur. (4.2.1.2) siir kosullarindan

ﬂl(blyz (7, 4) +b2y1(”’j1)) =-aVy,(r,4)-a,Y,(7, 1),

4 (blz2 (ﬂ'!ﬂ"z) +b221(7z',ﬂ.2)) = _aizl(ﬂ-'AQ) —a,Z, (ﬁ,ﬂ?)
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yazilabilir. Bu esitlikler sirasiyla b z,(z,4,)+b,z (7, 4,) ve by,(z, 4)+b,y, (7, 4) ile

carpilarak ve daha sonra elde edilen esitlikler birbirinden ¢ikarilarak:

(/11 _;iz)[blyz(”!ﬂq) +b2y1(7f’;{1)][blzz(ﬂlﬂa) +b221(7r,2?)] =

:(aﬁbz _a1b1)|:22 (ﬂ'ﬂi)yl(ﬂ-’ﬂl)_zl(”’ﬂl)yz (77’11)]

elde edilir, yani

[2: (7)Y (7. 2) =2 (. 4) 2 (7. 2) ] =

=(21 _ﬂg)%[blyz(”:%)+b2y1(”1/11)][b122(7z112) +b221(7[1/12)] .

Bu esitlik (4.2.2.2)’de kullanilarak,

(Al—zz){f[yl(x,ﬂl>zl<x,ﬂ?)+yz(x,zl)zz<x,zz)]p(x>dx+

e 2) b, A, 52+ by, )] =0

bulunur.y, =By, (7, 4) +by, (7, 4) . Z3=b7,(7, 4)+bz (7 4,) ve A =4

oldugundan

TR0 A2 06 ) Y56, A2 5 2] G+ y,2, =0

elde edilir. Lemma ispatlandi. o

Lemma4.2.2.3 L operatoriiniin 6zdegerleri reeldir.

Ispat. Aksi varsayilsin, yani A kompleks 6zdeger ve Y (X, A1) uygun 6zfonksiyon olsun.

Q(x) reel degerli matris oldugundan, A°de 0zdegerdir ve uygun 6zfonksiyon Y (x, A)

dir. O halde, Lemma 4.2.2.2 kullanilarak
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[ [y A 4]y 06 DF o0+ S by, (7, 4) 4By, (7, A)[ =0
k

elde edilir. Buradan y,(x,2) = y,(x, 1) = y, =0 bulunur. Bu ise Y (X, 1) "nin 6zfonksiyon

olmasi ile gelisir. Boylece, L operatoriiniin 6zdegerlerinin reel oldugu sonucuna varilir.

Lemma ispatlandi. o

S(x,4) ve w(x,A), (4.2.1.1) sisteminin sirasiyla asagidaki baslangi¢

kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun:

(0 [ Ab +a,
O halde,

U(S):=5,(0,4) =0,

Vy) = ﬂv(bll//z (7, 4) +bzl//1(7zaﬂv))+ ay, (7, A) +ay,(r, 1) =0.

(4.2.1.1), (4.2.1.2) smr deger probleminin karakteristik fonksiyonu asagidaki

sekilde tanimlansin:
AR =WIS (% ),y (%, A = S, (% Dy (% D) =S, Dy (A, (4.2.2.3)

burada W[S(x, 1), (x,4)], S(x,4) ve w(x,4) vektor fonksiyonlarmin Wronskianidir.
Wronskian x ’e bagli degildir. O halde (4.2.2.3) kullanilarak

AR =V (S)=-U(y), (4.2.2.4)
veya

A(A) =A(bS, (7, A)+b,S, (7, 2))+a,S, (7, A) +a,S, (7, 1) =—,(0, 2)
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elde edilir. A(4) karakteristik fonksiyonun A sifirlar, (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger
probleminin 6zdegerleri ile cakisir. S(x,4,) Ve w(x,4,) Ozfonksiyonlardir ve dyle bir

B, dizisi vardir ki
W(X1ln)=ﬁns(xiﬂn)1 ﬂn ;to’ (4225)

saglanir.

Tamm 4.2.2.4 (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir deger probleminin normlastirici sayilari
T 2 2 1 2
a, = [{8.064,) +[5,(x 2| pX)dx+- [0S, (. 4) +b,5, (. 4) (4.2:2.6)
0

bi¢imindedir.
Lemma 4.2.2.5 Asagidaki bagint1 saglanir:
a,B,=A(4,), (4.2.2.7)

. d
burada A(1) =—A(1).
u (A) d/l()

ispat. S(x,2) ve w(x,2) (4.2.1.1), (4.2.1.2) probleminin ¢dziimleri oldugu igin,
v, (% A) + PO (X, A) + Ay, (X, 2) = Ap(X)y; (X, A),
= (% A) + A0y (%, A) = P, (X, ) = Ap(X)w, (%, ),
S, (%, 4,) + P(X)S, (X, 4,) +A(¥)S, (X, 4,) = 4,0(X)S, (X, 4,),
=8,(% 4,) +a(¥)S,(x, 4,) = P(X)S, (X, 4,) = 4,0(X)S, (X, 4,)

saglanir. Bu esitlikler sirastyla S;(X,4,), S,(%,4,), —w,(X,A) ve -w,(x 1) ile

carpilarak ve sonra toplanarak,
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%{Sl(xi Ay, (% A) =y (X, ﬂ)Sz(X,ﬂn)} -

=(A-4,)p(x) {Sl(x! A (X, )+, (X, 1) S, (X, A’n)}

bulunur. Son esitlik 0°dan 7 ’ye integrallenerek ve (4.2.1.2) sinir kosullar1 kullanilarak,

18,00 AW (%, 2) +17,(x, )8, 4} (0 +

L1087, 4,) 08,0, 2) ][ . 2) b, )] = )

n

elde edilir. w(x, 4,) = 8,S(x, 4,) oldugundan, son esitlik

yis {I{SE(X’%)+SZZ(X’;L”)}p(x)dXJr%[blSZ(””l”)+b231(”’1n)]2}=/1AE—/Z)”.

bigiminde yazilabilir. Burada, A — 4 iken limite gecilerek, 8., = A(4,) elde edilir.

Lemma ispatlandi. o

4.2.3. Sinir Probleminin Ozdegerlerinin, Ozfonksiyonlarinin ve Normlastirict Sayilarinin

Asimptotik Bi¢imleri

Lemma4.2.3.1 S(x,4) ¢oziimii asagidaki integral gosterime sahiptir:

#(x)
S,(x,4) =sin Au(x) + J. [A,(x,t)sin At — A, (x,t)cos At]dt,

(4.2.3.1)

#(x)
S,(x,4) =—C0s 4u(X) + [ [Ay(x,t)sin t— A, (x,t)cos At]dt,

0

burada A;(x,.) e L,(0,7), i,j=12 ve
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AL (X 1) = Ky (X, 1) + K (%, 1),
A, (x,t) = K, (x,t) - K., (x,—-t), 1=12.

Ispat. S(x,A) ¢oziimiiniin integral gosteriminin elde edilmesi igin (4.2.1.1) sisteminin
¢Ozliimiiniin integral gosterimi ([45]) kullanilir. O halde, S(x,4) ¢6ziimiiniin bigimini
bulmak i¢in S(x, A1) = E(X,/l)( :J esitligi kullanilir. Boylece

()
E(x, 1) =e " 4 j K (x,t)e *®dt

—u(X)

ifadesi yerine yazilarak

) 0 u(x) ) 0
S(x,A)=¢e “3“(*)(_1} I K(x,t)e™® (_Jdt, (4.2.3.2)

(%)

bulunur. $imdi, esitligin sag kismindaki ifadeler ele alinsin:

e_m(x)( 0 j (1 - 2800+ (—ABu(x))? . (—ABu(x))° +j[ 0 J

-1 2! 3! -1

(Ap(x))’*
i Au(x)— 3 +... _( sin A(x) )
snr | e

sin At

elde edilir. Benzer sekilde e *® =
—COoS At

j bi¢cimindedir. Bu ifadeler (4.2.3.2)’de

yerine yazilarak
#(X)

S, (X, 4) =sin Au(x) + I [Ky(x,t)sin At— K, (x,t) cos At]dt,

—p(x)
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#(x)
S, (X, 1) = —c0s Au(X) + _[ [K, (X, t)sin At — K, (x,t) cos At]dt,

—u(X)

bulunur. Simdi, integrallerde degisken doniisiimii yapilarak:

#(x)

S, (x, A) =sin Au(x) + j [(Kyy (6 1)+ Ky (x, 1) )sin At — (K, (x,t) = K, (x,~t) )cos At [dt,

u(x)
S, (X, A) =—C0S Ax(X) + _[ [ K, (X, t) + Koy (X, —t) sin At — (K, (X,t) — K, (X, —t)) cos At]dt

elde edilir ve
AL (X 1) == Ky (X, 1) + Koy (%, -t),
A, (%, 1) = Ky (%, 1) = Ky (%, 1),
Ay (%, 1) = Koy (X,1) + Ky (X, 1)
Ay (X, 1) 1= Koy (X, 1) = Koy (X, 1)

bigiminde isaretlenerek (4.2.3.1) bulunur, ayrica A;(X,.) € L,(0,7), 1,j=12. Lemma

ispatland1. o
|/1| — o jken X 6[0,72'] ‘e gore diizgiin olarak, S(X,4) ¢oziimi igin asagidaki

asimptotik formiiller saglanir:

S,(x,A) =sin Au(x)+0 (ﬁelmw) ]

(4.2.3.3)
S,(x,4) =—cos Au(x)+0O [ﬁ e'mMz(x)].
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S(x,4) ¢Oziimiiniin (4.2.3.1) integral gosteriminde kismi integralleme yapilarak ve
[sin Ap(x)| < glm At |cos Ap(x)| < ™t esitsizlikleri kullanilarak (4.2.3.3) asimptotik

formiilleri elde edilir.

Teorem 4.2.3.2 (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger probleminin 1 _, (n € Z) Ozdegerleri

A=A+, (4.2.3.4)
. . . = b | 1 . o
bi¢imindedir, burada 4, = n7z+arctanb— ﬂ’ {8n} €l, ve 6zdegerler basittir.
, ) I\

ispat. A() = A(8S, (7, 1) +b,S,(7, 4)) + S, (7, 1) +a,S, (7, A) karakteristik

fonksiyonunda S(X,4) ¢oziimiiniin (4.2.3.1) integral gosterimi yazilarak:
A(4)= A(b, sin Au(x) —b, cos Ap(7) ) + &, sin Ap(x) —a, cos Au () +

u(x) #(x)
+2 [ [b,A () +b A, (z.1)]sin Atdt— 4 [ [b,A, (7,t) +b, A, (7,t)]cos Atdt +

0

u(z) ()
+ j [, A, (7,1) +a,A,, (z,t)]sin Atdt - j [a,A, (7,t) +8,A,, (7,t)] cos Atdt

0

NN
bulunur. 20 igin A(4):= — olarak tanimlansin. O halde,

A(A)=b,sin Au(r) —b, cos Au(z) + 2 Si”jﬂ(ﬂ) " cos;y(;;) .

u(r)

u(x)
+ [ [0 AL ) +b A, (7. D)]sin atdt— [ [b,A, (7,t) +b A, (7,1)] cos Atdt +

0
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() ()
% | [aiAu(ﬁ,t)+a2A21(7r,t)]sinﬂtdt—% [ [aA, (1) +a,A, (7,t)]cos Atdt (4.2.3.5)

bigimindedir. y(4):=b,sin Au(r)—b, cos Au(x) olsun.

Gé::{/l:

bolgesi tanimlansin, burada ¢ yeterince kiiciik pozitif sayidir. A € G;i¢in

()

A—| nz+arctan E L
b,

>0, n=0,141, i2,..}

| 7(2)|= C e (4.2.3.6)

saglanir, burada C; pozitif sayidir. Bu esitsizlik [48], Lemma 1.3.2’ye benzer sekilde
elde edilir. Ayrica, bu esitsizlikten |A(/I)| >C; |2 ™) saglanir. (4.2.3.5) esitliginde,

[48], Lemma 1.3.1 kullanilarak |Im 2| — oo iken
A(2)-z(2)=0(e"m) (4.23.7)

bulunur.

{/1 |ﬂ|—(n7z+arctanﬂji+ i nzo,ﬂ,iz,..}

u(z) 2u(r)’

sonsuz genisleyen konturlari {izerinde, yeterince biiylik n degerleri i¢in, (4.2.3.6) ve

(4.2.3.7) kullanilarak

BA-z(2)<[x(2).  Aer

n

elde edilir.  Rouche teoremi uygulanarak, T konturunun igerisinde,

n

{A(Z)—;{(ﬂ)}+;{(i) = A(1) fonksiyonu ile ;((/1) fonksiyonun sifirlarinin sayisinin
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aynt oldugu elde edilir. Ayrica, Rouche teoremi uygulanarak, yeterince biiyikk n

.

yuvarlarinin her birinde A(A) fonksiyonunun yalniz bir A, stfirmm var oldugu

degerleri i¢in,

7,(0)=14: ‘l —[nﬁ +arctan E]
u(r)

b2

sonucuna varilir. Boylece, & >0 keyfi oldugundan

A, :(nﬂ+arctan E}L-an, limeg, =0, (4.2.3.8)
b2 /«l(ﬂ:) n—z+oo

elde edilir.

Simdi, {¢,}el, oldugu gosterilsin: A(A) karakteristik fonksiyonunda,

(4.2.3.8) dzdegerleri yazilarak
O=A(ﬂ,n)=(/in +5n);((/in +8n)+313in(/in +gn),u(7z)—a2 COS(/T” +8n)u(7r)+

(r) ()
+(4, +gn);j b, A, (7, 1)sin (4, +¢&, )tdt +( +gn)}£ by A, (7, t)sin (4, +&, )tdt

0

u(r) ()

~(4+&) [ bA(zt)c0s( 4, +5, )tdt—(4, +5,) [ A, (7.t cos(4, +&, tdt

0
#u(x) u(x)
+ [ aA(r0)sin(4,+5, )tdt+ [ a,A,(z.t)sin (4, +¢, tdt
0

0

() u(r)

~ [ aA,(rt)cos(4, +2,)tdt— [ a,A,(r.t)cos(, +2, )t (42.3.9)

0

bulunur. ;((ﬁjn)z 0 oldugundan
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()= 2(Ava)=2(A) s 1A, 2(A) 2.

yazilabilir. Buradan, y (ﬁ:n +e&, ) =y (/in )gn +0o(g,)=¢, ( 7 (/in ) + 0(1)) bigimindedir.

(4.2.3.9) ifadesinde, bu esitlik ve [48], sf. 67’ ye gore

u(r) ()
{ | Al(z,t)sinﬂntdt}elz, { [ Az(ﬂ,t)coslntdt}elz i=12
0 0

ifadeleri kullanilarak i l6,[" <o yani {€,} €, elde edilir.

=—00

Simdi, ozdegerlerin basit oldugu gosterilsin: A(4 )=« B, esitliginde

a,#0, f =0 oldugundan, A(4,) # Oelde edilir. Teorem ispatlandi. o

Teorem 4.2.3.3 (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlari

S,(x,4,) =sin Kn;warctan Q}L} u(X)+¢& (%),
b, ) u(7)
(4.2.3.10)
[resemd i
S,(x,4,) =—cos| | nz+arctan = |—— | u(X) + <&, (X)
b, ) u(7)

bigimindedir, burada her x €[0, 7] i¢in {{ n(X)} el,, {fn(x)} el,.

Ispat. (4.2.1.1), (4.2.1.2) smr deger probleminin (4.2.3.4) ozdegerleri, S(X,A)

¢Ozliimiiniin (4.2.3.1) integral gdosteriminde yazilarak,

S,(x,A4.) =sin ({n;z +arctan %j

2

(177) +gnJy(x) +

#(X) ) bl 1 |
+£ Al(x,t)5|n[(nﬂ+arctanb—jﬂ(ﬂ)+gth t—

2
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#(x) b1 1
_J' A, (x,t)cos (n;r+arctan—]—+gnjtdt
0 [ bz ()

by

bulunur ve bu esitlige sin Unﬂ +arctan b—j %J (x) ifadesi eklenip ¢ikarilarak
u(r

2

S,(x,4,) =sin ([nzz+arctan Eji
b, ) 1(7)

2

]ﬂ(x)+§n(x)

elde edilir, burada

¢ (X)=sin [[nn +arctan %J ﬁ} u(x){cos e, u(x) -1} +

+cos([n7z +arctan Ejijy(x)sin g H1(X) +
b, ) p()

4(x) ) bl 1 d
+ Z[ A.u(x,t)sm([mwarctanb—zjm+gn}t t—

#4(x) b1 1
_ J' A, (x,t)cos ((nn +arctan —J —+s, ]tdt
0 /) wu(r)

bi¢imindedir. Benzer sekilde

S,(x,4,) =—cos ([nzz +arctan EJ LJ H1(X)+ <, (%),
b, ) u(7)

2

bulunur, burada

& (X)=—cos [[nn +arctan %jﬁ} p(x){cos &, u(x) -1} +
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+sin unﬂ +arctan E]Lj,u(x)sin g 1 (X) +
b, ) p()

#(x) bl 1
+I A21(x,t)sin[[n7r+arcta j—+gn]tdt_
0 u(7)

H(X) b1 1
_I A,,(x,t)cos (n;z+arctan—j—+g ]tdt
0 [ b, ) u(x)

bigimindedir. {en} el, ve [48], sf. 67ye gore
u(r) u(r)
{ [ Az bsin ﬂntdt}e 1, { [ Ax(mb) cos/lntdt} el,
0 0

oldugundan sup Z S, () <o ve sup Z £, (0 <o elde edilir, yani {¢,}el, ve

0<x<m N=—o0 ST n=—o0o

{&,} €l,. Teorem ispatland1. o
Teorem 4.2.3.4 (4.2.1.1), (4.2.1.2) siir deger probleminin normlastirici sayilar
a, = u(r)+z,,  {7,}€l,

bi¢cimine sahiptir.

Ispat. (4.2.3.10) ozfonksiyonlari, (4.2.2.6) normlastirici sayilarmin taniminda yerine

yazilarak:

a

= [{s? 00 4,)+83(x, l)}p(x)dx+ [0S,(7, 4,) +b,S,(7, 4,)] =

O

=]Z{sin2[n7z+arctan bljﬂ( )+cos [n;z+arctan blj”( )} (x)dx +
0 b, ) u(7) b, ) u()
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+ZIsin£(nﬂ+arcta %)%Jg (X) p(x)dx —

2

—ZI CcoS ([nz +arctan Ej (—))} u(X)E, (x) p(x)dx +

j {g20)+& (x)}p<x>dx+ [b&, (7) +0,¢, ()]

Va
= dX+J.dX+Tn =ar—oaa+a+r, = u(r)+r,
a

O e

elde edilir, burada

T, —2J‘sm((n7z+arctanblj (( ))Jg” (x) p(x)dx —

—Zj Ccos [(ﬂﬂ' +arctan E] (—))] (X)<&, (x) p(x)dx +

j {G2+& (x)}p<x)dx+ (b, (7) +b,8, (m)] -

{,(0}el, ve {& ()} el, oldugundan, i |z,[ <o, yani {z,} €l, bulunur. Teorem

ispatlandi. o
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4.2.4 Ayrisim Formiilii

Lemma4.24.1 A, L operatoriiniin 6zdegeri olmasin. O halde, rezolvent operatdr vardir

ve asagidaki bigime sahiptir:

f3
A(2)

y(x,A) = j R, (x,t) f (1) p(t)dt ——2-S(x, 4), (4.2.4.1)

burada

R, (x.t)

£ {W(x,z)ST(t,/l), t<x, (4.2.4.2)

A S AT, 2), t=x

f,(%)

f(9
f f,(0

J olsun. Rezolvent operatoriin insa
3

Ispat. F(X)=£ ]e D(L), f(x)=[
edilmesi i¢in asagidaki problem ¢oziiliir:
By '+ Q(x)y = 40(x)y + p(x) T (x), (4.2.4.3)

Y1 (0) =0,
(4.2.4.4)

ﬂ(blyz(ﬂ') +b2y1(77))+ a1y1(7r) +a2y2(7[) == 1:3'
Sabitlerin degisimi yontemi uygulanarak, (4.2.4.3), (4.2.4.4) probleminin ¢6ziimii
y(x, 4) =¢, (X, 1)S(X, A1) +C, (X, Yy (x, 1), (4.2.4.5)

bi¢iminde bulunacaktir, burada S(x,1) ve y(X,4) homojen problemin ¢oziimleridir.

(4.2.4.5) ¢ozlimii (4.2.4.3) denkleminde yerine yazilarak

(X A)y (% A)BS(x,4) =" (x,4)f (x)p(X),
(4.2.4.6)
C,(X,A)ST (%, A)By (x,4)=ST(x,4) f (x) p(X)
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elde edilir. (4.2.4.6) bagmtilar1 kullanilarak

cl(x,a):cl(ﬁ,z)-ﬁfw (t.4)f (1) p(t)dt,
¢, (x 4)=c, (M)_ﬁiy (t.2) (1) p(t)ct

bulunur. Bulunan ifadeler (4.2.4.5)’de yerine yazilarak
y(x,A) = [R, (1) f (t) p(t)dt+c, (0, ) (x, 2)+C, (7, 2)S (%, 4), (4.247)
0
elde edilir, burada

R, (x,1) ‘_1{W(X,/1)ST(L/1), t<x,

A S AT ), tx

(4.2.4.4) sinir kosullar kullanilarak,

(020,  glrni)=—

bulunur ve (4.2.4.7)’de yerine yazilarak (4.2.4.1) rezolvent operatorii elde edilir. Lemma

ispatlandi. o

Teorem 4.24.2 (4.2.1.1), (4.2.1.2) sir deger probleminin {S(X,ﬁn)}, (neZ)

ozfonksiyonlarinin sistemi L, - (0, 7. C? ) ® C uzayinda tamdir.

Ispat. (4.2.2.5) ve (4.2.2.7) ifadelerinden

A(4)

WX A )= S(x.4,) (4.2.4.8)

n

bagintisi saglanir. Bu bagintidan ve (4.2.4.1) rezolvent operatoriinden
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V4

1 . f,
Res y(x,2) =—a—ns(x,zn)£s (t,2,) f (t)dt—A(ﬂn)

S(x4,) (4.2.4.9)

bulunur. F(x)=(f(x), )" €L,,(0,7;C*)®C olsun dyle ki

Vi

(F0O.S (% A4)) =87 (t4) (1) p(t)dt+%(b182(7z,/1n)+b281(7r,1n)) 0 (4.2.4.10)

0
saglansin. (4.2.4.8) ifadesinden,

—Ab, —a,

s, (m,2,) = 2Pt Sa(7.40) ==

P

elde edilir. Bu esitlikler (4.2.4.10) ifadesinde yerine yazilarak, (4.2.4.9)’dan

Fjgﬂs y(x,4) =0 elde edilir. Sonug olarak, y(x,A) sabitlenmis X € [0,7[] igin A’nin tam

fonksiyonudur.
[A(2) 2[2lc,e"

esitsizligi ve

lim max gm0 ! ST(t,4) f(t)p(t)dt|=0, (4.2.4.11)
lim max g1 mAute)w() j v (t,2) f (t)p(t)dt|=0, (4.2.4.12)

ifadeleri ([48], [49]) kullanilarak

lim max |y(x, )| =0

|| >0 0<x<7

bulunur. Boylece, Yy(x,4)=0 elde edilir ve (4.2.4.3), (4.2.4.4)den F(x)=0,

hhhy (0, 7) sonucuna varilir. Teorem ispatlandi. o

84



Akeay, O. 2016. Bir Sunif Dirac Operatérii Igin Ters Problemin Coziilebilmesi I¢in Gerek ve Yeter Kosul, Doktora Tezi, Mersin
Universitesi

Teorem 4.1.4.3 F(x)=(f(x), f3)T e D(L) olsun. O halde asagidaki ayrisim formiilii

saglanir:
Fx)= Y c.S(x4), (4.1.4.13)
fo= > ¢, [0S, (7.4,)+0,S, (7. 4,)],
burada

1
c, :a—<f(x),8(x,/1n)>.

n

(4.2.4.13) serisi Xe[O,ﬂ]’e gore diizgiin yakinsaktir. f(X)ELZp(O,ﬂ';(Cz) icin,

(4.2.4.13) serisi L, , (O, 7, C? ) uzayimda yakinsaktir ve Parseval esitligi saglanir:

1= el (4.2.4.14)

00
N=—o0

ispat. S(x,1) ve w(x,4) (4.2.1.1), (4.2.1.2) probleminin ¢dziimleri oldugundan,

Y0 2) =—‘;ix(j)) E{—%ST (t,4)B+ST (t,}t)Q(t)} f(t)dt—

f3

A(2)

S(x,4)

yazilabilir. Kismi integralleme yapilarak ve (4.2.2.3) Wronskianin ifadesi kullanilarak,

f3
A(2)

y(x, 1) =—% f (x)—%Z(x,/l)— S(x,4), (4.2.4.15)

bulunur, burada
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Z(%,2) = ——p (x,2) [ S7 (1, 2) B (1) dt+—== (x,2) [y (t,2)BF (1)t +

A(2) ; A(4)

L X L_s(x.2) [y (L2)0(1) f (t)ct.

A(4) ; A(4) x

(4.2.4.11) ve (4.2.4.12) den

lim max|Z(x,2)|=0, 1eG;. (4.2.4.16)

| 4] 0<x<0

Simdi, y(X,A) ifadesi A’ya gore ", konturu boyunca integrallensin:
| (x)—icﬁ y(x,)d A
N 27l r ’ ’

burada

FN={1:|/I|=[N7z+arctanEjL+ d }
b, Julr) 2u(r)

N yeterince biiyiik sayidir. Rezidii teoremi uygulanarak,

N

()= 2, Resy(x.4) =

n=-N

- n_zN_:N_ains(x,/ln)IST (t,4,)f (t)p(t)dt—n_ZN_:N A(fin) S(x4,) (4.2.4.17)

bulunur. Diger taraftan, (4.2.4.15) esitliginden

1 1 1 1 1 1 ¢ f,
2_7zir'[ y(x,ﬂb)dﬂbz—z—ﬂierZ f(x)d/l—z—mrj;ZZ(x,/l)dﬂ—z—MrfN A(l)s(x,/l)d/i
N
=—f(X) —ZN A(/Sin) S(x,4,)—&y (X) (4.2.4.18)
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elde edilir. Boylece, (4.2.4.17) ve (4.2.4.18)°den

f(x)= i C,S (X, A,)+&y(X) (4.2.4.19)

n=—N

sonucuna varilir, burada
N — jlz(x,z)dz, c =ijsT(t,z)f(t)p(t)dt.
N 2ri g A "« "

(4.2.4.16) ifadesi kullanilarak, lim max|gN (X)|:0 bulunur. Boylece, (4.2.4.19)

W—)ooOSXS;r
esitliginde N —oo iken (4.2.4.13) ayrisgim formiilii elde edilir. {S(x,4,)}, (neZ)
sistemi L, (0, 7; C*)@®C uzaymnda tam ve ortagonal oldugundan (4.2.4.14) Parseval

esitligi saglanir.
4.2.5 Ters Spektral Problemin Weyl Fonksiyonuna Gore Tekligi

(4.2.1.1) sisteminin
®,(0,4) =1,
A (blcl)2 (7, 1) +b,®, (7, ﬂ,)) +a,®d,(7,)+a,d,(7,1)=0
kosullarini saglayan ¢oziimii (X, A) olarak tanimlansin.

Tanmm 4.2.5.1 ®(x, 1) fonksiyonuna, (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger probleminin Weyl

¢Ozlimii denir.
C(x,4), (4.2.1.1) sisteminin

C,(0,2)=1  C,(0,4)=0
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baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. Lemma 4.2.3.1’¢ benzer sekilde, C(X, 1)

¢oziimi, [A|—> oo iken Xe[O,?f]’e gore diizglin olarak asagidaki asimptotik bi¢ime

sahiptir:

C, (%, 4) =c0s Au(x)+ {|1| gl J

C,(x, A) =sin Au(x)+ (| |e'm“‘(x)j.

w(x,A) ¢oztimi, S(x,A) ve C(Xx,4) fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu seklinde

yazilabilir:
w (%, A) =k (A)C (X, A)+k,(2)S(x, ).

Buradan, k (1)=v,(0,4)=-A(4) ve k,(1)=—,(0,4) elde edilir. Bu ifadeler yerine

yazilarak
w(xA) ¥,(0.2)
NG =C(x, 1)+ 222 NG S(x, 1) (4.2.5.1)
bulunur.
M () = 20D (4.2.5.2)

A(4)

olarak tanimlansin. Benzer sekilde, ®(x,4) ¢6ziimi, S(x,4) ve C(x,4)

fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu bi¢iminde yazilabilir:
D(x,4)=t,(1)C(x,4)+1,(1)S(x,1).

Buradan, t,(4)=®,(0,4)=1 ve t,(1)=-®,(0,1) bulunur ve
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D(x,4) =C(x,2) - D, (0,2)S(x,2). (4.2.5.3)

(4.25.1) ve (4.2.5.3)’den

DX, ) = —%, (4.2.5.4)

M) =208 _ g (02)

A(2)
elde edilir.

Tanm 4.252 M(1)=-2,(0,4) fonksiyonuna, (4.2.1.1), (4.2.1.2) smir deger

probleminin Weyl fonksiyonu denir.

Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu (4.2.1.1), (4.2.1.2) siir deger probleminin

A, (n € Z) 0zdegerlerinde basit kutup noktalarina sahip meramorf fonksiyonlardir.

L problemi olarak, (4.2.1.1), (4.2.1.2) siir deger problemi gosterilsin.
(4.2.1.1), (4.2.1.2) smr deger probleminde Q(X)=0 oldugunda uygun problem L°

olsun. Bu durumda L° problemi
Ay(A) = A(b, sin Au()—b, cos Au(x))+asin Au(z)—a, cos Au(r)
karakteristik fonksiyonuna,

LY 0,4)

M,(1) =
() ‘//0,1(01/1)

(4.1.5.5)

Weyl fonksiyonuna, «; normlastirict sayilarma ve 4. dzdegerlerine sahiptir.
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Teorem 4.1.5.3 M (A1) Weyl fonksiyonu asagidaki bigime sahiptir:

= ( 1 1
M (1) =—H_Z:O(aw + ” (ﬂ—ﬂn)]' (4.1.5.6)

Ispat. C(x,1) ve w(x,4) ¢bziimlerinin Wronskiani
W [C(x,4),w(x,A)]=—w,(0,4) =(Ab, +&,)C,(7,A) +(4b, +a,)C (7, 1)
oldugundan, (4.2.5.2) ve (4.2.2.5) ifadeleri

(Ab, +a,)C, (7, A)+(Ab, +a,)C,(7, )
(Ab +a,)S, (7, A)+ (b, +a,) S, (7, 1)

M (1) = —

__(M4+3,)C,(r ) +(2b,+a)C,(x 2) (4.2.5.7)
A(2)

(4b, +8,)Cy, (7, 4) +(4b, +a,)Cyy (7, 4)
(Ab,+a,)S,, (7, 2)+(Ab, +8,)S,, (7, A)

Mo(ﬂ*) ==

(Ab, +a, )sin Au(r)+(Ab, +a,)cos Au(r)
—(Ab, +a,)cos Au(r) +(Ab, +a, )sin Au(x)

_(Ab, +a,)sin Zu(z) +(Ab, +a,)cos Au(x) (4.2.5.8)
Ay (2)

bigiminde yazilabilir. (4.2.5.7) ve (4.2.5.8) ifadelerinde, C(x,4) ve S(x,4)
¢oziimlerinin asimptotik bigimleri ile [A(2)|=]2/C,e™*" ve |, (4)|2]2|C e

esitsizlikleri kullanilarak,

A — oo iken

lim [M(4)—M,(2)|=0, 1eG, (4.2.5.9)

Wﬁoo
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elde edilir. S(x, A1) (SO(X,X,?)) ve w(x,4,) (y/o(x,l:)) fonksiyonlar1 L (LO) sinir

deger probleminin 6zfonksiyonlaridir. g, ( ,6’0) sabiti vardir 0yleki

n

(6 A) = BS(%A) (e A0 = BS, (% 4))

saglanir. Bu esitliklerden

Bo==v,(0.4,) (B =0, (0.4)). @B, =A(4) (a2 =20 (47))
bicimindedir. Bu bagintilar kullanilarak

_d V/Z(O’ﬂ’n) _ 1
B:eﬂ“SM(l)_—A(/’tn) =

n

0,A°
Res Mo(g)=M=_i
vt

A0 (/1:) ar?

bulunur.

1 M (&) —M,(S) :
IN(/”L)—ZﬂirNL) A dé, Eeintly

kontur integrali ele alinsin. (4.2.5.9) ifadesi kullanilarak, hIlim I, (1) =0 elde edilir.

% ,E=Ave E=A, (n € Z) noktalarinda basit kutup yerlerine sahiptir. O halde

Res M) _jime - )ME) (),

E=2 é’f_ﬂ EA 5_,1
M) _ e W ME) _ 1
E:{fzﬂsg—z_mn(g ’1“)5—,1_ a,(A,—1)
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Benzer sekilde, '\go(i) L E=A ve £=2°, (n € Z) noktalarinda basit kutup yerlerine

sahiptir. O halde,

M, ($) M (S) _
Fgels ) Lm(f A)—2= ) =M, (),

Mo(é:) — I|m
= E—A ok

M8 1
(&~ ﬂ)g A a)(A-4)

Diger taraftan, rezidii teoreminden

o[- T

mip £=2 i (A —A)

P Mo($),, 1
27rir~[ ) §=Mo(2)- o, ad (40— 4)

elde edilir. O halde

1 1
1, (2)=M (z)—Mo(ﬂ)u;rnm};rnm

bulunur. Son ifadede N — oo iken hI‘im I, (1) =0 oldugundan

M(A) =M, (1) - Z{ /11 /1) 0(/11_/10)J (4.2.5.10)

sonucuna varilir. M,(4) fonksiyonu asagidaki bigime sahiptir:

= 1 1
Mo(ﬁv) =n20(a°(/1/1°)+a°/1°}

Son esitlik, (4.2.5.10) ifadesinde yerine yazilarak, Weyl fonksiyonu
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- 1 1
M(4) = _n;o{afﬂf + o (i—in)J

bi¢giminde elde edilir. Teorem ispatlandi. o

Simdi, L probleminin Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere gore {/In,an},
(n € Z) tek tiirlii belirli oldugu gosterilecektir. Bunun igin farkli L problemi ele almsin,

burada L problemi, L ile benzer bigime sahip ancak farkli katsayilara sahip olsun.

Ayrica, herhangi s sembolii L problemine ait iken, § sembolii L problemine ait olsun.

Teorem 4.25.4 M(A)=M(A) ise, 0 halde L=L, yani (4.2.1.1), (4.2.1.2) simr deger
problemi Weyl fonksiyonuna gore tek tiirlii belirlidir.

Ispat. P(x,4) = [Pij (x,t)] matrisi

i,j=12

P(X,ﬂ)[gl (?1} =(:1 ?J (4.2.5.11)

formiilii ile tanimlansin. S(x, 1) ve ®(x, 1) ¢dziimlerinin Wronskiani

WS (x, 4), D(x, 1)] = S, (X, )P, (X, A) = S, (X, )D,(x, 1) = 1. (4.2.5.12)

(4.2.5.11) esitliginin her iki tarafi sagdan ( 2 q)f ] ile ¢arpilarak,
», —0
P.(X,2) = S, (%, )D, (X, ) =@, (%, 1) S,(x, A),
P, (X, A) = ®,(x,4)S,(x,4) = S,(x, A)®, (X, 1),
Py, (X, 2) =S, (X, )@, (X, 1) =D, (x,4)S,(x, 4),
P, (X, 1) = @, (%,4)S,(x,4) =S, (X, 1)@, (x, 1)

(4.2.5.13)

elde edilir ve (4.2.5.11) ifadesi agilarak
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S, (%, 4) =Py (x,2)S, (X, 2) + P, (x,2)S, (x,1),
S, (X, 4) = Py(X,2)S, (X, 4) + Py (%, 4)S, (X, 1),
D, (X,4) =Py (x, 1)®, (%, A1)+ B, (x, 1)®,(x, 1),
D, (X, 4) =Py (X, A)D, (X, A1)+ Py, (x, 1)D, (x,1)

(4.2.5.14)

A
bulunur. (4.2.5.13) esitliklerinde, ®(x, 4)=— WA(E(J)) ve (4.2.5.12) kullanmlarak

R (xA)-1=S, (x,/l)[‘/’lA((xﬂ’j) - "71&(()1;)} "72((’1;)[sl(x,z)—s](x,z)],

P, (X A) = %[Sl(x,ﬂ)—§l(x,l)]+ Sl(x,ﬂ.){ ~15((2?) _ l/llA((Xﬂ;“):|

le(xl ﬂv) = WZ(();;) |:S~2 (X, l) - 82 (X, l):l + 52 (X, /1)|:W2A(()Zj) e 1/72(();1;1):|’

P (x,4)-1= Sl(x,/l){";i(x’ﬂ) L (“)}— KOS (6,2)-5, (x,4)]

A(2) - A(%)

elde edilir. S(x,4) ve w(x,4) ¢oOziimlerinin bigiminden ve ‘A(ﬂ,)‘2|/1|Cde"mM”)‘

esitsizliginden,
lim max P, (x, 1) -1 =0, lim max P, (x, 2)| =0,
o s
(4.2.5.15)
‘/I”im max P, (x,4)| =0, ‘l‘im max P,(x,4)-1=0
heG, SXs7 lez:: <X<m

sonucuna  vartlir. CD(X, /1) =C (X, /1) +M (/1) S (X, /1) oldugundan, bu esitlik
(4.2.5.13)’de kullanilarak

P16 2) = 8,(%, A)C, (%, 2) = C, (%, 1)S, (%, ) +S,(x, )S, (%, A M(A) =M (4) ],
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P, (%, 4) =C,(6 A)$,(x, 2) = $,(x A)C,(x, 2) + S,(x, )S,(x, ) M(2) M (1) ]
P (%, 2) = S, (%, A)C, (%, ) = C, (%, 2)S, (X, 1) + S, (%, )S, (x, ) M(4) M (1) ],
P (X, 2) = C, (X, )8,(%, A) = S, (X, )C,(x, 2) +5,(x, A)S,(x, A M(1) - M (2) |

elde edilir. Béylece, eger M (1) = M (1) ise, sabitlenmis her X € [0,7[] icin B (X, 4); 4,

A’nin tam fonksiyonudur. O halde, (4.2.5.15)’den

P.(x,2)=1 BR,(x,1)=0, P,(x,4)=0, PB,(x,4)=1
bulunur. Son ifadeler (4.2.5.14)’de yerine yazilarak, her X €[0,7] ve 4 igin
S, (% A)=S,(%,4),  S,(x,A)=S,(x, 1),

D, () =D, (x,2),  Dy(x,2) =Dy (x,2)
elde edilir. Boylece, L =L sonucuna varilir. Teorem ispatlandi. o

Teorem 4.2.55 Eger her neZ igin A, =1, ve « =a, ise, 0 halde L=L, yani

(4.2.1.1), (4.2.1.2) simnir deger problemi spektral verilere gore tek tiirlii belirlidir.

Ispat. M (1) Weyl fonksiyonunun (4.2.5.6) gosterimi incelendiginde bu fonksiyonun

bigiminin {4,,¢,}, (N€Z) spektral verilerine bagh oldugu goriilir. Her neZ icin

A =4, Ve a, =d, oldugundan ve (4.1.5.6) gdsteriminden M (1) =M (1) elde edilir.

n n

Boylece, Teorem 4.2.5.4 kullamilarak, L =L sonucuna varilir. Teorem ispatlandi. o
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1 SONUCLAR

Bulgular ve Tartisma boliimiinde iki farkli problem ele alinmustir.

Birinci problemde, sonlu aralikta siireksiz katsayili Dirac operatoriiniin ters

problemi spektral verilere gére tamamen ¢oztilmistiir, yani ters problemin ¢oziilebilmesi

igin spektral veriler lizerine gerek ve yeter kosul bulunmustur ve potansiyeli tek tiirli

insa etme algoritmasi verilmistir. Bunun i¢in;

1.

2.

Gelfand-Levitan yontemi kullanilarak temel denklem insa edilmistir,
Temel denklemin tek bir ¢6ziime sahip oldugu gosterilmistir,

Problemin spektral verileri tanimlanmistir. Sinir deger probleminin ters problemi

icin teklik teoremi spektral verilere gore ispatlanmistir.

Ters problemin ¢6ziimii igin spektral veriler lizerine gerek ve yeter kosul ile ilgili
temel teorem ispat edilmistir. Yeterlilik kisminin ispatinda, diferansiyel denklem
ve Parseval esitligi temel denklem kullanilarak insa edilmistir ve daha sonra sinir

kosullar1 insa edilmistir.
Spektral verilere gore Q(x) potansiyelini insa etme algoritmasi verilmistir.

Ikinci problemde siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi ile sinir kosulu

spektral parametre bulunduran bir sinir deger problemi ele alinmigtir. Bu sinir deger

problemi i¢in spektral analizin ters problemi Weyl fonksiyonuna goére ¢oziilmiistiir.

Bunun igin;

1. Smur deger probleminin H =L, (O,E;CZ)C‘DC Hilbert uzayinda operator

P

bicimi verilmistir. Problemin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlar1 tanimlanmustir.
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Farkli 06zdegerlere uygun Ozfonksiyonlarin dik oldugu ve operatoriin

0zdegerlerinin reel oldugu ispatlanmstir.

2. Siir deger probleminin 6zdegerlerinin, O6zfonksiyonlarinin ve normlastirict
sayilarinin asimptotik bi¢imleri incelenmistir. Problemin 6zdegerlerinin basit

oldugu elde edilmistir.

3. Rezolvent operatdr insa edilmistir. Ozfonksiyonlara gore tamlik teoremi
ispatlanmistir. Kontur iizeri integralleme yontemi kullanilarak 6zfonksiyonlara

gore ayrisim formiilii ve Parseval esitligi elde edilmistir.

4. Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu tanmimlanmistir. Weyl fonksiyonun bigimi

elde edilmistir.

5. Weyl fonksiyonuna gore sinir deger probleminin ters probleminin ¢éziimiiniin

tekligi ispatlanmistir.

6. Sinir deger probleminin ters probleminin ¢oziimiiniin tekligi spektral verilere

gore gosterilmistir.

5.2 ONERILER

1. Birinci mertebeden siireksiz katsayili Dirac denklemler sistemi ve farkli sinir
kosullar1 ile olusan smir deger problemlerinin ters problemleri farkli spektral

karakteristiklere gore incelenebilir.

2. Siireksiz katsaymin sonlu sayida ya da sayilabilir sayida siireksizlik noktasina
sahip oldugu durumlarda Dirac denklemler sistemi i¢in spektral analizin diiz ve

ters problemleri arastirilabilir.
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