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ÖZET 
 

Bu tezde, öncelikle soyut konvekslik kavramı üzerine çalışılmış, farklı konvekslik 
sınıfları için bir literatür taraması yapılmış ve her bir konvekslik sınıfının tanımı ifade edilmiştir. 
Bunun yanı sıra soyut konvekslik biçimlerinden biri olan B-konvekslik incelenmiş, B-konveks 
kümeler ve özellikleri verilmiştir. Daha sonra, B-konveks fonksiyonlar tanımlanmıştır. Bu 
fonksiyonların özellikleri çalışılmış ve klasik konveks fonksiyonlar ile karşılaştırılmaları 
yapılmıştır. 
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ABSTRACT 
 

In this thesis, firstly the concept of abstract convexity is studied, a literature review for 
different types of convexity is done and definition of each convexity class is expressed.  
Additionally, B-convexity which is a class of abstract convexity is examined, B-convex sets and 
their properties are given. Then, B-convex functions are defined. Their properties are studied 
and compared with classic convex functions. 
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1. GİRİŞ 

 

Konveks Analiz matematiğin en önemli alanlarından biridir. Özellikle son zamanlarda bu 

alanda yapılan çalışmalar daha da hızlanmıştır. Konvekslik kavramının çok sayıda hem günlük 

hayattaki hem de bilimsel çalışmalardaki kayda değer uygulamalarının varlığı önemini oldukça 

artırmıştır. Optimizasyon Teorisi ([1], [2], [3], [4], [5], [6]), Eşitsizlikler Teorisi ([7], [8], [9], 

[10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18]), Matematiksel Ekonomi ([19], [20]), Yöneylem 

Araştırması ([21], [22], [23], [24], [25], [26], [27]) gibi konveks analizin uygulama alanları hem 

teorik hem de pratik olarak büyük bir ilgi ve gereklilik içermektedir.  

Bu tez çalışmasında da konu olan konveksliğin bir alt dalı soyut konveks analiz yakın 

zamanda oldukça popüler hale gelmiştir ([5], [21], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35], 

[36], [37], [38]). Uygulama ve teorik çalışmaları konvekslik kavramının soyutlaştırılması 

zorunluluğunu beraberinde getirmiştir. Konveksliğin genelleştirilmesi topolojik soyut 

konvekslik, fonksiyonel soyut konvekslik ve bunlara ek farklı birkaç yöntemle 

gerçekleştirilmektedir.  

Günümüze kadar çok sayıda soyut konvekslik biçimi elde edilmiştir. Bazıları yalnızca 

fonksiyon biçimlerinin elde edilmesi ve uygulamalarının gerçekleştirilmesi olarak çalışılmıştır. 

Örneğin, 

Kuazikonveks fonksiyonlar [36]; I   olmak üzere :f I   bir fonksiyon olsun. 

Eğer her  , ve 0,1x y I    için  

 

       1 max ,f x y f x f y     

 

ise, f  fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir.  

Multiplikativ konveks fonksiyonlar [5];  , 0,I J    olmak üzere, :f I J  bir 

fonksiyon olsun. Eğer, her ,x y I  ve  0,1  için  

 

     
11f x y f x f y
      

 

eşitsizliği sağlanıyor ise f  fonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir.  
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Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar [39]; 

:f  bir fonksiyon ve 0 1s   

olsun. Eğer, her , ve 1s sx y      olmak üzere , 0    için 

 

     s sf x y f x f y       

 

eşitsizliği sağlanıyorsa, f  fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. 

Bu tip çalışmalar, fonksiyonlar tanımları verildikten sonra özellikle de eşitsizlikler teorisinde 

çok önemli bir uygulama olan Hermite-Hadamard eşitsizlikleri gibi eşitsizliklerin bu 

fonksiyonlar için ifade edilmesi üzerinde incelemelerin yoğunlaştığı çalışmalardır ([8], [10], 

[11], [12], [16], [28], [29], [33], v.b.).  

Bazıları ise, hem küme hem fonksiyon teorileri, hem de uygulamaları ile birlikte 

çalışılmaktadır. Aslında, bu incelemeler klasik konveks teorideki mevcut çalışmaların ışığında 

yapılmaktadır denilebilir. Örneğin; monotonik analizde önemli bir yere sahip olan artan pozitif 

homojen fonksiyonlar ve bunların bağlantılı olduğu normal kümeler verilebilir: 

Artan pozitif homojen (IPH) fonksiyonlar [5]; n

  da tanımlı bir  f  fonksiyonu aşağıdaki 

koşulları sağlar ise, bu fonksiyona birinci dereceden artan pozitif homojen (IPH) fonksiyon 

denir: 

a)    
  , için isenx y x y f x f y  olsun, yani f artan fonksiyondur; burada, 

 , 1,...,i ix y x y i n    . 

b)    ve 0 içinnx f x f x      , yani f birinci dereceden pozitif homojen 

fonksiyondur. 

Normal küme [5]; boştan farklı bir nU   kümesi için eğer x U , ' nx   olmak 

üzere 'x x    ' ' , 1,...,i ix x x x i n     durumunda 'x U  olur ise U  ya normal küme 

denir.  

B-konvekslik ise şimdiye kadar küme teorisi ve ekonomi yönündeki uygulamalarıyla 

ilgili çeşitli çalışmalar yapılmış bir genelleştirilmiş konvekslik biçimidir ([40], [41], [42], [43] 

v.b.). Bu tezde yapılan B-konveks fonksiyonların tanım ve özellikleri çalışması ile B-konvekslik 

de hem küme ve fonksiyon hem de uygulamalarıyla birlikte incelenen bir soyut konvekslik 

formu olacaktır.  

Tezde ilk olarak B-konveks fonksiyonların tanımı ifade edilecektir. Bu tanım 

doğrultusunda B-konkav ve B-afin fonksiyonların ifadeleri de verilecektir. Daha sonra B-
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konveks, B-konkav ve B-afin fonksiyonlar için gerek ve yeter koşullar veren teoremler ifade 

edilecektir.   

Bunların yanı sıra B-konveks olan ve olmayan fonksiyon örnekleri verilecektir. Bu 

örnekler yardımı ile konveks fonksiyonlar ve B-konveks fonksiyonların karşılaştırılmaları 

yapılacaktır. Ayrıca, B-konveks fonksiyonların toplamları, bileşkeleri, bir sabitle çarpımı, seviye 

kümelerinin B-konveksliği gibi özellikleri verilecektir.  
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 

B-konvekslik kavramı ilk olarak 2004 yılında W. Briec ve C. D. Horvath tarafından 

yayınlanan [41] makalesinde ortaya atılmıştır. r   için; : n n

r   olmak üzere 

      2 1 2 1
1 1,..., ,...,r r

r n nx x x x  homeomorfizmi aracılığı ile ifade edilen bir kümenin rCo  r-

konveks kabuğunun Kuratowski-Painleve anlamda limiti alınarak bu kümenin B-konveks 

kombinasyonun verilmesi ile ilk temeller atılmıştır [44]. Boştan farklı sonlu bir 

    1
,...,

m nA x x   kümesi için 

 

( ) lim ( )r

r
Co A Co A


  

 

biçiminde ifade edilen A kümesinin B-konveks kombinasyonu tanımından yararlanarak n  

kümesinde B-konveks kümenin tanımı, bir kümenin B-konveks kabuğu ve bu iki kavramın bazı 

özellikleri verilmiştir.  

B-konveks küme teorisi bu kavramı ilk ortaya atan yazarların ekonomi üzerine yaptığı 

çalışmalarda duyduğu gereksinimlerden ötürü ortaya çıkmıştır. Ekonomide yapılan bu 

çalışmalar her zaman pozitif reel sayılar ile gerçekleştirildiğinden ve aynı zamanda bu uzayda B-

konveks kombinasyon tanımının açık bir analitik gösterime sahip olmasından dolayı, bu alanda 

yapılan çalışmalar n

  uzayında devam ettirilmiştir ve bir 
nA   kümesinden alınan her 

1 2,x x A  ve her  0,1t  için 
1 2tx x A   olması şartının A kümesinin B-konveks küme olması 

için gerek ve yeter koşul olduğu sonucuna ulaşılmıştır. B-konveks kümenin içi ve kapanışının B-

konveks olduğu belirtilirken, B-konvekslikte Caratheodory, Helly Teoremi, Radon Teoremi ve B-

konveks kümelerin topolojileri de bu makalede verilmiştir. Ayrıca makalede B-konveks 

dönüşümler ve bazı uygulamalara da yer verilmiştir.  

2005 yılında W. Briec, C. D. Horvath ve A. M. Rubinov tarafından ayırma özelliklerinin 

ifade edildiği [43] makalesi yayınlanmıştır. Literatürde Cebirsel Hahn-Banach Teoremi olarak 

da geçen; 
1C  ve 

2C  kesişmeyen iki B-konveks küme ise 
1C D  ve 


2

nC D  olacak şekilde 

bu kümeleri içeren ve hem kendisi nD   hem de n

 D  tümleyeni B-konveks olan kümenin 

varlığını veren Stone-Kakutani Ayırma Özelliği’nin verilmesinin yanı sıra bunun sonucu olarak, 

iyi bilinen Pash-Peano Özellikleri’nin de B-konvekslik için geçerli olduğunu göstermişlerdir. Bir 

dönüşüm aracılığıyla iki B-konveks kümenin ayrılması, “  nA  B-konveks bir küme olmak 

üzere A kümesinin tümleyeni ' nA  A  da B-konveks ise bu kümeye B-konveks yarı uzay 
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denir” biçiminde verilen B-konveks yarı uzay tanımı ve B-ölçülebilir dönüşümlerin verilmesiyle 

gerçekleştirilebilmiştir. Aynı zamanda makalede, bir nokta ile bir B-konveks kümenin ayrılması 

üzerine çalışmalar da yapılmıştır.  

B-konveks kümelerle ilgili incelemeler [40] makalesinde G. Adilov ve A. M. Rubinov 

tarafından devam ettirilmiştir.  

nK   bir uçlu koni ve C K  bir koni olsun. C konisinin, K  konisi tarafından 

belirlenen genelleştirilmiş K  kısmi sıralamasına sahip olduğunu varsayalım (yani, 

Kx y y x K    ). Her bir y C  için, 

 

       sup 0: ,y Kl x y x x C  

 

ile tanımlanmış :yl C   fonksiyonları tanımlanabilir (Burada, sup 0  ’dır.). 

Verilen kısmi sıralamaya göre monotonluk özellikleri  yL l y C   elemanter 

fonksiyonlar sınıfına dayalı soyut konveks fonksiyonların özellikleri ile paralel olarak incelenir.  

Yukarıdaki yöntem doğrultusunda, ağırlıklı olarak da matematiksel teori kullanılarak 

yapılan çalışmalar ile [40] makalesinde L-konveks ve L(j)-konveks fonksiyonlar ifade edilmiştir. 

Bu fonksiyonların tanımlanması sırasında B-konveks yarı uzaylar ve bu uzaylarda geçerli çeşitli 

kısmi sıralamalar kullanılmıştır. Aynı zamanda artan pozitif homojen fonksiyonlar ve artan 

ışınlar üzere konveks fonksiyonlar ile makalede verilen fonksiyonlar arasındaki bağlantılar da 

gösterilmiştir. Ayrıca B-konveks fonksiyonlar için elemanter fonksiyonların oluşturulması 

işlemi de bu makalede gerçekleştirilmiştir ve tanımları ifade edilen fonksiyonların örnekleriyle, 

yapılan çalışmalar desteklenmiştir.  

B-konveks kümelerde ayırma özellikleriyle ilgili çalışmalar [42] makalesinde devam 

ettirilmiştir. [43] makalesindeki sonuçlar genelleştirilerek genel Hahn-Banach teoreminin 

analoğu B-konvekslik için ifade edilmiştir:  

Teorem 2.1. 1 2, nC C   kümeleri 
  

 
1 2,

inf 0
x y C C

x y  koşulunu sağlayan B-konveks kümeler 

ise her 
1x C  ve her 

2y C  için  

 

       max max , max max ,i i j j i i j j
i I j J i I j J

a x a x s a y a y s
   

    
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olacak biçimde na  , 0s   ve  1,2,...,n  kümesinin iki kesişmeyen I  ve J  alt kümeleri 

vardır. 

Daha çok topolojik özelliklerin üzerinde durulan makalede geometrik ve fonksiyonel 

ayırma özellikleri de çalışılmıştır. Şekillerle de desteklenen çalışmada kanonik yarı uzayların 

yapısı incelenmiştir.  

2008 yılında yayınlanmış [45] makalesinde ise W. Briec ve C. D. Horvath tarafından, hem 

matematiksel analizde hem de ekonomide çok önemli bir yere sahip olan sabit nokta teorisi ile 

ilgili çalışmalar B-konvekslik kavramı için yapılmıştır. Bu incelemeler doğrultusunda Knaster-

Kuratowski-Mazurkiewicz Teoremi’ni B-konvekslik için genelleştirmişler ve kompakt B-

konveks kümelerin sürekli dönüşümler için sabit nokta özelliğine sahip olduğunu 

ispatlamışlardır. B-konvekslik için Fan-Browder Sabit Nokta Teoremi ve Kakutani Sabit Nokta 

Teoremi’ni ifade etmişlerdir. Soyut ekonomideki kararlılıkların varlığında önemli rollere sahip 

olan Ky-Fan Eşitsizliği ve Nash Kararlılıkları’nın Varlığı’nı ispat etmişlerdir. Berge Maksimum 

Prensibi’nden yararlanarak B-konvekslik için Shafer-Sonnenschein Teoremi’ni vermişlerdir.  

B-konveks kümeler matematiksel ekonomide önemli uygulamalara sahip olduğu için 

bugüne kadar pek çok çalışmada hem teorik olarak hem de bu uygulamaları ile birlikte 

çalışılmıştır ([46], [47], [48], [49], [50] v.s). Ayrıca, 2015 yılında yayınlanan [51] makalesinde de 

W. Briec tarafından B-konvekslik kavramının uygulamaları ile birlikte çalışılmaya devam 

edildiği görülmektedir. Bu kavram çeşitli yeni işlemler tanımlanarak tüm n  uzayında 

incelenmiştir. Bazı cebirsel özellikler verilmiş, üst yarı kafes yapısı incelenmiştir. B-konveksliğin 

genişletilmiş bir tanımı verilmiş, şekiller üzerinde görsel olarak yansıtılmıştır. İlaveten, 

topolojik özellikleri ile birlikte yeni ifade edilmiş kümelerin ayırma özellikleri yine bu makalede 

incelenen çalışmalardandır.  



İlknur Yeşilce, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2016  
 

7 

3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. Temel Kavramlar  

 

3.1.1. Klasik Konvekslikle İlgili Temel Tanımlar ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.1.1. ([24]) nC  ve  :f C   olsun. y C  olmak üzere 

 

    
0

limsup :
r

f y f x x y r


    

 

koşulu sağlanıyorsa f 'ye y noktasında üstten yarı süreklidir denir. Eğer her y C  için bu koşul 

sağlanıyorsa f 'ye C 'de üstten yarı süreklidir denir. 

Tanım 3.1.1.2. ([24])  , :nC f C    olsun. y C  olmak üzere 

 

    


  
0

liminf :
r

f y f x x y r  

 

koşulu sağlanıyorsa f 'ye y noktasında alttan yarı süreklidir denir. Eğer her y C  için bu koşul 

sağlanıyorsa f 'ye C 'de alttan yarı süreklidir denir. 

Tanım 3.1.1.3. ([52]) C, n 'nin bir alt kümesi olsun. Eğer, her , x y C  ve  0 1  için, 

 

 1 x y C     

 

ise, C kümesine konveks küme denir. 
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Şekil 3.1. Konveks olan ve konveks olmayan küme örnekleri 

Şekil 3.1’deki A kümesi için kümenin herhangi iki noktasını birleştiren doğru parçası 

daima kümenin içinde kalır, böylece A kümesi konvekstir ancak şekildeki gibi bir B kümesinden 

alınan x ve y noktalarını birleştiren doğru parçası B kümesinde kalamayacağından B konveks 

küme değildir.   

Bu tanım daha farklı şöyle verilir: 

Teorem 3.1.1.1. ([52]) C, n 'nin bir alt kümesi ve 2m   olsun. C kümesinin konveks olması 

için gerek ve yeter koşul 
1 2

1

, ,..., , 0 ve 1
m

m i i

i

x x x C  


     için, 

 

1 1 2 2 ... m mx x x C       

 

olmasıdır. 

Tanım 3.1.1.4. ([52]) 
nC   olsun. n ’de, C kümesini içeren tüm konveks kümelerin 

kesişimine C ‘nin konveks kabuğu denir ve  Co C  ile gösterilir. 

Tanım 3.1.1.5. ([52])
nC   konveks bir küme olsun. Eğer, C kümesinin tümleyeni 

' nC  C  kümesi de konveks ise C kümesine konveks yarı-uzay denir. 

Tanım 3.1.1.6. ([52]) nK   olsun. Eğer, ve 0x K     için x K   ise bu kümeye koni 

denir. 

Teorem 3.1.1.2. ([52]) nK   konisinin konveks olması için gerek ve yeter koşul K 'nın 

toplama ve pozitif bir skaler ile çarpma işlemine göre kapalı olmasıdır. 
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Tanım 3.1.1.7. ([52])  , :nC f C    olmak üzere; 

 

    , , ,x x C f x      

 

biçiminde ifade edilen kümeye f fonksiyonunun epigrafı denir ve epif ile gösterilir. Özel olarak, 

C   için f 'in epigrafı f 'nin grafiğinin üstünde kalan kümeyi belirtir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 3.2. C   için f  'nin epigrafı 

 

Tanım 3.1.1.8. ([5])  , :nC f C    olmak üzere; 

 

     1, , , nx x C f x        

 

biçiminde ifade edilen kümeye f fonksiyonunun hypografı denir ve hypf  ile gösterilir.  

Tanım 3.1.1.9. ([52]) , :nC f C   olsun. f fonksiyonu için aşağıdaki gibi verilen 

kümeye f 'nin tanım kümesi denir ve domf  ile gösterilir: 

 

     , ,domf x x epif x f x        

 

 

epi f 

y=f(x) 

y

y 

x 
0 
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Tanım 3.1.1.10. ([52]) , :nC f C   olsun. 1nepif  ; 

 

    , ,epif x f x x C      

 

kümesi konveks ise,  f fonksiyonuna C kümesi üzerinde konveks fonksiyon denir. 

Teorem 3.1.1.3. ([52]) nC  konveks bir küme ve  :f C    olsun. f 'nin konveks 

olması için gerek ve yeter koşul ,x y C  ve 0 1   için, 

 

        1 1       f x y f x f y  

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

Teorem 3.1.1.4. ([52])  : nf    bir fonksiyon olsun. f 'nin konveks olması için 

gerek ve yeter koşul    vef x f y    olduğunda, 0 1   için 

 

    1 1        f x y  

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

Teorem 3.1.1.5. ([52]) (Jensen Eşitsizliği)  : nf    bir fonksiyon olsun. f 

fonksiyonunun konveks fonksiyon olması için gerekli ve yeterli koşul  

 

                  1 1 2 2 1 1 2 2... ...m m m mf x x x f x f x f x  

 

eşitsizliğini sağlamasıdır, burada, 
1 0,..., 0  m

 ve 
1 2 ... 1     m

 dir. 

Teorem 3.1.1.6. ([52])  : ,f     ikinci mertebeden sürekli türevlenebilen bir fonksiyon 

olsun.  'nin ,f    aralığı üzerinde konveks olması için gerek ve yeter koşul f 'nin ikinci 

mertebeden türevinin negatif olmamasıdır. 

Teorem 3.1.1.7. ([52]) nC   açık küme ve :f C  ikinci mertebeden sürekli kısmi 

türevlere sahip bir fonksiyon olsun. f, C üzerinde konvekstir ancak ve ancak  f ' in Hessian 

matrisi: 
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       
 


 

 

2

1, ,...,x ij ij n

i j

f
Q q x q x , 

 

x C   için pozitif yarı belirlidir. 

Bir matrisin pozitif yarı belirli olması ile ilgili Sylvester Koşulları olarak isimlendirilen 

aşağıdaki teorem ifade edilebilir. Bunun için önce baş minörlerin tanımı verilmelidir. 

Tanım 3.1.1.11. ([1]) n n  boyutlu karesel bir 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 matrisi için, 1. baş 

minörü:  1 11A a , 2. baş minörü: 
11 12

2

21 22

a a
A

a a

 
  
 

, …, i. baş minörü:  

 
 
 
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

i

i

i

i i ii

a a a

a a a
A

a a a

,…, 

n. baş minörü: 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

 biçimindedir.  

Teorem 3.1.1.8. (Sylvester Koşulları) ([1]) n n  boyutlu karesel bir A  matrisi verilsin. A 

marisinin; 

a) pozitif belirli olması için gerek ve yeter koşul tüm baş minör determinantlarının pozitif 

olmasıdır.   

b) pozitif yarı belirli olması için gerek ve yeter koşul baş minör determinantlarının negatif 

olmaması ve en az bir baş minör determinantının sıfır olmasıdır.  

c) negatif belirli olması için gerek ve yeter koşul k. baş minör determinantının işaretinin 

 1
k

  olmasıdır.   

d) negatif yarı belirli olması için gerek ve yeter koşul k. baş minör determinantının 

işaretinin  1
k

 olması ve en az bir baş minör determinantının sıfır olmasıdır. 
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Teorem 3.1.1.9. ([52]) 1, nC   üzerinde bir konveks küme ve 

 

    inf ,f x x C    

 

olsun. O halde f  fonksiyonu n 'de konvekstir. 

Tanım 3.1.1.12. ([52]) f  bir fonksiyon olsun. Eğer f   konveks ise, bu f  fonksiyonuna konkav 

fonksiyon denir. 

Örneğin, 

1.     olmak üzere  :f   ,   xf x e  fonksiyonu konvekstir. 

2. 1 p    için  :f   ,  
, 0,

, 0,

px x
f x

x

 
 

 
 fonksiyonu 

konvekstir.  

3. 0 1p   için  :f   ,  
, 0,

, 0,

 
 

 

px x
f x

x
 fonksiyonu 

konvekstir.  

4. 0p    için  :f   ,  
, 0,

, 0,

 
 

 

px x
f x

x
 fonksiyonu 

konvekstir.  

5.  :f   ,  
log , 0,

, 0,

 
 

 

x x
f x

x
  fonksiyonu konvekstir.  

6. 1,i n  , 1ir   ve 0ia   olmak üzere : nf   , 

    1 2

1 2 1 1 2 2, ,..., ... nrr r

n n nf x f x x x a x a x a x      fonksiyonu konvekstir. 

7. 1n  ve 0ia  , 1,i n   için : nf   , 

     
1

1 2 1 1 2 2, ,..., ... n
n n nf x f x x x a x a x a x       fonksiyonu konvekstir.  
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8. 1,i n  , 0i   ve 
1

1
n

i

i




  olmak üzere : nf   , 

   1 2

1

, ,..., i

n

n i

i

f x f x x x x




   genelleştirilmiş geometrik ortalama fonksiyonu 

konkavdır. 

9. 
 
: nf ,      1 2

1
, ,..., maxn i

i n
f x f x x x x

 
   fonksiyonu konvekstir.   

Tanım 3.1.1.13. ([52]) Sonlu ve hem konveks hem de konkav olan fonksiyona afin fonksiyon 

denir. 

Teorem 3.1.1.10. :f C   fonksiyonunun kapalı konveks fonksiyon olması için gerekli ve 

yeterli koşul : nh   afin fonksiyon olmak üzere  

 

    sup ,f x h x h f x C     

 

olmasıdır. Burada,    için .h f x C h x f x     

 

3.1.2. Soyut Konvekslikle İlgili Temel Tanımlar ve Teoremler 

 

Tanım 3.1.2.1. ([5]) H, X kümesi üzerinde tanımlı sonlu fonksiyonların bir kümesi ve 

  :f X  olsun. Eğer, H 'nin 

 

    sup ,f x h x h U x X     

 

olacak biçimde bir U alt kümesi varsa, f fonksiyonu H 'ye göre soyut konvekstir (veya H-

konvekstir) denir. Burada H fonksiyonlar sınıfına elemanter fonksiyonlar ailesi denir. 

H   olması durumunda  f x  olarak kabul edilecektir.  

Aşağıdaki tanımda ifade edilen süpremal üreteç sınıfı yardımı ile Tanım 3.1.2.1. farklı bir 

biçimde ifade edilebilir. 
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Tanım 3.1.2.2. ([5]) Y ile  :f X    fonksiyonlarının sınıfı gösterilsin ve H Y  

olsun. Eğer, her f Y  fonksiyonu H-konveks ise, H kümesine Y 'nin süpremal üreteç sınıfı 

denir. 

Teorem 3.1.2.1. ([5])  f 'nin H-konveks olması için gerek ve yeter koşul bu fonksiyonun 

 

    sup , ,f x h x h H h f x X      

 

biçiminde gösterilebilmesidir. 

Tanım 3.1.2.3. ([5])  :f X    olsun. 

 

   supp ,f H h H h f    

 

kümesine f 'nin destek kümesi denir. Burada H elemanter fonksiyonların kümesini gösterir. 

Tanım 3.1.2.4. ([5])  :f X    olsun. Aşağıdaki gibi tanımlanan 
HCo f  fonksiyonuna; 

 

      sup supp , ,HCo f x h x h f H x X    

 

f  'nin H-konveks kabuğu denir. 

Bu tanıma göre; f fonksiyonun H-konveks olması için gerekli ve yeterli koşul 
Hf Co f  

olmasıdır. 

Konvekslik aşağıdaki biçimlerde soyutlaştırılabilir:  

 Topolojik Soyut Konvekslik: X bir vektör uzay, C X  olsun. 2m   tamsayısı için, 

m

mV   kümesi alalım. Bir : m

m mC V C    fonksiyonlar ailesi verilsin. Eğer, U C  

için, 

 

    1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,..., , 2,3,...m m m m m mx x U V x x U m          

 

U  kümesine 
m  fonksiyonlar ailesine göre soyut konvekstir denir. 
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 Fonksiyonel Soyut Konvekslik: X bir vektör uzay, C X  ve L  de :C   

fonksiyonlarının bir ailesi olsun. Eğer U C  olmak üzere, x U   noktası L  den bir 

fonksiyon ile U  kümesinden ayrılabilir ise, yani öyle bir L  vardır ki ( ) sup ( )
u U

x u


  

ise, U  kümesine L  ye göre soyut konveks küme denir. 

 

3.2. Farklı Konvekslik Sınıfları  

 

3.2.1. Log-konveks Fonksiyonlar  

 

I, reel sayıların bir aralığı olsun. 

Eğer bir :f I   fonksiyonu için log f  konveks ise, ya da denk olarak her 

 , ve 0,1x y I t   için aşağıdaki eşitsizlik sağlanıyorsa [20, s.7]: 

 

      
1

1
t t

f tx t y f x f y


           

 

f fonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir. 

 

3.2.2. r-konveks Fonksiyonlar  

 

Eğer r  olmak üzere,  : ,f a b  fonksiyonu her  , ,x y a b  ve  0,1  için 

 

    
1

1

( ) 1 ( ) , 0
1

( ) ( ) , 0

r r rf x f y r
f x y

f x f y r 

 
 




       
    

 

eşitsizliğini sağlıyorsa f  fonksiyonu  ,a b ’de r-konveks fonksiyondur denir [53].  

 

3.2.3. Godnova-Levin Fonksiyonları  

 

1985’de, E.K. Godnova ve V.I. Levin ([11] ve [14, ss.410–433]) aşağıdaki fonksiyonlar 

sınıfını incelemişlerdir: 
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I   olmak üzere bir :f I   fonksiyonu her  , ve 0,1x y I    için, 

 

  
   

1
1

f x f y
f x y 

 
   

  

 

eşitsizliğini sağlarsa f fonksiyonuna Godnova-Levin fonksiyonu denir [54].  

 

3.2.4. Jensen Kuazikonveks ve Wright Kuazikonveks Fonksiyonlar  

 

Tanım 3.2.4.1. I   olmak üzere :f I   bir fonksiyon olsun. Eğer her ,x y I  için 

 

    max ,
2

x y
f f x f y

 
 

   

 

eşitsizliği sağlanıyor ise, f fonksiyonuna Jensen Kuazikonveks (veya kısaca J-Kuazikonveks) 

dönüşüm denir [55].  

Tanım 3.2.4.2. I   olmak üzere, :f I  bir fonksiyon olsun. Eğer, her 

 , ve 0,1x y I t   için 

 

                 
1

1 1 max ,
2
f tx t y f t x ty f x f y , 

 

eşitsizliği, ya da, denk olarak, her ,x y I   olmak üzere ve 0x y    için; 

 

             
1

max ,
2
f y f f x f y

 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa, f fonksiyonu Wright-Kuazikonvekstir (veya kısaca W-Kuazikonvekstir) 

denir [56]. 

 

3.2.5. P-fonksiyonlar, Kuazikonveks Fonksiyonlar  

 

Eğer, I   olmak üzere :p I   fonksiyonu her   , ve 0,1x y I  için  
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      1p x y p x p y    
 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon (ya da kısaca, P-fonksiyon) denir [36]. 

 

Tanım 3.2.5.1. ([36]) I   olmak üzere :f I   bir fonksiyon olsun. Eğer her 

 , ve 0,1x y I    için  

 

       1 max ,f x y f x f y   
 

 

ise, f  fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir. 

 

3.2.6. Multiplikativ Konveks Fonksiyonlar  

 

Tanım 3.2.6.1. ([5])  , 0,I J    olmak üzere, :f I J  bir fonksiyon olsun. Eğer her 

,x y I ,  0,1  için  

 

     
    

11f x y f x f y  

 

eşitsizliği sağlanıyor ise f fonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir.  

 

3.2.7. Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar  

 

:f    bir fonksiyon ve 0 1s   olsun. Eğer her , ve 1s sx y      

olmak üzere   , 0  için 

 

     s sf x y f x f y     
 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir [39]. 
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3.2.8. İkinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar  

 

[57] makalesinde, H. Hudzik ve L. Maligranda aşağıdaki fonksiyon sınıflarını 

incelemişlerdir: 

Tanım 3.2.8.1. :f    bir fonksiyon ve  0,1s  olsun. Eğer her , 0 ve 1x y      

olmak üzere , 0    için  

 

     s sf x y f x f y     
 

 

eşitsizliği sağlanıyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir. 

 

3.2.9. m-konveks Fonksiyonlar  

 

[37] makalesinde, G.H. Toader m-konveksliği tanımlamıştır (ayrıca [12] ve [38] bakın): 

Tanım 3.2.9.1.  0,1m  ve 0b   olmak üzere,  : 0,f b 
 

fonksiyonu her 

   , 0, ve 0,1x y b t   için, 

 

            1 1f tx m t y tf x m t f y
 

 

eşitsizliğini sağlıyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir. 

 

3.2.10. Artan Pozitif Homojen (IPH) Fonksiyonlar  

 

Tanım 3.2.10.1. ([5]) f  fonksiyonu n

  üzerinde tanımlı fonksiyon olsun. 

a) Eğer, her , nx y   için x y  iken    f x f y  ise, f  fonksiyonu artan fonksiyondur 

denir. (Burada,  , 1,...,i ix y x y i n    .) 

b) Eğer,    ve 0 içinnx f x f x       ise f fonksiyonuna homojen fonksiyon 

denir. 

Tanım 3.2.10.2. ([5]) n

  da f fonksiyonu aşağıdaki durumları sağlar ise, bu fonksiyona birinci 

dereceden artan pozitif homojen (IPH) fonksiyon denir: 

a)    , için isenx y x y f x f y    olsun, yani f artan fonksiyondur; 
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b)    ve 0 içinnx f x f x      , yani f birinci dereceden pozitif homojen 

fonksiyondur. 

Her , nx l   için 
1

, min i

i n
i

x
l x

l 
 , 

1
, max i

i n
i

l
x l

x



 
 ‘dir ve bu fonksiyonlara, sırasıyla, 

min-tip ve max-tip fonksiyonlar denir. 

Teorem 3.2.10.1. nD   olmak üzere  : 0,f D   fonksiyonu  verilsin. Bu durumda 

aşağıdakiler denktir: 

i) f  fonksiyonu  ,. : 0,l D   fonksiyonlar ailesine göre konvekstir, 

ii) Her ,l x D  için,    ,f l l x f x  eşitsizliği doğrudur, 

iii) f  fonksiyonu D üzerinde IPH'dir. 

 

3.2.11. Artan Radyant (InR) Fonksiyonlar  

 

Tanım 3.2.11.1. ([5]) , nQ   içinde konik küme ve U Q  olsun. Eğer 

 

 , 0 1x U x U     
 

 

ise U kümesi Q'nun radyant alt kümesidir denir. 

Tanım 3.2.11.2. ([5]) nQ   kapalı koni, V boş kümeden farklı ve V Q  olsun. Eğer 

 

 , 1x V x V    
 

 

ise V  kümesi Q'nun ko-radyant alt kümesidir denir. 

Tanım 3.2.11.3. ([58]) 


 nQ  radyant küme olmak üzere,  : 0,f Q   bir fonksiyon 

olsun. Eğer f  fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa f artan radyant fonksiyondur denir: 

a) Eğer    , için isex y Q x y f x f y    ; 

b) Eğer      ve 0,1 içinx Q f x f x      .  

n n

   üzerinde tanımlı   fonksiyonu 
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 
0 , eğer , 1

,
, , eğer , 1

u x
u x

u x u x


 
 

  

 

ve n

  üzerinde tanımlı 
u  fonksiyonu    ,u x u x   olsun.  

 

 
1

, 0,n

uU u c
c
 

 
    
 

 

 

kümesi n

  üzerinde tanımlı InR fonksiyonların süpremal üreteç sınıfıdır [54]. Burada, c    

ise     
0

supu u
h

c x h x 


  olur. 

 

3.2.12. Artan Ko-Radyant (ICR) Fonksiyonlar  

 

Tanım 3.2.12.1. ([5]) 


 nQ   co-radyant küme olmak üzere,  :f Q   bir fonksiyon 

olsun. 

a) Eğer  ve 0,1x Q     için    f x f x   ise f fonksiyonu radyanttır denir. 

b) Eğer ve 1x Q     için    f x f x   ise f fonksiyonu ko-radyanttır denir. 

n

  üzerinde verilen  l  fonksiyonu, 

 

 
, , , 1 ise

1 , , 1 ise
l

l x l x
x

l x


 
 

  

 

olsun. Burada nl  'dir. H ile gösterilen, 

 

  , 0,n

lH c l c      

 

küme, n

  üzerinde tanımlı olan artan ko-radyant (ICR) fonksiyonların süpremal üreteç 

sınıfıdır [28].  
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Teorem 3.2.12.1.  : 0,f D   bir fonksiyon ve nD   olsun. Bu durumda aşağıdaki 

iddialar denktir: 

i) f fonksiyonu, l D ,  0,c   olmak üzere  : 0,lc D   , fonksiyonlar ailesine göre 

soyut konvekstir, 

ii) f fonksiyonu, D üzerinde artan ko-radyant fonksiyondur, 

iii) Her ,l x D  için      lf l x f x  ’dir. 

 

3.2.13. Artan ve Işınlar Üzere Konveks (ICAR) Fonksiyonlar  

 

nK   bir konik küme ve   :f K    olsun. Eğer f 'nin sıfırdan başlayan ışın 

üzerine daraltılmışı bir değişkenli konveks bir fonksiyon ise, bu fonksiyona ışınlar üzere 

konveks fonksiyon denir. Başka bir deyişle, her bir x K  için, 

 

    , 0xf t f tx t   

 

fonksiyonu konveks ise,   :f K  fonksiyonuna ışınlar üzere konveks fonksiyon denir.  

Burada Q, veyan n

   olarak alınacaktır. 

Tanım 3.2.13.1. ([5])  :f Q   bir fonksiyon olsun. Eğer her bir nx   için 

 

   xf f x   

 

fonksiyonu  0,  üzerinde konveks ise, f fonksiyonu ışınlar üzere konvekstir denir ve kısaca 

ICAR ile gösterilir. 

Teorem 3.2.13.1. Aşağıdaki gibi tanımlanan h fonksiyonlarının sınıfı 
LH  olsun, 

 

  ,h x l x c   

 

burada ,l x  min-tip fonksiyon ve c . Bir  : nf     fonksiyonunun 
LH -konveks 

olması için gerek ve yeter koşul f 'nin alttan yarısürekli ve ICAR fonksiyon olmasıdır. 
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3.3. B-konveks Kümeler  

 

B-konvekslik kavramında, r   için; : n n

r   olmak üzere 

      2 1 2 1
1 1,..., ,...,r r

r n nx x x x  homeomorfizmi ele alınır. Bu fonksiyon yardımı ile aşağıdaki 

ifadeler ve B-konveks küme tanımlanır. Daha sonra B-konveks kümelerin özellikleri verilerek 

üzerinde çalışmalar gerçekleştirilmiştir [41].  

Tanım 3.3.1. Boştan farklı sonlu bir 
    1

,...,
m nA x x   olsun.  

 

 1

1 1

( ) ( ) 0, 1
m m

ir

r i r i i

i i

Co A t x t t

 

  
      

  
   

 

kümesine A kümesinin r-konveks kabuğu denir.  

Tanım 3.3.2. Boştan farklı sonlu bir 
    1

,...,
m nA x x   kümesi için 

 

( ) lim ( )r

r
Co A Co A


  

 

kümesine A kümesinin B-konveks kombinasyonu denir.  

Burada limit Kuratowski-Painleve anlamında üst limittir. Yani,  r r
P


 kümeler dizisinin 

Kuratowski-Painleve üst limiti, öyle p noktalarından oluşmuştur ki, artan bir  kr  dizisi ve 

k kr rp P  noktaları için lim
kk rp p  olur ve 

r rLs P
 ile gösterilir.   r r

P


 kümeler dizisinin 

Kuratowski-Painleve alt limiti ise, öyle p noktalarından oluşmuştur ki, burada her bir r için 

r rp P  noktalar dizisi vardır ki lim r
r

p p


  olur ve 
r rLi P

 ile gösterilir. Ayrıca, n ’de bir  

 r r
P


alt kümeler dizisi için 

 
r r r rLs P Li P  koşulu sağlanıyorsa, bu kümeler dizisinin 

Kuratowski-Painleve anlamında limiti vardır denir [44]. 

Tanım 3.3.3. Bir  nA  kümesinin her sonlu alt kümesinin B-konveks kombinasyonu da 

A‘nın alt kümesi ise A kümesine B-konveks küme denir. 

Teorem 3.3.1. a) Boş küme, n  ve tek nokta kümeleri B-konvekstir. 
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b)  L   kümesi B-konveks kümelerin keyfi bir ailesi olsun. Bu durumda, L


 B-

konvekstir. 

c)  L   bir B-konveks kümeler ailesi olsun. Her 
1 2,    için 

1 2 3
L L L    koşulunu 

sağlayan bir 
3   varsa L



 kümesi B-konvekstir.  

Özellikle de konveks analizin en önemli uygulamalarından biri olan ayırma 

teoremlerinde kullanılan yarı-uzay kavramını B-konvekslik için de ifade edelim.  

Tanım 3.3.4. nA  B-konveks bir küme olsun. Eğer A kümesinin tümleyeni ' nA A  de B-

konveks ise A kümesine B-konveks yarı-uzay denir. 

Tanım 3.3.5. nA  olsun. n ’de, A kümesini içeren tüm B-konveks kümelerin kesişimi 

kümesine A‘nin B-konveks kabuğu denir ve  B A  ile gösterilir.  

Teorem 3.3.2. Aşağıdaki özellikler sağlanır:  

a)  B   , B n n     ve her nx  için    B x x    dir. 

b)  Her nA  için,  BA A  ve    B B =BA A    olur. 

c)  Her 1 2, nA A   için, eğer 1 2A A  ise    1 2B BA A  sağlanır. 

d)  Her 
nS   için,     B B , kümesinin sonlu bir altkümesiS A A S . 

e)  Bir 
nS   kümesinin B-konveks olması için gerekli ve yeterli koşul her bir sonlu 

A S  için  B A S  olmasıdır. 

Eğer boştan farklı sonlu A kümesi özel olarak nA   ise A’nın B-konveks 

kombinasyonu 

 

    1
1

( ) lim ( ) [0,1],max 1
m

ir

r i i i m i
i

Co A Co A t x t t

  


      

 

biçiminde açık bir analitik gösterime sahip olur. Burada  

 

            1 1

1 1
1

max ,..., ,...,max ,...,
m

i m m

n n
i

x x x x x

   
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Şekil 3.3. İki noktanın B-konveks kombinasyonunun biçimleri 

 

2

  uzayındaki iki noktanın B-konveks kombinasyonu   1 2,Co x x  kümesi yukarıdaki 

gibi açık analitik bir gösterime sahip olduğundan, bu iki noktanın durumlarına göre Şekil 

3.3’deki formlardan biri olarak karşımıza çıkabilir. Şekildeki noktalar aşağıdaki gibidir:  

1.  1 1,10x  ,  2 2,10x  

2.  1 4,8x  ,  2 11,11x  

3.  1 2,7x  ,  2 5,5x  

4.  1 8,1x  ,  2 12,6x  

5.  1 1,1x  ,  2 2,2x  

6.  1 3,1x  ,  2 3,5x  
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Şekil 3.4. 1 2 3, ,x x x  noktalarının B-konveks kombinasyonun oluşumu 

 

Şekil 3.4’deki 
1 2 3, ,x x x  noktaları için   1 2,Co x x  kümesi  1 2, ,x a x  kırık doğrusu, 

  1 3,Co x x  kümesi  1 3, ,x b x  kırık doğrusu ve   2 3,Co x x  kümesi ise  2 3, ,x c x  kırık 

doğrusudur. 0r   durumunda 
1 2 3, ,x x x  noktalarının klasik konveks kabuğu olan üçgen 

karşımıza çıkarken, r  iken üçgenin kenarları içeri doğru bükülür ve r    olduğunda bu 

noktaların B-konveks kombinasyonunu verir.   

n

 ’de B-konveks kümenin tanımı aşağıdaki gibi ifade edilebilir: 

Tanım 3.3.6. ve 2nA m   olsun.    1
,...,

m
x x A ,  ve  1max ,..., 1m    için  

 

 

 
1

m
i

i
i

x A  

 

sağlanıyorsa A  kümesine B-konveks küme denir [41].  

0 

y 

x 

c 

a 

b 

 

x1 

x3 

x2 

r=∞ 

r=∞ 

r>0 
r>0 

r=0 
r=0 

r>0 
r=0 

r=∞ 
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n

 ’de B-konveks küme tanımına denk olan aşağıdaki teoremi vermek mümkündür. 

Teorem 3.3.3. Bir 


 nA  kümesinden alınan her 
1 2,x x A  ve her  0,1t  için 

1 2tx x A   

olursa A kümesine B-konveks küme denir. 

 

Şekil 3.5.    2, 0 1,0 1U x y x y        kümesi 

Şekil 3.5’deki klasik anlamda konveks    2, 0 1,0 1U x y x y        kümesi 

aynı zamanda B-konveks bir kümedir. Gerçekten; herhangi 

   (1) (1) (1) (2) (2) (2)

1 2 1 2, , ,x x x x x x U    ve her  0,1t  için (1) (2)

1 10 1tx x    ve   (1) (2)
2 20 1tx x  

olduğundan (1) (2)tx x U   olur.  

Ancak konveks bir küme her zaman B-konveks olmak zorunda değildir. Bunun için Şekil 

3.6’daki   2 2 2, , 0, 1V x y x y x y       kümesini ele alabiliriz. 

 (1) (2)1 1
, , 1,0

2 2
x x V

 
   
 

 ve  1 0,1t    için   (1) (2) 1 1 1
, 1,0 1,

2 2 2
tx x

   
      

   
 olur ki, 

2

2 1 5
1 1

2 4

 
   
 

 olduğundan (1) (2)tx x V   , yani V kümesi B-konveks değildir.  
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Şekil 3.6.   2 2 2, , 0, 1V x y x y x y       kümesi 

 

Bunlara ek olarak Şekil 3.4’deki   

1 2 3, ,Co x x x  B-konveks kümesinin konveks olmadığı 

da aşikardır.  

Tüm bu sonuçlar ışığında, B-konveks kümeler ailesi ve konveks kümeler ailesinin 

birbirini içermediği görülmektedir. 

Teorem 3.3.4. n

  da B-konveks bir kümenin kapanışı da B-konvekstir [41]. 

Önerme 3.3.1. nA   bir B-konveks küme olsun. Bu durumda, 

   , : ,nU A x y A x y   
       kümesi de B-konvekstir [41].  

Yukarıdaki B-konveks bir kümenin  -komşuluğunun da B-konveks olması 

önermesinden yararlanarak, aşağıdaki teoremi ifade etmek mümkündür. 

Teorem 3.3.5. n

  da B-konveks bir kümenin içi de B-konveks kümedir [41]. 

n

  kümesini herhangi bir 


 nz  noktası için aşağıdaki gibi ifade edilen 1n  parçaya 

ayırmak mümkündür [43].   

 

   0 : , 1,n

i iN z x x z i n   
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   : ve 1, için , 1,n

j j j i j i jN z x z x i n x z z x j n      

 
 

 0N z  kümesi kapalı, konveks ve radyant bir küme,    1,jN z j n  kümeleri ise, 

kapalı, konveks ve ko-radyant kümelerdir.  0,1,...,j n  için  

 

  : n

jM z   jN z
 

    : n

j jU z x z N x  
 

 

olsun.
 

Teorem 3.3.6. Her 0,j n  için  jN z
 
kümeleri kapalı ve B-konveks,  jM z  kümeleri ise açık 

ve B-konveks kümelerdir. Dolayısıyla, bu kümeler B-konveks yarı-uzaylarıdır [43].  

Özel olarak, herhangi bir 2z   noktası için 2

  kümesinde oluşan B-konveks yarı-

uzayların biçimleri Şekil 3.7’de verildiği gibidir.  

 

 

Şekil 3.7. 2

  kümesinde oluşan B-konveks yarı-uzaylar 
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Teorem 3.3.7. Her nA   alt kümesi için, 

a)       B 0,1,...,n

jA z j n N z A      olur. 

b)      
0 0

B
n n

j j

j j a A

A U A U a
  

   olur. Sonuç olarak, sonlu bir kümenin B-konveks kabuğu 

daima sonlu sayıda lineer politopların birleşimidir [43].  
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

4.1. B-konveks Fonksiyonlar  

 

Tanım 4.1.1. nU   ve  :f U    olsun. Eğer, epif  kümesi B-konveks ise f  

fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir.  

Teorem 4.1.1. nU  ,  :f U    olsun. f  fonksiyonunun B-konveks olması için 

gerekli ve yeterli koşul U  kümesinin B-konveks olması ve her ,x y U ,  0,1  için  

 

     f x y f x f y            (4.1) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

İspat. f  B-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda, epif  B-konveks kümedir, yani; 

   , , ,x y epif    ve  0,1   için    , ,x y epif     olur.  

 

 
 

,
x U

x epif
f x





  


 

 
 

,
y U

y epif
f y





  


 

 
 

,
x y U

x y epif
f x y


  

  

 
    

  
 

 

olması demektir. (4.2), (4.4) ve (4.6)’dan, U  kümesi B-konveks olur. Diğer yandan, ,x y U   

ve  0,1  için (4.3), (4.5) ve (4.7)’den   

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliği elde edilir.  

Yeterlilik kısmının ispatı için, 


 nU  kümesinin B-konveks,  :f U    

fonksiyonun ,x y U  ,  0,1  için      f x y f x f y     eşitsizliğini sağladığını 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 
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varsayalım. f  fonksiyonunun B-konveks olduğunu gösterelim.    , , ,x y epif    olsun. Bu 

durumda, 

  

 

 

 
 

,
y U

y epif
f y





  


 

 

olur. (4.8), (4.10) ve U  kümesi B-konveks olduğundan her   0,1  için  

 

x y U                                   (4.12) 

 

dur. (4.9), (4.11), (4.12) ve (4.1)’den       , , ,x y epif  ve  0,1   için 

     , , ,x y x y epif           olur. Dolayısıyla epif  kümesi B-konveks olur ki bu 

da f  fonksiyonun B-konveks olması demektir.  ∎ 

Not 4.1.1. Teorem 4.1.1’de (4.1) eşitsizliği cebirsel olarak da ifade edilebilir. ,c d   için 

 
1

max ,
2

c d c d c d        olduğundan, 
.

(0,...,0,1,0,...,0) n

i

i

e   , 1,i n  olmak üzere,  

 

1

1

2

n

i i i i i

i

x y e x y x y  


         

 

olur. Bu durumda, (4.1) eşitsizliği 

 

       
1

1 1

2 2

n

i i i i i

i

f e x y x y f x f y f x f y   


 
             

 
  

 

biçiminde yazılabilir. 

Teorem 4.1.2. (B-konveks fonksiyonlar için Jensen Eşitsizliği) nU  , 

 :f U    olsun. f  fonksiyonunun B-konveks olması için gerekli ve yeterli koşul U  

kümesinin B-konveks olması ve 1,i m  olmak üzere 
ix U   ve    0,1i ,  

1,
max 1i
i m




  için  

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

 
 





 


,

x U
x epif

f x
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 
1 1

m m

i i i i
i i

f x f x 
 

 
   
 

                                (4.13) 

 

eşitsizliğinin sağlanmasıdır. 

İspat.  f  B-konveks fonksiyon olsun. U  kümesi B-konveks olduğundan (Teorem 4.1.1’den) 

1,i m  olmak üzere ix U  ve  0,1i  ,  
1,

max 1i
i m




  için 
1 1 2 2 ... m mx x x U       dur. 

Genelliği bozmadan, 1m   olduğunu varsayabiliriz. O halde 
2 2 3 3 ... m my x x x       olmak 

üzere y U  olur. f  fonksiyonun B-konveksliğinden  

 

     1 1 1 1f x y f x f y     

 

elde edilir. Benzer şekilde,      3 3 4 4 ... m mz x x x  olmak üzere z U  olur. Yine f  in B-

konveksliğinden,  

 

         2 2 3 3 2 2 2 2... m mf y f x x x f x z f x f z             

 

elde edilir ve dolayısıyla 

 

            


 
      

 
1 1 1 1 2 2

1

m

i i
i

f x f x f y f x f x f z  

 

eşitsizliği elde edilmiş olur. Tümevarımla,  

 

     1 1 2 2
1

...
m

i i m m
i

f x f x f x f x   


 
     
 

 

 

eşitsizliği sağlanır. 

İspatın yeterlilik kısmı için, (4.13) eşitsizliğinin sağlandığını kabul edelim. Eşitsizlik 

2m   durumunda da sağlanacağından  1 2, 0,1    ve    1 2max , 1  olur. Genelliği 

bozmadan 
2 1   kabul edersek;  

 

     1 1 2 1 1 2f x x f x f x     
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sağlanır. Bu durumda Teorem 4.1.1’den, f  B-konveks fonksiyon olur.   ∎ 

nU   da fonksiyonun B-konkavlığının tanımı aşağıdaki gibi verilir.  

Tanım 4.1.2.  :f U    olsun.     : , , ,hyp f x x U f x  

     kümesi 

B-konveks ise f  fonksiyonuna B-konkav fonksiyon denir.  

Teorem 4.1.3. nU  ,  :f U    olsun. f  fonksiyonun B-konkav olması için 

gerekli ve yeterli koşul U  kümesinin B-konveks olması ve aşağıdaki eşitsizliğin sağlanmasıdır; 

her ,x y U  ve  0,1  için,  

 

     f x f y f x y                                   (4.14) 

 

İspat. f  B-konkav fonksiyon olsun. Tanımdan, hyp f  B-konveks küme olur, yani; 

   , , ,x y hyp f    ,  0,1   için    , ,x y hyp f      dir. Burada  

 

 
 

,
0

x U
x hyp f

f x






  

 
  

 
 

,
0

y U
y hyp f

f y







  
 

 

 
 


  

  


 

   
   

,
0

x y U
x y hyp f

f x y
 

 

dir. (4.15), (4.17) ve (4.19) göz önüne alındığında, U  kümesinin B-konveks olduğu görülür. 

,x y U   ve  0,1  için (4.16), (4.18) ve (4.20) eşitsizliklerinden   

 

        f x f y f x y  

 

elde edilir.  

İspatın ikinci kısmı için nU   kümesinin B-konveks,  :f U    

fonksiyonun ,x y U  ,  0,1  için      f x f y f x y     eşitsizliğini sağladığını 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 

(4.20) 
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varsayalım. f  fonksiyonun B-konkav olduğunu, dolayısıyla hyp f  kümesinin B-konveks 

olduğunu göstermeliyiz.    , , ,x y hyp f    alalım. Bu durumda,  

 

 
 

,
0

x U
x hyp f

f x






  

 
 

 
 

,
0

y U
y hyp f

f y







  
 

 

 

olur. (4.21), (4.23) ve U  kümesi B-konveks olduğundan her   0,1  için  

 

x y U                                   (4.25) 

 

dur. Daha sonra (4.22), (4.24), (4.25) ve (4.14) göz önünde bulundurulduğunda  

   , , ,x y hyp f     ve  0,1   için    , ,x y hyp f      elde edilir. Yani hyp f  B-

konvekstir.   ∎ 

Tanım 4.1.3. Hem B-konveks hem de B-konkav olan fonksiyona B-afin fonksiyon denir.  

B-afin fonksiyonun tanımı ile Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.3 göz önüne alındığında, 

aşağıdaki teorem kolaylıkla ispatlanabilir.  

Teorem 4.1.4. nU  ,  :f U    olsun. f  fonksiyonunun B-afin olması için 

gerekli ve yeterli koşul U  kümesinin B-konveks olması ve her ,x y U ,  0,1  için,  

 

     f x y f x f y     

 

eşitliğinin sağlanmasıdır. 

Teorem 4.1.5. nU   ve  :f U    olsun. Bu durumda f  fonksiyonunun B-

konkav olması için gerekli ve yeterli koşul 1,i m  olmak üzere 
ix U   ve    0,1i , 

 
1,

max 1i
i m




  için  

 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

(4.24) 
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  
 

 
   

 1 1

m m

i i i i
i i

f x f x                    (4.26) 

 

eşitsizliğinin sağlanması ve U  kümesinin B-konveks olmasıdır. 

İspat.  Gereklilik kısmı için, f  fonksiyonun B-konkav olduğunu kabul edelim. Bu durumda, U  

B-konveks küme olduğundan (Teorem 4.1.3’den) 1,i m  için 
ix U  ,  0,1i  ,  

1,
max 1i
i m




  

için 
1 1 2 2 ... m mx x x U       dur. Genelliği bozmadan,  1m  alabiliriz. O halde 

2 2 3 3 ... m my x x x       olmak üzere y U  dur. f  in B-konkavlığından  

 

     1 1 1 1f x f y f x y     

 

eşitsizliği elde edilir. Benzer şekilde, 
3 3 4 4 ... m mz x x x       olmak üzere z U  olur. 

Burada da, f  fonksiyonun B-konkav olduğunu göz önüne alarak,  

 

         2 2 2 2 2 2 3 3 ... m mf x f z f x z f x x x f y             

 

yazabiliriz ve dolayısıyla 

 

         1 1 2 2 1 1
1

m

i i
i

f x f x f z f x f y f x   


 
      

 
 

 

elde ederiz. Böyle devam edersek;  

 

     1 1 2 2
1

...
m

m m i i
i

f x f x f x f x   


 
     

 
 

 

eşitsizliğinin sağlandığını ispat etmiş oluruz. 

İspatın diğer kısmı için (4.26) eşitsizliğinin sağlandığını varsayalım. Bu eşitsizlik için, 

2m   durumunda;  1 2, 0,1    ve    1 2max , 1  olduğundan; genelliği bozmadan 
2 1   

kabul ettiğimizde;  

 

     1 1 2 1 1 2f x f x f x x     
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olur. Bu durumda f  fonksiyonu B-konkav olur.    ∎ 

 

4.2. B-konveks Fonksiyonların Bazı Özellikleri 

 

Teorem 4.2.1. Herhangi bir  : nf    B-konveks fonksiyonu ve herhangi bir 

 ,    için   x f x   ve   x f x  seviye kümeleri B-konvekstir.  

İspat.   x f x   kümesi, epif  kümesi ile 1n  deki   ,x     yatay hiperdüzleminin 

kesişiminin n  üzerine izdüşümüdür. Bundan dolayı,   x f x   kümesine epif  in bir 

yatay kesiti gibi bakmak mümkündür. Dolayısıyla,   x f x   iki B-konveks kümenin 

kesişimi olur. B-konveks kümelerin keyfi sayıdaki kesişimi B-konveks olduğundan ([41]),  

  x f x   seviye kümesi B-konvekstir.  

  x f x   kümesi ise  
1

x f x
n


 

  
 

 B-konveks kümelerinin keyfi kesişimi 

olarak yazılabilir. Buradan,   x f x   seviye kümesinin de B-konveks küme olduğu görülür.  

∎ 


 nU  olmak üzere herhangi bir  :f U    fonksiyonu için seviye kümeleri 

ile ilgili yukarıdaki teoremin ispatını farklı şekilde vermemiz mümkündür.  

Teorem 4.2.2. Herhangi bir  :f U    B-konveks fonksiyonu ve herhangi bir 

  0,  için   x f x   ve   x f x   seviye kümeleri B-konvekstir.  

İspat.  :f U    B-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda  ,x y U   ve   0,1  

için  

 

     f x y f x f y     
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eşitsizliği sağlanır.   ', 'x y x f x    alalım. Açıktır ki  'f x   ve   'f y  dır. 

 0,1  için   ' 'x y x f x     olduğunu göstermeliyiz; f  fonksiyonu B-konveks 

olduğundan; 

 

     ' ' ' 'f x y f x f y           

 ' 'f x y    

 

olur. Dolayısıyla   ' 'x y x f x    , yani   x f x   kümesi B-konvekstir.  

  x f x   kümesinin B-konveksliği de benzer şekilde gösterilir.   ∎ 

Tanım 4.2.1. n  de tanımlı bir f  fonksiyonu, her  nx  için  

 

   , 0f x f x       

 

koşulunu sağlıyorsa, bu f  fonksiyonuna (1. dereceden) pozitif homojen fonksiyondur denir.  

Teorem 4.2.3. Pozitif homojen bir  : nf     fonksiyonunun B-konveks olması için 

gerekli ve yeterli koşul her , nx y   için,  

 

     f x y f x f y    

 

eşitsizliğini sağlamasıdır.  

İspat. Pozitif homojen   
 : nf  fonksiyonu B-konveks olsun. Bu durumda; her 

, nx y   ve  0,1  için 

 

     f x y f x f y     

 

sağlanır. Bu eşitsizlik  1  için de sağlanacağından;  

 

     f x y f x f y    
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olur.  

İspatın ikinci kısmında, pozitif homojen   
 : nf  fonksiyonunun her 

, nx y   için  

 

     f x y f x f y    

 

eşitsizliğini sağladığını varsayalım. Her  0,1  için nx   olduğundan ve f  in pozitif 

homojenliğinden;  

 

         f x y f x f y f x f y        

 

eşitsizliği elde edilir. Böylece f  fonksiyonun B-konveks olduğu ispatlanmış olur.   ∎ 

Sonuç 4.2.1. Eğer  : nf     fonksiyonu pozitif homojen B-konveks bir fonksiyon 

ise 
1 2, ,..., 0m     için aşağıdaki eşitsizlik sağlanır: 

 

       1 1 2 2 1 1 2 2... ...m m m mf x x x f x f x f x              

 

İspat.   
 : nf  fonksiyonun pozitif homojen B-konveks olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda açıktır ki Teorem 4.2.3’den,  her , nx y   için  

 

     f x y f x f y    

 

eşitsizliği sağlanır. 1,i m  olmak üzere 0i    sayıları ve n

ix   ele alalım. Bu durumda 

1,i m   için n

i ix   ve 2 2 3 3 ... n

m mx x x        dır. 
2 2 3 3 ... m my x x x       olarak 

işaretleyelim. Yukarıdaki eşitsizlikten ve f  in pozitif homojenliğinden; 

 

         1 1 1 1 1 1f x y f x f y f x f y        

 

olur. Benzer olarak; 3 3 4 4 ... n

m mz x x x         olmak üzere  
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             2 2 3 3 2 2 2 2 2 2... m mf y f x x x f x z f x f z f x f z                

 

eşitsizliği elde edilir. Buradan,  

 

       

   

     

1 1 2 2 1 1 1 1

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2

...

...

m m

m m

f x x x f x y f x f y

f x f x x x

f x f x f z

    

   

 

      

    

  

 

 

dir. Tümevarımla, 

 

       1 1 2 2 1 1 2 2... ...m m m mf x x x f x f x f x             

 

eşitsizliği sağlanır.   ∎ 

Teorem 4.2.4.  

i)  


 nU  ve  :f U    B-konveks bir fonksiyon olsun. f  in pozitif skaler ile çarpımı 

da B-konvekstir.  

ii)  : nf U      B-konveks fonksiyon olsun. Her bir A U  B-konveks alt kümesi 

için, f  fonksiyonun A  kümesine kısıtlanışı da B-konvekstir.  

iii) Eğer    : nf U V      B-konveks fonksiyon ve 

   :g V       azalmayan B-konveks bir fonksiyon ise g f  de B-

konvekstir.  

iv) :f U V     birebir, örten ve artan bir fonksiyon olsun. f  in B-konveks olması 

için gerekli ve yeterli koşul 1f   fonksiyonun B-konkav olmasıdır. Eğer f  azalan ise f  ile  1f   

fonksiyonu aynı konvekslik karakterindedir. Yani, f  B-konveks ise 1f   de B-konvekstir, f  B-

konkav ise 1f   de B-konkavdır ve tersine. 

İspat. i)  : nf U      B-konveks olsun. Bu durumda, ,x y U  ,  0,1   için,  

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliği sağlanır. Herhangi bir 0c   için cf  fonksiyonu   
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           

     

cf x y c f x y c f x f y c f x c f y

cf x cf y

   



                    

 
 

 

eşitsizliğini sağladığından, cf  B-konveks olur.  

ii)  : nf U      fonksiyonunun B-konveks olduğunu varsayalım. O halde, 

,x y U  ,    0,1  için,  

 

     f x y f x f y     

 

sağlanır.  Bu eşitsizlik ,x y U   için sağlandığından, her bir A U  B-konveks kümesi 

üzerinde de sağlanır. Dolayısıyla Af  B-konveks fonksiyon olur.  

iii)  : nf U V      B-konveks,    :g V       azalmayan B-

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda, ,x y U   ve  0,1   için f  fonksiyonu  

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliğini sağlar, g  fonksiyonun B-konveksliğinden de ,z t V  ,  0,1   için  

 

     g z t g z g t     

 

olur. Bu eşitsizlikleri kullanarak ,x y U  ,  0,1   için g f  fonksiyonu  

 

          

     

     

g f x y g f x y g f x f y

g f x g f y

g f x g f y

  





    

 

 

 

 

eşitsizliğini sağlar, bu ise g f  fonksiyonun B-konveks olduğu anlamına gelir.  

iv) :f U V     birebir, örten ve artan bir fonksiyon olsun. Varsayalım f  B-

konvekstir. Bu durumda ,x y U  ,  0,1   için, 
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     f x y f x f y     

 

eşitsizliği sağlanır. 
UI  ve 

VI  sırasıyla U  ve V  kümeleri üzerinde tanımlı birim fonksiyonlar 

olmak üzere, 1

Vf f I   ve 1

Uf f I   olur, buradan ve f  in B-konveksliğinden, 

 

               1 1 1 1 1f f s t s t f f s f f t f f s f t               

 

yani  

 

       1 1 1f f s t f f s f t                          (4.27) 

 

dir. f  fonksiyonu artan olduğundan 1f   de artandır. 1f   fonksiyonun artan olmasından ve 

(4.27) eşitsizliğinden,      1 1 1f s t f s f t       elde edilir. Böylelikle 1f   B-konkavdır.  

Şimdi, varsayalım 1f   B-konkav olsun. ,s t V   ve  0,1   için, 

 

     1 1 1f s t f s f t                           (4.28) 

 

eşitsizliği sağlanır.  1f s x  ,  1f t y   olsun. Buradan,  f x s ,  f y t  olur. f  

fonksiyonun artanlığından ve (4.28) eşitsizliğinden  

 

          1 1 1f f x f y f f x f f y       

       1f f f x f y f x y      

     f x f y f x y     

 

elde edilir. Yani f  B-konveks fonksiyon olur.  

İkinci hipotez için, f  fonksiyonun azalan olduğunu kabul edelim. İlk olarak, f  in B-

konveks olduğunu varsayalım. Bu durumda ,x y U   ve  0,1   için  

 

        f x y f x f y  
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eşitsizliği sağlanır. 1

Vf f I  , 1

Uf f I   ve f  B-konveks olduğundan  

 

               1 1 1 1 1f f s t s t f f s f f t f f s f t               

 

yani  

 

       1 1 1f f s t f f s f t       

 

olur. f  azalan olduğundan, 1f  fonksiyonu da azalan olur ve son eşitsizlik göz önüne 

alındığında      1 1 1f s t f s f t       sağlanır. Böylece 1f   fonksiyonu B-konveks olur.  

Diğer kısım için, 1f   in B-konveks olduğunu varsayalım. Bu durumda ,s t V  , 

 0,1   için  

 

     1 1 1f s t f s f t                           (4.29) 

 

eşitsizliği sağlanır.  1f s x  ,  1f t y   olsun. Buradan,  f x s ,  f y t  olur. f  

fonksiyonun azalanlığından ve (4.29) eşitsizliğinden 

 

          1 1 1f f x f y f f x f f y       

       1f f f x f y f x y      

     f x f y f x y     

 

elde ederiz. Bu ise f  fonksiyonun B-konveks olduğu anlamına gelir.  

Aynı şekilde, f  in azalan olduğu durum için, f  ve 1f   fonksiyonlarının aynı zamanda 

B-konkav oldukları da gösterilir.   ∎ 

Teorem 4.2.5.   : nf f U       B-konveks fonksiyonlar ailesi olsun. Bu 

durumda,     sup :f x f x   ile tanımlı fonksiyon B-konvekstir.  
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İspat.   : nf f U       B-konveks fonksiyonlar ailesi olsun ve 

      sup :f x f x  olarak tanımlansın. Bu durumda,  epif epi f


  dır, yani epif  kümesi 

herhangi sayıda B-konveks kümenin kesişimi olarak yazılır. Böylece, B-konveks kümelerin 

özellikleri gereği, epif  kümesi de B-konveks olur, ki bu ise f in B-konveks fonksiyon olduğu 

anlamına gelir.   ∎ 

Teorem 4.2.6. Eğer  : nf U      ve  : ng U      azalan(artan) ve 

B-konveks ise      h x f x g x  fonksiyonu da azalan(artan) ve B-konvekstir.  

İspat.  : nf U      ve  : ng U      azalan(artan) ve B-konveks 

olsun.      h x f x g x  olmak üzere  : nh U      fonksiyonu azalan(artan) 

olduğu açıktır. h  ın B-konveks olduğunu gösterelim. İlk olarak ,x y U ,  0,1  olmak üzere 

x y  olduğunu kabul edelim (burada  koordinatlara göre kısmi sıralamadır, yani 

, 1,i ix y x y i n    ). Bu durumda,    f y f x  ve    g y g x  dir.  

 

             h x y f x y g x y f x f y g x g y                  

 

sağlanır. Burada dört durum söz konusudur.  

1) 

     

     
         

     

   

2
f x f y f x

h x y f x g x f x g x
g x g y g x

f x g x h x

h x h y

 
   

 

 



  
  

  

 

 

 

2) 

     

     
           

   

 
   





  
   

  

 

f x f y f x
h x y f x g y f x g x h x

g x g y g y

h x h y
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3)  

     

     
           

   

f x f y f y
h x y f y g x f x g x h x

g x g y g x

h x h y


   

 



  
   

  

 

 

4) 

     

     
           

f x f y f y
h x y f y g y h y h x h y

g x g y g y


 



  
    

  

 

Dolayısıyla, her durum için      h x y h x h y     eşitsizliği sağlandığından; h  

fonksiyonu B-konvekstir.  

Şimdi varsayalım x y  olsun. f , g  ve h  azalan olduğundan    f x f y , 

   g x g y  ve    h x h y  olur. Bu durumda,  

 

     

     

     

f x f y f y

g x g y g y

h x h y h y







 

 

 

 

 

dir ve buradan,  

 

                h x y f y g y h y h x h y  

 

olur. Yani      h x y h x h y     eşitsizliği sağlanır, böylece h  B-konveks olur.   ∎ 

Teorem 4.2.6’nın hipotezinde ifade edilen, iki fonksiyonun aynı zamanda artan ya da 

aynı zamanda azalan olması şartı kaldırılamaz. Gerçekten; :   ,    px x   fonksiyonu 

   ,0 1,p     için B-konveks fonksiyon iken,  0,1p  için B-konveks değildir. Buna 

göre, :f   ,  
3

2f x x  artan, B-konveks fonksiyonunu ve  
:g ,  

1
g x

x
  

azalan, B-konveks fonksiyonunu ele aldığımızda,      
1

2h x f x g x x   fonksiyonun B-

konveks fonksiyon olmadığını görürüz.  
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4.3. B-konveks Fonksiyon Örnekleri ve Konveks Fonksiyonlar ile B-konveks 

Fonksiyonların Karşılaştırılması 

 

Örnek 4.3.1.   2 2

1 2 1 2,U z z z z z       olmak üzere  :f U   , 

   1 2 1 2,f z f z z z z    fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.  

Gerçekten,    1 2 1 2, , ,x x x y y y U    ve  0,1  için  

 

        f x y f x f y  

 

eşitsizliğinin sağlandığını gösterelim.  

 

            1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , ,f x y f x x y y f x y x y x y x y                

 

olur. Bu durumda aşağıdaki dört ihtimal söz konusudur.  

i) 
1 1 1x y x   ,   2 2 2x y x  olur ise  

 

            1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y x x x x x x y y f x f y                

 

ii) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y y    ise 

 

            1 2 1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y x y x x x x x x y y f x f y                   

 

iii) Eğer 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y x    alınırsa,   

 

          1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y y x y y x x y y f x f y              

 

iv)   1 1 1x y y , 
2 2 2x y y    olursa,  

 

          1 2 1 2 1 2max ,f x y y y x x y y f x f y           

 

Dolayısıyla, f  fonksiyonunun B-konveks fonksiyon olduğunu göstermiş oluruz.  
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Aynı zamanda bu fonksiyonun     2

1 2 1 2, , ,x x x y y y      ve  0,1   için  

 

      

          

1 1 2 2

1 2 1 2

1 1 1

1 1

f x y x y x y

x x y y f x f y

     

   

       

       
 

 

eşitliğini de sağladığı görülür. Bu ise f  fonksiyonun klasik anlamda afin yani hem konveks hem 

de konkav olduğu anlamına gelir.  

Örnek 4.3.2.   
 2:f ,      

2

1 2 1 2,f z f z z z z    fonksiyonu B-konveks 

fonksiyondur.  

Yani     2

1 2 1 2, , ,x x x y y y     ve  0,1  için  

 

        f x y f x f y  

 

eşitsizliğini sağlar. Gerçekten  

 

          
2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , ,f x y f x x y y f x y x y x y x y                

 

dir. Burada dört ihtimal ortaya çıkar.  

i) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y x    olsun. Bu durumda  

 

     

          

   

  

    

      

2 22
1 2 1 2

2 2 2

1 2 1 2 1 2max ,

f x y x x x x

x x x x y y f x f y
 

 

ii) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y y    ise bu durumda iki olasılık vardır:  

a) 
1 2x y   olabilir  

 

       

          

2 2 22

1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2max ,

f x y x y x x x x

x x x x y y f x f y

    

  

      

      
 

  

b) 
1 2x y   olabilir, bu durumda   
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              
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y x y y y x x y y f x f y              

 

iii) 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y x    olursa, aşağıdaki iki durum ile karşılaşılabilir:  

a) 
1 2y x durumunda  

  

              
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y y x y y x x y y f x f y              

  

b) 
1 2y x  durumunda ise  

 

       

          

2 2 22

1 2 1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2max ,

f x y y x x x x x

x x x x y y f x f y

    

  

      

      
 

 

iv) 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y y    olsun. O halde  

 

                     
2 2 2

1 2 1 2 1 2max ,f x y y y x x y y f x f y  

 

sağlanır.  

Böylelikle f  in B-konveks fonksiyon olduğu gösterilmiş olur.  

    2

1 2 1 2, , ,x x x y y y      ve    0,1  için  

 

       

     

         

            

         

          

2

1 1 2 2

2

1 2 1 2

2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 22

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 1 1

1

2 1 1

1 1

1 1 1

1 1

f x y x y x y

x x y y

x x x x y y y y

x x x x y y y y

x x y y

x x y y f x f y

     

 

   

   

     

   

       

    

        

         

        

       

 

 

eşitsizliği sağlanır. Bu da f  fonksiyonun klasik anlamda konveks fonksiyon olduğu anlamına 

gelir.  
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Örnek 4.3.3.    
    2 2

1 2 1 2,U z z z z z  olmak üzere  :f U   , 

    2 2

1 2 1 2,f z f z z z z    olsun. f  fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.  

Bu durumda    1 2 1 2, , ,x x x y y y U    ve  0,1  için  

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliği sağlanır. Gerçekten;   

 

            
2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2, , ,f x y f x x y y f x y x y x y x y                

 

dir. Aşağıdaki dört durum söz konusudur.  

i) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y x    olabilir, ki bu durumda   

 

       

          

2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2max ,

f x y x x x x

x x x x y y f x f y

   

  

    

      
 

  

eşitsizliği sağlanır. 

ii) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y y    ihtimali söz konusu olduğunda   

 

         

          

    

  

      

      

2 2 22 2 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2max ,

f x y x y x x x x

x x x x y y f x f y
 

  

elde edilir.  

iii) Eğer 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y x    olur ise bu durumda 

 

            
22 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2max ,f x y y x y y x x y y f x f y              

  

olur.  

iv) Son olarak 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y y    durumu söz konusu ise  
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          2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2max ,f x y y y x x y y f x f y           

 

sağlanır.  

O halde, f  fonksiyonunun B-konveks olduğu gösterilmiş olur.  

Şimdi, f  fonksiyonun klasik anlamda konveksliğini inceleyelim.   2 2
1 2f z z z  

olduğundan 
1

1

2
f

z
z





 ve 


 


2

2

2
f

z
z

 olur. Buradan, 

 

2 2 2 2

1 1 1 2 2 1 2 2

2, 0, 0, 2,
f f f f

z z z z z z z z

   
    

       
 

 

olur. Böylece, Hessian matrisi  

 

2 2

1 1 1 2

2 2

2 1 2 2

2 0

0 2

f f

z z z z
H

f f

z z z z

  
 
              
 
    

 

 

biçimindedir. Bu Hessian matrisine karşılık gelen birinci baş minör determinant 2 2 0   ve 

ikinci baş minör determinant 4 0H     olduğundan f  fonksiyonu ne konveks ne de konkav 

değildir.  

Örnek 4.3.4.  2:f     olmak üzere    1 2

1 2

1
,f z f z z

z z
   fonksiyonu B-konveks 

fonksiyondur.  

Gerçekten, f  fonksiyonun her     2

1 2 1 2, , ,x x x y y y     ve   0,1  için  

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliğinin sağlandığını gösterelim.  

 

        
  

1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1
, , ,f x y f x x y y f x y x y

x y x y
   

 
      

 
 



İlknur Yeşilce, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2016  
 

50 

 

olur. Bu ise, aşağıdaki dört ihtimal dahilinde incelenmelidir.  

i) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y x    olduğunda   

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
max ,f x y f x f y

x x y y x x y y
  

 

 
      

 
 

 

olur.  

ii) 
1 1 1x y x   ,   2 2 2x y y  olur ise  

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
max ,f x y f x f y

x y y y x x y y
  



 
      

 
 

 

sağlanır. 

iii) 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y x    durumunda  

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
max ,f x y f x f y

y x y y x x y y
  



 
      

 
 

 

eşitsizliği gerçekleşir. 

iv)   1 1 1x y y , 
2 2 2x y y    durumunda   

 

     
1 2 1 2 1 2

1 1 1
max ,f x y f x f y

y y x x y y
  

 
     

 
 

 

elde edilir.  

Dolayısıyla, f  fonksiyonunun B-konveks olduğunu göstermiş oluruz.  

Aynı zamanda, f  fonksiyonu klasik anlamda konveks fonksiyondur. Gerçekten; 

  
1 2

1
f z

z z
 olduğundan 

2

1 1 2

1f

z z z


 


 ve 

2

2 1 2

1f

z z z


 


 dir. Bu durumda, 

 

   
   

       

2 2 2 2

3 2 2 2 2 3
1 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2 1 2

2 1 1 2
, , ,

f f f f

z z z z z z z z z z z z z z z z
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olur. Buradan, f  fonksiyonun Hessian matrisi  

 

2 2

3 2 2

1 1 1 2 1 2 1 2

2 2

2 2 3

1 2 1 22 1 2 2

2 1

1 2

f f

z z z z z z z z
H

f f

z z z zz z z z

    
      
    
    
   
      

 

 

olur. Bu durumda   2

1 2,z z z     olmak üzere Hessian matrisine karşılık gelen birinci baş 

minör determinant  
3 3
1 2 1 2

2 2
0

z z z z
 dir, ikinci baş minör determinant ise 

4 4

1 2

3
0H

z z
   olur 

ki, Hessian matrisi pozitif tanımlı demektir, bu da f  fonksiyonun konveks olduğu anlamına 

gelir.  

Örnek 4.3.5.   2 2

1 2 2

1

1
,U z z z z

z
 

  
     
  

 olmak üzere  :f U   , 

   1 2

1 2

1
, lnf z f z z

z z
   fonksiyonu B-konvekstir.   

Yani f  fonksiyonu her     2

1 2 1 2, , ,x x x y y y     ve  0,1  için  

 

     f x y f x f y     

 

eşitsizliğini sağlar. Gerçekten,   

 

        
  

1 2 1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

1
, , , lnf x y f x x y y f x y x y

x y x y
   

 
      

 
 

 

dir. Bu durumda aşağıdaki dört ihtimal ortaya çıkacaktır.  

i) 
1 1 1x y x   ,   2 2 2x y x  olabilir, bu durumda ln  fonksiyonun artanlığı da 

kullanılarak,  

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
ln ln max ln ,lnf x y f x f y

x x y y x x y y
  

 

 
      

 
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eşitsizliği sağlanır.  

ii) 
1 1 1x y x   , 

2 2 2x y y    olduğunda ise  

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
ln ln max ln ,lnf x y f x f y

x y y y x x y y
  



 
      

 
 

 

eşitsizliği sağlanır. 

iii) Eğer 
1 1 1x y y   , 

2 2 2x y x    ise  

 

     
1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1
ln ln max ln ,lnf x y f x f y

y x y y x x y y
  



 
      

 
 

 

elde edilir. 

iv)   1 1 1x y y ,   2 2 2x y y  olması durumunda da,   

 

     
1 2 1 2 1 2

1 1 1
ln max ln ,lnf x y f x f y

y y x x y y
  

 
     

 
 

 

gerçekleşir.  

Bu da bize f  fonksiyonunun B-konveks olduğunu ifade eder.  

Bu örnekte ele alınan f  fonksiyonu klasik anlamda da konvekstir. Gerçekten; 

  
   2

1 2,z z z  olmak üzere  
1 2

1
lnf z
z z

 fonksiyonu için birinci kısmi türevler 
1 1

1f

z z


 


 ve 

2 2

1f

z z


 


 biçimindedir. Buradan, ikinci kısmi türevleri 

 

2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 2 2 1 2 2 2

1 1
, 0, 0,

f f f f

z z z z z z z z z z

   
   

       
 

 

olarak elde edilir. Böylelikle, Hessian matrisi  
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2 2

2

1 1 1 2 1

2 2

2

22 1 2 2

1
0

1
0

f f

z z z z z
H

f f

zz z z z

    
      
    
    
   
      

 

 

biçimini alır. Bu durumda baş minör determinantlar sırasıyla  
2 2
1 1

1 1
0

z z
 ve 

2 2

1 2

1
0H

z z
   

olur. Böylece Hessian matrisi pozitif tanımlı yani f  fonksiyonu konveks olur.  

Tüm bu örneklerden de görüldüğü gibi, B-konveks bir fonksiyon her zaman konveks 

olmak zorunda değildir. Ayrıca aşağıda da B-konveks olmayan bir konveks fonksiyon örneği 

verilecektir. Böylece B-konveks fonksiyonlar ve konveks fonksiyonların birbirini kapsamadığı 

sonucuna ulaşılır.  

Örnek 4.3.6.  2:f     olmak üzere      
2

1 2 1 2,f z f z z z z    fonksiyonu 

konveks fonksiyondur. Gerçekten,     
    2

1 2 1 2, , ,x x x y y y  ve  0,1   için  

 

       

     

         

            

         

          

2

1 1 2 2

2

1 2 1 2

2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 22

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2 22

1 2 1 2

2 2

1 2 1 2

1 1 1

1

2 1 1

1 1

1 1 1

1 1

f x y x y x y

x x y y

x x x x y y y y

x x x x y y y y

x x y y

x x y y f x f y

     

 

   

   

     

   

       

    

        

         

        

       

 

 

eşitsizliği sağlandığından f  fonksiyonun klasik anlamda konveks fonksiyon olduğu görülür.  

Bunun yanı sıra, f  fonksiyonu için     
   21,5 , 3,2x y  ve 1   alındığında,  

 

         21,5 3,2 3,5 8 64f x y f f        

         2 21,5 3,2 max 6 ,5 36f x f y f f       

 

olur. Bu durumda      f x y f x f y     elde edilir, bu ise f fonksiyonun B-konveks 

olmadığının kanıtıdır.   
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İki B-konveks fonksiyonun toplamı B-konveks fonksiyon olmak zorunda değildir. 

Örneğin, 
 
2, :f g  olmak üzere  1 2 1,f z z z ,   1 2 2,g z z z  fonksiyonlarının B-konveks 

olduğu açıktır. Ancak   1 2 1 2,f g z z z z    fonksiyonu için     21,5 , 3,2x y     ve 

 1  olmak üzere,  

 

            1,5 3,2 3,5 8f g x y f g f g         

           1,5 3,2 6 5 6f g x f g y f g f g            

 

olur. Yani         f g x y f g x f g y        dir. Buradan, f g  B-konveks 

değildir.  
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

5.1. Sonuçlar 

 

Konveks Analiz’in son zamanlarda popülerlik kazanan alt dallarından biri de Soyut 

Konveks Analiz’dir. Bu alanda çok sayıda genelleştirilmiş konvekslik formu elde edilmekte ve 

bunlar üzerinde çalışmalar yapılmaktadır. Tezde ele alınan B-konvekslik de bu soyut konvekslik 

biçimlerinden biridir. Şimdiye kadar B-konveks küme teorisi üzerine yapılan çalışmalar 

doğrultusunda, B-konveks fonksiyonlar üzerine incelemeler yapılmış olan bu tezde: 

1. B-konveks fonksiyon, B-konkav fonksiyon ve B-afin fonksiyon kavramları 

tanımlanarak literatüre üç yeni kavram daha eklenmiş (Tanım 4.1.1, Tanım 4.1.2 ve Tanım 

4.1.3); 

2. Bir fonksiyonun B-konveks, B-konkav ve ya B-afin fonksiyon olması için gerek ve 

yeter koşul veren teoremler ispatlanmış (Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4); 

3. B-konveks fonksiyonlar için Jensen Eşitsizliği (Teorem 4.1.2) ve B-konkav 

fonksiyonlar için Jensen Eşitsizliği (Teorem 4.1.5) veren teoremlerin ispatlanması ile konvekslik 

için çok değerli olan bu eşitsizliğin B-konvekslik formu gösterilmiş; 

4. B-konveks bir fonksiyonun seviye kümelerinin de B-konveks olduğu ispatlanmış 

(Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2); 

5. Pozitif homojen ve B-konveks olan bir fonksiyon için sağlanan bazı eşitsizlikler 

gösterilmiş (Teorem 4.2.3 ve Sonuç 4.2.1); 

6. B-konveks bir fonksiyonun pozitif skaler ile çarpımının ve bir B-konveks kümeye 

kısıtlanışının B-konveks olduğu gösterilmiş, iki fonksiyonun bileşkesinin B-konveksliği 

incelenmiş ve B-konveks bir fonksiyonun tersi ile arasındaki ilişki irdelenmiş (Teorem 4.2.4);  

7. B-konveks fonksiyonlar ailesinin supremumunun da B-konveks olduğu, iki B-konveks 

fonksiyonun çarpımlarının davranışı ispatlanmış ve örneklendirilmiş (Teorem 4.2.5 ve Teorem 

4.2.6);  

8. Son olarak da, B-konveks olan fonksiyon örnekleri verilmiş ve bu fonksiyonların 

klasik anlamda konveks olup olmadıkları araştırılmış, bunlara ek olarak bir konveks fonksiyon 

örneği verilerek bu fonksiyonun B-konveks olmadığı ispatlanmıştır. Böylelikle, bu veriler 

doğrultusunda konveks fonksiyonlar sınıfı ile B-konveks fonksiyonlar sınıfının birbirlerini 

kapsamadıkları gösterilmiştir.  

 Böylece yeni bir soyut konvekslik sınıfı için fonksiyon biçimi tanımlanmış, genel ve en 

temel hatları ile incelenerek literatüre yadsınamaz bir katkı sağlanmıştır. 
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5.2. Öneriler 

 

Klasik konveks fonksiyonların ve özelliklerinin ışığında, B-konveks fonksiyonlar için 

tezde verilen tanım ve elde edilmiş olan özelliklerinden de yararlanarak, B-konveks 

fonksiyonlar için yeni özelliklerin elde edilmesi açık bir problemdir.  

Konveks fonksiyonların en önemli uygulama alanlarından biri olan Eşitsizlikler Teorisi 

çerçevesindeki uygulamalardan Hermite-Hadamard Eşitsizliği, Ostrowski Eşitsizliği, Fejer 

Eşitsizliği gibi çok sayıda eşitsizlik B-konveks fonksiyonlar için de elde edilebilir.  

Son zamanlarda popüler olan kesirli integralleri içeren eşitsizliklerin de B-konveks 

fonksiyonlar için incelenmesi bir diğer araştırma sorusu olarak karşımıza çıkar.  
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