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OZET

Bu tezde, oncelikle soyut konvekslik kavrami tlzerine c¢alisiimis, farkli konvekslik
siniflari i¢in bir literatiir taramasi yapilmis ve her bir konvekslik sinifinin tanimi ifade edilmistir.
Bunun yani sira soyut konvekslik bicimlerinden biri olan B-konvekslik incelenmis, B-konveks
kiimeler ve ozellikleri verilmistir. Daha sonra, B-konveks fonksiyonlar tanimlanmistir. Bu
fonksiyonlarin ozellikleri calisilmis ve Kklasik konveks fonksiyonlar ile karsilastirilmalari
yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konvekslik, Soyut Konvekslik, Soyut Konveks Fonksiyonlar, B-konvekslik,
B-konveks Fonksiyonlar.
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ABSTRACT

In this thesis, firstly the concept of abstract convexity is studied, a literature review for
different types of convexity is done and definition of each convexity class is expressed.
Additionally, B-convexity which is a class of abstract convexity is examined, B-convex sets and
their properties are given. Then, B-convex functions are defined. Their properties are studied
and compared with classic convex functions.

Key Words: Convexity, Abstract Convexity, Abstract Convex Functions, B-convexity, B-convex
Functions.

Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESiDOGLU, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Konveks Analiz matematigin en énemli alanlarindan biridir. Ozellikle son zamanlarda bu
alanda yapilan calismalar daha da hizlanmistir. Konvekslik kavraminin ¢ok sayida hem giinlik
hayattaki hem de bilimsel ¢alismalardaki kayda deger uygulamalarinin varligi 6nemini oldukga
artirmistir. Optimizasyon Teorisi ([1], [2], [3], [4], [5], [6]), Esitsizlikler Teorisi ([7], [8], [9],
[10], [11], [12], [13], [14], [15], [16], [17], [18]), Matematiksel Ekonomi ([19], [20]), Yoneylem
Arastirmasi ([21], [22], [23], [24], [25], [26], [27]) gibi konveks analizin uygulama alanlar1 hem
teorik hem de pratik olarak biiytiik bir ilgi ve gereklilik icermektedir.

Bu tez calismasinda da konu olan konveksligin bir alt dali soyut konveks analiz yakin
zamanda oldukg¢a popiiler hale gelmistir ([5], [21], [28], [29], [30], [31], [32], [33], [34], [35],
[36], [37], [38]). Uygulama ve teorik calismalar1 konvekslik kavraminin soyutlastirilmasi
zorunlulugunu beraberinde getirmistir. Konveksligin genellestirilmesi topolojik soyut
konvekslik, fonksiyonel soyut konvekslik ve bunlara ek farkli birkag¢ yontemle
gerceklestirilmektedir.

Gilintimiize kadar ¢ok sayida soyut konvekslik bicimi elde edilmistir. Bazilar1 yalnizca
fonksiyon bigimlerinin elde edilmesi ve uygulamalarinin gerceklestirilmesi olarak ¢alisilmistir.
Ornegin,

Kuazikonveks fonksiyonlar [36]; | < R olmak iizere f:l — R bir fonksiyon olsun.

Egerher Xx,yel ve A 6[0,1] icin

f(Ax+(1-2)y)<max{f(x), f(y)}

ise, f fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir.

Multiplikativ konveks fonksiyonlar [5]; I,J C(O,oo) olmak iizere, f:l > J bir

fonksiyon olsun. Eger, her X,y el ve A e [O,l] icin
f (xHyl)s f(x)" f(y)

esitsizligi saglaniyor ise f fonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir.
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Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar [39]; f:R, ->R bir fonksiyon ve 0<s<1

olsun. Eger, her x,ye R, ve o®+ f° =1 olmakiizere «, >0 i¢in

f(ax+pBy)<a’f(x)+p°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

Bu tip ¢alismalar, fonksiyonlar tanimlar verildikten sonra 6zellikle de esitsizlikler teorisinde
¢ok oOnemli bir uygulama olan Hermite-Hadamard esitsizlikleri gibi esitsizliklerin bu
fonksiyonlar icin ifade edilmesi {izerinde incelemelerin yogunlastigi calismalardir ([8], [10],
[11],[12], [16], 28], [29], [33], v.b.).

Bazilar1 ise, hem kiime hem fonksiyon teorileri, hem de uygulamalar: ile birlikte
calisilmaktadir. Aslinda, bu incelemeler klasik konveks teorideki mevcut ¢alismalarin 1s181nda
yapilmaktadir denilebilir. Ornegin; monotonik analizde énemli bir yere sahip olan artan pozitif

homojen fonksiyonlar ve bunlarin baglantili oldugu normal kiimeler verilebilir:
Artan pozitif homojen (IPH) fonksiyonlar [5]; R", da tanimh bir f fonksiyonu asagidaki

kosullar1 saglar ise, bu fonksiyona birinci dereceden artan pozitif homojen (IPH) fonksiyon

denir:

a) Vx,yeRl, icin x>y ise f(x)>f(y) olsun, yani f artan fonksiyondur; burada,
X>=yex 2y, Vie{l..,n}.

b) vxeR", ve >0 icin f(ﬂx):ﬂf (X), yani f birinci dereceden pozitif homojen
fonksiyondur.

Normal kiime [5]; bostan farkh bir U — R" kiimesi i¢in eger xeU , X'eR" olmak
lizere X'< X (X'—_< X< X <X, Vi e{l,...,n}) durumunda Xx'€U olurise U ya normal kiime

denir.

B-konvekslik ise simdiye kadar kiime teorisi ve ekonomi yoniindeki uygulamalariyla
ilgili cesitli calismalar yapilmis bir genellestirilmis konvekslik bicimidir ([40], [41], [42], [43]
v.b.). Bu tezde yapilan B-konveks fonksiyonlarin tanim ve dzellikleri ¢calismasi ile B-konvekslik
de hem kiime ve fonksiyon hem de uygulamalariyla birlikte incelenen bir soyut konvekslik
formu olacaktir.

Tezde ilk olarak B-konveks fonksiyonlarin tanimi ifade edilecektir. Bu tanmim

dogrultusunda B-konkav ve B-afin fonksiyonlarin ifadeleri de verilecektir. Daha sonra B-
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konveks, B-konkav ve B-afin fonksiyonlar icin gerek ve yeter kosullar veren teoremler ifade
edilecektir.

Bunlarin yam sira B-konveks olan ve olmayan fonksiyon oOrnekleri verilecektir. Bu
ornekler yardimi ile konveks fonksiyonlar ve B-konveks fonksiyonlarin karsilastirilmalari
yapilacaktir. Ayrica, B-konveks fonksiyonlarin toplamlari, bileskeleri, bir sabitle carpimi, seviye

kiimelerinin B-konveksligi gibi dzellikleri verilecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

B-konvekslik kavrami ilk olarak 2004 yilinda W. Briec ve C. D. Horvath tarafindan

yaymlanan [41] makalesinde ortaya atlmistir. VreN i¢in; @, :R"—>R" olmak iizere

CI)r(xl,...,xn)=(x12’”,...,x2”1) homeomorfizmi aracihg ile ifade edilen bir kiimenin CO" r-

n

konveks kabugunun Kuratowski-Painleve anlamda limiti alinarak bu kiimenin B-konveks

kombinasyonun verilmesi ile ilk temeller atilmistir [44]. Bostan farkli sonlu bir

A= {X(l),..., X(m)} c R" kiimesi i¢in
Co™(A) = limCo' (A)

biciminde ifade edilen A kiimesinin B-konveks kombinasyonu tanimindan yararlanarak R"
kiimesinde B-konveks kiimenin tanimi, bir kiimenin B-konveks kabugu ve bu iki kavramin bazi
ozellikleri verilmistir.

B-konveks kiime teorisi bu kavrami ilk ortaya atan yazarlarin ekonomi lizerine yaptigi
calismalarda duydugu gereksinimlerden otiirii ortaya c¢ikmistir. Ekonomide yapilan bu
calismalar her zaman pozitif reel sayilar ile gergeklestirildiginden ve ayni zamanda bu uzayda B-

konveks kombinasyon taniminin a¢ik bir analitik gosterime sahip olmasindan dolayi, bu alanda

yapilan ¢ahgmalar R” uzayinda devam ettirilmistir ve bir Ac R kiimesinden alinan her

X, X, € Aveherte [0,1] icin tX, vV X, € A olmasi sartinin A kiimesinin B-konveks kiime olmasi

icin gerek ve yeter kosul oldugu sonucuna ulasilmistir. B-konveks kiimenin i¢i ve kapanisinin B-
konveks oldugu belirtilirken, B-konvekslikte Caratheodory, Helly Teoremi, Radon Teoremi ve B-
konveks kiimelerin topolojileri de bu makalede verilmistir. Ayrica makalede B-konveks
doniisiimler ve bazi uygulamalara da yer verilmistir.

2005 yilinda W. Briec, C. D. Horvath ve A. M. Rubinov tarafindan ayirma 6zelliklerinin

ifade edildigi [43] makalesi yayinlanmistir. Literatiirde Cebirsel Hahn-Banach Teoremi olarak

da gegen; C, ve C, kesismeyen iki B-konveks kiime ise C, = D ve C,cR"\D olacak sekilde

bu kiimeleri iceren ve hem kendisi D — R" hem de RZ\D timleyeni B-konveks olan kiimenin

varhigini veren Stone-Kakutani Ayirma Ozelligi'nin verilmesinin yani sira bunun sonucu olarak,

iyi bilinen Pash-Peano Ozellikleri'nin de B-konvekslik icin gecerli oldugunu géstermislerdir. Bir

doniisim araciligiyla iki B-konveks kiimenin ayrilmasi, “AcR" B-konveks bir kiime olmak

lizere A kiimesinin timleyeni A'= R"\A da B-konveks ise bu kiimeye B-konveks yar1 uzay
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denir” biciminde verilen B-konveks yar1 uzay tanimi ve B-0l¢lilebilir dontisiimlerin verilmesiyle
gerceklestirilebilmistir. Ayn1 zamanda makalede, bir nokta ile bir B-konveks kiimenin ayrilmasi

lizerine calismalar da yapilmistir.

B-konveks kiimelerle ilgili incelemeler [40] makalesinde G. Adilov ve A. M. Rubinov

tarafindan devam ettirilmistir.
K = R" bir uc¢lu koni ve C < K bir koni olsun. C konisinin, K konisi tarafindan

belirlenen genellestirilmis <, kismi siralamasina sahip oldugunu varsayalim (yani,

X<, Yy< y—xeK).Herbir yeC igin,
Iy(x)zsup{a>0:ayskx}, xeC

ile tanimlanmisg |y :C > R fonksiyonlar: tanimlanabilir (Burada, supJ = 0’dr.).

Verilen kismi siralamaya gore monotonluk o6zellikleri L:{|y|yeC} elemanter

fonksiyonlar sinifina dayali soyut konveks fonksiyonlarin 6zellikleri ile paralel olarak incelenir.

Yukaridaki yontem dogrultusunda, agirlikli olarak da matematiksel teori kullanilarak
yapilan calismalar ile [40] makalesinde L-konveks ve L(j)-konveks fonksiyonlar ifade edilmistir.
Bu fonksiyonlarin tanimlanmasi sirasinda B-konveks yari uzaylar ve bu uzaylarda gegerli cesitli
kismi siralamalar kullanilmistir. Aynm1 zamanda artan pozitif homojen fonksiyonlar ve artan
1sinlar lizere konveks fonksiyonlar ile makalede verilen fonksiyonlar arasindaki baglantilar da
gosterilmistir. Ayrica B-konveks fonksiyonlar i¢in elemanter fonksiyonlarin olusturulmasi
islemi de bu makalede gergeklestirilmistir ve tanimlari ifade edilen fonksiyonlarin 6rnekleriyle,
yapilan calismalar desteklenmistir.

B-konveks kiimelerde ayirma o6zellikleriyle ilgili calismalar [42] makalesinde devam
ettirilmistir. [43] makalesindeki sonuclar genellestirilerek genel Hahn-Banach teoreminin

analogu B-konvekslik icin ifade edilmistir:

Teorem 2.1. C,, C, c R kiimeleri inf
(x,y)eC;xC,

|x— y||>0 kosulunu saglayan B-konveks kiimeler

ise her xe C, ve her y € C, icin

rrilgx{aixi}—rr}gx{ajxj,s} < rpgx{aiyi}—rrjlgx{ajyj,s}
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n
4

olacak bicimde aeR’, s>0 ve {1,2,...,n} kiimesinin iki kesismeyen | ve J alt kiimeleri

vardir.

Daha cok topolojik 6zelliklerin {izerinde durulan makalede geometrik ve fonksiyonel
ayirma Ozellikleri de calisilmistir. Sekillerle de desteklenen ¢alismada kanonik yar1 uzaylarin
yapisl incelenmistir.

2008 yilinda yayinlanmis [45] makalesinde ise W. Briec ve C. D. Horvath tarafindan, hem
matematiksel analizde hem de ekonomide ¢ok énemli bir yere sahip olan sabit nokta teorisi ile
ilgili calismalar B-konvekslik kavrami icin yapilmistir. Bu incelemeler dogrultusunda Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz Teoremi'ni B-konvekslik icin genellestirmisler ve kompakt B-
konveks kiimelerin siirekli doniisiimler icin sabit nokta o6zelligine sahip oldugunu
ispatlamislardir. B-konvekslik i¢cin Fan-Browder Sabit Nokta Teoremi ve Kakutani Sabit Nokta
Teoremi'ni ifade etmislerdir. Soyut ekonomideki kararliliklarin varliginda 6nemli rollere sahip
olan Ky-Fan Esitsizligi ve Nash Kararliliklari’'nin Varligi'ni ispat etmislerdir. Berge Maksimum
Prensibi'nden yararlanarak B-konvekslik i¢cin Shafer-Sonnenschein Teoremi’ni vermislerdir.

B-konveks kiimeler matematiksel ekonomide 6nemli uygulamalara sahip oldugu igin
bugiline kadar pek ¢ok calismada hem teorik olarak hem de bu uygulamalar ile birlikte
calisilmistir ([46], [47], [48], [49], [50] v.s). Ayrica, 2015 yilinda yayinlanan [51] makalesinde de

W. Briec tarafindan B-konvekslik kavraminin uygulamalar1 ile birlikte calisiimaya devam

edildigi goriilmektedir. Bu kavram cesitli yeni islemler tammlanarak tim R" uzayinda
incelenmistir. Bazi cebirsel 6zellikler verilmis, tist yar1 kafes yapisi incelenmistir. B-konveksligin
genisletilmis bir tamimm verilmis, sekiller lizerinde gorsel olarak yansitilmistir. Ilaveten,
topolojik ozellikleri ile birlikte yeni ifade edilmis kiimelerin ayirma 6zellikleri yine bu makalede

incelenen ¢alismalardandir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1. Temel Kavramlar
3.1.1. Klasik Konvekslikle ilgili Temel Tanimlar ve Teoremler

Tanim 3.1.1.1. ([24]) C<R" ve f:C—>RU{*w} olsun. y € C olmak iizere

f(y)=limsup{f(x):|x-y|<r}

r—0

kosulu saglaniyorsa f 'ye y noktasinda listten yar1 stireklidir denir. Eger her yeC icin bu kosul

saglaniyorsa f'ye C 'de listten yar siireklidir denir.

Tamm 3.1.1.2. ([24]) CcR", f:C —RU{#} olsun. y e C olmak iizere
f(y)=liminf{f(x):[x~y|<r}

kosulu saglaniyorsa f'ye y noktasinda alttan yari stireklidir denir. Eger her y € C igin bu kosul

saglaniyorsa f'ye C 'de alttan yari siireklidir denir.

Tanim 3.1.1.3. ([52]) C, R" 'nin bir alt kiimesi olsun. Eger, her X,y € C ve 0<A<1 igin,
(1-2)x+AyeC

ise, C kiimesine konveks kiime denir.
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Konwveks kime
Konveks olmayan kime

Sekil 3.1. Konveks olan ve konveks olmayan kiime 6rnekleri

Sekil 3.1'deki A kiimesi icin kiimenin herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasi
daima kiimenin icinde kalir, béylece A kiimesi konvekstir ancak sekildeki gibi bir B kiimesinden
alinan x ve y noktalarini birlestiren dogru parcasi B kiimesinde kalamayacagindan B konveks

kiime degildir.
Bu tanim daha farkli séyle verilir:

Teorem 3.1.1.1. ([52]) C, R" 'nin bir alt kiimesi ve m>2 olsun. C kiimesinin konveks olmasi

m
icin gerek ve yeter kosul VX, X,,...,X, €C, 4 >0 ve Zi, =1 icin,

i=1
AX A+ L%+ + A X €C

olmasidir.

Tanim 3.1.1.4. ([52]) CcR" olsun. R"’de, C kiimesini iceren tiim konveks kiimelerin

kesisimine C ‘nin konveks kabugu denir ve CO(C) ile gosterilir.

Tammm 3.1.1.5. ([52])C cR" konveks bir kiime olsun. Eger, C kiimesinin tiimleyeni

C'=R"\C kiimesi de konveks ise C kiimesine konveks yari-uzay denir.

Tanim 3.1.1.6. ([52]) K < R" olsun. Eger, VXxe K ve 1 >0 i¢in Axe K ise bu kiimeye koni

denir.

Teorem 3.1.1.2. ([52]) K cR" konisinin konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul K 'nin

toplama ve pozitif bir skaler ile carpma islemine gore kapali olmasidir.
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Tamm 3.1.1.7. ([52]) Cc R", f:C— RU{#0} olmak iizere;

{(X,,u)|XeC, nek, f (X)S,u}

biciminde ifade edilen kiimeye f fonksiyonunun epigrafi denir ve epif ile gosterilir. Ozel olarak,

C < R i¢in f'in epigrafi f 'nin grafiginin iistiinde kalan kiimeyi belirtir.

y=f(x)

epiAf

Sekil 3.2. C — R igin f 'nin epigrafi

Tamm 3.1.1.8. ([5])C cR", f:C —>RU{*} olmak iizere;

{(X,u)|XeC, uelR, u< f(x)}ng

biciminde ifade edilen kiimeye ffonksiyonunun hypografi denir ve hypf ile gosterilir.

Tanim 3.1.1.9. ([52]) CcR", f:C—>R olsun. f fonksiyonu i¢in asagidaki gibi verilen

kiimeye f 'nin tanim kiimesi denir ve domf ile gosterilir:

domf ={x| Ju, (x, ) e epif | ={x| (x)<oo}
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Tanim 3.1.1.10. ([52]) Cc R", f:C — R olsun. epif c R™;

epif :{(X,,u)‘ f(x)< VXEC}

kiimesi konveks ise, ffonksiyonuna C kiimesi iizerinde konveks fonksiyon denir.

Teorem 3.1.1.3. ([52]) C<R" konveks bir kiime ve f:C —>RU{+oo} olsun. f 'nin konveks

olmasi icin gerek ve yeter kosul VX,y € C ve 0< A <1 igin,
f((1-2)x+2y)<(1-2) f (x)+Af(y)

esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 3.1.1.4. ([52]) f:R" —)RU{ioo} bir fonksiyon olsun. f 'nin konveks olmasi igin

gerek ve yeter kosul f (X) <a ve f (y) < f oldugunda, 0< A <1 i¢in
f((1-2)x+2y)<(1-2)a+1p

esitsizliginin saglanmasidir.

Teorem 3.1.1.5. ([52]) (Jensen Esitsizligi) f:R”—)RU{Jroo} bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun konveks fonksiyon olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

f(ﬂix1+£2x2 +...+/1mxm)S/llf(xl)+/12f(x2)+...+/1mf(xm)

esitsizligini saglamasidir, burada, 4 >0,...,4, 20 ve 4, + 4, +...+ 4 =1 dir.

Teorem 3.1.1.6. ([52]) f:(a,ﬂ)—)R ikinci mertebeden siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon
olsun. f'nin (a,ﬂ) araligl tzerinde konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul f 'nin ikinci

mertebeden tiirevinin negatif olmamasidir.

Teorem 3.1.1.7. ([52]) CcR" acgk kime ve f:C—R ikinci mertebeden siirekli kismi

tiirevlere sahip bir fonksiyon olsun. f, C tizerinde konvekstir ancak ve ancak f' in Hessian

matrisi:

10
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aZ
0=((). a0z 265

VX € C icin pozitif yar1 belirlidir.

Bir matrisin pozitif yar1 belirli olmasi ile ilgili Sylvester Kosullari olarak isimlendirilen

asagidaki teorem ifade edilebilir. Bunun i¢in 6nce bas mindrlerin tanimi verilmelidir.

8; 8

. aZl a22

Tanim 3.1.1.11. ([1]) nxn boyutlu karesel bir A= .
a'nl a'n2

8;

minori: 4, =[a,;], 2. bag minérii: A, = [a 1
21 22

&y &, A,

o Ay 8y & e 4

n. bag minora: A, =| N . . | bigimindedir.
anl an2 ann

}, ..., 1. bag minorii:

8,
a‘2 P
.| matrisi i¢in, 1. bas
ann
all alZ ali
a, Qa, - 04y
21 22 2i
A, = . . . . L )
a, a a,

Teorem 3.1.1.8. (Sylvester Kosullari) ([1]) nxn boyutlu karesel bir A matrisi verilsin. A

marisinin;

a) pozitif belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim bas minér determinantlarinin pozitif

olmasidir.

b) pozitif yar1 belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bas minér determinantlarinin negatif

olmamasi ve en az bir bag minér determinantinin sifir olmasidir.

c) negatif belirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul k. bas mindr determinantinin isaretinin

(—1)k olmasidir.

d) negatif yar1 belirli olmasi icin gerek ve yeter kosul k. bas minoér determinantinin

isaretinin (—1) olmasi ve en az bir bas mindr determinantinin sifir olmasidir.

11
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Teorem 3.1.1.9. ([52]) C, R"™" iizerinde bir konveks kiime ve
f (X) =inf {,u‘ (X,,u) € C}

olsun. O halde f fonksiyonu R"'de konvekstir.

Tanim 3.1.1.12. ([52]) f bir fonksiyon olsun. Eger —f konveks ise, bu f fonksiyonuna konkav

fonksiyon denir.
Ornegin,

1. —oo<qa <+ olmakiizere f :R > RU {+oo} ,f (X) =e” fonksiyonu konvekstir.

? >
2. 1<p<+o igin  f:R—>RU{+x}, f(x):{x ’ x20, fonksiyonu
+00, x<0,
konvekstir.
-xP, x>0,
3. 0<p<l igin f:R>RU{+0o}, f(x)= fonksiyonu
+00, x<0,
konvekstir.
4, —0<p<0 icin f 'R—)RU{Jroo} f(X)— X", x>0, fonksiyonu
' B . ' +00, X <0,
konveKkstir.
—log x, x>0, _ _
5 f:R>RU {+oo} ,f (X) = fonksiyonu konvekstir.
400, X<0,
6. Vi:]ﬁ, r>1 ve a >0 olmak lizere f:R" >R,

f(X)=f (X%, X, ) =B X! +8,X7 +...+a,X" fonksiyonu konvekstir.

7. n>1 ve a >0, Vi=1n icin f:R" >R,

f (X) =f (Xl, Xy ey Xn) = —(alxl +a,X, +...+a.X, )% fonksiyonu konvekstir.

12
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n
8. Vi=ln, o, 20 ve Zai =1 olmak lizere f:R", >R, ,
=

n

f(X)=f (X% X%,) = H X" genellestirilmis geometrik ortalama fonksiyonu
i-1

konkavdir.

9. f:R] >R, f(x)="f(X,%,....X,)=max{x} fonksiyonu konvekstir.

I<i<n

Tanim 3.1.1.13. ([52]) Sonlu ve hem konveks hem de konkav olan fonksiyona afin fonksiyon

denir.

Teorem 3.1.1.10. f :C — R fonksiyonunun kapali konveks fonksiyon olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul h:R" — R afin fonksiyon olmak iizere

f(x)=sup{h(x)|h<f},  vxeC

olmasidir. Burada, h< f < VxeC icin h(X)S f(X).

3.1.2. Soyut Konvekslikle ilgili Temel Tanimlar ve Teoremler

Tanmm 3.1.2.1. ([5]) H X kiimesi ilizerinde tanimli sonlu fonksiyonlarin bir kiimesi ve

f:X —>RU{#o0} olsun. Eger, H 'nin
f(x)=sup{h(x)|heU},  vxeX

olacak bicimde bir U alt kiimesi varsa, f fonksiyonu H 'ye gore soyut konvekstir (veya H-

konvekstir) denir. Burada H fonksiyonlar sinifina elemanter fonksiyonlar ailesi denir.

H = olmasi durumunda f(x)=—o0 olarak kabul edilecektir.

Asagidaki tanimda ifade edilen siipremal tretec sinifi yardimi ile Tanim 3.1.2.1. farkl bir

bicimde ifade edilebilir.

13
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Tamim 3.1.2.2. ([5]) Yile f:X —>RU{+00} fonksiyonlarinin sinifi gosterilsin ve H Y

olsun. Eger, her f €Y fonksiyonu H-konveks ise, H kiimesine Y 'nin siipremal iirete¢ sinifi

denir.

Teorem 3.1.2.1. ([5]) f'nin H-konveks olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu fonksiyonun
f (x):sup{h(x)|he H, h< f}, Vx e X

biciminde gosterilebilmesidir.

Tamm 3.1.2.3. ([5]) f : X - RU{#e0} olsun.
supp(f,H)={heH|h< f}

kiimesine f'nin destek kiimesi denir. Burada H elemanter fonksiyonlarin kiimesini gdsterir.

Tamim 3.1.2.4. ([5]) f: X —)RU{J_roo} olsun. Asagidaki gibi tanimlanan Co,, f fonksiyonuna;
Co,, f (x) :sup{h(x)| hesupp(f,H )} x e X

f 'nin H-konveks kabugu denir.

Bu tanima gore; f fonksiyonun H-konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f =Co,, f

olmasidir.

Konvekslik asagidaki bigimlerde soyutlastirilabilir:

e Topolojik Soyut Konvekslik: X bir vektor uzay, C < X olsun. Ym>2 tamsayisi igin,
V., < R™ kiimesi alalim. Bir ¢, :C" xV_ — C fonksiyonlar ailesi verilsin. Eger, U cC

icin,
(%o Xy €U, (0tyyemns ) €V ) = (Xpsoons Xy v @) €U, M=2,3,

U kiimesine ¢ fonksiyonlar ailesine gore soyut konvekstir denir.

14
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e Fonksiyonel Soyut Konvekslik: X bir vektor uzay, CcX ve L de (:C—>R
fonksiyonlarinin bir ailesi olsun. Eger U — C olmak tzere, VXU noktas1 L den bir

fonksiyon ile U kiimesinden ayrilabilir ise, yani dyle bir £ € L vardir ki £(X) > sup £(u)

uel

ise, U kiimesine L ye gore soyut konveks kiime denir.

3.2. Farkh Konvekslik Siniflari
3.2.1. Log-konveks Fonksiyonlar

I, reel sayilarin bir araligi olsun.

Eger bir f:l >R, fonksiyonu i¢cin log f konveks ise, ya da denk olarak her

X,yel ve te [0,1] icin asagidaki esitsizlik saglaniyorsa [20, s.7]:

f (b (1-0)y) <[ FO)T [ ()]
ffonksiyonuna log-konveks fonksiyon denir.

3.2.2. r-konveks Fonksiyonlar

Eger r € R olmak tizere, f :[a,b] — R, fonksiyonu her X,y € [a,b] ve A E[O,l] icin

f (axs(1-2)y) < AT O+ E=2) T ]
£00+ (), r=0

esitsizligini saghyorsa f fonksiyonu [a, b] "de r-konveks fonksiyondur denir [53].

3.2.3. Godnova-Levin Fonksiyonlari

1985’de, E.K. Godnova ve V.I. Levin ([11] ve [14, s5.410-433]) asagidaki fonksiyonlar

sinifini incelemislerdir:

15
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| — R olmak iizere bir f :1 — R fonksiyonu her X,yel ve A4 E(O,l) icin,

F(ax+(1-2)y)< fgx)+ IEQ

esitsizligini saglarsa f fonksiyonuna Godnova-Levin fonksiyonu denir [54].
3.2.4. Jensen Kuazikonveks ve Wright Kuazikonveks Fonksiyonlar

Tanim 3.2.4.1. | R olmak tizere f : | — R bir fonksiyon olsun. Eger her X,y €| i¢in

esitsizligi saglaniyor ise, f fonksiyonuna Jensen Kuazikonveks (veya kisaca J-Kuazikonveks)

doénilistim denir [55].

Tannm 3.2.4.2. | cR olmak tzere, f:l —> Rbir fonksiyon olsun. Eger, her

x,yel ve te[0,] igin

%[f(tx+(1—t)y)+f((l—t)x-kty)}Smax{f(x),f(y)},

esitsizligi, ya da, denk olarak, her X,y + 6 €| olmakiizere X<y ve J >0 i¢in;

L) 76 <max{ £ (x).s ()

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonu Wright-Kuazikonvekstir (veya kisaca W-Kuazikonvekstir)

denir [56].
3.2.5. P-fonksiyonlar, Kuazikonveks Fonksiyonlar

Eger, | — R olmakiizere p:| — R, fonksiyonuher x,yel ve 1¢€[0,1] igin

16
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p(Ax+(1-2)y)< p(X)+p(y)

esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona P-tipi bir fonksiyon (ya da kisaca, P-fonksiyon) denir [36].

Tanim 3.2.5.1. ([36]) | <R olmak tizere f:I —>R bir fonksiyon olsun. Eger her

x,yel ve 1€[0,1] icin

f(Ax+(1-2)y)<max{f(x), f(y)}
ise, f fonksiyonuna kuazikonveks fonksiyon denir.

3.2.6. Multiplikativ Konveks Fonksiyonlar

Tanim 3.2.6.1. ([5]) |,J C(O,oo) olmak tizere, f:l —J bir fonksiyon olsun. Eger her

x,yel, /16[0,1] icin

_ 1-1 A
f(x7y )< ()7 F(y)
esitsizligi saglaniyor ise ffonksiyonuna multiplikativ konveks fonksiyon denir.
3.2.7. Birinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar

f:R, >R bir fonksiyon ve 0<S<1 olsun. Eger her x,yeR, ve o' +f°=1

olmak iizere «, >0 i¢in

f(ax+By)<a’f(x)+p°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna birinci anlamda s-konveks fonksiyon denir [39].

17
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3.2.8. ikinci Anlamda s-konveks Fonksiyonlar

[57] makalesinde, H. Hudzik ve L. Maligranda asagidaki fonksiyon simiflarini

incelemislerdir:

Tanim 3.2.8.1. f :R, — R bir fonksiyon ve Se [0,1] olsun. Eger her X,y>0 ve a+ =1

olmak tizere , >0 igin

f(ax+By)<a’f(x)+p°f(y)
esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir.

3.2.9. m-konveks Fonksiyonlar

[37] makalesinde, G.H. Toader m-konveksligi tanimlamistir (ayrica [12] ve [38] bakin):

Tanim 3.2.9.1. me[O,l] ve b>0 olmak {izere, f:[O,b]—)R fonksiyonu her

x,y €[0,b] ve te[0,1] icin,

f(tx+m(1—t)y)Stf(x)+m(1—t)f(y)
esitsizligini sagliyorsa, bu fonksiyona m-konveks fonksiyon denir.

3.2.10. Artan Pozitif Homojen (IPH) Fonksiyonlar

Tanim 3.2.10.1. ([5]) f fonksiyonu R" iizerinde taniml fonksiyon olsun.

a) Eger, her x,yeR", i¢in x>y iken f(X)Z f(y) ise, f fonksiyonu artan fonksiyondur
denir. (Burada, X >y < X >V, Vie {1,..., n} )

b) Eger, VxeR", ve A>0 icin f (/Ix) =Af (X) ise f fonksiyonuna homojen fonksiyon
denir.

Tamm 3.2.10.2. ([5]) R, da ffonksiyonu asagidaki durumlari saglar ise, bu fonksiyona birinci

dereceden artan pozitif homojen (IPH) fonksiyon denir:

a) Vx,yeR? icin x>y ise f (X) > f (y) olsun, yani fartan fonksiyondur;

18
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b) vxeR", ve >0 igin f(/lx)zﬂ,f(x), yani f birinci dereceden pozitif homojen

fonksiyondur.

.oX |
Her x,l eR", icin <|, X> =min-, <X, |>+ =max - ‘dir ve bu fonksiyonlara, sirasiyla,
1<i<n |i Lisn X,

min-tip ve max-tip fonksiyonlar denir.

Teorem 3.2.10.1. D cR", olmak iizere f :D—)[O, +oo] fonksiyonu verilsin. Bu durumda

asagidakiler denktir:

i) f fonksiyonu <| , > D> [0, +oo] fonksiyonlar ailesine gore konvekstir,
ii) Her I, x € D icin, f (|)<|,X> <f (X) esitsizligi dogrudur,

iii) f fonksiyonu D tizerinde IPH'dir.

3.2.11. Artan Radyant (InR) Fonksiyonlar

Tanim 3.2.11.1. ([5]) Q, R icinde konik kiime ve U < Q olsun. Eger

(XEU, O<l£l):>ﬁXeU

ise U kiimesi Q'nun radyant alt kiimesidir denir.

Tanim 3.2.11.2. ([5]) Q < R" kapali koni, V bos kiimeden farkli ve V = Q olsun. Eger
(XeV, /121):>2.XGV

ise V kiimesi Q@'nun ko-radyant alt kiimesidir denir.

Tanim 3.2.11.3. ([58]) Q< R’ radyant kiime olmak iizere, f :Q—>[0,+oo] bir fonksiyon

olsun. Eger f fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa f artan radyant fonksiyondur denir:

a) Eger Vx,yeQ icin x>y ise f(x)=f(y);

b) Eger VxeQ ve Ae(0,1) icin f(Ax)<Af(x).

R, xR", tzerinde tanimh ¢ fonksiyonu
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0, eger (ux)<l
(u,x), eger (u,x)>1

¢(u,x):{

ve R, tizerinde taniml ¢, fonksiyonu ¢, (X) = ¢(u, X) olsun.

u-{24
C

' oe(0nl]

kiimesi R tizerinde tamimli InR fonksiyonlarin siipremal iirete¢ sinifidir [54]. Burada, € =+

ise ¢g, (X)=sup(hg, (x)) olur.

3.2.12. Artan Ko-Radyant (ICR) Fonksiyonlar

Tanim 3.2.12.1. ([5]) Q< R" co-radyant kiime olmak tizere, f :Q — RU{+OO} bir fonksiyon
olsun.

a) Eger VxeQ ve Ae [0,1] icin f ( ) Af ( ) ise ffonksiyonu radyanttir denir.

b) Eger VxeQ ve A>1icin f (Z,X) Af ( ) ise ffonksiyonu ko-radyanttir denir.

n .. . . .
R’,, lizerinde verilen y, fonksiyonu,

(1,x), (1,x)<1 ise
1, (1, x)>1 ise

olsun. Burada | e R" 'dir. H ile gosterilen,
H ={C1//I ‘ leR",, ¢ e[O,+oo]}

kiime, R, iizerinde tanimli olan artan ko-radyant (ICR) fonksiyonlarin siipremal iireteg

sinifidir [28].
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Teorem 3.2.12.1. f:D —)[O, +oo] bir fonksiyon ve D < R", olsun. Bu durumda asagidaki

iddialar denktir:

i) f fonksiyonu, 1€ D, ce [0, +oo] olmak lizere Cy,:D —)[O, +oo], fonksiyonlar ailesine gore

soyut konvekstir,

ii) ffonksiyonu, D iizerinde artan ko-radyant fonksiyondur,
iii) Her ,xeD igin f (1), (x)< f(x)’dir.

3.2.13. Artan ve Isinlar Uzere Konveks (ICAR) Fonksiyonlar

K < R" bir konik kiime ve f:K — RU{+OO} olsun. Eger f 'nin sifirdan baslayan 1sin

lizerine daraltilmis1 bir degiskenli konveks bir fonksiyon ise, bu fonksiyona isinlar iizere

konveks fonksiyon denir. Baska bir deyisle, her bir X € K igin,
f.(t)=f(tx), t=0

fonksiyonu konveks ise, f:K —>]RU{+00} fonksiyonuna isinlar lizere konveks fonksiyon denir.
Burada Q, R" veya R" olarak alinacaktir.

Tamm 3.2.13.1. ([5]) f:Q — RU{+0} bir fonksiyon olsun. Eger her bir x € R igin

f ()= f(ax)

fonksiyonu [O, +oo) tizerinde konveks ise, f fonksiyonu isinlar iizere konvekstir denir ve kisaca

ICAR ile gosterilir.

Teorem 3.2.13.1. Asagidaki gibi tanimlanan h fonksiyonlarinin sinifi H, olsun,

h(x)=(I,x)—c

burada <|, X> min-tip fonksiyon ve ¢ € R. Bir f :R] — RU{+00} fonksiyonunun H, -konveks

olmasi icin gerek ve yeter kosul f'nin alttan yarisiirekli ve ICAR fonksiyon olmasidir.
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3.3. B-konveks Kiimeler

B-konvekslik  kavraminda, VreN icin; ® R">R" olmak  iizere

®, (X,,mx,)=(x""",..,x2"") homeomorfizmi ele almr. Bu fonksiyon yardimi ile asagidaki

n

ifadeler ve B-konveks kiime tanimlanir. Daha sonra B-konveks kiimelerin 6zellikleri verilerek

lizerinde calismalar gerceklestirilmistir [41].

Tanmim 3.3.1. Bostan farkli sonlu bir A= {X(l),..., X(m)} c R" olsun.

Co"(A) = {@;1(iti®r(x(i))j ‘ti > O,Zm:ti =1}

kiimesine A kiimesinin r-konveks kabugu denir.

Tanim 3.3.2. Bostan farkli sonlu bir A= {X(l),..., X(m)} < R" kiimesi igin
Co”(A)=1limCo' (A)
r—oo

kiimesine A kiimesinin B-konveks kombinasyonu denir.

Burada limit Kuratowski-Painleve anlaminda tist limittir. Yani, {Pr }reN kiimeler dizisinin
Kuratowski-Painleve {ist limiti, 6yle p noktalarindan olusmustur ki, artan bir {I’k} dizisi ve

p, €PR, noktalaricin p=Ilim,__ p, olurve Ls_ P ile gosterilir. {P }reN kiimeler dizisinin

r—oo" r r
Kuratowski-Painleve alt limiti ise, dyle p noktalarindan olusmustur ki, burada her bir r igin

P, € P. noktalar dizisi vardir ki p=Ilimp, olur ve Li__P ile gosterilir. Ayrica, R"’de bir

r r—oo" r

{F’}reN alt kiimeler dizisi i¢in Ls._ P =Li__P. kosulu saglaniyorsa, bu kiimeler dizisinin

r r—w’r r—w’r

Kuratowski-Painleve anlaminda limiti vardir denir [44].

Tanim 3.3.3. Bir AcR" kiimesinin her sonlu alt kiimesinin B-konveks kombinasyonu da

A‘nin alt kiimesi ise A kiimesine B-konveks kiime denir.

Teorem 3.3.1. a) Bos kiime, R" ve tek nokta kiimeleri B-konvekstir.
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b) {LA},EA} kiimesi B-konveks kiimelerin keyfi bir ailesi olsun. Bu durumda, ﬂL/1 B-
)

konvekstir.

) {L/1 | Ae A} bir B-konveks kiimeler ailesi olsun. Her 4,4, € A i¢in L, U L, =L, kosulunu

saglayan bir 4, € A varsa UL, kiimesi B-konvekstir.
A

Ozellikle de konveks analizin en onemli uygulamalarindan biri olan ayirma

teoremlerinde kullanilan yari-uzay kavramini B-konvekslik icin de ifade edelim.

Tanim 3.3.4. Ac R" B-konveks bir kiime olsun. Eger A kiimesinin tiimleyeni A'=R"\4 de B-

konveks ise A kiimesine B-konveks yari-uzay denir.

Tamim 3.3.5. AcR" olsun. R"’de, A kiimesini iceren tiim B-konveks kiimelerin kesisimi

kiimesine A'nin B-konveks kabugu denir ve B[A] ile gosterilir.

Teorem 3.3.2. Asagidaki 6zellikler saglanr:
a) B[@]=@, B[R"|=R" veher xeR" i¢in B[ {x} |={x} dir.
b) Her ACR" icin, AcB[A] ve B[ B[A]|=B[A] olur.
O Her A, A CR" icin, eger A < A, ise B[A]< B[A,] saglanr.
d) Her ScR" igin, B[S]=U{B[A]| A, S kiimesinin sonlu bir altkimesi.

e) Bir ScR" kiimesinin B-konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul her bir sonlu

AcS ic¢in B[A]CS olmasidir.

Eger bostan farkli sonlu A kiimesi 6zel olarak AcR" ise A'min B-konveks

kombinasyonu
Co”(A)=lim,_,, Co'(A) = {_v_lti><<‘>\ti [0,1], max,;_,, {t;} :1}

biciminde ac¢ik bir analitik gosterime sahip olur. Burada

m

v x! :(max{x{l),...,xf"‘)},...,max{xf]l),...,xf]m)})

i=1
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un

W

Sekil 3.3. iki noktanin B-konveks kombinasyonunun bigimleri

R? uzayindaki iki noktanin B-konveks kombinasyonu C0” ({Xi, Xz}) kiimesi yukaridaki

gibi acik analitik bir gosterime sahip oldugundan, bu iki noktanin durumlarina goére Sekil

3.3'deki formlardan biri olarak karsimiza ¢ikabilir. Sekildeki noktalar asagidaki gibidir:

1. x=(110), x,=(2,10)

2. x,=(48), x,=(11,11)
3. x,=(27), x,=(5,5)
4. x,=(81), x,=(12,6)
5 x,=(1,1), x,=(2,2)

6. x,=(3,1), x,=(3,5)
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» X

Sekil 3.4. x,,x,,x, noktalarinin B-konveks kombinasyonun olusumu

Sekil 3.4’deki X, X,,X, noktalar i¢in Co”({xl,xz}) kiimesi [xl,a, X2] kirik dogrusu,

Co ({vas}) kiimesi [x,b,%,] kirk dogrusu ve Cow({xz,xa}) kiimesi ise [X,,C,X;] kirik
dogrusudur. r=0 durumunda X;,X,,X; noktalarimin klasik konveks kabugu olan ti¢gen

karsimiza ¢ikarken, r —oo iken tiggenin kenarlari igeri dogru biikiiliir ve r =00 oldugunda bu
noktalarin B-konveks kombinasyonunu verir.

R" 'de B-konveks kiimenin tanimi asagidaki gibi ifade edilebilir:

Tamim 3.3.6. AcR"” ve m>2 olsun. X(l),...,x(m) eA, ve max(al,... am)zl icin

o)
vax'eA
i=1

saglaniyorsa A kiimesine B-konveks kiime denir [41].
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R" 'de B-konveks kiime tanimina denk olan agagidaki teoremi vermek mimkindir.

Teorem 3.3.3. Bir AcRR” kiimesinden alinan her X, X, € A ve her t €[0,1] i¢in tx, v X, € A

olursa 4 kiimesine B-konveks kiime denir.

W
e

Sekil 3.5. U ={(x,y)|0<x<1,0<y <1} = R? kiimesi

Sekil 3.5’deki klasik anlamda konveks U = {(X, y)| 0<x<10<y< l} c R? kiimesi
ayni zamanda B-konveks bir kiimedir. Gergekten; herhangi
x® = (xl(l),xél)), x® = (xl(z),xéz)) €U veher te[0,1] igin 0<tx¥ v x <1 ve 0<tx’ v x{ <1

@\, %@

oldugundan tx eU olur.

Ancak konveks bir kiime her zaman B-konveks olmak zorunda degildir. Bunun i¢in Sekil

3.6’daki V = {(X, y)‘ X,y =0, X% + y2 Sl} c ]Ri kiimesini ele alabiliriz.
xW = (E,EJ, x? = (1,0) eV vet=1e [0,1] icin tx® v x@ = (l,l)v (1,0) = (1&) olur ki,
2 2 2 2 2

2
12 +(1) = % >1 oldugundan tx® v x® ¢V , yani V kiimesi B-konveks degildir.
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=

Sekil 3.6. V = {(x y)‘ X,y>0, X*+y? Sl} — R? kiimesi

Bunlara ek olarak $ekil 3.4’deki Co” ({xl,xz,x3}) B-konveks kiimesinin konveks olmadig:

da asikardir.
Tim bu sonuglar 1s181inda, B-konveks kiimeler ailesi ve konveks kiimeler ailesinin

birbirini icermedigi goriilmektedir.
Teorem 3.3.4. R da B-konveks bir kiimenin kapanis1 da B-konvekstir [41].

Onerme 3.3.1. AcR" bir B-konveks kiime olsun. Bu durumda,

U, (A,5) = {X eR"|Iy e A ||X— y||m < 5} kiimesi de B-konvekstir [41].

Yukaridaki B-konveks bir kiimenin ¢ -komsulugunun da B-konveks olmasi

onermesinden yararlanarak, asagidaki teoremi ifade etmek miimkundiir.

Teorem 3.3.5. R da B-konveks bir kiimenin i¢i de B-konveks kiimedir [41].

R" kiimesini herhangi bir zeR", noktasl i¢in asagidaki gibi ifade edilen n+1 pargaya

ayirmak mimkiindtr [43].

NO(Z)ZZ{XERL

X <z, izl,_n}
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NJ.(z):={XGIR2+ Z,<X; Ve Vi=1n icin XiZ,-SZiX,-}, j=1n

NO(Z) kumesi kapali, konveks ve radyant bir kime, N, (Z) ( j=1,_n) kiimeleri ise,

kapali, konveks ve ko-radyant kiimelerdir. j e {O,ZL .y n} icin

M;(z)=RI\N,(z)

Uj(z)::{XGRZ ZENJ-(X)}

olsun.

Teorem 3.3.6. Her | = ﬁ icin N].(z) kiimeleri kapali ve B-konveks, M i (Z) kiimeleri ise acik

ve B-konveks kiimelerdir. Dolayisiyla, bu kiimeler B-konveks yari-uzaylaridir [43].

Ozel olarak, herhangi bir z € R?, noktasi igin R? kiimesinde olusan B-konveks yari-

uzaylarin bigimleri Sekil 3.7’de verildigi gibidir.

¥
A

f=lz )

Sekil 3.7. ]Ri kiimesinde olusan B-konveks yari-uzaylar
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Teorem 3.3.7.Her Ac R" alt kiimesi i¢in,

a) B[A]={zeR!

Vje{01...n} N (z)NA=2} olur.

n
b) B[A] = nt (A) = ﬂ UU j (a) olur. Sonug olarak, sonlu bir kiimenin B-konveks kabugu

n
j=0 j=0aeA

daima sonlu sayida lineer politoplarin birlesimidir [43].
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. B-konveks Fonksiyonlar

Tanim 4.1.1. U cR" ve f:U —)RU{ioo} olsun. Eger, epif kiimesi B-konveks ise f

fonksiyonuna B-konveks fonksiyon denir.

Teorem 4.1.1. U c R}, f:U >R, U{+w} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve her x,yeU, A € [O,l] icin

f(Axvy)<Af(x)vf(y) (4.1)

esitsizliginin saglanmasidir.
ispat. f B-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda, epif B-konveks kiimedir, yani;

‘v’(x,,u), (y,v) eepif ve VA4e [O,l] icin ﬂ(x,,u)v(y,v) eepif olur.

[xeu (4.2)
(%, 1) < epif = f(x)<p (4.3)

(4.4)

U
(y,v)eepif :{ye (4.5)
f(y)<sv .

" 3 enif AXvyeU (4.6)
( vy ,uvv)e Pt = f(/Iva)Si,uvv (4.7)

olmasi demektir. (4.2), (4.4) ve (4.6)’'dan, U kiimesi B-konveks olur. Diger yandan, VX,y eU

ve e [0,1] icin (4.3), (4.5) ve (4.7)’den
f(Axvy)<Af(x)vf(y)
esitsizligi elde edilir.

Yeterlilik kisminin ispati i¢cin, UcR" kiamesinin B-konveks, f :U —>R+U{+oo}

fonksiyonun VXx,yeU, Ade [0,1] icin f (/IX\/ y) <Af (X)v f (y) esitsizligini sagladigim
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varsayalm. f fonksiyonunun B-konveks oldugunu gosterelim. (X,,u), (y,v) eepif olsun. Bu

durumda,

xeU (4.8)

(X,#)eeplfz{f(x)gﬂ “9)

yeU (4.10)

, epif
(yv)<en :{f(Y)SV (4.11)

olur. (4.8), (4.10) ve U kiimesi B-konveks oldugundan her A 6[0,1] icin

AXvyeU (4.12)

dur. (4.9), (4.11), (412) ve (4.1)den V(x,u),(v.v)eepif ve VAe[01] icin
ﬂ,(x,,u)\/(y,v) :(/1Xv y,l,uvv) eepif olur. Dolayisiyla epif kiimesi B-konveks olur ki bu

da f fonksiyonun B-konveks olmasi demektir. m

Not 4.1.1. Teorem 4.1.1'de (4.1) esitsizligi cebirsel olarak da ifade edilebilir. ¢,d e R igin

max{c,d} =%[C+d +|C—d|] oldugundan, € = (0,...,0,1,0,...,0) e R", i :H olmak tizere,

51
AXVY = i;ei E[/ixi +Y; +A% = yil]
olur. Bu durumda, (4.1) esitsizligi

f (%iznl:ei [ A%+ Y, +]Ax —yﬂjs%[lf (x)+ f(y)+[Af(x)-f (y)H

biciminde yazilabilir.
Teorem 4.1.2. (B-konveks fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi) U cR",
f:U-R, U{+oo} olsun. f fonksiyonunun B-konveks olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul U

kiimesinin B-konveks olmasi ve i =1,m olmak iizere vx €U ve V4, €[0,1], mlal{i,} =1 i¢in
i=1,m
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f(hxijghf(xi) (4.13)

esitsizliginin saglanmasidir.

ispat. f B-konveks fonksiyon olsun. U kiimesi B-konveks oldugundan (Teorem 4.1.1'den)

i=1m olmak iizere x,eU ve /16[0,1], rﬂl‘ix{ﬂﬁ}:]- icin A vAXVv..vAXx eU dur

Genelligi bozmadan, A, =1 oldugunu varsayabiliriz. O halde y=AX, v AX;Vv...v 4 X olmak

tizere yeU olur. f fonksiyonun B-konveksliginden

F(Axvy)<Af(x)vf(y)

elde edilir. Benzer sekilde, z=1,x,v4,x,Vv..vA x  olmak lizere ZeU olur. Yine f in B-

konveksliginden,
f (y)= f (ﬂ'ZXZ V%XSV“'Vﬂ’me): f (ﬂzxzvz)gﬂzf (Xz)\/ f (Z)

elde edilir ve dolayisiyla

i=

79 S AL ()Y F(0)SAf () 2af (1) £(2)

esitsizligi elde edilmis olur. Tiimevarimla,

|,

esitsizligi saglanir.

1< 3

ﬂ,,xijsﬂlf )V A F (%)V v A (1)

1

Ispatin yeterlilik kismi icin, (4.13) esitsizliginin saglandigim kabul edelim. Esitsizlik

M=2 durumunda da saglanacagindan 4,4, 6[0,1] ve max{/ll,ﬂz}zl olur. Genelligi

bozmadan A, =1 kabul edersek;

F(Axvx) <At (x)v f(x)
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saglanir. Bu durumda Teorem 4.1.1’den, f B-konveks fonksiyon olur. m

U < R" da fonksiyonun B-konkavliginin tanimi agagidaki gibi verilir.

Tanim 4.1.2. f:U >R, U{+oo} olsun. hyp™ f = {(X,,u)|XeU, ueR,, u< f(x)} kiimesi

B-konveks ise f fonksiyonuna B-konkav fonksiyon denir.

Teorem 4.1.3. U cR", f:U —)R+U{+oo} olsun. f fonksiyonun B-konkav olmasi i¢in
gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve asagidaki esitsizligin saglanmasidir;

her x,yeU ve 4 6[0,1] icin,
AF(x)v f(y)< f(Axvy) (4.14)

ispat. f B-konkav fonksiyon olsun. Tamimdan, hyp'f B-konveks kiime olur, yani;

V(X,,u), (y,v) ehyp™f,VAie [O,l] icin ﬂ,(x,,u)v(y,v) ehyp®f dir. Burada

u 415

(x, 1) ehyp™f = xe (+15)
0<u<f(x) (4.16)

. yeU (4.17)
(y,v)ehyp fj{osm f(y) (4.18)

AxvyelU (4.19)

Axv y,Auvv)ehyp' f=
( uvv) ! {Oslyvvsf(ixvy) (4.20)

dir. (4.15), (4.17) ve (4.19) goz oniline alindiginda, U kiimesinin B-konveks oldugu goriiliir.
vx,yeU ve A€ [0,1] icin (4.16), (4.18) ve (4.20) esitsizliklerinden

/If(x)vf(y)sf(lxvy)

elde edilir.

ispatin ikinci kismi igin U <R? kiimesinin B-konveks, f:U —R, U{+o}

fonksiyonun VXx,yeU, Ae [0,1] icin Af (X)\/ f (y) <f (ZXV y) esitsizligini sagladigin
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varsayalim. f fonksiyonun B-konkav oldugunu, dolayisiyla hyp™f kiimesinin B-konveks

oldugunu gostermeliyiz. (X, ,u), (y, v) ehyp™f alalim. Bu durumda,

ceU (4.21)
(X,y)ehyp+f :{OS/JS f(X) (4.22)
(y,v)ehyp*f :{gigs f(y) 322
olur. (4.21), (4.23) ve U kiimesi B-konveks oldugundan her 2€[0,1] igin

AxvyeU (4.25)

dur. Daha sonra (4.22), (4.24), (4.25) ve (4.14) g6z oOninde bulunduruldugunda
‘v’(x,,u), (y,v) ehyp™f ve VA e[O,l] icin ﬂ(x,,u)v(y,v) ehyp™f elde edilir. Yani hyp* f B-

konvekstir. m
Tanim 4.1.3. Hem B-konveks hem de B-konkav olan fonksiyona B-afin fonksiyon denir.

B-afin fonksiyonun tanimi ile Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.1.3 goz oniine alindiginda,

asagidaki teorem kolaylikla ispatlanabilir.

Teorem 4.1.4. U R, f:U >R, U{+o} olsun. f fonksiyonunun B-afin olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul U kiimesinin B-konveks olmasi ve her x,yeU , 1 € [0,1] icin,

f(Axvy)=Af(x)v f(y)

esitliginin saglanmasidir.

Teorem 4.1.5. U cR? ve f:U >R, U{+o} olsun. Bu durumda f fonksiyonunun B-
konkav olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul i=1,_m olmak lizere VX €U ve V/Iie[O,l],

max {4} =1 igin

i=l,m
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VAf(x)< f(gl /in) (4.26)

esitsizliginin saglanmasi ve U kiimesinin B-konveks olmasidir.
Ispat. Gereklilik kismi icin, f fonksiyonun B-konkav oldugunu kabul edelim. Bu durumda, U

B-konveks kiime oldugundan (Teorem 4.1.3’den) i =1m icin Vx, €U, 4 € [0,1], mlix{ﬂﬁ} =1
1I=1,m

icin - AX vAX Vv..vA X, €U dur. Genelligi bozmadan, 4,=1 alabiliriz. O halde

y=1X%VAXV..vA X, olmakizere y €U dur. f inB-konkavligindan

Af(x)v E(y)< f(Axvy)

esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde, Z=AX, Vv A,X,Vv...vA X, olmak lizere ZzeU olur.

Burada da, f fonksiyonun B-konkav oldugunu goz 6nitine alarak,

LT (%) E(2)<F(xvz)=Tf (4% vAxv.vAx,)=Tf(y)

yazabiliriz ve dolayisiyla
ATV A (o) £ (@) <A (4)v 1 (y)= 1 (4%

elde ederiz. Boyle devam edersek;

< 3

i.xj
1

esitsizliginin saglandigini ispat etmis oluruz.

AE ()N A F () v A f (%) < f(_

Ispatin diger kismi icin (4.26) esitsizliginin saglandigin1 varsayalim. Bu esitsizlik icin,
M=2 durumunda; 4,4, E[O,l] ve max{ﬂi,@}zl oldugundan; genelligi bozmadan A, =1

kabul ettigimizde;

Af(x)v (%)< f(AxVvX,)
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olur. Bu durumda f fonksiyonu B-konkav olur. =
4.2. B-konveks Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri

Teorem 4.2.1. Herhangi bir f:R"—RU{+} B-konveks fonksiyonu ve herhangi bir
o €[00, 4] igin {x| f (X) <&} ve {x|f(x)<a} seviye kiimeleri B-konvekstir.

ispat. {x| f (X)Sa} kimesi, epif kiimesi ile R"" deki {(x, )|z =a} yatay hiperdiizleminin
kesisiminin R" iizerine izdiisimidir. Bundan dolay, {X|f(x)<a} kimesine epif in bir

yatay kesiti gibi bakmak miimkiindiir. Dolayisiyla, {X|f(X)£a} iki B-konveks kiimenin
kesisimi olur. B-konveks kiimelerin keyfi sayidaki kesisimi B-konveks oldugundan ([41]),

{X| f (X) < a} seviye kiimesi B-konvekstir.
{X| f (X) < 05} kiimesi ise {X‘ f (X) <a +1} B-konveks kiimelerinin keyfi kesisimi
n

olarak yazilabilir. Buradan, {X| f (X) < a} seviye kiimesinin de B-konveks kiime oldugu goruliir.

UcR" olmak tizere herhangi bir f:U >R, U{+oo} fonksiyonu i¢in seviye kiimeleri

ile ilgili yukaridaki teoremin ispatini farkli sekilde vermemiz miimkiindiir.

Teorem 4.2.2. Herhangi bir f:U >R, U{+oo} B-konveks fonksiyonu ve herhangi bir
a €(0,+0] icin {X| f (X) < a} ve {X|f (X) < 0{} seviye kiimeleri B-konvekstir.
ispat. f:U >R, U{+oo} B-konveks fonksiyon olsun. Bu durumda VX, ye U ve A 6[0,1]

icin

f(Axvy)<Af(x)v f(y)
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esitsizligi saglanir. X' y'e {X| f(x)< a} alahm. Agkur ki f(x')<a ve f(y')<a dir.

Ae [0,1] icin AX'vy'e {X| f (X) < a} oldugunu gostermeliyiz; f fonksiyonu B-konveks

oldugundan;

f(Ax'vy)<Af(X)v f(y)<dava=a

f(Ax'vy')<a
olur. Dolayisiyla AX'v y'e {X| f(x)< a} , yani {X| f(x)< a} kiimesi B-konvekstir.
{X| f (X) < a} kiimesinin B-konveksligi de benzer sekilde gosterilir. m

Tanim 4.2.1. R" de tammh bir f fonksiyonu, her x e R" i¢in
f(Ax)=Af(x), 0< A<+

kosulunu saghyorsa, bu f fonksiyonuna (1. dereceden) pozitif homojen fonksiyondur denir.

Teorem 4.2.3. Pozitif homojen bir f :R" >R, U{+oo} fonksiyonunun B-konveks olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul her X,y € R igin,

f(xvy)<f(x)vf(y)
esitsizligini saglamasidir.
ispat. Pozitif homojen f:]R’i—)R+U{+oo} fonksiyonu B-konveks olsun. Bu durumda; her

X,yeR" ve A€ [0,1] icin

f(Axvy)<Af(x)vf(y)

saglanir. Bu esitsizlik 4 =1 icin de saglanacagindan;

f(xvy)<f(x)vf(y)
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olur.

Ispatin ikinci kisminda, pozitif homojen f:RZ—>R+U{+oo} fonksiyonunun her

X,y € R" i¢in
f(xvy)<f(x)vf(y)

esitsizligini sagladigin1 varsayalim. Her /16[0,1] icin AXeR" oldugundan ve f in pozitif

homojenliginden;
f(Axvy)< f(Ax)v f(y)=Af(x)v f(y)

esitsizligi elde edilir. Boylece f fonksiyonun B-konveks oldugu ispatlanmis olur. m

Sonug 4.2.1. Eger f:R" >R, U{+oo} fonksiyonu pozitif homojen B-konveks bir fonksiyon

ise 4, 4,,...,4, >0 icin asagidaki esitsizlik saglanir:

f(AX V% vV X ) S AT () v AT () v v A, T (X,)

ispat. f:R’ -, U{+0} fonksiyonun pozitif homojen B-konveks oldugunu kabul edelim. Bu

durumda aciktir ki Teorem 4.2.3’den, her X,y € Ri icin
f(xvy)<f(x)vf(y)

esitsizligi saglanir. i=1,m olmak iizere A >0 sayllari ve X €R" ele alahm. Bu durumda
Vi=1m i¢in AX €R" ve L,X,vAXV..v A X, €R" dir. y=4% Vv AX\V..vA X olarak

isaretleyelim. Yukaridaki esitsizlikten ve f in pozitif homojenliginden;

f(Aaxvy)<f(ax)vi(y)=A4f(x)vi(y)

olur. Benzer olarak; Z = A,%, v 4,X, v...v A X € R" olmak lizere
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F(y)= (A% v AX Vv X, )= T (X vz)< T (hx)v (2)=4T(x)v f(z)
esitsizligi elde edilir. Buradan,

f (A V%V A X )= F(Axvy)<AT(x)v f(y)
<A F(x)V T (X VA% V. v A X,)
<At (x)vAT(x)v f(2)

dir. Timevarimla,
f (A% VA% vV A X ) S AT () v AT (%) V.. v A, f(X,)

esitsizligi saglanir. m

Teorem 4.2.4.

) UcR" ve f:U >R U {+oo} B-konveks bir fonksiyon olsun. f in pozitif skaler ile carpimi

da B-konvekstir.

ii) f:UcR] >R, U{+x} B-konveks fonksiyon olsun. Her bir AcU B-konveks alt kiimesi
icin, f fonksiyonun A kiimesine kisitlanisi da B-konvekstir.

iii) Eger f:UcR] 5>V cR, U{+oo} B-konveks fonksiyon ve
9:V <R, U{+xo} >R, U{+x} azalmayan B-konveks bir fonksiyon ise gof de B-

konvekstir.

iv) f:UcR, -V cR, birebir, orten ve artan bir fonksiyon olsun. f in B-konveks olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul f " fonksiyonun B-konkav olmasidir. Eger f azalanise f ile ft
fonksiyonu aym konvekslik karakterindedir. Yani, f B-konveks ise f * de B-konvekstir, f B-
konkavise f* de B-konkavdir ve tersine.

ispat.i) f:UcR? >R, U{+oo} B-konveks olsun. Bu durumda, VX,yeU, VA e [0,1] icin,

f(Axvy)<af(x)v f(y)
esitsizligi saglanir. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in cf fonksiyonu
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of (Axvy)=c[ f(Axvy)]<c[Af(x)v f(y)]=c[Af(x)]ve] f(y)]
= A(cf)(x)v(cf)(y)

esitsizligini sagladigindan, cf B-konveks olur.
i) f:UcR! >R, U{+oo} fonksiyonunun B-konveks oldugunu varsayalim. O halde,

Vx,y €U, V1e[0,1] igin,
f(Axvy)<Af(x)vf(y)

saglanir. Bu esitsizlik VX,y €U icin saglandigindan, her bir AcU B-konveks kiimesi

lizerinde de saglanir. Dolayisiyla f |A B-konveks fonksiyon olur.
iii) f:UcR] >V cR, U{+o} B-konveks, g:V <R, U{+0} >R, U{+x} azalmayan B-

konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda, VX,y eU ve VA e [0,1] icin f fonksiyonu
f(Axvy)<Af(x)vf(y)

esitsizligini saglar, g fonksiyonun B-konveksliginden de Vz,teV , Vu e [0,1] icin
g(uzvt)<ug(z)va(t)

olur. Bu esitsizlikleri kullanarak VX,y eU, VA4 e [0,1] icin go f fonksiyonu

(gof)(Axvy)=g(f(axvy))<g(af(x)v(y))

esitsizligini saglar, buise go f fonksiyonun B-konveks oldugu anlamina gelir.

iv) f:UcR, >V cR, birebir, érten ve artan bir fonksiyon olsun. Varsayalim f B-

konvekstir. Bu durumda VX,yeU, VA e [0,1] icin,
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f(Axvy)<Af(x)vf(y)

esitsizligi saglanir. |, ve |, sirasiyla U ve V kiimeleri {izerinde tanimli birim fonksiyonlar

olmak tizere, fo f ' = I, ve fof I, olur, buradanve f in B-konveksliginden,

F(F(asvt))=asvi=A(F(F7(s)))v(F(F(t))= F(AF7(s)v (1)

yani

f(FH(asv))= f(Af7(s)v F7(t)) (4.27)

dir. f fonksiyonu artan oldugundan f " de artandir. f* fonksiyonun artan olmasindan ve
(4.27) esitsizliginden, f_l(/is \/t) >Af (S) vt (t) elde edilir. Boylelikle f ™ B-konkavdir.

Simdi, varsayalim f ! B-konkav olsun. Vs,t eV ve VA e [O,l] icin,

fH(Asvt)=Af(s)v (1) (4.28)

esitsizligi saglanir. f_l(s) =X, f_l(t) =Yy olsun. Buradan, f (X) =s, f (y) =t olur. f

fonksiyonun artanligindan ve (4.28) esitsizliginden
fHAf(x)v F(y))zAf 2 (F(x)v FH(f(y))
F(FHAF(X)V F(y)))= f(axvy)

AF(X)v f(y)=f(Axvy)

elde edilir. Yani f B-konveks fonksiyon olur.

Ikinci hipotez icin, f fonksiyonun azalan oldugunu kabul edelim. ilk olarak, f in B-

konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda VX,y €U ve VA e [O,l] icin

f(ﬁxvy)s/lf(x)vf(y)
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esitsizligi saglanir. fo f*=1,, f*of =1, ve f B-konveks oldugundan

F(F(2svt))=asvi=A(F(F7(s)))v(F(F(t))= F(AF7(s)v (1))
yani
f(f*(asvt))= f(AF(s)v F(1))

olur. f azalan oldugundan, f' fonksiyonu da azalan olur ve son esitsizlik goéz oniine

alindiginda f _1(/18 \/t) <Af? (S) vt (t) saglanir. Boylece f " fonksiyonu B-konveks olur.
Diger kisim icin, f' in B-konveks oldugunu varsayalim. Bu durumda Vs,teV,

VA e[O,l] icin
fH(Asvt)<Af(s)v (1) (4.29)

esitsizligi saglamr. f7(s)=x, f'(t)=y olsun. Buradan, f(x)=s, f(y)=t olur. f

fonksiyonun azalanligindan ve (4.29) esitsizliginden

G ) A () (1)
f(f_l(“ (X)v f(y)))z f(Axvy)

AF(x)v f(y)=f(Axvy)

elde ederiz. Buise f fonksiyonun B-konveks oldugu anlamina gelir.
Ayni sekilde, f in azalan oldugu durum igin, f ve f' fonksiyonlarinin ayni zamanda

B-konkav olduklar1 da gosterilir. =

f,:UcR] —>R+U{+oo}} B-konveks fonksiyonlar ailesi olsun. Bu

Teorem 4.2.5. {fa

durumda, f (X) = sup{ f, (X) : a} ile tanimli fonksiyon B-konvekstir.
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ispat. { f, ‘ f,,UcRT >R, U{+oo}} B-konveks  fonksiyonlar ailesi olsun ve
f(x)zsup{fa (x): a} olarak tamimlansin. Bu durumda, epif =epi( f,) dir, yani epif kiimesi

herhangi sayida B-konveks kiimenin kesisimi olarak yazilir. Boylece, B-konveks kiimelerin

ozellikleri geregi, epif kiimesi de B-konveks olur, ki bu ise f in B-konveks fonksiyon oldugu

anlamina gelir. =

Teorem 4.2.6. Eger f:U c R} >R, U{+x} ve g:U cR| -> R, U{+eo} azalan(artan) ve
B-konveks ise h(X) =f (X) g (X) fonksiyonu da azalan(artan) ve B-konvekstir.

ispat. f:UcR] >R, U{+o} ve g:UcR] >R, U{+wo} azalan(artan) ve B-konveks
olsun. h(x) =f (X)g (X) olmak iizere h:UcR" >R, U{+oo} fonksiyonu azalan(artan)
oldugu aciktir. h 1n B-konveks oldugunu gésterelim. ilk olarak x,yeU , 1 e [0,1] olmak tizere
X<y oldugunu kabul edelim (burada =< koordinatlara gore kismi siralamadir, yani

X<y < X <Y, Vi=1n).Budurumda, f(y)<f(x) ve g(y)<g(x) dir.

h(axvy)=f(axvy)g(axvy)<[Af(x)v f(y)][29(x)va(y)]

saglanir. Burada dort durum s6z konusudur.

1)
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Dolayisiyla, her durum icin h(/Ix v y) < }th(x) v h(y) esitsizligi saglandigindan; h
fonksiyonu B-konvekstir.

Simdi varsayalim x>y olsun. f, g ve h azalan oldugundan f(x)sf(y),

g(X)S g(y) ve h(X)S h(y) olur. Bu durumda,

dir ve buradan,
h(2xv y)<f(y)g(y)=h(y)=2h(x)vh(y)

olur. Yani h(ﬁ,x v y) < ﬂh(x) v h(y) esitsizligi saglanir, boylece h B-konveks olur. m

Teorem 4.2.6’'nin hipotezinde ifade edilen, iki fonksiyonun ayni zamanda artan ya da
ayn1 zamanda azalan olmasi sart1 kaldirilamaz. Gergekten; @ R, >R, go(x) =x" fonksiyonu
p E(—OO, O]U[l, +oo) icin B-konveks fonksiyon iken, p 6(0,1) icin B-konveks degildir. Buna

2 1
gore, T:R, >R, , f (X) =X? artan, B-konveks fonksiyonunu ve g:R,, >R, , g(x)==

1
azalan, B-konveks fonksiyonunu ele aldigimizda, h(X) = f (x)g(x) = X2 fonksiyonun B-

konveks fonksiyon olmadigini goriiriz.
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4.3. B-konveks Fonksiyon Ornekleri ve Konveks Fonksiyonlar ile B-konveks

Fonksiyonlarin Karsilastirilmasi

Ornek 43.1. U= {Z :(211 22) € Ri|zl > 22} cR’ olmak iizere f:U >R, U{+oo} ,
f(z)= f(z,2,) =17 —2, fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.

Gergekten, x:(xl,xz),y:(yl,yz)eu ve /16[0,1] icin

f(Axv y)<Af(x)v f(¥)

esitsizliginin saglandigini gosterelim.
f (AXV y) < (A(Xi’xz)V(YP Y2)) =f (2X1V Y A%y v yz) :(/1)(1\/ Y1)_(2“X2 Vv Y2)

olur. Bu durumda asagidaki dort ihtimal s6z konusudur.

i) AX, VY, =4X, 4x,Vv y,=Ax, olurise
f(AXVY) =A% =A% = A(% = X%,) < max{A(x, =%, ),(Y, = ¥,)} = AT (X)v f (y)
i) AX VY, =AX, AX, vy, =Y, ise
f(AXVY) =A% =Y, SAX =A%, = A(% =X, ) < max{A(x, =%, ),(Y, = ¥,)} = AT (X)v T (y)

iii) Eger AX, VY, =Y;, AX, VY, = AX, alinirsa,

f(}tx\/y)z Yi— A% <Y, - Y, Smax{ﬂ“(xi_XZ)’(yl_yZ)}=ﬂ’f (X)V f (y)

iv) Ax, vy, =y, AX, VY, =Y, olursa,

F(AxvY)=Y=¥, < max{A(4=%),(¥i= )} = AT () ()

Dolayisiyla, f fonksiyonunun B-konveks fonksiyon oldugunu gostermis oluruz.
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Ayni zamanda bu fonksiyonun VX =(X,%,),y =(¥.,Y,) € R’ ve VAe [0.1] igin

f(Ax+(1-2)y)=Ax +(1- )y, — A%, —(1- 1)y,
=A% =%,)+(1=2) (V= ¥,) = AT (X)+(1-2) T ()

esitligini de sagladig1 goriilir. Buise f fonksiyonun klasik anlamda afin yani hem konveks hem

de konkav oldugu anlamina gelir.

Ornek 4.3.2. f:R’ >R Uf+xo}, f(2)=1(z2,2,)=(z-17, )2 fonksiyonu B-konveks
fonksiyondur.

Yani X =(%,%,),y=(Y;,¥,) € R? ve 21€[0,1] igin
f(Axv y)<Af(x)v f(y)
esitsizligini saglar. Gercekten
f(Axvy)=1T(20%%)v (¥ Y,))= f(ﬂxlvyl,/ixzvyz):(ﬂuxlvyl—ﬂ.xzvyz)2

dir. Burada doért ihtimal ortaya cikar.

i) AX, vy, =4X, AX, v Y, = AX, olsun. Bu durumda

f(/lxvy)z(ﬂu(1 —xlxz)z =/'L2(x1 —xz)z

<A(x, —x2)2 Smax{/l(xl —XZ)Z,(yl _yz)z}:,lf(x)vf(y)

ii) AX VY, =A%, AX, VY, =Y, ise bu durumda iki olasilik vardir:

a) AX >, olabilir

2

f(Axvy)=(A%—Y,) <(A% =A%) = 2% (% —%,)
<A(x %) <max{A(x—%).(y;=¥,)} = Af (X)v f(y)

b) AX, <Y, olabilir, bu durumda
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f(Axvy)=(2%-Y,) <(¥,-¥,) < max {A(% —X,),(Y, = ¥,)} = Af (x)v f(y)

iii) AX vy, =Y,, AX, vy, = AX, olursa, asagidaki iki durum ile karsilasilabilir:

a) Y, >AX,durumunda

f(Axv y):(yl—}uxz)2 s(yl—yz)2 < max{l(xl—xz),(yl—yz)}:ﬂf (x)v f(y)

b) Yy, <AX, durumunda ise

2

f(Axv y):(yl—/lxz)2 s(/le—/Ixz)2 =% (% —X,)
<A(x-%) < max{A(% =%, ). (Y=Y, )} = Af (x)v ()

iv) AX, vy, =Y, AX, vy, =Y, olsun. O halde
f(2xv )=y =) <max{A(x,—x.) (v =) | = AF(x)V £(¥)

saglanir.

Boylelikle f in B-konveks fonksiyon oldugu gosterilmis olur.

VX=(X1,X2),y=(yl,y2)eRi ve Vﬂ,e[O,l] icin

f(Ax+(1-2)y) = (A% +(1-2) Y, = A%, —(1-2)y,)
= (2% =%)+ (1= 2) (%~ ¥2))’
= 22 (% =%,) + 22 (1= 2) (% =% ) (Y, = ¥o) + (1= 2) (V= Vo)’
<22 (% =% ) +AL-2) (6 =%) +(h=Ya) )+ (1= 2) (h—¥2)°
=(22+2(21-2)) (4= %) +((21-2) + 2(2=2)) (- v.)’
:/l(xl—xz)2 +(1-2)(y; - yz)2 =2 (x)+(1-2)f(y)

esitsizligi saglanir. Bu da f fonksiyonun klasik anlamda konveks fonksiyon oldugu anlamina

gelir.
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Ornek 4.3.3. U:{Z:(zl,zz)eRﬂz1 ZZZ}CIRZ+ olmak izere f:U—>R, U{+oo} ,
f(z)="f(z,z,)=2°-2, olsun. f fonksiyonu B-konveks fonksiyondur.

Bu durumda X = (Xl, Xz), y= (yl, yz) ceU ve A e [O,l] icin
f(Axvy)<Af(x)vf(y)
esitsizligi saglanir. Gergekten;

f(axvy)=f(A(x.%)v(¥Y,))= A%V Y A% v Y, ) = (A% vy, ) = (A% v Y, )

dir. Asagidaki dort durum s6z konusudur.

i) AX VY, =AX, AX, V'Y, = AX, olabilir, ki bu durumda

F(Axvy)= (A% ) — (%) = 22(x2 - %)
S/l(Xi2 —X22)S max{/i(xlz_xzz)’(ylz_y;)} = Af (X)V f (y)

esitsizligi saglanir.

ii) AX vy, =A%, AX, v Y, =Y, ihtimali s6z konusu oldugunda

f(/lxvy)=(}u(1 )2 —yz2 S(}Lxl )2 —(/7,)(2 )2 =A* (xl2 —xzz)
Sﬂ(xlz —xzz)Smax{}t(xlz —xzz),(yl2 -y, )} =Af(x)v f(y)

elde edilir.

iii) Eger AX, V'Y, =Y,, AX, VY, = AX, olur ise bu durumda

f(Axvy)=y2—(A%,) <y2-y,2 < max{ﬂ(xf —xzz),(ylz—yzz)} =2f(x)v f(y)

olur.

iv) Son olarak AX, VY, =Y,, AX, VY, =Y, durumu s6z konusu ise
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F(Axvy) =y -yt <max{A(x-x2). (%2 - v,7 )l = 2F (x)v £ (y)

saglanir.

O halde, f fonksiyonunun B-konveks oldugu gosterilmis olur.

simdi, f fonksiyonun Kklasik anlamda konveksligini inceleyelim. f(z)=z"-z

o

oldugundan i =27, ve —=-2z, olur. Buradan,
Z, 0z,

2 2 2 2
6f:2’ afzo’ af=o, of _
02,0, 07,0z, 02,02, 07,02,

olur. Boylece, Hessian matrisi

0 f 0 f
| 0z0z, ozor, | |2 0
|8t 8f | |0 -2

02,0z, 012,02,

bicimindedir. Bu Hessian matrisine karsilik gelen birinci bas minér determinant |2| =2>0ve

ikinci bas minor determinant |H| =—4 <0 oldugundan f fonksiyonu ne konveks ne de konkav

degildir.

N 1
Ornek 4.3.4. f :R? >R, U{+oo} olmak iizere f(z)= f(z,z,)=—— fonksiyonu B-konveks
122

fonksiyondur.

Gergekten, f fonksiyonun her X =(X,X,),y =(y,,¥,) € R? ve 1€[0,1] i¢in

f(Axvy)<Af(x)vf(y)
esitsizliginin saglandigini gosterelim.

1

f(Axvy)=f (20, %)V (Y0 Y,))= f (A% VY A%, v Y,) = (%7 1) (A% v ¥,)

49



ilknur Yesilce, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2016

olur. Bu ise, asagidaki dort ihtimal dahilinde incelenmelidir.

i) AX VY, =AX, AX, VY, = AX, oldugunda

txoy) s sl Lo sev 1)

AXAX, V1Y, XXy V1Yo
olur.
ii) AX, VY, =AX, Ax,Vv y, =y, olurise
f(Axvy)= SLSmax{/li,i}:M(x)vf(y)
AXY:  WiYa XXy YiYo
saglanir.

iii) AX VY, =Y, A% VY, =AX, durumunda

1 1 1 1
f(Axvy)= <——<maxsA—,—— =Af(x)v f(y
( ) YidX, V1Y, { XX, ym} (v 1)

esitsizligi gerceklesir.

iv) Ax, vy, =y,, A%, VY, =Y, durumunda

1 1 1
f(AXvy =—£max{/1—,—}:/1f X)v f(y
( ) V1Y, XX, V1Y, (v 1)

elde edilir.

Dolayisiyla, f fonksiyonunun B-konveks oldugunu gostermis oluruz.

Ayni zamanda, f fonksiyonu klasik anlamda konveks fonksiyondur. Gercekten;

of 1 of
f(z)= 1 oldugundan — = ——— ve — = ———— dir. Bu durumda,
Z,Z, 0z, z°z, 01, 2,Z,
of 2 of 1 of 1 o’f 2
02,0z, z,’z,’ 02,0z, 2z} 02,0z, 2z} 02,0z, 2,2,
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olur. Buradan, f fonksiyonun Hessian matrisi

o't of 2 1
02,0z, 01,0z, 2’1, 11
et ot || 2 2

2,2 3
22 ZlZZ

07,0z, 01,02, Z,

olur. Bu durumda Vz = (Zl, Zz) € R’ olmak iizere Hessian matrisine karsilik gelen birinci bas

=——>0 dir, ikinci bas min6r determinant ise |H | = >0 olur

Z3

minor determinant
4
122 2, Z,

3

4
Zl ZZ

ki, Hessian matrisi pozitif tanimli demektir, bu da f fonksiyonun konveks oldugu anlamina

gelir.

Ornek 4.3.5. U={Z:(Zl,ZZ)ER2+
Zl

Z, < l} cR’ olmak iizere f:U >R, U{+00} ,

f (Z) =f (Zl, 22) =In iz fonksiyonu B-konvekstir.
152

Yani f fonksiyonuher X=(%,X,),y=(¥,Y,)eR? ve 1€[0,1] igin
f(Axvy)<Af(x)v f(y)

esitsizligini saglar. Gergekten,

1
(A% Vv Y) (A% v Y,)

f(ﬂ/XV y)= f(ﬂ(Xl,Xz)V(yllyz))= f(/leV yl'ﬂ’XZV y2)= In

dir. Bu durumda asagidaki dort ihtimal ortaya ¢ikacaktir.

i) AX vy, =AX, 4x,vy,=Ax, olabilir, bu durumda In fonksiyonun artanligi da

kullanilarak,

1 1 1 1
f(A =1 <l < Aln—,In— = Af f
( Y y) " AXAX, " YiY2 max{ " XX " y1Y2} (X)V (y)
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esitsizligi saglanir.

ii) AX vy, =A%, AX, v Y, =Y, oldugunda ise

f(Axvy)=In ! ot Smax{}tlni,lni}:/lf(x)vf(y)
A%, Y1Ys XX, Wi¥s
esitsizligi saglanir.
iii) Eger AX, VY, =VY,, AX, VY, =AX, ise
f(Axvy)=In L ot Smax{ilni,lni}:if(x)vf(y)
ylﬂ’ XZ yl y2 XlXZ yl y2

elde edilir.

iv) Ax, vy, =y,, Ax,Vv y, =y, olmasi durumunda da,

f(Axvy)=In——< max{/uni,mi}:m (X)v £ (y)
YiY, XX, WY»

gerceklesir.
Bu da bize f fonksiyonunun B-konveks oldugunu ifade eder.

Bu ornekte ele aliman f fonksiyonu klasik anlamda da konvekstir. Gercekten;

of 1
Vz=(z,,z,)eR’ olmak iizere f(z)=In ! fonksiyonu i¢in birinci kismi tiirevler — =—— ve
z,7, oz,
—— = —— bicimindedir. Buradan, ikinci kismi tiirevleri
0z, z,
o f _1 o f o’ f o f 1
2! 2

- :07 :Oa = 2
07,0z, 7, 02,0z, 07,0z, 07,0z, 17,

olarak elde edilir. Boylelikle, Hessian matrisi
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o’f o' f 1,
07,0z, 0,0z, A
et |, L
01,07, 02,01, z,

2
1

— L o0 ve|H|=—1, >0

bicimini alir. Bu durumda bas minér determinantlar sirasiyla >
Z 4,2,

2

olur. Boylece Hessian matrisi pozitif tamimli yani f fonksiyonu konveks olur.

Tiim bu 6rneklerden de goriildiigii gibi, B-konveks bir fonksiyon her zaman konveks
olmak zorunda degildir. Ayrica asagida da B-konveks olmayan bir konveks fonksiyon 6rnegi
verilecektir. Boylece B-konveks fonksiyonlar ve konveks fonksiyonlarin birbirini kapsamadigi

sonucuna ulasilir.

Ornek 4.3.6. f:R? >R, U{+o} olmak iizere f(z)=f(z,2,)=(z+2, )2 fonksiyonu

konveks fonksiyondur. Gergekten, Vx=(x,,x,),y=(y,,y,)eR> ve VA &[0,1] i¢in

F(Ax+(1-2)y) = (A% +(1-2) Yy + 2% +(1-2)Y,)
= (A% +%) +(1-2) (¥ + ¥2))’
:/12(X1+X2)2 +22(1-2) (% + %) (v, + y2)+(1—/1)2(y1+ y2)2
<27 (%) + AL 2) (04 +5) + (v Y )' )+ (2= 2) (v + v’
= (224 2(1-2)) (4 + 3"+ ((2-2) + 2(1=2)) (v + v.)’
=;L(x1+x2)2+(1—/1)(y1+ yz)2 =2f(x)+(1-2) f(y)

esitsizligi saglandigindan f fonksiyonun klasik anlamda konveks fonksiyon oldugu goriliir.

Bunun yam sira, f fonksiyonu igin x=(1,5),y=(3,2)eR? ve 1 =1 alindiginda,
f(Axvy)=f((L5)v(32))=f(35)=8 =64
At(X)v f(y)=f(15)v f(32)=max{6°5"|=36

olur. Bu durumda f(ZXv y) > Af (X)v f (y) elde edilir, bu ise f fonksiyonun B-konveks

olmadiginin kanitidir.
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iki B-konveks fonksiyonun toplami B-konveks fonksiyon olmak zorunda degildir.

Ornegin, f,g:R*> >R, olmak iizere f (Zl, Zz) =7, 0 (Zl, 22) = Z, fonksiyonlarinin B-konveks
oldugu agikur. Ancak (f+9)(z,2,)=2+2, fonksiyonu i¢cin x=(15),y=(3,2)e R> ve

A =1 olmak lzere,

(f+g)(Axvy)=(f+9)((L5)v(3.2))=(f+g)(35)=8

A(F+)(X)v(f+9)(y)=(f +g)(L5)v(f+7)(32)=6v5=6

olur. Yani (f+g)(ﬁ,va)>ﬂ(f+g)(x)v(f+g)(y) dir. Buradan, f+g B-konveks

degildir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Konveks Analiz’in son zamanlarda popiilerlik kazanan alt dallarindan biri de Soyut
Konveks Analiz’'dir. Bu alanda ¢ok sayida genellestirilmis konvekslik formu elde edilmekte ve
bunlar lizerinde calismalar yapilmaktadir. Tezde ele alinan B-konvekslik de bu soyut konvekslik
bicimlerinden biridir. Simdiye kadar B-konveks kiime teorisi lizerine yapilan calismalar
dogrultusunda, B-konveks fonksiyonlar lizerine incelemeler yapilmis olan bu tezde:

1. B-konveks fonksiyon, B-konkav fonksiyon ve B-afin fonksiyon kavramlari
tanimlanarak literatiire ii¢c yeni kavram daha eklenmis (Tanim 4.1.1, Tanim 4.1.2 ve Tanim
4.1.3);

2. Bir fonksiyonun B-konveks, B-konkav ve ya B-afin fonksiyon olmasi icin gerek ve
yeter kosul veren teoremler ispatlanmis (Teorem 4.1.1, Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4);

3. B-konveks fonksiyonlar icin Jensen Esitsizligi (Teorem 4.1.2) ve B-konkav
fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizligi (Teorem 4.1.5) veren teoremlerin ispatlanmasi ile konvekslik
icin cok degerli olan bu esitsizligin B-konvekslik formu gosterilmis;

4. B-konveks bir fonksiyonun seviye kiimelerinin de B-konveks oldugu ispatlanmis
(Teorem 4.2.1, Teorem 4.2.2);

5. Pozitif homojen ve B-konveks olan bir fonksiyon icin saglanan bazi esitsizlikler
gosterilmis (Teorem 4.2.3 ve Sonug 4.2.1);

6. B-konveks bir fonksiyonun pozitif skaler ile ¢arpiminin ve bir B-konveks kiimeye
kisitlanisinin  B-konveks oldugu gosterilmis, iki fonksiyonun bileskesinin B-konveksligi
incelenmis ve B-konveks bir fonksiyonun tersi ile arasindaki iliski irdelenmis (Teorem 4.2.4);

7. B-konveks fonksiyonlar ailesinin supremumunun da B-konveks oldugu, iki B-konveks
fonksiyonun ¢arpimlarinin davranisi ispatlanmis ve 6rneklendirilmis (Teorem 4.2.5 ve Teorem
4.2.6);

8. Son olarak da, B-konveks olan fonksiyon 6rnekleri verilmis ve bu fonksiyonlarin
klasik anlamda konveks olup olmadiklar1 arastirilmis, bunlara ek olarak bir konveks fonksiyon
ornegi verilerek bu fonksiyonun B-konveks olmadigi ispatlanmistir. Boylelikle, bu veriler
dogrultusunda konveks fonksiyonlar sinifi ile B-konveks fonksiyonlar simifinin birbirlerini

kapsamadiklar gosterilmistir.

Boylece yeni bir soyut konvekslik sinifi icin fonksiyon bicimi tanimlanmis, genel ve en

temel hatlar ile incelenerek literatiire yadsinamaz bir katki saglanmistir.
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5.2. Oneriler

Klasik konveks fonksiyonlarin ve o6zelliklerinin 1s18inda, B-konveks fonksiyonlar icin
tezde verilen tanim ve elde edilmis olan 0Ozelliklerinden de yararlanarak, B-konveks
fonksiyonlar i¢cin yeni 6zelliklerin elde edilmesi acik bir problemdir.

Konveks fonksiyonlarin en 6nemli uygulama alanlarindan biri olan Esitsizlikler Teorisi
cercevesindeki uygulamalardan Hermite-Hadamard Esitsizligi, Ostrowski Esitsizligi, Fejer
Esitsizligi gibi cok sayida esitsizlik B-konveks fonksiyonlar icin de elde edilebilir.

Son zamanlarda popiiler olan kesirli integralleri iceren esitsizliklerin de B-konveks

fonksiyonlar i¢in incelenmesi bir diger arastirma sorusu olarak karsimiza gikar.
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