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SINIR KOSULLARI SPEKTRAL PARAMETRE iCEREN BiR SINIR
DEGER PROBLEMININ BAZI SPEKTRAL OZELLIKLERI

Emir Ali MARIS
07/
Bu tezde, A spektral parametre, q(x)el,(0,1) kompleks degerli bir
fonksiyon ve d sifirdan farkli bir kompleks say1 olmak tizere
-y"+q(x)y=2y, 0<x<1,
y(0)=0, y'(0)—-dAy(1)=0
smir deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiilleri alinmus,
se¢ilmiy Ozfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p< oo) uzaymnda minimalligi ve
tabanlig1 ispatlanmis ve bu tabanmn p =2 i¢in kosulsuz oldugu gosterilmis, siirekli

fonksiyonlarm s6z konusu problemin Secilmis 6zfonksiyonlar sistemi iizere Fourier
ayrigimlarinin [0,b] (O<b<1) ve [0,1] araliklarinda diizgiin yakmsakhk sartlari

elde edilmistir.

Ayrica, yine de A spektral parametre, q(x)eC[0,1] reel degerli bir
fonksiyon ve a, by, b, ¢, dy, d, sayilart |b|+|dy|#0, o=ad,—bc, >0 sartlarmn:
saglayan reel sayilar olmak {izere

—-y"+q(x)y =4y, 0<x<1,
b,y (0) =doy'(0), (aA+b)y(1)=(c,2+d,)y'(1)

probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiilleri kesinlestirilmis ve
stirekli fonksiyonlarin bakilan problemin secilmis 6zfonksiyonlar sistemi {izere

Fourier ayrisimlarinin [O,b] (0<b<1) ve [0,1] araliklarinda diizgiin yakinsaklik
sartlar1 elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ozdeger ve dzfonksiyon, asimptotik formiil, kok fonksiyonlar
sistemi, minimal sistem ve taban, Fourier serisi ve diizgiin yakinsaklik.

Danmisman: Prof. Dr. Nazim B. KERIMOV, Mersin Universitesi, Matematik Ana
Bilim Dali
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SOME SPECTRAL PROPERTIES OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM
WITH SPECTRAL PARAMETER IN THE BOUNDARY CONDITIONS

Emir Ali MARIS
ABSTRACT

In this thesis, we establish asymptotic formulae for eigenvalues and
eigenfunctions, obtain minimality and basicity of the selected eigenfunctions system

in L,(0,1) (1< p<co) and prove that this basis is unconditional for p =2, verify
uniformly convergent Fourier series for the continuous function in the selected
eigenfunctions system on [0,b] (0 <b <1) and [0,1] of the boundary value problem
—-y"+q(x)y=2y, 0<x<1,
y(0)=0, y'(0)—-dAy(1)=0,
where A is a spectral parameter, q(x)eL,(0,1) is a complex-valued function and

d =0 is a complex number.
Further, we calculate the sharpened asymptotic formulae for eigenvalues and
eigenfunctions and obtain uniformly convergent Fourier series for the continuous

function in the selected eigenfunctions system on [0,b] (0<b<1) and [0,1] of the
boundary value problem
—-y"+q(x)y =4y, 0<x<1,
by (0) =doy'(0). (ad+b;)y(1)=(cA+d,)y'(1),
where A is a spectral parameter, q(x)eC[0,1] is a real-valued function and the
numbers a, by, b, c, d,, d, are the real constants which satisfy the conditions
lb|+|dy| %0, o=ad,—bc, >0.

Keywords: Eigenvalue and eigenfunction, asymptotic formulae, the system of root
functions, minimal system and basis, Fourier series and uniform convergence.

Advisor: Prof. Dr. Nazim B. KERIMOV, Mersin University, Department of
Mathematics
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

N {1,2,3,...} dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R" R ’nin kendisiyle n kez kartezyen ¢arpimi

C Kompleks sayilar kiimesi

k=1n k=12,.,n

C[a,b] {f:[a,b]>R:f,[ab]de streKlidir}

C“[a,b] {f:[ab] > R:3M >0 vx,x, €[ab] |[f ()= (%) <M —x[" (0<a<1)
c"[a,b] f:ab —R:ab 'defin n mertebeden tiirevi sureklidir

W (a,b) {f :[a,b] > R:f, n. mertebeden tiirevlenebilir ve

f9(x)eL,(ab) (1<p<wx) (n=01..)}

A(X) Karakteristik determinant
rankU U matrisinin ranki1

detU U matrisinin determinanti
I Birim operator

W Wronskiyen

Zn:aj a,+a,+.+a

j=1

L, (0,1) {f :Df (x)\”dx<oo}

z Z kompleks sayisinin eslenigi

(f.9) f ile g vektorlerinin bulunduklari uzayda i¢ ¢carpinu
(0,1) Ug noktalar1 0 ve 1 olan agik aralik

(a, b] Ug noktalar1 a ve b olan yar1 agik aralik

O(a,) Landau sembolii

1<k<n k=12,..n
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1. GIRIS

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sinir kosullarinin spektral
parametreyle bagli oldugu problemler, 6nemli bir sinif olusturur. Bu teorinin
temelleri gegen yiizyilin baslarinda verilmistir. Son yillarda bu teorinin énemli bir
kismini, denklemin ve sinir kosullarinin ayni spektral parametreyi igerdigi sinir deger
probleminin kok fonksiyonlarinin farkl fonksiyonel uzaylarda tabanlik 6zelliklerinin
ve kok fonksiyonlara gore spektral ayrisimlarmin diizgiin yakinsaklik sartlarinin
incelenmesi olusturur.

Asagidaki sinir deger problemlerini gbz 6niine alalim:

—y"+q(x)y =4y, 0<x<1, (1.1)
y(0)=0, (1.2)
y'(0)-day(1)=0, (1.3)

burada A spektral parametre, q(x) L (0,1) uzayndan kompleks degerli bir

fonksiyon ve d sifirdan farkli bir kompleks sayidir;

—y"+q(x)y =4y, 0<x<1, (1.4)
b,y (0)=d,y'(0), (1.5)
(ad+h)y(1)=(cA+d,)y'(2), (1.6)

burada A spektral parametre, q(x) [0,1] araliginda siirekli reel degerli bir fonksiyon
ve a, by, b, c, d,, d; sayilari
|b0|+|d0|¢01 o=ad;-bc >0
sartlarin1 saglayan reel sayilardir.
Tezde, (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) smir deger problemlerinin bazi spektral
ozellikleri (6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin yapisi ve asimptotlari, kok fonksiyonlar

sisteminin farkli fonksiyonel uzaylarda tabanlk 6zellikleri, se¢ilmis kok fonksiyonlar

sistemi ilizere ayrisimlarin diizgiin yakinsaklik kosullar1) arastirilacaktir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Lineer diferansiyel operatorlerin  genel spektral —ozellikleri  [1,2]
monografilerinde verilmistir.

Tezde incelenen problemlerin fiziksel uygulamalarina iliskin bazi ¢aligmalar
[3,4,5] makalelerinde yapilmustir.

Diferansiyel operatoriin spektral o6zelliklerinin incelenmesine dair pek cok
calisma mevcuttur. Ornegin, diferansiyel operatdriin 6zdegerlerinin varligi, bu
ozdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadelerinin elde edilmesi, 6zdegerlerin
reel olup olmamasi ve katlilik durumunun incelenmesi, kath 6zdegerlere uygun ek
fonksiyonlarm kurulmasi gibi problemler ile lineer diferansiyel operatoriin tabanlik
ozelliklerine dair baz1 sonuglar [6,7,8,9,10,11-20,21] makalelerinde bulunabilir. Bu
ozelliklerin arasinda, operatoriin kok fonksiyonlar sisteminin tamlimmm ve
minimalliginin arastirilmasi, bu sistemin farkli fonksiyonel uzaylarda ( 6zellikle

L,(0.1) (1<p<w)  uzaylarinda) taban olup olmamasi gibi problemler Gnem

tasimaktadir.

Doktora tez problemlerimizle yakindan iligkili olmasi nedeniyle tabanlik
Ozellikleri ile ilgili baz1 sonuglarin kisa 6zetini verelim:

[9] makalesinde, a, b ve d pozitif sayilar olmak iizere

{y”+}ty=0, 0<x<1, 2.1)
y(1)=0, (a—4)y'(0)+by(0)=0,

sinir  deger probleminin segilmis Ozfonksiyonlar sisteminin = L, (0,1) (1< p <)
uzayinda taban oldugu ve bu tabanin p=2 i¢in Riesz tabani oldugu ve

"+ 2y=0, 0<x<1,
{y y 22)

y(0)=0, y'(1)=day (1),
sinir deger problemlerinin segilmis Ozfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p <)

uzaymnda taban oldugu gosterilmistir.

[16] makalesinde, (1.4)-(1.6) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarindan
birini atmakla olusturulan sisteminin L,(0,1) uzaymda Riesz tabani oldugu
ispatlanmistir. Kaydedelim ki, o=a0d, —bc >0 kosulu bu problemin spektral

ozelliklerinin incelenmesinde Onemli role sahiptir. o >0 kosulu saglandiginda,
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(1.4)-(1.6) smir deger problemini 6z eslenik bir operatore doniistiirmek miimkiindiir
[5]. S6z konusu durumda, (1.4)-(1.6) sinir deger probleminin tiim 6zdegerleri reel ve

basit olur, problemin kok fonksiyonlar sistemi ise yalnizca 6z fonksiyonlardan

olusur. Belirtelim ki, q(x)=0 , o>0 durumunda, (1.4)-(1.6) smur deger

probleminin  6zfonksiyonlar sistemine gore biortogonal ayrigimm diizgiin
yakinsakligi, Fourier metodunu kullanarak kismi diferansiyel denklemlerin klasik
¢oziimlerini bulmak i¢in kullanilmistir [22,23]. <0 oldugunda 6zdegerlerin
bazilar1 reel olmayabilir veya ¢ok kath olabilir, bu durumda (1.4)-(1.6) smir deger
probleminin kdk fonksiyonlar sistemi ek fonksiyonlar1 da icerebilir [6,8]. Ornegin,
[6] makalesinde,

y'+q(x)y=21y, 0<x<1,

y'(0)sin #=y(0)cos B, 0< B <,

y'(1)=(at+b)y(1)
smir deger problemi incelenmistir, burada q (X) reel degerli stirekli bir fonksiyon, a

ve b reel sabitler ve a<0 dir. Belirtelim ki, bu problem i¢cin oc=a<0 olur. Bu
makalede, kathh Ozdegerlere uygun ek fonksiyonlar kurulup, kok fonksiyonlar

sisteminin L (0,1) (1< p <o) uzayinda tabanlik kosullar1 incelenmistir.
[21] makalesinde,
y'"+ A1y =0, 0<x<1,
y(0)=0, (2:3)
y'(0)-dAy(1)=0, d >0
sinir  deger probleminin segilmis Ozfonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p <)
uzaymda minimalligi ve tabanlig1 gosterilmistir. Kaydedelim ki, (2.3) smir deger

problemi, (1.1)-(1.3) sinir deger probleminin q(x) =0 ve d >0 6zel durumudur.

Sinir kosullar1 spektral parametre iceren lineer diferansiyel operatoriin kok
fonksiyonlar sistemine gore spektral ayrigimlarinin farkli fonksiyonel uzaylarda
(stirekli fonksiyonlar uzayi, Holder uzaylari, Sobolev uzaylar1 vs.) yakinsakliginin
incelenmesine dair bazi ¢alismalar [24,25,26,27,28-30,31] makalelerinde bulunabilir.

[26,27] makalelerinde, bazi fiziksel uygulamalardan (homojen telin titresimi,

bir kasnagin 1s1 yayilimi, bir ucu topraklanmis kablodaki akim vs.) kaynaklanan
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(2.1) ve (2.2) smrr deger problemlerinin, silirekli fonksiyonlarn ve

c“ [0,1] (O<a£1) Holder smifina ait fonksiyonlarm seg¢ilmis 6zfonksiyonlar
sistemi lizere Fourier ayrigimlarmin [0,1] araliginda diizgiin yakinsaklik sartlari

incelenmistir. Ayrica, W,"(0,1) (m=12,...) Sobolev uzaylarmna ait fonksiyonlarmn,
bu uzaylardaki norma gore, Fourier ayrisimlarinin yakinsaklik sartlar1 elde edilmistir.
[31] makalesinde, siirekli fonksiyonlarin (2.3) sinir deger probleminin kok
fonksiyonlar sistemine gore Fourier ayrisimmnin diizgiin yakinsaklik kosullar1 elde
edilmistir.
[24,25] makalelerinde, b =0 ve d >0 olmak iizere
y'+1y=0, 0<x<1,
{y'(0)=by(0), y'(1)=d2y(2),
smir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemi lizere siirekli fonksiyonlarmn ve

C”[0,1] (0 < <1) Hélder smifina ait fonksiyonlarin spektral ayrisimlarnmn diizgiin

yaknsakhg  aragtmilmig,  W,"(0,1) (m=12,..) Sobolev uzaylarma ait

fonksiyonlarm, bu uzaylardaki norma gore, Fourier ayrisimlarimin yakinsaklik

sartlar1 verilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu kisimda, bulgular ve tartismalar kisminda yararlanilacak bazi tanim ve

temel teoremler verilecektir.

3.1. LINEER DIFERANSIYEL OPERATOR

Tamm 3.1.1 [2]. p,(x)eC][a,b], j=0,n ve pieC[a,b] olmak iizere,
0

1:C"[a,b] > CJ[a,b],
1(y)=po (X) Y™ + p, (X)y" ) 4.4 p, (X) y 3.1)
seklindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p; (X), j=0,n fonksiyonlarina

lineer diferansiyel ifadenin katsayilari, n sayisina mertebesi denir.
(3.1) ile tanimli | dOniisimi iyi tanimhdir ve tiirev operatoriiniin

lineerliginden, | doniisiimiiniin lineer bir doniisiim oldugu agik¢a elde edilir.

Belirtelim ki, ileride p;(x), j= 0,n fonksiyonlarina daha az kosullar
yiiklenecektir ( 6rnegin, p; (X) € Li(a,b), j=0,n ).
Tamm 3.1.2 [2]. U(y),

y(@), y(a), . y"(a), y(b), y(b), - y"(b)

degiskenlerine bagli lineer bir ifade, yani,

U (y)=niaky(k)(a)+niﬂky(k)(b) 3.2)

olsun. Burada, ¢, ,f, €C, k=0,n-1 dir. Eger (3.2) seklinde birka¢ tane

U, (y), j =1, m ifadeleri verilmisse,

U,(y)=0, j=1m (3.3)
kosullarma sinwr kosullar: denir.

D={yeC”[ab]: U,(y)=0, j=1m} (3.4)
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kiimesini tanimlayalim. D, c™ [a, b] uzaymnin lineer bir alt uzayidir. Eger (3.3)
kosullar1 yoksa (veya (3.3) kosullarmin tiim Kkatsayilar1 sifirsa), o zaman
D=C"[a,b] olur.
Tamm 3.1.3 [2]. I(y) (3.1)ile, D ise (3.4) ile tammlansin. Bu durumda
L:D—C[ab], L(y)=I(y)
seklinde  tanimlanan L  operatOriine, I(y) diferansiyel ifadesi ve

U, (y) =0, j=1,_m siir kosullariyla tanimlanan bir lineer diferansiyel operator
denir.

Belirtmek gerekir ki, U,(y), j=Lm ifadelerinin her birini bu ifadelerin

katsayilarimdan olugsmus ve c* uzayindan olan (ajvo,...,aj'nfl,,b’jyo,...,,BLH),

j=1,_m seklindeki bir vektorle eslestirebiliriz. Tersine, C*" uzayindan olan bir
vektorle bir U (y) lineer ifadesi tanimlayabiliriz. Biz U;(y), j=1m ifadelerinin
lineer bagimsiz oldugunu kabul edecegiz. O zaman C*" uzaymnm boyutu 2n
oldugundan, lineer bagimsiz sinir kosullarmin sayist en ¢ok 2n olur. Ayrica lineer
bagimsiz sinir kosullarmin sayis1 2n ise bu kosullarin katsayilar matrisinin rank1 2n

olacagindan siir kosullari,
y(a)=0, y'(2)=0,..., y"?(a)=0, y(b)=0, y'(b)=0,.., y"?(b)=0
kosullarma denk olur [2].

3.2. HOMOIJEN SINIR DEGER PROBLEMI

Tamm 3.2.1 [2]. L diferansiyel operatorii, 1(y) diferansiyel ifadesi ve (3.3)
sinir kosullariyla tanimlansin. Bu durumda
L(y)=0 (3.5)

seklindeki probleme homojen sinir deger problemi denir.

Homojen sinir deger problemi daha agik olarak,
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U,(y)=0, j=1m
seklinde yazilabilir.

(3.5) problemini saglayan her bir fonksiyona bu problemin bir ¢éziimii denir.
Aciktir ki, y=0 fonksiyonu (3.5) probleminin ¢6ziimiidiir. Bu ¢dziime homojen
smir deger probleminin agsikar ¢éziimii denir.

Simdi homojen sinir deger probleminin asikardan farkli ¢odziimlerinin

varligini aragtiralim.

Y., K =1n fonksiyonlar1 I(y):O diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz
coziimleri olsunlar. Lineer diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi gibi,
I(y)=0 denkleminin her bir ¢oziimii ve bundan dolayi, homojen sinir deger

probleminin her bir ¢éziimii,
n
y= Z Ci Yk
k=1

seklindedir. Burada c,, k =1n keyfi sabitlerdir. Bu ¢oziim (3.3) smir kosullarini

sagladigindan c,, C,,..., C, sabitlerine gore

kZHQCKUJ.(yk):O, i=1 (3.6)
homojen lineer denklemler sistemi elde edilir.
U(v,) - Ui(y,)
U= : : (3.7)
Un(v) - Un(¥n)
matrisinin ranki1 r olsun. O zaman (3.6) homojen lineer denklemler sisteminin tam
n—r sayida lineer bagimsiz ¢6ziim vardir. Bunlar sinir deger probleminin n—r
sayida lineer bagimsiz ¢ozliimiine uygundur. Boylece su sonuglara varilabilir [2]:
1. r<n ise ve yalniz boyle ise (3.5) probleminin asikardan farkli ¢6ziimii
vardir.
2. m<n ise, (3.5) probleminin asikardan farkli ¢o6ziimii vardir.
3. n=m ise (3.5) probleminin asikardan farkli ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerek

ve yeter sart detU =0 olmasidir; burada U (3.7) ile tanimlanmig matristir.



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

U matrisinin rankina, sinir deger probleminin rank: denir.

3.3. ESLENIK DIFERANSIYEL iFADE

I(y)= po(x)y(“)+ pl(x)y(”‘1)+...+ p,(x)y diferansiyel ifadesinin p,(x)
katsayilar, p, € cm [a,b], k=0,n kosullarim saglasinlar. y,ze c [a,b] keyfi

iki fonksiyon olsun. k kez kismi integrasyon ile,

_ b

i. pn—k Ey(k)dX = |: pn—k Ey(kil) _( pn—kE)’ y(k*Z) Tt (_1)k71 ( pn—k Z)(kil) yj| a +

(3.8)

+ (—1)k y( pHE)(k) dx

D —— T

elde ederiz. (3.8)’de k=n,n-1,..,1,0 alip elde edilen esitlikleri taraf tarafa

toplarsak,

jll(y)zdx=P(n,g”)+ yl" (2)dx (3.9)

D ey T

elde ederiz, burada

— \® — oy —

I*(z):(—l)”<poz) +(—1)”71(p12) +.t P2 (3.10)

(3.11)

degiskenlerine bagl bilineer bir ifadedir [2].
Tamm 3.3.1 [2]. (3.10) ile tammli I"(z) ifadesine, I(y) diferansiyel

ifadesinin eslenigi, (3.9) formiiliine ise Lagrange formiilii denir.

b
J. I"(z) ydx
ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa,

b

J.I*(z)ydx =Q(n,§)+j’zmdx

a
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seklinde bir esitlik elde ederiz, burada Q(7,¢’) yine de (3.11) degiskenlerine bagh
bilineer bir ifadedir. Boylece I(y), I'(z) nin eslenigi olur. Yani, I” (y)=1(y) dir
[2].
Eslenik ifadenin (3.10) tanimindan, hemen,
(L+1,) =1 +1, (3.12)
() = (3.13)
elde edilir [2].
Eger, I" =1 ise 1(y) ye ozeslenik diferansiyel ifade denir.
(3.12) ve (3.13)’den su sonuglara varilir [2]:
1. Ozeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da dzesleniktir.
2. Ozeslenik bir diferansiyel ifadenin bir reel say1yla ¢arpimi da 6zesleniktir.

Asagidaki teorem Ozeslenik bir diferansiyel ifadenin en genel seklini verir:

Teorem 3.3.1 [2]. Herhangi bir 6zeslenik diferansiyel ifade,

L) =(p)" (v %{(‘Py(”‘” )+ (ipy® )(Uﬂ

seklindeki 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplamidir. Burada p, [a,b] araliginda

reel degerli bir fonksiyondur.
Sonug [2]: Reel katsayili bir 6zeslenik diferansiyel ifade,

1(y)=(poy™) " + Py )"

l)+...+(p#71y’)'+ P,y

seklinde yazilabilir. Burada p,, k= ﬂ reel degerli fonksiyonlardir.
3.4. ESLENIK SINIR KOSULLARI ve ESLENIK DIFERANSIYEL OPERATOR

U, (y). v=1m lineer bagimsiz ifadeleri verilsin. Burada m<2n dir.

Lineer uzaylar teorisinden bilindigi gibi bu ifadeleri, 2n sayida lineer bagimsiz

ifadeye tamamlayabiliriz. Bu ifadeleri (3.9) Lagrange formiiliinde yazarsak,

b

1(y)zdx =U, (Y)Vy, (2)+U, (Y)Var 1 (2)+.+U,, (y)Vl(z)+IyI*(z)dx (3.14)

a

D ey T

esitligini elde ederiz. Yani P(T], - ) ifadesinin katsayilar1 U, (y), v=12n dir.
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Ispat edilebilir ki, V,(z), v= 1,2n ifadeleri lineer bagimsizdur.

Tamm 3.4.1 [2].
V;(z)=0, j=12n-m (3.15)
siir kosullarma (veya bunlara denk sinir kosullarina)
U,(y)=0, j=1m (3.16)

simir kosullarinin  eglenik sinr kosullar: denir. Eger, (3.15) kosullar1 (3.16)

kosullarma denkse, o zaman (3.15) kosullarina ézeslenik sinir kosullar: denir.

L, I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.16) smir kosullariyla belirlensin. I"(z)

eslenik diferansiyel ifadesi ve (3.15) eslenik smir kosullariyla belirlen operatore,

L *nin eglenik operatorii denir ve L ile gosterilir.
b —
(v,2)= I yz dx
a

isaretlemesini yaparsak, (3.14), (3.15) ve (3.16)’den,

b b
I Lyzdx = J. yLzdx (3.17)
veya,
(Ly.z)=(y,L2) (3.18)
elde edilir.

Belirtelim ki, eslenik operatorlerin tammindan L, L operatoriiniin eslenigi
olur. Baska bir deyisle, L =L olur.

Eger, L =L ise L operatoriine dzeglenik operatér denir. Bir L operatdriiniin
Ozeslenik operator olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul bu operatoriin 6zeslenik
diferansiyel ifade ve 6zeslenik sinir kosullariyla tanimlanmasidir.

L o6zeslenik ise (3.18) esitligi,

(Ly,z)=(y.Lz) (3.19)

seklini alir.

10
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3.5. ESLENIK SINIR DEGER PROBLEMI

Tamm 3.5.1 [2]. L, L ye eslenik operator ise,
L'z=0 (3.20)
homojen smir deger problemine,
Ly=0 (3.21)
sinir deger probleminin eslenik sinir deger problemi denir.

(3.20) problemi daha agik sekilde,

{r(z):o _ (3.22)

olarak yazilabilir.

Eslenik smir deger problemlerinin ranklar1 arasindaki bagintiy1 bulalim [2].

z., k :1,_n, I*(Z) =0 denkleminin lineer bagimsiz ¢dziimleri ve r' (3.20)
probleminin ranki olsun. O zaman bu problemin tam n—r’ sayida lineer bagimsiz
¢Ozlimii vardir.

Ote yandan y, (3.21) probleminin keyfi bir ¢dziimiiyse, z=z,, Kk =1n
fonksiyonlar1 ig¢in (3.14) Lagrange formiilinin sol tarafi sifir olur.

U,(y)=0, j=1m oldugundan (3.14)’ten,

U (Y)Vorm (20) ++ U (Y)Vi (2,)=0, k=1n (3.23)
homojen denklemler sistemini elde ederiz. Eger (3.21) probleminin ranki r ise,
(3.23) sisteminin en azindan N—r sayida lineer bagimsiz ¢6ziimii vardir. Bu yiizden
(3.20) probleminin ranki r’, 2n—m —(n—r)=n—m+r sayisindan biiyik degildir.
Yani,

r'<n-m+r (3.24)
dir. Hatirlatahm ki, (3.20) ve (3.21) problemleri karsilikli eslenik oldugundan,

ranklarm rolleri degistirilirse,
r<n-(2n-m)+r’

ve dolayisiyla,

r<m-n+r’ (3.25)

11
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elde edilir. Sonugta (3.24) ve (3.25)’den,
r'=n-—m+r (3.26)

bulunur.

Boylece asagidaki sonuglara varabiliriz [2]:

1. Bir homojen siir deger probleminde, sinir kosullarmin sayis1 diferansiyel
ifadenin mertebesine esitse, bu problemin ranki esleniginin rankina esittir.

2. Bir homojen sinir deger probleminde, sinir kosullarinin sayis1 diferansiyel
ifadenin mertebesine esitse ve bu problemin yalnizca asikar ¢6ziimii varsa, o zaman,

bu problemin esleniginin de yalnizca agikar ¢6ziimii vardir.

3.6. LINEER DIFERANSIYEL OPERATORUN OZDEGERLERI ve
OZFONKSIYONLARI

Tanmim 3.6.1 [2]. A €C bir parametre olsun. Eger,
L(y)=24y (3.27)
denklemini saglayan asikardan farkli bir y ¢Oziimii varsa, A parametresine L
operatoriiniin bir 6zdegeri , y fonksiyonuna da A ’ya uygun bir 6zfonksiyon denir.

Tanimdan agik¢a denilebilir ki, bir L operatoriiniin 6zdegerleri A

parametresinin 0yle degerleridir ki,

I(y)=4y, U;(y)=0, j=1m (3.28)
homojen smir deger problemi asikar olmayan ¢oziime sahiptir. Her bir asikardan

farkli ¢oziim ise, A ’ya ait bir 6zfonksiyondur.

Ayn1 A 6zdegerine ait 6zfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu da A ’ya ait
bir  ozfonksiyondur, yani L(y,) =4y, ve L(y,)=2Y, ise,
L(c,y, +C,Y,)=A(c,y, +¢,Y,) dir; burada ¢, ve c, keyfi sabitlerdir.

I(y)=Ay diferansiyel denklemi, verilen bir A parametresi i¢in n’den gok

lineer bagimsiz ¢oziime sahip degildir. O halde aym1 A 6zdegerine ait tiim lineer
bagimsiz 6zfonksiyonlar sistemi, I(y) =AYy diferansiyel denkleminin lineer

bagimsiz ¢ozlimlerinin gerdigi uzaydan, boyutu n’den biiyiik olmayan bir alt uzay

12
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ayirir. Bu uzaym boyutu, verilen A 6zdegeri i¢in (3.28) probleminin lineer bagimsiz
¢oziimlerinin sayisidir. Bu sayiya A 6zdegerinin geometrik kat: denir.
Simdi verilen bir A parametresi i¢in, (3.28) probleminin asikardan farkli

¢coziimlerinin varligini arastiralim.
Y (x, 1), k=Ln fonksiyonlari, 1(y)=Ay diferansiyel denkleminin,

0, k#j _

(0Y(a,1)= k,j=1 3.29
yk (a’ ) {1’ k — J ’J N ( )

baslangi¢c kosullarin1 saglayan c¢oziimlerinin temel bir sistemi olsun.  Lineer

diferansiyel denklemler teorisinden belirtelim ki, [a,b] araliginda sabitlenmis her bir

X degeri i¢in, Y, (X,4), k =1,n fonksiyonlars, A ’nm tam fonksiyonlaridir. Bdliim

3.2’nin sonuglarina gore, (3.28) probleminin asikardan farkli bir ¢éziimiiniin olmas1
icin gerek ve yeter sart,

U(y,) - Ui(y,)

U= : :

Un(¥) = Un(¥s)
matrisinin r rankinmn n’den kiiciik olmasidir. Ayrica belirtmek gerekir ki, U
matrisinin tiim karesel alt matrislerinin determinantlari, A ’nin tam fonksiyonlaridir
[2].

Bu bilgiler 1s1¢1nda asagidaki sonuglar verilebilir [2]:

1. U ’nun, derecesi n olan tiim alt matrislerinin determinantlar1 6zdes olarak
sifirsa, A parametresinin her bir degeri 6zdeger olur.

2. U ’nun, derecesi N olan en az bir alt matrisinin determinant1 6zdes olarak
sifir olmasm. Bu durumda A’min, U matrisinin derecesi n olan tim alt
matrislerinin determinantlarini sifir yapan degerlerinin her biri 6zdegerdir.

Boylece L operatoriiniin 6zdegerleri igin olasi iki durum mevcuttur [2]:

a) Her bir A sayisi1 L operatdriiniin 6zdegeridir.

b) L operatorii en fazla sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler
sonlu y1g1lma noktalarina sahip degildir.

m=n durumu ayrica incelenmesi gereken bir durumdur.

13
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U(y,) - Ui(y,)
A(A)=| ¢ (3.30)

Un(yl) Un(yn)

ile tanmimli determinanta, L operatoriiniin karakteristik determinant: denir.

Yukaridaki tartisjmadan bu determinantin, A’nin tam fonksiyonu oldugu
sOylenebilir. A(/I) icin asagidaki sonuglar verilebilir [2]:

1. L operatoriiniin 6zdegerleri, A(/I) ‘nin sifirlardir. A(/I) , 0zdes olarak
sifirsa, her bir A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir.

2. A(/I) 0zdes olarak sifir degilse, L operatorii en fazla sayilabilir sayida
ozdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu yi1gi1lma noktalarma sahip degildir. Ustelik
bu dzdegerler , A(A) nmn sifirlaridir.

Eger A(A)’nim hig sifirt yoksa, L operatoriiniin de hi¢ 8zdegeri yoktur.

3. Eger 4,, A(/I) ‘nin v kath sifirtysa, o zaman A, i geometrik kat1 v ’den
biiyiik degildir.
4. Eger A,, A(/I)’nln basit sifirtysa, o zaman A, i geometrik kati bire

esittir. Yani A, ’a bir tek lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gelir.

Tamm 3.6.2 [2]. 4, A(A)’nmn basit sifirtysa, A, 6zdegerine basit ézdeger
denir.

Ly =0 homojen smir deger probleminde, diferansiyel ifadenin katsayilar1 ve
sinir kosullarmimn katsayilari, A parametresinin tam fonksiyonlar1 olabilirler. Bu
durumda incelenen 6zdeger problemi, (3.29) probleminden daha geneldir. Yine de,
boyle genellestirilmis 6zdeger problemleri i¢in yukarida elde edilen sonuglarin tiimii
gecerlidir.

Teorem 3.6.1 [2]. 4 L operatoriiniin geometrik kati p olan bir 6zdegeriyse,
AL eslenik operatoriiniin geometrik kat1 p olan bir 6zdegeridir.

Gergekten, 4 L operatoriiniin geometrik katt p olan bir 6zdegeriyse, o

zaman, Ly=Ay probleminin p sayida lineer bagimsiz ¢oziimii vardir. Boliim

3.5.in sonuglariyla, LU'z=Az eslenik probleminin de p sayida lineer bagimsiz

14
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¢Oziimii vardrr. Buradan, 1 parametresinin L operatdriiniin geometrik kat1 p olan
bir 6zdegeri oldugu anlasilir.

Uyan : Teorem3.6.1’in, sadece, smir kosullarinin sayisinin diferansiyel
ifadenin mertebesine esit oldugu durumda gegerli oldugunu belirtelim.

Teorem 3.6.2 [2]. L ve L eslenik operatdrlerinin sirastyla, A ve u

Szdegerlerine uygun 6zfonksiyonlary, A+ u ise ortogonaldir.

Teorem 3.6.2 [2]. Ozeslenik bir operatdriin dzdegerleri reeldir.

Teorem 3.6.1 ve teorem 3.6.2°den asagidaki gibi bir sonug elde edilir:

Sonug [2]: Bir 6zeslenik diferansiyel operatoriin farkli 6zdegerlerine karsilik
gelen 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir.

Ayni 6zdegere karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlardan Schmidt
ortogonallestirme yontemiyle ortogonal 6zfonksiyonlar elde edebiliriz. Bdylece,
ayn1 O0zdegere ait olan 6zfonksiyonlarin olusturdugu uzayda ortogonal bir taban

secgebiliriz.

3.7. L, UZAYLARI

1
Tamm 3.7.1 [32]. L, 0,1=1 f f‘ f >4p dx oo} kiimesi, fonksiyonlar
0

iizerinde tanimli toplama ve skalerle ¢carpma iglemlerine gore bir lineer uzaydir.

(Buradaki integral Lebesque anlaminda integraldir.)

1
p

1
1<p<oo ise, L, 0,1 uzaymnda ||f||p z{f‘f X ‘pdx] ile tanimli ||||p
0

ifadesi bir normdur. L, 0,1 1<p<oo wuzayr bu norma gére normlu lineer

uzaydir [32].

Teorem 3.7.1 (Hélder Esitsizligi) [32]. fel, (01)(1<p<wo) ve

gel,(01) ise,0zaman f-gelL (0,1) dirve

15
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<[], sl

:[ f(x)g(x)dx

s 1 1 ) e ..
esitsizligi dogrudur, burada—+—=1 dir. Esitligin saglanmasi i¢cin gerek ve yeter

sart sifirdan farkli « ve S  sayilar1 ve hemen hemen her Xe[O,l] icin

a| f (X)|p = ﬂ|g (X)|q esitliginin saglanmasidur.

Teorem 3.7.2 (Minkowski Esitsizligi) [32]. f,gel, (0,1) (1S p < oo) ise,

[£+gll, <[], +]al,

esitsizligi saglanir.

Teorem 3.7.3 (Riesz-Fischer Teoremi) [32]. L, 0,1 &£ p<oco uzay

tamdir ( Banach uzayidir).

Teorem 3.7.3 (Riesz Temsil Teoremi) [32]. F, L, (01)(1<p<wx)

uzaymda tamimli smirl lineer bir fonksiyonel olsun. O zaman, dyle bir g €L, (0,1)

fonksiyonu vardir ki

F(f):if(x)g(x)dx

F(f
Fl=[g], olur, burada = sup (.

esitligi saglanir. Ayrica,
iio | ],

3.8. HILBERT UZAYLARINDA TABANLAR

Tanim 3.8.1 [33]. B bir Banach uzayi, {¢j }m . bu uzaydaki vektorlerin bir

dizisi olsun. Eger her bir x € B vektorii i¢in,

x=3c, (3.31)

16
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seklinde tek yolla belirli, B uzayindaki norma gore yakinsak olan bir seri ayrigimi

varsa, |¢. m dizisine B uzaymnin bir taban: denir.
J j=1

(3.31) aynsiminda ¢; Kkatsayilari, xeB  vektoriine baglh lineer

fonksiyonellerdir:

¢, =v,;(x) (3.32)
Bu tanim bir H Hilbert uzay1 i¢in uygulanirsa (3.32) esitligi,
¢, =(xv;) (v;eH;i=12..) (3.33)

seklinde yazilir. Ayrica x=¢, (k=12,...) yazilirsa,

(dow,)=6, (k i=12...)

elde edilir, burada 0,; Kronecker deltasidir.

Tamm 3.8.2 [33]. {Xi}; ve {a)j}:o:l, H Hilbert uzaymim elemanlarindan

olusan iki dizi olsun. Eger,
(X%00,)=34 (k. j=12,.)

ise, bu dizilere biortogonal diziler denir.

H Hilbert uzaymin {¢j}; tabanina biortogonal olan {t//j}il dizisi tek
sekilde tanimlidir [33].

(3.31) ve (3.33) esitliklerinden  (j=12,...) vektorlerinin her birine
ortogonal olan herhangi bir f vektoriiniin 6zdes olarak sifir oldugu sdylenir.

Sonugta herhangi bir tabana biortogonal olan dizi, H Hilbert uzaymda tamdir [33].
Teorem 3.8.1 [33]. H Hilbert uzaymnin herhangi bir tabanina biortogonal

olan dizi de bu uzaym bir tabanidir.
Tanmm 3.8.3 [34]. B bir Banach uzays, {Xj}; bu uzayda bir dizi olsun.
Eger,
X, & span{x,, X, ..}

X & SPAN{X, Xy eees Xy gy iy} (K =2,3,.00)

17
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ise, {Xi}; dizisine bu uzayda minimal bir dizi denir, burada span{a,, @,,...} uzay,
{a)j}; dizisinin B uzayindan gerdigi alt uzaydir.

Teorem 3.8.2 [34]. B bir Banach uzay, {x;} bu uzayda bir dizi olsun.

{x J. }w ) dizisinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu diziye biortogonal olan
J:

bir {a)j } dizisinin var olmasidir.

Tanmim 3.8.4 [34]. B bir Banach uzay, {gj}; ve {fj}; bu uzayda iki dizi

olsun. Eger,
= 2
Z;ng ] <o
j=
ise, bu dizilere karesel yakin diziler denir, burada |||| B uzayindaki normdur.

Tamm 3.8.5 [33]. B bir Banach uzayi, {gj}:_o=1 bu uzayda bir dizi olsun.

Eger,
iCj 9;=0
j=1
esitligi,
o< 3o o] <

0

kosulu altinda saglanmiyorsa, {gj}j=1 dizisine w -lineer bagimsiz dizi denir.

Teorem 3.8.3 [34]. Bir Banach uzayinda bir dizi minimal ise bu dizi o -

lineer bagimsizdir.

{¢j}o,ol dizisi, H Hilbert uzaymin ortonormal bir tabani, A smirh ve tersi
j=

olan lineer bir operator olsun. Bu durumda keyfi bir f € H vektorii i¢in,

At =i(Aflf %)9, =2(va*l¢j)¢i

j=1

ayrisimi dogrudur. Sonugcta,
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yazilir, burada,
vi=Ag, 2, =R ¢ (i=12..) (3.34)
dir. Acikea,
(v, 2) =0, (ik=12,..)
dir. O halde, eger,

f=>cy, (3.35)
j=1
ise,
c;=(f.z) (i=12..)

dir. Ustelik ¢ ; katsayilar1 (3.35) ayrigiminda tek tiirlii belirlidir.

Boylece her sinirli ve terslenebilir lineer operator H Hilbert uzaymin

herhangi bir ortonormal tabanini bu uzayin bagka bir tabanina doniistiirtir.

Tanim 3.8.6 [33] (Riesz Tabam). H Hilbert uzaymin yukaridaki

dontistimle elde edilen {wj} tabanina ortonormal bir tabana denk tabani veya

0
j=t

Riesz tabani denir.

Teorem 3.8.4 [33] (Bari, N.K.). Asagidakiler denktir:

1) {1// j }; dizisi, H Hilbert uzayinin bir Riesz tabanidir.

2) {t//j}w ) dizisi, H uzaymin (f,g) i¢ ¢arpimina topolojik denk olan uygun bir

j=

( f,g )1 i¢ ¢arpiminin olusturdugu uzayda ortonormal bir tabandir.
3) {1//1.}3;:1 dizisi, H uzayinda tamdir ve oyle &, a, pozitif sayilar1 vardir ki,

herhangi bir n dogal sayis1 ve herhangi 3, 7,,..., 7, Kompleks sayilari i¢in,

2

n 2
Salg‘%"

n 2
aZZ‘;/J.‘ <
j=1

ZVJWJ'
j=1

esitsizligi dogrudur.
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0

4) {t//j}; dizisi, H uzayinda tamdir ve onun H(l//j,l//k) . Gram matrisi, 1, dizi

Jok=

uzayinda sinirl ve terslenebilir bir lineer operator tiretir.
5) {y/j}f_l dizisi, H uzaymnda tamdr, bu diziye biortogonal olan {z;}" tam dizisi

=1

vardir ve herhangi bir f € H vektorii igin,

;\(f,%)r@o, ;\(f,%)r@o
esitsizlikleri saglanir.

Teorem 3.8.5 [33] (Bari, N.K.). H Hilbert uzaymm {y;}" _ Riesz tabanina

j=
karesel yakin olan o -lineer bagimsiz {g i }; dizisi de bu uzaym bir Riesz tabanidir.
Son teoremden sonug olarak asagidaki 6nerme verilebilir [33]:

H Hilbert uzayinin o -lineer bagimsiz { 4 j} dizisi bu uzaymn ortonormal

00
=1

bir tabanimna karesel yakin ise, bu dizi H uzayimnda bir tabandir.
3.9. FONKSIYON DIiZIiLERININ DUZGUN YAKINSAKLIGI

Bu boliimde | ile reel sayilarm bir alt kiimesi gosterilecektir.

Tamm 3.9.1 [35]. ( fn) (n € N) | lizerinde tanimli kompleks degerli
fonksiyonlarmn bir dizisi ve f :1 — C bir fonksiyon olsun. Eger her bir xel i¢in
( f, (X)) dizisi C iginde f(x) fonksiyonuna yakimsak ise, o zaman “(f,) dizisi I

araligmda f fonksiyonuna noktasal yakmsaktu” denir ve f —f (n—>o) ile

xel
gosterilir.

Bu tanima gore (f,) dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakinsak olmas,
her bir xel ve her £>0 igin dyle bir n, =n(x,&) dogal sayisinn varhgidir ki,

n=n_ oldugunda

f,(x)—f (X)‘ <¢ esitsizligi saglanir.

20



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

Yukaridaki tanimda eger n_=n(e) ise, yani n, sayis1 xel noktasindan
bagimsiz olarak sadece ¢ sayisina baglh secilebiliyor ise, 0 zaman “( fn) dizisi |

araliginda f  fonksiyonuna diizglin yakmsaktir” denir ve f — f (n —>oo) ile

xel
gosterilir.
Aciktir ki, diizgiin yakinsak bir fonksiyon dizisi ayni zamanda noktasal

yakinsaktir, fakat bu hiikmiin tersi dogru degildir.

Teorem 3.9.1 (Cauchy Kriteri) [35]. Asagidakiler denktir:

(i) (f,) fonksiyonlar dizisi | arahgnda diizgiin yakinsaktir.

(i) Ve >0 igin dyle bir n, =n(¢)eN sayisi vardir ki n,m>n_ oldugunda

f.(x)-f,(x)|<e

sup
xel
dir.

s, =2, f olsun. Aciktir ki, (s,) fonksiyonlar dizisi | iizerinde tanimh
k=1

kompleks degerli fonksiyonlarm bir dizisidir. O zaman asagidaki tanimlar verilebilir
[35]:
Z f. serisi | araliginda noktasal yakinsaktir.:.<>

n=1

(Sn (X)) dizisi | arahginda noktasal yakinsaktir.

Z f, serisi | araliginda diizgiin yakinsaktir.:<

n=1

(sn (X)) dizisi | arahiginda diizgiin yakinsaktir.
Z f, serisi | araliginda mutlak yakinsaktir.:.<<
n=1

Her bir xe I igin 3’|, (x)| <o dr.
n=1

i f serisi norm yak1nsakt1r.:<:>§:|| f.[. <oo dur.
n=1 n=1

Bu tanimlardan norm yakinsak bir fonksiyonel serinin mutlak ve diizgiin

yakinsak oldugu agiktr.
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Teorem 3.9.2 (Weierstrass Majorant Kriteri) [35]. Her bir neN igin

f.:1 > C smirh fonksiyon ve Zan R iginde yakinsak bir seri olmak iizere her
n=1

bir neN icin ||f,| <a, kosulu saglansm. Bu durumda ) f, serisi norm
n=1

yakimsaktir.

3.10. ORTOGONAL DiZILER VE FOURIER SERILERI

Tamm 3.10.1[36]. ¢, (X)eL,(a,b) (n=12,...) sistemi i¢in

b

M(X)%(X)dXZO (m=#n; nm=12,..)

T

a

¢, (x) dx#0 (n=12..)

kosullarmi sagliyorsa bu sisteme ortogonal sistem denir.

{cosnx}” U {sinnx}

]
n

=1

(3.36)

trigonometrik sistemi [—72, 72'] araliginda ortogonal bir sistemdir.
Eger, {(pn (X)}:Ozl ortogonal sistemi i¢in

T

a

o, ([ dx=1(n=12,..)

ise bu sisteme ortonormal sistem denir.

{ 1 }U{cosnx}w U{sinnx}m (3.37)
V27 \/; n=1 \/; n=1
sistemi [—72,7[] araliginda ortonormal bir sistemdir.

Tanim 3.10.2 [36]. {gon (X)}:O:l [0,1] arahiginda ortogonal sistem olsun.

S ¢, (x) (3.38)

serisine ortogonal seri denir, burada c, sabit katsayilardir.

Herhangi bir f (X) fonksiyonunu ele alalim.
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C, :j f(X)g, (x)dx (3.39)

olmak {izere (3.38) serisine {gon(X)}:;l ortogonal sistemine gdre  f (X)

fonksiyonunun Fourier serisi denir, burada (3.41) integralinin oldugunu
varsayacagiz.

(3.36) trigonometrik sistemine gore f (x) fonksiyonunun Fourier serisi

f(x)~%+§:(an cosnx+b, sinnx) (3.40)
n=1
seklindedir, burada
a =1J' f (x)cosnxdx (n=0,1,2,...), (3.41)
72. -
b, =1j f (x)sinnxdx (n=1,2,...) (3.42)
7[ -
dir.

Tamm 3.10.3 [36]. {o, (X))’

n=1"'

[0,1] arahiginda tanimli bir fonksiyonlar

sistemi ve f(x)eL,(0,1) (1< p <o) olsun.
jf(x)wn(x)dx:o (n=12,..) (3.43)

esitlikleri sadece f(X)zO (hemen hemen her Xe[O,l] icin) fonksiyonu igin
saglaniyorsa, bu sisteme L, (0,1) (1S p<oo) uzaymda tamdir denir. ( Bu tanim
f(X)eC[O,l] fonksiyonu icin verilirse “hemen hemen her” sozii yerine ‘“her”

kelimesi gelmelidir.)

Kaydedelim ki, (3.43) integralinin f (x)eL(0,1) oldugunda var olabilmesi
icin qpn(x) (n:1,2,...) fonksiyonlarmin [0,1] araliginda smirli olmasi gerekir ve

yeter. Sayet, f(x)eL,(01) (1< p<x) ise (3.43) integrali
?,(x)eL,(0,1) (n=12,...) oldugunda vardur, burada %4‘% =1 dir.

(3.36) trigonometrik sistemi L(—7z,7z) ve C[—ﬂ',ﬂ'] uzaylarinda tamdir.
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1< p<p'<oo olsun. O halde {g,(x)}  sistemi L,(0,1) uzayinda tam ise
L, (0,1) uzaymnda da tam olur. Buradan (3.36) trigonometrik sisteminin 1< p <o
igin L, (=7, 7) uzaymnda tam oldugu s6ylenebilir.

(3.36) trigonometrik sisteminin C[-7,7] uzaymnda tam olmasi asagidaki

Sonucu Verir:

Teorem 3.10.1 [36]. f(x) siirekli fonksiyonunun (3.40) ile tanimli Fourier
serisi diizgiin yakinsak ise, bu serinin toplamu f (x) ’in kendisidir.
Teorem 3.10.2 [36] (Bessel Esitsizligi). f(x)eL,(0,1) ve {g,(x)} _ [0.1]

araliginda ortonormal bir sistem olsun. O zaman,

0

2ledl <]l (3.44)

n=1

dir, burada c, sayilari (3.39) ile tanimlidur.

Teorem 3.10.3 [36]. L,(0,1) uzaymnda herhangi bir fonksiyonun, herhangi
bir ortonormal sisteme gore Fourier serisi L, (0,1) uzayinda yakimsaktir.

Tamm 3.104 [36]. {p,(x)} sistemi verilsin ve her bir

f(x)eC[0,1](veya f(x)eL,(0,1) (1< p<oo)) fonksiyonu ve her &> 0 igin

1(9-San ()

<& (0<x<1)

(veya <€)

f(x)_gak%(x)

Ly

olacak sekildle neN ve a,a,,..,a,€C sayilart var olsun. Bu durumda

“{gon (X)}:):1 sistemi C[0,1] uzayinda (veya L, (0,1) (1< p <) uzaymnda) kapahdir”
denir.

L, (0,1) (1< p< oo) uzayinda (veya C [0,1] uzayinda) kapali olan bir sistem,

L,(0,1) uzaymnda (veya L(0,1) uzaymnda) tamdr; tersine, L,(0,1) (1< p<o)

uzayinda tam olan bir sistem, L, (0,1) uzayinda kapalidir, burada %4‘% =1 dir.
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Teorem 3.10.4 [36]. L, (0,1) uzaymnda tamlik ve kapahlik denktir.

{gon (X)}:O:lortonormal sistemi, L,(0,1) uzaymnda kapah ve f(x)eL,(0,1)

olsun. O halde, V¢ >0 3 o, «,,..., &,

n-

Hf (X)—Zak%(x)

<é&.
L,

Ote yandan, {g,(x)}  sistemine gore biitin n dereceli polinomlardan f (x)

fonksiyonuna en iyi yaklasan polinom )  c,¢, () ile verildiginden

k=1

Hf (X)_kZ:‘Ck‘Pk(X)

<&
L

[’e]

olur, burada c, (k:ﬁ) f(x) fonksiyonunun Fourier katsayilaridir. {gon(x)}

n=1

sistemi ortonormal oldugundan

l(0-3ea (9

seklinde hesaplanir. Buradan

2
1§ L 2
=l -2 lc

L, k=1

o< - e[ <&

k=1

elde edilir. £>0 keyfi oldugundan n — oo i¢in limite gegersek,
[0, =2l (3.45)
k=1

bulunur. (3.45) esitligine Parseval esitligi denir.

Teorem 3.10.5 (Riesz-Fischer) [36]. c, (n=12,...) dizisi i|cn|2<oo
n=1

kosulunu saglayan herhangi bir say1 dizisi ve {(pn (X)}:O=1 ortonormal bir sistem olsun.

Bu durumda 8yle bir f(x)el,(0,1) fonksiyonu vardir ki, ¢, sayilart f(x)

fonksiyonunun bu sisteme gore Fourier katsayilaridir. Ayrica, { @, (X)}:Ozl sistemi tam

ise, 0 zaman f (X) fonksiyonu tek tiirli belirlidir.
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Teorem 3.10.6 (Mercer) [36]. {gon(x)}:ll (0<x<1) ortonormal sistemi

diizgilin sinirh ise, yani

M >0; VneN vxe[01]:

?, (X) <M,
kosulu saglaniyorsa, o zaman herhangi bir toplanabilir fonksiyonun bu sisteme gore
Fourier katsayilarinin dizisi sifira yakmsar.

Boylece her bir toplanabilir fonksiyonun (3.36) trigonometrik sistemine gore

Fourier katsayilar sifira yakmsar.

% +>" (@, cosnx +h, sin nx) (3.46)
n=1

trigonometrik serisini g6z Oniine alalim. Eger

> (|| +[b,]) <oe (3.47)

n=1
ise, (3.46) serisi [-z, 7| arahginda mutlak ve diizgiin yakmnsaktir. (3.47) kosulu

(3.46) serisinin mutlak yakmsamasi i¢in gerek ve yeter kosuldur.

Eger f (X) fonksiyonu ikinci mertebeden toplanabilir bir tiireve sahip ise, o
zaman bu fonksiyonun Fourier serisi diizgiin yakinsar.

Teorem 3.10.7 [36]. F(X) mutlak stirekli bir fonksiyon ve onun
F'(x)=f(x) tiirevi karesi integrallenebilir bir fonksiyon ise, 0o zaman F(Xx)

fonksiyonunun Fourier serisi mutlak ve diizgiin yakmsaktir.

Teorem 3.10.8 [36]. (an) monoton azalan ve sifira yakinsak bir dizi ise, o

zaman
a o0
2+ a,cosnx
2 n=1

serisi x=0 (mod 277) noktalar1 haricinde her yerde yakmsaktir, ayrica her bir
0<o<rxicin 6 < X< 27— araliginda diizgiin yakisaktir.

(b,) monoton azalan ve sifira yakinsak bir dizi ise, o zaman

> b, sinnx
n=1
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serisi her yerde yakinsaktir, ayrica her bir 0<d <7 icin § <x<27x—¢ araliginda
diizgilin yakinsaktir.
Tamm 3.10.5 [36]. Trigonometrik serilerin yakinsakligmin incelenmesinde

onemli bir rolii olan Dirichlet ¢ekirdegi asagidaki gibi tanimlanir:
Dn(x):%+cosx+...+cosnx. (3.48)

Trigonometrik 6zdesliklerden kolayca elde edilebilir ki, (3.48) esitligi

sin(n +;)x
D, (x) = (3.49)
2sin—
2
seklinde yazilabilir.
a(f):%+i(ak cos kx + by sinkx) (3.50)
k=1
ve
Sn(x):%+2(ak coskx +b, sinkx) (3.51)
k=1

olsun. (3.51) kismi toplamlar dizisini, Fourier katsayilar1 ve Dirichlet ¢ekirdeginden

yararlanarak

Sn(X)=%T f(u+x)Dn(u)du=lj f(u+x)(—jdu (3.52)

™ du-+o(1) (3.53)

bicimine doniistiiriilebilir, burada o(l) n — oo iken sifira yakinsar. (3.53) esitligi,

Riemann yerellestirme prensibi diye bilinen son derece dnemli bir 6zelligi agiklar
[36]:
f(x) fonksiyonunun Fourier serisinin x noktasindaki yakinsakiigi veya

wraksakligr bu fonksiyonun X noktasinin komsulugundaki davranisina baghdur.

Degisken degisimi yapilarak (3.53) esitligini
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sinnt

Sn(x):i]i(f (x+t)+ F (x=1)) 2 gt 4 o(1) (3.54)

olarak da yazabiliriz. 0( f ) trigonometrik Fourier serisinin kismi toplamlar dizisinin

(3.54) ile verilen seklinden, bu serinin toplamu ile ilgili asagidaki testler elde edilir
[36]:
Teorem 3.10.9 [36]. o(f) serisinin x noktasmda f(x) fonksiyonuna

yakimsamasi i¢in gerek ve yeter sart

S5

lim [(f (x+u)+ f (x—u)—2f (x)) 20

N—o0 0 u

du=0

olmasidir, burada & >0 dur.
Tamm 3.10.6 [36]. f(x) fonksiyonunun X, noktasinda sonlu sag ve sol

limitleri var ise ve bu fonksiyonun o noktasindaki degeri sag ve sol limitlerin

aritmetik ortalamasina esitse, yani

f (%)= f(x0+0)J2r f(x—-0)

ise X, noktasmna f(x) fonksiyonunun regiiler noktasi denir.
o
Teorem 3.10.10 (Dini) [36]. I(f(x+u)+f(x—u)—2f(x))d—u integrali
u
0

var olsun. Bu durumda, o ( f) serisi her x regiiler noktasinda f (x) fonksiyonuna

yakinsar.

Teorem 3.10.11 (Jordan) [36]. f(x) fonksiyonu (a,b) arahginda smirh
salinimli ise, o zaman bu fonksiyonun Fourier serisi (a,b) araliginda her noktada

yakmsaktir. Bu serinin toplam siireklilik noktasinda f(X) , suireksizlik noktasinda

f(x+0)+ f(x-0)
2

dir. Son olarak, f(x) fonksiyonu (a’,b") araliginda siirekli ise,

o zaman f(x) fonksiyonunun Fourier serisi (&',b’) araliginda diizgiin yakinsaktir,

burada a<a’'<b’<b dir.

Teorem 3.9.11°den asagidaki sonuglar elde edilir [36]:
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f(x) fonksiyonu [—72,7[] araliginda  siirekli, svurll  salvumh  ve

f(-z)=f(x) ise, 0 zaman bu fonksiyonun Fourier serisi R iizerinde diizgiin

yakinsaktir.

Herhangi bir periyodik mutlak siirekli fonksiyonun Fourier serisi R iizerinde

kendine diizgiin yakinsaktir.
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4. BULGULAR ve TARTISMALAR

Bu bolimde (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) sinir deger problemlerinin dzdegerleri
ve Ozfonksiyonlar1 i¢in elde edilen bazi1 6zellikleri ve bu oOzelliklerin ispatlarini

verecegiz.

4.1. (1.1)-(1.3) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ VE
OZFONKSIYONLARININ BAZI SPEKTRAL OZELLIKLERI

u(x,}t), (1.1) diferansiyel denkleminin
u(0,4)=0, u'(0,2)=1 (4.1)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimii olsun.
(1.1)-(1.3) smir deger probleminin 6zdegerleri, F(4)=1-dAu(LA) tam
fonksiyonunun sifirlaridir, yani
1-dAu(1,2)=0 (4.2)
denkleminin kokleridir. F (0) =1 oldugundan, bu fonksiyon sifira 6zdes degildir.
d #0 oldugundan, F'(/i) =0 denklemi,

ou(L,2)
oA

denklemine denktir. E kiimesi, (4.3) denkleminin koklerinin kiimesi olsun. Bu

u(LA)+4- =0 (4.3)

kiime, F (i) fonksiyonu tam oldugundan, sayilabilir bir kiimedir.

D={deC:31€E, 1-dAu(11)=0}

olsun. Agiktir ki, D kiimesi de sayilabilir bir kiimedir. Bundan sonra d ¢ D
oldugunu varsayacagiz.
(1.2)-(1.3) smir deger probleminin 6zdegerleri ve 6zfonksiyonlari igin elde

edilen spektral 6zellikler asagidaki gibidir:

Teorem 4.1.1. d ’nin, sayilabilir sayida degeri harig, tiim degerleri i¢in (1.1)-

(1.3) sinir deger probleminin tiim 6zdegerleri basittir ve sonlu yigilma noktalarina
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sahip olmayan 4, n=0,1,2,... sonsuz dizisi seklindedir. Dahasi, n’nin yeterince

biiyiik degerleri igin,
J, =(nz)* +0(2), (4.4)
sinnzx
u (X)=u(x4,)= +0(n? 4.5
() =u(x4,)==—=+0(n") (4.5)
asimptotik  formiiller dogrudur ; burada, u (x) 4, Ozdegerine uygun
0zfonksiyondur.

Teorem 4.1.2. q(x)e Ll(O,l), [0,1] arahginda hemen hemen her yerde
q(x)=0a(l-x) (0<x<1) ve r keyfi kaydedilmis negatif olmayan bir tamsayi
olsun. Bu durumda u, (x)(n=0,1,...;n=r) sistemi L (0,1) (1< p <o) uzaymin bir

tabanidir, bu taban p =2 i¢in kosulsuzdur (Riesz tabanidir).

Teorem 4.1.3. q(x)eL,(0,1), [0,1] arahginda hemen hemen her yerde
q(x)=0a(1-x) (0<x<1) ve r keyfi kaydedilmis negatif olmayan bir tamsayi

olsun. f eC[0,1] fonksiyonunun [0,1] arahiginda {«/Esin n;rx} sistemine gore

n=1

Fourier ayrigimi diizgiin yaknsak ise, o zaman bu fonksiyon [0,b](0<b<1)
araliginda u,(x) (n=0,1,...;n#r) sistemine gore diizgiin yakmsak Fourier serisine

ayristirilabilir. Bu ayrisimin [0,1] araliginda diizglin yakinsak olmasi i¢in gerek ve

yeter sart ( fu (1- X)) =0 olmasidur.

4.1.1. Teorem 4.1.1’in Ispat1

Belirtelim ki, (1.1)-(1.3) smir deger probleminin 6zdegerleri A’ya gore tam

bir fonksiyonun ( F (ﬂ,) =1-dAu (1, i) fonksiyonunun) sifirlar1 oldugundan, analitik

fonksiyonun teklik teoremi geregi, dzdegerlerin sonlu yigilma noktalarma sahip

olmayan bir dizi seklinde olacagi agiktir. Ayrica d sayisinin se¢iminden (d ¢ D)
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d ’nin, sayilabilir sayida degeri harig, tiim degerlerinde bu problemin 6zdegerlerinin

tiimiiniin basit oldugu sdylenebilir.

A=5%ve s=o+it olsun. O zaman

u(x,A)= S"'SSX +0(e"|s[*) (4.6)

esitligi dogrudur, burada o(e“‘x |s|’2) fonksiyonu her bir kaydedilmis x €[0,1] igin s
degiskeninin tam fonksiyonudur ve 0<x <1 i¢in X ’e gore diizgiindiir [1, s.6].
Boylece, (4.6) esitligine gore (4.2) denklemini
s-sins+0(e“‘):0 (4.7)

seklinde yazabiliriz. Kaydedelim ki, |t

‘nin yeterince biiyiik degerleri i¢in
. 1
|s-sins|> el
4

olur. Buradan |t{—o iken, (4.7) denkleminin sol tarafinin modiiliiniin +o0’a

raksadig1 goriiliir. Demek ki, (4.7) denkleminin kdklerinin tiimii kompleks diizlemde

bir yatay seridin i¢inde yerlesir. Yani, Oyle bir M >0 sayisi vardir ki, (4.7)

denkleminin herhangi bir s ¢oziimii igin |t| <M saglanir. Sonugta, (4.7) denklemi
s-sins+0(1)=0 (4.8)

denklemine denktir.

Belirtelim ki, A=0 degeri (1.1)-(1.3) smir deger probleminin G6zdegeri
degildir. Boylece, s=0 degeri de (4.8) denkleminin kokii olamaz. Ayrica (4.7)
denkleminin koklerinin basit oldugu aciktir. Aksi taktirde, (4.2) denkleminin baz1 A
kokleri katli olurdu ki, bu d ¢ D se¢imi ile ¢elisir.

f(s)=ssin s+O(e‘t‘) olsun. O zaman oyle bir C>0 saywist vardir ki
‘f (s)—ssin S‘ <Cel esitsizligi saglanir. H sayisini Oyle segelim ki, (4.7)
denkleminin tiim kokleri {S:O'+it e<C1|t|< H} seridinde yerlessin ve H >4C,
sinh H Z%GH kosullar1 saglansin. Simdi, n7z+% >Ce" kosulunu saglayan n ’nin

keyfi  kaydedilmis  bir tamsayr degerleri i¢in, (4.7) denkleminin
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n

RW_ {s =o+iteC :|t| <H, |0| <nz +%} bolgesi icindeki sifirlarinin  sayisini

bulalim. Belirtelim ki, s=o+iteC igin [sin S|2 =sin’ o +sinh’t esitligi saglanir.
Buradan

[sins|>[sina|, |sins|>]sinht| (4.9)

elde edilir. (4.9) esitsizliklerinden, s=o*iH, —(I’Vl’+%j£0£ﬂﬂ'+% ise, 0

zaman |ssins|2HsinhH2%e”2%“(s)—ssins|>|f(s)—ssins| dir ve

. T
SIN| Nzt +— || =

:n7z+%>Ce“>|f(s)—ssins| dir. Rouch’e teoreminden [37, s.99], R

s=i[n;;+%j+it, —H<t<H ise, 0 zaman |ssins|2(n;z+%}

n

bolgesinde (4.7) denkleminin koklerinin sayisi, s-sins=0 denkleminin koklerinin

sayis1 kadardir, yani 2n+2 sayidadir. 1 =5’ oldugundan, (1.1)-(1.3) smr deger
probleminin 6zdegerleri i¢cin (4.8) denkleminin D, = {s eC :—% <args< %}
bolgesinde yerlesen koklerini ele almak yeterlidir. (4.8) denkleminin

R® = {S eC :—% <args < %,Re s<nr+ %} bolgesindeki sifirlarmin  sayisinin

n+1 oldugu agiktir.
Rouch’e teoremini tekrar kullanarak, n’nin yeterince biiyiikk degerleri i¢in,
(4.8) denkleminin nz (neN) sayisinin O(n’l) komsulugunda yalnizca bir kokiiniin

olduguna kolayca hilkkmedebiliriz.

(4.8) denkleminin se D, kosulunu saglayan koklerini Res ’nin azalmayan
sirasmna gore dizelim: S;,S,S,,...,S,,... Bu tartigmalardan, n’nin yeterince biiyiik
degerleri i¢in, asagidaki asimptotik formiilii elde ederiz:

s, =nz+0(n?). (4.10)
(4.4) ve (4.5) formiilleri A, = 5n2 , (4.6) ve (4.10) esitliklerinden kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.1 ispatlandi.
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4.1.2. Teorem 4.1.2’nin Ispat1

Teorem 4.1.2°nin ispatinda kullanilacagi i¢in iki yardime1 6nermeyi ifade ve

ispat edelim:

Lemma 4.1.2.1. n’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in

Ahﬁu(Lﬂ“)=(_l)-+o(n4) (4.12)
oA 2
esitligi dogrudur.
Ispat. Belirtelim ki,
u(x,2) =212 [ q(e)u(z. 2)sins (x—c)de (4.12)

0
esitligi dogrudur [1, s.6]. (4.12) esitliginde x=1 yazip S degiskenine gore tiirev
alirsak,

1 - 1
u(L2) _COSS_szs—ijq(f)u(r,/l)sinS(l—f)dr+

2

o s s s?)
1
—J' u(z,A)coss(1-7)dr+
S 0
1
lf ou(r.4) sms(l—r)dr

esitligini elde ederiz. (4.5) ve (4.10) esitliklerini son ifadeye uygularsak

n

uL4,) (- 1} ou(r, 4,)
0s Sn Oq

sms \(1-7)dz+0(n?) (4.13)

ou(x,4,)

P sins, (1—r)|<oo

olsun. max max

neN 0<r<1

esitligini elde ederiz. M, =max

0<x<1

oldugundan (4.13) esitligine gore

M 1
M“Sc{h”ﬁﬂ

esitsizligi saglanir, burada C, n’ye bagli olmayan bir sabittir. Buradan ve (4.10)
esitliginden, n’nin yeterince biiylik degerleri i¢in, M, :O(n’z) oldugu goriiliir.

Boylece, (4.13) esitligini
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o

seklinde yazabiliriz. Son esitligi ve (4.10) esitligini kullanarak
ou(L,) 4, ou(a) (1)

, = +0(n™)
oA 2s, 0s 2
oldugunu elde ederiz.
Lemma 4.1.2.1 ispatland1.
Lemma 4.1.2.2. Asagidaki esitlikler dogrudur:
1
U (1-x)dx = ;n,m=0,12,..), 4.14
!un(x) U, (1-x)dx A (n#m; n,m ) (4.14)
1
Iun(x)-un(l—x)dx=—6uglj") (N=0.1,..). (4.15)
0

Ispat: u, (x) (1.1)-(1.3) smr deger probleminin A, Ozdegerine uygun
zfonksiyonu oldugundan, u,, (1-x) fonksiyonu
-y"(1-x)+q(1-x)y(1-x)=4,y(1-x), 0<x<1
diferansiyel denklemini saglar. Boylece, 0<Xx <1 oldugunda u, (X) ve u, (1— X)

0zfonksiyonlar1 i¢in
—u," (x)+a(x)u, (x)=A,u,(x), (4.16)
-, (1-x)+q(1-x)u, (1-x) = 2,u, (1-X) (4.17)
esitlikleri dogrudur. (4.16) ve (4.17) esitliklerini sirasiyla —u, (1-x) ve u, (x)
fonksiyonlart ile carpip taraf tarafa toplarsak, ayrica q(x)=gq(1-x) (0<x<1)
kosulunu da g6z Oniine alirsak, 0<x <1 i¢in

d fu, (x)u (1 3)+u, (), (13} = (A = 24, (1), (1)

dx
esitligi elde ederiz. Bu esitligi x =0’dan X =1"e kadar integre edersek

1

(A =4)

O ey

U, (X)u, (1-x)dx = (un' (X)u, (1=x)+u, (X)u, (1- x))

0

35



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

buluruz. Son esitlikten, (4.1) baslangic kosullar1 ve (1.2) , (1.3) sinir kosullarin1 goz
Ontine alirsak, (4.14) esitligini elde ederiz.

Benzer yolla, 4 = 4, i¢in

d

&{un'(x)u(l—x,i)+un(x)u'(l—x,l)} =(A=2,)u, (xX)u(1-x,)

esitligini gormek zor degildir. (4.1) baslangi¢ kosullarini kullanarak, son esitlikten
u,(1)-u(L2)

1

u, (X)u(l-x,4)dx =
Jon (01, 2 =0
buluruz. Buradan A — A, icin limite gegersek her bir n igin (4.15) esitliginin

dogrulugunu elde ederiz.
Lemma 4.1.2.2 ispatlandu.

Simdi teorem 4.1.2’nin ispatma ddnelim. Oncelikle, teoremin ikinci kismini,
yani u,(x)(n=0,1,..;n=r) sisteminin L,(0,1) uzaymda kosulsuz taban oldugunu
gosterelim. Kaydedelim ki, u,(x)(n=0,1,..;n#r) sistemi L,(0,1) uzaymnda
minimaldir.  Gergekten, bu  iddianin  dogrulugunu  ispatlamak  igin
u,(x)(n=0,1,..;n=#r) sistemine biortogonal olan v, (x)(n=01..;n=r)

sisteminin varligini géstermek yeterlidir.
Her bir n igin, A, (4.2) denkleminin basit kokii oldugundan (4.3) esitligi

saglamaz, yani

1
AHM+U(1,/1n)¢O
veya
;Lnau(l,ﬂn) 1 .,
oA da
olur.

A (X) (n =0,1...,n=# r) sisteminin elemanlarin1 agagidaki gibi tanimlayalim:

A, (1-x) = Au, (1-x)
i ulLd) 1
oA dA4

n

v, (x)=

(4.18)

n=m, n=r, m=r olsun. (4.14), (4.15) ve (4.18) esitliklerinden
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;th:'un(x)um(l—x)dx—ﬂriun( Ju, (1-x)d
(1Y) =~ (L), 1 =0
oY) dA

oldugunu kolayca gorebiliriz.

n=r olsun. Benzer sekilde,

/1J'u 2 (1=x)dx— ;tJ'u )u, (1-x)dx
u,v )= -
(U ) == ﬂnau(1,/1n)+ 1
oA dA,
vy a“(l”l")—zr 1
oA dA
. =1
lﬂ@u(l,ﬂbn)Jr 1
oA dA

esitligi  dogrudur. Yani, u (x)(n=01..;n=r) ve v (x)(n=0L..;n=r)
sistemleri biortogonal eslenik sistemlerdir.

¥, (x) (n=0,1...) sisteminin elemanlarim asagidaki gibi tammlayalim:

y, (X)=2s,u, (x). (4.19)
¥, (x) (n=0,1..;n=r) sistemi L,(0,1) uzaymnda minimal sistemdir. Gergekten,
elemanlari

z//n(x)zivn(x) (n=0,1,..;n=r) (4.20)

ile tanimli w,(Xx) (Nn=0,1,..;n=r) sistemi, y,(x)(n=01..;n=r) sisteminin

biortogonal eslenigi olur.

(4.5) ve (4.10) asimptotik formiillerinden
Y, (X)=v2sinnzx+0(n™) (4.21)

oldugu kolayca goriiliir. Yine, (4.5), (4.10) ve (4.11) asimptotik formiilleri ile (4.18)

esitligini kullanarak
v, (X)=+2sinnzx+0(n™) (4.22)

seklinde hesaplanabilir.
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Simdi vy, (X) (n =0,1...n=# r) sistemi ile L, (0,1) uzayinin ortonormal bir

o0

tabani olan {JE sin nﬂx} sistemini karsilastiralim. (4.21)’e gore,
n=1

Y, (X)—+/2sin n;:xH <C,-n?,

esitsizligi saglanir, burada C, n’ye baglh olmayan bir sabittir. Bu esitsizlikten

r

2.

n=1

Y, (X)—~/2sin n;;x”2

Yo (X)=+/2sin nysz2 + i
n=r+1

serisinin yakmsak oldugunu elde ederiz (r=0 i¢in ilk toplam yoktur). Yani,

o0

¥, (Xx) (n=0,1,...;n#r) sistemi {«/Esin nﬂx} . sistemine karesel yakindir. Sonugta,

¥, (x) (n=0,1...;n=r) sistemi L,(0,1) uzaynda minimal oldugundan, bu sistem
L, (0,1) uzaymin bir Riesz tabani olur.

Boylece teorem 4.1.2°nin ikinci kismu ispatlandi.

Simdi, u,(x) (n=0,1...;n#r) sisteminin L (0,1) (1< p <o) uzaymnda bir
taban  oldugunu  goésterelim. Aslinda elemanlar1 (4.19) ile tanimh
Yo (x) (n=01,..;n=r) sisteminin L (0,1) (1< p<oo) uzaymnda bir taban
oldugunu gostermek yeterlidir. y, (X) (n =0,1,..;n# r) sistemi ile elemanlar1 (4.20)
ile tammh y,(x) (N=01..;n#r) sisteminin biortogonal eslenik oldugunu
hatirlatalim.

gan(x):\/Esin nzx (n=12,..) (4.23)
olsun. Kaydedelim ki, (4.23) sistemi L, (0,1) (1< p < oo) uzayinin bir tabanidir [38,
Chapter VIII, §20, Theorem 2]; ve, p=2 i¢in bu taban ortonormaldir. Demek ki,

Oyle bir M ;>0 sayis1 vardir ki, herhangi bir f el (0,1) fonksiyonu igin

i(f,%)(ﬂn

n=1

<M, |f], N=12.. (4.24)

p

esitsizligi saglanir, burada ||||p normu L (0,1) (1< p <o) uzaymdaki normdur [39,

Chapter I, §4, Theorem 6].
(4.21)-(4.23) esitliklerinden
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Yo (X) =, (x)+0(n?), v, (x)=¢,(x)+O(n*) (4.25)

oldugu kolayca gortilebilir.

1<p<2 ve p kaydedilmis olsun. y,(x) (n=0,1...;n=r) sistemi L,(0,1)
uzaymda tam oldugundan, Lp(O,l) uzaymda da tamdir. Boylece, bu sistemin
L,(0,1) uzaymnda taban oldugunu ispatlamak icin, tim f eL (0,1) fonksiyonlari

i¢in,

i(fwnw

n=0,n=r

<M|f] . N=12.. (4.26)

p
esitsizligini saglayan M >0 sayisiin varligimi gostermek yeterlidir [39, Chapter 1,
§4, Theorem 6].

Kolayca goriiliir ki, r>1 oldugunda her bir f €L (0,1) igin

S&ﬂwnw

n=0

< Ml”f”p

p

esitsizligi saglanir, burada M, pozitif bir sabittir. Demek ki, (4.26) esitsizligi,

i(ﬁwn%

n=r+1

E,(f)= <M, [[f],, N=r+Lr+2,.. (4.27)

p

esitsizligine denk olur, burada M, pozitif bir sabittir. (4.25) esitliklerini kullanarak
(4.27) esitsizligini
By (F)<Ey, () +Ey, (f)+Ey,(F)+Eyl(f) (4.28)

bigiminde yazabiliriz, burada N =r+1r+2,... ve

£ (L)l « Ea(D=] 3 (Ta)o(n?) |
E,, ()= ni(f,o(n-l))% CEl(f)= nil(f,o(n‘l))o(n‘l)
dir. (4.24) ile,
Eva(f)<M, | (4.29)

olur, burada M, pozitif bir sabittir. Riesz teoreminden [40, Chapter XII, §2,
Theorem 2.8],
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Bua(F)<M, 2 |(Fo)n" < M4(n;l\(f'(ﬂn)q]q (n;l”_pjp = (4.30)

n=r+1
< M| f],
elde edilir, burada M,, M, pozitif sayilardir ve %+%=1 dir. Dahas,
1
N 5 N 2 2
Eua(1)5) 3 (1.0(n o) <[ 32 )(1.0(n)) | =
n=r+ 2 N=r+
N . (4.31)
2
swalel 3 ne ] smopel,
ve
N
Eva (F)<Mg|f], > n’23M9||f||p (4.32)
n=r+1

degerlendirmeleri dogrudur, burada M (j = ﬁ) pozitif sayilardir. (4.27) esitsizligi,
(4.28)-(4.32) esitsizliklerinin ~ sonucudur.  Béylece, Y, (x)(n=0,1,..;n#r)

sisteminin 1< p <2 i¢in L, (0,1) uzaymnda tabanlig: ispatlandu.

1 1 N .
2<p<o ve —+—=1 olsun. Belirtelim ki, 1<q<2 ve

P q

A (X) (n =0,1..n# r) sistemi Lq (0,1) uzayinda bir tabandir; o halde bu sistemin
biortogonal eslenigi olan (X) (n =0,1,...n# r) sistemi Lp (0,1) uzayinin tabani
olur. Sonugta, ¥, (X) (n =0,1,...n=# r) sistemi Lq (0,1) uzayinda tam sistem olur.
Yukaridaki yontem kullanilarak, (X) (n =0,1,...n% r) sisteminin Lq (0,1)
uzaymin bir tabani oldugunu sdyleyebiliriz. Nihayet, y, (X) (n =01,..n=# r)

sistemi de Lp (0,1) uzayinin bir tabani olur.

Teorem 4.1.2°nin ispat1 tamamland:.
4.1.3. Teorem 4.1.3’{in Ispat1

(2.1)-(1.3) smir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemine gore Fourier

ayrisiminin diizglin yakisakligini arastirmak i¢in, bu problemin 6zdegerlerinin ve
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ozfonksiyonlarmin asimptotik ifadelerini kesinlestirmek gerekir. Asagidaki yardimci

onerme bununla ilgilidir:

Lemma 4.1.3.1. n’nin yeterince biiyilk degerleri i¢in asagidaki asimptotik

formiiller dogrudur:

u,(x)= Smnﬁx{ 2r]1-7rJ‘q S|n2nm'dr}+
0

CZ()(san;X[ZAI jq dr+.[qrc052nﬁrdr}+0(%j,
burada
co:%:[q(r)dr, A]=(_1)dj,
5,=|[a(c)cos2nmedz]+
n=0q 7)cos2nzrdz|+~
dir.

Ispat: (4.6) esitligi ile

oldugu kolayca goriiliir. Son esitlik (4.12) formiiliine uygulanirsa

W(x,4,)= sins X coss xJ-q | Coss, qu c0s 25, 7d 7+
n n 0 n 0
+ Slznsjgx {q(r)sin anrdr+0(sn’3)

ifadesini buluruz.
RN : =)
coss,x=cosnzx+0(n™), sins,x=sinnzx+0(n™)

esitliklerini kullanarak (4.37) ifadesini

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)
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H X

SINS X COoSnzX COS Nz X
U(x,4) === |
0

d cosZn dr+
S 2(n7z)2 q(7) Zlq xrdr

(4.38)
sm Nz

Jx'q sin 2nmdr+0( )
0

seklinde yazabiliriz. (4.38) ifadesinde x=1 yazip (4.35) ve (4.36) esitliklerini
dikkate alirsak,

u(1,4

n

)= Sins, (e +o(ij (4.39)
Sh d (nn)

elde ederiz.

s,=nz+¢, olsun. (4.10) ile gn:O(nfl) oldugu agiktir. Boylece

in -1)" ¢
sins, _ ()" & +0(n*) oldugu gbrilebilir. Bu esitligi goz oniine alip (4.39)
S Nz

n

ifadesini 1-dA,u(1,4,) =0 karakteristik denkleminde yerine yazarsak

1-d| (nz)’ +o(1)}{(_1)n dy Ej_l)n ;g +o(%ﬂ =0

denklemini elde ederiz. Son denklemden

&, Z—(_l) % +O(i]
dnr n

esitligini buluruz. Sonugta, (4.33) formiilii dogrudur.

(4.33) ile

sins,x _ sinnzx . Axcosnzx +O(§” j

s, nz (nyz')z n?

ifadesi elde edilebilir, burada A, (4.35) ile tanimlidir. Son ifadeyi (4.38) formiiliinde

dikkate alirsak (4.34) asimptotik formiiliiniin dogrulugunu elde ederiz.
Lemma 4.1.3.1 ispatland1.

Simdi teorem 4.1.3’lin ispatina donelim. f(X) fonksiyonunun [O,l]

araliginda u, (X) (n =0,1...n=# r) sistemine gore Fourier serisi

X)= y (f.v,)u,(x) (4.40)

n=0,n=r
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seklindedir.
d - 8u(1,ﬂl,n) 1
" o4 dA
olsun. O zaman
\Tx):dn(}tnun (1-x)—Au, (1-x)) (4.41)
dir. (4.4) ve (4.11) ile
d,=(-1)""-2+0(n™) (4.42)

esitligini gormek kolaydir.
Kaydedelim ki, (4.40) serisinin diizgiin yakinsak olmasi i¢cin gerek ve yeter

sart

R00= 3 (1.%)u, () (443
serisinin diizgiin yakinsak olmasidir.
{Sy (%)}, ile (4.43) serisinin kismi toplamlar dizisini gosterelim. (4.41)
esitligine gore
Sy (X)=Sy1(X)+Sy,(x)

oldugunu elde ederiz, burada

Sy, (X)= ner;ldnﬂ,n(f,un(l—x))un (), (4.44)
Swa (X)==4(f.u, (2- x))ner;ldnun (%) (4.45)

dir.
Oncelikle, (4.44) dizisinin diizgiin yakinsakligin1 analiz edelim. (4.33) ve

(4.34) asimptotik formiillerine gore

s,U, (X)=sin n;zx[l+ﬁz[q(r)sin 2nm'dr}+ CO;;ZX [2Ax-

) ) (4.46)
—Iq (T)dT +Iq (Z')COS 2n7rrdr} +0 [ﬁj

o n

esitligini elde ederiz.
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a,(x)= j'q(r)sin 2nzrdz, B,(x)=|q(r)cos2nzzrdz,

O ey <

(4.47)

}/n(x)zzﬁx_iq(f)d‘[, dn :(—1)”_1.2_|_TFV’I

oldugunu varsayalim. Kaydedelim ki, {an(x)}:zm, {ﬁn(x)}:=r+1 ve {j/n(x)}f:H1

diizgiin sinirli fonksiyon dizileri, {dn}:lw1 ve {Tn}::m smirh sayisal dizilerdir.
(4.46) ile
dn/in(f,un (1—x))un(x):dn(f,snun(l—x))snun(x):

=-2(f,sinnzx)sinnzx+B, ()

esitligini elde ederiz, burada

B, (x) :&( f,sinnzx)sinnzx +

n
+(_1)—d”( f,a, (1-x)sin nzrx)sin nzX -+
2nz
+%( f,(1-x)cosnzx)sin nzx+
nz
_\1 -x__
+—( 4, (f, j q(z)dz-cos n;rx]sin nzX+
2nz 9
+%( f,f, (1-x)cos nzzx)sin nzX+
+M( f,sinnzx)sinnzx +
2nr
+M( f,sinnzx)cosnzx+
2nzr
+(_1)d—”'8”(x)( f,sinnzx)cos nﬂx+0(ﬁj (4.48)
2nrz n
dir. Boylece
N N
Syi(X)==2>" (f,sinnzx)sinnzx+ >’ B, (x)
n=r+1 n=r+1
seklinde yazilabilir.
3 B, (%) (4.49)
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serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Gergekten, (4.48) esitliginden

B, (x)|< %U( f,sinnzx)| +‘ f e, (1-x)sin n;rx)‘+

[f

+‘(f,ﬂn( COSWZX +5

‘(f (1-x) cosn;rx‘ +

q(z)dz- cosn:sz

f sin nnx g (4.50)

2

[
+a]<c.

2

+‘((1 x) f ( COSﬂﬂX‘ + +

[f Iq dr COSﬂﬂXJ

0

s ]

degerlendirmesi yapilabilir, burada C, ve C, belirli sabitlerdir.

o0

> |( f sin nﬂx)|2, i ‘((1—x) f (x),cos nyzx)‘z,

n=r+1 n=r+1

o0

2.

n=r+1

Z_

nr+ln

[f (x) | a(z)dz,cos nzzx]

0

niimerik serileri yakinsaktir. Ote yandan Bessel esitsizligi ve (4.47)’den

2
(ﬂf a, (1-X) j <||f|° 1an(1_x)\2dxs
n= r+1 n=r+l g

<||f|H{ ]d

<G| IIZJ I a2 dedk< Cy | faf
00

J' sm 2nrrdr

n=r+l| o

degerlendirmesi yapilabilir, burada C ve C, belirli sabitlerdir. Benzer bigimde,

2
3| [I10,0-xjox] <1

degerlendirmesini elde edebiliriz, burada C, belirli bir sabittir. Sonugta, (4.49) serisi

mutlak ve diizgiin yakinsaktr.

Teoremin kosuluna gore

o0

> (f,sinnzx)sinnzx

n=r+1
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serisi [0,1] arahiginda diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla, (4.44) serisi [0,1] araliginda

diizgiin yakinsak olur. (f,ur (1—X))=0 kosulu saglanirsa, (4.43) serisinin kismi

toplamlar dizisi {Sy ()}, {Sw:(X)},_ dizisinin kendisi olur. Yani, (4.43)

serisi [0,1] arahiginda diizgiin yakinsak olur. Boylece, teorem 4.1.3’iin ikinci kismi
ispatlandi.

(f u, (1- X)) # 0 olsun. Bu durumda, (4.45) serisinin diizgiin yakimsakligini

analiz edelim. (4.5) ve (4.42) esitliklerine gore

N sinnz x+1 N ~
3o =-2 5 S S o(r)

ifadesini elde ederiz. Belirtelim ki,

ZSIH nt (4.51)
n=1 n

serisi her bir [§,27—&] arahgnda diizgiin yakmnsaktir, burada 0<& <7 dir [36,
Chapter I, §30, Theorem 1]. Bu yiizden,

> sinnz(Xx+1
pEiL
n=r+1

o0

Serisi [O,b] (0<b<1) araliginda diizgiin yakinsaktir. O halde, {SN,Z(X)}

N=r+1
fonksiyonel dizisi [0, b] (O <b< 1) araliginda diizgiin yakinsak olur.

Teorem 4.1.3’{in ispat1 tamamland1.

4.2. (1.4)-(1.6) SINIR DEGER PROBLEMININ OZDEGERLERININ VE
OZFONKSIYONLARININ BAZI SPEKTRAL OZELLIKLERI

(1.4)-(1.6) smir deger probleminin bu tezde elde edilen spektral 6zelliklerini
vermeden Once, bu problemin 6zdegerleri ve Ozfonksiyonlar1 igin daha evvel
ispatlanmig  asimptotik formiilleri, salimim 6zelliklerini ve tabanlikla bagh
ozelliklerini bilmemiz gerekir.

(1.4)-(1.6) smir deger problemi ile birlikte
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{—y”+q(x)y=ly, 0<x<1, (452)

by (0) = doy'(0), y(1)=0
problemini ele alalim. Bu problemin 6zdegerlerini A, (n=0,1,...) ile gosterelim ve
c, #0 durumunda N sayisini agsagidaki gibi tanimlayalim [7]:

d
A, <——L<22,
Cl

burada A% =-o oldugu varsayilir. O halde, (1.4)-(1.6) smir deger probleminin
ozdegerleri smirsiz artan 4 (n=0,1,...) dizisini olusturur: A, <A <..<A, <....
Dahasi,

(@) ¢, #0 ise, 0 zaman A, 6zdegerine uygun u, (x) 6zfonksiyonunun (0,1)
araligmmda n< N i¢in tam n tane, N> N i¢in tam n—1 tane basit sifir1 vardir.

(b) ¢, =0 ise, 0 zaman A, 6zdegerine uygun u, (x) 6zfonksiyonunun (0,1)
araliginda tam n tane basit sifir1 vardir [7, Theorem 3.1 ve Corollary 5.2].

Bundan bagka, n’nin yeterince biiyilk degerleri igin, asagidaki asimptotik
formiiller dogrudur [7, Corollaries 3.6 ve 5.4]:

2 =[z(n+0)] +0(1),

burada

0 eger ¢, =0, d, =0 ise;
1 egerc #0,d,=0 ise;
2

1 eger c,=0,d, #0 ise;
2
-1 egerc #0,d,#0 ise

dir. Buradan, n ’nin yeterince biiyiik degerleri i¢in

J24, =z (n+v)+0(n™) (4.53)
oldugu agiktir.

Belirtelim ki, n>0 ve /Ie(lnD_l,lnD] ise, o zaman (1.4), (1.6) baslangi¢

deger probleminin agikar olmayan her bir ¢6ziimiiniin (0,1) araliginda n tane basit
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sifirt vardir [7, Lemma 2.2]. Buradan ve (4.52) probleminin salinim 6zelliklerinden,

c, 20 ve 4, __ % ise, 0 zaman A4, =4, = 4y, R [16].
c, c,

r keyfi tespit edilmis negatif olmayan bir tamsayr olsun. O zaman,
u,(x) (Nn=0,1...;n=r) sistemi L,(0,1) uzaymmn kosulsuz bir tabamdir. Ek olarak,
u,(x) (n=01...;n=r) sisteminin biortogonal eslenigi olan
V,(x) (n=0,1,...;n#r) sisteminin elemanlar1 asagidaki gibi tanimlanir [16]:

(a) ¢, =0 ise, 0 zaman

V. (X)= (4.54)
T
n dl
dir.
(b) c,#0 ve 4, ;t—C—l ise, 0 zaman
1
(x) (¢4 +d,)u, (1)u (x)
Vi (X): j (Clﬂ'n +d1)uf (1) r (4 55)
n ”u ||2+ O'Ur? 1) .
" (a4, +d,)
dir.
()¢, #0, A, = —% ve r=N+1 ise, 0 zaman
1
ou, (1)
u,(X)+ p Uy (X
v, (x) = () ¢, (¢4, +d;)uy, (1) " ()
| o+ 2
T (A rd,)
dir.

(d) ¢, =0, lM:—% ve r=N+1 ise, 0 zaman n=N+1 igin Vv, (X)
1

elemanlar1 (4.54) ile, n=N+1 i¢in
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0 (x)+ ¢ (¢4, +d,)uy,, (1) 0 (x)

Vy (X) =V, (X) = ) Gucrlz(ul')z Q)
oo+ S )
ile tanimlanur.
@(x, A1) ve y(x,1), (1.4) denkleminin
9(0,1)=1, ¢/(0,2)=h, (4.56)
w(0,1)=0, y'(0,2)=1 (4.57)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar, burada h tespit edilmis keyfi bir

reel sayidir.

Teorem 4.2.1. A =s? olsun. n’nin yeterince biiyiik degerlerinde asagidaki
asimptotik formiiller dogrudur:

(i) c,=0 ve d, =0 ise, 0 zaman

s
n

S :n7z+i+0(
nz

J, (4.58)

sinnzx AXCOSNzX COSNZX |
= + - r)dr+
7w (ne) | 2(ne) Ja(e)

q(7)cos2nzrdr + (4.59)

n2

X s
—_— q(r)sin 2nzrdz+0| -
1

J.q(r)cos 2nzrdr

2 i,
0 n

sn:(n—ijﬂ+ +O[ o J (4.60)
2 ( _1) n
n T
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()= (x,4) =
e e
I (D (0
+2(((r]51]2§q(r)cos(2nl)mdr+ (4.61)
QI a(cjin(an-2) 0| 25
7

dir, burada A, :—i+lj-q(r)dr ve 5n(2) -
¢ 2%

Jl’q(r)cos(Zn—l)mdr

+1 dir.
H n

(iii) ¢, =0 ve d, # 0 ise, 0 zaman

+ 0[5“(3) J (4.62)

2
( 1 (4.63)
sin| n—2 |7x,
e cos(2n—-1)zzrdz -
(2n-1)r !q(r) ( yrrdz
cos(n 1)
) X (3)
- 2 .[q sm (2n-1)zrdz +O| —— %
(2n-1)7z o n
drr, burada h="2, A =h+ 31 L] dr ve 60— || 2n-1)zede|+ - d
ir, burada 4. A= +a+5‘l‘q(r) T Ve 6, _gq(r)cos( n-1)zr ol du.

(iv) ¢, #0 ve d, =0 ise, 0 zaman
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_(n- A 5,
s, =(n 1)7r+(n_1)7[+0( . ] (4.64)

u,(X)=p(x,4,)=

1X
h—A4X+§Iq(f)dr

=cos(n-1)zx+ (n—lgn sin(n-1)zx+
in(n—-1)7zx | (4.65)
+2(n—4);z[!q(T)C052(n—1)ﬂTdT—
_ X (4)
_%lqmsmz(n_1)mdr+o(5;] j
b 1¢ - 1
dir, burada h=-2, A, :h—ﬁ+—jq(r)dr ve 5\ =|[q(r)cos2(n-1)zzdr|+= du.
do ¢ 24 0 n

Teorem 4.2.2. r tespit edilmis keyfi negatif olmayan bir tamsayir ve
f eC[0,1] olsun.

(i) ¢=0 ve dy,=0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda

{\/5 sin nﬂ'X} sistemine gore Fourier ayrigimi diizgiin yakmsak ise, o zaman bu

n=1

fonksiyon [O, b] (0 <b< 1) araliginda u, (X) (n =01,...n=# r) sistemine gore
diizglin yakinsak Fourier serisine ayristirilabilir. Bu ayrigimimn [0,1] araliginda
diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart ( f,u, ) =0 olmasidir.

(i) ¢,#0 ve d,=0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda
{\/E sin (n —%j 7Z'X} sistemine gore Fourier ayrigimi diizgilin yakinsak ise, o zaman
n=1

bu fonksiyon ayni aralikta U, (X) (n =0,1..;n= r) sistemine gore diizgiin yakinsak
Fourier serisine ayristirilabilir.

(iii) ¢,=0 ve d,#0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda

AT . .
{\/2 COS(H—EJHX} sistemine gore Fourier ayrigimi diizglin yakinsak ise, o
n=1

o1
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zaman bu fonksiyon [0,b] (0<b<1) arahiginda u, (x) (n=0,1,...;n=r) sistemine
gore diizgiin yakinsak Fourier serisine ayristirilabilir. Bu ayrisimin [0,1] araliginda
diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart ( f,u, ) =0 olmasidir.

(iv) ¢, #0 ve dy#0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda

{JE cos(n—1) 7Z'X} sistemine gore Fourier ayrisimi diizgiin yakimsak ise, o zaman
n=1

bu fonksiyon ayni aralikta u, (x) (n=0,1,...;n#r) sistemine gore diizgiin yakinsak

Fourier serisine ayristirilabilir.

4.2.1. Teorem 4.2.1’in Ispat1

(i) ¢, =0 ve d, =0 olsun. 1=s” ve s=o+it ise, 0 zaman (4.57) baslangig

kosullar1 ve (4.6), (4.12) esitliklerinden

v (x2)= 22 ey (. )sins (x-o)o, (4.66)
(x,2)= 2% o (d"|5]?) (4.67)

ifadeleri yazilabilir, burada o(e“‘x |s|’2) fonksiyonu her bir kaydedilmis x €[0,1] igin

s degiskeninin tam fonksiyonudur ve 0 < x <1 i¢in X ’e gore diizgiindiir [1, s.6].

¢, =0 ve d, =0 oldugundan (4.53) esitligini

s, =44 =nz+0(n) (4.68)

biciminde yazabiliriz. (4.66)-(4.68) esitliklerinden asagidaki ifadeyi elde ederiz:

W(X,ﬂn)_smsx cosS, qu \dr +
X Sh S0 X (4.69)
C;Sssngq(r)cos%nrdr+ msqu sin2s,zdz+0(n"°).
n 0 n 0

coss,x=cosnzx+0(n™), sins x=sinnzx+0(n™)

esitliklerini (4.69) ifadesinde uygulayarak
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X

SInS X COSﬂ?Z'X
_[q T dr+

l//(x’ﬂn)_ s 2( 2
n 0

(4.70)

cosnzx [a(z)cos2nzrde + sin X [a(z)sin2nzrdz+0(n?)

2(nz)" % 2(n7)" %

formiiliinii yazabiliriz. Ek olarak, (4.66) esitliginden X’e gore tiirev alirsak (4.68)
esitligini de uygularsak
v'(x,4,)=coss,x+0(n™) (4.71)
ifadesini elde ederiz.
Belirtelimki, ¢, =0 ve d, =0 oldugundan (1.5), (1.6) smir kosullar1

y(0)=0, (a2+b)y(1)=dy'(1)

bicimine doniisiir. Dolayisiyla, (1.4)-(1.6) sinir deger probleminin 6zdegerleri

(al/in+bl)1//(1,ln)—d11//'(1,ﬂh)=0 (4.72)
denklemini saglar. (4.70) ve (4.71) esitlikleri kullanilarak

sins, sY
1A d +0| 2 4.73
v (LA)=—— (M J q(r)dz ( > j (4.73)

n

v'(L4,)=(-1)"+0(n) (4.74)
ifadelerini elde ederiz.

s, =Nz +¢&, olsun.

sins, _ (1) &, +0(n*) (4.75)
S Nz

esitligini gormek kolaydir. (4.73)-(4.75) esitliklerini, (4.72) denkleminde yerine

yazarsak

1 d 5(1)
bn _ dr—— oS |-
Nz 2(”72')2 !q(r) T ai(nﬂ')z ( n2

denklemini elde ederiz. Bu denklemden (4.58) formiiliiniin saglandig1 kolayca
goriilebilir.

(4.58) formiilii ile

sins x sinnzx AXCosnzx S5W
= + A —+0| =5
S, nz (n7)
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ifadesi elde edilir. Bu ifade ve (4.70) esitliginden (4.59) asimptotik formiiliiniin
dogrulugu goriiliir.
[k durum ispatlandi.

(if) ¢, #0 ve d, =0 olsun. Bu durumda (4.53) esitligi

sn:\/zz(n—%jzwo(nl) (4.76)

seklinde yazilabilir. (4.66), (4.67) ve (4.76) esitliklerinden

sins x cos(n—z)ﬂx )
v(x.4,)= S” - 2J.q(z')dz'+
el

cos(n—jﬂx .
+———=—[q(r)cos(2n—1) zzdr + (4.77)

+Miq(r)sin(2n1)mdr+0(n3)

olur. Ote yandan, (4.66) esitliginden X ’e gdre tiirev alirsak

://’(x,/I):cossx+smsqu(r)dr—smSXIq(r)00525rdr+
) ° ° (4.78)
COS SX . §
Ay Iq(r)3|n251d1+0(52)

0
elde ederiz.

Kaydedelim ki, ¢, #0 ve d,=0 oldugundan (1.4)-(1.6) sinir deger

probleminin 6zdegerleri
(8 +b)w (L4)=(cA +d, )y’ (1.4,) =0 (4.79)

denklemini saglar.

S, = (n —%jﬂ' +¢&, olsun. O zaman, (4.77) ve (4.78) esitliklerinden

54



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

2

(" o
—_ dz+0| -
(2n—1)7z-([q(f) i ( n
esitliklerini elde ederiz. Bu esitlikleri (4.79) denkleminde yerine yazarak

Y S G Y PR Y +O[5n(2)j:0

(2n-1)7 Cl(”—;j” n

denklemini elde ederiz. Son denklemden (4.60) formiiliiniin dogrulugu gortiliir.

w'(L4,)=(-1)"¢,+

(4.60) formiiliinii (4.77) esitliginin sagidaki ilk terime uygularsak (4.61)
formiiliinii elde ederiz.

Ikinci durum ispatlandi.

(iii) ¢, =0 ve d, #0 olsun. 1 =s” ve s=c +it ise, 0 zaman (4.56) baslangig

kosulundan
@(x,A)=cos sx+gsin X +%Iq (7)p(z,A)sins(x—7)dr, (4.80)
0
(p(X,/I)=COSSX+O(EMX|S|71) (4.81)

ifadeleri yazilabilir, burada o(e“‘x |s|’l) fonksiyonu her bir kaydedilmis x €[0,1] igin

s degiskeninin tam fonksiyonudur ve 0 < x <1 igin X ’e gore diizgiindiir [1, s.6].

¢, =0 ve d, # 0 oldugundan (4.53) esitligi

sn:\/Z:(n—%}HO(nl) (4.82)

seklinde olur. (4.80)-(4.82) ifadeleri kullanilarak
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. -2 X sin n_l X
h (n(ljzz ' (En_lz)j,r !CJ(r)dH
2

sm(n—)
(2n-D)x J.q )cos(2n—-1)zrdzr - (4.83)

@(X,4,)=C0ss X+

cos(n—]
s J'q sin(2n-1)zzdr+0(n?)

olarak yazilabilir. Ayrica, (4.80) esitliginden x’e gore tiirev alip (4.82) esitligini
uygularsak
@' (X, 4,)=-s,sins,x+0(1) (4.84)
elde ederiz.
Kaydedelim ki, ¢, =0 ve d, # 0 oldugundan (1.5), (1.6) sinir kosullari

y'(0)=hy(0), (a4+b;)y(1)=d.y'(2)

sekline dontislir, burada hzg—o dir. Boylece, (1.4)-(1.6) smir deger probleminin

0

Ozdegerleri
(a4, +b)p(L4,)-de'(1,4,)=0 (4.85)
denklemini saglar. (4.83) ve (4.84) formiilleri kullanilarak
2n(-1)"" B )

5B
14,)= r)dr+0| 2
¢(14,)=coss, + (2n-1)x 2n N 7;! T+ ( J

o(12,)=(-1) [n—%}r+o(1)
esitlikleri elde edilir.

S, = (n—%jﬂ'+8n olsun. O halde, son iki esitlik (4.85) denkleminde yerine

yazilirsa

,__ 2 1 j
" (2n—1)71' (2n—1)7zO
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denklemi elde edilir. Bu denklemden (4.62) esitligi goriilebilir.

(4.62) formiiliinii (4.83) esitliginin sag tarafindaki ilk terime uygularsak
(4.63) formiiliinii elde edebiliriz.

Uciincii durum ispatland.

(iv) ¢, #0 ve d, #0 olsun. Bu durumda (4.53) esitligi

s, =4 =(n-1)7+0(n™) (4.86)
seklinde yazilabilir. (4.80), (4.81) ve (4.86) esitliklerinden

h 1 l X
@(x,4,)=coss, x+ S|(nn(?1) )”X sin(n - ﬂxgq r)dr+
Sm n- 1ﬂqu cos2(n-1)zrdzr - (4.87)
7[ 0

_ ol lﬂqu sin2(n-1)zzdz+0(n”)

oldugu goriiliir. Ote yandan, (4.80) ifadesi X ’e gore tiirev alirsak ve (4.81), (4.86)

esitliklerini uygularsak

1
¢'(x,4,) =—-s,sins x+hcoss, x+ COSZS“X Iq(r)dr+
0

(4.88)
1 i L
N COSZSnX Iq (T)cos 2s rd7 + SIn s, X jq (r)sin 2s,7dz + O(nfl)

0 0

ifadesini elde ederiz.

Belirtelim ki, ¢, #0 ve d,=0  durumunda (1.4)-(1.6) sinir deger

probleminin 6zdegerleri i¢in
(al/inerl)(o(l,/‘Ln)—(clﬂh +d1)(0'(l,ﬂn)=0 (4.89)
denklemi saglanir. s, = (n —1)72' +¢&, olsun. Boylece, (4.87) ve (4.88) kullanilarak

o(L4,)=(-1)" +0(n™),

¢ (L4,)=(-1)"(n-1)ze, +( ( ICI df}ro( ))

esitlikleri elde edilir. Son iki esitligi (4.89) denkleminde yerine yazarsak

(n-1) 7z, +%—h——jq (r)dz+0(8)=0
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denklemi elde edilir. Bu denklemden (4.65) asimptotik formiiliiniin dogrulugu
gorliir.

(4.65) formiiliinii (4.87) esitliginin sagindaki ilk ifadede yerine yazarsak
(4.66) asimptotik formiiliinii dogrudan elde ederiz.

Dordiincii durum ispatland.

Teorem 4.2.1’in ispat1 tamamlandi.
4.2.2. Teorem 4.2.2’nin Ispat1

Teorem 4.2.2’ispatinda teorem 4.1.3’lin ispatinda izlenilen yOntemler

kullanilacaktir.

(i) ¢=0 ve dy,=0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda

u,(x) (Nn=0,1...;n=r) sistemine gore Fourier serisi
F(x)= (f.v,)u, (x) (4.90)

olsun, burada v, (x) (n=0,1,...;n #r) sisteminin elemanlari (4.54) ile tamimlidir.

d® =[ﬂ””(”1) # 2 (1)J (4.91)

olsun. O zaman, (4.54) esitligine gore

v, (x) = a0 _ () (4.92)
u, (1) u ()
elde ederiz. (4.59) formiiliinden
1) 1)
0, -V ofa) (4.93)
a(nz) (N
2 1 3
u| =—=+0(n 4.94
” n” 2(n7Z')2 ( ) ( )
esitliklerini elde ederiz. (4.93) ve (4.94) kullanilarak, (4.91) esitligini
dl = 20 (52) (4.95)

&

seklinde yazabiliriz.
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Kaydedelim ki, (4.90) serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakmsak olmasi igin

gerek ve yeter sart

0

F(x)= 2 (f.v,)u,(x) (4.96)

n=r+1

serisinin bu aralikta diizgiin yakinsak olmasidir.
{Sn(X)} . fonksiyonel dizisi (4.96) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun.

(4.92) esitligi kullanilarak

oldugu goriiliir, burada

S’“(X)zn_iﬂun (00 () 4.97)
vaz(x):—( f.u) Z d%u, (x) (4.98)

dir.

Oncelikle (4.97) dizisinin diizgiin yakmsakhgini analiz edelim. (4.93) ve
(4.95) esitliklerinden

d®

u, (1)

elde edilir. (4.59) formiilii ile

(f.u,)u, (x)=2(f,nzu, )nzu, (x)+(f,nzu,)0(8) (4.99)

nzu, (X) =y (x,4,)=sinnzx + AXCOSNZX _ COS nﬂXJ'q )dz+
nz 2nzr
| SoShX j q(7)cos2nzrdr + (4.100)
nz 0
X (1)
sm X Iq sm 2nmdr+0[5 J
2z 5 n
olur. (4.100) formiiliinden, (4.99) esitligini
q® ) _ .
—0(f,u,)u, (x)=2(f,sinnzx)sinnzx+BY (x) (4.101)

seklinde yazabiliriz, burada
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B (x) =
1
= 2Oll(x)(f,sin nnx)cosnyzx+a” (X)(f,sin NzX)CoSNzX+
nz nzx
A% ¢ : 2 :
= (f,3|nn7rx)smn7rx+a(al(x)f(x),cosnﬂx)smnﬂx+ (4.102)

1 . 1 . .
f oV £ BY
+n”( ,Q, (x)cosnzzx)3|nn7zx+m( By (x)3|nn7rx)3|nn7rx+

. o s
+(f,smn7zx)0(5n )+O it

(%)= Ax- 2 [a(e)ar, ol (x)= [a(e)cos2ned,

O Ty <

. (4.103)
BY (x)= jq (7)sin2nzzrdr

dir.
Belirtelim ki, {5”(1)}:0:”1 el,, & (x)eC[0,1] ve {a,(f) (x)}im, {ﬂn(l) (x)}:;r+1
fonksiyonel dizileri diizgiin sinirhidir. Sonugta,
Spi1(X)= nzn:;l( f /2 sin n;rx)\/isin nzX+ nzr:l BY (x)
esitligi saglanir.
S BY(x) (4.104)

n=r+1

serisi [0,1] araliginda mutlak ve diizgiin yaknsaktir. Gergekten, (4.102) esitligi ile,

‘Bff) (x)‘ <

const.
n

+‘( f,p (x)sin nnx)H( f,sin nﬁx)‘+5§1)}+

<

{‘(0!1 (X) f (X),cos nzx)H( f ,aﬁl) (X)cos nnx)‘ N

+const( f,sinnzx)|stY < COI‘IS'[.{‘(al (x) f (x),cos nﬁx)‘z N (4.105)

(1)

+(I £ ()l (X)\dsz +wf (x)BY (x)\de +|(f,sinnzx)f +22 }+

n
+const( f,sinnzx)|s"

degerlendirmesi dogrudur.
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3 (f,sinnzx) Y (e (x) £ (x), cosnzx),

n=r+1 n=r+1

© 5(1) o
> 3 |(fLsinnax)| ot

n=rs1 N n=r+1

sayisal serileri yakinsaktwr. (4.103) tanimlamalarimi1 g6z Oniine alarak, Bessel

esitsizligine gore

w m X)al’ (x ‘de <[ S f“ﬁ”(X)\z i <

n=r+l\ o n=r+l g

<[f[ f[

1x
<const [ [ [[a(o)f dedx < const | | aff
00

27]

Iq )cos2nzrdr
0

n=r+1

degerlendirmesini elde ederiz. Benzer bigimde,
© (1 2
> [H f(x)a%" (x)‘dx] < const.| | |q
n=r+l\ o

olur. Boylece, (4.104) serisi mutlak ve diizgiin yakmsaktir.

Teoremin kosuluna gore

i ( f ,\/isin n;rx)\/fsin nzX

n=r+1

Serisi [0,1] araliginda diizgiin yakinsak oldugundan, {Smyl(x)}w " dizisinin bu

aralikta diizgiin yakmsak olduguna hikkmedilir. (f,u,)=0 ise, o zaman (4.96)

serisinin {Sm (X)}:=r+l kismi toplamlar dizisi, {val(x)}::r+l fonksiyon dizisine esit
olur. Sonugta, teorem 4.2.2’nin ikinci kismi ispatlandi.

(f,ur);t 0 olsun. Simdi, (4.98) serisinin diizgiin yakinsakligini analiz
edelim. (4.59) ve (4.93) esitliklerini kullanarak

Zd _2d, Zsmnzz (1+x) io( 1}

n=r+1 a17zn r+l n=r+1

elde ederiz. (4.51) serisi, O0<d <z igin [5, 272'—5] araliginda diizgiin yakinsak

oldugundan
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=, sinnz (1+x)

2.

n=r+1 n

0

serisi [0,b] (0<b<1) arahgmnda diizgiin yakmsak olur. Yani, {S,,(X)}

m=r+1
fonksiyon dizisi [0,b] (0 <b <1) arahgnda diizgiin yakinsak olur.

[k durum ispatlandi.

(i) ¢,=20 ve d,=0 olsun. /INH;”&—i oldugunu varsayahm. f (X)
Cl

fonksiyonunun [0,1] arahginda u,(x) (n=0,1..;n#r) sistemine gore Fourier

serisi

T(x)= (f.v,)u, (%) (4.106)

olsun, burada v, (x) (n=0,1,...;n #r) sisteminin elemanlar1 (4.55) ile tamimlidir.

Belirtelim ki, (4.106) serisinin [0,1] arahiginda diizgiin yakimnsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

00

T.(x)= 2 (f.v)u, () (4.107)

n=r+1

serisinin bu aralikta diizgiin yakinsak olmasidir.
{Tm (X)}::m fonksiyon dizisi, (4.107) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun.

(4.55) esitligini kullanarak

T (x)= 3 4 (f.u, (), (X), (4.108)

(¢4 +d)(f.u. (X)) & dPu, (1)
T, (X)=- , .
n2 (%) o Zoiid ™ (4.109)
) -1
o =l + 2L (4110
(Clﬂ’n_'_dl)

dir. (4.60), (4.61) ve (4.110) kullanilarak
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n

2
d(Z):Z(n—%j +0(n) (4.111)
esitligini elde ederiz. (4.60), (4.61) ve (4.111) esitliklerinden

Mun(x):o(nz)

n

cA, +d;
degerlendirmesini buluruz. Yani, (4.109) serisi [0,1] araliginda mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.
Simdi (4.108) dizisinin diizgiin yakmsakligmi arastiralim. (4.61) ve (4.110)

esitlikleri kullanilarak
Ay’ (f,u, (x))uy (x) =( f ’\/ESin[n—%jﬂX}/Esin[n —%j;rx+ B\ (x)

oldugu elde edilir, burada
oo
+(0¢2 (x) f (x),cos(n—%}zxjo(nl)+
+(f,ar(f)(x)cos(n—%)ﬁxJO(n‘l)+
{f,ﬂf)(x)sin[n—%)ﬂx}o(nl)+0[5ff)}

(%)= AzX—%J:q(T)dr, al? (x) =

O Gy X

q(z)cos(2n-1)zrdr,

ﬂr(,z)(x)=:[q(r)sin(2n—l)mdr

dir. Bu esitliklerden

‘BISZ) (x)‘ < const.{[ f ,sin[n—%jnxj

J{Df (X)aéz)(x)dx]z +@‘f (X)ﬁn(2>(X)de + 5&)}

2

+

+ [az(x) f (x),cos[n—%jnxj

n

degerlendirmelerini yapabiliriz.
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o], gt

sayisal serileri yakinsaktir. Ayrica, Bessel esitsizligi kullanilarak

0

2.

n=r+1

o0

»)

n=r+l1

5
n

2
o0
2
n=r+1

0

z[] ‘f(x)arﬁz)(x)‘dxj < const| f|*||a[’ iU ‘f(x)ﬂ,ﬂz)(x)‘dxj < const.| | o[

n=r+1 n=r+

degerlendirmelerin dogru oldugu goriiliir. Yani,

3 8% (x)

n=r+1
serisi [0,1] araliginda mutlak ve diizgiin yakinsaktr.
Ote yandan, teoremin kosuluna gore

5[an(-Jras

n=r+1
serisinin  [0,1] araliginda diizgiin yakmnsak oldugunu hatirlarsak, sonugta (4.108)

dizisinin bu aralikta diizgiin yakinsak oldugunu sdyleyebiliriz.

d - . )
Ay, =—— oldugunda ispat tamamen benzerdir.
cﬁ

Ikinci durum ispatlandi.

(i) ¢,=0 ve d,#0 olsun. f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda

u,(x) (Nn=0,1...;n=r) sistemine gore Fourier serisi
G(x)= (f.v,)u, (%) (4.112)

gibidir, burada v, (x) (n=0,1,...;n#r) sistemi (4.54) ile tammlidir.
Belirtelim ki, (4.112) serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

0

G, (x)= > (f.v,)u,(x) (4.113)

n=r+1

serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasidir.

{Gn(X)} . dizisi (4.113) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. (4.54)

esitligini kullanarak
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elde ederiz, burada

dir. (4.63) formiiliinii kullanarak
4(-1)"d
d® = Ay d +0(n?) (4.114)
a(2n-1)z
buluruz. Buradan ve (4.63) formiiliinden
sin[n—t z(1+x)
4d, 2

d(3)un(x):a1ﬂ- o +0(n?)

ifadesini elde ederiz.

i sin(n —%jﬂ'(l+ X)

~ ‘cos rz(1+x)-cosmz (1+ x)‘

n=r+1 25in 7[(1+ X)
2
1 1
<- 72'(1+X)S _ ﬁ(1+b),03xsb<1
SIn SIn 2

oldugundan (f,u)=0 ise, o zaman {G,,(x)}’

m=r+1

dizisi [0,b](0<b<1)

araliginda diizgiin yakinsak olur [36, Introductory Material, Abel’s Lemma].

(4.63) ve (4.114) esitliklerini kullanarak

u(:r(](?i)( f ,un(x))un(x)=(f,ﬁcos(n—%jnx]ﬁcos(n—%]ﬂx+ B (x),

elde ederiz, burada
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dir. Demek ki,

2 2

‘Bf) (x)‘ < const. + +

/_Jh\

[f,cos(n—%j;;x} [a3(x) f (x),sin(n—%}zxj

(Tl o000 dxf ({lrcom <x>\dxf (o )2}

degerlendirmesi dogrudur. O halde,

> 8¢ (x)

n=r+1
serisi mutlak ve diizgiin yakinsak olur. Sonugta, {val(x)}:ﬂu dizisi [O,l] araliginda

diizgiin yakimsaktir. Boylece, (f,ur)=0 oldugunda (4.113) serisi [0,1] araliginda

diizgiin yakinsak olur.

Ucgiincii durum ispatlands.

(iv) ¢,#0 ve d,=0 olsun. lmli—% oldugunu varsayalm. f(x)
1

fonksiyonunun [0,1] araliginda un(x) (n:O,l,...;n;tr) sistemine gore Fourier

serisi

H(x)= (f.v,)u,(x) (4.115)
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seklindedir, burada v, (x) (n=0,1..;n#r) sisteminin elemanlar1 (4.55) ile

tanimlidir.

Belirtelim ki, (4.115) serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter sart

0

H, (x)= 2 (f.v,)u, (%) (4.116)

n=r+1

serisinin bu aralikta diizgiin yakinsak olmasidir.
{H " (X)}::r+1 fonksiyonel dizisi, (4.116) serisinin kismi toplamlar dizisi
olsun. (4.55) esitligini kullanarak
Hin (X) = Hipa (X)+ Hi (%)

esitligini elde ederiz, burada

Hos ()= 3 49 (F,u, (), (%), (4.117)

n=r+1

A +d)(f, m A4

Hmz(X)__(Cl (1 () & 6, (1) u, (), (4.118)
' u, (1) <4 CA, +d,

2 1 -

o=l + 2L (4119
(Clﬂ’n + dl)
dir. (4.64), (4.65) ve (4.119) kullanilarak

d\¥ =2+0(n™), (4.120)

d\%u, (1)

o ra, (070

elde ederiz. Dolayisiyla, (4.118) serisi [0,1] araliginda mutlak ve diizgiin yakmsaktr.

Simdi (4.117) dizisinin diizgiin yakinsakligini arastiralim. (4.64) ve (4.120)
esitlikleri kullanilarak

d\(f,u,(x))u, (x)= ( f,\2cos(n —l)nx)\/fcos(n ~1)zx+B!Y (x)

oldugu elde edilir, burada
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B\ (x)=(f, cos(n—l)ﬂx)o(n’l)+
(a4( ).sin(n-1)z )O(n’1)+
(f a

( Jeos(n-1)z )O n- [54)].

a4(x):h_A4x+%jq(f)df, o (x) =
0

smnl ) n

O Ly

B (x)= _[q(r)sin 2(n-1)zrdr
0
dir. Bu esitliklerden

3 8¢ (x)

n=r+1

serisinin [0,1] arahiginda mutlak ve diizgiin yakinsak oldugu goriilir.

q(z)cos2(n-1)zrdr,

Sonugta, teoremin kosuluna gére (4.117) dizisinin [0,1] arahginda diizgiin

yakinsak oldugu elde edilir.

d g . .
Ay, =—— oldugunda ispat tamamen benzerdir.
Cl

Dordiincii durum ispatlanda.

Teorem 4.2.2’nin ispat1 tamamlandu.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu boliimde, tez problemlerinde ele alinan sonuglar 6zetlenecek, bu konu ile

ilgili bagka nelerin yapilabilecegine dair oneriler verilecektir.

5.1. SONUCLAR

Bu tezde, (1.1)-(1.3) smir deger problemi i¢in asagidaki sonuglar elde

edilmistir:

(i)

(i)

(iii)

Problemin sonlu yigilma noktalarina sahip olmayan sayilabilir sayida
O0zdegerinin  varhigi  gosterilmis, Ozdegerlerin ve  uygun
0zfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri elde edilmis ve bu ifadeler
kesinlestirilmistir.

Problemin segilmis 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0,1) (1< p <o)

uzayinda minimalligi gosterilmis ve tabanhigi ispatlanmistir, bu

tabanin p =2 i¢in kosulsuz oldugu elde edilmistir.
Siirekli fonksiyonlarm, [0,1] ve [0,b] (0<b<1) araliklarinda

problemin se¢ilmis  Ozfonksiyonlar sistemine gore Fourier

ayrisimlarmin diizgiin yakinsaklik sartlar1 incelenmistir.

(1.4)-(1.6) smir deger problemi i¢in de asagidaki sonuglara ulagilmustir:

(i)

(i)

Problemin 06zdegerlerinin ve uygun Ozfonksiyonlarinin asimptotik

formiilleri kesinlestirilmistir.

Siirekli  fonksiyonlarm, [0,1] ve [O,b] (0<b<1) araliklarinda

problemin  secilmis  O0zfonksiyonlar sistemine gore Fourier

ayrisimlarmin diizgilin yakinsaklik sartlar1 incelenmistir.

Bu sonuclar Bulgular ve Tartisma boliimiinde verilmistir. Ozelliklerin

ispatlanmas1 i¢in gerekli tanimlar, lemmalar ve teoremler Materyal ve Yontem

baslig1 altinda verilmistir.
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5.2. ONERILER

Tezde, (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) smir deger problemlerinin spektral
ozellikleri, bu problemlerin 6zdegerlerinin basit oldugu durumda incelenmistir. Daha
acik bir ifade ile, tezde arastirilan problemlerin kdk fonksiyonlar sistemi yalnizca
Ozfonksiyonlardan olusur. O halde,

Q) (1.1)-(1.3) smnir deger probleminin ikinci sinir kosulundaki d sayismin,
d €D oldugunda bazi 6zdegerleri katli olacaktir. Bu durumda kok
fonksiyonlar sisteminde 6zfonksiyonlarm haricinde ek fonksiyonlar da
olacaktir.
(i)  (1.4)-(1.6) smrr deger problemi icin o=ad, —bc <0 oldugunda,
problemin kok fonksiyonlar sisteminde ek fonksiyonlar da mevcuttur.
Su halde, kok fonksiyonlar sisteminde ek fonksiyonlarin da oldugu durumda spektral
ayrigimlarin diizgiin yakinsakligi incelenebilir.
(iii) Tez problemlerinde yalnizca siirekli  fonksiyonlarmm  spektral
ayrisimlarmin diizgiin yakinsaklig1 incelenmistir; fonksiyonunlarin dahil oldugu

smiflar degistiginde ayrisimlarin yakinsakligina dair kosullar incelenebilir.

70



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

KAYNAKLAR

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

Levitan, B.M. and Sargsyan, 1.S. “Sturm — Liouville and Dirac Operators”,
Kluwer Academic Publishers, London, 350 s., (1991).

Naimark, M.A. “Linear Differential Operators” 2nd ed., Nauka, Moskow,
(1969) (in Russian); English Trans. of 1st ed., Parts I,Il, Ungar, New York,
129 s., (1967), (1968).

Fulton, C.T. “Two point boundary value problems with eigenvalue parameter
contained in the boundary conditions”, Proc. Roy. Soc. Endinburg Sect. A.,
77:293-308, (1977).

Hinton, D.B. “An expansion theorem for an eigenvalue problem with
eigenvalue parameter in the baundary condition”, Quart. J. Math. Oxford,
Ser.(2), 30(2): 33-42, (1979).

Walter, J. “Regular eigenvalue problems with eigenvalue parameter in the
boundary condition”, Math. Z., Bd. 133(4): 301-312, (1973).

Aliyev, Y.N. “On the basis properties of Sturm-Liouville problems with
decreasing affine boundary conditions”, Proc. Of IMM of NAS of
Azerbaijan, 24: 35-52, (2006).

Binding, P.A. Browne, P.J. and Seddighi, K. “Sturm-Liouville problems with
eigenparameter depent boundary conditions”, Proc. Edinburgh Math. Soc.
(2), 37(1): 57-72, (1993).

Binding, P.A., Browne, P.J., Code, W.J. and Watson, B.A. “Transformations
of Sturm-Liouville problems with decreasing affine boundary conditions”,
Proc. Edinburgh Math. Soc., 47:533-552, (2004).

Kapustin N. Yu. and Moiseev E. |. “The basis property in Lp of the systems
of eigenfunctions corresponding to two problems with a spectral parameter in
the boundary condition”, Diff. Equations, 36(10): 1498-1501, (2000).
Kapustin, N.Y. and Moiseev, E.l. “On the singularities of the root space of
one spectral problem with a spectral parameter in the boundary condition”,
Dokl. Akad. Nauk, 385(1):20-24 (in Russian), (2002), English trans. Doklady
Mathematics, 66(1): 14-18, (2002).

71



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

Kerimov, N.B. and Allakhverdiyev, T.I. “On a baundary value problem 17,
Differen. Uravn., 29(1):54-60 (in Russian), (1993), Trans. in Differential
Equations 29(1): 45-50, (1993).

Kerimov, N.B. and Allakhverdiyev, T.I. “On a baundary value problem II”,
Differen. Uravn., 29(6):952-960 (in Russian), (1993), Trans. in Differential
Equations, 29(6): 814-821, (1993).

Kerimov, N.B. and Mamedov, K.R. “On one boundary value problem with a
spectral parameter in the boundary conditions”, Siberian Math. J., 40(2): 325-
335, (1999).

Kerimov, N.B. “A boundary value problem for the Dirac system with a
spectral parameter in the boundary conditions”, Diff. Equations, 38(2):164-
174, (2002), Trans.from Diff. Uravneniya , 38(2): 155-164 (2002).

Kerimov, N.B.and Mukhtarov, F.S. “On the oscillation properties and
minimality of a system of root functions of a boundary value problem”,
Trans. Acad. Sci. Azerb. Ser. Phys.-Tech. Math. Sci., 23(1): 109-118, (2003).
Kerimov N. B. and Mirzoev V. S. “On the basis properties of one spectral
problem with a spectral parameter in a boundary condition”, Siberian Math.
J., 44(5): 813-816, (2003).

Kerimov, N.B. and Poladov, R.G. “On basisity in L, (0,1) (1< p< oo) of the

system of eigenfunctions of one boundary value problem I”, Proc. of Institue
of Math. and Mech. of NAS of Azerbaijan, 22: 53-64, (2005).

Kerimov, N.B. and Poladov, R.G. “On basisity in L, (0,1) (1< p< oo) of the
system of eigenfunctions of one boundary value problem II”, Proc. of Institue
of Math. and Mech. of NAS of Azerbaijan, 23: 65-76, (2005).

Kerimov, N.B. and Aliyev, Y.N. “The basis property in L of the boundary
value problem rationally dependent on the eigenparameter”, Studia Math.,
174(2): 201-212, (2006).

Kerimov, N.B. and Poladov, R.G. “Basis properties of the system of
eigenfunctions in the Sturm-Liouville problem with a spectral parameter in
the boundary conditions”, Doklady Mathematics, 85(1): 8-13, (2012).

72



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

Marchenkov, D.B. “Basis property in L,(0,1) (1< p<co) of the system of

eigenfunctions corresponding to a problem with a spectral parameter in the
boundary condition.”, Diff. Equations, 42(6): 905-908, (2006).

Hazanee A., Lesnic, D., Ismailov, M.I. and Kerimov, N. B. “An inverse time
dependent source problem for the heat equation with a non-classical
boundary condition”, App. Math. Mod., DOI:10.16/j.apm.2015.01.058,
(2015).

Kerimov, N.B. and Ismailov, M.I. “Direct and inverse problems for the heat
equation with a dynamic type boundary condition”, IMA Journal of App.
Math., DOI:10.1093/imamat/hxv005, (2015).

Gulyaev D. A., “On the uniform convergence of spectral expansions for a
spectral problem with boundary conditions of the third kind one of which
contains the spectral parameter”, Differential Equations, 47(10): 1503-1507,
(2011).

Gulyaev D. A., “On the uniform convergence in W," of spectral expansions
for a spectral problem with boundary conditions of the third kind one of
which contains the spectral parameter”, Differential Equations, 48(10): 1450-
1453, (2012).

Kapustin N. Yu. and Moiseev E. 1., “Convergence of spectral expansions for
functions of the Holder Class for two problems with a spectral parameter in
the boundary condition”, Differential Equations, 36(8): 1182-1188, (2000).
Kapustin N. Yu. and Moiseev E. 1., “A remark on the convergence problem
for spectral expansions corresponding to a classical problem with spectral
parameter in the boundary condition”, Differential Equations, 37(12): 1677-
1683, (2001).

Kapustin N. Yu., “On the uniform convergence of the Fourier Series for a
spectral problem with squared spectral parameter in a boundary condition”,
Differential Equations, 46(10): 1504-1507, (2010).

Kapustin N. Yu., “On the uniform convergence in C' of Fourier Series for a
spectral problem with squared spectral parameter in a boundary condition”,
Differential Equations, 47(10): 1394-1399, (2011).

73



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

Kapustin N. Yu., “On the spectral problem arising in the solution of a mixed
problem for the heat equation with a mixed derivative in the boundary
conditions”, Differential Equations, 48(5): 694-699, (2012).

Marchenkov D.B., “On the convergence of spectral expansions of functions
for problems with a spectral parameter in a boundary condition”, Differential
Equations, 41(10): 1496-1500, (2005).

Royden, H.L. “Real Analysis” The Macmillan Company, New York, 348 s.,
(1968).

Gohberg, I.C. and Krein, M.G. “Introduction to The Theory of Linear
Nonselfadjoint Operators”, American Math. Soc., Providence, Rhode Island
02904, 378 s., (1969).

Singer, 1. “Bases in Banach Spaces 1, Springer-Verlag Berlin, Heidelberg,
New York, 688 s., (1970).

Amann H. and Esher J., “Analysis 17, Birkhauser Verlag, Berlin, 426s.,
(2005).

Bari N.K., “A Treatise on Trigonometric Series, Vol. 1”, Macmillan, New
York, 553 s., (1964).

Evgrafov M.A., “Analytic Function” [in Russian], Nauka, Moskow (1965);
trans. W.B. Saunders Comp., Philadelphia and London, 336 s., (1966).

Bari N.K., “A Treatise on Trigonometric Series, Vol. II”’, Macmillan, New
York, 505 s., (1964).

Kashin B.S. and Saakyan A.A., “Orthogonal Series”, Transl. Math. Monogr.,
75, American Math. Soc., Providence, 378 s., (1989).

Zygmund A., “Trigonometric Series, II, 2nd ed.”, Cambridge University
Press, New York, 331 s., (1959).

74



Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

OZGECMIS VE ESERLER LIiSTESI

Adi1 Soyadi: Emir Ali MARIS
Dogum Tarihi: 18/10/1982

Ogrenim Durumu:

Derece Béliim/Program Lise / Universite Yil
Lise Elektronik Boliimii Karsiyaka EML 1996-1999
Lisans Matematik Bolimi Mersin Universitesi 2001-2005
Yiiksek Lisans Matematik Bolimii Mersin Universitesi 2005-2008
Gorevler:
Gorev Unvam | Gorev Yeri Y1l
Ogretim Gorevlisi | Teknik Bilimler Meslek Yiiksekokulu 2008-devam

ESERLER

1. Kerimov, N.B. ve Maris, E.A. "Sinir kosulu spektral parametre i¢eren bir sinir
deger probleminin kok fonksiyonlarina gore ayrisimlarin bazi 6zellikleri”, Ankara

Matematik Giinleri Ozet Kitap¢1g1-AMG 9, Ankara, p.69, (2014).

2. Kerimov, N.B. and Maris, E.A. "On the uniform convergence of the Fourier Series
for one spectral problem with a spectral parameter in a boundary condition”,
Proceeding Book of Int. Conf. on Recent Advances in Pure and App. Math.-
ICRAPAM 2014, Antalya, p.157, (2014).

3. Kerimov, N.B. and Maris, E.A."On the basis properties and convergence of
expansions in terms of eigenfunctions for a spectral problem with a spectral
parameter in the boundary condition”, Proc. NAS of Azerbaijan, 40, Sp. Issue: 245-
258, (2014).

75




Maris, E. A. 2016. Sinir Kosullart Spektral Parametre Igeren Bir Stnir Deger Probleminin Bazi Spektral Ozellikleri, Doktora
Tezi, Mersin Universitesi

4. Kerimov, N.B. and Maris, E.A. "On the uniform convergence of the Fourier Series

for one spectral problem with a spectral parameter in a boundary condition”, Math.
Meth. in the App. Sci.,, DOI: 10.1002/mma.3640, (2015).

76



