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SINIR KOġULLARI SPEKTRAL PARAMETRE ĠÇEREN BĠR SINIR 

DEĞER PROBLEMĠNĠN BAZI SPEKTRAL ÖZELLĠKLERĠ 
 

Emir Ali MARĠS 
 

ÖZ 
 

Bu tezde,   spektral parametre,    1 0,1q x L  kompleks değerli bir 

fonksiyon ve d  sıfırdan farklı bir kompleks sayı olmak üzere 

   , 0 1,y q x y y x      

      0 0, 0 1 0y y d y    

sınır değer probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarının asimptotik formülleri alınmıĢ, 

seçilmiĢ özfonksiyonlar sisteminin    0,1 1pL p   uzayında minimalliği ve 

tabanlığı ispatlanmıĢ ve bu tabanın 2p   için koĢulsuz olduğu gösterilmiĢ, sürekli 

fonksiyonların söz konusu problemin seçilmiĢ özfonksiyonlar sistemi üzere Fourier 

ayrıĢımlarının    0, 0 1b b   ve  0,1  aralıklarında düzgün yakınsaklık Ģartları 

elde edilmiĢtir. 

Ayrıca, yine de   spektral parametre,    0,1q x C  reel değerli bir 

fonksiyon ve 1 0 1 1 0 1, , , , ,a b b c d d  sayıları 0 0 1 1 1 10, 0b d a d b c      Ģartlarını 

sağlayan reel sayılar olmak üzere 

   , 0 1,y q x y y x      

            0 0 1 1 1 10 0 , 1 1b y d y a b y c d y       

probleminin özdeğer ve özfonksiyonlarının asimptotik formülleri kesinleĢtirilmiĢ ve 

sürekli fonksiyonların bakılan problemin seçilmiĢ özfonksiyonlar sistemi üzere 

Fourier ayrıĢımlarının    0, 0 1b b   ve  0,1  aralıklarında düzgün yakınsaklık 

Ģartları elde edilmiĢtir.  

 

Anahtar Kelimeler: Özdeğer ve özfonksiyon, asimptotik formül, kök fonksiyonlar 

sistemi, minimal sistem ve taban, Fourier serisi ve düzgün yakınsaklık. 
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SOME SPECTRAL PROPERTIES OF A BOUNDARY VALUE PROBLEM 

WITH SPECTRAL PARAMETER IN THE BOUNDARY CONDITIONS 

 

Emir Ali MARĠS 

 

ABSTRACT 

 

In this thesis, we establish asymptotic formulae for eigenvalues and 

eigenfunctions, obtain minimality and basicity of the selected eigenfunctions system 

in    0,1 1pL p   and prove that this basis is unconditional for 2p  , verify 

uniformly convergent Fourier series for the continuous function in the selected 

eigenfunctions system on    0, 0 1b b   and  0,1  of the boundary value problem 

   , 0 1,y q x y y x      

      0 0, 0 1 0,y y d y    

where   is a spectral parameter,    1 0,1q x L  is a complex-valued function and 

0d   is a complex number.  

Further, we calculate the sharpened asymptotic formulae for eigenvalues and 

eigenfunctions and obtain uniformly convergent Fourier series for the continuous 

function in the selected eigenfunctions system on    0, 0 1b b   and  0,1  of the 

boundary value problem 

   , 0 1,y q x y y x      

            0 0 1 1 1 10 0 , 1 1 ,b y d y a b y c d y       

where   is a spectral parameter,    0,1q x C  is a real-valued function and the 

numbers 1 0 1 1 0 1, , , , ,a b b c d d  are the real constants which satisfy the conditions 

0 0 1 1 1 10, 0b d a d b c     . 

 

Keywords: Eigenvalue and eigenfunction, asymptotic formulae, the system of root 

functions, minimal system and basis, Fourier series and uniform convergence. 

 

Advisor: Prof. Dr. Nazim B. KERĠMOV, Mersin University, Department of 

Mathematics 
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SĠMGELER VE KISALTMALAR DĠZĠNĠ 

 

   1,2,3,...  doğal sayılar kümesi 

  Reel sayılar kümesi 

n   ’nin kendisiyle n  kez kartezyen çarpımı 

  Kompleks sayılar kümesi 

1,k n  1,2,...,k n  

 ,C a b      : , : , , 'de süreklidirf a b f a b  

 ,C a b            1 2 1 2 1 2: , : 0: , , 0 1f a b M x x a b f x f x M x x         


  

   ,
n

C a b  : , : , 'de in mertebeden türevi süreklidirf a b a b f n  

 ,n

pW a b    : , : , . mertebeden türevlenebilir vef a b f n  

  
         , 1 0,1,...
n

pf x L a b p n      

      Karakteristik determinant 

rankU  U  matrisinin rankı 

detU   U  matrisinin determinantı 

   Birim operatör 

W   Wronskiyen 

1

n

j

j

a


   1 2 ... na a a    

 0,1pL   
1

0

:
p

f f x dx
  

  
  

  

z   z  kompleks sayısının eĢleniği 

 ,f g   f  ile g  vektörlerinin bulundukları uzayda iç çarpımı 

 0,1   Uç noktaları 0 ve 1 olan açık aralık 

 ,a b   Uç noktaları a  ve b  olan yarı açık aralık 

 nO a   Landau sembolü 

1 k n   1,2,...,k n
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1. GĠRĠġ 

 

Lineer diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde sınır koĢullarının spektral 

parametreyle bağlı olduğu problemler, önemli bir sınıf oluĢturur. Bu teorinin 

temelleri geçen yüzyılın baĢlarında verilmiĢtir. Son yıllarda bu teorinin önemli bir 

kısmını, denklemin ve sınır koĢullarının aynı spektral parametreyi içerdiği sınır değer 

probleminin kök fonksiyonlarının farklı fonksiyonel uzaylarda tabanlık özelliklerinin 

ve kök fonksiyonlara göre spektral ayrıĢımlarının düzgün yakınsaklık Ģartlarının 

incelenmesi oluĢturur. 

AĢağıdaki sınır değer problemlerini göz önüne alalım: 

     , 0 1,y q x y y x                    (1.1) 

                                                      0 0,y                             (1.2) 

               0 1 0,y d y                             (1.3) 

burada  spektral parametre,  q x   1 0,1L  uzayından kompleks değerli bir 

fonksiyon ve d  sıfırdan farklı bir kompleks sayıdır; 

                 , 0 1,y q x y y x                   (1.4) 

                           0 00 0 ,b y d y                (1.5)              

                              1 1 1 11 1 ,a b y c d y                   (1.6) 

burada   spektral parametre,  q x   0,1  aralığında sürekli reel değerli bir fonksiyon 

ve 1 0 1 1 0 1, , , , ,a b b c d d  sayıları 

 0 0 1 1 1 10, 0b d a d b c        

Ģartlarını sağlayan reel sayılardır. 

Tezde, (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) sınır değer problemlerinin bazı spektral 

özellikleri (özdeğerlerin ve özfonksiyonların yapısı ve asimptotları, kök fonksiyonlar 

sisteminin farklı fonksiyonel uzaylarda tabanlık özellikleri, seçilmiĢ kök fonksiyonlar 

sistemi üzere ayrıĢımların düzgün yakınsaklık koĢulları) araĢtırılacaktır. 
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2. KAYNAK ARAġTIRMALARI 

 

 Lineer diferansiyel operatörlerin genel spektral özellikleri [1,2] 

monografilerinde verilmiĢtir.  

Tezde incelenen problemlerin fiziksel uygulamalarına iliĢkin bazı çalıĢmalar 

[3,4,5] makalelerinde yapılmıĢtır. 

 Diferansiyel operatörün spektral özelliklerinin incelenmesine dair pek çok 

çalıĢma mevcuttur. Örneğin, diferansiyel operatörün özdeğerlerinin varlığı, bu 

özdeğerlerin ve özfonksiyonların asimptotik ifadelerinin elde edilmesi, özdeğerlerin 

reel olup olmaması ve katlılık durumunun incelenmesi, katlı özdeğerlere uygun ek 

fonksiyonların kurulması gibi problemler ile lineer diferansiyel operatörün tabanlık 

özelliklerine dair bazı sonuçlar [6,7,8,9,10,11-20,21] makalelerinde bulunabilir. Bu 

özelliklerin arasında, operatörün kök fonksiyonlar sisteminin tamlığının ve 

minimalliğinin araĢtırılması, bu sistemin farklı fonksiyonel uzaylarda ( özellikle 

   0,1 1pL p    uzaylarında) taban olup olmaması gibi problemler önem 

taĢımaktadır.  

Doktora tez problemlerimizle yakından iliĢkili olması nedeniyle tabanlık 

özellikleri ile ilgili bazı sonuçların kısa özetini verelim: 

[9] makalesinde, a , b  ve d  pozitif sayılar olmak üzere  

 
       

0, 0 1,

1 0, 0 0 0,

y y x

y a y by

    


   



 
 (2.1) 

sınır değer probleminin seçilmiĢ özfonksiyonlar sisteminin     0,1 1pL p   

uzayında taban olduğu ve bu tabanın 2p    için Riesz tabanı olduğu ve   

 
     

0, 0 1,

0 0, 1 1 ,

y y x

y y d y

    


 




 (2.2) 

sınır değer problemlerinin seçilmiĢ özfonksiyonlar sisteminin    0,1 1pL p   

uzayında taban olduğu gösterilmiĢtir. 

[16] makalesinde, (1.4)-(1.6) sınır değer probleminin özfonksiyonlarından 

birini atmakla oluĢturulan sisteminin  2 0,1L  uzayında Riesz tabanı olduğu 

ispatlanmıĢtır. Kaydedelim ki, 1 1 1 1 0a d b c     koĢulu bu problemin spektral 

özelliklerinin incelenmesinde önemli role sahiptir. 0   koĢulu sağlandığında, 
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(1.4)-(1.6) sınır değer problemini öz eĢlenik bir operatöre dönüĢtürmek mümkündür 

[5]. Söz konusu durumda, (1.4)-(1.6) sınır değer probleminin tüm özdeğerleri reel ve 

basit olur, problemin kök fonksiyonlar sistemi ise yalnızca öz fonksiyonlardan 

oluĢur. Belirtelim ki,   0q x   , 0    durumunda, (1.4)-(1.6) sınır değer 

probleminin özfonksiyonlar sistemine göre biortogonal ayrıĢımın düzgün 

yakınsaklığı, Fourier metodunu kullanarak kısmi diferansiyel denklemlerin klasik 

çözümlerini bulmak için kullanılmıĢtır [22,23]. 0    olduğunda özdeğerlerin 

bazıları reel olmayabilir veya çok katlı olabilir, bu durumda (1.4)-(1.6) sınır değer 

probleminin kök fonksiyonlar sistemi ek fonksiyonları da içerebilir [6,8]. Örneğin, 

[6] makalesinde, 

 

 

   

     

, 0 1,

0 sin 0 cos , 0 ,

1 1

y q x y y x

y y

y a b y



   



    

   


  

   

sınır değer problemi incelenmiĢtir, burada  q x  reel değerli sürekli bir fonksiyon, a  

ve b  reel sabitler ve 0a    dır. Belirtelim ki, bu problem için 0a     olur. Bu 

makalede, katlı özdeğerlere uygun ek fonksiyonlar kurulup, kök fonksiyonlar 

sisteminin    0,1 1pL p   uzayında tabanlık koĢulları incelenmiĢtir. 

 [21] makalesinde, 

  

   

0, 0 1,

0 0,

0 1 0, 0

y y x

y

y d y d





     




   

  (2.3) 

sınır değer probleminin seçilmiĢ özfonksiyonlar sisteminin     0,1 1pL p   

uzayında minimalliği ve tabanlığı gösterilmiĢtir. Kaydedelim ki, (2.3) sınır değer 

problemi, (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin   0q x    ve 0d   özel durumudur. 

 Sınır koĢulları spektral parametre içeren lineer diferansiyel operatörün kök 

fonksiyonlar sistemine göre spektral ayrıĢımlarının farklı fonksiyonel uzaylarda 

(sürekli fonksiyonlar uzayı, Hölder uzayları, Sobolev uzayları vs.) yakınsaklığının 

incelenmesine dair bazı çalıĢmalar [24,25,26,27,28-30,31] makalelerinde bulunabilir. 

[26,27] makalelerinde, bazı fiziksel uygulamalardan (homojen telin titreĢimi, 

bir kasnağın ısı yayılımı, bir ucu topraklanmıĢ kablodaki akım vs.)  kaynaklanan 
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(2.1) ve (2.2) sınır değer problemlerinin, sürekli fonksiyonların ve 

   0,1 0 1C     Hölder sınıfına ait fonksiyonların seçilmiĢ özfonksiyonlar 

sistemi üzere Fourier ayrıĢımlarının  0,1  aralığında düzgün yakınsaklık Ģartları 

incelenmiĢtir. Ayrıca,    2 0,1 1,2,...mW m   Sobolev uzaylarına ait fonksiyonların, 

bu uzaylardaki norma göre, Fourier ayrıĢımlarının yakınsaklık Ģartları elde edilmiĢtir. 

[31] makalesinde, sürekli fonksiyonların (2.3) sınır değer probleminin kök 

fonksiyonlar sistemine göre Fourier ayrıĢımının düzgün yakınsaklık koĢulları elde 

edilmiĢtir.  

[24,25] makalelerinde, 0b   ve 0d   olmak üzere 

 
       

0, 0 1,

0 0 , 1 1 ,

y y x

y by y d y

    

  




 

sınır değer probleminin özfonksiyonlar sistemi üzere sürekli fonksiyonların ve 

   0,1 0 1C     Hölder sınıfına ait fonksiyonların spektral ayrıĢımlarının düzgün 

yakınsaklığı araĢtırılmıĢ,    2 0,1 1,2,...mW m   Sobolev uzaylarına ait 

fonksiyonların, bu uzaylardaki norma göre, Fourier ayrıĢımlarının yakınsaklık 

Ģartları verilmiĢtir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu kısımda, bulgular ve tartıĢmalar kısmında yararlanılacak bazı tanım ve 

temel teoremler verilecektir. 

 

3.1. LĠNEER DĠFERANSĠYEL OPERATÖR 

 

Tanım 3.1.1 [2].     , , 0,jp x C a b j n   ve  
0

1
,C a b

p
  olmak üzere, 

   : , ,nl C a b C a b , 

                                            1

0 1 ...
n n

nl y p x y p x y p x y


                 (3.1) 

Ģeklindeki ifadeye lineer diferansiyel ifade denir.   , 0,jp x j n  fonksiyonlarına 

lineer diferansiyel ifadenin katsayıları, n  sayısına mertebesi denir. 

 (3.1) ile tanımlı l  dönüĢümü iyi tanımlıdır ve türev operatörünün 

lineerliğinden, l  dönüĢümünün lineer bir dönüĢüm olduğu açıkça elde edilir. 

 Belirtelim ki, ileride  , 0,jp x j n  fonksiyonlarına daha az koĢullar 

yüklenecektir ( örneğin,    1 , , 0,jp x L a b j n  ). 

 Tanım 3.1.2 [2].   U y , 

               1 1
, , ..., , , , ...,

n n
y a y a y a y b y b y b

      

değiĢkenlerine bağlı lineer bir ifade, yani, 

                                                  
1 1

0 0

n n
k k

k k

k k

U y y a y b 
 

 

                (3.2) 

olsun.  Burada, , , 0, 1k k k n      dir.  Eğer (3.2) Ģeklinde birkaç tane 

  , 1,jU y j m  ifadeleri verilmiĢse, 

                                                     0, 1,jU y j m                (3.3) 

koĢullarına sınır koşulları denir.   

                            
      , : 0, 1,
n

jD y C a b U y j m                                     (3.4) 
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kümesini tanımlayalım.  D , 
   ,
n

C a b  uzayının lineer bir alt uzayıdır.  Eğer (3.3) 

koĢulları yoksa (veya (3.3) koĢullarının tüm katsayıları sıfırsa), o zaman  

   ,
n

D C a b  olur. 

Tanım 3.1.3 [2].   l y  (3.1) ile, D  ise (3.4) ile tanımlansın.  Bu durumda 

     : , ,L D C a b L y l y   

Ģeklinde tanımlanan L  operatörüne,  l y  diferansiyel ifadesi ve 

  0, 1,jU y j m   sınır koĢullarıyla tanımlanan bir lineer diferansiyel operatör 

denir. 

 Belirtmek gerekir ki,  , 1,jU y j m   ifadelerinin her birini bu ifadelerin 

katsayılarından oluĢmuĢ ve 
2n

 uzayından olan  ,0 , 1 ,0 , 1,..., , ,..., ,j j n j j n    
 

1,j m  Ģeklindeki bir vektörle eĢleĢtirebiliriz.  Tersine, 
2n

 uzayından olan bir 

vektörle bir  U y  lineer ifadesi tanımlayabiliriz.  Biz  , 1,jU y j m  ifadelerinin 

lineer bağımsız olduğunu kabul edeceğiz.  O zaman 
2n

 uzayının boyutu 2n  

olduğundan, lineer bağımsız sınır koĢullarının sayısı en çok 2n  olur. Ayrıca lineer 

bağımsız sınır koĢullarının sayısı 2n  ise bu koĢulların katsayılar matrisinin rankı 2n  

olacağından sınır koĢulları, 

               1 1
0, 0,..., 0, 0, 0,..., 0

n n
y a y a y a y b y b y b

         

koĢullarına denk olur [2]. 

  

3.2. HOMOJEN SINIR DEĞER PROBLEMĠ 

  

Tanım 3.2.1 [2].  L  diferansiyel operatörü,  l y  diferansiyel ifadesi ve (3.3) 

sınır koĢullarıyla tanımlansın. Bu durumda 

                                                        0L y                                                              (3.5) 

Ģeklindeki probleme homojen sınır değer problemi denir.   

Homojen sınır değer problemi daha açık olarak, 
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 

 

0,

0, 1,j

l y

U y j m

 


 

 

Ģeklinde yazılabilir.   

(3.5) problemini sağlayan her bir fonksiyona bu problemin bir çözümü denir. 

Açıktır ki, 0y   fonksiyonu (3.5) probleminin çözümüdür.  Bu çözüme homojen 

sınır değer probleminin aşikar çözümü denir.  

 ġimdi homojen sınır değer probleminin aĢikardan farklı çözümlerinin 

varlığını araĢtıralım. 

 , 1,ky k n  fonksiyonları   0l y   diferansiyel denkleminin lineer bağımsız 

çözümleri olsunlar.  Lineer diferansiyel denklemler teorisinden bilindiği gibi, 

  0l y   denkleminin her bir çözümü ve bundan dolayı, homojen sınır değer 

probleminin her bir çözümü, 

1

n

k k

k

y c y


  

Ģeklindedir.  Burada , 1,kc k n  keyfi sabitlerdir.  Bu çözüm (3.3) sınır koĢullarını 

sağladığından 1 2, ,..., nc c c  sabitlerine göre 

                                                 
1

0, 1,
n

k j k

k

c U y j m


                           (3.6) 

homojen lineer denklemler sistemi elde edilir. 

                                              

   

   

1 1 1

1

n

m m n

U y U y

U

U y U y

 
 

  
 
 

               (3.7) 

matrisinin rankı r  olsun.  O zaman (3.6) homojen lineer denklemler sisteminin tam  

n r  sayıda lineer bağımsız çözüm vardır.  Bunlar sınır değer probleminin n r  

sayıda lineer bağımsız çözümüne uygundur.  Böylece Ģu sonuçlara varılabilir [2]: 

 1.  r n  ise ve yalnız böyle ise (3.5) probleminin aĢikardan farklı çözümü 

vardır. 

 2.  m n  ise, (3.5) probleminin aĢikardan farklı çözümü vardır. 

 3.  n m  ise (3.5) probleminin aĢikardan farklı çözümünün olması için gerek 

ve yeter Ģart det 0U   olmasıdır; burada U  (3.7) ile tanımlanmıĢ matristir. 
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 U  matrisinin rankına, sınır değer probleminin rankı denir. 

  

3.3. EġLENĠK DĠFERANSĠYEL ĠFADE 

 

           1

0 1 ...
n n

nl y p x y p x y p x y


     diferansiyel ifadesinin  kp x  

katsayıları, 
   , , 0,
n k

kp C a b k n


   koĢullarını sağlasınlar.  
   , ,
n

y z C a b  keyfi 

iki fonksiyon olsun. k  kez kısmi integrasyon ile, 

 

           
 

   
 

111 2
... 1

1

 

   



 
      
 

 





b
kkk k k

n k n k n k n k

a

b
kk

n k

a

b
p zy dx p zy p z y p z y

a

y p z dx

        (3.8) 

elde ederiz.  (3.8)’de , 1,...,1,0k n n   alıp elde edilen eĢitlikleri taraf tarafa 

toplarsak, 

                   *,

b b

a a

l y z dx P yl z dx                  (3.9) 

elde ederiz, burada 

                            
 

   
 11*

0 11 1 ...
n nn n

nl z p z p z p z


                 (3.10) 

ve  ,P   , 

 
                

                

1 1

1 1

, ,..., , , ,...,

, ,..., , , ,...,

n n

n n

y a y a y a y b y b y b

z a z a z a z b z b z b





 

 

 

 
 (3.11) 

değiĢkenlerine bağlı bilineer bir ifadedir [2]. 

 Tanım 3.3.1 [2].  (3.10) ile tanımlı  *l z  ifadesine,  l y  diferansiyel 

ifadesinin eşleniği, (3.9) formülüne ise Lagrange formülü denir. 

 *

b

a

l z ydx  

ifadesine kısmi integrasyon uygulanırsa, 

     * ,

b b

a a

l z ydx Q zl y dx     
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Ģeklinde bir eĢitlik elde ederiz, burada  ,Q    yine de (3.11) değiĢkenlerine bağlı 

bilineer bir ifadedir.  Böylece  l y ,  *l z ’nin eĢleniği olur.  Yani,    **l y l y  dir 

[2]. 

 EĢlenik ifadenin (3.10) tanımından, hemen, 

                   
* * *

1 2 1 2l l l l                         (3.12) 

                       
* *l l               (3.13) 

elde edilir [2]. 

 Eğer, *l l  ise  l y ’ye özeşlenik diferansiyel ifade denir.   

 (3.12) ve (3.13)’den Ģu sonuçlara varılır [2]: 

 1. ÖzeĢlenik diferansiyel ifadelerin toplamı da özeĢleniktir. 

 2. ÖzeĢlenik bir diferansiyel ifadenin bir reel sayıyla çarpımı da özeĢleniktir. 

 AĢağıdaki teorem özeĢlenik bir diferansiyel ifadenin en genel Ģeklini verir: 

 Teorem 3.3.1 [2].  Herhangi bir özeĢlenik diferansiyel ifade, 

    
 

    
    

 1
1

2 2 1

1
,

2
l y py l y ipy ipy

  
  

 






 
  

  
 

Ģeklindeki özeĢlenik  diferansiyel ifadelerin toplamıdır.  Burada p ,  ,a b  aralığında 

reel değerli bir fonksiyondur. 

Sonuç [2]:  Reel katsayılı bir özeĢlenik diferansiyel ifade, 

    
    

 

 
1

1

0 1 1...






    l y p y p y p y p y
 

 

   

Ģeklinde yazılabilir.  Burada , 0,kp k   reel değerli fonksiyonlardır. 

 

3.4. EġLENĠK SINIR KOġULLARI ve EġLENĠK DĠFERANSĠYEL OPERATÖR 

 

 , 1,U y m    lineer bağımsız ifadeleri verilsin.  Burada 2m n  dir. 

Lineer uzaylar teorisinden bilindiği gibi  bu ifadeleri, 2n  sayıda lineer bağımsız 

ifadeye tamamlayabiliriz.  Bu ifadeleri (3.9) Lagrange formülünde yazarsak, 

                 *

1 2 2 2 1 2 1...

b b

n n n

a a

l y z dx U y V z U y V z U y V z yl z dx           (3.14) 

eĢitliğini elde ederiz.  Yani  ,P    ifadesinin katsayıları  , 1,2U y n    dir. 
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 Ġspat edilebilir ki,   , 1, 2V z n    ifadeleri lineer bağımsızdır. 

 

 Tanım 3.4.1 [2]. 

                                                0, 1,2jV z j n m                                             (3.15) 

sınır koĢullarına (veya bunlara denk sınır koĢullarına) 

                                                     0, 1,jU y j m                                             (3.16) 

sınır koĢullarının eşlenik sınır koşulları denir. Eğer, (3.15) koĢulları (3.16) 

koĢullarına denkse, o zaman (3.15) koĢullarına özeşlenik sınır koşulları denir. 

 L ,  l y  diferansiyel ifadesi ve  (3.16) sınır koĢullarıyla belirlensin.  *l z  

eĢlenik diferansiyel ifadesi ve (3.15) eĢlenik sınır koĢullarıyla belirlen operatöre, 

L ’nin eşlenik operatörü  denir ve 
*L  ile gösterilir. 

 ,

b

a

y z yz dx   

iĢaretlemesini yaparsak, (3.14), (3.15) ve (3.16)’den, 

                                                    
b b

a a

Lyzdx yLzdx                                              (3.17) 

veya, 

                                                          *, ,Ly z y L z                                             (3.18) 

elde edilir. 

 Belirtelim ki, eĢlenik operatörlerin tanımından L , 
*L  operatörünün eĢleniği 

olur.  BaĢka bir deyiĢle, 
**L L  olur. 

 Eğer, 
*L L  ise L  operatörüne özeşlenik operatör denir. Bir L  operatörünün 

özeĢlenik operatör olması için gerek ve yeter koĢul bu operatörün özeĢlenik 

diferansiyel ifade ve özeĢlenik sınır koĢullarıyla tanımlanmasıdır.   

L  özeĢlenik ise (3.18) eĢitliği, 

                                                          , ,Ly z y Lz                                              (3.19) 

Ģeklini alır. 
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3.5. EġLENĠK SINIR DEĞER PROBLEMĠ 

 

Tanım 3.5.1 [2].  
*L , L ’ye eĢlenik operatör ise, 

                                                      * 0L z                                                   (3.20) 

homojen sınır değer problemine, 

                                                               0Ly                                                       (3.21) 

sınır değer probleminin eşlenik sınır değer problemi denir. 

 (3.20) problemi daha açık Ģekilde, 

                                              
 

 

* 0

0, 1,2j

l z

V z j n m

 


  

                                       (3.22) 

olarak yazılabilir. 

 EĢlenik sınır değer problemlerinin rankları arasındaki bağıntıyı bulalım [2]. 

 , 1,kz k n ,  * 0l z   denkleminin lineer bağımsız çözümleri ve 
/r , (3.20) 

probleminin rankı olsun.  O zaman bu problemin tam /n r  sayıda lineer bağımsız 

çözümü vardır. 

 Öte yandan y , (3.21) probleminin keyfi bir çözümüyse, , 1,kz z k n   

fonksiyonları için (3.14) Lagrange formülünün sol tarafı sıfır olur. 

  0, 1,jU y j m    olduğundan (3.14)’ten, 

                               1 2 2 1... 0, 1,m n m k n kU y V z U y V z k n                        (3.23) 

homojen denklemler sistemini elde ederiz.  Eğer (3.21) probleminin rankı r  ise, 

(3.23) sisteminin en azından n r  sayıda lineer bağımsız çözümü vardır.  Bu yüzden 

(3.20) probleminin rankı 
/r ,  2n m n r n m r       sayısından büyük değildir.  

Yani, 

                                                         /r n m r                                                   (3.24) 

dır.  Hatırlatalım ki, (3.20) ve (3.21) problemleri karĢılıklı eĢlenik olduğundan, 

rankların rolleri değiĢtirilirse, 

  /2r n n m r     

ve dolayısıyla, 

                                                       /r m n r                                                     (3.25) 
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elde edilir.  Sonuçta (3.24) ve (3.25)’den, 

                                                      /r n m r                                                      (3.26) 

bulunur. 

 Böylece aĢağıdaki sonuçlara varabiliriz [2]: 

1. Bir homojen sınır değer probleminde, sınır koĢullarının sayısı diferansiyel 

ifadenin mertebesine eĢitse, bu problemin rankı eĢleniğinin rankına eĢittir. 

2. Bir homojen sınır değer probleminde, sınır koĢullarının sayısı diferansiyel 

ifadenin mertebesine eĢitse ve bu problemin yalnızca aĢikar çözümü varsa, o zaman, 

bu problemin eĢleniğinin de yalnızca aĢikar çözümü vardır.  

 

3.6. LĠNEER DĠFERANSĠYEL OPERATÖRÜN ÖZDEĞERLERĠ ve 

ÖZFONKSĠYONLARI 

 

Tanım 3.6.1 [2].    bir parametre olsun. Eğer, 

                                                        L y y                                                       (3.27) 

denklemini sağlayan aĢikardan farklı bir y  çözümü varsa,   parametresine L  

operatörünün bir özdeğeri , y  fonksiyonuna da  ’ya uygun bir özfonksiyon denir. 

 Tanımdan açıkça denilebilir ki, bir L  operatörünün özdeğerleri   

parametresinin öyle değerleridir ki, 

                                       , 0, 1,jl y y U y j m                                        (3.28) 

homojen sınır değer problemi aĢikar olmayan çözüme sahiptir. Her bir aĢikardan 

farklı çözüm ise,  ’ya ait bir özfonksiyondur. 

 Aynı   özdeğerine ait özfonksiyonların bir lineer kombinasyonu da  ’ya ait 

bir özfonksiyondur, yani  1 1L y y  ve  2 2L y y  ise, 

   1 1 2 2 1 1 2 2L c y c y c y c y    dir;  burada 1c  ve 2c  keyfi sabitlerdir. 

  l y y  diferansiyel denklemi, verilen bir   parametresi için n ’den çok 

lineer bağımsız çözüme sahip değildir.  O halde aynı   özdeğerine ait tüm lineer 

bağımsız özfonksiyonlar sistemi,  l y y  diferansiyel denkleminin lineer 

bağımsız çözümlerinin gerdiği uzaydan, boyutu n ’den büyük olmayan bir alt uzay 
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ayırır.  Bu uzayın boyutu, verilen   özdeğeri için (3.28) probleminin lineer bağımsız 

çözümlerinin sayısıdır.  Bu sayıya   özdeğerinin geometrik katı denir. 

 ġimdi verilen bir   parametresi için, (3.28) probleminin aĢikardan farklı 

çözümlerinin varlığını araĢtıralım. 

  , , 1,ky x k n   fonksiyonları,  l y y  diferansiyel denkleminin, 

                                 1 0,
, , 1,

1,

j

k

k j
y a k j n

k j


 
 


                                    (3.29) 

baĢlangıç koĢullarını sağlayan çözümlerinin temel bir sistemi olsun.  Lineer 

diferansiyel denklemler teorisinden belirtelim ki,  ,a b  aralığında sabitlenmiĢ her bir 

x  değeri için,  , , 1,ky x k n   fonksiyonları,  ’nın tam fonksiyonlarıdır.  Bölüm 

3.2’nin sonuçlarına göre, (3.28) probleminin aĢikardan farklı bir çözümünün olması 

için gerek ve yeter Ģart, 

   

   

1 1 1

1

n

m m n

U y U y

U

U y U y

 
 

  
 
 

 

matrisinin r  rankının n ’den küçük olmasıdır.  Ayrıca belirtmek gerekir ki, U  

matrisinin tüm karesel alt matrislerinin determinantları,  ’nın tam fonksiyonlarıdır 

[2]. 

 Bu bilgiler ıĢığında aĢağıdaki sonuçlar verilebilir [2]: 

 1.  U ’nun, derecesi n  olan tüm alt matrislerinin determinantları özdeĢ olarak 

sıfırsa,   parametresinin her bir değeri özdeğer olur. 

 2.  U ’nun, derecesi n  olan en az bir alt matrisinin determinantı özdeĢ olarak 

sıfır  olmasın.  Bu durumda  ’nın, U  matrisinin derecesi n  olan tüm alt 

matrislerinin determinantlarını sıfır yapan değerlerinin her biri özdeğerdir. 

Böylece L  operatörünün özdeğerleri için olası iki durum mevcuttur [2]: 

a)  Her bir   sayısı L  operatörünün özdeğeridir. 

b)  L  operatörü en fazla sayılabilir sayıda özdeğere sahiptir ve bu özdeğerler 

sonlu yığılma noktalarına sahip değildir. 

 m n  durumu ayrıca incelenmesi gereken bir durumdur. 
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                                   

   

   

1 1 1

1

n

n n n

U y U y

U y U y

                                              (3.30) 

ile tanımlı determinanta, L  operatörünün karakteristik determinantı denir.  

Yukarıdaki tartıĢmadan bu determinantın,  ’nın tam fonksiyonu olduğu 

söylenebilir.    için aĢağıdaki sonuçlar verilebilir [2]: 

 1. L  operatörünün özdeğerleri,   ’nın sıfırlardır.    , özdeĢ olarak 

sıfırsa, her bir   sayısı L  operatörünün özdeğeridir. 

2.    özdeĢ olarak sıfır değilse, L  operatörü en fazla sayılabilir sayıda  

özdeğere sahiptir ve bu özdeğerler sonlu yığılma noktalarına sahip değildir.  Üstelik 

bu özdeğerler ,   ’nın sıfırlarıdır. 

 Eğer   ’nın hiç sıfırı yoksa, L  operatörünün de hiç özdeğeri yoktur. 

3. Eğer 0 ,   ’nın   katlı sıfırıysa, o zaman 0 ’ın geometrik katı  ’den 

büyük değildir. 

 4. Eğer 0 ,   ’nın basit sıfırıysa, o zaman 0 ’ın geometrik katı bire 

eĢittir.  Yani 0 ’a bir tek lineer bağımsız özfonksiyon karĢılık gelir. 

 Tanım 3.6.2 [2]. 0    ’nın basit sıfırıysa, 0  özdeğerine basit özdeğer 

denir. 

 0Ly   homojen sınır değer probleminde, diferansiyel ifadenin katsayıları ve 

sınır koĢullarının katsayıları,   parametresinin tam fonksiyonları olabilirler.  Bu 

durumda incelenen özdeğer problemi, (3.29) probleminden daha geneldir.  Yine de, 

böyle genelleĢtirilmiĢ özdeğer problemleri için yukarıda elde edilen sonuçların tümü 

geçerlidir. 

 Teorem 3.6.1 [2].   L  operatörünün geometrik katı p  olan bir özdeğeriyse, 

  
*L  eĢlenik operatörünün geometrik katı p  olan bir özdeğeridir. 

 Gerçekten,   L  operatörünün geometrik katı p  olan bir özdeğeriyse, o 

zaman, Ly y  probleminin p  sayıda lineer bağımsız çözümü vardır.  Bölüm 

3.5.’in sonuçlarıyla, *L z z  eĢlenik probleminin de p  sayıda lineer bağımsız 
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çözümü vardır.  Buradan,   parametresinin *L  operatörünün geometrik katı p  olan 

bir özdeğeri olduğu anlaĢılır. 

 Uyarı : Teorem3.6.1’in, sadece, sınır koĢullarının sayısının diferansiyel 

ifadenin mertebesine eĢit olduğu durumda geçerli olduğunu belirtelim. 

 Teorem 3.6.2 [2].  L  ve *L  eĢlenik operatörlerinin sırasıyla,   ve   

özdeğerlerine uygun özfonksiyonları,    ise ortogonaldir. 

 Teorem 3.6.2 [2].  ÖzeĢlenik bir operatörün özdeğerleri reeldir. 

 Teorem 3.6.1 ve teorem 3.6.2’den aĢağıdaki gibi bir sonuç elde edilir: 

 Sonuç [2]:  Bir özeĢlenik diferansiyel operatörün farklı özdeğerlerine karĢılık 

gelen özfonksiyonları ortogonaldir. 

 Aynı özdeğere karĢılık gelen lineer bağımsız özfonksiyonlardan Schmidt 

ortogonalleĢtirme yöntemiyle ortogonal özfonksiyonlar elde edebiliriz.  Böylece, 

aynı özdeğere ait olan özfonksiyonların oluĢturduğu uzayda ortogonal bir taban 

seçebiliriz. 

  

3.7. pL  UZAYLARI 

 

 Tanım 3.7.1 [32].  

1

0

0 , 1 :
p

pL f f x d x  kümesi, fonksiyonlar 

üzerinde tanımlı toplama ve skalerle çarpma iĢlemlerine göre bir lineer uzaydır.  

(Buradaki integral Lebesque anlamında integraldir.) 

 1 p  ise, 0,1pL  uzayında 

1
1

0

p
p

p
f f x dx  ile tanımlı .

p
 

ifadesi bir normdur.  0,1 1pL p  uzayı bu norma göre normlu lineer 

uzaydır [32]. 

 

 Teorem 3.7.1 (Hölder EĢitsizliği) [32].    0,1 1pf L p     ve 

 0,1qg L   ise, o zaman  1 0,1f g L    dir ve 
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    
1

0

p q
f x g x dx f g   

eĢitsizliği doğrudur, burada
1 1

1
p q
    dir. EĢitliğin sağlanması için gerek ve yeter 

Ģart sıfırdan farklı    ve    sayıları ve hemen hemen her  0,1x   için 

   
p q

f x g x    eĢitliğinin sağlanmasıdır. 

 

 Teorem 3.7.2 (Minkowski EĢitsizliği) [32].    , 0,1 1pf g L p    ise, 

 
p p p

f g f g     

eĢitsizliği sağlanır. 

 

Teorem 3.7.3 (Riesz-Fischer Teoremi) [32].  0 , 1 1pL p  uzayı 

tamdır ( Banach uzayıdır). 

 

Teorem 3.7.3 (Riesz Temsil Teoremi) [32]. F ,     0,1 1pL p    

uzayında tanımlı sınırlı lineer bir fonksiyonel olsun. O zaman, öyle bir  0,1qg L  

fonksiyonu vardır ki 

      
1

0

F f f x g x dx    

eĢitliği sağlanır. Ayrıca, 
q

F g   olur, burada 
 

0

sup
p

f
p

F f
F

f

   dır. 

 

3.8. HĠLBERT UZAYLARINDA TABANLAR 

 

Tanım 3.8.1 [33].  B  bir Banach uzayı,  
1j j





 bu uzaydaki vektörlerin bir 

dizisi olsun.  Eğer her bir x B  vektörü için, 

 
1

j j

j

x c 




       (3.31) 
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Ģeklinde tek yolla belirli, B  uzayındaki norma göre yakınsak olan bir seri ayrıĢımı 

varsa,  
1j j





 dizisine B  uzayının bir tabanı denir.  

(3.31) ayrıĢımında jc  katsayıları, x B  vektörüne bağlı lineer 

fonksiyonellerdir: 

  j jc x  (3.32) 

 Bu tanım bir H  Hilbert uzayı için uygulanırsa (3.32) eĢitliği, 

    , ; 1,2,...j j jc x H j     (3.33) 

Ģeklinde yazılır.  Ayrıca  1,2,...kx k   yazılırsa, 

    , , 1,2,...k j kj k j     

elde edilir, burada kj  Kronecker deltasıdır. 

 Tanım 3.8.2 [33].   
1j j

x



 ve  

1j j





, H  Hilbert uzayının elemanlarından 

oluĢan iki dizi olsun.  Eğer, 

    , , 1,2,...k j kjx k j    

ise, bu dizilere biortogonal diziler denir. 

 H  Hilbert uzayının  
1j j





 tabanına biortogonal olan  

1j j





 dizisi tek 

Ģekilde tanımlıdır [33]. 

 (3.31) ve (3.33) eĢitliklerinden  1,2,...j j   vektörlerinin her birine 

ortogonal olan herhangi bir f  vektörünün özdeĢ olarak sıfır olduğu söylenir.  

Sonuçta herhangi bir tabana biortogonal olan dizi, H  Hilbert uzayında tamdır [33]. 

 Teorem 3.8.1 [33].  H  Hilbert uzayının herhangi bir tabanına biortogonal 

olan dizi de bu uzayın bir tabanıdır. 

 Tanım 3.8.3 [34].  B  bir Banach uzayı,  
1j j

x



 bu uzayda bir dizi olsun.  

Eğer, 

  1 2 3, ,...x span x x  

    1 2 1 1, ,..., , ,... 2,3,...k k kx span x x x x k    
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ise,  
1j j

x



 dizisine bu uzayda minimal bir dizi denir, burada  1 2, ,...span    uzayı, 

 
1j j





 dizisinin B  uzayından gerdiği alt uzaydır. 

 Teorem 3.8.2 [34].  B  bir Banach uzayı,  
1j j

x



 bu uzayda bir dizi olsun.  

 
1j j

x



 dizisinin minimal olması için gerek ve yeter Ģart bu diziye biortogonal olan 

bir  
1j j





 dizisinin var olmasıdır. 

 Tanım 3.8.4 [34].  B  bir Banach uzayı,  
1j j

g



 ve  

1j j
f




 bu uzayda iki dizi 

olsun.  Eğer, 

 
2

1

j j

j

g f




    

ise, bu dizilere karesel yakın diziler denir, burada .  B  uzayındaki normdur. 

 Tanım 3.8.5 [33].  B  bir Banach uzayı,  
1j j

g



 bu uzayda bir dizi olsun.  

Eğer, 

 
1

0j j

j

c g




  

eĢitliği, 

 
2 2

1

0 j j

j

c g




    

koĢulu altında sağlanmıyorsa,  
1j j

g



 dizisine  -lineer bağımsız dizi denir. 

 Teorem 3.8.3 [34].  Bir Banach uzayında bir dizi minimal ise bu dizi  -

lineer bağımsızdır. 

  
1j j





 dizisi, H  Hilbert uzayının ortonormal bir tabanı, A  sınırlı ve tersi 

olan lineer bir operatör olsun.  Bu durumda keyfi bir f H  vektörü için, 

    
11 1 *

1 1

, ,j j j j

j j

A f A f f A   


 
 

 

    

ayrıĢımı doğrudur.  Sonuçta, 
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 
1

, j j

j

f f  




  

yazılır, burada, 

  
1*, 1,2,...j j j jA A j   


    (3.34) 

dir.  Açıkça, 

    , , 1,2,...j k jk j k     

dir.  O halde, eğer, 

 
1

j j

j

f c




  (3.35) 

ise, 

    , 1,2,...j jc f j   

dir.  Üstelik jc  katsayıları (3.35) ayrıĢımında tek türlü belirlidir. 

 Böylece her sınırlı ve terslenebilir lineer operatör H  Hilbert uzayının 

herhangi bir ortonormal tabanını bu uzayın baĢka bir tabanına dönüĢtürür.   

 

Tanım 3.8.6 [33] (Riesz Tabanı).  H  Hilbert uzayının yukarıdaki 

dönüĢümle elde edilen  
1j j





 tabanına ortonormal bir tabana denk tabanı veya 

Riesz tabanı denir. 

  

Teorem 3.8.4 [33] (Bari, N.K.).  AĢağıdakiler denktir: 

1)   
1j j





 dizisi, H  Hilbert uzayının bir Riesz tabanıdır. 

2)   
1j j





 dizisi, H  uzayının  ,f g  iç çarpımına topolojik denk olan uygun bir 

 
1

,f g  iç çarpımının oluĢturduğu uzayda ortonormal bir tabandır. 

3)   
1j j





 dizisi, H  uzayında tamdır ve öyle 1 2,a a  pozitif sayıları vardır ki, 

herhangi bir n  doğal sayısı ve herhangi 1 2, ,..., n    kompleks sayıları için, 

 

2

2 2

2 1

1 1 1

n n n

j j j j

j j j

a a   
  

     

eĢitsizliği doğrudur. 
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4)   
1j j





 dizisi, H  uzayında tamdır ve onun   

, 1
,j k

j k
 




 Gram matrisi, 2l  dizi 

uzayında sınırlı ve terslenebilir bir lineer operatör üretir. 

5)   
1j j





 dizisi, H  uzayında tamdır, bu diziye biortogonal olan  

1j j





 tam dizisi 

vardır ve herhangi bir f H  vektörü için, 

    
2 2

1 1

, , ,j j

j j

f f 
 

 

      

eĢitsizlikleri sağlanır. 

 Teorem 3.8.5 [33] (Bari, N.K.).  H  Hilbert uzayının  
1j j





 Riesz tabanına 

karesel yakın olan  -lineer bağımsız  
1j j

g



 dizisi de bu uzayın bir Riesz tabanıdır. 

 Son teoremden sonuç olarak aĢağıdaki önerme verilebilir [33]: 

 H  Hilbert uzayının  -lineer bağımsız  
1j j





 dizisi bu uzayın ortonormal 

bir tabanına karesel yakın ise, bu dizi H  uzayında bir tabandır. 

 

3.9. FONKSĠYON DĠZĠLERĠNĠN DÜZGÜN YAKINSAKLIĞI 

 

Bu bölümde I   ile reel sayıların bir alt kümesi gösterilecektir. 

 

 Tanım 3.9.1 [35].    nf n  I  üzerinde tanımlı kompleks değerli 

fonksiyonların bir dizisi ve :f I   bir fonksiyon olsun. Eğer her bir x I   için 

  nf x   dizisi  içinde  f x  fonksiyonuna yakınsak ise, o zaman “  nf   dizisi I  

aralığında f  fonksiyonuna noktasal yakınsaktır” denir ve  n
x I

f f n

    ile 

gösterilir. 

 Bu tanıma göre  nf   dizisinin f   fonksiyonuna noktasal yakınsak olması, 

her bir  x I  ve her 0    için öyle bir  ,n n x    doğal sayısının varlığıdır ki, 

n n   olduğunda    nf x f x     eĢitsizliği sağlanır. 
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 Yukarıdaki tanımda eğer  n n    ise, yani n  sayısı x I   noktasından 

bağımsız olarak sadece    sayısına bağlı seçilebiliyor ise, o zaman “  nf   dizisi I  

aralığında f   fonksiyonuna düzgün yakınsaktır” denir ve  nn
x I

f f


   ile 

gösterilir. 

 Açıktır ki, düzgün yakınsak bir fonksiyon dizisi aynı zamanda noktasal 

yakınsaktır, fakat bu hükmün tersi doğru değildir. 

 

 Teorem 3.9.1 (Cauchy Kriteri) [35]. AĢağıdakiler denktir: 

(i)  nf   fonksiyonlar dizisi I  aralığında düzgün yakınsaktır. 

(ii) 0    için öyle bir  n n     sayısı vardır ki ,n m n   olduğunda  

    sup n m
x I

f x f x 


    

dır.  

 
1

n

n k

k

s f


   olsun. Açıktır ki,  ns   fonksiyonlar dizisi I  üzerinde tanımlı 

kompleks değerli fonksiyonların bir dizisidir. O zaman aĢağıdaki tanımlar verilebilir 

[35]: 

 

  
1

serisi aralığında noktasal yakınsaktır.:

dizisi aralığında noktasal yakınsaktır.

n

n

n

f I

s x I






  

 

  
1

serisi aralığında düzgün yakınsaktır.:

dizisi aralığında düzgün yakınsaktır.

n

n

n

f I

s x I






  

 

 

1

1

serisi aralığında mutlak yakınsaktır.:

Her bir için dır.

n

n

n

n

f I

x I f x











 




  

1 1

serisi norm yakınsaktır.: dır.n n

n n

f f
 


 

    

Bu tanımlardan norm yakınsak bir fonksiyonel serinin mutlak ve düzgün 

yakınsak olduğu açıktır. 
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 Teorem 3.9.2 (Weierstrass Majorant Kriteri) [35]. Her bir n   için 

:nf I    sınırlı fonksiyon ve 
1

n

n

a




   içinde yakınsak bir seri  olmak üzere her 

bir n   için 
n nf a


   koĢulu sağlansın. Bu durumda 

1

n

n

f




  serisi norm 

yakınsaktır.   

 

3.10. ORTOGONAL DĠZĠLER VE FOURĠER SERĠLERĠ 

 

Tanım 3.10.1 [36].      2 , 1,2,...n x L a b n    sistemi için  

      0 ; , 1,2,...

b

n m

a

x x dx m n n m     

    
2

0 1,2,...

b

n

a

x dx n    

koĢullarını sağlıyorsa bu sisteme ortogonal sistem denir. 

    
0 1

cos sin
n n

nx nx
 

 
  (3.36) 

trigonometrik sistemi  ,   aralığında ortogonal bir sistemdir. 

 Eğer,   
1n n

x



 ortogonal sistemi için 

    
2

1 1,2,...

b

n

a

x dx n    

ise bu sisteme ortonormal sistem denir. 

 
1 1

1 cos sin

2 n n

nx nx
 

 

     
      

       
 (3.37) 

sistemi   ,   aralığında ortonormal bir sistemdir. 

 Tanım 3.10.2 [36].   
1n n

x



  0,1  aralığında ortogonal sistem olsun. 

  
1

n n

n

c x




  (3.38) 

serisine ortogonal seri denir, burada nc  sabit katsayılardır.  

 Herhangi bir  f x  fonksiyonunu ele alalım. 
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    
1

0

n nc f x x dx    (3.39) 

olmak üzere (3.38) serisine   
1n n

x



 ortogonal sistemine göre  f x  

fonksiyonunun Fourier serisi denir, burada (3.41) integralinin olduğunu 

varsayacağız. 

 (3.36) trigonometrik sistemine göre  f x  fonksiyonunun Fourier serisi 

    0

1

cos sin
2

n n

n

a
f x a nx b nx





   (3.40) 

Ģeklindedir, burada 

    
1

cos 0,1,2,... ,na f x nxdx n








   (3.41) 

    
1

sin 1,2,...nb f x nxdx n








   (3.42) 

dir. 

 Tanım 3.10.3 [36].   
1n n

x



,  0,1  aralığında tanımlı bir fonksiyonlar 

sistemi ve      0,1 1pf x L p    olsun. 

      
1

0

0 1,2,...nf x x dx n    (3.43) 

eĢitlikleri sadece   0f x   (hemen hemen her  0,1x  için) fonksiyonu için 

sağlanıyorsa, bu sisteme    0,1 1pL p    uzayında tamdır denir. ( Bu tanım 

   0,1f x C  fonksiyonu için verilirse “hemen hemen her” sözü yerine “her” 

kelimesi gelmelidir.) 

 Kaydedelim ki, (3.43) integralinin    0,1f x L  olduğunda var olabilmesi 

için    1,2,...n x n   fonksiyonlarının  0,1  aralığında sınırlı olması gerekir ve 

yeter. ġayet,      0,1 1pf x L p    ise (3.43) integrali 

   0,1n qx L   1,2,...n   olduğunda vardır, burada 
1 1

1
p q
   dir. 

 (3.36) trigonometrik sistemi  ,L    ve  ,C    uzaylarında tamdır. 
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 1 p p     olsun. O halde    
1n n

x



 sistemi  0,1pL  uzayında tam ise 

 0,1pL   uzayında da tam olur. Buradan (3.36) trigonometrik sisteminin 1 p    

için  ,pL    uzayında tam olduğu söylenebilir. 

 (3.36) trigonometrik sisteminin  ,C    uzayında tam olması aĢağıdaki 

sonucu verir: 

 Teorem 3.10.1 [36].  f x  sürekli fonksiyonunun (3.40) ile tanımlı Fourier 

serisi düzgün yakınsak ise, bu serinin toplamı  f x ’in kendisidir. 

 Teorem 3.10.2 [36] (Bessel EĢitsizliği).    2 0,1f x L  ve   
1n n

x



  0,1  

aralığında ortonormal bir sistem olsun. O zaman, 

 
2

2 2

1

n L
n

c f




  (3.44) 

dir, burada nc  sayıları (3.39) ile tanımlıdır. 

 Teorem 3.10.3 [36].  2 0,1L  uzayında herhangi bir fonksiyonun, herhangi 

bir ortonormal sisteme göre Fourier serisi  2 0,1L  uzayında yakınsaktır. 

 Tanım 3.10.4 [36].   
1n n

x



 sistemi verilsin ve her bir 

   0,1f x C (veya      0,1 1pf x L p   ) fonksiyonu ve her 0   için 

      
1

0 1
n

k k

k

f x x x  


     

(veya    
1

p

n

k k

k L

f x x  


  ) 

olacak Ģekilde n  ve 1 2, ,..., n     sayıları var olsun. Bu durumda 

“   
1n n

x



 sistemi  0,1C  uzayında (veya    0,1 1pL p    uzayında) kapalıdır” 

denir. 

    0,1 1pL p    uzayında (veya  0,1C  uzayında) kapalı olan bir sistem, 

 0,1qL  uzayında (veya  0,1L  uzayında) tamdır; tersine,     0,1 1pL p    

uzayında tam olan bir sistem,  0,1qL  uzayında kapalıdır, burada 
1 1

1
p q
   dir. 
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 Teorem 3.10.4 [36].  2 0,1L  uzayında tamlık ve kapalılık denktir. 

   
1n n

x



ortonormal sistemi,   2 0,1L  uzayında kapalı ve    2 0,1f x L  

olsun. O halde, 1 20 , ,..., :n         

    
2

1

.
n

k k

k L

f x x  


   

Öte yandan,    
1n n

x



 sistemine göre bütün n  dereceli polinomlardan  f x  

fonksiyonuna en iyi yaklaĢan polinom  
1

n

k k

k

c x


  ile verildiğinden 

    
2

1

n

k k

k L

f x c x 


   

olur, burada  1,kc k n   f x  fonksiyonunun Fourier katsayılarıdır.   
1n n

x



 

sistemi ortonormal olduğundan 

    
2

2

2 2

1 1

n n

k k k

k kL

f x c x f c
 

     

Ģeklinde hesaplanır. Buradan 

 
2 2 2

1

0
n

k

k

f c 


    

elde edilir. 0   keyfi olduğundan n   için limite geçersek, 

 
2

2 2

1

kL
k

f c




  (3.45) 

bulunur. (3.45) eĢitliğine Parseval eĢitliği denir. 

 Teorem 3.10.5 (Riesz-Fischer) [36].  1,2,...nc n   dizisi 
2

1

n

n

c




   

koĢulunu sağlayan herhangi bir sayı dizisi ve   
1n n

x



 ortonormal bir sistem olsun. 

Bu durumda öyle bir    2 0,1f x L  fonksiyonu vardır ki, nc  sayıları  f x  

fonksiyonunun bu sisteme göre Fourier katsayılarıdır. Ayrıca,   
1n n

x



  sistemi tam 

ise, o zaman  f x  fonksiyonu tek türlü belirlidir. 
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 Teorem 3.10.6 (Mercer) [36].   
1n n

x



 0 1x   ortonormal sistemi 

düzgün sınırlı ise, yani  

    0; 0,1 : ,nM n x x M        

koĢulu sağlanıyorsa, o zaman herhangi bir toplanabilir fonksiyonun bu sisteme göre 

Fourier katsayılarının dizisi sıfıra yakınsar. 

 Böylece her bir toplanabilir fonksiyonun (3.36) trigonometrik sistemine göre 

Fourier katsayıları sıfıra yakınsar. 

  0

1

cos sin
2

n n

n

a
a nx b nx





   (3.46) 

trigonometrik serisini göz önüne alalım. Eğer 

  
1

n n

n

a b




    (3.47) 

ise, (3.46) serisi  ,   aralığında mutlak ve düzgün yakınsaktır. (3.47) koĢulu 

(3.46) serisinin mutlak yakınsaması için gerek ve yeter koĢuldur. 

 Eğer  f x  fonksiyonu ikinci mertebeden toplanabilir bir türeve sahip ise, o 

zaman bu fonksiyonun Fourier serisi düzgün yakınsar. 

 Teorem 3.10.7 [36].  F x  mutlak sürekli bir fonksiyon ve onun 

   F x f x   türevi karesi integrallenebilir bir fonksiyon ise, o zaman  F x  

fonksiyonunun Fourier serisi mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 Teorem 3.10.8 [36].  na  monoton azalan ve sıfıra yakınsak bir dizi ise, o 

zaman 

 0

1

cos
2

n

n

a
a nx





  

serisi  0 mod 2x   noktaları haricinde her yerde yakınsaktır, ayrıca her bir 

0     için 2x      aralığında düzgün yakınsaktır. 

 nb  monoton azalan ve sıfıra yakınsak bir dizi ise, o zaman 

 
1

sinn

n

b nx




  
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serisi her yerde yakınsaktır, ayrıca her bir 0     için 2x      aralığında 

düzgün yakınsaktır. 

Tanım 3.10.5 [36]. Trigonometrik serilerin yakınsaklığının incelenmesinde 

önemli bir rolü olan Dirichlet çekirdeği aĢağıdaki gibi tanımlanır: 

  
1

cos ... cos .
2

nD x x nx     (3.48) 

Trigonometrik özdeĢliklerden kolayca elde edilebilir ki, (3.48) eĢitliği 

  

1
sin

2

2sin
2

n

n x

D x
x

 
 

   (3.49) 

Ģeklinde yazılabilir. 

    0

1

cos sin
2

k k

k

a
f a kx b kx





    (3.50) 

ve  

    0

1

cos sin
2

n

n k k

k

a
S x a kx b kx



    (3.51) 

olsun. (3.51) kısmi toplamlar dizisini, Fourier katsayıları ve Dirichlet çekirdeğinden 

yararlanarak  

        

1
sin

1 1 2

2sin
2

n n

n u

S x f u x D u du f u x du
u

 

 
 

 

 
 

       (3.52) 

Ģeklinde yazabiliriz [36]. (3.52) eĢitliği 

      
1 sin

1n

nu
S x f u x du o

u








    (3.53) 

biçimine dönüĢtürülebilir, burada  1o  n   iken sıfıra yakınsar. (3.53) eĢitliği, 

Riemann yerelleĢtirme prensibi diye bilinen son derece önemli bir özelliği açıklar 

[36]: 

  f x  fonksiyonunun Fourier serisinin x  noktasındaki yakınsaklığı veya 

ıraksaklığı bu fonksiyonun x  noktasının komşuluğundaki davranışına bağlıdır. 

 DeğiĢken değiĢimi yapılarak (3.53) eĢitliğini 
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         
0

1 sin
1n

nt
S x f x t f x t dt o

t




      (3.54) 

olarak da yazabiliriz.  f  trigonometrik Fourier serisinin kısmi toplamlar dizisinin 

(3.54) ile verilen Ģeklinden, bu serinin toplamı ile ilgili aĢağıdaki testler elde edilir 

[36]: 

 Teorem 3.10.9 [36].  f  serisinin x  noktasında  f x  fonksiyonuna 

yakınsaması için gerek ve yeter Ģart 

       
0

sin
lim 2 0
n

nu
f x u f x u f x du

u




      

olmasıdır, burada 0   dır. 

 Tanım 3.10.6 [36].  f x  fonksiyonunun 0x  noktasında sonlu sağ ve sol 

limitleri var ise ve bu fonksiyonun o noktasındaki değeri sağ ve sol limitlerin 

aritmetik ortalamasına eĢitse, yani 

  
   0 0

0

0 0

2

f x f x
f x

  
  

ise 0x  noktasına  f x  fonksiyonunun regüler noktası denir. 

 Teorem 3.10.10 (Dini) [36].       
0

2
du

f x u f x u f x
u



     integrali 

var olsun. Bu durumda,  f  serisi her x  regüler noktasında  f x  fonksiyonuna 

yakınsar. 

 Teorem 3.10.11 (Jordan) [36].  f x  fonksiyonu  ,a b  aralığında sınırlı 

salınımlı ise, o zaman bu fonksiyonun Fourier serisi   ,a b  aralığında her noktada 

yakınsaktır. Bu serinin toplamı süreklilik noktasında  f x , süreksizlik noktasında 

   0 0

2

f x f x  
 dir. Son olarak,  f x  fonksiyonu  ,a b   aralığında sürekli ise, 

o zaman  f x  fonksiyonunun Fourier serisi  ,a b   aralığında düzgün yakınsaktır, 

burada a a b b     dir. 

 Teorem 3.9.11’den aĢağıdaki sonuçlar elde edilir [36]: 
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  f x  fonksiyonu  ,   aralığında sürekli, sınırlı salınımlı ve 

   f f    ise, o zaman bu fonksiyonun Fourier serisi  üzerinde düzgün 

yakınsaktır. 

 Herhangi bir periyodik mutlak sürekli fonksiyonun Fourier serisi  üzerinde 

kendine düzgün yakınsaktır. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Maris, E. A. 2016. Sınır Koşulları Spektral Parametre İçeren Bir Sınır Değer Probleminin Bazı Spektral Özellikleri, Doktora 

Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

30 
 

4.  BULGULAR ve TARTIġMALAR 

 

 Bu bölümde (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) sınır değer problemlerinin özdeğerleri 

ve özfonksiyonları için elde edilen bazı özellikleri ve bu özelliklerin ispatlarını 

vereceğiz. 

 

4.1. (1.1)-(1.3) SINIR DEĞER PROBLEMĠNĠN ÖZDEĞERLERĠNĠN VE 

ÖZFONKSĠYONLARININ BAZI SPEKTRAL ÖZELLĠKLERĠ 

 

 ,u x  ,  (1.1) diferansiyel denkleminin  

    0, 0, 0, 1u u    (4.1) 

baĢlangıç koĢullarını sağlayan çözümü olsun. 

 (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özdeğerleri,    1 1,F d u     tam 

fonksiyonunun sıfırlarıdır, yani 

  1 1, 0d u    (4.2) 

denkleminin kökleridir.  0 1F   olduğundan, bu fonksiyon sıfıra özdeĢ değildir.  

0d   olduğundan,   0F    denklemi, 

  
 1,

1, 0
u

u


 



  


 (4.3) 

denklemine denktir. E  kümesi, (4.3) denkleminin köklerinin kümesi olsun. Bu 

küme,  F   fonksiyonu tam olduğundan, sayılabilir bir kümedir. 

   : , 1 1, 0D d E d u         

olsun. Açıktır ki, D  kümesi de sayılabilir bir kümedir. Bundan sonra d D  

olduğunu varsayacağız. 

 (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özdeğerleri ve özfonksiyonları için elde 

edilen spektral özellikler aĢağıdaki gibidir: 

 

 Teorem 4.1.1. d ’nin, sayılabilir sayıda değeri hariç, tüm değerleri için (1.1)-

(1.3) sınır değer probleminin tüm özdeğerleri basittir ve sonlu yığılma noktalarına 
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sahip olmayan , 0,1,2,...n n   sonsuz dizisi Ģeklindedir. Dahası, n ’nin yeterince 

büyük değerleri için, 

    
2

1 ,n n O    (4.4) 

      2sin
,n n

n x
u x u x O n

n






    (4.5) 

asimptotik formüller doğrudur ; burada,  nu x  n  özdeğerine uygun 

özfonksiyondur. 

 

 Teorem 4.1.2.    1 0,1q x L ,  0,1  aralığında hemen hemen her yerde 

     1 0 1q x q x x     ve r  keyfi kaydedilmiĢ negatif olmayan bir tamsayı 

olsun. Bu durumda    0,1,...;nu x n n r   sistemi    0,1 1pL p    uzayının bir 

tabanıdır, bu taban 2p   için koĢulsuzdur (Riesz tabanıdır). 

 

 Teorem 4.1.3.    2 0,1q x L ,  0,1  aralığında hemen hemen her yerde 

     1 0 1q x q x x     ve r  keyfi kaydedilmiĢ negatif olmayan bir tamsayı 

olsun.  0,1f C  fonksiyonunun  0,1  aralığında  
1

2 sin
n

n x



 sistemine göre 

Fourier ayrıĢımı düzgün yakınsak ise, o zaman bu fonksiyon    0, 0 1b b   

aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre düzgün yakınsak Fourier serisine 

ayrıĢtırılabilir. Bu ayrıĢımın  0,1  aralığında düzgün yakınsak olması için gerek ve 

yeter Ģart   , 1 0rf u x   olmasıdır. 

 

4.1.1. Teorem 4.1.1’in Ġspatı 

 

 Belirtelim ki, (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özdeğerleri  ’ya göre tam 

bir fonksiyonun (    1 1,F d u     fonksiyonunun) sıfırları olduğundan, analitik 

fonksiyonun teklik teoremi gereği, özdeğerlerin sonlu yığılma noktalarına sahip 

olmayan bir dizi Ģeklinde olacağı açıktır. Ayrıca d  sayısının seçiminden ( d D ) 
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d ’nin, sayılabilir sayıda değeri hariç, tüm değerlerinde bu problemin özdeğerlerinin 

tümünün basit olduğu söylenebilir. 

2s   ve s it   olsun. O zaman 

    2sin
,

t xsx
u x O e s

s



   (4.6) 

eĢitliği doğrudur, burada  2t x
O e s


 fonksiyonu her bir kaydedilmiĢ  0,1x  için s  

değiĢkeninin tam fonksiyonudur ve 0 1x   için x ’e göre düzgündür [1, s.6].  

Böylece, (4.6) eĢitliğine göre (4.2) denklemini 

  sin 0
t

s s O e    (4.7) 

Ģeklinde yazabiliriz. Kaydedelim ki, t ’nin yeterince büyük değerleri için 

 
1

sin
4

t
s s e t   

olur. Buradan t   iken, (4.7) denkleminin sol tarafının modülünün  ’a 

ıraksadığı görülür. Demek ki, (4.7) denkleminin köklerinin tümü kompleks düzlemde 

bir yatay Ģeridin içinde yerleĢir. Yani, öyle bir 0M   sayısı vardır ki, (4.7) 

denkleminin herhangi bir s  çözümü için t M  sağlanır. Sonuçta, (4.7) denklemi 

  sin 1 0s s O    (4.8) 

denklemine denktir. 

 Belirtelim ki, 0   değeri (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özdeğeri 

değildir. Böylece, 0s   değeri de (4.8) denkleminin kökü olamaz. Ayrıca (4.7) 

denkleminin köklerinin basit olduğu açıktır. Aksi taktirde, (4.2) denkleminin bazı   

kökleri katlı olurdu ki, bu d D  seçimi ile çeliĢir. 

    sin
t

f s s s O e   olsun. O zaman öyle bir 0C   sayısı vardır ki 

  sin
t

f s s s Ce   eĢitsizliği sağlanır. H  sayısını öyle seçelim ki, (4.7) 

denkleminin tüm kökleri  :s it t H     Ģeridinde yerleĢsin ve 4H C , 

1
sinh

4

HH e  koĢulları sağlansın. ġimdi, 
2

Hn Ce


    koĢulunu sağlayan n ’nin 

keyfi kaydedilmiĢ bir tamsayı değerleri için, (4.7) denkleminin 
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 1
: ,

2
nR s it t H n


  

 
       
 

 bölgesi içindeki sıfırlarının sayısını 

bulalım. Belirtelim ki, s it    için 
2 2 2sin sin sinhs t   eĢitliği sağlanır. 

Buradan 

 sin sin , sin sinhs s t   (4.9) 

elde edilir.  (4.9) eĢitsizliklerinden, ,s iH 
2 2

n n
 

  
 

     
 

 ise, o 

zaman    sin sinh sin sin
4 4

HH H
s s H H e f s s s f s s s

C
       dir ve 

2
s n it




 
    

 
, H t H    ise, o zaman sin sin

2 2
s s n n

   
      
   

 
   

  sin
2

Hn Ce f s s s    


  dir. Rouch’e teoreminden [37, s.99],  1

nR  

bölgesinde (4.7) denkleminin köklerinin sayısı, sin 0s s   denkleminin köklerinin 

sayısı kadardır, yani 2 2n  sayıdadır. 2s   olduğundan, (1.1)-(1.3) sınır değer 

probleminin özdeğerleri için (4.8) denkleminin 1 : arg
2 2

D s s
  

     
 

 

bölgesinde yerleĢen köklerini ele almak yeterlidir. (4.8) denkleminin 

 2
: arg ,Re

2 2 2
nR s s s n

  


 
       
 

 bölgesindeki sıfırlarının sayısının 

1n  olduğu açıktır. 

 Rouch’e teoremini tekrar kullanarak, n ’nin yeterince büyük değerleri için, 

(4.8) denkleminin  n n   sayısının  1O n
 komĢuluğunda yalnızca bir kökünün 

olduğuna kolayca hükmedebiliriz. 

 (4.8) denkleminin 1s D  koĢulunu sağlayan köklerini Res ’nin azalmayan 

sırasına göre dizelim: 0 1 2, , ,..., ,...ns s s s  Bu tartıĢmalardan, n ’nin yeterince büyük 

değerleri için, aĢağıdaki asimptotik formülü elde ederiz: 

  1 .ns n O n    (4.10) 

(4.4) ve (4.5) formülleri 2

n ns  , (4.6) ve (4.10) eĢitliklerinden kolayca görülür. 

 Teorem 4.1.1 ispatlandı. 
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4.1.2. Teorem 4.1.2’nin Ġspatı 

 

 Teorem 4.1.2’nin ispatında kullanılacağı için iki yardımcı önermeyi ifade ve 

ispat edelim: 

 

 Lemma 4.1.2.1. n ’nin yeterince büyük değerleri için  

 
   

 1
1, 1

2

n

n

n

u
O n







 

 


 (4.11) 

eĢitliği doğrudur. 

 Ġspat. Belirtelim ki, 

        
0

sin 1
, , sin

x
sx

u x q u s x d
s s

         (4.12) 

eĢitliği doğrudur [1, s.6]. (4.12) eĢitliğinde 1x   yazıp s  değiĢkenine göre türev 

alırsak, 

 

 
     

       

 
 

 

1

2 2

0

1

0

1

0

1, cos sin 1
, sin 1

1
1 , cos 1

,1
sin 1

u s s
q u s d

s s s s

q u s d
s

u
q s d

s s


    

     

 
  


    



   


 









 

eĢitliğini elde ederiz. (4.5) ve (4.10) eĢitliklerini son ifadeye uygularsak 

 
   

 
 

   
1

2

0

1, 1 ,1
sin 1

n

n n

n

n

u u
q s d O n

s n s s

  
  




  

   
   (4.13) 

eĢitliğini elde ederiz. 
 

0 1

,
max

n

n
x

u x
M

s



 





 olsun.  

0 1
max max sin 1n

n
s




  
    

olduğundan (4.13) eĢitliğine göre 

 1 2

1n
n

n

M
M C

s n

 
   

 
 

eĢitsizliği sağlanır, burada 1C  n ’ye bağlı olmayan bir sabittir. Buradan ve (4.10) 

eĢitliğinden, n ’nin yeterince büyük değerleri için,  2

nM O n   olduğu görülür. 

Böylece, (4.13) eĢitliğini 
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   

 2
1, 1

n

nu
O n

s n






 

 


 

Ģeklinde yazabiliriz. Son eĢitliği ve (4.10) eĢitliğini kullanarak 

 
     

 1
1, 1, 1

2 2

n

n nn
n

n

u u
O n

s s

 





  

   
 

 

olduğunu elde ederiz. 

 Lemma 4.1.2.1 ispatlandı. 

  

 Lemma 4.1.2.2. AĢağıdaki eĢitlikler doğrudur: 

      
1

0

1
1 ; , 0,1,2,... ,n m

n m

u x u x dx n m n m
d 

      (4.14) 

    
 

 
1

0

1,
1 0,1,... .

n

n n

u
u x u x dx n






    

  (4.15) 

 Ġspat:  mu x  (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin m  özdeğerine uygun 

özfonksiyonu olduğundan,  1mu x  fonksiyonu 

        1 1 1 1 , 0 1my x q x y x y x x          

diferansiyel denklemini sağlar. Böylece, 0 1x   olduğunda  nu x  ve  1mu x  

özfonksiyonları için 

         ,n n n nu x q x u x u x    (4.16) 

        1 1 1 1m m m mu x q x u x u x        (4.17) 

eĢitlikleri doğrudur. (4.16) ve (4.17) eĢitliklerini sırasıyla  1mu x   ve  nu x  

fonksiyonları ile çarpıp taraf tarafa toplarsak, ayrıca      1 0 1q x q x x     

koĢulunu da göz önüne alırsak,  0 1x   için 

               1 1 1n m n m m n n m

d
u x u x u x u x u x u x

dx
         

eĢitliği elde ederiz. Bu eĢitliği 0x  ’dan 1x  ’e kadar integre edersek 

               
1 1

0
0

1 1 1m n n m n m n mu x u x dx u x u x u x u x          
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buluruz. Son eĢitlikten, (4.1) baĢlangıç koĢulları ve (1.2) , (1.3) sınır koĢullarını göz 

önüne alırsak, (4.14) eĢitliğini elde ederiz. 

 Benzer yolla, n   için 

               1 , 1 , 1 ,n n n n

d
u x u x u x u x u x u x

dx
            

eĢitliğini görmek zor değildir. (4.1) baĢlangıç koĢullarını kullanarak, son eĢitlikten 

    
   1

0

1 1,
1 ,

n

n

n

u u
u x u x dx




 


 

  

buluruz. Buradan n   için limite geçersek her bir n  için (4.15) eĢitliğinin 

doğruluğunu elde ederiz. 

 Lemma 4.1.2.2 ispatlandı. 

ġimdi teorem 4.1.2’nin ispatına dönelim. Öncelikle, teoremin ikinci kısmını, 

yani    0,1,...;nu x n n r   sisteminin  2 0,1L  uzayında koĢulsuz taban olduğunu 

gösterelim. Kaydedelim ki,    0,1,...;nu x n n r   sistemi  2 0,1L  uzayında 

minimaldir. Gerçekten, bu iddianın doğruluğunu ispatlamak için 

   0,1,...;nu x n n r   sistemine biortogonal olan    0,1,...;nv x n n r   

sisteminin varlığını göstermek yeterlidir. 

 Her bir n  için, n  (4.2) denkleminin basit kökü olduğundan (4.3) eĢitliği 

sağlamaz, yani 

 
 

 
1,

1, 0
n

n n

u
u


 




 


 

veya 

 
 1, 1

0
n

n

n

u

d




 


 


 

olur. 

    0,1,...;nv x n n r   sisteminin elemanlarını aĢağıdaki gibi tanımlayalım: 

  
   

 

1 1
.

1, 1

n n r r

n

n

n

n

u x u x
v x

u

d

 




 

  
 






 (4.18) 

, ,n m n r m r    olsun. (4.14), (4.15) ve (4.18) eĢitliklerinden 
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  
       

 

1 1

0 0

1 1

, 0
1, 1

m n m r n r

n m

m

m

m

u x u x dx u x u x dx

u v
u

d

 




 

  

  





 
 

olduğunu kolayca görebiliriz.  

 n r  olsun. Benzer Ģekilde, 

 

 
       

 

 

 

1 1

0 0

1 1

,
1, 1

1, 1

1
1, 1

n n n r n r

n n

n

n

n

n

n r

r n

n

n

n

u x u x dx u x u x dx

u v
u

d

u

d

u

d

 




 


 

  




 

  

  






 


  






 

 

eĢitliği doğrudur. Yani,    0,1,...;nu x n n r   ve    0,1,...;nv x n n r   

sistemleri biortogonal eĢlenik sistemlerdir. 

    0,1,...ny x n   sisteminin elemanlarını aĢağıdaki gibi tanımlayalım: 

    2 .n n ny x s u x  (4.19) 

   0,1,...;ny x n n r   sistemi  2 0,1L  uzayında minimal sistemdir. Gerçekten, 

elemanları 

      
1

0,1,...;
2

n n

n

x v x n n r
s

     (4.20) 

ile tanımlı    0,1,...;n x n n r    sistemi,    0,1,...;ny x n n r   sisteminin 

biortogonal eĢleniği olur. 

 (4.5) ve (4.10) asimptotik formüllerinden 

    12 sinny x n x O n    (4.21) 

olduğu kolayca görülür. Yine, (4.5), (4.10) ve (4.11) asimptotik formülleri ile (4.18) 

eĢitliğini kullanarak 

    12 sinn x n x O n     (4.22) 

Ģeklinde hesaplanabilir. 
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ġimdi    0,1,...;ny x n n r   sistemi ile  2 0,1L  uzayının ortonormal bir 

tabanı olan  
1

2 sin
n

n x



 sistemini karĢılaĢtıralım. (4.21)’e göre, 

   1

22 sin ,ny x n x C n     

eĢitsizliği sağlanır, burada  2C  n ’ye bağlı olmayan bir sabittir. Bu eĢitsizlikten 

    
2 2

1

1 1

2 sin 2 sin
r

n n

n n r

y x n x y x n x 




  

     

serisinin yakınsak olduğunu elde ederiz ( 0r   için ilk toplam yoktur). Yani, 

   0,1,...;ny x n n r   sistemi  
1

2 sin
n

n x



 sistemine karesel yakındır. Sonuçta, 

   0,1,...;ny x n n r   sistemi  2 0,1L  uzayında minimal olduğundan, bu sistem 

 2 0,1L  uzayının bir Riesz tabanı olur. 

 Böylece teorem 4.1.2’nin ikinci kısmı ispatlandı.  

ġimdi,    0,1,...;nu x n n r   sisteminin    0,1 1pL p    uzayında bir 

taban olduğunu gösterelim. Aslında elemanları (4.19) ile tanımlı 

   0,1,...;ny x n n r   sisteminin    0,1 1pL p    uzayında bir taban 

olduğunu göstermek yeterlidir.    0,1,...;ny x n n r   sistemi ile elemanları (4.20) 

ile tanımlı    0,1,...;n x n n r    sisteminin biortogonal eĢlenik olduğunu 

hatırlatalım. 

    2 sin 1,2,...n x n x n    (4.23) 

olsun. Kaydedelim ki, (4.23) sistemi    0,1 1pL p    uzayının bir tabanıdır [38, 

Chapter VIII, §20, Theorem 2]; ve, 2p   için bu taban ortonormaldır. Demek ki, 

öyle bir 0pM   sayısı vardır ki, herhangi bir  0,1pf L  fonksiyonu için  

  
1

, , 1,2,...
N

n n p p
n p

f M f N 


   (4.24) 

eĢitsizliği sağlanır, burada .
p

 normu    0,1 1pL p    uzayındaki normdur [39, 

Chapter I, §4, Theorem 6]. 

 (4.21)-(4.23) eĢitliklerinden  
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            1 1,n n n ny x x O n x x O n        (4.25) 

olduğu kolayca görülebilir. 

 1 2p   ve p  kaydedilmiĢ olsun.    0,1,...;ny x n n r   sistemi  2 0,1L  

uzayında tam olduğundan,  0,1pL  uzayında da tamdır. Böylece, bu sistemin 

 0,1pL  uzayında taban olduğunu ispatlamak için, tüm  0,1pf L  fonksiyonları 

için,  

  
0,

, , 1,2,...
N

n n p
n n r p

f y M f N
 

   (4.26) 

eĢitsizliğini sağlayan 0M   sayısının varlığını göstermek yeterlidir [39, Chapter I, 

§4, Theorem 6]. 

 Kolayca görülür ki, 1r   olduğunda her bir  0,1pf L  için 

  
1

1

0

,
r

n n p
n p

f y M f




   

eĢitsizliği sağlanır, burada 1M  pozitif bir sabittir. Demek ki, (4.26) eĢitsizliği, 

     2

1

, , 1, 2,...
N

N n n p
n r p

E f f y M f N r r
 

       (4.27) 

eĢitsizliğine denk olur, burada 2M  pozitif bir sabittir. (4.25) eĢitliklerini kullanarak 

(4.27) eĢitsizliğini 

          ,1 ,2 ,3 ,4N N N N NE f E f E f E f E f     (4.28) 

biçiminde yazabiliriz, burada 1, 2,...N r r    ve  

          1

,1 ,2

1 1

, , , ,
N N

N n n N n

n r n rp p

E f f E f f O n

   

      

           1 1 1

,3 ,4

1 1

, , ,
N N

N n N

n r n rp p

E f f O n E f f O n O n  

   

    

dır. (4.24) ile, 

  ,1 3N p
E f M f  (4.29) 

olur, burada 3M  pozitif bir sabittir. Riesz teoreminden [40, Chapter XII, §2, 

Theorem 2.8],  
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     

1 1

1

,2 4 4

1 1 1

5

, ,
N N Nq pq p

N n n

n r n r n r

p

E f M f n M f n

M f

 

     

   
     

   



   
 (4.30) 

elde edilir, burada 4M ,  5M  pozitif sayılardır ve 
1 1

1
p q
   dir. Dahası, 

 

       
1

2 2
1 1

,3

1 12

1

2
2

6 71
1

, ,
N N

N n

n r n r

N

p
n r

E f f O n f O n

M f n M f

 

   



 

 
   

 

 
  

 

 





 (4.31) 

ve  

   2

,4 8 91
1

N

N p
n r

E f M f n M f

 

   (4.32) 

değerlendirmeleri doğrudur, burada  6,9jM j   pozitif sayılardır. (4.27) eĢitsizliği, 

(4.28)-(4.32) eĢitsizliklerinin sonucudur. Böylece,    0,1,...;ny x n n r   

sisteminin 1 2p   için  0,1pL  uzayında tabanlığı ispatlandı. 

 2 p    ve 
1 1

1
p q
   olsun. Belirtelim ki, 1 2q   ve 

   0,1,...;ny x n n r   sistemi  0,1qL  uzayında bir tabandır; o halde bu sistemin 

biortogonal eĢleniği olan    0,1,...;n x n n r    sistemi  0,1pL  uzayının tabanı 

olur. Sonuçta,    0,1,...;n x n n r    sistemi  0,1qL  uzayında tam sistem olur. 

Yukarıdaki yöntem kullanılarak,    0,1,...;n x n n r    sisteminin  0,1qL  

uzayının bir tabanı olduğunu söyleyebiliriz. Nihayet,    0,1,...;ny x n n r   

sistemi de  0,1pL  uzayının bir tabanı olur. 

 Teorem 4.1.2’nin ispatı tamamlandı. 

 

4.1.3. Teorem 4.1.3’ün Ġspatı 

 

 (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlar sistemine göre Fourier 

ayrıĢımının düzgün yakınsaklığını araĢtırmak için, bu problemin özdeğerlerinin ve 
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özfonksiyonlarının asimptotik ifadelerini kesinleĢtirmek gerekir. AĢağıdaki yardımcı 

önerme bununla ilgilidir: 

 

Lemma 4.1.3.1. n ’nin yeterince büyük değerleri için aĢağıdaki asimptotik 

formüller doğrudur:  

 
  01

,

n

n
n

c
s n O

dn n






   
    

 
 (4.33) 

 

   

 
   

0

2 2

0 0

sin 1
1 sin 2

2

cos
2 cos 2 ,

2

x

n

x x

n
n

n x
u x q n d

n n

n x
A x q d q n d O

nn


  

 


    



 
   

 

   
      

  



 

 (4.34) 

burada  

  
 1

0

0

0

1
, ,

2

n

n

cd
c q d A

d
 

 
   (4.35) 

  
1

0

1
cos 2n q n d

n
      (4.36) 

dır. 

 Ġspat: (4.6) eĢitliği ile 

    2sin
, n

n n

n

s x
u x O s

s
    

olduğu kolayca görülür. Son eĢitlik (4.12) formülüne uygulanırsa 

 

     

   

2 2

0 0

3

2

0

sin cos cos
, cos 2

2 2

sin
sin 2

2

x x

n n n
n n

n n n

x

n
n n

n

s x s x s x
u x q d q s d

s s s

s x
q s d O s

s

     

   

   

 

 



 (4.37) 

ifadesini buluruz. 

    1 1cos cos , sin sinn ns x n x O n s x n x O n       

eĢitliklerini kullanarak (4.37) ifadesini 
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 
 

 
 

 

 
   

2 2

0 0

3

2

0

sin cos cos
, cos 2

2 2

sin
sin 2

2

x x

n
n

n

x

s x n x n x
u x q d q n d

s n n

n x
q n d O n

n

 
     

 


  





   

 

 



 (4.38) 

Ģeklinde yazabiliriz. (4.38) ifadesinde 1x   yazıp (4.35) ve (4.36) eĢitliklerini 

dikkate alırsak, 

  
 

 
0

2 2

1sin
1,

n

n n
n

n

cs
u O

s nd n






  
    

 
 (4.39) 

elde ederiz. 

 n ns n    olsun. (4.10) ile  1

n O n   olduğu açıktır. Böylece 

 
 4

1sin
n

nn

n

s
O n

s n








   olduğu görülebilir. Bu eĢitliği göz önüne alıp (4.39) 

ifadesini  1 1, 0n nd u    karakteristik denkleminde yerine yazarsak 

    
   

 

2 0

2 2

1 1
1 1 0

n n

n n
c

d n O O
n nd n

 


 

                

 

denklemini elde ederiz. Son denklemden 

 
  01

n

n
n

c
O

dn n






   
   

 
 

eĢitliğini buluruz. Sonuçta, (4.33) formülü doğrudur.  

(4.33) ile 

 
 

2 2

sin cossinn n n

n

s x A x n xn x
O

s n nn

 

 

 
    

 
 

ifadesi elde edilebilir, burada nA  (4.35) ile tanımlıdır. Son ifadeyi (4.38) formülünde 

dikkate alırsak (4.34) asimptotik formülünün doğruluğunu elde ederiz. 

 Lemma 4.1.3.1 ispatlandı. 

 ġimdi teorem 4.1.3’ün ispatına dönelim.  f x  fonksiyonunun  0,1  

aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre Fourier serisi 

      
0,

, n n

n n r

F x f v u x


 

   (4.40) 
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Ģeklindedir. 

 
 

1

1, 1
n

n

n

n

d
u

d




 

 





 

olsun. O zaman 

       1 1n n n n r rv x d u x u x      (4.41) 

dır. (4.4) ve (4.11) ile 

    
1 11 2

n

nd O n
      (4.42) 

eĢitliğini görmek kolaydır. 

 Kaydedelim ki, (4.40) serisinin düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter 

Ģart 

      1

1

, n n

n r

F x f v u x


 

   (4.43) 

serisinin düzgün yakınsak olmasıdır. 

   
1N N r

S x


 
 ile (4.43) serisinin kısmi toplamlar dizisini gösterelim. (4.41) 

eĢitliğine göre  

      ,1 ,2N N NS x S x S x   

olduğunu elde ederiz, burada 

       ,1

1

, 1 ,
N

N n n n n

n r

S x d f u x u x
 

   (4.44) 

       ,2

1

, 1
N

N r r n n

n r

S x f u x d u x
 

     (4.45) 

dır.  

 Öncelikle, (4.44) dizisinin düzgün yakınsaklığını analiz edelim. (4.33) ve 

(4.34) asimptotik formüllerine göre 

 

    

   

0

0 0

1 cos
sin 1 sin 2 2

2 2

cos 2

x

n n n

x x

n

n x
s u x n x q n d A x

n n

q d q n d O
n


   

 


    

 
    

 

  
    

 



 

 (4.46) 

eĢitliğini elde ederiz. 
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       

     

0 0

1

0

sin 2 , cos 2 ,

2 , 1 2

x x

n n

x
n n

n n n

x q n d x q n d

x A x q d d
n

       


  



 

     

 



 (4.47) 

olduğunu varsayalım. Kaydedelim ki,   
1n n r

x


 
,   

1n n r
x



 
 ve   

1n n r
x



 
 

düzgün sınırlı fonksiyon dizileri,  
1n n r

d


 
 ve  

1n n r




 
 sınırlı sayısal dizilerdir. 

(4.46) ile 

         

   

, 1 , 1

2 ,sin sin

n n n n n n n n n

n

d f u x u x d f s u x s u x

f n x n x B x



 

   

  
 

eĢitliğini elde ederiz, burada 

 

 
 

 

 
  

 
  

 
 

 
  

   
 

   
 

1 1

0

1
,sin sin

1
, 1 sin sin

2

1
, 1 cos sin

1
, cos sin

2

1
, 1 cos sin

2

1
,sin sin

2

1
,sin

2

n

n

n

n

n

n

n

n n

n x

n

n

n

n

n

n n

n

n n

B x f n x n x
n

d
f x n x n x

n

d A
f x n x n x

n

d
f q d n x n x

n

d
f x n x n x

n

d x
f n x n x

n

d x
f n x

n


 

  


 


   


  



 








 


 


  


  

 
   

 


  


 






   
 

cos

1
,sin cos

2

n

n n n

n x

d x
f n x n x O

n n



 
 





  
   

 

 (4.48) 

dır. Böylece 

      ,1

1 1

2 ,sin sin
N N

N n

n r n r

S x f n x n x B x 
   

     

Ģeklinde yazılabilir. 

  
1

N

n r

B x


 

  (4.49) 
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serisi mutlak ve düzgün yakınsaktır. Gerçekten, (4.48) eĢitliğinden 

 

      

    

    

        

       

3

1

0

2

4

2
1

2

0

2 2
1 1

0 0

,sin , 1 sin

, 1 cos , cos

, 1 cos ,sin

1 ,cos ,cos

1 1

n n

x

n n

x

n
n n

C
B x f n x f x n x

n

f x n x f q d n x

f x n x C f n x

x f x n x f x q d n x

f x x dx f x x dx
n

  

   

   

   


 





   


 
     

 

     
 

 
    

 

    
        

   





 

 (4.50) 

değerlendirmesi yapılabilir, burada 3C  ve 4C  belirli sabitlerdir. 

       
22

1 1

,sin , 1 ,cos ,
n r n r

f n x x f x n x 
 

   

   

    

2
1

1 10

, cos ,

x

n

n r n r

f x q d n x
n


  

 

   

 
 
 

   

nümerik serileri yakınsaktır. Öte yandan Bessel eĢitsizliği ve (4.47)’den 

 

     

 

 

2
1 1

22

1 10 0

2
1 1

2

10 0

1 1
22 2 2

5 6

0 0

1 1

sin 2

n n

n r n r

x

n r

x

f x x dx f x dx

f q n d dx

C f q d dx C f q

 

  

 

 

   



 



 
    

 

 
  
 
 

 

  

 

 

 

değerlendirmesi yapılabilir, burada 5C  ve 6C  belirli sabitlerdir. Benzer biçimde, 

    

2
1

2 2

7

1 0

1n

n r

f x x dx C f q


 

 
  

 
   

değerlendirmesini elde edebiliriz, burada 7C  belirli bir sabittir. Sonuçta, (4.49) serisi 

mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 Teoremin koĢuluna göre 

  
1

, sin sin
n r

f n x n x 


 

  
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serisi  0,1  aralığında düzgün yakınsaktır. Dolayısıyla, (4.44) serisi   0,1  aralığında 

düzgün yakınsak olur.   , 1 0rf u x   koĢulu sağlanırsa, (4.43) serisinin kısmi 

toplamlar dizisi   
1N N r

S x


 
,   ,1 1N N r

S x


 
 dizisinin kendisi olur. Yani, (4.43) 

serisi  0,1  aralığında düzgün yakınsak olur. Böylece, teorem 4.1.3’ün ikinci kısmı 

ispatlandı. 

   , 1 0rf u x   olsun. Bu durumda, (4.45) serisinin düzgün yakınsaklığını 

analiz edelim. (4.5) ve (4.42) eĢitliklerine göre 

  
 

 2

1 1 1

sin 12N N N

n n

n r n r n

n x
d u x O n

n







    


       

ifadesini elde ederiz. Belirtelim ki,  

 
1

sin

n

nt

n





  (4.51) 

serisi her bir  ,2    aralığında düzgün yakınsaktır, burada 0     dir [36, 

Chapter I, §30, Theorem 1]. Bu yüzden, 

 
 

1

sin 1

n r

n x

n



 


  

serisi    0, 0 1b b   aralığında düzgün yakınsaktır. O halde,   ,2 1N N r
S x



 
 

fonksiyonel dizisi    0, 0 1b b   aralığında düzgün yakınsak olur. 

 Teorem 4.1.3’ün ispatı tamamlandı. 

 

4.2. (1.4)-(1.6) SINIR DEĞER PROBLEMĠNĠN ÖZDEĞERLERĠNĠN VE 

ÖZFONKSĠYONLARININ BAZI SPEKTRAL ÖZELLĠKLERĠ 

 

(1.4)-(1.6) sınır değer probleminin bu tezde elde edilen spektral özelliklerini 

vermeden önce, bu problemin özdeğerleri ve özfonksiyonları için daha evvel 

ispatlanmıĢ asimptotik formülleri, salınım özelliklerini ve tabanlıkla bağlı 

özelliklerini bilmemiz gerekir. 

(1.4)-(1.6) sınır değer problemi ile birlikte 
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 

     0 0

, 0 1,

0 0 , 1 0

y q x y y x

b y d y y

    


 
 (4.52) 

problemini ele alalım. Bu problemin özdeğerlerini  0,1,...D

n n   ile gösterelim ve 

1 0c   durumunda N  sayısını aĢağıdaki gibi tanımlayalım [7]: 

 1
1

1

D D

N N

d

c
     , 

 burada 1

D

    olduğu varsayılır. O halde, (1.4)-(1.6) sınır değer probleminin 

özdeğerleri sınırsız artan  0,1,...n n   dizisini oluĢturur: 0 1 ... ...n      . 

Dahası, 

 (a) 1 0c   ise, o zaman n  özdeğerine uygun  nu x  özfonksiyonunun  0,1  

aralığında n N  için tam n  tane, n N  için tam 1n  tane  basit sıfırı vardır.  

 (b) 1 0c   ise, o zaman n  özdeğerine uygun  nu x  özfonksiyonunun  0,1  

aralığında tam n  tane basit sıfırı vardır [7, Theorem 3.1 ve Corollary 5.2]. 

 Bundan baĢka, n ’nin yeterince büyük değerleri için, aĢağıdaki asimptotik 

formüller doğrudur [7, Corollaries 3.6 ve 5.4]: 

    
2

1 ,n n O         

burada  

 

1 0

1 0

1 0

1 0

eğer 0, 0 ise;0

eğer 0, 0 ise;1

2

1 eğer 0, 0 ise;

2

1 eğer 0, 0 ise

c d

c d

c d

c d

 


 



 
 



  

  

dır. Buradan, n ’nin yeterince büyük değerleri için 

    1

n n O n       (4.53) 

olduğu açıktır. 

 Belirtelim ki, 0n   ve  1,
D D

n n  
   ise, o zaman (1.4), (1.6) baĢlangıç 

değer probleminin aĢikar olmayan her bir çözümünün  0,1  aralığında n  tane basit 
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sıfırı vardır [7, Lemma 2.2]. Buradan ve (4.52) probleminin salınım özelliklerinden, 

1 0c   ve 1

1

n

d

c
    ise, o zaman 1

1

1

D

n N N

d

c
       olur [16]. 

 r  keyfi tespit edilmiĢ negatif olmayan bir tamsayı olsun. O zaman, 

   0,1,...;nu x n n r   sistemi  2 0,1L  uzayının koĢulsuz bir tabanıdır. Ek olarak, 

   0,1,...;nu x n n r   sisteminin biortogonal eĢleniği olan 

   0,1,...;nv x n n r   sisteminin elemanları aĢağıdaki gibi tanımlanır [16]: 

 (a) 1 0c   ise, o zaman 

  
 

 
 

 

 2
2 1

1

1

1

1

n

n r

r

n

n

n

u
u x u x

u
v x

a u
u

d







 (4.54) 

dır. 

 (b) 1 0c   ve 1
1

1

N

d

c
     ise, o zaman 

  
 

   
   

 

 

 

1 1

1 1

2
2

2

1 1

1

1

1

r n

n r

n r

n

n

n

n

c d u
u x u x

c d u
v x

u
u

c d


















 (4.55) 

dır.  

 (c) 1
1 1

1

0, N

d
c

c
     ve 1r N   ise, o zaman 

  
 

 
   

 

 

 

1

1 1 1 1

2
2

2

1 1

1

1

1

n

n N

n N

n

n

n

n

u
u x u x

c c d u
v x

u
u

c d





















 

dır.  

 (d) 1
1 1

1

0, N

d
c

c
     ve 1r N   ise, o zaman 1n N   için  nv x  

elemanları (4.54) ile, 1n N   için  
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    
 

   
 

 

 

1 1 1 1

1 2 2
2 1 1

1

1

1

1

r N

n r

r

n N

N

N

c c d u
u x u x

u
v x v x

c u
u


















 




 

ile tanımlanır. 

  ,x   ve  ,x  , (1.4) denkleminin  

    0, 1, 0, ,h      (4.56) 

    0, 0, 0, 1      (4.57) 

baĢlangıç koĢullarını sağlayan çözümleri olsunlar, burada h  tespit edilmiĢ keyfi bir 

reel sayıdır. 

 

 Teorem 4.2.1. 2

n ns   olsun. n ’nin yeterince büyük değerlerinde aĢağıdaki 

asimptotik formüller doğrudur: 

 (i) 1 0c   ve 0 0d   ise, o zaman  

 
 1

1 ,n
n

A
s n O

n n






 
     

 
 (4.58) 

 

   
   

 

 
 

 
 

 

1

2 2

0

2

0

1

2 2

0

cossin cos
,

2

cos
cos 2

2

sin
sin 2

2

x

n n

x

x

n

A x n xn x n x
u x x q d

n n n

n x
q n d

n

n x
q n d O

nn

 
   

  


  




  



    

 

 
    

 







 (4.59) 

dır, burada  
1

1
1

1 0

1

2

d
A q d

a
     ve 

   
1

1

0

1
cos 2n q n d

n
      dir. 

 (ii) 1 0c   ve 0 0d   ise, o zaman 

 
 2

21
,

12

2

n
n

A
s n O

n
n






  
             

 

 (4.60) 
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   

 

   

2

2 2

0

2

0

,

1 1 1
sin cos cos

2 2 2

1 1 1
2

2 2 2

1
cos

2
cos 2 1

1
2

2

1
sin

2

1
2

2

n n

x

x

u x x

n x A x n x n x

q d

n n n

n x

q n d

n

n x

n

 

  

 

  



  







 

     
       

        
                         

 
 

   
  

  
  

 
 

 
 

 
 





   
 2

2 2

0

sin 2 1

x

nq n d O
n


  

 
    

  





 (4.61) 

dır, burada  
1

1
2

1 0

1

2

a
A q d

c
      ve      

1
2

0

1
cos 2 1n q n d

n
       dir. 

 (iii) 1 0c   ve 0 0d   ise, o zaman 

 
 3

31
,

12

2

n
n

A
s n O

n
n






  
             

 

 (4.62) 

 

   

 

 
   

 
   

 

3

0

0

3

0

,

1

21 1
cos sin

12 2

2

1
sin

2
cos 2 1

2 1

1
cos

2
sin 2 1

2 1

n n

x

x

x

n

u x x

h A x q d

n x n x

n

n x

q n d
n

n x

q n d O
n n

 

 

 





  





  


 

 
   

       
     
 

 
 

   


 
           







 (4.63) 

dır, burada 0

0

b
h

d
 ,  

1

1
3

1 0

1

2

d
A h q d

a
      ve      

1
3

0

1
cos 2 1n q n d

n
       dır. 

 (iv) 1 0c   ve 0 0d   ise, o zaman 
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  
 

 4

41 ,
1

n
n

A
s n O

n n






 
        

 (4.64) 

 

   

 
 

 
 

 

 
   

 

 
   

 

4

0

0

4

0

,

1

2
cos 1 sin 1

1

sin 1
cos 2 1

2 1

cos 1
sin 2 1

2 1

n n

x

x

x

n

u x x

h A x q d

n x n x
n

n x
q n d

n

n x
q n d O

n n

 

 

 



  



 
  



 

 

    



  



 
       







 (4.65) 

dır, burada 0

0

b
h

d
 ,  

1

1
4

1 0

1

2

a
A h q d

c
      ve      

1
4

0

1
cos2 1n q n d

n
       dır. 

 

 Teorem 4.2.2. r  tespit edilmiĢ keyfi negatif olmayan bir tamsayı ve 

 0,1f C  olsun. 

 (i) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

 
1

2 sin
n

n x



 sistemine göre Fourier ayrıĢımı düzgün yakınsak ise, o zaman bu 

fonksiyon    0, 0 1b b   aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre 

düzgün yakınsak Fourier serisine ayrıĢtırılabilir. Bu ayrıĢımın  0,1  aralığında 

düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter Ģart  , 0rf u   olmasıdır. 

 (ii) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

1

1
2 sin

2
n

n x





  
  

  
 sistemine göre Fourier ayrıĢımı düzgün yakınsak ise, o zaman 

bu fonksiyon aynı aralıkta    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre düzgün yakınsak 

Fourier serisine ayrıĢtırılabilir. 

 (iii) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

1

1
2 cos

2
n

n x





  
  

  
 sistemine göre Fourier ayrıĢımı düzgün yakınsak ise, o 
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zaman bu fonksiyon    0, 0 1b b   aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine 

göre düzgün yakınsak Fourier serisine ayrıĢtırılabilir. Bu ayrıĢımın  0,1  aralığında 

düzgün yakınsak olması için gerek ve yeter Ģart  , 0rf u   olmasıdır. 

 (iv) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

  
1

2 cos 1
n

n x



  sistemine göre Fourier ayrıĢımı düzgün yakınsak ise, o zaman 

bu fonksiyon aynı aralıkta    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre düzgün yakınsak 

Fourier serisine ayrıĢtırılabilir. 

 

4.2.1. Teorem 4.2.1’in Ġspatı 

 

 (i) 1 0c   ve 0 0d   olsun. 2s   ve s it   ise, o zaman (4.57) baĢlangıç 

koĢulları ve (4.6), (4.12) eĢitliklerinden 

        
0

sin 1
, , sin ,

x
sx

x q s x d
s s

           (4.66) 

    2sin
,

t xsx
x O e s

s
 


   (4.67) 

ifadeleri yazılabilir, burada  2t x
O e s


 fonksiyonu her bir kaydedilmiĢ  0,1x  için 

s  değiĢkeninin tam fonksiyonudur ve 0 1x   için x ’e göre düzgündür [1, s.6].  

 1 0c   ve 0 0d   olduğundan (4.53) eĢitliğini 

  1

n ns n O n      (4.68) 

biçiminde yazabiliriz. (4.66)-(4.68) eĢitliklerinden aĢağıdaki ifadeyi elde ederiz: 

 

   

     

2

0

3

2 2

0 0

sin cos
,

2

cos sin
cos 2 sin 2 .

2 2

x

n n
n

n n

x x

n n
n n

n n

s x s x
x q d

s s

s x s x
q s d q s d O n

s s

   

      

  

  



 

 (4.69) 

    1 1cos cos , sin sinn ns x n x O n s x n x O n       

eĢitliklerini (4.69) ifadesinde uygulayarak 



Maris, E. A. 2016. Sınır Koşulları Spektral Parametre İçeren Bir Sınır Değer Probleminin Bazı Spektral Özellikleri, Doktora 

Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

53 
 

 

 
 

 

 
 

 
   

2

0

3

2 2

0 0

sin cos
,

2

cos sin
cos 2 sin 2

2 2

x

n
n

n

x x

s x n x
x q d

s n

n x n x
q n d q n d O n

n n


   



 
     

 



  

  



 

 (4.70) 

formülünü yazabiliriz. Ek olarak, (4.66) eĢitliğinden x ’e göre türev alırsak (4.68) 

eĢitliğini de uygularsak 

    1, cosn nx s x O n      (4.71) 

ifadesini elde ederiz. 

 Belirtelim ki, 1 0c   ve 0 0d   olduğundan (1.5), (1.6) sınır koĢulları 

        1 1 10 0, 1 1y a b y d y      

biçimine dönüĢür. Dolayısıyla, (1.4)-(1.6) sınır değer probleminin özdeğerleri 

      1 1 11, 1, 0n n na b d        (4.72) 

denklemini sağlar. (4.70) ve (4.71) eĢitlikleri kullanılarak 

  
 

 
 

 1 1

2 2

0

1sin
1, ,

2

n

n n
n

n

s
q d O

s nn


   



 
     

 
  (4.73) 

      11, 1
n

n O n       (4.74) 

ifadelerini elde ederiz. 

 n ns n    olsun. 

 
 

 4
1sin

n

nn

n

s
O n

s n








   (4.75) 

eĢitliğini görmek kolaydır. (4.73)-(4.75) eĢitliklerini, (4.72) denkleminde yerine 

yazarsak 

 
 

 
 

 1 1

1

2 2 2

0 1

1
0

2

n nd
q d O

n nn a n

 
 

  

 
     

 
  

denklemini elde ederiz. Bu denklemden (4.58) formülünün sağlandığı kolayca 

görülebilir. 

 (4.58) formülü ile  

 
 

 1

1

2 2

sin cossinn n

n

s x A x n xn x
O

s n nn



 

 
     

 
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ifadesi elde edilir. Bu ifade ve (4.70) eĢitliğinden (4.59) asimptotik formülünün 

doğruluğu görülür. 

 Ġlk durum ispatlandı. 

 (ii) 1 0c   ve 0 0d   olsun. Bu durumda (4.53) eĢitliği 

  11

2
n ns n O n   
    

 
 (4.76) 

Ģeklinde yazılabilir. (4.66), (4.67) ve (4.76) eĢitliklerinden 

 

   

   

     

2

0

2

0

3

2

0

1
cos

sin 2
,

1
2

2

1
cos

2
cos 2 1

1
2

2

1
sin

2
sin 2 1

1
2

2

x

n
n

n

x

x

n x
s x

x q d
s

n

n x

q n d

n

n x

q n d O n

n



   





  





  





 
 

   
  

  
  

 
 

   
  

  
  

 
 

   
  

  
  







 (4.77) 

olur. Öte yandan, (4.66) eĢitliğinden x ’e göre türev alırsak 

 

     

   

0 0

2

0

sin sin
, cos cos 2

2 2

cos
sin 2

2

x x

x

sx sx
x sx q d q s d

s s

sx
q s d O s

s

      

   

    

 

 



 (4.78) 

elde ederiz.  

Kaydedelim ki, 1 0c   ve 0 0d   olduğundan (1.4)-(1.6) sınır değer 

probleminin özdeğerleri 

        1 1 1 11, 1, 0n n n na b c d          (4.79) 

denklemini sağlar. 

 
1

2
n ns n  

 
   
 

 olsun. O zaman, (4.77) ve (4.78) eĢitliklerinden 
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 
 

 
1

2
1

1, ,
1

2

n

n O n

n

 








 
 

 
 

   
 

 
 

 1 1 2

0

1
1, 1

2 1

n

n n
n n q d O

n n


    




 

         
  

eĢitliklerini elde ederiz. Bu eĢitlikleri (4.79) denkleminde yerine yazarak 

  
 

 
 

   11 2
1 1

0
1

1 1
1 0

12 1

2

n n

n n
n

a
q d O

n n
c n


  






   
           

 

  

denklemini elde ederiz. Son denklemden (4.60) formülünün doğruluğu görülür. 

 (4.60) formülünü (4.77) eĢitliğinin sağındaki ilk terime uygularsak (4.61) 

formülünü elde ederiz. 

 Ġkinci durum ispatlandı. 

 (iii) 1 0c   ve 0 0d   olsun. 2s   ve s it   ise, o zaman (4.56) baĢlangıç 

koĢulundan 

        
0

1
, cos sin , sin ,

x
h

x sx sx q s x d
s s

            (4.80) 

    1
, cos

t x
x sx O e s 


   (4.81) 

ifadeleri yazılabilir, burada  1t x
O e s


 fonksiyonu her bir kaydedilmiĢ  0,1x  için 

s  değiĢkeninin tam fonksiyonudur ve 0 1x   için x ’e göre düzgündür [1, s.6].  

 1 0c   ve 0 0d   olduğundan (4.53) eĢitliği 

  11

2
n ns n O n   
    

 
 (4.82) 

Ģeklinde olur. (4.80)-(4.82) ifadeleri kullanılarak 



Maris, E. A. 2016. Sınır Koşulları Spektral Parametre İçeren Bir Sınır Değer Probleminin Bazı Spektral Özellikleri, Doktora 

Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

56 
 

 

 
 

 

 
   

 
     

0

0

2

0

1 1
sin sin

2 2
, cos

1 2 1

2

1
sin

2
cos 2 1

2 1

1
cos

2
sin 2 1

2 1

x

n n

x

x

h n x n x

x s x q d
n

n

n x

q n d
n

n x

q n d O n
n

 

   






  




  




   
    

      
 

 
 

 
 

   


 
 

   








 (4.83) 

olarak yazılabilir. Ayrıca, (4.80) eĢitliğinden x ’e göre türev alıp (4.82) eĢitliğini 

uygularsak 

    , sin 1n n nx s s x O      (4.84) 

elde ederiz. 

 Kaydedelim ki, 1 0c   ve 0 0d   olduğundan (1.5), (1.6) sınır koĢulları 

          1 1 10 0 , 1 1y hy a b y d y      

Ģekline dönüĢür, burada 0

0

b
h

d
  dır. Böylece, (1.4)-(1.6) sınır değer probleminin 

özdeğerleri 

      1 1 11, 1, 0n n na b d        (4.85) 

denklemini sağlar. (4.83) ve (4.84) formülleri kullanılarak 

  
 

 

 

 
 

 1 1 1 3

0

2 1 1
1, cos ,

2 1 2 1

n n

n
n n

h
s q d O

n n n


   

 

 
  

         
  

      
1

1, 1 1
2

n

n n O  
 

     
 

 

eĢitlikleri elde edilir.  

 
1

2
n ns n  

 
   
 

 olsun. O halde, son iki eĢitlik (4.85) denkleminde yerine 

yazılırsa 

 
   

 
 1 3

1

0
1

2 1
0

12 1 2 1

2

n
n

dh
q d O

n n n
a n


  

 


 
            

 

  
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denklemi elde edilir. Bu denklemden (4.62) eĢitliği görülebilir. 

 (4.62) formülünü (4.83) eĢitliğinin sağ tarafındaki ilk terime uygularsak 

(4.63) formülünü elde edebiliriz. 

 Üçüncü durum ispatlandı. 

 (iv) 1 0c   ve 0 0d   olsun. Bu durumda (4.53) eĢitliği 

    11n ns n O n       (4.86) 

Ģeklinde yazılabilir. (4.80), (4.81) ve (4.86) eĢitliklerinden 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
   

 

 
     

0

0

2

0

sin 1 sin 1
, cos

1 2 1

sin 1
cos 2 1

2 1

cos 1
sin 2 1

2 1

x

n n

x

x

h n x n x
x s x q d

n n

n x
q n d

n

n x
q n d O n

n

 
   

 


  




  





 
   

 


  




  









 (4.87) 

olduğu görülür. Öte yandan, (4.80) ifadesi x ’e göre türev alırsak ve (4.81), (4.86) 

eĢitliklerini uygularsak 

   

     

1

0

1 1

1

0 0

cos
, sin cos

2

cos sin
cos 2 sin 2

2 2

n
n n n n

n n
n n

s x
x s s x h s x q d

s x s x
q s d q s d O n

   

      

     

  



 

 (4.88) 

ifadesini elde ederiz. 

 Belirtelim ki, 1 0c   ve 0 0d    durumunda (1.4)-(1.6) sınır değer 

probleminin özdeğerleri için 

        1 1 1 11, 1, 0n n n na b c d          (4.89) 

denklemi sağlanır.  1n ns n      olsun. Böylece, (4.87) ve (4.88) kullanılarak 

      
1 11, 1 ,

n

n O n 
     

             
1

1 4

0

1
1, 1 1 1

2

n n

n n nn h q d O     
  

        
 

  

eĢitlikleri elde edilir. Son iki eĢitliği (4.89) denkleminde yerine yazarsak 

       
1

41

1 0

1
1 0

2
n n

a
n h q d O

c
          
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denklemi elde edilir. Bu denklemden (4.65) asimptotik formülünün doğruluğu 

görülür. 

 (4.65) formülünü (4.87) eĢitliğinin sağındaki ilk ifadede yerine yazarsak 

(4.66) asimptotik formülünü doğrudan elde ederiz. 

 Dördüncü durum ispatlandı. 

 Teorem 4.2.1’in ispatı tamamlandı. 

 

4.2.2. Teorem 4.2.2’nin Ġspatı 

 

Teorem 4.2.2’ispatında teorem 4.1.3’ün ispatında izlenilen yöntemler 

kullanılacaktır. 

 (i) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

   0,1,...;nu x n n r   sistemine göre Fourier serisi 

      
0,

, n n

n n r

F x f v u x


 

   (4.90) 

olsun, burada    0,1,...;nv x n n r   sisteminin elemanları (4.54) ile tanımlıdır. 

 
 

 

 
1

2

1 1

1

1

1

n n

n

n

u a u
d

u d



 
   
 
 

 (4.91) 

olsun. O zaman, (4.54) eĢitliğine göre 

      

 

 

 
1

1 1

n r

n n

n r

u x u x
v x d

u u

 
   

 
 (4.92) 

elde ederiz. (4.59) formülünden 

  
 

 

 1

1

2 2

1

1
1

n

n
n

d
u O

na n





 
    

 
, (4.93) 

 
 

 
2 3

2

1

2
nu O n

n

   (4.94) 

eĢitliklerini elde ederiz. (4.93) ve (4.94) kullanılarak, (4.91) eĢitliğini 

 
      1 11

1

2 1
n

n n

d
d O

a



   (4.95) 

Ģeklinde yazabiliriz. 
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 Kaydedelim ki, (4.90) serisinin  0,1  aralığında düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter Ģart 

      1

1

, n n

n r

F x f v u x


 

   (4.96) 

serisinin bu aralıkta düzgün yakınsak olmasıdır. 

   
1m m r

S x


 
 fonksiyonel dizisi (4.96) serisinin kısmi toplamlar dizisi olsun. 

(4.92) eĢitliği kullanılarak 

      ,1 ,2m m mS x S x S x   

olduğu görülür, burada 

  
 

 
   

1

,1

1

, ,
1

m
n

m n n

n r n

d
S x f u u x

u 

   (4.97) 

  
 

 
   1

,2

1

,

1

m
r

m n n

n rr

f u
S x d u x

u  

    (4.98) 

dır.  

Öncelikle (4.97) dizisinin düzgün yakınsaklığını analiz edelim. (4.93) ve 

(4.95) eĢitliklerinden 

 
 

 
            

1
1

, 2 , ,
1

n
n n n n n n

n

d
f u u x f n u n u x f n u O

u
      (4.99) 

elde edilir. (4.59) formülü ile 

 

     

 

 
 

1

0

0

1

0

cos cos
, sin

2

cos
cos 2

2

sin
sin 2

2

x

n n

x

x

n

A x n x n x
n u x x n x q d

n n

n x
q n d

n

n x
q n d O

n n

 
     

 


  




  



    

 

 
    

 







 (4.100) 

olur. (4.100) formülünden, (4.99) eĢitliğini 

 
 

 
         

1
1

, 2 ,sin sin
1

n
n n n

n

d
f u u x f n x n x B x

u
    (4.101) 

Ģeklinde yazabiliriz, burada 
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   

 
 

   
 

   
      

         

    
 

1

1

1

1

1

1 1

1
1

2
,sin cos ,sin cos

2
,sin sin ,cos sin

1 1
, cos sin , sin sin

,sin ,

n

n

n

n n

n
n

B x

x x
f n x n x f n x n x

n n

x
f n x n x x f x n x n x

n n

f x n x n x f x n x n x
n n

f n x O O
n

 
   

 


    

 

     
 


 



  

  

  

 
    

 

 (4.102) 

 

         

     

1

1 1

0 0

1

0

1
, cos 2 ,

2

sin 2

x x

n

x

n

x A x q d x q n d

x q n d

      

   

  



 



 (4.103) 

dır.  

Belirtelim ki, 
  1

2
1

n
n r

l


 
 ,    1 0,1x C   ve 

    1

1
n

n r
x



 
, 

    1

1
n

n r
x



 
 

fonksiyonel dizileri düzgün sınırlıdır. Sonuçta, 

        1

,1

1 1

, 2 sin 2 sin
m m

m n

n r n r

S x f n x n x B x 
   

    

eĢitliği sağlanır. 

 
   1

1

n

n r

B x


 

  (4.104) 

serisi  0,1  aralığında mutlak ve düzgün yakınsaktır. Gerçekten,  (4.102) eĢitliği ile, 

   

         
        
        

             
 

   

1

1

1

1 1

21

1

2 2
1 1 1

21 1

0 0

1

const.
,cos , cos

, sin ,sin

const. ,sin const. ,cos

,sin

const. ,sin

n

n

n n

n

n
n n

n

B x

x f x n x f x n x
n

f x n x f n x

f n x x f x n x

f x x dx f x x dx f n x
n

f n x

   

   

   


  

 



  

   

  

    
       
    



 

(4.105) 

değerlendirmesi doğrudur. 
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       
22

1

1 1

,sin , ,cos ,
n r n r

f n x x f x n x  
 

   

   

 
 

   
1

1

1 1

, ,sinn
n

n r n r

f n x
n


 

 

   

   

sayısal serileri yakınsaktır. (4.103) tanımlamalarını göz önüne alarak, Bessel 

eĢitsizliğine göre 

 

         

 

 

2
1 1

221 1

1 10 0

2
1

2

10 0

1
22 2 2

0 0

cos 2

const. const.

n n

n r n r

x

n r

x

f x x dx f x dx

f q n d dx

f q d dx f q

 

  

 

 

   



 

 
  

 

 
  
 
 

 

  

 

 

 

değerlendirmesini elde ederiz. Benzer biçimde, 

      

2
1

2 21

1 0

const.n

n r

f x x dx f q


 

 
 

 
   

olur. Böylece, (4.104) serisi mutlak ve düzgün yakınsaktır.  

Teoremin koĢuluna göre 

  
1

, 2 sin 2 sin
n r

f n x n x 


 

  

serisi  0,1  aralığında düzgün yakınsak olduğundan,   ,1 1m m r
S x



 
 dizisinin bu 

aralıkta düzgün yakınsak olduğuna hükmedilir.  , 0rf u   ise, o zaman (4.96) 

serisinin   
1m m r

S x


 
 kısmi toplamlar dizisi,   ,1 1m m r

S x


 
 fonksiyon dizisine eĢit 

olur. Sonuçta, teorem 4.2.2’nin ikinci kısmı ispatlandı. 

  , 0rf u   olsun. ġimdi, (4.98) serisinin düzgün yakınsaklığını analiz 

edelim. (4.59) ve (4.93) eĢitliklerini kullanarak 

 
   

   1
1 1

1 1 11

sin 12m m m
n

n n

n r n r n r

n xd
d u x O

a n n

 

     

 
    

 
    

elde ederiz. (4.51) serisi, 0     için  ,2    aralığında düzgün yakınsak 

olduğundan  
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 

1

sin 1

n r

n x

n



 


  

serisi    0, 0 1b b   aralığında düzgün yakınsak olur. Yani,   ,2 1m m r
S x



 
 

fonksiyon dizisi    0, 0 1b b   aralığında düzgün yakınsak olur. 

 Ġlk durum ispatlandı. 

 (ii) 1 0c   ve 0 0d   olsun. 1
1

1

N

d

c
     olduğunu varsayalım.  f x  

fonksiyonunun  0,1  aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre Fourier 

serisi 

      
0,

, n n

n n r

T x f v u x


 

   (4.106) 

olsun, burada    0,1,...;nv x n n r   sisteminin elemanları (4.55) ile tanımlıdır. 

 Belirtelim ki, (4.106) serisinin  0,1  aralığında düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter Ģart 

      1

1

, n n

n r

T x f v u x


 

   (4.107) 

serisinin bu aralıkta düzgün yakınsak olmasıdır. 

   
1m m r

T x


 
 fonksiyon dizisi, (4.107) serisinin kısmi toplamlar dizisi olsun. 

(4.55) eĢitliğini kullanarak 

      ,1 ,2m m mT x T x T x   

eĢitliğini elde ederiz, burada 

         2

,1

1

, ,
m

m n n n

n r

T x d f u x u x
 

   (4.108) 

  
    

 

   
 

2

1 1

,2

1 1 1

, 1
,

1

m
r r n n

m n

n rr n

c d f u x d u
T x u x

u c d



 


 


  (4.109) 

 
   

 

1
2

22

2

1 1

1n

n n

n

u
d u

c d







 
  
  

 (4.110) 

dır. (4.60), (4.61) ve (4.110) kullanılarak 
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    
2

2 1
2

2
nd n O n

 
   

 
 (4.111) 

eĢitliğini elde ederiz. (4.60), (4.61) ve (4.111) eĢitliklerinden 

 

   
   

2

2

1 1

1n n

n

n

d u
u x O n

c d




 

değerlendirmesini buluruz. Yani, (4.109) serisi  0,1  aralığında mutlak ve düzgün 

yakınsaktır.  

 ġimdi (4.108) dizisinin düzgün yakınsaklığını araĢtıralım. (4.61) ve (4.110) 

eĢitlikleri kullanılarak 

          2 21 1
, , 2 sin 2 sin

2 2
n n n nd f u x u x f n x n x B x 

    
       

    
 

olduğu elde edilir, burada 

     

     

     

     
 

2 1

1

2

2 1

2
2 1

1
,sin

2

1
,cos

2

1
, cos

2

1
, sin ,

2

n

n

n
n

B x f n x O n

x f x n x O n

f x n x O n

f x n x O n O
n



 

 


 









  
    

  

  
    

  

  
    

  

   
            

 

 

           

       

2

2 2

0 0

2

0

1
, cos 2 1 ,

2

sin 2 1

x x

n

x

n

x A x q d x q n d

x q n d

      

   

   

 

 



 

dır. Bu eĢitliklerden  

       

           
 

2 2

2

2

2 2
1 1 2

2 2

0 0

1 1
const. ,sin ,cos

2 2
n

n
n n

B x f n x x f x n x

f x x dx f x x dx
n

  


 

        
           

      

    
      
    
 

 

değerlendirmelerini yapabiliriz. 
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   
 2 2 2

2

1 1 1

1 1
,sin , ,cos ,

2 2

n

n r n r n r

f n x x f x n x
n


  

  

     

      
       

      
    

sayısal serileri yakınsaktır. Ayrıca, Bessel eĢitsizliği kullanılarak 

           

2 2
1 1

2 2 2 22 2

1 10 0

const. , const.n n

n r n r

f x x dx f q f x x dx f q 
 

   

   
    

   
  

değerlendirmelerin doğru olduğu görülür. Yani, 

 
   2

1

n

n r

B x


 

  

serisi  0,1  aralığında mutlak ve düzgün yakınsaktır. 

 Öte yandan, teoremin koĢuluna göre 

 
1

1 1
, 2 sin 2 sin

2 2n r

f n x n x 


 

    
     

    
  

serisinin   0,1  aralığında düzgün yakınsak olduğunu hatırlarsak, sonuçta (4.108) 

dizisinin bu aralıkta düzgün yakınsak olduğunu söyleyebiliriz. 

 1
1

1

N

d

c
     olduğunda ispat tamamen benzerdir. 

 Ġkinci durum ispatlandı. 

 (iii) 1 0c   ve 0 0d   olsun.  f x  fonksiyonunun  0,1  aralığında 

   0,1,...;nu x n n r   sistemine göre Fourier serisi 

      
0,

, n n

n n r

G x f v u x


 

   (4.112) 

gibidir, burada    0,1,...;nv x n n r   sistemi (4.54) ile tanımlıdır. 

 Belirtelim ki, (4.112) serisinin  0,1  aralığında düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter Ģart 

      1

1

, n n

n r

G x f v u x


 

   (4.113) 

serisinin  0,1  aralığında düzgün yakınsak olmasıdır. 

   
1m m r

G x


 
 dizisi (4.113) serisinin kısmi toplamlar dizisi olsun. (4.54) 

eĢitliğini kullanarak 
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      ,1 ,2m m mG x G x G x   

elde ederiz, burada 

  
 

 
    

3

,1

1

, ,
1

m
n

m n n

n r n

d
G x f u x u x

u 

    

  
  
 

   3

,2

1

,
,

1

m
r

m n n

n rr

f u x
G x d u x

u  

     

 
 

 

 
1

2

3 1

1

1

1

n n

n

n

u a u
d

u d



 
   
 
 

  

dır. (4.63) formülünü kullanarak 

    

 
 3 1 2

1

4 1

2 1

n

n

d
d O n

a n 




 


 (4.114) 

buluruz. Buradan ve (4.63) formülünden 

 
   

 
 3 21

1

1
sin 1

4 2

2 1
n n

n x
d

d u x O n
a n







 
  

   


 

ifadesini elde ederiz. 

 

   

 

   

1

cos 1 cos 11
sin (1 )

12
2sin

2

1 1
,  0 1

1 1
sin sin

2 2

m

n r

r x m x
n x

x

x b
x b

 




 

 

   
      

    
 



 

olduğundan  , 0rf u   ise, o zaman   ,2 1m m r
G x



 
 dizisi    0, 0 1b b   

aralığında düzgün yakınsak olur [36, Introductory Material, Abel’s Lemma]. 

 (4.63) ve (4.114) eĢitliklerini kullanarak 

 

 
        

3
31 1

, , 2 cos 2 cos ,
1 2 2

n
n n n

n

d
f u x u x f n x n x B x

u
 

    
       

    
 

elde ederiz, burada 
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      

      

      

      
 

2 3

3

3

3 3

3
3 3

1
,cos

2

1
,sin

2

1
, sin

2

1
, cos ,

2

n n

n

n n

n
n n

B x f n x O

x f x n x O

f x n x O

f x n x O O
n

 

  

  


  

  
    

  

  
    

  

  
    

  

   
            

 

 

           

       

3

3 3

0 0

3

0

1
, cos 2 1 ,

2

sin 2 1

x x

n

x

n

x h A x q d x q n d

x q n d

      

   

    

 

 



 

dır. Demek ki, 

       

              

2 2

3

3

2 2
1 1

2
3 3 3

0 0

1 1
const. , cos ,sin

2 2
n

n n n

B x f n x x f x n x

f x x dx f x x dx

  

  

        
           

      

    
      
    
 

 

değerlendirmesi doğrudur. O halde, 

 
   3

1

n

n r

B x


 

  

serisi mutlak ve düzgün yakınsak olur. Sonuçta,   ,1 1m m r
G x



 
 dizisi  0,1  aralığında 

düzgün yakınsaktır. Böylece,  , 0rf u   olduğunda (4.113) serisi  0,1  aralığında 

düzgün yakınsak olur. 

Üçüncü durum ispatlandı. 

 (iv) 1 0c   ve 0 0d   olsun. 1
1

1

N

d

c
     olduğunu varsayalım.  f x  

fonksiyonunun  0,1  aralığında    0,1,...;nu x n n r   sistemine göre Fourier 

serisi 

      
0,

, n n

n n r

H x f v u x


 

   (4.115) 
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Ģeklindedir, burada    0,1,...;nv x n n r   sisteminin elemanları (4.55) ile 

tanımlıdır. 

 Belirtelim ki, (4.115) serisinin  0,1  aralığında düzgün yakınsak olması için 

gerek ve yeter Ģart 

      1

1

, n n

n r

H x f v u x


 

   (4.116) 

serisinin bu aralıkta düzgün yakınsak olmasıdır. 

   
1m m r

H x


 
 fonksiyonel dizisi, (4.116) serisinin kısmi toplamlar dizisi 

olsun. (4.55) eĢitliğini kullanarak 

      ,1 ,2m m mH x H x H x   

eĢitliğini elde ederiz, burada 

         4

,1

1

, ,
m

m n n n

n r

H x d f u x u x
 

   (4.117) 

  
    

 

   
 

4

1 1

,2

1 1 1

, 1
,

1

m
r r n n

m n

n rr n

c d f u x d u
H x u x

u c d



 


 


  (4.118) 

 
   

 

1
2

24

2

1 1

1n

n n

n

u
d u

c d







 
  
  

 (4.119) 

dır. (4.64), (4.65) ve (4.119) kullanılarak 

 
   4 12 ,nd O n   (4.120) 

 

   
   

4

2

1 1

1n n

n

n

d u
u x O n

c d




 

elde ederiz. Dolayısıyla, (4.118) serisi  0,1  aralığında mutlak ve düzgün yakınsaktır.  

 ġimdi (4.117) dizisinin düzgün yakınsaklığını araĢtıralım. (4.64) ve (4.120) 

eĢitlikleri kullanılarak 

 
               4 4

, , 2 cos 1 2 cos 1n n n nd f u x u x f n x n x B x      

olduğu elde edilir, burada 
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        

        
        

        
 

4 1

1

4

4 1

4
4 1

, cos 1

,sin 1

, sin 1

, cos 1 ,

n

n

n
n

B x f n x O n

x f x n x O n

f x n x O n

f x n x O n O
n



 

 


 









  

  

  

 
     

 

 

 

           

       

4

4 4

0 0

4

0

1
, cos 2 1 ,

2

sin 2 1

x x

n

x

n

x h A x q d x q n d

x q n d

      

   

    

 

 



 

dır. Bu eĢitliklerden  

 
   4

1

n

n r

B x


 

  

serisinin  0,1  aralığında mutlak ve düzgün yakınsak olduğu görülür. 

 Sonuçta, teoremin koĢuluna göre (4.117) dizisinin   0,1  aralığında düzgün 

yakınsak olduğu elde edilir. 

 1
1

1

N

d

c
     olduğunda ispat tamamen benzerdir. 

 Dördüncü durum ispatlandı. 

 Teorem 4.2.2’nin ispatı tamamlandı. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERĠLER 

 

 Bu bölümde, tez problemlerinde ele alınan sonuçlar özetlenecek, bu konu ile 

ilgili baĢka nelerin yapılabileceğine dair öneriler verilecektir. 

 

5.1. SONUÇLAR 

 

 Bu tezde, (1.1)-(1.3) sınır değer problemi için aĢağıdaki sonuçlar elde 

edilmiĢtir: 

(i) Problemin sonlu yığılma noktalarına sahip olmayan sayılabilir sayıda 

özdeğerinin varlığı gösterilmiĢ, özdeğerlerin ve uygun 

özfonksiyonların asimptotik ifadeleri elde edilmiĢ ve bu ifadeler 

kesinleĢtirilmiĢtir. 

(ii) Problemin seçilmiĢ özfonksiyonlar sisteminin    0,1 1pL p   

uzayında minimalliği gösterilmiĢ ve tabanlığı ispatlanmıĢtır, bu 

tabanın 2p   için koĢulsuz olduğu elde edilmiĢtir. 

(iii) Sürekli fonksiyonların,  0,1  ve    0, 0 1b b   aralıklarında 

problemin seçilmiĢ özfonksiyonlar sistemine göre Fourier 

ayrıĢımlarının düzgün yakınsaklık Ģartları incelenmiĢtir. 

 (1.4)-(1.6) sınır değer problemi için de aĢağıdaki sonuçlara ulaĢılmıĢtır: 

(i) Problemin özdeğerlerinin ve uygun özfonksiyonlarının asimptotik 

formülleri kesinleĢtirilmiĢtir. 

(ii) Sürekli fonksiyonların,  0,1  ve    0, 0 1b b   aralıklarında 

problemin seçilmiĢ özfonksiyonlar sistemine göre Fourier 

ayrıĢımlarının düzgün yakınsaklık Ģartları incelenmiĢtir. 

Bu sonuçlar Bulgular ve TartıĢma bölümünde verilmiĢtir. Özelliklerin 

ispatlanması için gerekli tanımlar, lemmalar ve teoremler Materyal ve Yöntem 

baĢlığı altında verilmiĢtir. 
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5.2. ÖNERĠLER 

 

 Tezde, (1.1)-(1.3) ve (1.4)-(1.6) sınır değer problemlerinin spektral 

özellikleri, bu problemlerin özdeğerlerinin basit olduğu durumda incelenmiĢtir. Daha 

açık bir ifade ile, tezde araĢtırılan problemlerin kök fonksiyonlar sistemi yalnızca 

özfonksiyonlardan oluĢur. O halde, 

(i) (1.1)-(1.3) sınır değer probleminin ikinci sınır koĢulundaki d  sayısının, 

d D  olduğunda bazı özdeğerleri katlı olacaktır. Bu durumda kök 

fonksiyonlar sisteminde özfonksiyonların haricinde ek fonksiyonlar da 

olacaktır. 

(ii) (1.4)-(1.6) sınır değer problemi için 1 1 1 1 0a d b c     olduğunda, 

problemin kök fonksiyonlar sisteminde ek fonksiyonlar da mevcuttur. 

ġu halde, kök fonksiyonlar sisteminde ek fonksiyonların da olduğu durumda spektral 

ayrıĢımların düzgün yakınsaklığı incelenebilir. 

(iii) Tez problemlerinde yalnızca sürekli fonksiyonların spektral 

ayrıĢımlarının düzgün yakınsaklığı incelenmiĢtir; fonksiyonunların dahil olduğu 

sınıflar değiĢtiğinde ayrıĢımların yakınsaklığına dair koĢullar incelenebilir. 
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