SEYREK CESARO MATRISLERI
VE OZELLIKLERI

ALi ARPACIOGLU

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

MERSIN
MAYIS — 2016



SEYREK CESARO MATRISLERI
VE OZELLIKLERI

ALi ARPACIOGLU

MERSIN UNIiVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANA BILIiM DALI

YUKSEK LiSANS TEZi

Danisman
Yrd. Dog. Dr. Tuncay TUNC

MERSIN
MAYIS — 2016



Ali ARPACIOGLU tarafindan Yrd. Dog. Dr. Tuncay TUNC danismanhiginda

hazirlanan “Seyrek Cesaro Matrisleri ve Ozellikleri” baglkli bu ¢alisma asagida

imzalar1 bulunan Jiri iiyeleri tarafindan oy birligi ile Yiiksek Lisans Tezi olarak
kabul edilmistir.

Imza

Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN
Yrd. Dog. Dr. Tuncay TUNC

Yrd. Dog. Dr. Cem KOSAR

Yukaridaki Jiri karar1 Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun 22 ./.€4./ 2c:/4
tarih ve .22/ b. E4..1.. 2-...... say1l karartyla onaylanmistir.

R N :
rol P Ay
< oo
%;,{snsm&Mﬁ f
T 71305 4

e
is PRS0

Bu tezde kullamilan ézgiin bilgiler, sekil, ¢izelge ve fotograflardan kaynak géstermeden alinn yapmak 5846 savili
Fikir ve Sanat Eserleri Kanunu hiikiimlerine tabidir.



Arpacioglu, A., 2016, Seyrek Cesaro Matrisleri ve Ozellikleri, Yilksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

SEYREK CESARO MATRISLERIi VE OZELLIiKLERI

Ali ARPACIOGLU

0z

Bu calismada, iraksak dizilerin hangi kosullar altinda Cesaro yakinsak bir
uzamaya sahip oldugu ve hangi sartlar altinda Cesaro yakinsak bir uzamaya sahip
olmadig1 incelenmis ve bu konuda yapilan calismalarla ilgili 6rnekler verilmistir.
Ayrica Seyrek Cesaro Matrisi tanimlanmis ve bilinen bazi 6nemli toplanabilme
metotlariin hangi kosullar altinda Seyrek Cesaro Matrisi oldugu incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Serilerin seyrelmesi, Dizilerin uzamasi, Cesaro yakinsaklik,
Riesz ortalamasi.
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ABSTRACT

In this study, we analyzed and presented examples concerning under which
conditions divergent sequences could have a convergent elongation and under which
conditions divergent sequences would not have a convergent elongation. Also,
Diluted Cesaro Matrix has been defined and we analyzed under which conditions
certain important methods of summabilty would be Diluted Cesaro Matrix.

Keywords: Dilution of series, Elongation of segeunces, Cesaro convergence, Riesz

means.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

N : Dogal sayilar kiimesi

N, : Nu{o}

R : Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks sayilar kiimesi

C, : Birinci mertebeden Cesaro toplanabilme
C.x : x dizisinin C, ortalamastyla olusan dizi
limg x : x dizisinin C, ortalamasinin limiti

X : x dizisinin bir uzamasi

@ : Tum dizilerin klimesi (uzayn)

c : Yakinsak diziler kiimesi

C, : Sifira yakinsak dizilerin kiimesi

l, : Sinirl diziler kiimesi

limx, Hlimx,

A=(a,,) :Asonsuz matrisi

1A : A matrisinin normu

lim, x : x dizisinin A-dontisiimii altindaki limiti
Z, : Zweier dontlisimii

(R,p) : Riesz doéniisiimii
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: (x,) dizisi

1 )X, serisinin A-toplami

n=0

: N Uzerinde Seyrek Cesaro Matrisi
: Seyrek Cesaro Matrisi
: N Gzerinde Dizgiin Seyrek Cesaro Matrisi

: Dlzgun Seyrek Cesaro Matrisi

: Ispat tamamlandi

Vi
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1. GIRIS
Verilen bir
2.2,
n=0

serisinin terimleri arasina belli sayida sifirlarin eklenmesiyle olusan yeni seriye

seyreltilmis seri denir. Dikkat edilirse, seyrelmis serinin kismi toplamlar dizisi

orijinal serinin kismi toplamlar dizisinin bir uzamasidir, yani (s, )::0 orijinal serinin

kismi toplamlar dizisi ise seyrelmis serinin kismi toplamlar dizisi (s, )::o dizisinin

terimlerinin belli sayida tekrarlanmasiyla olusur. Yakinsak olan bir serinin
seyrelmesi (bir dizinin uzamasi) o serinin toplamini (0 dizinin limitini) degistirmez.
Ancak toplanabilme metotlar1 i¢in bu durum gegerli degildir. Yakinsak olmayan,
siirli bir dizinin uzatilmasindan elde edilen yeni dizinin hangi sartlar altinda, hangi
sayilara Cesaro toplanabilir oldugu ge¢mis donemlerde bir¢ok matematikginin
inceleme konusu olmustur. Verilen bir serinin karakterini onun kismi toplamlar dizisi
belirlediginden ayni durum serilerin seyrelmesi icin de gegerlidir. Ayrica benzer
caligmalar regiiler matris metotlar1 i¢in de ele alinmis; hangi matris doniisiimlerin

seyrelme 6zelligine sahip oldugu incelenmistir.

Bu calismada, yukarida bahsi gegen tiim sonuglar derlenmis, Onemli
sonugclar i¢in diiz ve ters drnekler verilmistir. Bu veriler tezin ‘Bulgular ve Tartigma’

boliimiiniin ilk ii¢ kisminda yer almstir.

Kuvvet serileri ve Faber serileri gibi baz1 fonksiyon serilerinin yakinsaklik
bolgeleri disinda yakinsak olan bir alt dizisinin varliginin, yani tistyakinsakliginin bu
serilerin seyrelmesinin Cesaro toplanabilmesi ile iligkisi son yillarda ilgi odag: haline
gelmistir. Cesaro matrisleri yerine farkli regiiler matrisler alinarak daha genel
sonuglarin elde edilmesi neticesinde, dogal olarak bu sonuglarin ne tiir regiiler
matrislere genisletilebilecegi merak konusu olmustur. Bu baglamda Seyrek Cesaro
Matrisleri tanitilmis ve bilinen 6nemli toplanabilme yontemlerinden bazilarinin hangi
kosullar altinda Seyrek Cesaro Matrisi oldugu ‘Bulgular ve Tartigma’ boliimiiniin

son kisminda incelenmistir.
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Bu calismanin ikinci bdliimiinde konuyla ilgili kaynak aragtirmasinin
yapildig1 ‘Kaynak Arastirmast’, liglincli boliimiinde gerekli tanim ve notasyonlarin
yer aldigi ‘Materyal ve Yontem’, dordiincii boliimde ise elde edilen bulgularin
derlendigi ve orneklendirildigi ‘Bulgular ve Tartisma’, besinci ve son bdoliimde
yapilan caligmayla ilgili ¢ikartilan sonuglarin ve Onerilerin bulundugu ‘Sonug¢ ve

Oneriler’ kismi yer almaktadir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

] - - - - n -
zkzoak kompleks ya da reel terimli bir seri ve s, =Zk=0ak ise onun n-

inci kismi toplami olsun. Bu serinin terimleri arasina belli sayida sifirlar serpistirerek

elde edilen yeni
8 +0+-+0+a,+0+-+0+a,+-=> a
k=0

serisine seyrelmis seri denir. Bir seri seyreldiginde serinin toplaminda ya da
yakinsaklik karakterinde bir degisim olmaz. Ancak iraksak serilerin seyrelmesi
Cesaro toplanabilirliginin karakterinde degisimlere neden olabilir. Bu sebeptendir ki
raksak seriler yiiz yillardir matematikcilerin ilgi alami igerisindedir. Seyrelmis seri
kavrami ilk olarak 1911 yilinda Chapman [1] tarafindan tanimlanmistir. Ayrica,
Chapman, seriler seyreldiginde toplanabilme Ozelliklerinin nasil etkiledigini de
incelemistir. Hardy [2] ise 1908 yilinda iraksak seriler seyreldiginde Cesaro
toplanabilirliginin degistigine dair bir 6rnek vermistir. Benzer calismalar yirminci
ylizyilin baslarinda Bromwich [3] tarafindan da ele alinmigtir. 1967 yilinda Vlasenko
[4] verilen bir serinin kismi toplamlar dizisinin bir limit noktasina, yine verilen bir
regliler matris doniisiimii altinda, bu limit noktasina toplanabilen seyrelmisinin
bulunabilmesine dair bir kriter vermistir. Aym yil i¢inde Vlasenko [5] verilen
kompleks seriye karsilik bir regiiler matrisin varligini ispatladi dyle ki serinin, kismi
toplamlar dizisinin limit noktalarinin konveks kabugundaki herhangi bir noktaya bu

doniisiim altinda toplanabilen seyrelmisi bulunabilir.

Seyrelmis serinin kismi toplamlar dizisinin, orijinal serinin kismi toplamlar
dizisinin terimlerinin belli sayida tekrar edilmesinden elde edildigi goriilir. Bu
durum uzamis dizi kavraminin ortaya ¢ikma nedenidir. Yakinsak bir dizi ile onun
herhangi bir uzamisinin limiti aynidir. Ancak bu durum dizilerin toplanabilmesinde
farklidir. Hardy, Cesaro toplanabilir bir dizinin Cesaro limiti ile bu dizinin
uzamiginin Cesaro limitinin farkli olabilecegine dair bir drnek vermistir [6]. 1969
yilinda Gaier [7] wraksak dizilerin hangi kosullar altinda bir matris doniisiimii altinda,
dizinin bir limit noktasina yakinsak olan dizi uzatmasina sahip oldugunu incelemistir.
1973 yilinda Dawson [8] dizilerin uzamasinin toplanabilmesi ile dizinin yakinsaklig

arasinda bir bagintiyr incelemistir. Dawson sonraki yillarda dizilerin uzamasi ile
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iligkili baz1 problemlerle de ilgilenmistir [9], [10]. 1974 yilinda Isbell [11] ve 1975
yilinda ise Drobot [12] verilen iraksak dizilerin hangi kosullar altinda ve hangi
noktalara Cesaro toplanabilen dizi uzatmasina sahip olduguna dair kriterler vermistir.
Keagy ise 1983 yilindaki [13] ve 1987 yilindaki [14] ¢alismasinda Gaier ve
Dawson’un sonuglarimi gelistirmeye c¢alismistir. 2001 yilinda Patterson [15]

Dawson’un ¢aligmalarinin benzerini ¢ift dizilere uygulamistir.

Serilerin seyrelmesinin ve dizilerin uzamasinin bazi kompleks fonksiyon
serilerinin tistyakinsakligi ile yakindan bir iliskisi vardir. 1970 yilinda V. Drobot [16]
su sonucu ispatlamistir: yakinsaklik yaricapr 1 olan bir kuvvet serisinin yakinsaklik
bolgesi disinda yakinsak olan bir alt dizisinin varligi icin gerek ve yeter kosulun
serinin kismi toplamlar dizisinin bir uzamaswmmin Cesaro yakinsak olmasidir. Benzer
bir sonucu farkl bir ispat yontemiyle 2011 yilinda T. L. Gharibyan ve W. Luh [17]
da elde etmistir. Ayn1 problemi yakinsaklik yaricap sifir olan kuvvet serileri i¢in de
2011 yilinda W. Luh ve A. Stepanyan [18] incelemistir. Kuvvet serileri yerine daha
genel olan Faber serilerini alan W. Luh ve M. Niess [19], sonuglarin1 2013 yilinda
yayimlamislardir. Ayrica yukarida verilen teoremde Cesaro matrisi yerine Riesz
matrisi alarak farkli bir genellestirilme de 2014 yilinda Tung ve Kiigiikaslan [20]

tarafindan yapilmstir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimiin ilk kisminda, matematiksel analizde sik¢a kullanilan diziler,
seriler ve kuvvet serileri tanmimlanip onlarin bazi temel 6zellikleri (zerinde
durulacaktir. ikinci kisminda, genel matris doniisiimleri, 6zel olarak da Zweier matris
dontigiimleri, Cesaro matris doniisiimleri ve Riesz matris doniistimleri tanimlanip

bazi 6nemli 6zellikleri verilecektir.

3.1. REEL SAYI DiZi VE SERILERI
3.1.1. Diziler

Dogal sayilar kiimesi iizerinde tanimli herhangi bir fonksiyona dizi adi
verilir. Diziler deger kiimesine gore adlandirilir. Ornegin, deger kiimesi reel sayilar

olan dizi reel terimli dizi, kompleks sayilar olan dizi kompleks terimli dizi olarak
adlandirlir. Bir dizi (x,)”, ya da kisaca (X, ) biciminde gésterilebilir. x, ifadesine

(Xn) dizisinin n. terimi ya da genel terimi denir. Bu tezde aksi belirtilmedikge ele

alinan diziler reel terimli diziler olacaktir. Tiim reel dizilerin olusturdugu aile @ ile

gosterilir:

w={x=(x): VneN,, x,eR}.

a Ve [ birer reel say1 olmak iizere her ne N igin x, <« ise (Xn) dizisine

iistten simrli; her neN igin x >/ ise (Xn) dizisine alttan simirlidir denir. o

sayisina bu dizinin bir zist stnirt; [ sayisina ise bir alt sinirt adi verilir. Bir dizi hem
alttan hem de iistten sinirli ise bu diziye swmnirli dizi denir. Siirh diziler su sekilde de

tanimlanabilir: Bir M >0 sayisi, her neN igin |Xn|SM olacak sekilde
bulunabiliyorsa (x,) dizisine simriidir denir. Tim smurh diziler ailesi ¢, ile
gosterilir:

0, ={x=(x)ew : (x,) smirh dizidir }.
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(x,) dizisinin en kiigiik iist simirina supremum adi verilir ve sup, x, ile
gosterilir. Eger (x,) dizisi Gstten smirli degilse sup, X, =+ kabul edilir. Benzer
bicimde (x,) dizisinin en biiyik alt smirma infimum adi verilir ve inf x, ile
gosterilir. Eger (x,) dizisi alttan simirl degilse inf, x, =—oo kabul edilir. Supremum

ve infimum tanimlarina gore verilen (Xn) dizisi i¢in agagidaki 6nermeler dogrudur.

3.1.1.1. Onerme.

A. sup, X, =  olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

I. Her neN igin x, </

ii.  Herbir £ >0 igin bir N e N vardir 6yle ki X, > #—& saglanir.
B. inf, X, = o olmas1 icin gerek ve yeter kosul

I. Her neN igin x, >«

ii.  Herbir £>0 i¢inbir N e N vardir dyle ki X, <a + & saglanir.

Ozel olarak sup,a, =+ olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her M >0 igin
bir N e N vardir dyle ki x, >M saglanmasidir. Benzer sekilde inf, X, =—oo olmasi

icin gerek ve yeter kosul her M >0 i¢in bir NeN vardir éyle ki x, <—-M

saglanmasidir.

3.1.1.2. Tamim. Bir (X, ) dizisi verilsin.

i. Her neN icin x, <x,,, ise (x,) dizisine monoton artan,
ii. Her neN icin x, <x,,, ise (x,) dizisine (kesin) artan,

iii. Her ne N icin x, > x,,, ise (x,) dizisine monoton azalan,
iv. Her ne N igin x, > x,,, ise (x,) dizisine (kesin) azalan

dizi denir.
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3.1.1.3. Tamm. (x,) dizisi ve bir a reel sayisi verilsin. Keyfi bir ¢>0
sayist verildiginde her n> N igin |Xn —a| < ¢ olacak sekilde bir N =N (3) dogal

sayisl varsa (Xn) dizisi a’ya yakinsaktr denir ve bu durum lim_ __x =a,

n—o °'n

X, >a (n—> o) ya da kisaca limx, =a ile gosterilir. Yakinsak olmayan dizilere

waksaktir denir. Tim yakinsak dizilerin ailesi ¢ ile, 0’a yakinsak tiim dizilerin ailesi

ise c, ile gosterilir:

(@]
I
——
>
Il
—~~

X,)ew: (X,) yaklnsak};

coz{x:(xn)eco ; Iimxn:O}.

nN—o0
Buradan ¢, ccc /< ® oldugu aciktir.

3.1.1.4. Teorem.

i. Monoton artan bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

dizinin ustten sinirli olmasidir.

ii. Monoton azalan bir dizinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

dizinin alttan sinirli olmasidir [21].
3.1.1.5. Tamm. (x,) dizisi verildiginde k, <k, <---<k, <--- artan dogal

say1 dizisi olmak Uzere (an) dizisine, (x,) dizisinin bir alt dizisi denir.

3.1.1.6. Teorem. (Xn) dizisinin a’ya yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (Xn) dizisinin her alt dizisinin a’ya yakinsak olmasidir [21].

3.1.1.7. Tanim. (x,) dizisinin alt dizilerinin limitlerinin kiimesini E ile
gosterelim. SUpE sayisina (x,) dizisinin Ust limiti ve infE sayisima ise (X,)
dizisinin alt limiti denir. (x,) dizisinin Ust limiti limsupx, ya da limx,, alt limiti
ise liminf x, yada limx, ile gosterilir.

Bir dizi yakinsak ise limiti tektir. Dolayisiyla eger bir dizinin iki farkli limiti

varsa, yani farkli noktalara yakinsayan iki alt diziye sahip ise bu dizi iraksaktir.
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Boylece bir dizinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul o dizinin alt ve {ist
limitinin birbirine esit olmasidir. Ayrica yakinsak her dizi sinirhidir. Ancak sinirli bir

dizi yakinsak olmak zorunda degildir. [21].

3.1.1.8. Teorem. (x,) ve (y,) yakinsak dizileri i¢in limx,=a ve
limy, =b olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler dogrudur [21]:
I.  Her ceR igin (an) yakinsaktir ve limcx, =ca;
. (%,)+(V.)=(%,+V,) yakmsaktir ve lim(x, +y,)=a+b;
i, (x,)(y,)=(X,Y,) yakmsaktir ve lim(xy,)=ab;
iv. Her neN icin y,#0 ve b=0 ise (x,/y,) yaknsaktir ve
lim(x,/y,)=2a/b.
Bir dizinin 1raksak olmasi asagidaki gibi tanimlanabilir:

3.1.1.9. Tanim. (X, ) bir dizi ve aeR olsun.

I. Bir £>0 sayist ve her N eN i¢in bir n> N dogal sayisi,

X, — a| 2&
olacak sekilde varsa bu dizi a’ya wraksaktir. Bir dizi her reel sayiya

raksak ise bu diziye raksaktir denir.

ii. Keyfi bir K >0 sayist verildiginde bir N € N bulunabilir dyle ki her
n=N icgin x, > K ise bu dizi +oo’a 1raksaktir denir ve limx, =+ ile

gosterilir.

iii. Keyfi bir K >0 sayis1 verildiginde bir N € N bulunabilir dyle ki her
n>N igin x, <—K ise bu dizi —oo ’a raksaktir denir ve limx, =—oo ile

gosterilir.
3.1.1.10. Tanmm. Keyfi ¢>0 sayst verildiginde her n,m>N igin
|Xn —Xm| <¢ olacak sekilde ¢ sayisina bagli bir N =N (5) dogal sayis1 varsa (Xn)

dizisine Cauchy dizisi denir.

3.1.1.11. Teorem (Cauchy Yakinsaklik Kriteri). Bir reel dizinin yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu dizinin bir Cauchy dizisi olmasidir.
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3.1.1.12. Teorem (Sandvi¢ Teoremi). (x,), (y,) ve (z,) dizileri ve aeR
sayist verilsin. limx, =limz, =a ve her neN i¢gin x, <y, <z ise limy, =a’ dm.
[21].

3.1.1.13. Teorem (Bolzano-Weierstrass Teoremi). Reel sayilarin sinirli ve

sonsuz her alt kiimesinin en az bir y1gi1lma noktas1 vardir.

3.1.1.14. Sonug. Reel sayilarda her smnirli dizinin yakinsak bir alt dizisi

vardir.

3.1.2. Seriler

(a,) bir dizi olmak tizere

da =a,ta+o+a e
k=0

ifadesine bir seri, her n e N i¢in a, sayisina ise bu serinin n. genel terimi denir.
n

k=0

ifadesine serinin n. kismi toplam, (sn) dizisine de bu serinin kismi toplamlar dizisi
denir. (s,) kismi toplamlar dizisi yakinsak ve lims,=s ise Z:;O a, serisi
yakinsaktir denir ve Z:;o a, =s seklinde gosterilir. Yakinsak bir serinin genel terimi

sifira yakinsar. Eger »" |a,| serisi yakmsak ise » " a, serisine mutlak

yakinsaktir denir. Her mutlak yakinsak seri yakinsaktir; ancak keyfi terimlere sahip

bir seri yakinsak olsa bile mutlak yakinsak olmayabilir.  Ornegin,
a, :(—1)”+1/n“ (a>0) olmak iizere » " a, serisi her >0 i¢in yakinsak iken

sadece « >1 durumu i¢in mutlak yakinsaktir. Reel sayilarda mutlak yakinsak her

seri yakinsaktir.
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Ispatlarda sik¢a kullamlan bir formiil olan Abel Kismi Toplamlar Formiilii

asagida verilmistir: (a,) ve (b,) reel diziler ve x, =>"" a,, x, =0 olmak iizere

asagidaki esitlik dogrudur:

n+ n+

ab =D % (b —b.)—x b, +x.. b

n+p-n+p+l
p

xel
xel

=~
Il

=~
Il

p

Ozel olarak p =0 alinirsa

akbk = Z X (bk - bk+l) + ann+l

k=0

=
o

elde edilir [22].
3.1.3. Kuvvet Serileri

X, ve her n e N igin a, reel sayilar olmak iizere

ian(x—xo)n (3.1)

n=0

seklindeki serilere kuvvet serileri denir. Aciktir ki bu seri X=X, noktasinda

yakinsaktir.

3.1.3.1. Teorem (Abel Teoremi). [23]

() (3.1) serisi bir x, # X, noktasinda yakinsak ise bu seri |X—Xo| <|X1—X0|

kosulunu saglayan her x i¢in mutlak yakinsaktir.

(i) (3.1) serisi bir x, # x, noktasinda iraksak ise bu seri |X—Xo|>|xl—xo|
kosulunu saglayan her x i¢in 1raksaktir.

R =sup {|X —X| 1 Y A (x=%,)" yaklnsaktlr} seklinde bir R sayisi

tanimlayalim. R ’in tanimindan 0< R <o oldugu agiktir. Kolayca goriiliir ki R=0

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.1) serisinin sadece x,’da yakinsak olmasidir.

O0<R<w ve |X - XO| <R olsun.  Supremumun  O6zelliginden

|X—XO|<|X1—XO|< R olacak sekilde bir x, sayis1 vardir oyle ki (3.1) serisi x, ’de

10
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yakinsaktir. Abel Teoreminden (3.1) serisi |X— XO| < R kosulunu saglayan her x igin
mutlak yakinsaktir. 0<R<o Ve [X—X|>R olsun. |[x—x;|>[x —%|>R olacak
sekilde bir x, sayist vardir Oyle ki (3.1) serisi x,’de 1iraksaktir. Yine Abel

Teoreminden |X—XO| >R kosulunu saglayan her x igin (3.1) serisi iraksaktir [23].

Dolayisiyla yukarida verilen R sayisi tektir. Bu sayiya (3.1) serisinin yakinsaklik

yarigapt adi verilir.

0

a,(x—%,)" kuvvet serisinin yakinsaklik

n=0 N

3.1.3.2. Teorem. R ’nin Z

yarigap1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

rdr 1l

dir. Kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi

formuliyle de hesaplanabilir [23].

3.2. MATRIS DONUSUMLERI

Reel ya da kompleks sayilar iizerinde tammh A=(a,,) sonsuz matrisi ve

nm

x =(x,) dizisi verilsin. Bu taktirde n=0,1,2,--- icin

tn = Zanmxm
m=0
seklinde tamimlanan (t,) dizisine, (x,) dizisinin A-déniisiim dizisi denir. Burada

(t,) dizisi Ax seklinde ve limt, de A—limx ya da lim, x seklinde gosterilir. A

matrisine de diziden diziye bir doniisiim ad1 verilir. Bu doniisiimiin var olmasi i¢in

Z Ay X

m=0

11



Arpacioglu, A., 2016, Seyrek Cesaro Matrisleri ve Ozellikleri, Yilksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

serisinin her n igin yakinsak olmasi gerekir. Eger her neN icin (t,) dizisi

yakinsak ve

limx, =lim> a_ x,

n—oo =m0
esitligi saglaniyorsa yani doniisiim limiti koruyorsa A=(a,,) matrisine regtilerdir
denir [22].
3.2.1. Teorem (Silverman-Teoplitz). A=(a,,) matrisinin regiiler olmasi
icin gerek ve yeter kosul:
i. Bir K >0 sabiti vardir dyle ki her ne N igin > * |a, |<K

ii. Her meN ig¢in lim,__a, =0

ii. lim,,, > " a,=1
kosullarinin saglanmasidir. [24]

A= (@) bir sonsuz matris olsun. sup, D" |a,,| sayisma A matrisinin

normu ads verilir ve ||A[ ile gosterilir.

A= (anm) sonsuz matrisi siurlt dizileri sinirl dizilere dontistiiriiyorsa; yani
x=(x)el, iken neNigin (t,) e, ise bu matrise bir limitleme matrisi denir. Bir

sonsuz matrisin limitleme matrisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul normunun sonlu

yani

[A=s0p 3 ]| <0

N m=0

olmasidir. [24].

Tezde kullanilan ve asagida ayrintilar1 verilen Zweier Matrisleri, Cesaro

Matrisleri ve Riesz Matrisleri en sik karsilasilan limitleme matrislerine 6rnektir.

12
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3.2.1. Zweier Donlistimii
Verilen x=(x, ) dizisini

7 = X T X,

ST X,:=0

ile tanmli (z,) dizisine doniistiiren matrise Zweier doniisiimii denir ve Zy, ile
gosterilir. Eger (Zn) dizisi yakinsak ise (Xn) dizisine Zweier yakinsak ya da kisaca
Z,,-yakinsak denir ve bu yaknsaklik limz , Z,-limx ya da Iimzvzx ile
gosterilir. Zweier doniisiimiiniin matris gosterimi
/2 0 O
> 4 1/2 12 0
2ol 12 12 ..

seklindedir. [22]

Zweier yakinsak olan diziler sinirli olmak zorunda degildir. Gergekten

8= B=X(1"

k=1 k=1

x|~

-1
"“a +b,_, olarak tamimlansin. Bu

olmak Uzere (x,) dizisi her neN, x, =(-1)
dizinin sonsuza iraksak bir alt dizisinin oldugu agiktir. Dolayisiyla X = (Xn) dizisi

siirlt degildir. Ancak asagida gorildigi gibi (x,) dizisi In2 sayisina Zy,—

yakinsaktir:
(_1)n1( n E_ n+l 1j+ n_l(_l)kll+i(_l)k_ll
Xn + Xn+l — k=1 k k=1 k k=1 k k=1 k
2 2
_ n _ n-1 n-1
= ( 1) +( 1) + (—l)kll—>|n2, n— o
2(n+1) 2n k

3.2.1.1. Teorem. Bir x=(x,) dizisi verilsin. Z,,x dizisi yakinsak ise

lim(x,/n)=0"dur.

13
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Ispatina yardimci olacak bir yardime1 teorem verelim.

3.2.1.2. Lemma. Bir (x, ) dizisi verilsin. Eger limx, =a ise

1 n

lim=>"(-1)""x, =0.

N

Ispat. Burada iki durum soz konusudur. ilk olarak n=2N olsun. Bu

durumda
li(_l)n—kxk XX X X = = X Koy
n\= 2N
LG EX A Xy XX Xy
2 N N

esitligi elde edilir. limx, =a oldugundan tiim alt dizileri de ayn1 sayiya yakinsaktir,

boylece limx,, =limx,, , =a. Yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasi da ayni

. 1o n- -
sayiya yakinsak oldugundan IImHZH(—l) : X, =0 elde edilir.

n=2N +1 durumu benzer sekilde yapilir. m

Teorem 3.2.1.1'in ispan. z,=(X,,+X,)/2 ve lim,__ z, =z olsun. Bu

durumda (Xn) dizisi agagidaki sekilde gosterilebilir:

n

X, =22, — X,y =22, =22, 1+ % , = =22 (-1)" 7, +(-1)" %,.

n n-1 n

Lemma 3.2.1.2°den

3.2.2. Cesaro Ortalamast
x =(x,) bir dizi olmak tizere

_ XXt X
n+1

t

n

14
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ifadesine (x,) dizisinin n. aritmetik veya Cesaro ortalamas: denir. (x,) dizisini
(t,) dizisine doniistiren metoda ise Cesaro Déniigiimii adi verilir ve C, ile
gosterilir. (t,) dizisi yakinsak ise (x,) dizisine Cesaro yakinsaktir ya da kisaca C, -
yakinsaktir denir bu yakinsaklik lim.x ya da C —limx ile gosterilir. Eger bir

serinin kismi toplamlar dizisi C, -yakinsak ise bu seriye C, -toplanabilir denir.

Cesaro metodu terimleri asagida verilen bir matris ile temsil edilir:

1
——, m<n
a,=9n+1
0, m > n

ile tanimli (a ) matrisine Cesaro Matrisi denir.

Her sinirli dizi Cesaro yakinsak olmak zorunda degildir.

3.2.2.1. Ornek. x=(1,0,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,0,0,1,---) dizisi smirli olmasina

ragmen C, -yakinsak degildir. Gergekten x dizisinin Cesaro ortalamasi olan

Clx:(an):(l —————————————

dizisinin iki alt dizisini ele alalm. k =2"" -2 ve k' =3.2" -3 dogal say1 dizileri
icin

i 1 . 2

lima, =- e lima,, =3

n—o 2 n—o

elde edilir. lima, #lima, oldugundan lim. x yoktur.
n n—owo "

n—o

3.2.2.2. Teorem. Bir dizi yakinsak ise ayn1 zamanda C, -yakinsaktir [25].
Bu teoremin tersinin dogru olmadigini asagidaki dérnekle gosterelim.

3.2.2.3. Ornek. x=(1,0,1,0,1,--+) dizisinin yakinsak olmadig: agiktir. Ancak

bu dizi 1/2’ye C,-yakinsaktir. Ger¢ekten, x dizisinin Cesaro ortalama dizisi

15
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NN
glw
o |w
N

seklindedir. Bu dizinin n. terimi

a = 2n—(-1)"+1
4n

seklinde olur. Buradan

: . 2n—(-1)"+1 1
x=lima, =lim——————==
n—> 4n 2

I|mCl

elde edilir.

3.2.2.4. Teorem. Sonsuza 1raksak dizilerin Cesaro ortalamalar1i da sonsuza

wraksaktir.

Ispat. (x,) Sonsuza iraksak bir dizi ve K>0 olsun. lim X, =

n—oo °'n

oldugundan birn, € N sayist vardir 6yle ki Vn>n, igin x, > 2K esitsizligi saglanir.

N =2n, secilirse Vn>N igin

t

n

X +X ++X , X +X ,+--+X n-n +1 n
— 0 1 n -1 Ny n+1 n > K 2K =|1- K

2K > K
n+1 n+1 n+1

n+1

elde edilir. Buradan da lim_._t =oo elde edilir. Ispatta genelligi bozmayacagindan

n—oo ™n

her ne N i¢in x, >0 kabul edilmistir.
3.2.2.5. Teorem. [25] Bir x =(x,) dizisi C,-yaknsak ise lim,_ (x,/n)=0.
3226. Teorem. Bir x=(x,) dizisi verilsin. Eger lim, x=a ise

lim. x=a’dur.
1

1

: _ . X, .+ X, i}
Ispat. IlmZM X=a veher neN igin z, == olmak Uzere

X X, + + X X ,+X X
Mo Mo X1+X1 2 4 .op 2Ty M

+
X+ X+ Xy _ 2 2 2 2 2
n n
_ﬁ_ﬁ+21+zz+'“+zn4+zn
2n 2n n

16
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elde edilir. Buradan limite gegersek

X X X, e+ X X X
lim =2 X% L — lim =2 —lim =~ +lim

N n w20 e 2N

C, Zn
olur. Teorem 3.2.1.1’den

lim Xt XX ot Xy

n—o0 n

elde edilir. Bu ise ispat1 bitirir. m

Teoremin tersi dogru degildir. Gergekten X =(1,0,-1,1,0,—1,---) dizisi icin

lime x=0 ancak lim, x limiti yoktur.

3.2.3. Riesz Doniisiimii

po>0 ve p, 20, k=123, olacak sekilde bir (p,) dizisi ve herhangi

bir x =(x,) dizisi verilsin.

Po=po+ P+t P, =D Py
k=0

olmak Uizere

t =13 P, X
n Pn ~ k Mk
seklinde tanimlanan (t,) dizisine (x,) dizisinin Riesz ortalamasi; (x,) dizisini
(t,) dizisine doniistiiren doniisiime ise Riesz doniigiimii adi verilir ve (R,p,),

(R, p) ya da R, sembollerinden birisi ile gosterilir. Riesz doniisiimiine kargilik

gelen matris, elemanlart her n vek igin

17
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seklinde tamimlanan (r, ) matrisidir. Riesz déniisimiinde her neNj igin p, =1

alinirsa Cesaro ortalamasi elde edilir [24].

3.2.3.1. Tanim. A ve B limitleme metotlar1 verilsin. Her B -limitlenebilir

dizi, ayn1 limite A -limitlenebilir ise A, B’den daha gugclidur denir ve A> B ile
gosterilir [24].

3.2.3.2. Teorem. Bir A=(a,,) regiler matrisinin (R, p) regiler Riesz
matrisinden daha gii¢lii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
i Her micin (a,,/p,)—>0,n—>x;

i Sabit bir K vardir dyle ki her m icin ZL

a‘mn/ Pn _am(n+1)/ Pnia I:)n <K

kosullarinin saglanmasidir [24].

3.2.3.3. Sonug. Cesaro matrisinin Reguler (R, p) Riesz matrisinden daha

gliclii olmasi igin gerek ve yeter kosul K bir sabit olmak tzere her ne N igin

> g 1 P <K
n=1 pn pn+1
kosulunun saglanmasidir.
3.2.3.4. Teorem. [25]
m-1 _
C,oR, & [—Z Po = Praa P, + i j siirhidir.
m n=1 pn pn+1 mpm m

Bu teoreme p, \v 0 olacak sekilde bir 6rnek verelim.

3.2.3.5. Ornek. Her ne N igin p, = seklinde tanimlanan (p,) dizisi

1
Vn+1
i¢in teoremin kosullarini inceleyelim. Burada P, :22:11/ Jvk+1 olur. (p,) dizisi

monoton azalan bir dizi oldugundan asagidaki esitsizlikler dogrudur.

18
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noo1 ¢ dx ol
< <

kZ:;‘\/k+l l.\/x+1 kzz(; k+1

1

-

<P<1+I

dx
J.\/x+ 5 V1+X
+2n+1+2<P <3+2vn+1

dn+1

Buradan

0< P <
mp

3+2J1+m 3\/m+1+2(1+ m) <5
1 B m N
J1+m

elde edilir. Yani (P, /(mp,))) dizisi siurhidir. Ayrica

-1
i)
pn+l pn

n=
m-—.

1
m
i (\/n+ —Jn+1 )(3+2\/n+)
m

o

m m

=]

0

IN

RN

si(«/mﬂ/iﬁ
m

BIN

N n+l++/n+1

(m-1)

m

N

-2, N>

SE(M—\E)+
m

esitsizligi elde edilir. Bu ise (izm_ll( 1 —iJ Pn] dizisinin sinirhi olmasi
m="{ P P "),

demektir. Sonug olarak ( Z Py = Py P, + P ) dizisinin smirlt oldugu elde
m n=1 pn pn+1 mpm m

edilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimiin ilk kisminda, verilen bir serinin seyrelmesi ile bir dizinin
uzamasi kavramlar1 tanitilacaktir. Verilen bir dizi uzatildiginda ya da bir seri
seyreltildiginde yakinsaklik karakterinde bir degisim olmaz. ikinci ve (guncl
kisimda ise bu durumun toplanabilirlik metotlar1 igin gegerli olmadigina dair
ornekler verilecek, hangi durumlarda gegerli oldugu arastirilacak ve Orneklerle
aciklanacaktir. Son ve dordiincii kisimda Seyrek Cesaro Matrisleri tanimlanacak ve

Ozellikleri incelenecektir.

4.1. SERININ SEYRELMESI VE DIiZININ UZAMASI

Reel ya da kompleks terimli bir

Zan:a0+a1+a2+--- (4.1)

n=0

serisi verilsin. Bu serinin terimleri arasina belli sayida sifirlarin eklenmesiyle olusan

Yai=a,+0+0+--+0+a +0+---+0+a, +--

n=0

serisine (4.1) serisinin seyrelmesi adi verilir. Eklenecek sifirlarin sayisi bir dogal say1

dizisi ile karakterize edilebilir.
4.1.1. Tanim. M= (mn );O:o bir dogal say1 dizisi olmak iizere (4.1) serisindeki
her bir n icin a, ile a ., terimleri arasina m, tane sifirin eklenmesiyle olusan

My m my

—— —— —
a,+0+0+---+0+a,+0+0+---+0+a,+0+0+---+0+a, +---

serisine (4.1) serisinin m-seyrelmesi adi verilir; 6zel olarak m bir sabit dizi ise bu

seyrelme duizgundur denir [4].

(s,)., (4.1) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. Bu durumda (4.1)

serisinin bir seyrelmesinin kismi toplamlar dizisi

(Sol501"'1SolS]_;Sla"'l511821521"')521831"')
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seklinde olur. Bu dizi (Sn ):;0 dizisinin bir uzamasidir. Boylece genel diziler i¢in

serilerin seyrelmesine paralel olarak dizilerin uzamasi kavrami tanimlanabilir.
4.1.2. Tamm. x=(x,)", herhangi bir reel ya da kompleks dizi ve
m=(m, )" ise bir dogal say1 dizisi olmak iizere yeniden diizenlenmis

my m My

!/
X Z(Xo:Xo"'HXo,X11X11"‘,X11""Xk1ka""Xk ,)

dizisine x dizisinin m-uzamas: denir. Ozel olarak m bir sabit dizi ise bu uzama

duzgundar denir [4].

Eger bir dizi yakinsak ise bu dizinin herhangi bir uzamasinin ayni limite
yakinsak oldugu kolayca gosterilebilir. Her dizi herhangi bir uzamasinin bir alt
dizisidir. Dolayisiyla uzamasi yakinsak olan dizinin kendisi de yakinsaktir. Bu
durum asagidaki teorem ile ifade edilir.

4.1.3. Teorem. Bir x = (Xn ):O:O dizisinin bir a sayisina yakinsak olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul X dizisinin herhangi bir m-uzamasinin a’ya yakinsak

Olmasidir.

4.1.4. Sonug. Bir serinin herhangi bir seyrelmesinin toplami ile o serinin

toplami1 aynidir.

4.2. UZATILMIS DIiZILERIN TOPLANABILIRLIGI
4.2.1. Uzatilmis Dizilerin Cesaro Ortalamasi

Bir dizi yakinsak ise bu dizinin herhangi bir uzamasi ayn1 limite yakinsaktir.

Bu durum uzatilmig dizinin Cesaro ortalamasi igin de sdylenebilir.

4.2.1.1. Onerme. Yakinsak bir dizinin herhangi bir uzamasinin Cesaro

ortalamas1 ayni limite yakinsaktir.

Ispat. Bir dizi yakimsak ise bu dizinin herhangi bir uzamasi ayni limite
yakinsaktir. Ayrica Cesaro ortalamasi regiiler oldugundan limit korunur. Bu istenen

sonuctur. m
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Bir dizinin Cesaro ortalamasi yakinsak ise o dizinin herhangi bir uzamasinin

Cesaro ortalamasi ayni sayiya yakinsak olmak zorunda degildir.

4.2.1.2. Ornek. (1,0,1,0,1,0,--+) dizisinin Cesaro ortalamas1 1/2 iken
m=(1,2,1,21,---) olmak Uzere bu dizinin m—uzamas: olan (1,0,0,1,0,0,1,---)
dizisinin Cesaro ortalamas1 1/3"tr.

Yukaridaki Ornekten goriildiigli gibi Teorem 4.1.3 genel toplanabilme

metotlari i¢in gegerli degildir.

Teorem 4.1.3’den bir raksak dizinin her bir uzamasinin da iraksak oldugu
goriiliir. Bazi raksak dizilerin Cesaro ortalamasinin yakinsak oldugu da bir gercektir.

Ancak Cesaro ortalamasi yakinsak olmayan iraksak diziler de mevcuttur (Ornek

3.2.2.1.). V. Drobot [4] 1975 yilinda her smirli dizinin limit noktalarma C, -

yakinsayan bir uzamasmin varhigmmi gostermistir. Asagida verilen bu teoremin

ispatinda [10]’daki Teorem 1’in ispatindaki metot kullanilmistir.

4.2.1.3. Teorem. a sayisit X= (Xn) dizisinin bir limit noktasi ise bu dizinin

a sayisina C, -yakinsak bir uzamasi vardir.
Ispat. a sayist X= (XO, X Xy, Xn,---) dizisinin bir limit noktasi
oldugundan kesin artan (nk) dogal say1 dizisi vardir 8yle ki limx, =a’dir. k=1

olmak lzere m, dogal sayilar

m, > k(n,,, +1) max |x|

0<i<ng,q

kosulunu saglayacak sekilde se¢ilsin. M= (m;) dogal say1 dizisi

n

- m,+1 n=n,
1, n#n,

olarak tanimlansin. X, X dizisinin m-uzamasi olsun. O halde uzatilmig dizi

asagidaki gibi olur:
m+1 m,+1
f—/% /—/%
X= (XO'XU“"an—lian'xnli'“'xn1 ’Xn1+l1xn1+2"“’Xn2—11xn2'Xn2"“’Xn2 1Xn2+11"')

22



Arpacioglu, A., 2016, Seyrek Cesaro Matrisleri ve Ozellikleri, Yilksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

Aykir1 bir durum olusturmayacagindan n>n, kabul edilebilir. Bu durumda n

asagidaki iki sekilde olabilir:

[
(i n=n+Ym+, 1</<n,-n,
i=1

Kk
(ii) n=ng,+>Y m+y, 1<y<mg,
i=1

(i) durumu. X dizisinin n. Cesaro ortalamasi

1 &
O-n = Xi
n+14=
1 n+/0 1 k
=— ) X +——> mx,
n+14% n+143 '
1

1 k (n +0+1)
- " il ' /+1 -
ST X'+n+1[i21:m'xn‘ +(n + 0+ )xnwj -] X .

seklinde yazilabilir. limx, =a oldugundan Onerme 4.2.1.1. geregince

1 (e
lim——| » mx +(n +/+1)x. |=a 4.2
n—)oon_'_l[; 1 ( k ) nk+1j ( )
elde edilir. Diger yandan m, sayilarinin se¢iminden
nk+£1+1 NE nkk+£+1 max |Xi|
n+ N+ DM+ 0 +1%0
i=1
<Meatd o x|
m,  o<i<n,
1
<=
k
elde edilir, dolayisiyla
lim2 (4.3)

n»o  n+1 M

dir. Benzer sekilde
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1 % n +0+1
—12 x| < 2 max |x|
n+14 -
i=0 N+ D M+ 0417
i=1
n.,+1 1
<1 Zmax [x|<=
m,  osisn, k
olur. Boylece
n+¢
I|m— X = (4.4)
n>on 41 4 Z

elde edilir.(4.2), (4.3) ve (4.4) esitliklerinden istenen sonuca ulasilir:

(i) durumu. X dizisinin n. Cesaro ortalamasi

1 &
o, =——> X
n+1
_Lz _z
n+1% +1 s
_ L”kn _ 1+ nk+1
_n+1§‘Xi — X, . n+1[2mx +[n+1 Zm}nmj

seklinde yazilabilir. (i) durumundaki benzer tartismalar sonucunda

n—oo n—wo N 41 "
elde edilir. Buradan ispat tamamlanir. m
4.2.1.4. Sonug. Her sinirh dizinin C, -yakinsak bir uzamasi vardir.

Ispat. Bolzano-Weierstrass Teoremi geregince smirli dizinin bir limit

noktast vardir. Teorem 4.2.1.3’ten dizinin bu limit noktasmma C,-yakinsak bir

uzamasli vardir. B

C, -yakinsak dizilerin herhangi bir uzamasi C, -yakinsak olmayabilir.
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4.2.1.5. Ornek. x=(10,1,0,1--) dizisinin C, limiti 1/2 iken bu dizinin
m=(112,2,4,4,88,---) uzamasi olan %X=(10,110,0,11110,0,0,0,1,---)

dizisinin C, limitinin olmadig1 gosterilebilir: Gergekten X dizisinin Cesaro

ortalamalarindan olusan

12333456 7 7
2'3'4'5'6'7'8'9'10'11°

Cx=(a,)=|1,
dizisinin iki alt dizisini ele alahm. k, =2"" -2 ve k! =3.2" -3 dogal say1 dizileri
icin

: 1 : 2
Ilmak:E ve lima, =—

n—owo N N—c0 N 3

elde edilir. lima, #lima,, oldugundan lim_ X yoktur.
n n—oowo N

n—oo
Ancak dizilerin diizglin uzamasi C, -yakinsaklig: etkilemez.

o0

4.2.1.6. Teorem. m=(m,) bir sabit dogal say: dizisi ve x=(x,) , C;-

n=1

yakisak bir dizi olsun. X =(X,) ", x dizisinin m -uzamas1 ise lim; x=lim. .

Ispat. limg x=a olsun. (x,) dizisinin m=(m,) = (k) uzamasi igin

|kx1+kx2+---+kxn_1+(k—m)xn_a_|k(x1+x2+---+xn) kn _ mx,
| (n—-1k +k—m | kn ‘nk—-m nk-m
. _kn |k(x1+x2+---+xn)_aJr m|a| . m|x,|
nk—m| kn nk—m nk-m

elde edilir, burada me{0,1,---,k-1}’dir. lim; x=a oldugundan ve Teorem

3.2.2.5’den
OS"m|kx1+kx2+-~+ka+(k—m)xn_a
| (n—Dk+k-m
X
limXt XX bl m
n—o n N> k_m/n
=0
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bulunur ki, bu ise lim. X, = a esitliginin ispatin1 verir.m
1

Hangi tlr dizilerin, verilen bir noktaya C, -yakinsak bir uzamaya sahip

olmadigim belirleyen bir kavrami tanimlayalim. Nokta etrafinda yavas salinma adi

verilen bu kavram 1975 yilinda V. Drobot [4] tarafindan verilmistir.
4.2.1.7. Tanmm. (x,)”" bir reel say1 dizisi ve a bir reel say1 olsun. Bir £ >0
say1s1 ve kesin artan bir (n, ), dogal say1 dizisi igin
I. N, , < j<n, icin x;>a+e¢

ii. Ny < <Ny, icin X, <a-¢

R
iii. liminf 22>1+1>1
p—>o0 np

kosullar1 saglaniyorsa bu dizi a etrafinda yavas salinimlidir denir.

=}

2 2 2 2
—= ——

42.18. Omek. (1,0,0,1111,0,0,0,0,0,0,0,0,1,-) dizisi a=1/2

etrafinda yavas salimmlidir. Gergekten &=1/2 alinirsa yukaridaki tanimdaki
kosullarin saglandigr gorilir. k=1 ig¢in n,=1 ve n,=2 olur ve x, >a+¢ kosulu
saglanir. Benzer olarak k =2 i¢inn, =4 ve n, =8 olurve n, < j<n, igin X, >a+e&
saglanir. Ayni sekilde n, < j<n; i¢in x; <a-e& saglanir. Bu sekilde devam edersek
n,= 2P dizisi istenen (i) ve (ii) kosullarim saglar. Simdi (iii) kosulunun
saglandigin1 gosterelim:

p

. . .n .. 2
liminf =2 = liminf ——=2>1
p—>o0 np p—>o0 2p—

olur. Yani bu dizi tanimdaki tiim kosullari sagladigindan a=1/2 etrafinda yavas

salinimlidir.

4.2.1.9. Teorem. Bir (xn) reel sayilar dizisi a etrafinda yavas salinimli ise

bu dizi a’ya C,-yakinsak olacak sekilde uzatilamaz [4].
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Ornek 4.2.1.8’de ele alman dizi a=1/2 etrafinda yavas salmiml
oldugundan yukaridaki teorem geregince bu dizinin 1/2 noktasina C,-yakinsak bir
uzamas! yoktur. Ancak limit noktalarmin disindaki bir noktaya C, -yakinsak olacak
bir uzamaya sahip diziler vardir. Drobot [4] bu diziler i¢in bir yeter kosul vermistir.

4.2.1.10. Teorem. (x,) bir reel sayr dizisi ve ae(liminfx_limsupx,)
olsun. Bir & >0 sayis1 verilsin dyle ki yeterince biiyiik bir dogal sayidan sonraki tiim

n sayilari igin |Xn —a| 2 & olsun.
O<m<n<m,<n,<---<n,,<m <N, <--
olacak sekilde (n, ) ve (m, ) dogal say: dizileri igin

A Ny ,<psny,, I¢in x, <X ,<a-g,

-1

B. nyu,<psn, I¢in x, =X, 2a+¢

bagintilar saglansm. v, =n, —n_, Ve y, =max{|x|.[x|,--|x|} olmak iizere

2
lim 27

k—o nk 1

=0

ise (x,) dizisi a’ya C,-yakinsak olacak sekilde uzatilabilir. [4].

4.2.1.11. Ornek. (x,)=(@0,1,0,1,---) dizisinin a=1/3 noktasma C,-
yakinsak olan bir uzamasmm var oldugunu gosterelim: (x,) dizisi igin
liminf x, =0 ve limsup x, =1 oldugundan teoremdeki ilk kosullar saglanir. & =1/4
secilirse her n igin |Xn —a| 2 & kosulu saglanir. m, =n,_ =k +1 olarak segilirse A ve

B bagintilar1 dogrudur. Ayrica v, =1, », =1 oldugundan

2
. WY .1
lim—2"% = lim==0
k—o nk—l k%ook

bulunur. Dolayisiyla bu dizinin @ =1/3 noktasina yakinsayan bir uzamasi vardir.
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Isbell [3], Drobot’un sonucglarini X, —a ifadesinin isaret degisimine bagh
olarak elde etmistir. (x;) herhangi bir wraksak dizi, a bu dizinin bir limit noktas:
olmayan herhangi bir say1 olsun. Ayrica X, —a ’nin isareti sonsuz defa degissin, yani

(x;) dizisi a’y1 gevrelesin.
J :{j e N: sgn(x; —a);tsgn(xH—a)}:={i1,i2,---},
B, ={k: i;<k<i,},
a; =min{|x, —a|: keB},

Bi=2 x4

kij
olarak tanimlansin.

4.2.1.12. Teorem. (x;) dizisinin a noktasma C,-yakisak bir uzamasinin

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

lim Bt b _ 0
k—>o0 Pk—l

olacak sekilde pozitif p, sayilarinin olmasidir, burada P, :=p, + p, +---+ p, [3].

Ornek 4.2.1.11, Isbell’in bu teoreminden faydalanarak ¢ozulebilir:

_ 2/3, jtek
J={123, B, ={i} . “J':ﬂi:{]//g, j cift

olur. Her k e N i¢gin p, =1 olarak segilirse

OSllm ﬁk+ pkak

<lim =0
e Pt Pyt Py k_>°°3(k_1)

elde edilir. Dolayisiyla (x,) dizisinin a=1/3 noktasma C,-yakinsak olan bir

uzamasi vardir. Ayrica bu teorem Ornek 4.2.1.8 i¢in uygulanirsa
) ) 1 .
k : . _ ol
1={248:-2" -}, B ={keN: 2/ <k<2"}, a;=> . p=2"

elde edilir. Her (p,) pozitif reel say: dizisi i¢in
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oldugunu gosterelim. Varsayalim ki bir (p, ) pozitif say1 dizisi i¢in istenen limit sifir
olsun. O halde
k-1

imc—=0  ve lim—P—o,
k—o0 Pk—l k—o0 2Pk—1

olur. lim,_,_ p,/R_,=0 ve p, =P, —P_, oldugundan lim,_, P /P _, =1. Buradan

o0

— P_,x*" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi 1’dir. Dolayisiyla x =1/2 igin bu

kuvvet serisi yakinsaktir:
k-1
= 1
Z P (—j <00,
P} 2
Yakinsak serinin genel terimi sifira gittiginden lim, , B, / 2“'=0 elde edilir. Bu
ise lim

2“/ P., =0 olmasma celigskidir. Sonu¢ olarak yukaridaki teorem

k—o0

geregince bu dizinin 1/2 noktasma C, -yakinsak bir uzamasi yoktur.

4.2.1.13. Teorem. (ﬂj) dizisi artan ve ¢;log(f,/B.,) sifirdan uzakta smirh

ise (x;) dizisinin a’ya C, -yakinsak olan bir uzamas: yoktur [3].

20 ol 22 23
——

4.2.1.14. Ornek (i,5:6,1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,---) dizisinin a=1/2

noktasma C, -yakinsak olan bir uzamas yoktur.

Coézim. Daha once bu dizinin a=1/2 noktasma C,-yakinsak bir

uzamasinin olmadigini Drobot’un teoreminden biliyoruz. Simdi bu dizinin Isbell’in
son teoreminin kogullarini sagladigini gésterelim. Bu dizi ve a =1/2 igin
J=1{2,4,8,2" B,={k| 2/ <k<2™ -1 =2
_{ y 10Oyt !'”}: J_{ | == < }1 a_ElﬁJ_

]

olur. Buradan agiktir ki ( p j) dizisi artan ve
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a Iog(ﬂjzloﬁ>0
Bii) 2

elde edilir. Yani ¢ log(3,/B,_,) smirhdir. Dolayistyla bu dizinin a=1/2 noktasina

C, -yakinsak olan bir uzamasi yoktur.

4.2.2. Uzatilmis Dizilerin A-Toplanabilirligi

Bir onceki bolumdeki Cesaro matrisi yerine daha genel olan pozitif terimli
regiiler matrisler yazilarak benzer sonuglar derlenip incelenecektir. Bu bdliimdeki

sonuglar 1967 yilinda Vlasenko [2] tarafindan elde edilmistir.
4.2.2.1. Teorem. (x,) reel terimli bir dizi, a bu dizinin bir limit noktas: ve
A=(a, ) negatif olmayan bir regller matris olsun. (x,) dizisinin a’ya A-

toplanabilir bir uzamasinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul dogal sayilarin asagidaki

dzellige sahip bir [I,,m,] (v =1,2,3,---) sisteminin olmasidir.

i I, <m, <I ,
i lim(m, —1,)=o0
V—>0

iii. A, = max a, >0 (n— o).
") <k<m, "
(v=1,2,.)

Bu teoremin kosullarini saglayan pozitif regller matrise seyrelme ézelligine

sahiptir denir. Ornegin Cesaro Matrisi seyrelme ozelligine sahiptir. Gergekten,
Teorem 4.2.2.1’de |, =v® ve m =v?+v segilirse teoremdeki ii¢ kosulun saglandig

goraldr,

Uyari. Seyrelme Gzelligine sahip bir regiiler matris (x,) dizisinin bir

uzamasini limit noktasindan farkli bir say1ya toplayabilir. Ornegin; Cesaro Matrisi.
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4.3. SEYREK SERILERIN TOPLANABILIRLIiGI

Bir oOnceki boliimde verilen tiim sonuglar seyrelmis serilerin Cesaro
toplanabilirligine uyarlanabilir. Verilen bir serinin bir regiiler matrise gore
toplanabilirligi tanimlanmis ve ilgili baz1 6nemli sonuglar ispatsiz olarak asagida

verilmigtir.
> %, birreel seri ve (s,)" bu serinin kismi toplamlar dizisi olsun. Bir

A:(ank) regller matrisi verilsin. Verilen bir serinin A-toplanabilir olmasi onun

kismi toplamlar dizisinin A-toplanabilir olmasidir. Eger seri bir S sayisina A-

toplanabilir ise bu durum

ile gosterilir. Bu durumda
(A)D % =s < lim) a,s =s
k=0 =% o
< lim Z[Zani)xk =s
=% ko ik

Ozel olarak Cesaro matrisi ele alinirsa bir serinin C, -toplanabilirligi asagidaki gibi

tanimlanir:

(Cl)ixk:s =S Iimkzn;(l—Ll)xk:s.

n—o — n+

4.3.1. Onerme. Yakinsak bir serinin herhangi bir seyrelmesinin C, -toplami

serinin toplamina esittir.
Ispat. Onerme 4.2.1.1°den agiktir.
43.2. Teorem. m=(m,) bir sabit dogal sayr dizisi ve Z::;OXk C,-

toplanabilir bir seri olsun. Bu serinin m seyrelmesi olan Zfﬁo X, serisi i¢in asagidaki

esitlik dogrudur:
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COREICH XY

k=0 k
Ispat. Teorem 4.2.1.6’dan agiktir.

4.33. Tamm. Y " x, bir reel seri ve (s,)_, bu serinin kismi toplamlar

dizisi olmak tiizere bu serinin kismi toplamlar dizisi Tanim 4.2.1.7°1n kosullarini

saglarsa bu seri a 'yi yavas sariyor denir.

4.3.4. Teorem. Bir z:zo X, reel say1 serisi a’y1 yavas sariyor ise bu seri a

"ya C, -toplanabilir olacak sekilde seyreltilemez.
Ispat. Teorem 4.2.1.9°dan agiktir.
4.35. Teorem. " x, bir reel seri ve (s,) _; bu serinin kismi toplamlar

dizisi olmak Uzere (s,) ", dizisi Teorem 4.2.1.10’un kosullarin1 saglarsa bu seri, C, -
toplam1 a olacak sekilde seyreltilebilir.

Ispat. Teorem 4.2.1.10’dan agiktir.

4.4. SEYREK CESARO MATRISLERI

Uzatilmis1 C,;-yakinsak olan bir dizi C,-yakinsak olmak zorunda degildir.

Gercekten

=}

20 20 2'tane 2'tane 22 tane  2? tane
A —A— N —

X:( el ) 11 tl O’Ol 1’1’111’0101010’.'.)

dizisi ele alinirsa bu dizinin C;-yakinsak olmadigi Ornek 3.2.2.1°de gésterildi. Bu
dizi smirli oldugundan Sonug 4.2.1.4 geregince C,-yakinsak bir uzamas: vardir.
Asagidaki teorem, uzatilmisi C;-yakinsak olan bir dizinin hangi kosullar altinda C; -

yakinsak olmasi ile ilgilidir. Bu teoremden once bir yardimei teorem verilmistir.

44.1. Lemma. m=(m,) bir dogal say: dizisi ve M, =m +m,+---+m,

olsun. Bu durumda
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fspat.

n-1 n-1
1 1 M M m
ZMk[__ J:Z[ k kK+1 k+l]
k=1 me My ) o\ Mg Mg
n-1
M M
— ( k k+1)+ n—1
kM My
o Mn
m

4.4.2. Teorem. (x,) dizisinin bir m-uzamas: bir a sayisma C;-yakinsak

olsun. M, =my+m, +---+m, olmak lzere

.. M,
. lim =<

n—>oonmn

. 1 1 1

ii. sup=> M, |—- <o
n N me Mgy

kosullari saglanirsa (X, ) dizisi de a sayismna C,-yakinsaktir.

Ispat. (x,) dizisinin m-uzamasi (X,) ve bu uzatilmis dizinin ilk n
teriminin Cesaro ortalamas1 &, olsun. O halde (&) dizisi a sayisina yakinsaktr.

Her alt dizisi de bu say1ya yakinsak olacagindan n, = M, olmak uzere

A .
lima, =lim——> mx =a.
koo ¥ koo Mk i

(x,) dizisinin ilk k teriminin Cesaro ortalamasi oy olsun. Abel Kismi Toplamlar

Formulinden
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1 11
Oy kz k kgmi PN

i=1

111 & "—1(1 1 ]
=——>mX+»|————|) mXx
k{mki%:” Emi mi+1jz_1 o
M, SM (1 1 )_
:k—O'nk-i' T e — O'nI
mk i=1 mi mi+1
esitligi bulunur.
&El _L], ok
akl k ml mi+1
0, i >k

ile tanimli A=(a,;) matrisi teoremin (i) ve (ii) kosullarmndan ve Lemma 4.4.1’den

dolay1 Silverman-Teoplitz kosullarini saglar. Dolayisiyla

limo, =ca+(l-a)a=a.m
k—oo

4.4.3. Tamm. A=(a, ) yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniistiiren bir

limitleme matrisi ve N — @ olmak (izere N Uzerinde A-yakinsak her dizinin bir

uzamast C,-yakinsak ise bu matrise N (Uzerinde Seyrek Cesaro Matrisi (SCMy)
denir. Eger N =/ _ ise Seyrek Cesaro Matrisi (SCM) adini alir.

Ornegin, her bir Schur matrisi [24] smirl dizileri yakinsak dizilere,

dolayisiyla da C;-yakinsak dizilere doniistiirdiigiinden bir SCM’dir. Ayrica, Sonug
4.2.1.4’den her bir limitleme matrisinin bir SCM oldugu kolayca goriiliir.
4.4.4. Tamm. A=(a, ) yaknsak dizileri yakinsak dizilere doniistiiren bir

limitleme matrisi ve N — @ olmak (izere N Uzerinde A-yakinsak her dizinin bir

uzamast ayni limite C,-yakinsak ise bu matrise N Uzerinde Duzgln Seyrek Cesaro
Matrisi (DSCMy) denir. Eger N =/_ ise Duzgin Seyrek Cesaro Matrisi (DSCM)

adim alir.

Tanimlardan her DSCMy’nin aym1 zamanda bir SCMy oldugu kolayca
gortliir. Ancak tersi dogru degildir.

34



Arpacioglu, A., 2016, Seyrek Cesaro Matrisleri ve Ozellikleri, Yilksek Lisans Tezi, Mersin Universitesi

4.4.5. Ornek.

Y2,  k=4"
ank: 1/2, k:4n—l

0, diger durumlar

ile tanimli A= (ank) matrisi Teoplitz-Silverman kosullarini sagladigindan bir regiiler

matristir. Bu matris bir SCM’dir. Ciinkii her sinirli dizi limit noktalarina C, -yakinsak

olacak sekilde uzayabilir (Sonu¢ 4.2.1.4). Ancak bu matris bir DSCM degildir.
Cunku

20 20 ol yane  2%tane 23 tane 2 tane
A TS ——

x=(0,1,0,0,,111,0,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,--*)
dizisi i¢in
lim, x==
S

iken bu dizinin 1/2’ye C,-yakinsak olan bir uzamast yoktur (Ornek 4.2.1.14).
4.4.6. Onerme. N € M c o olsun. Eger Ac SCM,, ise AeSCM,, dir.

Ispat. Tanim 4.4.3°den goriiliir.

Her DSCMy ayni zamanda bir SCMy oldugundan bu 6nerme diizgiin seyrek

Cesaro matrisleri i¢in de dogrudur. Ancak bu Onermelerin tersi dogru degildir.

Ornegin,
-1/2, k=n
ank = 1/2, k =N +1
0, diger durumlar

ile tanimli A= (a,, ) matrisi c, Uzerinde bir DSCM’dir, ancak ¢ iizerinde degildir.
Diger yandan, bu matris ¢, Uzerinde bir SCM’dir ancak @ (Uzerinde bir SCM
degildir. Ciinkii x=(n) dizisini o =(1/2)sabit dizisine doniistiiriir. Ancak X

dizisinin tiim uzamalarinin Cesaro ortalamalar1 sonsuza iraksar (Teorem 3.2.2.4).
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4.4.7. Onerme. Her bir DSCM ¢ bir regiiler matris doniisiimiidiir.

Ispat. Yakmsak bir dizinin her uzamasi aym limite yakinsaktir. Ayrica
Cesaro ortalamasi bir regiiler matris doniisiimii tanimladigindan herhangi bir DSCM

w regulerdir.

4.4.8. Sonug. cc N c w olmak Uzere her bir DSCMy bir regiler matris

dontistimidir.

Not. Regler olmayan bir SCMy vardir.

4.4.9. Ornek.
-1/2, k=n
ank = 1/2, k =N +1
0, diger durumlar

ile tamimlt A= (a,, ) matrisi bir SCM’dir. Ancak regiiler degildir. Ciinkii bu matris
her yakinsak diziyi sifira yakinsak olan bir diziye doniistiiriir.
4.4.10. Ornekler.
(1) 1 birim matris @ Uzerinde bir DSCM’dir.
(if) Teorem 3.2.2.6’dan dolay1 Zweier matrisi @ Uzerinde bir DSCM’dir.
(iii) Cesaro matrisi « Uzerinde bir DSCM’dir.
Simdi (R, p,) Riesz Matrislerinin hangi kosullar altinda bir SCM veya bir

DSCM oldugunu inceleyelim. Oncelikle her regiiler Riesz matrisinin bir DSCM

olmak zorunda olmadigini bir 6rnekle verelim.

4.4.11. Ornek. ne N ve

1, k=0
22n—11 k — 2n+1 _3
22n1 k — 2n+1 _ 2

0, digerdurumlar

P, =

ile tamimli (p,) dizisini ele alahm. Agiktir ki (R, p,) bir regiiler Riesz matrisidir.

Ancak bir DSCM degildir; ¢iinkii,
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20 20 ot 22 22

x=(1,0,1/2,12, o 0 1/2 1/2,1/2,1/2,0,0,0,0,---)

dizisi 1/3’e (R, p,)-toplanabilir iken bu dizinin 1/3 noktasina C,-yakinsak bir

uzamasi yoktur (Teorem 4.2.1.9).

4.4.12. Teorem. (pn) negatif olmayan reel sayilarin bir azalan dizisi olmak

uzere

I. limp,=peN,

n—oo

. (n( | pn]])) dizisi smirlidir
kosullari saglamiyorsa (R, p,) bir DSCM’dir.
Ispat. (i)’den (R, p,) bir regtler matristir. x =(x,) e m olsun. O halde
M >0: VneN |x|<M.

Ayrica

lim, x=lim— Zpkx = (4.5)

n—oo
olsun, burada B, =py+p,+--+p,. m =[p,] olmak izere (x,) dizisinin
m =(m, ) uzamasi

m, tane m, tane m, tane

(yn)=(XO’XO"“’Xoixll'“!Xl"“!Xk’“"Xk7“')

olsun. y =(y, ) dizisi i¢in

lim y_Ilm— Yy =a
C, n+ kZ(; n

oldugu gosterilirse ispat tamamlanir. (i)’den dolayr bir N e N vardir 6yle ki her

n>N icin m, = p’dir. n> N olacak sekilde keyfi bir n € N alalim. Bu durumda

n=>» m +ip+s, ieN,, 0<s<p
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seklinde yazilabilir. Bu durumda y dizisinin n. Cesaro ortalamasi

1 n 1 N+i-1
Ty :_z Yy :_( z m, X +SXN+i]
k=0

n+1i3 n+1
Py 1 Nz 1 Nt 5,
n+1[PN+i1 g‘)‘ P n+1 &= (pk [[pk]]) T

seklinde yazilabilir. (i1) kosulu geregince

. . . (N+i-1)p+log(N+i-1
I|m I:>N+|1l llm I I:>N+|—l — I|m( I ) p g( ):1 ,
n+ m, +ip+s+1 D> m +ip+s+1
k=0 k=0

dolayisiyla (4.5) dikkate alinirsa

P 1 N+i-1
lim- Mty — X, |=
i n+1(PN+i—l ; P k]

olur. Diger yandan

log(N +i-1
o<tim—L5"p, [ x| < M tim 2 Do
+ ka+ip+s+1
k=0
ve
ine N41
oldugundan
limz, =a

elde edilir. Bu ise istenen sonuctur. m

Dikkat edilirse yukaridaki teorem p=0 durumu icin uygulanamaz. Bu

durum i¢in asagidaki teorem verilebilir. Bu teoremin ispatinda kullanmak ic¢in dnce

yardimei bir teorem verelim.
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4.4.13. Lemma. (p,) pozitif sayilarin azalan bir dizisi olmak iizere [ i j

n

bir sl dizi  ise ( Z P = Prcy PJ dizisi de smirhidir, burada
Nico  PxPyu

I:)n =Pt Pttt Pryg-

jspat.
n-1
pk pk+l pk pk+l pk pk+l
P = P. .—P
é Dy Py kZi PPy g pkpm RaR)

n-1 n-1
P = P Py..
— k k+1 Pk+l Z(l_ k 1]
k=0

Py

esitsizliginin sag tarafina Abel Kismi Toplamlar Formiilii uygulanirsa

n-1 n-1 1 n— 2 k
pk pk+l Pk+l P Z( p ] k+2 k+l Z(___]
k

k=0 pk pk+1 pk+1 k=0 i=0 p|+l pl

AfE (et
P P S P By

R RS ( _LJ
R = S R )

elde edilir. Bu ise istenen sonucu verir. m

4.4.14. Teorem. Her ne N icin p, >0 ve (p,) azalan dizi olsun.

I. lim, _p,=0.
. sup,. P,/(np, ) <0
ise (R, p,) bir DSCM’dir.

Ispat. Istenen sonu¢ Lemma 4.4.13 ve Teorem 3.2.3.4’den goriiliir.m
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinin sonucunda seyrek serilerin ve uzatilmis dizilerin
aritmetik ortalamalariin yakinsakligi {lizerine arastirmalarin detayli bir derlemesi
yapilmis oldu. Ayrica 1raksak seriler teorisindeki uygulamalarda kendine yer
bulabilecek bir kavram olan “Seyrek Cesaro Metodu” tanimlanmis asagida liste

olarak verilen sonuglar elde edilmistir.

1. X dizisinin  bir m-uzamast bir a sayisma C;-yakinsak ve
M, =my+m +---+m, olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa x dizisi de a sayisina

C, -yakinsaktir.

. M,
1. lim <o
n—>oonmn
. il = 1 1
i, SUP=> My |-————| < .
n Nia me Mgy

2. Her DSCMy ayn1 zamanda bir SCMy’dir. Ancak tersi dogru degildir.
3. Her DSCM g bir regliler matristir.

4, (pn) negatif olmayan reel sayilarin bir azalan dizisi olmak iizere asagidaki
kosullar saglanirsa (R, p,) bir DSCM’dir.

I. Lm p,=peN,

. (n( P pn]])) dizisi siirlidur.
5. Her neN icin p, >0, (p,) bir azalan dizi olmak Uzere asagidaki kosullar
saglanirsa (R, p,) bir DSCM’dir.

I. lim . p,=0,

i. sup,. P,/(np, ) <o .

5.2. ONERILER

Tezde wverilen bilgiler 1s18inda literatiirde bilinen diger toplanabilme

metotlarinin hangi kosullar altinda Seyrek Cesaro Matrisi veya Dlzgin Seyrek
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Cesaro Matrisi oldugu incelenebilir. Bu matrislerin  karakteristik  6zelligi

aragtirilabilir ve toplanabilme 6zellikleri incelenebilir.
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