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ÖZ 

 

Bu çalışmada parçalı sürekli katsayıya sahip ikinci mertebeden diferansiyel 

denklem ve spektral parametreye bağlı sınır koşullarından oluşan sınır değer 

problemleri için spektral analizin düz ve ters problemleri çözülmüştür. Ele alınan 

problemler için düz problem olarak, 

1. Sınır değer probleminin özel çözümlerinin özellikleri incelenmiş, 

2. Özdeğerler ve özfonksiyonlar için asimptotik formüller bulunmuş, 

3. Özel Hilbert uzaylarında sınır değer probleminin operatör formülasyonu 

verilmiş, 

4. Rezolvent operatör inşa edilmiş ve özfonksiyonlara göre ayrışım formülü 

elde edilmiştir. 

Ele alınan problemler için ters problem olarak, 

1. Sınır değer problemlerine uygun Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonları 

tanımlanmış 

2. Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere göre teklik teoremleri ispat 

edilmiştir 
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OPERATOR WITH SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY 

CONDITIONS 

 

Fatma Ayça ÇETİNKAYA 

 

 

ABSTRACT 

 

This work aims to examine the direct and inverse problem for boundary value 

problems which consist a second order differential equation with a piecewise 

continuous coefficient and a spectral parameter in boundary condition. When 

examining the direct problem,  

1. The properties of the special functions of the boundary value problems 

have been investigated, 

2. Asymptotic formulas for the eigenvalues and eigenfunctions have been 

obtained, 

3. The theoretic formulation of the boundary value problem in special Hilbert 

spaces has been given, 

4. The resolvent operator has been constructed and the expansion formula 

with respect to eigenfunctions has been obtained. 

When examining the inverse problem, 

1.  The evolution of the Weyl solution and Weyl function has been discussed. 

2. Uniqueness theorems for the solution of the inverse problem with Weyl 

function and spectral data have been proven. 

Key Words: Sturm – Liouville Operator, Expansion Formula, Inverse Problem, 

Weyl Function 
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1. GİRİŞ 

 

Çalışmada ikinci mertebeden diferansiyel denklem ve spektral parametreye 

bağlı sınır koşulundan oluşan sınır değer problemleri ele alınmıştır. Bu problemler ile 

kısmi türevli diferansiyel denklemler teorisinde, sınır koşulları zamana göre türev 

içeren problemlerin çözümü sırasında karşılaşılır. Özel olarak, bir ucu sıvıda olan 

katı cisimde ısı difüzyon olayı, mekanikte bir ucunda yük olan çubuğun titreşimi ve 

benzeri problemlerin çözümü adi diferansiyel denklem için sınır koşulu spektral 

parametre içeren problemlerin incelenmesine indirgenir. 

Örneğin, varsayalım ki, bir ucu orijine bağlı, diğer ucuna ise M  kütleli yük 

bağlanmış tel dikey olarak OX  ekseni boyunca aşağıya doğru yönlendirilmiş olsun. 

k , Young modülü olmak üzere telin gerilimi xku ile gösterilir. Bu durumda orijinde 

sınır koşulu  0, 0u t   ve yer çekimi dikkate alınınca diğer uç nokta olan 1x   

noktasında ise tt xMu ku    koşulu sağlanır. Bu problemin matematiksel modeli  

   2 2

2 2

, ,
   0 1,  0

u x t u x t
x t

x t

 
   

 
 

     0, 0,  1, 1, 0xu t ku t Mu t     

       ,0 ,  ,0u x x u x x    

biçiminde elde edilebilir, burada  x  ve  x  yeterince düzgün verilmiş 

fonksiyonlardır. Problemi değişkenlerine ayırarak çözerken sınır koşulu   

parametresini içeren  

0y y    

     0 0,  1 1y y d y   

problemi ile karşılaşılır, burada d , telin yoğunluğuyla belirlenmiş pozitif bir sayıdır.  

Benzer problem homojen olmayan ortamda ve farklı dış kuvvetlerin 

etkisinde incelendiğinde  

     
2

2

u u
x p x q x u

t x x


   
  

   
 



Çetinkaya, F.A., 2016. Sınır Koşulu Spektral Parametreye Bağlı Bir Sınıf Sturm – Liouville Operatörü için Ters Problem, 

Doktora Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

 

 

2 
 

biçiminde kısmi diferansiyel denklemle ifade edilebilir, burada  x  çubuğun 

yoğunluğudur. Bu durumda,  

      0p x y x q x y           

     0 0,  1 1y y dy   

sınır değer problemi ile karşılaşılır, burada  x  parçalı sürekli fonksiyon,   ise 

spektral parametredir. Dolayısıyla, birçok mekanik, jeofizik, fizik ve mühendislik 

olaylarında ortaya çıkan problemlerin çözümü için süreksiz değişken katsayılı 

denklem ve sınırda spektral parametre içeren özdeğer problemlerinin incelenmesi 

önem taşımaktadır. Bu biçimde problemler, matematiksel olarak, klasik 2L  uzayında 

ifade edilemezler. Bu tip problemlerin operatör biçimi basit bir durum için J. Walter 

[1] tarafından 2L   uzaylarında verilmiştir.  

Tezde  

   2y q x y x y     

biçiminde diferansiyel denklemden ve spektral parametre içeren sınır 

koşullarından oluşan sınır değer problemleri için sonlu aralıkta spektral analizin 

düz ve ters problemleri incelenmektedir. Burada  2( ) 0,q x L  reel değerli bir 

fonksiyondur ve 0 1  olmak üzere, ( )x katsayısı  

2

1,     0
( )

,  

x a
x

a x


 

 
 

 
 

biçiminde parçalı sürekli bir fonksiyon olarak tanımlanmaktadır.  

Bölüm 4.1.1, 4.2.1 ve 4.3.1’de ele alınan sınır değer problemine uygun özel 

çözümler tanımlanmış ve özel çözümlerin biçimleri elde edilmiştir.  

Bölüm 4.1.2, 4.2.2 ve 4.3.2’de ele alınan sınır değer problemine uygun 

olarak çalışılan iç çarpım uzayında operatörün teorik biçimi gösterilmiş ve 

normlaştırıcı sayılar tanımlanmıştır. Daha sonra özfonksiyonların dik olduğunu 

gösteren teoremler ispatlanmıştır.  

Bölüm 4.1.3, 4.2.3. ve 4.3.3’de karakteristik fonksiyon tanımlanmış ve 

karakteristik fonksiyon ile ele alınan sınır değer probleminin sıfırları arasındaki ilişki 

incelenmiştir. Karakteristik fonksiyonun türevinin sıfırdan farklı olarak 
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bulunmasından yola çıkılarak ele alınan sınır değer probleminin özdeğerlerinin basit 

olduğu gösterilmiştir.  

Bölüm 4.1.4, 4.2.4 ve 4.3.4’de özdeğerlerin ve Bölüm 4.1.5, 4.2.5 ve 

4.3.5’de ise özfonksiyonların özellikleri incelenmiş, ayrıca ele alınan sınır değer 

problemine uygun Green fonksiyonu tanımlanmış, problemin özfonksiyonlarının 

çalışılan özel Hilbert uzayında tam bir sistem oluşturdukları gösterilmiş ve 

özfonksiyonlara göre ayrışım formülü elde edilmiştir.  

Son olarak Bölüm 4.1.6, 4.2.6 ve 4.3.6’da ise spektral analizin ters problemi 

incelenmiştir. Probleme uygun Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonu tanımlandıktan 

sonra, potansiyel fonksiyonun Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere göre tek türlü 

belirlenebileceği gösterilmiştir.  
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2.KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

Sınır koşulu özdeğer içeren diferansiyel denklemlerden oluşan sınır değer 

problemlerinin operatör formülasyonu [1-7]’de verilmiştir. Süreksiz katsayılı ve 

çözümü aralık içinde süreksizliğe sahip sınır değer problemleri için benzer 

problemler [8-13] çalışmalarında incelenmiştir.  

Diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde spektral analizin ters 

problemlerinin uygulamaları, fiziğin uygulamalı problemlerinde önemli yer 

tutmaktadır. Spektral analizin düz problemi olarak diferansiyel operatörün 

spektrumunun öğrenilmesi, özfonksiyonlara göre ayrışım ve bunlara ilişkin spektral 

özelliklerin incelenmesi, ters problem olarak ise, operatörün spektral karakteristiklere 

göre inşası anlaşılmaktadır.  

Klasik  

  ,y q x y y    

       0 0 0,  0y hy y Hy       

Sturm-Liouville operatörü için ters problemin çözümünün tekliği, yani  q x  

potansiyel fonksiyonunun ve ,h H  reel sayılarının tek türlü inşası G. Borg [14] ve N. 

Levinson [15] tarafından gösterilmiştir.  

Ters problemlerin çözümünde operatör dönüşümlerini ilk kez V. A. 

Marchenko [16, 17] uygulayarak Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyona 

göre tek türlü inşasını göstermiştir. I. M. Gelfand ve B. M. Levitan [18] ters 

problemin çözümü için gerekli ve yeterli koşullar elde ederek, spektral fonksiyona 

göre operatörün inşası algoritmasını göstermişlerdir. M. G. Gasymov ve B. M. 

Levitan [19] çalışmasında ise iki spektruma göre ters problemin tam çözümü 

verilmiştir.  

M. G. Gasymov’un [20] çalışmasında  

   2 ,  0y q x y x y x           (2.1) 

 0 0y    

sınır değer problemi için yarı eksende saçılma teorisinin ters problemi ele alınır, 

burada    2 0,xq x L   olmak üzere  q x  reel değerli bir fonksiyon,   kompleks 

parametre ve 0 1   olmak üzere  x  ise parçalı sürekli fonksiyondur: 
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 
2 ,0 ,

1,  .

x a
x

a x




  
 

  
  

 Bu sınır değer problemi için ters problemin çözümü  0,a  ve  ,a   

aralıklarında operatör dönüşümü kullanılmak suretiyle iki ters probleme indirilerek 

yapılmıştır. Bu yöntemle farklı sınır koşulu için ters problem A. A. Darwish’in [21] 

çalışmasında ele alınmıştır. Daha sonra bu problem farklı yöntemlerle [22-25] 

çalışmalarında incelenmiştir. (2.1) denklemi için sonlu aralıkta spektral analizin ters 

problemleri [26-29] çalışmalarında çözülmüştür.  

Ayrıca,   1x   olduğunda ve sınır koşulları spektral parametre 

içerdiğinde sonlu aralıkta ters problemler [30-36] çalışmalarında ele alınmaktadır. 

  1x   olduğunda benzer problemler [37-40] çalışmalarında yapılmıştır.  

Spektral parametreye bağlı, yani sadece diferansiyel denklemde değil, sınır 

koşulunda da spektral parametre içeren Sturm – Liouville problemlerinin farklı 

yönlerdeki (özdeğer problemi, özfonksiyonlara göre ayrışım problemleri, vb.) 

spektral analizleri [41-43]’de gösterilmiştir. Süreksiz değişken katsayıya sahip Sturm 

– Liouville operatörlerinden oluşan benzer problemler ise [44-46]’da incelenmiştir. 

Ayrıca, sonlu aralıkta, sınır koşulunda spektral parametre içeren Sturm- 

Liouville operatöründen oluşmuş sınır değer probleminin çözümünün tekliği [47-

51]’de ele alınmıştır.  

Sonlu aralıkta sınır koşulunda spektral parametre içermeyen ve diferansiyel 

denklemde süreksiz katsayıya sahip sınır değer probleminin düz ve Weyl 

fonksiyonuna göre ters problemi [28, 29, 40]’da ve ters problem için gerek ve yeter 

koşul [27]’de incelenmiştir.  

Sturm-Liouville probleminin, özdeğerler kümesinin ve potansiyelinin 

çalışılan aralığın yarısındaki bilinenlerinden yola çıkılarak ele alınan ve literatürde 

yarı ters problemler olarak adlandırılan problemler [50, 51] çalışmalarında 

incelenmiştir. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

3.1 STURM-LIOUVILLE PROBLEMİ 

 0,0Q t x l     bölgesinde  

     
2

2

u u
x p x q x u

t x x


   
  

   
    (3.1.1) 

l  uzunluklu homojen olmayan telin titreşimi denklemi göz önüne alınsın, burada 

  0x  ,   0p x  ,   0q x   ve    0,x C l  ,      1
0,p x C l ,    0,q x C l  

dir. 

(3.1.1) denklemi için  

     
0

0, 0,  , 0 0
x x l

u u
u t u l t t

x x
   

 

 
    

 
 

homojen koşullarla oluşan karışık problem biçimindedir, burada , , ,     sabitlerdir 

ve 2 2 2 20,  0        dır. Özel olarak, 

1. 0    olduğunda    0, 0,  , 0u t u l t   koşulları uçları bağlı telin, 

2. 0    olduğunda    0, 0,  , 0x xu t u l t   koşulları uçları serbest telin, 

3.        0 10, 0, 0,  , , 0x xu t h u t u l t h u l t     koşulları ( 0 10, 0h h  ) uçları esnek 

telin titreşimlerini ifade eder.  

 Basitlik için (3.1.1) denkleminin  

   0, 0,  , 0u t u l t      (3.1.2) 

sınır koşullarını ve  

     0 1

0

,0 ,  
t

u
u x x x

t
 




 


   (3.1.3) 

başlangıç koşullarını sağlayan çözümünü bulmak için Fourier yöntemi uygulanarak 

çözüm  

     , 0u x t X x T t    

biçiminde aranır. Sonuçta,  

    0,T t T t        (3.1.4) 

        0
d dX

p x x q x X x
dx dx


 

      
 

   (3.1.5) 
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adi diferansiyel denklemleri ve  

   0 0,  0X X l       (3.1.6) 

sınır koşulları elde edilir.  

Tanım 3.1.1. (3.1.5) denkleminin (3.1.6) sınır koşullarını sağlayan sıfırdan farklı 

çözümü olacak şekildeki   değerlerinin bulunmasına Sturm-Liouville problemi 

denir.  ’nın bu değerlerine özdeğerler, bu özdeğerlere karşılık gelen sıfırdan farklı 

çözümlere ise özfonksiyonlar denir.  

 (3.1.5), (3.1.6) probleminin 

     2

0

1,  1,2,

l

kx X x dx k       (3.1.7) 

koşulunu sağlayan  kX x  özfonksiyonlarına  x  çekirdek fonksiyonuna göre 

normlaştırılmıştır denir.  

Önerme 3.1.1. Her bir özdeğere, sabit çarpanı ile sadece bir özfonksiyon karşılık 

gelir.  

Önerme 3.1.2. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar  0, l  aralığında 

 x  ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir:  

     
0

0,

l

m nx X x X x dx   

burada    ,m nX x X x  farklı ,m n   özdeğerlerine karşılık gelen özfonksiyonlardır.  

Önerme 3.1.3. (3.1.5), (3.1.6) probleminin sayılabilir sayıda  

1 2 ,  limn n
n

   


        

özelliklerine sahip pozitif özdeğerleri vardır ve bu özdeğerlere  

     1 2, , , ,nX x X x X x  

özfonksiyonları karşılık gelir.  

 (3.1.5) denklemini çözerek  

  cos sink k k k kT t A t B t    

elde edilir. (3.1.1), (3.1.2) probleminin çözümünü  

     
1

, cos sink k k k k

k

u x t A t B t X x 




   
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biçiminde arayarak ve (3.1.3) başlangıç koşullarını sağlatarak ,k kA B  Fourier 

katsayıları  

     0

0

,

l

k kA x x X x dx    

     1

0

1
l

k k

k

B x x X x dx 


   

bulunur. Burada   
1k k

X x



 fonksiyonları  0, l  aralığında  x  ağırlık 

fonksiyonuna göre ortonormal dizi oluştururlar.  

 Kısmi diferansiyel denklemler teorisinde sınır koşulları zamana bağlı veya 

yöne bağlı türev içerdiğinde  

     0y q x x y      

              
1

0

, 0 1 0,  1,2
k k

j jk jk

k

U x a y b y j  


      

biçiminde spektral problem ile de karşılaşılır.  

    1 2, , ,y x y x   denkleminin lineer bağımsız çözümleri olduğunda  

 
   

   
1 1 1 2

2 1 2 2

U y U y

U y U y
   

denklemine karakteristik denklem denir.   ’nın sıfırları spektral problemin 

özdeğerleridir.  

   ,  ’ya bağlı analitik fonksiyon olduğundan spektral problemin ele 

alındığı D  bölgesinde aşağıdaki durumlarla karşılaşılır:  

1. D  bölgesinde   0   ise, o halde her bir   özdeğerdir.  

2.   0   ise, D  bölgesinde sayılabilirden fazla olmayan sayıda ve D  de 

sonlu limit noktasına sahip olmayan özdeğerler vardır. Ayrıca, diferansiyel 

denklemin sınır koşulundaki katsayılar  ’ya bağlı tam fonksiyonlar ise, o halde 

   fonksiyonu tam fonksiyondur ve bundan dolayı özdeğerler sonlu limit 

noktasına sahip olmaz.  
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Dolayısıyla, spektral problemin özdeğerlerin bulunması   0   

karakteristik denkleminin köklerinin incelenmesine indirgenir. Genel durumda bu 

köklerin dağılımının incelenmesi zordur. Bundan dolayı özel durumlar ele alınır. 

Denklemin ve sınır koşulundaki katsayıların  ’ya bağlı olduğu durumlarda 

katsayılar üzerine ek koşullar konularak veya özel Hilbert uzayları oluşturularak 

araştırmalar yapılır. Özdeğerler için kesin bilgi elde edilemese de onların asimptotik 

davranışları irdelenir. Bundan dolayı, denklemin temel çözümlerinin asimptotik 

biçimi veya herhangi bir gösterimi önemlidir.  

Tanım 3.1.2. L operatörü  

1

0 1 1
( ) ( ) ( ) ... ( )

n n

nn n

d y d y
l y p x p x p x y

dx dx




     

diferansiyel ifadesi ve 

( ) 0    1, 2,...,U y n    

sınır koşullarından oluşan diferansiyel operatör olsun, burada 

1

0

1
, ( ),..., ( )

( )
np x p x

p x
katsayıları  0,1  aralığında süreklidir. Ayrıca ( )U y sınır 

koşulları aşağıdaki biçimde bir lineer form oluşturur: 

   1 1

0 1 1 0 1 1( ) ... ... 0.
n n

a a n a b b n bU y y y y y y y      
 

 
           

n    olsun. O halde  l y y  denklemi   0nl y y   biçiminde 

yazılır. Sadelik için  0 1p x   alalım. Burada not edelim ki,  1 0p x   olduğunda 

 1

1
p x dx

ny e
 

  değişken dönüşümü yapılarak, elde edilen denklemin  1n  nci 

mertebeden türevinin katsayısı sıfıra dönüştürülebilir.  

Teorem 3.1.1. 2 , , np p  katsayıları  0,1  aralığında sürekli ise o halde  -kompleks 

düzleminin belirli bir bölgesinde  

   2

2 1 0
n n n

n ny p y p y p y y



       

denkleminin n  tane lineer bağımsız ve T   ye göre analitik çözümleri    

iken aşağıdaki asimptotik biçime sahiptirler:  

1
1 ,kw x

ky e O




  
   

  
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1
,kw xk

k

dy
e w O

dx




  
   

  
  

1
1 1

1

1
,  1,2, ,k

n
w xn nk

kn

d y
e w O k n

x





 



  
    

   
 

burada T  bölgeleri  -kompleks düzlemini 2n  dilime bölerek elde edilir.  

Teorem 3.1.2.  0,1  aralığında regüler sınır koşulları ile oluşan n nci mertebeden 

bir diferansiyel operatörün özdeğerleri için aşağıdaki asimptotik formüller sağlanır:  

 Tek sayı 4 1n   ler için  

 
 1

0

2

ln 1
2 1 ,

2

n

k

n
k i O

k i k


 



         
   

 

 
 2

0

2

ln 1
2 1 ,

2

n

k

n
k i O

k i k


 



        
   

 , 1,k N N   

ve tek sayı 4 1n    için 

 
 1

0

2

ln 1
2 1 ,

2

n

k

n
k i O

k i k


 



        
   

 

 
 2

0

2

ln 1
2 1 ,

2

n

k

n
k i O

k i k


 



         
   

, 1,k N N   

çift sayı 2n  ler için 

   
2 0

2

ln 1
1 2 1 ,k k O

k i k

   
 



       
  

 

   
2 0

2

ln 1
1 2 1 ,k k O

k i k

   
 



       
  

, 1,k N N   

sağlanır, burada 
 1

 ve 
 2

 belirli sayılardır. 

 Ayrıca çift sayı 2n  ler için 

   
2 0

3
2

ln 1
1 2 1 ,k k O

k i k

   
 



        
   

 

   
2 0

3
2

ln 1
1 2 1 ,k k O

k i k

   
 



        
   

, 1,k n n   

gerçeklenir. İlk üç durumda yeterince büyük modüllerin özdeğerleri basittir, 

dördüncü durumda ise basit veya iki katlıdırlar.  
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Tanım 3.1.3. ,H  bir Hilbert uzayı ve ,L  bu uzayda tanımlı bir operatör olmak 

üzere; 1( )R L I     ifadesi H uzayının tamamında mevcut ve sınırlı olacak 

biçimde bir   bulunabiliyorsa, bu  değerine L  operatörünün regüler noktası 

denir. R operatörü ise L ’nin rezolventi olarak adlandırılır.  

Tanım 3.1.4. Regüler olmayan tüm    noktalarına A  operatörünün spektrumu 

denir. L I  operatörünün uzayın tümünde tanımlı,  
1

L I


 tersinin mevcut 

olmadığı   değerlerine L  operatörünün özdeğerleri denir. Bir operatörün 

özdeğerleri spektrum kümesine dahildir. Bütün özdeğerlerin kümesine operatörün 

discrete spektrumu denir.  
1

L I


 tersinin mevcut olduğu ancak tüm uzayda 

tanımlı olmadığı veya  
1

L I


 tersinin olduğu   değerlerinin oluşturduğu kümeye 

operatörün sürekli spektrumu denir.  

1L  operatörü, sürekli çekirdeğe sahip bir integral operatördür. Bu çekirdek, 

L operatörünün Green fonksiyonu olarak adlandırılır. 

Teorem 3.1.3. Eğer 0Ly   denklemi, sadece 0y   çözümüne sahipse, 

 ,a b aralığında sürekli herhangi bir ( )f x fonksiyonu için Ly f denkleminin bir 

çözümü vardır ve bu çözüm 

( ) ( , ) ( )
b

a

y x G x f d     

şeklinde ifade edilir, burada ( , )G x   L operatörünün Green fonksiyonudur. 

Teorem 3.1.4. Eğer    1 0,f x L   ise; o halde,  

   Im Im

0 0

lim cos lim sin 0e f x xdx e f x xdx

 
 

 
 

 

 
    

sağlanır. 

3.2. TERS PROBLEM 

 Spektral analizin ters problemi denildiğinde lineer operatörün spektral analize 

göre inşası anlaşılmaktadır. Bu spektral karakteristikler spektrum, spektral fonksiyon, 

saçılma verileri, Weyl fonksiyonu ve başka veriler olabilir. Ters problemin 

çözümünde  

 I. operatörün tek türlü inşa edilmesi, 
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 II. spektral verilerin ele alınan problemin spektral verileri olması için gerekli 

ve yeterli koşulların bulunması 

 III. verilere göre operatörün inşası algoritmasının verilmesi 

önemlidir.  

   ,  0y q x y y x       denklemi için aşağıdaki iki sınır koşulunu göz 

önüne alalım:  

       0 0 0,  0,y hy y Hy          (3.2.1) 

       10 0 0,  0,y hy y H y         (3.2.2) 

burada 1, ,h H H  sonlu reel sayılar ve  q x  reel değerli bir fonksiyondur. 

0 1 2      (3.2.1) sınır koşulları ve 0 1 2     ise (3.2.2) sınır koşulları 

ile oluşturulan sınır değer probleminin özdeğerleri olsun.  

  
0n


 ve  
0n


dizilerinin  q x  fonksiyonunu ve 1, ,h H H  sayılarını tek 

türlü olarak belirlediği; yani, iki spektruma göre sınır problemindeki katsayıların tek 

türlü olarak inşa edildiği G. Borg tarafından gösterilmiştir.  

Teorem 3.2.1. 0   olduğunda  ,u x    

 2 0,  0,u x u x     

  0u    

sınır probleminin çözümü olsun, burada  x  parçalı analitik fonksiyondur ve 

  0 0x   dır.  
 

 

0,

0,

u
R

u







  olmak üzere  x  fonksiyonu  R  ’ya göre 

tek türlü olarak belirtilir.  

  ,x  , (3.2.1) sınır koşullarıyla oluşturulmuş sınır değer probleminin 

 0, 1    ve  0, h    başlangıç koşullarını sağlayan çözümü olsun.  

Teorem 3.2.2.  Sturm-Liouville operatörü spektral fonksiyona göre tek türlü olarak 

belirlenir. 

   ,q x  0,  aralığında toplanabilir reel değerli fonksiyon, h  ve H  reel 

sayılar olmak üzere 

  ,y q x y y         (3.2.3) 
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       0 0 0,  0y hy y Hy          (3.2.4) 

sınır değer probleminin özdeğerleri  
0n n





, uygun özfonksiyonları  , nx   

 0,1,n   ve normlaştırıcı sayıları  
0n n





 olsun.  

Tanım 3.2.1.  
0n n





ve  

0n n





sayılarına (3.2.3), (3.2.4) sınır değer probleminin 

spektral verileri denir.  

Teorem 3.2.3.  
0n n





ve  

0n n





sayılarına (3.2.3), (3.2.4) sınır değer probleminin 

spektral verileri olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki asimptotik formüllerin  

0 1
n

a
n o

n n


 
    

 
, 

1

2
n o

n




 
   

 
 ( n m  için n m   ve 0n   ) 

sağlanması ve  

  0 0

10

cos cos1 1 2
, cos cos cos cos

n n

n n

x t
F x t x t nx nt

 
 

   





 
    

  
   

fonksiyonunun 0 ,  0x t      için ( 1)m    nci mertebeden toplanabilir 

türevlere sahip olmasıdır. 

 Ters problemlerin çözümünde dönüşüm operatörleri önemli bir yere sahiptir.  

 ,E  bir lineer topolojik uzay, :A E E , :B E E lineer dönüşümler ve 

1E E , 2E E  olsun.  

Tanım 3.2.2. Tüm E  uzayında tanımlı lineer, tersinir 1 2:X E E  operatörü 

aşağıdaki özellikleri sağlasın: 

 1. X ve onun tersi 
1X 
operatörü tüm E ’de süreklidir. 

 2. AX XB  veya 1A XBX  operatör denklemi sağlanır. 

X ’e, A ve B operatörler çiftinin dönüşüm operatörü denir. 

Teorem 3.2.4. 1E  , B operatörünün  sayısına karşılık gelen özvektörü olsun, 

yani B    sağlansın. O halde X   , A operatörünün  sayısına karşılık 

gelen özvektörüdür.  

 
2

2
( )

d
A q x

dx
    ve 

2

2
( )

d
B r x

dx
    biçiminde iki operatör olsun, burada 

 q x ve  r x  sürekli fonksiyonlardır. Ayrıca; E , sürekli ve birinci mertebeden 
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sürekli türevlere sahip fonksiyonlar uzayı, 1E E ,    10 0 0f h f    koşulunu 

sağlayan fonksiyon uzayı ve 2E E ,    20 0 0f h f    koşulunu sağlayan 

fonksiyon uzayı olsun, burada 1h  ve 2h  keyfi sonlu sayılardır. Bu durumda 

, 1 2:A BX X E E   dönüşüm operatörü  

       
0

,

x

Xf x f x K x t f t dt    

biçimine sahip olur. Burada  ,K x t  çekirdek fonksiyonu  

 
   

 
   

2 2

2 2

, ,
, ,

K x t K x t
q x K x t r t K x t

x t

 
  

 
 

denklemini ve  

     2 1

0

1
,

2

x

K x x h h q t r t dt      , 
1

0

0
t

K
h K

t


 
   

 

koşullarını sağlar.  

  ,x  fonksiyonu (3.2.3) denkleminin (3.2.4) koşullarını sağlayan çözümü 

olsun.    : 0,M     alalım.  ,x   ve  M   fonksiyonlarına sırasıyla (3.2.3), 

(3.2.4) sınır değer probleminin Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonu denir.  

 
 

 
     

,
, , ,

x
x S x M x

 
    


    


 

eşitliği sağlanır, burada      , ,  , ,  ,x x S x     fonksiyonları (3.2.3) denkleminin 

sırasıyla  

   , 1,  , ;H         

   0, 1,  0, ;h      

ve  

    0, 0,  0, 1S S    

koşullarını sağlayan özel çözümleri,  

             , , , : , , , ,x x x x x x                  

(3.2.3), (3.2.4) sınır değer probleminin karakteristik fonksiyonu,  

       0 : 0, , ,S HS           
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(3.2.3) denklemi ve      0 0,  0y y Hy     sınır koşullarıyla oluşturulmuş 0L  

sınır değer probleminin karakteristik fonksiyonu olmak üzere  

    
 

 

0

M






 


     (3.2.6) 

ve    , , , 1x x    dir. Dolayısıyla, Weyl fonksiyonu ,  0n n   basit 

köklerine sahip meromorfik bir fonksiyondur. 

Teorem 3.2.5. Aşağıdaki eşitlik sağlanır:  

    
 0

1

n n n

M 
  








 .    (3.2.7) 

      Weyl fonksiyonuna göre ters problem, verilmiş  M  fonksiyonu yardımıyla, 

(3.2.1) denklemindeki  q x  potansiyel fonksiyonunu tek türlü inşa etmektir.  

Teorem 3.2.6.    M M  ise    q x q x dir. Yani Weyl fonksiyonunun seçimi 

operatörü tek türlü inşa eder.  

 (3.2.7)’ye göre  M  Weyl fonksiyonun seçimi,  ,n n  spektral verilerinin 

seçimine denktir. Diğer yandan (3.2.6)’ya göre Weyl fonksiyonunun sıfırları ve 

kutup noktaları sırasıyla (3.2.3), (3.2.4) ve 0L sınır değer problemlerinin 

spektralarıyla çakışır. Sonuç olarak;  M  , Weyl fonksiyonun seçimi,  n  ve 

 0

n  iki spektrasının seçimine denk olur. Dolayısıyla, Sturm-Liouville denklemini 

spektral veriler ve iki spektraya göre inşa etmek, Sturm-Liouville denklemini Weyl 

fonksiyonuna göre inşa etmenin özel halleri olurlar.  
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

4.1. SINIR KOŞULU SPEKTRAL PARAMETREYE BAĞLI BİR SINIR DEĞER 

PROBLEMİ İÇİN TERS PROBLEM 

4.1.1. Özel Çözümler 

       0, aralığında tanımlı aşağıdaki sınır değer problemini ele alalım:  

2( ) ( ) ,y q x y x y                                                                                   (4.1.1.1) 

1( ) : (0) 0,U y y                                                                                           (4.1.1.2) 

        2

2 1 2 3 4( ) : 0,U y y y y y                                         (4.1.1.3) 

burada  2( ) 0,q x L  , reel değerli bir fonksiyon;  , spektral parametre; 

 0  1,4i i  ,  reel sayılar ve ( )x , 0 1  olmak üzere 

2

1,     0
( )

,  

x a
x

a x


 

 
 

 
 

biçimindedir.  

       ,x  ve  ,x   ile (4.1.1.1) denkleminin  

 0, 0,     0, 1                                                                                 (4.1.1.4) 

   2

2 4, ,           2

1 3,                                                  (4.1.1.5) 

başlangıç koşullarını sağlayan özel çözümlerini gösterelim. 

      (4.1.1.1) denkleminin çözümü için aşağıdaki integral gösterim sağlanır [40]: 

 
( )

0

( )

( , ) ( , ) , ,

x

i t

x

e x e x K x t e dt







 





                                                            (4.1.1.6) 

burada  0 ( ) ( )

,                                                                      0 ,

, 1 1 1 1
1 1 ,    ,

2 2( ) ( )

i x

i x i x

e x a

e x
e e a x

x x



 



 

 

  


    
           

   

 

                                                                                                                      (4.1.1.7) 

      1, , ,K x L x x           1x x x a x       dır. Ayrıca, xK   

türevi mevcuttur ve aşağıdaki özellikler sağlanır:  
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  
   

 
1 1

, 1 ,
4

d
K x x q x

dx x x


 


 
  
 
 

                                          (4.1.1.8) 

      
   

 
1 1

, 0 , 0 1 ,
4

d
K x x K x x q x

dx x x
 

 

 
 
     
 
 

    (4.1.1.9) 

  , 0.K x x                                                                                        (4.1.1.10) 

Bu özelliklere ek olarak,  q x ’in diferansiyellenebilir fonksiyon olması 

durumunda aşağıdaki özellikler de geçerli olur: 

     0,  ,tt xxx K K q x K t x                                                         (4.1.1.11) 

   
 

 

0

, exp 1 ,  0 .

x x

x

K x t dt C q t dt C sabit









  
      

  
                           (4.1.1.12) 

Lemma 4.1.1.1. (4.1.1.1) denkleminin (4.1.1.4) koşullarını sağlayan özel çözümü  

     
 

0

0

sin
, , ,

x
t

x x A x t dt




   




                                                      (4.1.1.13) 

biçimindedir, burada      , , ,A x t K x t K x t    çekirdeği (4.1.1.8)-(4.1.1.12) 

özelliklerini gerçekler.  

İspat:      0 1 0 2 0, , ,x c e x c e x       ifadesine (4.1.1.4) koşullarını sağlatarak 

1

1
,

2
c

i
  2

1

2
c

i
   buluruz, burada  0 ,e x  (4.1.1.7) eşitliğinde tanımlandığı 

biçimde kullanılmıştır. Dolayısıyla  

     0 0 0

1 1 1
, , , sin

2 2
x e x e x x

i i
    

  
                                        (4.1.1.14) 

olur.      1 2, , ,x c e x c e x       eşitliğinde (4.1.1.6)’yı kullanarak 

(4.1.1.13)’e ulaşırız.  

4.1.2. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) Sınır Değer Probleminin Operatör Gösterimi 

      İki bileşenli vektörlerden oluşan  2, 0,L      Hilbert uzayındaki iç 

çarpımı  

        2 2
1 1

0

, :
F G

F G F x G x x dx






   
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şeklinde tanımlayalım. Burada,  

 1

2

,
F x

F H
F



 
  
 

 
 1

2

G x
G H

G


 
  
 

’dur ve 1 3 2 4: 0        biçiminde 

tanımlanır.  

      Tanım kümesi 

 
       

     

1 1 1 2,

1 2 3 1 4 1

: , 0, , 0, ,

0 0,

F H F x F x AC lF L
D A

F F F F

  

   

    
  

    

 

olan A operatörü 

 

    
1

1 1 2 1

:

lF x

A
F F   

 
 

  
 

 

biçimindedir, burada  
 

      1 1 1

1
lF x F x q x F x

x
    dir ve (4.1.1.1) – 

(4.1.1.3) sınır değer problemi 2AY Y  ifadesine denktir. A operatörünün 

n  ’e uygun olan özfonksiyonları 

 
 

   
 

3 4

,
, :    0,1,2,

, ,

n

n n

n n

x
x n

 


       

 
    

 
 

dir.  

      (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin normlaştırıcı sayıları 

   
    

2

3 42

0

, ,
: ,

n n

n nx x dx

        
   




   

biçiminde tanımlanmıştır ve  ,n n   sayıları (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer 

probleminin spektral verileri olarak adlandırılır.  

Teorem 4.1.2.1. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar diktir: 

 , 0,    .n m n m     

İspat:        
0

, , ,n m n mx x x dx



         

       3 4 3 4, , , ,
0

n n m m               



                                 (4.1.2.1) 
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olduğunu göstermeliyiz. n  ve m  (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin 

özfonksiyonları olduğundan 

         2, , ,n n n nx q x x x x           

         2, , ,m m m mx q x x x x           

sağlanır. İlk eşitliği  , mx   ile ikinci eşitliği  , nx   ile çarpıp taraf tarafa 

toplarsak,  

                2 2, , , , , ,n m n m n m n m

d
x x x x x x x

dx
                   

buluruz. Son ifadeye  0,  aralığında integral alma işlemi uygularsak, 

               2 2

0
0

, , , , , ,
x

n m n m n m n m x
x x x dx x x x x




              



       

                                                                                                                      (4.1.2.2) 

elde ederiz. Şimdi (4.1.1.3) sınır koşulunu ele alalım: 

       2

3 4 1 2, , , , 0,n n n n n                        

       2

3 4 1 2, , , , 0.m m m m m                        

Burada, ilk eşitliği    3 4, ,m m         ile ikinci eşitliği 

   3 4, ,n n          ile çarptıktan sonra elde edilen eşitlikleri taraf tarafa 

toplayarak ve çeşitli düzenlemeler yaparak 

             2 2 2

3, , , , , ,n m n m n m n m                               

            2

4 3 4, , , , , , 0n m n m n m                           

                                                                                                                      (4.1.2.3) 

buluruz.  

      (4.1.2.1) ifadesindeki, ikinci terimi düzenlersek, 

       3 4 3 4, , , ,n n m m               



           

            2

3 3 4

1
, , , , , ,n m n m n m                    


         

        2

4 , ,n m        
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elde ederiz. (4.1.2.3) ifadesini 

             2 2 2

3

1
, , , , , ,n m n m n m n m                    


           

            2

4 3 4, , , , , ,n m n m n m                           

                                                                                                                      (4.1.2.4) 

biçiminde yeniden yazarsak, (4.1.2.2)’nin sağ tarafı ile (4.1.2.4)’in sol tarafının 

birbirine eşit olduğunu görürüz. Bu durumda, (4.1.2.2) ve (4.1.2.4)’den 

             2 2 2 2 2

3

0

1
, , , ,n m n m n m n mx x x dx



               


      

            2

4 3 4, , , , , , 0n m n m n m                            

ve dolayısıyla 

               2 2 2 2

3 4

0

1
, , , , , ,n m n m n m n mx x x dx



                    



    




        3 4 , , , , 0n m n m                    
 

buluruz. Burada n m  olduğundan, son ifadeden  , 0n m   olduğu görülür.  

4.1.3. Spektral Verilerin Özellikleri 

      (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin karakteristik fonksiyonunu  

             : , , , , , , ,x x x x x x                                (4.1.3.1) 

şeklinde tanımlayalım. (4.1.3.1)’de 0x   ve x  yazarak ve (4.1.1.2), (4.1.1.3) 

sınır koşullarını göz önünde bulundurarak 

     1 2U U                                                                                   (4.1.3.2) 

elde ederiz. 

      (4.1.1.4) ve (4.1.1.5) koşulları  ,x   ve  ,x   fonksiyonlarının, 

sabitlenmiş x ’ler için,  ’nın tam fonksiyonları olduğunu gösterir. Buradan 

  ’nın  ’nın bir tam fonksiyonu olduğu sonucu çıkar.  

Teorem 4.1.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayılabilir sayıdaki  n sıfırlarının 

kareleri, (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin özdeğerleriyle çakışır, ayrıca 

her n  özdeğeri için  
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     , ,    0n n n nx k x k                                                                       (4.1.3.3) 

eşitliği sağlanacak şekilde bir  nk dizisi vardır, burada  , nx   ve  , nx  , n  

özdeğerine karşılık gelen özfonksiyonlardır. 

İspat: Gerçekten, 0 ’ın   ’nın bir sıfırı olduğunu kabul edelim. O halde,  

 
   

   
0 0

0

0 0

, ,
0

, ,

x x

x x

   


   
  

 
 

sağlanır, yani  0,x   ve  0,x   fonksiyonları lineer bağımlıdır: 

   0 0 0, ,x k x    . Ayrıca, (4.1.3.2)’den  0,x   ve  0,x   

fonksiyonlarının (4.1.1.2) ve (4.1.1.3) koşullarını sağladığını söyleyebiliriz. 

Dolayısıyla, 2

0  bir özdeğer ve  0,x   ve  0,x   fonksiyonları bu özdeğere 

karşılık gelen özfonksiyonlardır.  

      Şimdi tersine, 2

0  ın (4.1.1.1) diferansiyel ifadesi ve (4.1.1.2), (4.1.1.3) sınır 

koşullarıyla oluşturulmuş A operatörünün bir özdeğeri olduğunu ve  0 0,y x   ve 

 0 0,y x   fonksiyonlarının bu özdeğere karşılık gelen özfonksiyonlar olduğunu 

varsayalım. O halde,  0 0,y x   ve  0 0,y x   fonksiyonları  0 00, 1y    ve 

 0 00, 1y     koşullarını sağlarsa    0 0 0, ,y x x    ve 

   0 0 0, ,y x x      olur. Ayrıca, (4.1.1.2), (4.1.1.3) sınır koşulları yardımıyla  

       

       

0 2 0 2 0 0

0 2 0 2 0 0

, , 0

, , 0

U x U y x

U x U y x

   

   

   

      
 

olduğu görülür. Dolayısıyla, 2

0  karakteristik fonksiyonun bir köküdür.  

      Benzer şekilde,   2

0 0 1 0 3,y         ve   2

0 0 1 0 3,y          koşullarının 

sağlandığını kabul edersek, o halde    0 0 0, ,y x x    ve 

   0 0 0, ,y x x      olur. (4.1.1.2), (4.1.1.3) sınır koşullarını tekrar kullanırsak  

       

       

0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

, , 0

, , 0

U x U y x

U x U y x

   

   

     

        
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buluruz. Dolayısıyla, her bir 2

0  özdeğerine (sabit çarpan farkıyla) yalnız bir 

özfonksiyon karşılık gelir.  

Lemma 4.1.3.1. Aşağıdaki bağıntı gerçeklenir: 

  2 ,n n n nk                                                                                            (4.1.3.4) 

burada nk  (4.1.3.3)’de tanımlanan dizi ve    
d

d
 


    dır.  

İspat: İspat için, öncelikle 

         2, , ,n n n nx q x x x x           

         2, , ,x q x x x x           

denklemlerini ele alıp, bu denklemlerden ilkini  ,x   ile ikincisini  , nx   

ile çarpıp elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplayalım. Bu durumda, 

           2 2, , , , ,n n n

d
x x x x x

dx
                                       (4.1.3.5) 

elde ederiz. Burada  0,  aralığında integralleme işlemi yaparsak, 

           2 2

0
0

, , , , ,
x

n n n
x

x x x x x dx




          



    

buluruz. Şimdi, son eşitliğin sol tarafını ele alalım ve (4.1.3.2)’yi göz önünde 

bulunduralım: 

             2 2

2 4 1 3
0

, , , , , 0,
x

n n n
x

x x


                 



       

                                     1U   

                                     .                                                                      (4.1.3.6) 

(4.1.3.5) ve (4.1.3.6)’yı birlikte ele alırsak, 

         2 2

0

, ,n nx x x dx



            

elde ederiz. Bu ifadenin her iki tarafına 

       3 4 3 4, , , ,n n              



          ekleyip, (4.1.3.3)’ü göz 

önüne alırsak,  
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 
       

0

, ,
n

n n

n

x x x dx


      

 


   

 

       3 4 3 4, , , ,n n

nk

               



           

buluruz. Burada tekrar (4.1.3.3)’ü göz önüne alıp, n   iken limite geçersek, 

gerekli düzenlemeleri yaptıktan sonra, (4.1.3.4) e ulaşırız.  

      0, 0, 0n n nk     olduğundan Lemma 4.1.3.1’in aşağıdaki sonucunu 

verebiliriz: 

Sonuç 4.1.3.1.   ’nın tüm sıfırları basittir. 

4.1.4. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin ve 

Karakteristik Fonksiyonunun Özellikleri 

      Bu bölümde (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin 

asimptotik biçimlerini bulacağız. 

      1.   0q x  iken, (4.2.1.1) – (4.2.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin 

Asimptotik Davranışı 

      Önce [52]’den faydalanarak, (4.1.1.1) denkleminde   0q x  iken, (4.1.1.1) – 

(4.1.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin asimptotik biçimini bulalım.  

Teorem 4.1.4.1.   0q x   iken, (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin 

özdeğerleri aşağıdaki asimptotik biçime sahiptir:  

     
2

0 ,    sup .n
n

n n n                                                              (4.1.4.1) 

İspat: (4.1.3.1)’de x   yazıp, (4.1.1.5) koşullarını ve (4.1.1.14) ifadelerini ele 

alırsak, 

       2 2

0 2 4 1 3

1 1
1

2

i
i e

 
       



             
 

                2 2

2 4 1 3

1 1
1 0

2

i
i e

 
      



             
                (4.1.4.2) 

buluruz, burada  0  fonksiyonunun   0q x  iken, (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır 

değer probleminin karakteristik fonksiyonudur. [52, 53] yardımıyla (4.1.4.1)’e 

ulaşırız.  
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Lemma 4.1.4.1.  0   fonksiyonunun 
0

n  kökleri ayrıktır, yani  

0 0inf 0n k
n k

  


                                                                                         (4.1.4.3) 

sağlanır.  

İspat: Tersini kabul edelim. O halde,  0   fonksiyonunun sıfırları için 

0 0 ,k k    
0 ,k    0

k     

ve 

0 0lim 0k k
k

 


   
 

                                                                                      (4.1.4.4) 

sağlanacak biçimde  0

k   ve  0

k   dizileri mevcuttur.  

      (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlarının diklik 

özelliğinden,  

     0 0 0 0

0 0

0

0 , ,k k k kx x x dx



            

         0 0 0 0 0 2 2 0

0 0 0

0 0

, , ,k k k k k kx x x dx x x dx

 

                   

   0 2 2 0

0

0

,k kx x dx



    

           0 0 0 0 0 0 0 2 2 0

0 0 0 0

0 0

, , , ,k k k k k k k kx x x x dx x x dx

 

                       
     

   0 2 2 0

0

0

,k k kI x x dx



        

   0 2 2 0

0

0

,

a

k k kI x x dx        

0 0
2 0

0
0 0

1 cos 2 sin 2
sin

2 2 4

a a

k k
k k k k

k

x aa
I xdx I dx I

 




          
  
 

   

elde ederiz. Dolayısıyla,  

0

0

sin 2
0

2 4

k
k

k

aa
I






  


                                                                                   (4.1.4.5) 

buluruz.  
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      Şimdi, k   iken, 0kI   olduğunu gösterelim.  

   0 0 0 0 0 0

0 0, ,k k k k k kx x C                

olduğunu ve (4.1.4.4)’ü birlikte ele alırsak her  0,x  için,  

   0 0 0 0

0 0lim , , 0k k k k
k

x x     


      

eşitliğinin sağlandığını söyleyebiliriz. O halde (4.1.4.5)’de k   iken limite 

geçersek, 0
2

a
  buluruz. Bu ise (4.1.1.1) denklemindeki  x  katsayısının 

tanımıyla çelişir. Dolayısıyla kabulümüz yanlıştır.  

2. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin Asimptotik 

Davranışı 

      Şimdi (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin asimptotik 

biçimini verelim. Bunun için önce, asimptotik formülleri elde ederken 

kullanacağımız eşitsizlikleri gösterelim. 

Lemma 4.1.4.2.   iken aşağıdaki eşitsizlik gerçeklenir: 

       Im

0 C e
  

  


   .                                                                  (4.1.4.6) 

İspat: (4.1.1.13)’ü (4.1.3.1)’de yazarsak 

       
 

2

1 4 0

0

sin
, ,

t
A t dt

 


       




 
    
  

          

        
  

2

2 3 0

0

sinsin
, , ,x

t
A t dt A

 
 

          
 





 

     
  

  

buluruz. Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak,  

     
 

2
0 3

0

, sinxA t tdt

 


    




 
     

 
  

      
 

2 1
3 4

0

, sin , sinA A t tdt

 
 

         
 



    
      

   
  

elde ederiz. Son ifadede, (4.1.1.8) - (4.1.1.12) özelliklerini ve 

    Im
sin O e

  
 


   olduğunu dikkate alırsak, (4.1.4.6)’ya ulaşırız.  
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Lemma 4.1.4.3.   iken aşağıdaki eşitsizlik gerçeklenir: 

    Im2

0 C e
 

   .                                                                                 (4.1.4.7) 

İspat: (4.1.1.14) ve (4.1.3.1)’den 

     2 2

0 1 4 2 3

sin
cos


       


      

elde ederiz. Bu ifadeyi sınırlandırırsak ve  Im
sin O e

    ve 

 Im
cos O e

    olduğunu göz önünde bulundurursak (4.1.4.7)’ye ulaşırız.  

      Lemma 4.1.3.2 ve Lemma 4.1.3.3’den aşağıdaki sonucu verebiliriz.  

Sonuç 4.1.4.1.   iken, 

     0 0                                                                                    (4.1.4.8) 

sağlanır. 

Teorem 4.1.4.2. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin basit  2

1n n





özdeğerleri 

sayılabilirdir ve  

0

0
,    0n n

n n

n

d

n


  


     

biçimindedir. Burada, 0

n ,  0  karakteristik fonksiyonun sıfırları;  

 
 

   
 

 
 0 0

0 0

00

1 1 1
1 cos 1 cos

4
n n n

n n

q t
d dt

t t t



     
    

 

              
           



biçiminde sınırlı bir dizi ve   2n l   dir.  

İspat:  ,x  fonksiyonunun herhangi bir   için (4.1.1.2) koşulunu sağladığı 

açıktır. Dolayısıyla özdeğerleri,  ,x  fonksiyonunu (4.1.1.3) koşulunda 

yazarak bulacağız.  

      (4.1.1.3)’den          2 2

3 2 4 1, ,
x 

            


      

yazabiliriz. Burada  ,x  fonksiyonunun (4.1.1.13) gösterimini göz önünde 

bulundurursak, 

     
 

0

0

sin
,

t
A t dt

 


  




                                                             (4.1.4.9) 
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elde ederiz. 
2


  (bknz. Lemma 4.1.4.1) yeterince küçük pozitif bir sayı olmak 

üzere olmak üzere  0: nG       alalım. [54] Teorem 12.4 kullanılarak 

   Im

0

1
,  C e G

  

  




    

elde edilir. Diğer taraftan, Teorem 3.1.4. ve [52]’den  

     Im

0

1
,  O e

  
  



 
     

 

 

olur. Dolayısıyla, yeterince büyük n  ler için genişleyen 0:
2

n n


  
 

    
 

 

eğrileri üzerinde      0 0       eşitsizliği sağlanır.  

      Rouche teoreminden, n  eğrisi içinde        0 0           

fonksiyonuyla,  0   fonksiyonunun sıfırlarının sayısının aynı olduğunu 

söyleyebiliriz.  

      Rouche teoremini,    0:n n         eğrisine uygulayarak, yeterince 

büyük n  ler için    fonksiyonunun  n   eğrisi içinde tek bir n  sıfırı 

olduğunu elde ederiz. 

      Şimdi bu n  leri bulalım. Herhangi bir 0   sayısı için 

0 ,n n n      1 ,n o   n                                                                  (4.1.4.10) 

yazabiliriz. (4.1.4.10) u (4.1.4.9) da yazarsak 

     
   0

0 0

0 0

0

sin
, 0

n n

n n n n

n n

t
A t dt

   
    

 




      

                     (4.1.4.11) 

buluruz.  

             
2

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0
2!

n
n n n n n n n n n no


                    

bağıntısında,  0

0 0n   eşitliğini ve (4.1.1.11)’i birlikte ele alırsak,  
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   
   0

0 0

0

sin
, 0

n n

n n

n n

t
A t dt

   
  

 




  

  buluruz. Burada, kısmi integrasyon 

işlemi yaparsak, 

 
 

 
 

 

 
 

 

 0 0

0 0 0 0

0
0

cos cos1
, ,

n n n n

n t

n n n n n n

t
A t A t dt

 
    

  
     


 

     
   
  



 
  

   

 

0

0 0 0

cos1
,

n n

n n n n

A
   

  
   







 

     
   

 

0

0

cos
, 0 , 0

n n

n n

A A
   

     
 



 


    
  

 
   

 

0

0

0

cos
,

n n

t

n n

t
A t dt

   


 



  
 

  

elde ederiz. Burada (4.1.1.9) ve (4.1.1.10) özelliklerini kullanırsak ve n iken 

 1n o   olduğunu dikkate alırsak,  
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1 n
n

nn n

d


 

 
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buluruz, burada  
 

   0

2

0

: , cosn t nA t tdt l

 

  



   dir.  

4.1.5. Ayrışım Formülü 

      Bu bölümde, (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlarının 

tamlığını göstereceğiz ve daha sonra özfonksiyonlara göre ayrışım formülünü elde 

edeceğiz.  

       
 
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, , ,    ,1
, , :

, , ,    ,
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t x t x

   


    
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 

 

olsun. 
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                                                                                                                      (4.1.5.1) 

fonksiyonunu ele alalım.  , ,G x t   fonksiyonuna, Bölüm 4.1.2 de tanımlanmış 

olan A  operatörünün Green fonksiyonu denir.  , ,G x t  , A  operatörünün ters 

operatörünün çekirdeğidir, yani  ,y x   fonksiyonu 

           2

1 2 2,    0,    y q x y x y f x x U y U y f         sınır değer 

probleminin çözümüdür. 

Teorem 4.1.5.1. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) sınır değer probleminin 

  
0

, n n
x 


 özfonksiyonları  2, 0,L     de bir tam sistem oluşturur.  

İspat: (4.1.3.3) ve (4.1.3.4)’den  

 
 

 , ,
2

n

n n

n n

x x


   
 


                                                                          (4.1.5.2) 

yazabiliriz. (4.1.3.3)’ü göz önüne alıp, Sonuç 4.1.3.1’i kullanırsak 

 
 

 
       
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f
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
       

   

 
    

  
  

buluruz. Yukarıdaki son terimde, (4.1.3.3)’ü tekrar göz önüne alıp, gerekli 

düzenlemeleri yaparsak,  

          2

0

1
Re , , ,

2n

n n

n n n

f
s y x x t f t t dt

k



 
     

 

 
  

 
                         (4.1.5.3) 

elde ederiz.  

      Şimdi,    2, 0,f x L     alalım ve  

          
    3 4 2

1

0

, ,
, , , 0

n n
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f
x f x x f x x dx

        
   




     

olduğunu kabul edelim. Bu ifadede, (4.1.1.5) sınır koşulları ve (4.1.3.3)’ü birlikte 

ele alırsak, 
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olur. Buradan ise 
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1
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, , , 0n n

n

f
x f x x f x x dx

k



                                          (4.1.5.4) 

bulunur. (4.1.5.3) ve (4.1.5.4)’ü birlikte göz önünde bulundurursak, 

 Re , 0
n

s y x
 




  elde ederiz ve buradan sabitlenmiş her  0,x   için  ,y x   

nın    ya göre tamlığından bahsedebiliriz. Teorem 3.1.4’den her 

   1 0,f x L   için  

 
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 
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      
   

eşitliklerinin sağlandığını söyleyebiliriz.  

      Ayrıca,    için 
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, ,

x
x e

 
 
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                                                                              (4.1.5.5) 
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                                                                    (4.1.5.7) 
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                (4.1.5.8) 

sağlanır.  

(4.1.5.5) – (4.1.5.6)’dan  
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   Im1
,    C e G

  

  




                                                                   (4.1.5.9) 

olur. 

(4.1.5.1)’den sabitlenmiş 0   ve yeterince büyük * 0   için  

  *, ,    ,    
C

y x G
   


    elde ederiz. Analitik fonksiyonlar için 

maksimum modül prensibi ve Liouville teoreminden  , 0y x    olduğu 

sonucuna varırız. Buradan  0,  aralığında hemen hemen her yerde   0f x   

olur. Böylece   
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, n n
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
 özfonksiyonları  2, 0,L     de bir tam sistem 
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ayrışım formülü geçerlidir, burada      
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İspat: Keyfi    0,f x AC   alalım.  ,x   ve  ,x  , (4.1.1.1) – (4.1.1.3) 
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yazabiliriz. Bu ifadeyi düzenlersek,  
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elde ederiz. Burada kısmi integrasyon yaparsak,  
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buluruz. Şimdi (4.1.1.2) ve (4.1.1.3) sınır koşullarını dikkate alarak, 
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bulunur. Burada, 

 
 

           1

0

1
, , , , ,

x

x

Z x x t f t dt x t f t dt



        


 
     

  
   

ve 

 
 

         2

2 1 4

1
, , 0 ,Z x x f x f        


  


 

                             
0

, , , ,

x

x

x t q t f t dt x t q t f t dt



       


  


   

dır.  

      Şimdi, 

   
1

,
2

n

nI x y x d
i

  




                                                                          (4.1.5.12) 

integralini ele alalım. Burada, 0:
2

n n


  
 

    
 

saat yönünde yönlendirilmiş 

bir eğri ve n  yeterince büyük bir doğal sayıdır. (4.1.5.11)’den  

 
      1 2, ,1 1 1

,
2 2 2

n n n

Z x Z xf x
y x d d d

i i i

 
    

    
  


      

 
 21

,
2

n

f
x d

i


  

 





                                                                           (4.1.5.13) 

yazabiliriz. Diğer taraftan; rezidü teorisinden,    
1

2 Re ,
N

n

n

I x sy x 


   olur. 

(4.1.5.3) ve (4.1.5.13)’den  

   
 

 
 

     2

1 1 0

,
, ,

N N
nn

n n n

n nn n

xf
f x x x t f t t dt

 
     

  

 
      

  
    

 
 2

1

,
N

n
n

n n

f
x


 






                                                                                     (4.1.5.14) 

bulunur. Burada,       1 2

1
, ,

2
n

n x Z x Z x d
i

   




   dir. (4.1.5.14)’ den  

           
1 0

1
, ,

N

n n n

n n

f x x x t f t t dt



     


 
     

 
   olduğu görülür.  

      Şimdi, 
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 
 

0,
lim max 0n
N x

x



 
                                                                                     (4.1.5.15) 

olduğunu gösterelim.  ,x   ve  ,x   çözümlerinin ve    fonksiyonunun 

asimptotik formüllerinden sabitlenmiş 0   ve yeterince büyük * 0   için  

 
  2

2
0,

max , ,
x

C
Z x





    ,G     

*                                                    (4.1.5.16) 

olur. 
 

 1
0,

lim max , 0
x

G

Z x



 




 



  olduğunu göstermek için önce    0,f t AC    

olduğunu kabul edersek ve  1 ,Z x   ifadesinde kısmi integrasyon yaparsak,  

 
 

           1

0

1
, , , , ,

x

x

Z x x t f t dt x t f t dt



        


 
   

  
   

elde ederiz. Dolayısıyla  2 ,Z x  ’ya benzer şekilde  

 
  1

1
0,

max , ,
x

C
Z x





    ,G     

*                                                    (4.1.5.17) 

buluruz. (4.1.5.16) ve (4.1.5.17) den (4.1.5.15) un doğru olduğu kolayca görülür. 

Genel durum, [55]’deki yöntem kullanılarak gösterilebilir. O halde 

         
1 0

1
, ,n n

n n

f x x t f t t dt



    






 
  

 
   yazabiliriz. Bu ifadede  

     
1 0

1
,n n

n n

a t f t t dt



  






 
  

 
   alırsak, ayrışım formülünü 

   
1

,n n

n

f x a x 




  şeklinde yazabiliriz.   
1

,
n

x 


  sistemi  2, 0,L    ’de 

ortogonal bir baz oluşturur, dolayısıyla Parseval eşitliği sağlanır.  

4.1.6 Weyl Çözümü ve Weyl Fonksiyonu 

       ,x   ile (4.1.1.1) denkleminin  1 1U    ve  2 0U    koşullarını 

sağlayan çözümü gösterilsin.  ,c x   ve  ,s x   ile de (4.1.1.1) denkleminin  

       0, 1,    0, 0,    0, 0,    0, 1c c s s         

koşullarını sağlayan çözümü işaretlensin. O halde  ,x   çözümü  

         , 0, , ,x s x c x                                                            (4.1.6.1) 
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veya 

( , ) (0, )
( , ) ( , ).

( ) ( )

x
c x s x

   
 

 


  

 
                                                           (4.1.6.2) 

gösterimlerine sahiptir. 

      Şimdi,  

 
 

 

0,
:M
 








                                                                                        (4.1.6.3) 

ile işaretlensin. Açıktır ki,  

       , , ,x c x M s x                                                                     (4.1.6.4) 

biçiminde yazılabilir.  

      ( , )x   ve ( ) (0, )M     fonksiyonları sırasıyla, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sınır 

değer probleminin Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonu olarak adlandırılır. Weyl 

fonksiyonu, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sınır değer probleminin n  özdeğerler noktalarında 

basit kutuplara sahip meromorfik bir fonksiyondur. (4.1.6.2) ve (4.1.6.4) 

eşitliklerinden  

 
( , )

( , )
x

x
 




  


                                                                                      (4.1.6.5) 

yazabiliriz. Wronskiyen x  den bağımsız olduğundan 

           , , , , , , ,s x x s x x s x x            eşitliğinden 

   , , , 1s x x     elde edilir.  

     Şimdi ters problem için teklik teoremini ispat edelim.  

Teorem 4.1.6.1. Eğer ( ) ( )M M   ise o halde, A A  dır. Yani; (4.1.1.1) - 

(4.1.1.3) sınır değer problemi Weyl fonksiyonu tarafından tek olarak belirlenir. 

İspat: 
, 1,2

( , ) ( , )jk j k
P x P x 


    matrisini aşağıdaki şekilde tanımlayalım:  

   

   
   

   

   

   
11 12

21 22

, , , ,, ,
.

, , , ,, ,

P x P x s x xs x x

P x P x s x xs x x

    

    

     
             

         (4.1.6.6) 

Buradan  

11 12

11 12

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

s x P x s x P x s x

x P x x P x x

    

    

 

    
                                             (4.1.6.7) 
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veya  

11

12

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

P x s x x s x x

P x s x x s x x

    

    

    

   
                                                 (4.1.6.8) 

yazabiliriz. (4.1.6.5)’i (4.1.6.8)’de dikkate alırsak,  

 
 

      
 

      

 
        

11

12

1 1
, 1 , , , , , , ,

1
( , ) , , , ,

P x x s x s x s x x x

P x s x x s x x

         
 

      


     
 

 


                                                                                                                      (4.1.6.9) 

elde ederiz.  

     Im1
, , ,  

x
x x O e

 
    



 
     

 

 ve 

   
    Im1

, , ,  
x

x x O e
   

    


  
     

 

 bağıntılarından ve 

(4.1.6.9)’dan G   için  

   11 12
0 0

lim max , 1 lim max , 0
x x

P x P x
  

 
    

                                           (4.1.6.10) 

bulunur. (4.1.6.4)’ü (4.1.6.8)’de dikkate alırsak, 

                 

                 

11

12

, , , , , , ,

, , , , , , ,

P x s x c x s x c x s x s x M M

P x s x c x s x c x s x s x M M

        

        

       

     

 

olur. Dolayısıyla eğer,    M M   ise 11( , )P x   ve 12 ( , )P x   sabitlenmiş her 

x  için tam fonksiyonlar olurlar. (4.1.6.10)’dan 11( , ) 1P x    ve 12 ( , ) 0P x    

olduğu açıktır. Sonuç olarak, her x  ve her   için, ( , ) ( , )x x     ve 

( , ) ( , )x x     olur. Buradan ise ( ) ( )q x q x  bulunur.  

Teorem 4.1.6.2. Aşağıdaki eşitlik doğrudur: 

2 2 2
1

1
( ) (0)

2 ( )n n n n

M M
   





 


 .                                                           (4.1.6.11) 

İspat: (4.1.6.3)’den rezidü hesaplarsak,  

 
 

 

0, 1
Re

2 2n

n

n n n n n n

k
s M

k 

 


    


   

 
                                            (4.1.6.12) 
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buluruz. (4.1.6.3)’de   ’nın asimptotik ifadesini göz önüne alırsak 

  *

2
,    ,    

C
M G

   


    eşitsizliğini, buradan limite geçerek ise, 

lim ( ) 0M





                                                                                            (4.1.6.13) 

ifadesini elde ederiz. Şimdi aşağıdaki kontür integralini ele alalım: 

1 ( )
( ) ,     ,

2
N

N N

M
J d Int

i


  

  


  
  burada, 0:

2
N N


  
 

    
 

 saat 

yönünün tersi yönünde yönlendirilmiş bir kontürdür. Bu durumda, (4.1.6.13) 

ifadesinden lim ( ) 0N
N

J 


  elde edilir. Diğer taraftan, rezidü teoremini tekrar 

kullanarak, n n     eşitliğini dikkate alarak ve (4.1.6.12)’yi göz önünde 

bulundurarak (4.1.6.11)’i elde ederiz.   

Teorem 4.1.6.3. Eğer n Z   için n n  ve n n   ise o halde, A A  dır. 

Yani, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sınır değer problemi spektral veriler tarafından tek türlü 

belirlenir. 

İspat Her n Z  için n n  ve n n   olduğundan ayrıca, (4.1.6.11) formülü 

sağlandığından, ( ) ( )M M   elde ederiz. Dolayısıyla, Teorem 4.1.6.2’den 

L L  buluruz.  

4.2. SÜREKSİZ KATSAYILI ve SINIR KOŞULU SPEKTRAL PARAMETRE 

BULUNDURAN STURM-LIOUVILLE OPERATÖRÜ İÇİN TERS PROBLEM 

4.2.1. Özel Çözümler 

       0, aralığında tanımlı aşağıdaki sınır değer problemini ele alalım:  

2'' ( ) ( )y q x y x y                                                                                    (4.2.1.1) 

 2

1 2 3 4( ) : (0) (0) (0) 0 0,U y y y y y                                             (4.2.1.2) 

       2

1 2 3 4( ) : 0,V y y y y y                                            (4.2.1.3) 

burada  2( ) 0,q x L  , reel değerli bir fonksiyon;  , spektral parametre; i , j  

 1,4,  1,4i j   reel sayılar ve ( )x , 0 1  olmak üzere 
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2

1  ,   0 ,
( )

,  ,  

x a
x

a x


 

 
 

 
 

biçimindedir.  

       ,x   ve  ,x   ile (4.2.1.1) denkleminin  

     2 2

2 4 1 30, ,  0, ,                                                          (4.2.1.4) 

   2

2 4, ,           2

1 3,                                                  (4.2.1.5) 

başlangıç koşullarını sağlayan özel çözümlerini gösterelim. 

Lemma 4.2.1.1. (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.4) koşullarını sağlayan özel çözümü  

     
 ( )

2 2

0 1 3 2 4

0 0

sin
( , ) ( , ) ( , ) , cos ,

xx
t

x x A x t dt A x t tdt




          




     

                                                                                                                    (4.2.1.6) 

biçimindedir; burada,      , , ,A x t K x t K x t    ve      , , ,A x t K x t K x t    

çekirdekleri (4.1.1.8)-(4.1.1.12) özelliklerini gerçekler.  

İspat:      0 1 0 2 0, , ,x c e x c e x       ifadesine (4.2.1.4) koşullarını sağlatarak 

   2 2

1 3 2 4

1 ,
2 2

c
i

     



 
   

   2 2

1 3 2 4

2 ,
2 2

c
i

     



 
    buluruz, burada 

 0 ,e x  (4.1.1.7) eşitliğinde tanımlandığı biçimde kullanılmıştır. Dolayısıyla  

     2 2

0 1 3 2 4

sin
, cos

x
x x


        


                                        (4.2.1.7) 

olur.      1 2, , ,x c e x c e x       eşitliğinde (4.1.1.6) yı kullanarak 

(4.2.1.6)’ya ulaşırız.  

4.2.2. (4.2.1.1) – (4.2.1.3) Sınır Değer Probleminin Operatör Gösterimi 

      İki bileşenli vektörlerden oluşan   2

2, 0,H L     Hilbert uzayındaki iç 

çarpımı  

        3 32 2
1 1

1 20

, :
F GF G

F G F x G x x dx




 

    

şeklinde tanımlayalım. Burada,  
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 1

2

3

,

F x

F HF

F



 
 

  
 
 

 

 1

2

3

G x

G HG

G



 
 

  
 
 

’dur ve 1 1 4 2 3: 0       , 

2 1 4 2 3: 0        biçiminde tanımlıdır.  

      Tanım kümesi 

   

   

1 1 1 2,

2 3 1 4 1 3 3 1 4 1

: ( ), ( ) 0, , 0,
( )

0 0 , ( ) ( )

F H F x F x AC lF L
D A

F F F F F F

  

     

    
  

      

 

olan A operatörü 

 

    
    

1

1 1 2 1

1 1 2 1

0 0:

lF x

F FA

F F

 

   

 
 

    
   
 

 

biçimindedir, burada  
 

      1 1 1

1
lF x F x q x F x

x
    dir ve (4.2.1.1)–

(4.2.1.3) sınır değer problemi 2AY Y  ifadesine denktir. A  operatörünün 

n  ’e uygun olan özfonksiyonları 

  3 4

3 4

( , )

, : (0, ) (0, ) ,

( , ) ( , )

n

n n n n

n n

x

x

 

      

       

 
 

     
  

    0,1,2,n   

dir.  

      (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin normlaştırıcı sayıları 

   
      

22

3 43 42

1 20

, ,(0, ) (0, )
,

n nn n

n nx x dx

             
   

 


  

biçiminde tanımlanmıştır ve  ,n n   sayıları (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer 

probleminin spektral verileri olarak adlandırılır.  

Teorem 4.2.2.1. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar diktir: 

 , 0,    .n m n m     

İspat: n m   alalım ve  

           4 4

10

1
, , , 0, 0,n m n m n mx x x dx



          


             
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       3 4 3 4

2

, , , ,
0

n n m m               



              (4.2.2.1) 

olduğunu gösterelim.  

      n  ve m  (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonları 

olduğundan 

         2, , ,n n n nx q x x x x           

         2, , ,m m m mx q x x x x           

sağlanır. İlk eşitliği  , mx   ile ikinci eşitliği  , nx   ile çarpıp taraf tarafa 

toplarsak,  

                2 2, , , , , ,n m n m n m n m

d
x x x x x x x

dx
                   

buluruz. Son ifadeye  0,  aralığında integral alma işlemi uygularsak, 

               2 2

0
0

, , , , , ,
x

n m n m n m n m x
x x x dx x x x x




              



       

                                                                                                                      (4.2.2.2) 

elde ederiz.  

      Şimdi sırasıyla (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) sınır koşullarını ele alalım. 

      (4.2.1.2)’den  

        2

1 2 3 40, 0, 0, 0, 0n n n n n                  

        2

1 2 3 40, 0, 0, 0, 0m m m m m                   

yazabiliriz. Bu eşitliklerin ilkini    3 40, 0,m m      , ikincisini 

    3 40, 0,n n       ile çarpıp elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplarsak,  

       1 0, 0, 0, 0,n m n m              

         2 2

3 4 0, 0, 0, 0,n m n m n m                  

          2 2 2 2

3 40, 0, 0, 0, 0n m n m n m                                     (4.2.2.3) 

elde ederiz.  

      (4.2.1.3) sınır koşulundan ise,  

       2

1 2 3 4, , , , 0n n n n n                        
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       2

1 2 3 4, , , , 0m m m m m                        

olur. Bu eşitliklerin ilkini    3 4, ,m m        , ikincisini 

   3 4, ,n n          ile çarpıp, elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplarsak 

ve düzenlersek,  

       2 , , , ,n m n m                 

         2 2

3 4 , , , ,n m n m n m                      

          2 2 2 2

3 4, , , , 0n m n m n m                                       (4.2.2.4) 

olur. Burada (4.2.2.1)’deki ikinci ve üçüncü terimi ele alıp, bu ifadeleri 

düzenlersek, sırasıyla  

            2

3 3 4

1

1
0, 0, 0, 0, 0, 0,n m n m n m              


     

   2

4 0, 0,n m                                                                                       (4.2.2.5) 

ve 

            2

3 3 4

2

1
, , , , , ,n m n m n m                    


     

   2

4 , ,n m                                                                                        (4.2.2.6) 

bulunur. Buradan (4.2.2.3)’deki  2 2

n m   ifadesinin katsayısının (4.2.2.5) ile ve 

benzer şekilde (4.2.2.4)’deki  2 2

n m   ifadesinin katsayısının (4.2.2.6) ile aynı 

olduğunu görürüz. 

      (4.2.2.3) den  

       1 0, 0, 0, 0,n m n m              

         2 2 2 2

3 40, 0, 0, 0,n m n m n m                                          (4.2.2.7) 

olur. (4.2.2.4)’den ise  

       2 , , , ,n m n m                  

         2 2 2 2

3 4, , , ,n m n m n m                    

        3 4 , , , ,n m n m                                                        (4.2.2.8) 
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olur. 

      Şimdi (4.2.2.7)’nin her tarafını 1 ’ye ve (4.2.2.8)’nin her tarafını 2 ’ye 

bölersek,  

         2 2

1

1
0, 0, 0, 0,n m n m n m         


      

        2 2

3 40, 0, 0, 0,n m n m             

        3 4 0, 0, 0, 0,n m n m                                                       (4.2.2.9) 

ve  

         2 2

2

1
, , , ,n m n m n m             


       

        2 2

3 4, , , ,n m n m                 

        3 4 , , , ,n m n m                                                       (4.2.2.10) 

eşitliklerini elde ederiz. (4.2.2.9) ve (4.2.2.10)’u taraf tarafa toplarsak  

               , , , , 0, 0, 0, 0,n m n m n m n m                           

         2 2 2 2

3 4

1

1
0, 0, 0, 0,n m n m n m           




     


 

        3 4 0, 0, 0, 0,n m n m             

         3 4

2

1
, , , ,n m n m             


  

        2 2

3 4, , , ,n m n m                                                      (4.2.2.11) 

buluruz. Burada (4.2.2.2) ile (4.2.2.11)’i birlikte ele alırsak, (4.2.2.2)’nin sağ 

tarafı ile (4.2.2.11)’in sol tarafının birbirine eşit olduğunu görürüz. Dolayısıyla, 

       2 2

0

, ,n m n mx x x dx



         

         2 2 2 2

3 4

1

1
0, 0, 0, 0,n m n m n m           




     


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        3 4 0, 0, 0, 0,n m n m             

         3 4

2

1
, , , ,n m n m             


  

        2 2

3 4, , , ,n m n m                   

yazabiliriz. Buradan,  

       2 2

0

, ,n m n mx x x dx



      


 



       2 2

3 4

1

1
0, 0, 0, 0,n m n m         


  

        3 4 0, 0, 0, 0,n m n m             

         3 4

2

1
, , , ,n m n m             


  

        2 2

3 4, , , ,n m n m                                                      (4.2.2.12) 

buluruz. n m  olduğundan (4.2.2.12)’nin parantez içi sıfıra eşit olmalıdır. Bu 

ise, (4.2.2.1)’i göz önüne aldığımızda  , 0n m   demektir.  

4.2.3. Spektral Verilerin Özellikleri 

      (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin karakteristik fonksiyonunu  

             : , , , , , , ,x x x x x x                                (4.2.3.1) 

şeklinde tanımlayalım. (4.2.3.1)’de 0x   ve x  yazarak ve (4.2.1.2), (4.2.1.3) 

sınır koşullarını göz önünde bulundurarak 

     1 2U U                                                                                   (4.2.3.2) 

elde ederiz. 

      (4.2.1.4) ve (4.2.1.5) koşulları  ,x   ve  ,x   fonksiyonlarının, 

sabitlenmiş x ’ler için,  ’nın tam fonksiyonları olduğunu gösterir. Buradan 

  ’nın  ’nın bir tam fonksiyonu olduğu sonucu çıkar.  

Teorem 4.2.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayılabilir sayıdaki  n sıfırlarının 

kareleri, (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özdeğerleriyle çakışır, ayrıca 

her n  özdeğeri için  

     , ,    0n n n nx k x k                                                                       (4.2.3.3) 
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eşitliği sağlanacak şekilde bir  nk dizisi vardır, burada  , nx   ve  , nx   n  

özdeğerine karşılık gelen özfonksiyonlardır. 

İspat: Gerçekten, 0 ’ın   ’nın bir sıfırı olduğunu kabul edelim. O halde,  

 
   

   
0 0

0

0 0

, ,
0

, ,

x x

x x

   


   
  

 
 

sağlanır, yani  0,x   ve  0,x   fonksiyonları lineer bağımlıdır: 

   0 0 0, ,x k x    . Ayrıca, (4.2.3.2)’den  0,x   ve  0,x   

fonksiyonlarının (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) koşullarını sağladığını söyleyebiliriz. 

Dolayısıyla, 2

0  bir özdeğer ve  0,x  ,  0,x   fonksiyonları bu özdeğere 

karşılık gelen özfonksiyonlardır.  

      Şimdi tersine, 2

0 ’ın (4.2.1.1) diferansiyel ifadesi ve (4.2.1.2), (4.2.1.3) sınır 

koşullarıyla oluşturulmuş A  operatörünün bir özdeğeri olduğunu ve  0 0,y x   ve 

 0 0,y x   fonksiyonlarının bu özdeğere karşılık gelen özfonksiyonlar olduğunu 

varsayalım. O halde,  0 0,y x   ve  0 0,y x   fonksiyonları   2

0 0 1 0 30,y        

ve   2

0 0 1 0 30,y         koşullarını sağlarsa    0 0 0, ,y x x    ve 

   0 0 0, ,y x x      olur. Ayrıca, (4.2.1.2), (4.2.1.3) sınır koşulları yardımıyla  

       

       

0 2 0 2 0 0

0 2 0 2 0 0

, , 0

, , 0

U x U y x

U x U y x

   

   

   

      
 

olduğu görülür. Dolayısıyla; 2

0 , karakteristik fonksiyonun bir köküdür.  

      Benzer şekilde,   2

0 0 1 0 3,y         ve   2

0 0 1 0 3,y         olduğunu 

kabul edersek,    0 0 0, ,y x x   ,    0 0 0, ,y x x      olur. (4.2.1.2), 

(4.2.1.3) sınır koşullarını tekrar kullanırsak  

       

       

0 1 0 1 0 0

0 1 0 1 0 0

, , 0

, , 0

U x U y x

U x U y x

   

   

     

        
 

buluruz. Dolayısıyla, her bir 2

0  özdeğerine (sabit çarpan farkıyla) yalnız bir 

özfonksiyon karşılık gelir.  
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Lemma 4.2.3.1. Aşağıdaki bağıntı gerçeklenir: 

  2 ,n n n nk                                                                                            (4.2.3.4) 

burada nk  (4.2.3.3)’de tanımlanan dizi ve    
d

d
 


    dır.  

İspat: İspat için, öncelikle 

         2, , ,n n n nx q x x x x           

         2, , ,x q x x x x           

denklemlerini ele alıp, bu denklemlerden ilkini  ,x   ile ikincisini  , nx   

ile çarpıp elde edilen eşitlikleri taraf tarafa toplayalım. Bu durumda, 

           2 2, , , , ,n n n

d
x x x x x

dx
                                       (4.2.3.5) 

elde ederiz. Burada  0,  aralığında integralleme işlemi yaparsak, 

           2 2

0
0

, , , , ,
x

n n n
x

x x x x x dx




          



    

buluruz. Şimdi, son eşitliğin sol tarafını ele alalım ve (4.2.3.2)’yi göz önünde 

bulunduralım: 

           2 2

1 4 2 3
0

, , , , ,
x

n n n
x

x x


               



      

                                           2 2

2 4 1 30, 0,n n              

                                       2 1U U     

                                       .n                                                         (4.2.3.6) 

(4.2.3.5) ve (4.2.3.6)’yı birlikte ele alırsak, 

           2 2

0

, ,n n nx x x dx



              

elde ederiz. Bu ifadenin her iki tarafına 

       3 4 3 4

1

0, 0, 0, 0,n n          



          

             
       3 4 3 4

2

, , , ,n n              



          
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ekleyip, (4.2.3.3)’ü göz önüne alırsak,  

 
       

0

, ,
n

n n

n

x x x dx


      

 


  

   

       3 4 3 4

1

0, 0, 0, 0,n n          



          

       3 4 3 4 2
1

2

, , , ,n n

n

n

k
k

               




            

buluruz. Burada tekrar (4.2.3.3)’ü göz önüne alıp, n   iken limite geçersek, 

gerekli düzenlemeleri yaptıktan sonra, (4.2.3.4) e ulaşırız.  

      0, 0, 0n n nk     olduğundan Lemma 4.2.3.1’in aşağıdaki sonucunu 

verebiliriz: 

Sonuç 4.2.3.1.    nın tüm sıfırları basittir. 

4.2.4. (4.2.1.1) – (4.2.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin ve 

Karakteristik Fonksiyonunun Özellikleri 

      Bu bölümde (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin 

asimptotik biçimlerini bulacağız. 

      1.   0q x  iken (4.2.1.1) – (4.2.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin 

Asimptotik Davranışı 

      Önce [52]’den faydalanarak, (4.1.1.1) denkleminde   0q x  iken, (4.1.1.1) – 

(4.1.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin asimptotik biçimini bulalım.  

Teorem 4.2.4.1.   0q x   iken, (4.3.1.1) – (4.3.1.3) sınır değer probleminin 

özdeğerleri aşağıdaki asimptotik biçime sahiptir:  

     
2

0 ,    sup .n
n

n n n                                                              (4.2.4.1) 

İspat: (4.2.3.1)’de x   yazıp, (4.2.1.5) koşullarını ve (4.2.1.14) ifadelerini ele 

alırsak, 

       2 2

0 2 4 1 3

1 1
1

2

i
i e

 
       



            
 

                2 2

2 4 1 3

1 1
1 0

2

i
i e

 
      



             
                (4.2.4.2) 
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buluruz, burada  0  fonksiyonu   0q x  iken, (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer 

probleminin karakteristik fonksiyonudur. [52, 53]’den (4.1.4.1) e ulaşırız.  

Lemma 4.2.4.1.  0   fonksiyonunun 
0

n  kökleri ayrıktır, yani  

0 0inf 0n k
n k

  


                                                                                         (4.2.4.3) 

sağlanır.  

İspat: Tersini kabul edelim. O halde  0   fonksiyonunun sıfırları için 

0 0 ,k k    
0 ,k    0

k     

ve 

0 0lim 0k k
k

 


   
 

                                                                                      (4.2.4.4) 

olacak biçimde  0

k   ve  0

k   dizileri mevcuttur.  

      (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlarının diklik 

özelliğinden,  

     0 0 0 0

0 0

0

0 , ,k k k kx x x dx



            

             0 0 0 0 0 2 2 0 0 2 2 0

0 0 0 0

0 0 0

, , , ,k k k k k k k kx x x dx x x dx x x dx

  

                         

           0 0 0 0 0 0 0 2 2 0

0 0 0 0

0 0

, , , ,k k k k k k k kx x x x dx x x dx

 

                       
     

   0 2 2 0

0

0

,k k kI x x dx



        

   0 2 2 0

0

0

,

a

k k kI x x dx        

0 0
2 0

0
0 0

1 cos 2 sin 2
sin

2 2 4

a a

k k
k k k k

k

x aa
I xdx I dx I

 




          
  
 

   

elde ederiz. Dolayısıyla,  

0

0

sin 2
0

2 4

k
k

k

aa
I






  


                                                                                   (4.2.4.5) 

buluruz.  
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      Şimdi, k   iken 0kI   olduğunu gösterelim.  

   0 0 0 0 0 0

0 0, ,k k k k k kx x C                olduğunu ve (4.2.4.4) ü birlikte ele 

alırsak her  0,x  için,    0 0 0 0

0 0lim , , 0k k k k
k

x x     


      sağlandığını 

söyleyebiliriz. O halde (4.2.4.5) de k   iken limite geçersek, 0
2

a
  buluruz. 

Bu ise (4.2.1.1) denklemindeki  x  katsayısının tanımıyla çelişir. Dolayısıyla 

kabulümüz yanlıştır.  

2. (4.1.1.1) – (4.1.1.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin Asimptotik 

Davranışı 

      Şimdi (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özdeğerlerinin asimptotik 

biçimini verelim. Bunun için önce, asimptotik formülleri elde ederken 

kullanacağımız eşitsizlikleri gösterelim. 

Lemma 4.2.4.2.   iken aşağıdaki eşitsizlik gerçeklenir: 

       Im4

0 C e
  

  


   .                                                                (4.2.4.6) 

İspat: (4.2.1.13)’ü (4.2.3.1)’de yazarsak 

         
 

2 2

1 3 0 1 3

0

sin
, ,

t
A t dt

 


          





    




   
 

2

2 4

0

, cosA t tdt

 

    




 


    2

2 4 0 ,      

      
  

2

1 3

0

sinsin
, ,x

t
A t dt A

 
 

       
 





 

   
  


        
 

2

2 4

0

, cos , cosxA t tdt A

 

          



 
 

    
  
   

buluruz. Burada gerekli düzenlemeleri yaparsak,  
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       
 

31 2
0 3 2 1 4 3 4

0

, sinxA t tdt

 
 

           




 
       

  


    , sinA       


    
 

2 4

2 2 4 2 2 4 4 4

0

, cosxA t tdt

 

           




  


  

        
 

31 1
3 1 1 3 3 3

0

, cos , sinA A t tdt

 
 

               




          


    
 

2 4

2 1 4 1 2 3 4 3

0

, cosA t tdt

 

           



      

elde ederiz. Son ifadede, (4.2.1.8) - (4.2.1.12) özelliklerini ve 

    Im
cos O e

  
 


  ,     Im

sin O e
  

 


   olduğunu dikkate alırsak, 

(4.2.4.6)’ya ulaşırız.  

Lemma 4.2.4.3.   iken aşağıdaki eşitsizlik gerçeklenir: 

    Im4

0 C e
 

   .                                                                                 (4.2.4.7) 

İspat: (4.2.1.14) ve (4.2.3.1)’den 

     3 51 1
0 1 3 2 2 3 1 3 3 4 2 2 4 4 4 sin

 
                  



 
          

 

                2 4

1 2 2 1 1 4 3 2 2 3 4 1 3 4 4 3 cos                           

elde ederiz. Bu ifadeyi sınırlandırırsak ve  Im
sin O e

    ve 

 Im
cos O e

    olduğunu göz önünde bulundurursak (4.2.4.7) ye ulaşırız.  

      Lemma 4.2.3.2 ve Lemma 4.2.3.3’den aşağıdaki sonucu verebiliriz.  

Sonuç 4.2.4.1.   iken  

     0 0                                                                                    (4.2.4.8) 

sağlanır. 

Teorem 4.2.4.2 (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özdeğerleri 

0

0
,    0n n

n n

n

d

n


  


     

biçimindedir. Burada, 0

n ,  0  karakteristik fonksiyonun sıfırları; 
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   

 

   
    0 0

1 43
0 0

00

1 1
1 cos sin

4
n n n

n n

q t
d dt

t t



       
  

 
   

    
     

  

           0 0

1 1 4,0 , cos , sinn nA A A                     

biçiminde sınırlı bir dizi ve   2n l   dir.  

İspat:  ,x  fonksiyonunun herhangi bir   için (4.2.1.2) koşulunu sağladığı 

açıktır. Dolayısıyla özdeğerleri,  ,x  fonksiyonunu (4.2.1.3) koşulunda 

yazarak bulacağız.  

      (4.2.1.3)’den        2 2

1 3 2 4, ,
x 

            


      yazabiliriz. 

Burada  ,x  fonksiyonunun (4.2.1.13) gösterimini göz önünde bulundurursak 

         
 ( )

2 2

0 1 3 2 4

0 0

sin
( , ) , cos ,

t
A t dt A t tdt

  


          




       

                                                                                                                    (4.2.4.10) 

elde ederiz. 
2


  (bknz. Lemma 4.1.4.1) yeterince küçük pozitif bir sayı olmak 

üzere olmak üzere  0: nG       alalım. [54] Teorem 12.4 kullanılarak 

   Im

0

1
,  C e G

  

  




    

elde edilir. Diğer taraftan, Teorem 3.1.4. ve [52]’den  

     Im

0

1
,  O e

  
  



 
     

 

 

olur. Dolayısıyla, yeterince büyük n  ler için genişleyen 0:
2

n n


  
 

    
 

 

eğrileri üzerinde      0 0       eşitsizliği sağlanır.  

      Rouche teoreminden, n  eğrisi içinde        0 0           

fonksiyonuyla,  0   fonksiyonunun sıfırlarının sayısını aynı olduğunu 

söyleyebiliriz.  
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      Rouche teoremini,    0:n n         eğrisine uygulayarak, yeterince 

büyük n  ler için    fonksiyonunun  n   eğrisi içinde tek bir n  sıfırı 

olduğunu söyleyebiliriz.  

      Şimdi bu n  leri bulalım. Herhangi bir 0   sayısı için 

0 ,n n n      1 ,n o   n                                                                  (4.2.4.10) 

yazabiliriz. (4.2.4.10)’u (4.2.4.9)’da yazarsak 

        
   0

2
0 0 0

0 1 3 0

0

sin
,

n n

n n n n n n

n n

t
A t dt

   
        

 




        

  

                        
 

2
0 0

2 4

0

, cos 0n n n nA t tdt

 

      



                  (4.2.4.11) 

buluruz.  

             
2

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 0
2!

n
n n n n n n n n n no


                    

bağıntısında,  0

0 0n   eşitliğini ve (4.2.4.11)’i birlikte ele alırsak,  

      
   0

2
0

0 1 3 0

0

sin
,

n n

n n n n

n n

t
A t dt

   
      

 




    

  

                              
 

2
0 0

2 4

0

, cos 0n n n nA t tdt

 

      



      

buluruz. Burada, kısmi integrasyon işlemi yaparsak, 

   
   

 
   

 
0 0

13
00 0

0

1
, cos , cosn n n t n n

n n n

A t t A t tdt

 
 

       
  


        

     


   
 

   
 

0 0

4
0

0

, sin , sinn n t n nA t t A t tdt

 
 

      


        

  
  
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   
   

 
   

 

 0
0 0

13
0 00 0

1
, cos , cosn n n n

n n n

A t t A t t
   

 
      

  

 







  
      

  

   
 

   
 

 0
0 0

4
0 0

, sin , sinn n n nA t t A t t
   

 
      

 







 
     

 

 
 

   
 

 0 0

1 4

0 0

, cos , sint n n t n nA t tdt A t tdt

   

       

 

     


   

   
         0

13
0 0

1
, 0 , 0 cos n

n n n

A A         
  

      


 
  

      0,0 , cos nA A         


        0

4 , 0 , 0 sin nA A              


      
 

 
 

0 0 0

1 4

0 0

, sin , cos , sinn t n t nA A t tdt A t tdt

   

           

 

 
     


    

elde ederiz. Burada (4.2.1.9) ve (4.2.1.10) özelliklerini kullanırsak ve n iken 

 1n o   olduğunu dikkate alırsak,  

       
     01

13
0 0

0

1 1 1
1 cos ,0

4
n n

n n

q t dt A
t t




     
  


  

     
    

  

             
   

   0 04
1

0

1 1
, cos 1 sin

4
n nA q t dt

t t




         
 

  
 
   
 
 

  

      
 

 
 

0 0 0

4 1 4

0 0

, sin , cos , sinn t n t nA A t tdt A t tdt

   

            

 

 
    


 

    

   
 3

0 0

1
n n

n n

d 
 

 


 

buluruz, burada 

 
 

   
 

   0 0

1 4 2

0 0

: , cos , sinn t n t nA t tdt A t tdt l

   

      

 

      dir.  
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4.2.5. Ayrışım Formülü 

      Bu bölümde, (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlarının 

tamlığını göstereceğiz ve daha sonra özfonksiyonlara göre ayrışım formülünü elde 

edeceğiz.  

       
 

   

   

, , ,    ,1
, , :

, , ,    ,

t x t x
G x t

t x t x

   


    


  

 

 

olsun. 

       
 

 

 

 
1 2

0

, ,
, , ,

f x f x
y x G x t f t t dt

    
  

 
  

   

 
               

0

1
, , , ,

x

x

x t f t t dt x t f t t dt



         



  

 
   

   1 2, ,f x f x                                                                                    (4.2.5.1) 

fonksiyonunu ele alalım.  , ,G x t   fonksiyonuna, Bölüm 4.2.2 de tanımlanan A  

operatörünün Green fonksiyonu denir.  , ,G x t  , A  operatörünün ters 

operatörünün çekirdeğidir, yani  ,y x   fonksiyonu 

           2

1 1 2 2,    ,    y q x y x y f x x U y f U y f         sınır değer 

probleminin çözümüdür. 

Teorem 4.2.5.1. (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin 

  
0

, n n
x 


 özfonksiyonları   2

2, 0,L     de bir tam sistem oluşturur.  

İspat: (4.2.3.3) ve (4.2.3.4)’den  

 
 

 , ,
2

n

n n

n n

x x


   
 


                                                                          (4.2.5.2) 

yazabiliriz. (4.2.3.3)’ü göz önüne alıp, Sonuç 4.2.3.1 i kullanırsak 

 
 

 
       

 

 

 

 
1 2

0

, ,1
Re , , ,

2n

n n n

n n

n n n n n

f x f x
s y x x t f t t dt



 

    
     

    

 
     

   


buluruz. Yukarıdaki son iki terimde, (4.2.3.3)’ü tekrar göz önüne alıp, gerekli 

düzenlemeleri yaparsak,  

          2
1

0

1
Re , , ,

2n

n n

n n n

f
s y x x t f t t dt f

k



 
     

 

 
   

 
                  (4.2.5.3) 
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elde ederiz.  

      Şimdi,     2

2, 0,f x L     alalım ve  

          1

0

, , ,n nx f x x f x x dx



       

                         
         3 4 2 3 4 3

1 2

0, 0, , ,
0

n n n nf f             

 

  
    

olduğunu kabul edelim. Bu ifadede, (4.2.1.4), (4.2.1.5) koşulları ve (4.2.3.3)’ü 

birlikte ele alırsak, 

          
   3 2 4 4 1 3

1 2 2

1 10

, , ,
n n

n nx f x x f x x dx f f

        
   

 

 
     

                            
   

3 3 4 3

2 2

, ,n n

n n

f f
k k

     
 

 


   

          2 2

1 2 3 2 4 4 1 3 3

20

1
, n n n

n

x f x x dx f f
k



          


        

       2 23
1 2 3 1 3 4 4 1 3 4

20

, n n n

n

f
x f x x dx f

k



            


        

      3
1 2

0

, n

n

f
x f x x dx f

k



      

olur. Buradan ise 

           3
1 2

0

, , , 0n n

n

f
x f x x f x x dx f

k



                                    (4.2.5.4) 

bulunur. (4.2.5.3) ve (4.2.5.4)’ü birlikte göz önünde bulundurursak, 

 Re , 0
n

s y x
 




  elde ederiz ve buradan sabitlenmiş her  0,x   için  ,y x   

nın    ya göre tamlığından bahsedebiliriz. Teorem 3.1.4.’den her 

   1 0,f x L   için  

 
 

 
 Im Im

0, 0,
0 0

lim max cos lim max sin 0

x x
x x

x x
e f t tdt e f t tdt

 

  
 

 

  

      
    

      
   

eşitliklerinin sağlandığını söyleyebiliriz.  

      Ayrıca,    için 
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   Im1
, ,

x
x e

 
 



 
   
 

                                                                              (4.2.5.5) 

        Im Im

0

1
, , ,

x x
x x O e O e

   
   



  
     

 
                                (4.2.5.6) 

 
    Im1

, ,
x

x e
   

 


  
   
 

                                                                    (4.2.5.7) 

   
         Im Im

0

1
, ,

x x
x x e O e

       
   



                 
                (4.2.5.8) 

sağlanır.  

(4.2.5.5) – (4.2.5.6)’dan  

   Im1
,    C e G

  

  




                                                                   (4.2.5.9) 

sağlanır. 

(4.2.5.1)’den sabitlenmiş 0   ve yeterince büyük 
* 0   için 

  *, ,    ,    
C

y x G
   


    elde ederiz. Analitik fonksiyonlar için 

maksimum modül prensibi ve Liouville teoreminden  , 0y x    olduğu 

sonucuna varırız. Buradan  0,  aralığında hemen hemen her yerde 

  0f x  diyebiliriz. Böylece   
0

, n n
x 


 özfonksiyonları   2

2, 0,L     de bir 

tam sistem oluşturur.  

Teorem 4.2.5.2. Eğer    f x D A  ise,  

   
1

,n n

n

f x a x 




                                                                                  (4.2.5.10) 

ayrışım formülü geçerlidir, burada      
0

1
,n n

n

a t f t t dt



  


   dir ve seriler 

 0,x  ’ye göre düzgün yakınsaktır.    2, 0,f x L    için seriler  2, 0,L    de 

yakınsaktır ve    
2 2

10

n n

n

f x x dx a



 




  Parseval eşitliği sağlanır.  
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İspat: Keyfi    0,f x AC   alalım.  ,x   ve  ,x  , (4.2.1.1) – (4.2.1.3) 

sınır değer çözümleri olduğundan, (4.2.1.1) ve (4.2.5.1) den 

 
 

         2

0
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, , , ,

x

y x x t q t t f t dt      
 

 
        

  

 
         

 

 

 

 
1 2

2

, ,1
, , ,

x

f x f x
x t q t t f t dt

    
     

   

 
          

  

yazabiliriz. Bu ifadeyi düzenlersek,  
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 

 
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 

       
 

 
   

  
   

 

 

 

 
1 2, ,f x f x   

 
 

 
 

elde ederiz. Burada kısmi integrasyon yaparsak,  
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 
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                 2

1
, , , , , ,

x

x t f t dt x f x x f x



             
 


     

 


       
 

 

 

 
1 2, ,

, ,
x

f x f x
x t q t f t dt

    
   

 


  

 
  

buluruz. Şimdi (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) sınır koşullarını ele alırsak, 
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 
 

           2

0

1
, , , , ,

x

x

y x x t f t dt x t f t dt



        
 

 
      

  
   

 
         2

1
, , , ,f x x x x x       

 
    

 

 
    

 
    2 2

2 4 1 32 2

1 1
, 0 ,x f x f          

   
   

 
 

 
               2

0

1
, , , ,

x

x

x t q t f t dt x t q t f t dt



       
 

 
  

  
   

 

 

 

 
1 2, ,f x f x   

 
 

 
 

elde ederiz. Buradan, 

 
 

    
 

 

 

 
1 2

1 22 2

, ,1
, , ,

f x f x f x
y x Z x Z x

   
  

   
     

 
      (4.2.5.11) 

bulunur. Burada,  

 
 

           1

0

1
, , , , ,

x

x

Z x x t f t dt x t f t dt



        


 
     

  
   

ve  

 
 

          2 2

2 2 4 1 3

1
, , 0 ,Z x x f x f           


    


 

                             
0

, , , ,

x

x

x t q t f t dt x t q t f t dt



       


  


   

dır. 

      Şimdi, 

   
1

,
2

n

nI x y x d
i

  




                                                                          (4.2.5.12) 

integralini ele alalım. Burada, 0:
2

n n


  
 

    
 

saat yönünde yönlendirilmiş 

bir eğri ve n  yeterince büyük bir doğal sayıdır. (4.2.5.11)’den  

 
      1 2, ,1 1 1

,
2 2 2

n n n

Z x Z xf x
y x d d d

i i i

 
    

    
  


      
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 
 

 
 1 21 1

, ,
2 2

n n

f f
x d x d

i i

 
     

   
 

 
                                     (4.2.5.13) 

yazabiliriz. Diğer taraftan rezidü teorisinden    
1

2 Re ,
N

n

n

I x sy x 


   dir. 

(4.2.5.3) ve (4.2.5.13)’den  

   
 

 
 

 1 2

1 1

, ,
N N

n n
n n n

n nn n

f f
f x x x x

 
    

  

   
 

 

 
     

 
 

 
 1 2

1 1 10

,
, , ,

N N N
n n n

n n n

n n nn n n

x f f
t f t t dt x x

   
      

    

 
    

  
    

                                                                                                                    (4.2.5.14) 

bulunur. Burada,       1 2

1
, ,

2
n

n x Z x Z x d
i

   




   dir. (4.2.5.14)’den  

           
1 0

1
, ,

N

n n n

n n

f x x x t f t t dt



     


 
     

 
   olduğu görülür.  

      Şimdi, 

 
 

0,
lim max 0n
N x

x



 
                                                                                     (4.2.5.15) 

olduğunu gösterelim.  ,x   ve  ,x   çözümlerinin ve    fonksiyonunun 

asimptotik formüllerinden sabitlenmiş 0   ve yeterince büyük 
* 0   için  

 
  2

2 2
0,

max , ,
x

C
Z x





    ,G     *                                                   (4.2.5.16) 

olur. 
 

 1
0,

lim max , 0
x

G

Z x



 




 



  olduğunu göstermek için önce    0,f t AC    

olduğunu kabul edip,  1 ,Z x   ifadesinde kısmi integrasyon yaparsak,  

 
 

           1

0

1
, , , , ,
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Z x x t f t dt x t f t dt



        


 
   

  
   

elde ederiz. Dolayısıyla  2 ,Z x   ye benzer şekilde  

 
  1

1 2
0,

max , ,
x

C
Z x





    ,G     *                                                    (4.2.5.17) 
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buluruz. (4.2.5.16) ve (4.2.5.17)’den (4.2.5.15)’un doğru olduğu kolayca görülür. 

Genel durum, [55]’deki yöntem kullanılarak gösterilebilir. O halde 

         
1 0

1
, ,n n

n n

f x x t f t t dt



    






 
  

 
   yazabiliriz. Bu ifadede  

     
1 0

1
,n n

n n

a t f t t dt



  






 
  

 
   alırsak, ayrışım formülünü 

   
1

,n n

n

f x a x 




  şeklinde yazabiliriz.   
1

,
n

x 


  sistemi 

  2

2, 0,L    ’de ortogonal bir baz oluşturur, dolayısıyla Parseval eşitliği 

sağlanır.   

4.2.6. Weyl Çözümü ve Weyl Fonksiyonu 

       ,x   (4.2.1.1) denkleminin   1U    ve   0V    koşullarını sağlayan 

çözümü olsun.  ,c x   ve  ,s x   ile (4.2.1.1) denkleminin sırasıyla  0, 1c   , 

 0, 0c   ,  0, 0s   ,  0, 1s    başlangıç ve  ,x   ve  ,x   

fonksiyonları ile de (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.4), (4.2.1.5) sınır koşullarını 

sağlayan çözümlerini gösterelim.  
 

   

0,
:

0,
M

 


  



 olsun.  ,x   ve 

 M   sırasıyla (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin Weyl çözümü ve 

Weyl fonksiyonu olarak adlandırılır. Weyl fonksiyonu, (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır 

değer probleminin n  özdeğerlerinde basit kutup noktalarına sahip meromorfik 

bir fonksiyondur.  

           : , , ,W x x x     Wronskiyeni x  e bağlı değildir. Burada 0x   

alırsak,         (0) 0, 0, 0, 0, 1W            olur ve böylece  

     , , , 1W x x x                                                                          (4.2.6.1) 

yazabiliriz. (4.2.1.4), (4.2.1.5) koşullarını göz önünde bulundurursak n   için  

 
 

 

,
,

x
x

 



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
                                                                                     (4.2.6.2) 
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yazabiliriz. Son eşitlikten    0 0,     , 
   

2

0

,  0
:

0 0,  0

ly y x
L

y V y

    
 

 

 sınır 

değer probleminin karakteristik fonksiyonu olmak üzere  
 

 

0

M






 


 

yazılabilir ve  

 
 

      
1

, , ,
0,

x s x M x    
 

                                                 (4.2.6.3) 

olur. 

     Şimdi ters problem için teklik teoremini ispat edelim.  

Teorem 4.2.6.1. (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer problemi  M   Weyl 

fonksiyonuyla tek türlü belirlenebilir. (Eğer,    M M   ise    q x q x  dir.) 

İspat:    
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, ,jk j k
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
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        (4.2.6.4) 

eşitliği sağlanacak biçimde seçelim. eşitliği sağlanacak biçimde seçelim. O halde, 

         

         
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                                           (4.2.6.5) 

veya 
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yazılabilir. (4.2.6.2)’yi (4.2.6.6)’da yazarsak,  
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                                                                                                                      (4.2.6.7) 

elde ederiz.  
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O e
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ve  

   

 
    Im, , 1

,  
xx x

O e
      


 

   
     

 bağıntılarından ve 

(4.2.6.7)’den G   için  
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                                           (4.2.6.8) 

buluruz. (4.2.6.3)’ü (4.2.6.6)’da yazarsak 
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      

     

 

olur. Dolayısıyla eğer,    M M   ise  

         

         

11

12

, , , , ,

, , , , ,

P x c x s x c x s x

P x c x s x c x s x

    

    

  

 
 

olur. Dolayısıyla sabitlenmiş her x  için 11( , )P x   ve 12 ( , )P x   tam 

fonksiyonlardır. (4.2.6.7)’den 11( , ) 1P x    ve 12 ( , ) 0P x    olduğu açıktır. Sonuç 

olarak, her x  ve   için ( , ) ( , )x x     ve ( , ) ( , )x x     olur. Buradan ise 

( ) ( )q x q x  bulunur.  

4.3. BİR ÖZEL DURUM 

Bu bölümde, Bölüm 4.2 de ele alınan sınır değer probleminin bir özel durumu olan 

   2y q x y x y    ,       (4.3.1) 

     2

1 4: 0 0 0U y y y      ,      (4.3.2) 

         2

1 2 3 4: 0V y y y y y                   (4.3.3) 

problemi ele alınacaktır ve daha önceki bölümde elde edilen sonuçlar ispatsız 

verilecektir Burada;  , spektral parametre;    2 0,q x L  , reel değerli  bir 

fonksiyon; ,i j   ( 1,4,  1,4i j  ) reel sayılar ve  x  0 1   olmak üzere  

 
2

1,0 ,

,

x a
x

a x


 

 
 

 
 

biçimindedir.  
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4.3.1. Özel Çözümler 

       ,x   ve  ,x   (4.3.1) denkleminin  

   2

4 10, ,  0, ,                                                                            (4.3.1.1) 

   2

2 4, ,           2

1 3,                                                  (4.3.1.2) 

koşullarını sağlayan çözümleri olsun. 

Lemma 4.2.1.1. (4.3.1) denkleminin (4.3.1.1) koşullarını sağlayan özel çözümü  

 
 ( )

2

0 1 4

0 0

sin
( , ) ( , ) ( , ) , cos ,

xx
t

x x A x t dt A x t tdt




       




     

                                                                                                                    (4.3.1.3) 

biçimindedir, burada      , , ,A x t K x t K x t    ve      , , ,A x t K x t K x t    

çekirdekleri (4.1.1.8)-(4.1.1.12) özelliklerini gerçekler.  

4.3.2. (4.3.1)-(4.3.3) Sınır Değer Probleminin Operatör Gösterimi 

      İki bileşenli vektörlerden oluşan   2

2, 0,H L     Hilbert uzayındaki iç 

çarpımı  

        3 32 2
1 1

1 20

, :
F GF G

F G F x G x x dx




 

    

şeklinde tanımlayalım. Burada,  

 1

2

3

,

F x

F HF

F



 
 

  
 
 

 

 1

2

3

G x

G HG

G



 
 

  
 
 

’dur ve 1 1 4: 0    , 

2 1 4 2 3: 0        şeklinde tanımlıdır.  

      Tanım kümesi 

   

 

1 1 1 2,

2 4 1 3 3 1 4 1

: ( ), ( ) 0, , 0,
( )

0 , ( ) ( )

F H F x F x AC lF L
D A

F F F F F

  

    

    
  

     

 

olan A operatörü 

 

 

    

1

1 1

1 1 2 1

0:

lF x

FA

F F



   

 
 

 
 

  
 
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biçimindedir, burada  
 

      1 1 1

1
lF x F x q x F x

x
    dir ve (4.3.1) – (4.3.3) 

sınır değer problemi 2AY Y  ifadesine denktir. A operatörünün n   

özdeğerlerine uygun özfonksiyonları 

  4

3 4

( , )

, : (0, ) ,

( , ) ( , )

n

n n n

n n

x

x

 

   

       

 
 

     
  

    0,1,2,n   

biçimindedir.  

      (4.3.1) – (4.3.2) sınır değer probleminin normlaştırıcı sayıları 

   
      

22

3 442

1 20

, ,(0, )
,

n nn

n nx x dx

          
   

 


    biçiminde 

tanımlanmıştır ve  ,n n   sayıları (4.2.1.1) – (4.2.1.3) sınır değer probleminin 

spektral verileri olarak adlandırılır.  

Teorem 4.3.2.1. Farklı özdeğerlere karşılık gelen özfonksiyonlar diktir: 

 , 0,    .n m n m     

4.3.3. Spektral Verilerin Özellikleri 

      (4.3.1) – (4.3.2) sınır değer probleminin karakteristik fonksiyonunu 

             : , , , , , , ,x x x x x x                                (4.3.3.1) 

şeklinde tanımlayalım. (4.3.3.1)’de 0x   ve x  yazarak ve (4.3.1.1), (4.3.1.2) 

sınır koşullarını göz önünde bulundurarak 

     1 2U U                                                                                   (4.3.3.2) 

elde ederiz. 

      (4.3.1.1) ve (4.3.1.2) koşulları  ,x   ve  ,x   fonksiyonlarının; 

sabitlenmiş x ’ler için,  ’nın tam fonksiyonları olduğunu gösterir. Buradan 

  ’nın  ’nın bir tam fonksiyonu olduğu sonucu çıkar.  

Teorem 4.3.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayılabilir sayıdaki  n sıfırlarının 

kareleri, (4.3.1) – (4.3.2) sınır değer probleminin özdeğerleriyle çakışır, ayrıca her 

n  özdeğeri için  



Çetinkaya, F.A., 2016. Sınır Koşulu Spektral Parametreye Bağlı Bir Sınıf Sturm – Liouville Operatörü için Ters Problem, 

Doktora Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

 

 

64 
 

     , ,    0n n n nx k x k                                                                       (4.3.3.3) 

eşitliği sağlanacak şekilde bir  nk dizisi vardır, burada  , nx   ve  , nx  , n  

özdeğerine karşılık gelen özfonksiyonlardır. 

Lemma 4.3.3.1. Aşağıdaki bağıntı gerçeklenir: 

  2 ,n n n nk                                                                                            (4.3.3.4) 

burada nk  (4.3.3.3)’de tanımlanan dizi ve    
d

d
 


    dır.  

      0, 0, 0n n nk     olduğundan Lemma 4.3.3.1’in aşağıdaki sonucunu 

verebiliriz: 

Sonuç 4.3.3.1.    nın tüm sıfırları basittir. 

4.3.4. (4.3.1) – (4.3.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin ve Karakteristik 

Fonksiyonunun Özellikleri 

      1.   0q x  iken (4.3.1) – (4.3.3) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin 

Asimptotik Davranışı 

Teorem 4.3.4.1.   0q x   iken (4.3.1) – (4.3.3) sınır değer probleminin 

özdeğerleri aşağıdaki asimptotik biçime sahiptir:  

     
2

0 ,    sup .n
n

n n n                                                                 (4.3.4.1) 

Lemma 4.3.4.1.  0   fonksiyonunun 
0

n  kökleri ayrıktır, yani  

0 0inf 0n k
n k

  


                                                                                         (4.3.4.2) 

sağlanır.  

2. (4.3.1)-(4.3.2) Sınır Değer Probleminin Özdeğerlerinin Asimptotik Davranışı  

Teorem 4.3.4.2. (4.3.1) – (4.3.3) sınır değer probleminin basit  2

1n n





 özdeğerleri 

sayılabilirdir ve  

0

0
,    0n n

n n

n

d

n


  


     

biçimindedir. Burada, 0

n ,  0  karakteristik fonksiyonun sıfırları;  



Çetinkaya, F.A., 2016. Sınır Koşulu Spektral Parametreye Bağlı Bir Sınıf Sturm – Liouville Operatörü için Ters Problem, 

Doktora Tezi, Mersin Üniversitesi  

 

 

 

65 
 

   

 

   
    0 0

1 43
0 0

00

1 1
1 cos sin

4
n n n

n n

q t
d dt

t t



       
  

 
   

    
     

  

           0 0

1 1 4,0 , cos , sinn nA A A                     

biçiminde sınırlı bir dizi ve   2n l   dir.  

4.3.5. Ayrışım Formülü 

      Bu bölümde, (4.3.1) – (4.3.3) sınır değer probleminin özfonksiyonlarının 

tamlığını göstereceğiz ve daha sonra özfonksiyonlara göre ayrışım formülünü elde 

edeceğiz.  

       
 

   

   

, , ,    ,1
, ,

, , ,    ,

t x t x
G x t

t x t x

   


    


  

 

 

olduğunu kabul edelim ve  

       
 

 

 

 
1 2

0

, ,
, , ,

f x f x
y x G x t f t t dt

    
  

 
  

   

 
                   1 2

0

1
, , , , , ,

x

x

x t f t t dt x t f t t dt f x f x



             


 
     

  
 

 

                                                                                                                      (4.3.5.1) 

fonksiyonunu ele alalım.  , ,G x t   fonksiyonuna, Bölüm 4.3.2 de tanımlanan A  

operatörünün Green fonksiyonu denir.  , ,G x t  , A  operatörünün ters 

operatörünün çekirdeğidir, yani  ,y x   fonksiyonu 

           2

1 1 2 2,    ,    y q x y x y f x x U y f U y f         sınır değer 

probleminin çözümüdür. 

Teorem 4.2.5.1. (4.3.1)–(4.3.3) sınır değer probleminin 

  
0

, n n
x 


 özfonksiyonları   2

2, 0,L     de bir tam sistem oluşturur.  

Teorem 4.3.5.2. Eğer    f x D A  ise,  

   
1

,n n

n

f x a x 




                                                                                  (4.3.5.2) 
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ayrışım formülü geçerlidir, burada      
0

1
,n n

n

a t f t t dt



  


   dir ve seriler 

 0,x  ’ye göre düzgün yakınsaktır.    2, 0,f x L    için seriler  2, 0,L   ’de 

yakınsaktır ve    
2 2

10

n n

n

f x x dx a



 




  Parseval eşitliği sağlanır.  

4.3.6 Weyl Çözümü ve Weyl Fonksiyonu 

       ,c x   ve  ,s x   ile (4.3.1) denkleminin sırasıyla  0, 1c   ,  0, 0c   , 

 0, 0s   ,  0, 1s    başlangıç,  ,x   ve  ,x   fonksiyonları ile de 

(4.3.1) denkleminin (4.3.2.1), (4.3.2.2) sınır koşullarını sağlayan çözümlerini 

gösterelim. Ayrıca  ,x   (4.3.1) denkleminin   1U    ve   0V    

koşullarını sağlayan çözümü olsun.  
 

 

0,
:M
 







 ile işaret edelim.  ,x   

ve  M   sırasıyla (4.3.1) – (4.3.3) sınır değer probleminin Weyl çözümü ve 

Weyl fonksiyonu olarak adlandırılır. Weyl fonksiyonu, (4.3.1) – (4.3.3) sınır 

değer probleminin n  özdeğerlerinde basit kutup noktalarına sahip meromorfik 

bir fonksiyondur.      : , , ,W x x x     Wronskiyeni x  e bağlı değildir. 

Burada 0x   alırsak,        (0) 0, 0, 0, 0, 1W            olur ve 

böylece  

     , , , 1W x x x                                                                          (4.3.6.1) 

yazabiliriz. (4.3.2.1), (4.3.2.2) koşullarını göz önünde bulundurursak n   için  

 
 

 

,
,

x
x

 



  


                                                                                     (4.3.6.2) 

yazabiliriz. Son eşitlikten    0 0,     , 
   

2

0

,  0
:

0 0,  0

ly y x
L

y V y

    
 

 

 sınır 

değer probleminin karakteristik fonksiyonu olmak üzere  
 

 

0

M






 


 

yazılabilir ve  

       , , ,x s x M x                                                    (4.2.6.3) 
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elde edilir. 

Teorem 4.3.6.1. (4.3.1) – (4.3.3) sınır değer problemi  M   Weyl fonksiyonuyla 

tek türlü belirlenebilir. (Eğer,    M M   ise    q x q x  dir.) 
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5.SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 Sonuçlar 

Tezde, sonlu aralıkta Sturm-Liouville operatörü ile oluşturulmuş süreksiz katsayılı 

diferansiyel denklem ve spektral parametre içeren sınır koşullarından meydana gelen 

sınır değer problemlerinin düz ve ters problemleri ele alınmıştır. Bu sınır değer 

problemleri için, 

1) Sınır değer problemlerine uygun özel çözümler tanımlanmış ve özel 

çözümlerin biçimleri elde edilmiştir.  

2) Sınır değer problemlerine uygun olarak çalışılan iç çarpım uzayında 

operatörün teorik biçimi gösterilmiş ve normlaştırıcı sayılar 

tanımlanmıştır. Daha sonra özfonksiyonların dik olduğunu gösteren 

teoremler ispatlanmıştır.  

3) Sınır değer problemlerine uygun karakteristik fonksiyon tanımlanmış ve 

karakteristik fonksiyon ile ele alınan sınır değer probleminin sıfırları 

arasındaki ilişki incelenmiştir. Buna ek olarak, karakteristik fonksiyonun 

türevinin sıfırdan farklı olarak bulunmasından yola çıkılarak ele alınan 

sınır değer probleminin özdeğerlerinin basit olduğu gösterilmiştir.  

4) Sınır değer problemlerinin özdeğer ve özfonksiyon özellikleri incelenmiş, 

ele alınan sınır değer problemine uygun Green fonksiyonu tanımlanmış, 

problemin özfonksiyonlarının çalışılan iç çarpım uzayında tam bir sistem 

oluşturdukları gösterilmiş ve özfonksiyonlara göre ayrışım formülü elde 

edilmiştir.  

5) Sınır değer problemlerine uygun Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonu 

tanımlandıktan sonra, ele alınan sınır değer problemlerinin Weyl 

fonksiyonuna ve spektral verilere göre tek türlü belirlenebileceği 

gösterilmiştir.  

5.2 Öneriler 

Tezde incelenen sınır değer problemlerinin ters problemi değişik karakteristiklere 

göre incelenerek literatüre katkıda bulunulabilir. 
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