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SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETREYE BAGLI BiR SINIF STURM-

LIOUVILLE OPERATORU iCIN TERS PROBLEM

Fatma Ayca CETINKAYA

0z

Bu c¢alismada parcali siirekli katsayiya sahip ikinci mertebeden diferansiyel

denklem ve spektral parametreye bagli sinir kosullarindan olusan sinir deger

problemleri igin spektral analizin diiz ve ters problemleri ¢oziilmiistiir. Ele alinan

problemler igin diiz problem olarak,

1.

2.

Sinir deger probleminin 6zel ¢oziimlerinin 6zellikleri incelenmis,
Ozdegerler ve 6zfonksiyonlar i¢in asimptotik formiiller bulunmus,

Ozel Hilbert uzaylarinda siir deger probleminin operatér formiilasyonu

verilmis,

Rezolvent operatdr insa edilmis ve 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiilii

elde edilmistir.

Ele alinan problemler i¢in ters problem olarak,

1.

Siir deger problemlerine uygun Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonlar

tanimlanmis

Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere gore teklik teoremleri ispat

edilmistir

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Operatorii, Ayrisim Formiilii, Ters Problem,

Weyl Fonksiyonu

Damsman: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik Ana
Bilim Dali
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AN INVERSE PROBLEM FOR CLASS OF STURM-LIOUVILLE
OPERATOR WITH SPECTRAL PARAMETER IN BOUNDARY
CONDITIONS

Fatma Ayca CETINKAYA

ABSTRACT

This work aims to examine the direct and inverse problem for boundary value
problems which consist a second order differential equation with a piecewise
continuous coefficient and a spectral parameter in boundary condition. When

examining the direct problem,

1. The properties of the special functions of the boundary value problems

have been investigated,

2. Asymptotic formulas for the eigenvalues and eigenfunctions have been

obtained,

3. The theoretic formulation of the boundary value problem in special Hilbert

spaces has been given,

4. The resolvent operator has been constructed and the expansion formula

with respect to eigenfunctions has been obtained.
When examining the inverse problem,
1. The evolution of the Weyl solution and Weyl function has been discussed.

2. Uniqueness theorems for the solution of the inverse problem with Weyl

function and spectral data have been proven.

Key Words: Sturm — Liouville Operator, Expansion Formula, Inverse Problem,
Weyl Function
Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Department of Mathematics, Mersin

University
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SIMGE ve KISALTMALAR

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi
A Spektral parametre

A(1) Karakteristik fonksiyon
D(L) L operatoriiniin tanim bolgesi
w Wronskiyen

é(1,x) A ’ya gore tiirev

e'(4,X) X ’e gore tlirev

R, Rezolvent operator

O Ispatin bittigini gosterir

Vi
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1. GIRIS

Calismada ikinci mertebeden diferansiyel denklem ve spektral parametreye
bagli sinir kosulundan olusan siir deger problemleri ele alinmigtir. Bu problemler ile
kismi tiirevli diferansiyel denklemler teorisinde, sinir kosullari zamana gore tlirev
iceren problemlerin ¢oziimii sirasinda karsilasilir. Ozel olarak, bir ucu sivida olan
kat1 cisimde 1s1 diflizyon olay1, mekanikte bir ucunda yiik olan ¢ubugun titresimi ve
benzeri problemlerin ¢oziimii adi diferansiyel denklem igin smir kosulu spektral
parametre i¢eren problemlerin incelenmesine indirgenir.

Ornegin, varsayalim ki, bir ucu orijine bagl, diger ucuna ise M kiitleli yiik
baglanmis tel dikey olarak OX ekseni boyunca asagiya dogru yonlendirilmis olsun.

k, Young modiilii olmak iizere telin gerilimi Ku, ile gosterilir. Bu durumda orijinde
sinir kosulu u(O,t) =0 ve yer ¢ekimi dikkate alininca diger u¢ nokta olan x=1
noktasinda ise Muy = —ku, kosulu saglanir. Bu problemin matematiksel modeli

2 2
0 u(>2(,t) :6 U(Z(’t) 0<x<1 t>0
15)4 ot

u(0,t)=0, ku,’ (L,t)+Mu"(Lt)=0
u(%,0)=p(x). u'(%0)=p (x)
biciminde elde edilebilir, burada go(X) ve l//(X) yeterince diizglin verilmis
fonksiyonlardir. Problemi degiskenlerine ayirarak c¢ozerken smir kosulu A4
parametresini igeren
y'"+1y=0
y(0)=0.y'(1)=d2y(1)

problemi ile karsilasilir, burada d , telin yogunluguyla belirlenmis pozitif bir sayidir.

Benzer problem homojen olmayan ortamda ve farkli dis kuvvetlerin

etkisinde incelendiginde

P00 % =2 p( % |-a(xe
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biciminde kismi diferansiyel denklemle ifade edilebilir, burada p(x) cubugun

yogunlugudur. Bu durumda,

[p(x)yT +[20(x)=a(x)]y=0
y(0)=0, y'(1)=2dy(2)
siir deger problemi ile karsilagilir, burada p(x) pargali siirekli fonksiyon, 4 ise

spektral parametredir. Dolayisiyla, bircok mekanik, jeofizik, fizik ve miihendislik
olaylarinda ortaya ¢ikan problemlerin ¢dziimii icin siireksiz degisken katsayili
denklem ve smirda spektral parametre igeren 6zdeger problemlerinin incelenmesi

onem tagimaktadir. Bu bigimde problemler, matematiksel olarak, klasik L, uzayinda

ifade edilemezler. Bu tip problemlerin operator bigimi basit bir durum i¢in J. Walter
[1] tarafindan L, x C uzaylarinda verilmistir.
Tezde
-y"+q(x)y=2°p(x)y
bi¢iminde diferansiyel denklemden ve spektral parametre igeren sinir
kosullarindan olusan sinir deger problemleri igin sonlu aralikta spektral analizin

diiz ve ters problemleri incelenmektedir. Burada q(x)eL, [O;r] reel degerli bir

fonksiyondur ve 0 < « #1lolmak iizere, p(X)katsayisi

) 1 0<x<a
X) =
P az,aSXSﬂ'

biciminde parcali siirekli bir fonksiyon olarak tanimlanmaktadir.

Bolim 4.1.1, 4.2.1 ve 4.3.1°de ele alinan sinir deger problemine uygun 6zel
¢Ozlimler tanimlanmis ve 6zel ¢ozlimlerin bigimleri elde edilmistir.

Bolim 4.1.2, 4.2.2 ve 4.3.2°de ele alinan sinir deger problemine uygun
olarak calisilan i¢ c¢arpim uzayinda operatoriin teorik bicimi gosterilmis ve
normlastirict sayilar tanimlanmistir. Daha sonra Ozfonksiyonlarin dik oldugunu
gosteren teoremler ispatlanmistir.

Bolim 4.1.3, 4.2.3. ve 4.3.3’de karakteristik fonksiyon tanimlanmis ve
karakteristik fonksiyon ile ele alinan sinir deger probleminin sifirlar arasindaki iliski

incelenmistir.  Karakteristik  fonksiyonun tiirevinin  sifirdan farkli  olarak
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bulunmasindan yola ¢ikilarak ele alinan smir deger probleminin 6zdegerlerinin basit
oldugu gosterilmistir.

Bolim 4.1.4, 4.2.4 ve 4.3.4°de 6zdegerlerin ve Bolim 4.1.5, 4.2.5 ve
4.3.5°de ise 6zfonksiyonlarin ozellikleri incelenmis, ayrica ele alinan siir deger
problemine uygun Green fonksiyonu tanimlanmis, problemin 6zfonksiyonlarmin
calisilan 0Ozel Hilbert uzayinda tam bir sistem olusturduklart gosterilmis ve
Ozfonksiyonlara gore ayrisim formiilii elde edilmistir.

Son olarak Bolim 4.1.6, 4.2.6 ve 4.3.6’da ise spektral analizin ters problemi
incelenmistir. Probleme uygun Weyl ¢6ziimii ve Weyl fonksiyonu tanimlandiktan
sonra, potansiyel fonksiyonun Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere gore tek tiirli

belirlenebilecegi gosterilmistir.
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2.KAYNAK ARASTIRMALARI

Smir kosulu 6zdeger iceren diferansiyel denklemlerden olusan sinir deger
problemlerinin operatdr formiilasyonu [1-7]’de verilmistir. Siireksiz katsayili ve
¢Ozlimii aralik i¢inde siireksizlige sahip sinir deger problemleri i¢in benzer
problemler [8-13] ¢alismalarinda incelenmistir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde spektral analizin ters
problemlerinin uygulamalari, fizigin uygulamali problemlerinde O6nemli Yyer
tutmaktadir. Spektral analizin diiz problemi olarak diferansiyel operatoriin
spektrumunun 6grenilmesi, 6zfonksiyonlara gore ayrisim ve bunlara iliskin spektral
ozelliklerin incelenmesi, ters problem olarak ise, operatoriin spektral karakteristiklere
gore insas1 anlasilmaktadir.

Klasik
—y"+a(x)y =2y,
y'(0)-hy(0)=0, y'(z)+Hy(z)=0
Sturm-Liouville operatérii i¢in ters problemin ¢oziimiiniin tekligi, yani ( (X)
potansiyel fonksiyonunun ve h,H reel sayilarinin tek tiirlii ingas1 G. Borg [14] ve N.

Levinson [15] tarafindan gosterilmistir.

Ters problemlerin ¢oziimiinde operatdr doniisiimlerini ilk kez V. A.
Marchenko [16, 17] uygulayarak Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyona
gore tek tiirli ingasinm gostermistir. 1. M. Gelfand ve B. M. Levitan [18] ters
problemin ¢6ziimii i¢in gerekli ve yeterli kosullar elde ederek, spektral fonksiyona
gore operatOriin ingast algoritmasini gostermiglerdir. M. G. Gasymov ve B. M.
Levitan [19] calismasinda ise iki spektruma gore ters problemin tam ¢ozimii
verilmistir.

M. G. Gasymov’un [20] caligmasinda

—y"+q(x)y=2%p(X)y, 0< X<+ (2.1)

y(0)=0
sinir deger problemi i¢in yar1 eksende sagilma teorisinin ters problemi ele alinir,

burada xq(x)eL,(0,00) olmak iizere q(x) reel degerli bir fonksiyon, 2 kompleks

parametre ve 0 < @ #1 olmak tizere p ( X) ise parcal1 siirekli fonksiyondur:
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(x)= a’,0<x<a,
P 1 a< X< +oo.

Bu sinir deger problemi igin ters problemin ¢dziimii [0,a] ve [a,+w)

araliklarinda operatér dontisiimii kullanilmak suretiyle iki ters probleme indirilerek
yapilmistir. Bu yontemle farkli sinir kosulu igin ters problem A. A. Darwish’in [21]
caligmasinda ele alimmistir. Daha sonra bu problem farkli yontemlerle [22-25]
caligmalarinda incelenmistir. (2.1) denklemi i¢in sonlu aralikta spektral analizin ters

problemleri [26-29] ¢alismalarinda ¢oziilmiistiir.

Ayrica, p(x)zl oldugunda ve smir kosullart spektral parametre

igerdiginde sonlu aralikta ters problemler [30-36] ¢alismalarinda ele alinmaktadir.

p(X) #1 oldugunda benzer problemler [37-40] ¢alismalarinda yapilmistir.

Spektral parametreye bagli, yani sadece diferansiyel denklemde degil, sinir
kosulunda da spektral parametre iceren Sturm — Liouville problemlerinin farkli
yonlerdeki (6zdeger problemi, Ozfonksiyonlara gore ayrisim problemleri, vb.)
spektral analizleri [41-43]’de gosterilmistir. Siireksiz degisken katsayiya sahip Sturm
— Liouville operatorlerinden olusan benzer problemler ise [44-46]’da incelenmistir.

Ayrica, Sonlu aralikta, sinir kosulunda spektral parametre iceren Sturm-
Liouville operatoriinden olugsmus sinir deger probleminin ¢oziimiiniin tekligi [47-
51]’de ele alinmustir.

Sonlu aralikta sinir kosulunda spektral parametre igermeyen ve diferansiyel
denklemde siireksiz katsayiya sahip smir deger probleminin diiz ve Weyl
fonksiyonuna gore ters problemi [28, 29, 40]’da ve ters problem igin gerek ve yeter
kosul [27]’de incelenmistir.

Sturm-Liouville probleminin, &zdegerler kiimesinin ve potansiyelinin
caligilan araligin yarisindaki bilinenlerinden yola ¢ikilarak ele alinan ve literatiirde
yarl ters problemler olarak adlandirilan problemler [50, 51] c¢aligmalarinda

incelenmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

Q={t>0,0<x<I} bdlgesinde

p(x)%zg(p(x)g—ij—q(x)u (3.1.1)
| uzunluklu homojen olmayan telin titresimi denklemi goz oOniine alinsin, burada
p(x)>0, p(x)>0, q(x)>0 ve p(x)eC[0,1], p(x)eC?[0,1], a(x)eC[0,1]
dir.
(3.1.1) denklemi igin
au(O1)+f% =0, (L) +52| =0 (t20)

x=0 x=I

homojen kosullarla olusan karigik problem bi¢imindedir, burada «, £,7,6 sabitlerdir
ve o’ + 220, y* +6% %0 dir. Ozel olarak,
1. B=6=0 oldugunda u (O,t) =0, u(l,t)=0 kosullar1 uglar1 bagl telin,
2. o =y =0 oldugunda u, (O,t) =0, u, (I,t) =0 kosullar1 uglar1 serbest telin,
3. u, (O,t)— h.u (O,t) =0, u, (I,t) +hu (I,t) =0 kosullar1 (h, >0,h, >0) uglar1 esnek
telin titresimlerini ifade eder.

Basitlik i¢in (3.1.1) denkleminin

u(0,t)=0, u(l,t)=0 (3.1.2)

sinir kosullarini ve

u

u(x,0)=g,(x), .

= (X) (3.1.3)

baglangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimiinii bulmak i¢in Fourier yontemi uygulanarak
¢Ozim

u(x,t)=X(x)T(t)=0
bi¢iminde aranir. Sonugta,

T"(t)+AT (1) =0, (3.14)

&(p(x)&j{ﬁp(x)—q(xﬂx(X)=0 (3.15)
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adi diferansiyel denklemleri ve

X (0)=0, X(l)=0 (3.1.6)
siir kosullart elde edilir.
Tammm 3.1.1. (3.1.5) denkleminin (3.1.6) sinir kosullarini saglayan sifirdan farkli
¢ozimi olacak sekildeki A degerlerinin bulunmasina Sturm-Liouville problemi
denir. A ’nin bu degerlerine 6zdegerler, bu 6zdegerlere karsilik gelen sifirdan farkli

coziimlere ise 6zfonksiyonlar denir.

(3.1.5), (3.1.6) probleminin

[P(X)XE(x)dx=1 (k=12 (3.17)

0
kosulunu saglayan X, (X) 6zfonksiyonlarina p(X) cekirdek fonksiyonuna gore
normlastirilmistir denir.
Onerme 3.1.1. Her bir 6zdegere, sabit carpani ile sadece bir 6zfonksiyon karsilik
gelir.

Onerme 3.1.2. Farkli 6zdegerlere karsilik gelen dzfonksiyonlar [O,I] araliginda

yo, ( X) agirlik fonksiyonuna gore ortogonaldir:

[ (0%, (3), (110,

burada X, (x),X,(x) farkli 4,4, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Onerme 3.1.3. (3.1.5), (3.1.6) probleminin sayilabilir sayida
A <A, << A <o, lIMA =400

n—oo

ozelliklerine sahip pozitif 6zdegerleri vardir ve bu 6zdegerlere
Xl(x), Xz(x)7..., Xn (X),-'-
ozfonksiyonlar1 karsilik gelir.

(3.1.5) denklemini ¢dzerek

T, (t) = A cos At +B, sin JAt

elde edilir. (3.1.1), (3.1.2) probleminin ¢éziimiinii

u(x,t)= Z(Ak c0s /4t + B, sin \/Zt)xk (x)
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bigiminde arayarak ve (3.1.3) baslangi¢ kosullarmi saglatarak A, B, Fourier

katsayilar1

[ p(x)5 (1) X, (x)0x.

0

A

B, :ﬁip(x)gol(x)xk(x)dx

bulunur. Burada {Xk(x)}; fonksiyonlari [O,I] araliginda  p(x) agirlik

fonksiyonuna gore ortonormal dizi olustururlar.
Kismi diferansiyel denklemler teorisinde sinir kosullar1 zamana bagh veya

yone bagli tiirev igerdiginde

U, (0 2)= 3 (2 (2)Y"(0) by, (4)y¥ (1) =0, j =12

bigiminde spektral problem ile de karsilagilir.

Y, (X, /1), Y, (X, /1) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugunda

denklemine karakteristik denklem denir. A(A)’nin sifirlari spektral problemin

0zdegerleridir.

A(i), A’ya bagl analitik fonksiyon oldugundan spektral problemin ele
alindig1 D boélgesinde agsagidaki durumlarla karsilagilir:

1. D bolgesinde A(A)=0 ise, 0 halde her bir 4 6zdegerdir.

2. A(/l) #0 ise, D bolgesinde sayilabilirden fazla olmayan sayida ve D de

sonlu limit noktasina sahip olmayan ozdegerler vardir. Ayrica, diferansiyel

denklemin sinir kosulundaki katsayilar A ’ya bagli tam fonksiyonlar ise, o halde

A(A) fonksiyonu tam fonksiyondur ve bundan dolayr &zdegerler sonlu limit

noktasina sahip olmaz.
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Dolayisiyla, spektral problemin 6zdegerlerin  bulunmasi A(/l)zO

karakteristik denkleminin koklerinin incelenmesine indirgenir. Genel durumda bu
koklerin dagiliminin incelenmesi zordur. Bundan dolayr 6zel durumlar ele alinir.
Denklemin ve sinir kosulundaki katsayilarin A’ya bagli oldugu durumlarda
katsayilar tlizerine ek kosullar konularak veya 6zel Hilbert uzaylari olusturularak
arastirmalar yapilir. Ozdegerler igin kesin bilgi elde edilemese de onlarmn asimptotik
davraniglar1 irdelenir. Bundan dolayi, denklemin temel ¢6ziimlerinin asimptotik
bicimi veya herhangi bir gosterimi 6nemlidir.

Tanim 3.1.2. L operatorii

n—ly

)= P05 +|ol<x)CI bt Dy (0

diferansiyel ifadesi ve
U (y)=0 v=12,..,n

sinir kosullarindan olusan diferansiyel operator olsun, burada

( ), p.(X),..., P, (X) katsayilar1 [0,1] araliginda siireklidir. Ayrica U, (y) sinir
Po

kosullar1 asagidaki bigimde bir lineer form olusturur:
U (V) =ao¥a + @Yy ot @i " + By + BYy +ot Brayy" =0,
A==-p" olsun. O halde I(y)=Ay denklemi I(y)+p"y=0 bi¢iminde

yazilir. Sadelik i¢in p, (X) =1 alalim. Burada not edelim ki, pl(X) #0 oldugunda

y= e% P degisken doniistimii yapilarak, elde edilen denklemin (n —1)— nci
mertebeden tilirevinin katsayisi sifira doniistiirtilebilir.
Teorem 3.1.1. p,,---, p, katsayilari [0,1] araliginda stirekli ise o halde p -kompleks
diizleminin belirli bir bélgesinde

y" +p2y Dt Py Py +p"y=0
denkleminin n tane lineer bagimsiz ve peT ye gore analitik ¢oziimleri | p| — ©

iken asagidaki asimptotik bi¢ime sahiptirler:

y, =e” {14—0[&}},
P
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n-1
%:pepwkx{wk_’_o(iJ} d Yi :pnlepwkx{w;l_i_o(lj] (k:1'2,...’n)

dx o) ox"t yo)
burada T bélgeleri p -kompleks diizlemini 2n dilime bolerek elde edilir.
Teorem 3.1.2. [0,1] araliginda regiiler sinir kosullari ile olusan n—nci mertebeden

bir diferansiyel operatoriin 6zdegerleri i¢in asagidaki asimptotik formiiller saglanir:

Tek say1 n=4v —1ler i¢in

' op vt ), NI EY 1
3 = (~2kri) {1 ot +o(k2j},

7Tl

@
2 =(2kxi)’ {1— nin, o +o[k—12]}, K=N,N+1--

2k i

ve tek say1 n=4v +1 igin
' N nin é:(l) 1
=(2kzi) {1+—22—+0| = |},
A = (2 { 2k %

)

7l

cift say1 n=2uler igcin

w =y () et o L)

ki

A" = (1) (k=)™ {1;%+o(k—ﬁ]}, k=N,N+1--

7Tl

saglanir, burada " ve £ belirli sayilardur.

Ayrica ¢ift say1 n=2uler igin

A =1y (2ka)” {H o +O(ki/}

7l

" A 2pu _lLlIn0§ i —
ﬂk _( ]_) (Zkﬂ') {1+—k - +O[k%J}, k=n,n+1,

7Tl

gerceklenir. Ik ii¢ durumda yeterince bilyiik modiillerin 6zdegerleri basittir,

dordiincii durumda ise basit veya iki kathidirlar.

10
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Tammm 3.1.3. H, bir Hilbert uzay1 ve L, bu uzayda tanimli bir operatér olmak
lizere; R, =(L-Al)" ifadesi Huzaymin tamaminda mevcut ve sirh olacak

bi¢imde bir A e Cbulunabiliyorsa, bu A degerine L operatoriiniin regiiler noktasi

denir. R, operatorii ise L ’nin rezolventi olarak adlandirilir.
Tamim 3.1.4. Regiiler olmayan tiim A € C noktalarina A operatoriiniin spektrumu
denir. L—Al operatoriiniin uzaym timiinde taniml, (L—M )7l tersinin mevcut

olmadigt A4 degerlerine L operatoriiniin  ozdegerleri denir. Bir operatoriin

O0zdegerleri spektrum kiimesine dahildir. Biitiin 6zdegerlerin kiimesine operatdriin

discrete spektrumu denir. (L—/Il)fltersinin mevcut oldugu ancak tiim uzayda

tanimli olmadig1 veya (L - Al )7l tersinin oldugu A4 degerlerinin olusturdugu kiimeye

operatorin stirekli spektrumu denir.

L™ operatorii, siirekli cekirdege sahip bir integral operatérdiir. Bu gekirdek,
L operatoriiniin Green fonksiyonu olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.3. Eger Ly=0 denklemi, sadece y=0 ¢06ziimiine sahipse,
[a,b]arahglnda stirekli herhangi bir f (x) fonksiyonu igin Ly = f denkleminin bir

¢Oziimii vardir ve bu ¢6ziim
y(x)=[G(x &) f (£

seklinde ifade edilir, burada G(x,&) L operatoriiniin Green fonksiyonudur.

Teorem 3.1.4. Eger f(x)e L, (0,7) ise; 0 halde,

lim e‘“m“‘j f (x)cos Axdx = l[im e“'”””‘f f (x)sin Axdx =0
0 0

4[>0 [A] 00

saglanir.
3.2. TERS PROBLEM

Spektral analizin ters problemi denildiginde lineer operatoriin spektral analize
gore insas1 anlagilmaktadir. Bu spektral karakteristikler spektrum, spektral fonksiyon,
sacilma verileri, Weyl fonksiyonu ve bagka veriler olabilir. Ters problemin
¢Oziimiinde

I. operatdriin tek tiirlii insa edilmesi,

11
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Il. spektral verilerin ele alinan problemin spektral verileri olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosullarin bulunmast
I11. verilere gore operatdriin insas1 algoritmasinin verilmesi

onemlidir.
-y"+q (X) y=Ay, 0<x< 7z denklemi i¢in asagidaki iki sinir kosulunu goz
ontine alalim:
y'(0)—hy(0)=0, y'(z)+Hy(z)=0, (3.2.1)
y'(0)-hy(0)=0, y'(7)+H,y(r)=0, (3.2.2)
burada h,H,H, sonlu reel sayilar ve @(x) reel degerli bir fonksiyondur.
Ay <A <A, <--- (3.2.1) smur kosullart ve g, < g4 < pt, <---1ise (3.2.2) sinir kosullar
ile olusturulan sinir deger probleminin 6zdegerleri olsun.
{4}, ve {u,}, dizilerinin q(x) fonksiyonunu ve h,H,H, sayilarii tek

tirlii olarak belirledigi; yani, iki spektruma gore siir problemindeki katsayilarin tek

tiirlii olarak insa edildigi G. Borg tarafindan gosterilmistir.

Teorem 3.2.1. 2 <0 oldugunda u(x,1)
u"+p* (x)u=0, x>0,
u (oo) =0
sinir probleminin ¢éziimii olsun, burada p(X) parcali analitik fonksiyondur ve

u'(0,4)

u(0,4)

p(X)=p,>0dir. R(1)= olmak iizere p(x) fonksiyonu R(Z)’ya gore

tek tiirlii olarak belirtilir.
go(x, ﬂ) , (3.2.1) smir kosullariyla olusturulmus sinir deger probleminin
(o(O, /1) =1ve (p’(O, i) =h baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.

Teorem 3.2.2. Sturm-Liouville operatorii spektral fonksiyona gore tek tiirlii olarak

belirlenir.

q(x), [0,7[] araliginda toplanabilir reel degerli fonksiyon, h ve H reel

sayilar olmak {izere

—y"+q(x)y =2y, (3.2.3)

12
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y'(0)—hy(0)=0, y'(z)+Hy(z)=0 (3.2.4)

sinir defer probleminin &zdegerleri {4,}” , uygun Oozfonksiyonlart ¢(x,4,)

n=0’

(n =0,1,---) ve normlastirici sayilari {an }::O olsun.

n

Tamm 3.2.1. {4,}” ve {a,}  sayilarina (3.2.3), (3.2.4) smr deger probleminin
spektral verileri denir.
Teorem 3.2.3. {/"tn}:;ove {an}:;o sayilarina (3.2.3), (3.2.4) sinir deger probleminin

spektral verileri olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidaki asimptotik formiillerin

\/Z:n+i+o(1) a, :z+o(lj (n#micin 4, # A4, ve o, >0)
n n 2 n

saglanmasi ve

F(x,t)=aicos\/Zxcos\/Zt—%Jrill:COS\/ZZCOS\/Zt —%cosnxcosnt
0 n= n

fonksiyonunun 0<x<z, 0<t<z i¢in (m+1)— nci mertebeden toplanabilir

tiirevlere sahip olmasidir.
Ters problemlerin ¢éziimiinde doniisiim operatorleri 6nemli bir yere sahiptir.

E, bir lineer topolojik uzay, A:E — E, B:E — Elineer doniigsiimler ve
E,cE, E, c E olsun.
Tammm 3.2.2. Tim E uzayinda taniml lineer, tersinir X :E, - E, operatorii
asagidaki ozellikleri saglasin:

1. X ve onun tersi X “operatdrii tim E *de siireklidir.

2. AX = XB veya A= XBX "operatdr denklemi saglanir.
X ’e, Ave B operatorler ¢iftinin doniisiim operatorii denir.
Teorem 3.2.4. ¢, € E;, B operatoriiniin A sayisina karsilik gelen 6zvektorii olsun,
yani Bg, = Ag,saglansin. O halde y, = X¢,, Aoperatoriiniin A sayisina karsilik

gelen 6zvektoridiir.

2 2

Az—%jtq(x) ve B:—%jtr(x) bi¢iminde iki operator olsun, burada
X X

q(x)ve r(x) siirekli fonksiyonlardir. Ayrica; E, siirekli ve birinci mertebeden

13
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siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlar uzayi, E,cE, f'(0)-hf (O):O kosulunu
saglayan fonksiyon uzayi ve E,cE, f"”(0)-h,f (O):O kosulunu saglayan
fonksiyon uzayr olsun, burada h ve h, keyfi sonlu sayilardir. Bu durumda

X =X, - E, — E, doniisiim operatorii
X

XF (x) = (x)+[K(xt) f (t)dt

0

bi¢imine sahip olur. Burada K (X, t) ¢ekirdek fonksiyonu

%K (x,1) _FK(x)

v — —q(x)K(x,t) at—z’—r(t)K(x,t)

denklemini ve
K(x,x)zhz—hﬁ%i[q(t)—r(t)]dt, {%-h@

kosullarini saglar.

=0

t=0

CD(X,ﬂ) fonksiyonu (3.2.3) denkleminin (3.2.4) kosullarini saglayan ¢oziimii

olsun. M (l)::(D(O,/i) alalim. q)(x,ﬂ) ve M (l) fonksiyonlarina sirasiyla (3.2.3),

(3.2.4) sinir deger probleminin Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu denir.
w(x4)

A(4)

esitligi saglanir, burada y/(x,l), (o(X,ﬂ), S (X, /1) fonksiyonlar1 (3.2.3) denkleminin

O(x,A)=- =S(x,2)+M (1)p(x,A)

sirastyla
y (7, A)=1, y'(7,A)=—H;
9(0,2)=1 ¢'(0,2)=h;
ve
$(0,2)=0, §'(0,2)=1
kosullarini saglayan 6zel ¢oziimleri,
A(2)=(y (64), 0 (6 A)) = (x2) @' (% A) =y (X A) 9 (x,4)
(3.2.3), (3.2.4) simir deger probleminin karakteristik fonksiyonu,
A°(A)=y(0,2)=S"(7,A)+HS(7,2)

14
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(3.2.3) denklemi ve y(0)=0, y'(ﬂ)+ Hy(7)=0 smnir kosullariyla olusturulmus L°

sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu olmak tizere

M (4)= _AAO ((j)) (3.26)

ve <(0(X,/1),(D(X,/1)> =1dir. Dolayisiyla, Weyl fonksiyonu A =4, n>0 basit

koklerine sahip meromorfik bir fonksiyondur.

Teorem 3.2.5. Asagidaki esitlik saglanir:

nz Goi) (3.2.7)

Weyl fonksiyonuna gore ters problem, verilmis M (l)fonksiyonu yardimiyla,
(3.2.1) denklemindeki q (X) potansiyel fonksiyonunu tek tiirlii insa etmektir.
Teorem 3.2.6. M (1)=M (1)ise q(x)=q(x)dir. Yani Weyl fonksiyonunun segimi
operatori tek tiirlii insa eder.

(3.2.7)’ye gére M (1) Weyl fonksiyonun se¢imi, {4,,«,}spektral verilerinin
secimine denktir. Diger yandan (3.2.6)’ya goére Weyl fonksiyonunun sifirlar1 ve

kutup noktalar1 sirasiyla (3.2.3), (3.2.4) ve L’smir deger problemlerinin

spektralartyla ¢akisir. Sonug¢ olarak; M (/1), Weyl fonksiyonun se¢imi, {/”tn} ve

{/”tr? } iki spektrasinin se¢imine denk olur. Dolayisiyla, Sturm-Liouville denklemini

spektral veriler ve iki spektraya gore insa etmek, Sturm-Liouville denklemini Weyl

fonksiyonuna gore inga etmenin 6zel halleri olurlar.

15



Cetinkaya, F.A., 2016. Simir Kosulu Spektral Parametreye Bagh Bir Sinif Sturm — Liouville Operatorii igin Ters Problem,
Doktora Tezi, Mersin Universitesi

4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETREYE BAGLI BiR SINIR DEGER

PROBLEMI ICIN TERS PROBLEM
4.1.1. Ozel Coziimler

[O, 72'] araliginda tamimli asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

—y"+q(x)y =2*p(x)y, (4.1.1.1)
U,(y)=y(0) =0, (4.1.1.2)
U,(y) =By (7)+B,Y (7)+ A2 (By(7)+ By (7)) =0, (4.1.1.3)

burada q(x) eL,[0,7], reel degerli bir fonksiyon; A, spektral parametre;

0=p. (i =1,_4), reel sayilar ve p(x), 0 < a #1olmak tizere
1 0<x<a
p(x)={a2’ as<x<rm
bigimindedir.
@(x,2)ve w(x,A4) ile (4.1.1.1) denkleminin
?(0,2)=0, ¢'(0,2)=1 (4.1.1.4)

v(mA)==(B+2°8,), v'(z.4)= B+ 1B, (4.1.1.5)

baslangi¢ kosullarini saglayan 6zel ¢oziimlerini gosterelim.

(4.1.1.1) denkleminin ¢6ziimii i¢in agsagidaki integral gosterim saglanir [40]:

4 (%)

e(x, A) =&, (X, A) + j K (x,t)edt, (4.1.1.6)
-4t (x)
e 0<x<a,

burada e, (x,1) = o o
0( ) l(l-l— 1 Jeliy (x)+1(1_ 1 Jellu (X), a<x£7z,

2{ p(x) 2{ p(x)

(4.1.1.7)

K(x,-)e Li(—,tf(x)’,lf(x))' ﬂi(x):ixm+a(1$m) dir. Ayrica, K;

tiirevi mevcuttur ve asagidaki ozellikler saglanir:
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d

’ 1 + L X 1.1
&K(x,y (X))_4\/p(x)£l \/p(X)Jq( ), (4.1.1.8)

Jq(x), (4.1.1.9)

1
1 Jp(x)

K(x,—"(x))=0. (4.1.1.10)

d _ N 1
&{K(x,y (x)+0)—K(x 4 (X)O)}:4\/p(x)[

Bu ozelliklere ek olarak, q(x)’in diferansiyellenebilir fonksiyon olmasi

durumunda asagidaki 6zellikler de gegerli olur:

p(X)Ky —Ki +q(x)K =0, [t|<u"(x), (4.1.1.11)
4 (x) X

[ |K(x,t)|dtsc[exp{ﬂq(t)wt}—lj, 0<C = sabit. (4.1.1.12)
4 0

Lemma4.1.1.1. (4.1.1.1) denkleminin (4.1.1.4) kosullarini saglayan 6zel ¢ozimii

# (%)

P(X,A)=¢y(X,A)+ J. A(X,t)

0

sin At

dt (4.1.1.13)

bigimindedir, burada A(X,t)=K(xt)+K(x,~t) ¢ekirdegi (4.1.1.8)-(4.1.1.12)
ozelliklerini gergekler.
Ispat: ¢, (x,2)=ce,(X,1)+C,e,(X,~2) ifadesine (4.1.1.4) kosullarim saglatarak

(o 2%, c, :—i buluruz, burada eo(x,i) (4.1.1.7) esitliginde tanimlandigi
| |

bi¢cimde kullanilmistir. Dolayisiyla

@ (X, 4) :%e0 (x,/l)—_ie0 (x,—4) =%sin AX (4.1.1.14)
olur.  @(x,A2)=ce(x,4)+ce(x,—4) esitliginde (4.1.1.6)’y1  kullanarak
(4.1.1.13)’c ulasiriz.o

4.1.2.(4.1.1.1) — (4.1.1.3) Sinir Deger Probleminin Operatér Gosterimi

Iki bilesenli vektdrlerden olusan H , =L p[O,ﬂ]C-B(C Hilbert uzayindaki ig¢

carpimi

F,G,

(F.G) :=£F1(X)Gl(x)p(x)dx+ p,
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seklinde tanimlayalim. Burada,

F G
F:( 1I£X)jer, Gz[ 1G(X)jer’dur ve y:=pf BB >0 bigiminde
2 2

tanimlanir.

Tanim kiimesi
(A FeH, :R(x),R (x)e AC[0,z],IF €L, [0,7],
F(0)=0,F, =BF (7)+B,F (=)

olan A operatorii

| IF, (x)
N [_(ﬂlFl(ﬂ)+ﬂ2Fl' (”))}
1

bi¢imindedir, burada IFl(X):ﬁ{_Flﬂ(X)+q(X) Fl(X)} dir ve (4.1.1.1) —
p(x
(4.1.1.3) smir deger problemi AY =A% ifadesine denktir. A operatdriiniin

A = A, e uygun olan 6zfonksiyonlari

®(x,4,)=, ::( o(x4,) j (n=0,12,)
Bp(7.2,)+ Bg' (7. 4,)
dir.
(4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinur deger probleminin normlastirict sayilar
2

z A (7, A
1= [0 ) p ) s LU ) 1 0 )

0 X

biciminde tanimlanmistir ve {ln,yn} sayilart (4.1.1.1) — (4.1.1.3) smir deger

probleminin spektral verileri olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.2.1. Farkli Ozdegerlere karsilik gelen Ozfonksiyonlar diktir:

(®,,®,)=0, nxm,
ispat: (@,,@,) = [¢(x4,)0(x 4, ) p(X)dx+

[Bip(720) + B! (7. 20) | B (7, 20) + Bt (7 )| _ 4.1.2.1)
p
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oldugunu gostermeliyiz. ® ve @, (4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinir deger probleminin
0zfonksiyonlar1 oldugundan

—¢" (X, 2,)+a(X)o(x,A,) = A p(X)o(x,4,)

—@" (X, A ) +A(X)0(X, A, ) = Aap(X)@(X, Ay, )

saglanir. Tk esitligi (X, 4,) ile ikinci esitligi — (X, 4,) ile garpip taraf tarafa

toplarsak,

%{w(x,ﬂn)co’(xiim)—co’(xﬁn)(/’(X,/lm)}=(l§—ﬁé)p(X)w(X,ﬂn)co(X,im)

buluruz. Son ifadeye [0, 7] araliginda integral alma islemi uygularsak,

(22 =22) [o(x ) (% A ) (X)dx = @(X, 4, ) @' (%, A )~ @ (%, A, )0 (X%, A ) |

x=0

O ey Ny

(4.1.2.2)

elde ederiz. Simdi (4.1.1.3) smir kosulunu ele alalm:

2 Bip(7.2,)+ B (m.2,) |+ B (7. 2, ) + Bog! (7, 4,) =0,

22| Boo (7,20 )+ Betd (7. 2) |+ Bip (7, 20 ) + Bo9' (7, 2 ) = 0.

Burada, ilk esitligi  Be(7.A,)+ B¢ (7. 4,) ile ikinci esitligi
—pop(7, 2,) - Bo@' (7, 2,) ile carptiktan sonra elde edilen esitlikleri taraf tarafa

toplayarak ve cesitli diizenlemeler yaparak
2[0(72) 0 (7. 2,) =0 (7.4, (7. 20 ) [+(22 = 22 ) Bio (.2, )@ (70, 2 ) +

ﬂf¢(”’ﬂ~n)¢(”lﬂ’m)_ﬂ3ﬁ4 I:q"(ﬂ-’j’n)w(”’/lm)+¢(7[’/1n)q)’(ﬂ-’ﬂ‘m)}} =0

(4.1.2.3)
buluruz.

(4.1.2.1) ifadesindeki, ikinci terimi diizenlersek,

[Bip(7.2)+ Bt (7. 2,) | B (7. 20 ) + B! (7. ) ]
v4

%{ﬂ;go’(ﬂ,;tn)(p'(ﬂ,/lm)+ﬂ3ﬁ4 [(P,(ﬂ-’ﬂn)(p(ﬂ’/lm)'i'go(ﬂ-’/in)(pl(ﬂ’;tm)]+

+Bip(m. 2 ) (7. 2 )}
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elde ederiz. (4.1.2.3) ifadesini
1

Lo(m2)0' (. 20) = (7.2 ) (7. ) = == (23 = A | B (.40 ) ' (.2 )+
+Bi0(7m, 2,07, 20 )+ BB 07, 4,) 0 (7.2 ) + 0 (7. 4) (7,20 |}

(4.1.2.4)
biciminde yeniden yazarsak, (4.1.2.2)’nin sag tarafi ile (4.1.2.4)’in sol tarafinin

birbirine esit oldugunu goriiriiz. Bu durumda, (4.1.2.2) ve (4.1.2.4)’den

(42 —iri)]Ego(x,ln)go(x,lm)p(x)dx+%(ﬂnz ~ RN B0 (2. 4,) 9 (2 ) +

0

+Bi0(m. 4, p(7m, Ay + BBy [¢(ﬂ,ﬁn)¢’(ﬂ,ﬂm)+¢’(ﬂ,/1n)¢(ﬂ,/1m )]} =0

ve dolayisiyla
(zs—z;)ﬁqown)qo(x.zm)p<x)dx+%{ﬂ:wm)q)'(mm)wfq)wn><o(mm>+
+8,5, [go(n,/ln)go'(ﬂ,/lm)+(p'(ﬂ,ﬂn)(p(ﬂﬁm)m -

buluruz. Burada n=m oldugundan, son ifadeden (®,,®,, )=0oldugu goriiliir. o

4.1.3. Spektral Verilerin Ozellikleri
(4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinur deger probleminin karakteristik fonksiyonunu

A(A)=({p(% )W (% 2))=p(X )y (X, 1) =9 (%, A)w (x,2) (4.13.1)

seklinde tanimlayalim. (4.1.3.1)’de x=0 ve x = yazarak ve (4.1.1.2), (4.1.1.3)

siir kosullarini g6z 6niinde bulundurarak

A(ﬂ,) = —Ul(x//) =U, ((0) (4.1.3.2)
elde ederiz.

(4.1.1.4) ve (4.1.1.5) kosullart ¢(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlarmin,

sabitlenmis X’ler i¢in, A’nin tam fonksiyonlar1 oldugunu gosterir. Buradan

A(A)’mn A ’mn bir tam fonksiyonu oldugu sonucu gikar.

Teorem 4.1.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayilabilir sayidaki {/ln}mﬁrlarlmn

kareleri, (4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleriyle gakisir, ayrica

her A, 6zdegeri igin
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v(x4,)=keo(x4,) (k,#0) (4.1.3.3)
esitligi saglanacak sekilde bir {kn} dizisi vardir, burada w(x,/ln) ve (p(X,in), A,

0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ispat: Gergekten, 4, ’1n A(/i) "nin bir sifirt oldugunu kabul edelim. O halde,

(% 4) w(x,ﬂo)‘:
o' (%4) v'(x4)

%
saglanir, yani (X, 4,) Vve ¢@(x4,) fonksiyonlar1 lineer bagimlidir:

v (X 4) =k (X 4).
fonksiyonlarmin (4.1.1.2) ve (4.1.1.3) kosullarin1 sagladigini soyleyebiliriz.

A(%) =

Ayrica, (4.1.3.2)’den w(x,ﬂ.o) ve (p(x,lo)

Dolayisiyla, A; bir dzdeger ve y(X,4,) Ve ¢(X,4,) fonksiyonlari bu 6zdegere

karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Simdi tersine, 4. mn (4.1.1.1) diferansiyel ifadesi ve (4.1.1.2), (4.1.1.3) smur
kosullariyla olusturulmus A operatdriiniin bir 6zdegeri oldugunu ve Y, (X, 4,) ve

Yo (X,—ﬂo) fonksiyonlarin bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar oldugunu
varsayalim. O halde, Y,(X,4,) Ve Y,(X,—4 ) fonksiyonlart y, (0,4,)=1 ve

Yo (0,—4) =1 kosullarm saglarsa Yo (X, 40 ) =@ (X, 4 ) ve
Yo (X, —4) = @(X,~4 ) olur. Ayrica, (4.1.1.2), (4.1.1.3) smir kosullart yardimiyla
A(%) =V, (9(% 4)) =, (Yo (% 4))=0
A(=2)=U, (9(X~%)) =U, (Yo (X, ~%)) =0
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, A2 karakteristik fonksiyonun bir kokiidir.

Benzer sekilde, Y, (7,4,) =B+ A B; Ve Y, (m,.—2) =B, + A B, kosullarinin
saglandigimi  kabul  edersek, o halde  y,(x,4))=w(x4) ve

Yo (X ) ( ) olur. (4.1.1.2), (4.1.1.3) smur kosullarini tekrar kullanirsak

() ==, (v (% 4)) ==V, (Yo (% 4)) =0
( /10) ( ( ))=_ 1(y0(x,—/10))=0

A
A
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buluruz. Dolayisiyla, her bir A &zdegerine (sabit garpan farkiyla) yalmz bir

ozfonksiyon karsilik gelir. o

Lemma 4.1.3.1. Asagidaki bagint1 gerceklenir:
A(2,)==22K,7,, (4.1.3.4)

burada k, (4.1.3.3)’de tanimlanan dizi ve A(1)= dd_lA(l) dir.

ispat: ispat icin, oncelikle

—¢" (X, 2,)+d(X)o(x,4,) = A p(X)o(x, ;)

" (X, 2)+a(X)w (x,21) =22 p(X)w (x,2)

denklemlerini ele alip, bu denklemlerden ilkini —l//(X,ﬂ,) ile ikincisini (p(X,ln)

ile garpip elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplayalim. Bu durumda,

S WA (x4 =(4 =2) p(X) (XA )y (1.2) (4.1.35)

elde ederiz. Burada [0, 7] aralifinda integralleme islemi yaparsak,

VA

o = (2= 2) [o(x 2, )y (x.2) p(x)dx

0

(v (x2).0(x 4)

buluruz. Simdi, son esitligin sol tarafin1 ele alalim ve (4.1.3.2)’yi g6z Oniinde

bulunduralim:

(v (xA). oA ==(B+2°B,) 0 (m.20) = (B+ 2B, )0 (7. 2) v (0.2)
=U,(v)
=A(2). (4.1.3.6)

(4.1.3.5) ve (4.1.3.6)’y1 birlikte ele alirsak,
A(2)=(22=22) [ o (x4 )y (x,4) p(x) dx
0

elde ederiz. Bu ifadenin her iki tarafina

[ﬂs(”(”’ln)‘kﬂﬁr(”'/ln )][ﬁsl//(”’/l)+ﬂ4'/"(”’l)]
X

ekleyip, (4.1.3.3) goz

Ontine alirsak,
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_ j(_ﬂ;;) :(i+ln)];.q)(x,ln)y/(x,ﬂ,)p(x)dx+

I:ﬂsl//(ﬂ"ﬁ)+ﬂ4‘//’(77’A)][ﬂs@(”'ﬂn)"':&(o,(”’ﬂn )] X

X K,

buluruz. Burada tekrar (4.1.3.3)’ii gbz Oniine alip, A — A, iken limite gecersek,
gerekli diizenlemeleri yaptiktan sonra, (4.1.3.4) e ulasiriz. o

A, #0,k, #0,7, #0 oldugundan Lemma 4.1.3.1’in asagidaki sonucunu
verebiliriz:
Sonu¢ 4.1.3.1. A (/1) ‘nin tiim sifirlar basittir.
41.4. (41.11) — (4.1.1.3) Simr Deger Probleminin Ozdegerlerinin ve
Karakteristik Fonksiyonunun Ozellikleri

Bu bolimde (4.1.1.1) — (4.1.1.3) smir deger probleminin 6zdegerlerinin

asimptotik bigimlerini bulacagiz.

1. q(x)=0iken, (4.2.1.1) — (4.2.1.3) Sinir Deger Probleminin Ozdegerlerinin

Asimptotik Davranist
Once [52]’den faydalanarak, (4.1.1.1) denkleminde q(x)=0iken, (4.1.1.1) —

(4.1.1.3) siur deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik bi¢cimini bulalim.

Teorem 4.1.41. q(x)=0 iken, (4.1.1.1) — (4.1.1.3) smir deger probleminin

Ozdegerleri asagidaki asimptotik bicime sahiptir:

(/1n°)2 =n+y(n), supy(n)|<-+oe. (4.1.4.1)
Ispat: (4.1.3.1)’de x=7 yazip, (4.1.1.5) kosullarmi ve (4.1.1.14) ifadelerini ele
alirsak,
—1 i 1 2 2 it (7)
Ao(ﬂb)_2 1+ [m(ﬁzm By)+(B+4 ,83)]e +
3ot [—iaﬁ(ﬂ +22B,)+(B+ A28 )}e”ﬂ’(”) =0 (4.1.4.2)
2 a 2 4 1 3

buluruz, burada A,(4)fonksiyonunun q(x)=0iken, (4.1.1.1) — (4.1.1.3) smur

deger probleminin karakteristik fonksiyonudur. [52, 53] yardimiyla (4.1.4.1)’e

ulasiriz. o
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Lemma4.1.4.1. A,(4) fonksiyonunun A, kokleri ayriktir, yani

inf

nzk

A —x|=1t>0 (4.1.4.3)

saglanir.

Ispat: Tersini kabul edelim. O halde, A,(A) fonksiyonunun sifirlari igin

ﬂ,‘?f ¢ Ali)”, /1‘?! N +w’ /1k0” BN +(D

ve

lim [,15 —zk"”}zo (4.1.4.4)

k—>+0

saglanacak bigimde {if'} ve {ﬂf"} dizileri mevcuttur.

(4.1.1.1) - (4.1.1.3) smr deger probleminin 6zfonksiyonlarinin diklik

ozelliginden,

0= 2 fou 1 Jou (A2 o 080

=Lt 1 o027 1o o
(oo

[0 a0 [ A e A )= a7 (o) [ 4705 (127 o )
=1+ [ (x4 o )

21+ A0 (147 o )

a a o . o
=Ik+J.Sin2/1k0rxdx=lk+J' 1-cos24, x dx:|k+E_M
0 0 2 2 4/113

elde ederiz. Dolayisiyla,
- 2 of
La_sin A, a

021, .
4%

(4.1.4.5)

buluruz.
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Simdi, k — +oo iken, I, = 0 oldugunu gosterelim.

<C

oo (% AT )= 200 (%27
oldugunu ve (4.1.4.4)’ii birlikte ele alirsak her x €[0, 7] igin,

lim

k—>+0

/11?”@0()( 0!!)_/,112)1400()(1113!) _
esitliginin saglandigini sdyleyebiliriz. O halde (4.1.4.5)’de k — +o iken limite

gecersek, 02% buluruz. Bu ise (4.1.1.1) denklemindeki p(x) katsayisinin

tanimuiyla gelisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir. o
2. (41.1.1) — (4.1.1.3) Smir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Asimptotik
Davranisi

Simdi (4.1.1.1) — (4.1.1.3) smur deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik
bigimini verelim. Bunun i¢in Once, asimptotik formiilleri elde ederken

kullanacagimiz esitsizlikleri gosterelim.

Lemma4.1.4.2. |ﬂ| — oo iken asagidaki esitsizlik gerceklenir:
A(2)-A,(2)|<C(A)e™ ), (4.1.4.6)

Ispat: (4.1.1.13)%ii (4.1.3.1)’de yazarsak

) sin At
A(ﬂ)—(ﬂ1+/12ﬂ4)[(po(7r,i)+ [ A(mt) - dt]

u*(7)

+(ﬂ2+/12,33){(p0'(7r,ﬂ,)+ ! A&'(ﬂ,t)Sirj’t dt+(){A(7Z'”u+(ﬂ'))Sini++(ﬂ-)]

buluruz. Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak,

()

A(2)- Ay (2)= (%Mﬂa) ! A (,t)sin At

(ﬂzﬂiﬁsj (0, 1" (7))sin A" (7)+ ('61+/1ﬂ4J }”)A(ﬁ,t)sinltdt

0

elde ederiz. Son ifadede, (4.1.1.8) - (4.1.1.12) Ozelliklerini ve

sinAu’ (7) = O(e“m’l“ﬁ(”)) oldugunu dikkate alirsak, (4.1.4.6)’ya ulasiriz. o
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Lemma 4.1.4.3. |ﬂ,| — oo iken asagidaki esitsizlik gerceklenir:
A, (2)|<C(47)e"™. (4.1.47)

Ispat: (4.1.1.14) ve (4.1.3.1)’den

sinArx
A

Ao(l):(ﬂl+/12ﬂ4) +(ﬂ2 +/12ﬂ3)COSﬂ7r

elde ederiz. Bu ifadeyi simrlandirirsak  ve  sin iﬂzO(G“m’””) ve

cosAz =0 (e“m’””) oldugunu g6z oniinde bulundurursak (4.1.4.7)’ye ulasiriz. o

Lemma 4.1.3.2 ve Lemma 4.1.3.3’den asagidaki sonucu verebiliriz.
Sonug 4.1.4.1. | 1| > o iken,
[A(2)-A,(2)|<]|A, ()] (4.1.4.8)
saglanir.
Teorem 4.1.4.2. (4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinir deger probleminin basit {ﬂf}:zlézdegerleri

sayilabilirdir ve

1n=1:+%+ﬂ, A0

n

bicimindedir. Burada, lr? v Ay (/”t)karakteristik fonksiyonun sifirlari,

- 1 raf) +LCOSO+7Z——LCOSO_7Z'
g [ e o g e o

bigiminde siurli bir dizi ve {7} €1, dir.

Ispat: ¢(x,4)fonksiyonunun herhangi bir A i¢in (4.1.1.2) kosulunu sagladig
aciktir. Dolayisiyla 6zdegerleri, (o(x,/l) fonksiyonunu (4.1.1.3) kosulunda

yazarak bulacagiz.

(4.1.1.3)’den (228, +B,) @ (m, 2)+(A°B,+ B, ) o (7. 4) = A(1)|

yazabiliriz. Burada ¢(x,4)fonksiyonunun (4.1.1.13) gosterimini géz Oniinde

bulundurursak,

dt (4.1.4.9)
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elde ederiz. o << %(bknz. Lemma 4.1.4.1) yeterince kiiglik pozitif bir say1 olmak

lizere olmak iizere G, = {/1 ; ‘A —2°

20} alahm. [54] Teorem 12.4 kullanilarak

‘Ao (/1)‘ 2C, %elmmﬁ)’ A€G,

elde edilir. Diger taraftan, Teorem 3.1.4. ve [52] den

A(2) =4 (2) :o(ﬁe'm“‘*(”’], 14| =

//{/0

T
n| T o
g

Rouche teoreminden, T, egrisi iginde [A(A)=A,(1)]+A,(4)=A(4)

olur. Dolayisiyla, yeterince biiyiik n ler i¢in genisleyen I', ={/1:|/1| =
egrileri lizerinde |A(ﬂ) —A, (/1)| < |AO (/1)| esitsizligi saglanr.

fonksiyonuyla, Ay(Z4) fonksiyonunun sifirlarmm sayismin aym oldugunu
sOyleyebiliriz.

Rouche teoremini, v, (o)= {/1 ; ‘ﬂ—ﬂno

sa} egrisine uygulayarak, yeterince

biiyiik n ler i¢cin A(A) fonksiyonunun v, (o) egrisi i¢inde tek bir A, sifir
oldugunu elde ederiz.

Simdi bu A4, leri bulalim. Herhangi bir o >0 say1s1 i¢in
Ay=2y+&,, & =0(1), n—>ow (4.1.4.10)
yazabiliriz. (4.1.4.10) u (4.1.4.9) da yazarsak
sin (/’trf’ te, )t

dt=0 41411
A +e, ( )

(7)
A(/lf+gn):Ao(ﬂ,:+gn)+ﬂ'[ A(7,t)
0
buluruz.

Ao(ﬂn)=Ao(/1,?+gn)=Ao(;t:)+Ao(/1;’)gn+AO(/1,?)‘;—”2|+---=AO(ﬂf)gn+o(g,f)

bagintisinda, A, (ir? ):0 esitligini ve (4.1.1.11)’i birlikte ele alirsak,
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sin( 4 +¢, )t

0

dt ~0 buluruz. Burada, kismi integrasyon
A, +&,

n

w'(7)
Ao (A) &, + J. A(7,t)
0

islemi yaparsak,

. 1 cos(ﬂ,rf’+en)t”+(”) Wi cos( 4y +¢,)
gn~——;t:A(/1:) _A(ﬂ’t)—(/ﬁ)%ﬂ) + ! A'(7,t) (ove) dt
1 L 0 Cos(A) e, )u ()

AL i vy

Cos(/lr? +8n),u_ (7)
(lr? +gn)

—|:A(7Z', s (72') + 0) - A(?Z', y7n (7[) - 0)]

“l cos(4) +&, )t

elde ederiz. Burada (4.1.1.9) ve (4.1.1.10) ozelliklerini kullanirsak ve n—>ooiken

&, =0(1) oldugunu dikkate alirsak,

1 1z 1 Jeos(Zou' (7))
gnNJSA(/If){Z‘l.WLHWJ 7 q(t)dt—
17 1 1 |cos(Alu (7)) wia) cos(A5t)
_ZM@)[“JP(O] a0 [ A=

_ 1 72
- AA(A7) {d” ’ /1:}
' (x)

buluruz, burada {7,} = [ A'(7.t)cos(4!)tdt l, dir.

0
4.1.5. Ayrisim Formiili
Bu béliimde, (4.1.1.1) — (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin

tamligin1 gosterecegiz ve daha sonra 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiiliinii elde

edecegiz.
1 et )y (x4), t=x,
G(X,t’/l).__m{‘//(t,ﬂ)gp(xmi), t> X,
olsun.

28



Cetinkaya, F.A., 2016. Simir Kosulu Spektral Parametreye Bagh Bir Sinif Sturm — Liouville Operatorii igin Ters Problem,
Doktora Tezi, Mersin Universitesi

Y(x4) = [G(xtA) (1) p(1)dt+—2g(x,2)

A(4)

=——{w(x,ﬂ)i¢<m)f(t>p(t>dt+¢<x,ﬂ>iw(t.z)f(t>p<t)dt—f2¢<x,z>}

X

(4.1.5.1)

fonksiyonunu ele alalim. G(X,t,l) fonksiyonuna, Bolim 4.1.2 de tanimlanmis
olan A operatoriiniin Green fonksiyonu denir. G(x,t,4), A operatdriiniin ters
operatdriiniin ¢ekirdegidir, yani y(X, /1) fonksiyonu
-y +a(x)y=A2p(x)y+f (x)p(x), U,(y)=0, U,(y)=f, smr deger

probleminin ¢éziimiidir.

Teorem 4151  (4111) - (4.1.1.3) smr deger probleminin
{d) (X, A, )}n>0 ozfonksiyonlar1 L, » [O, 72'] @ C de bir tam sistem olusturur.

Ispat: (4.1.3.3) ve (4.1.3.4)’den

A(4)

l//(x’/ln):_m

o(x 4,) (4.1.5.2)

yazabiliriz. (4.1.3.3)’li g6z 6niine alip, Sonug 4.1.3.1°1 kullanirsak

Resy (X, A)= -~ {— AZ/(lj;n)qo(x,ﬂn)I(p(t,/ln) f (t)p(t)dt}A(‘zﬂ)q)(x,zﬂ)

buluruz. Yukaridaki son terimde, (4.1.3.3)’ii tekrar g6z Oniine alip, gerekli

diizenlemeleri yaparsak,

1 f f
R A)= A t,A)f(t)p(t)dt——2 4153
resy(00)- 2 o(04) [olt4) 0o (4153
elde ederiz.

Simdi, f(x)el,,[0,7]®C alahm ve

(@(x4,). £ (x))=] co(x,zr,)fl(x)p(x)dm(ﬁ“”(”’”““”f“"'(”’*n))f_z o

oldugunu kabul edelim. Bu ifadede, (4.1.1.5) sinir kosullar1 ve (4.1.3.3)’1 birlikte

ele alirsak,
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(@(x2). 1 (0)=fo(x 4 ) Lp (a4 LA g 7 ¥ 0]
0 X n n

% —(B+AB, —(Bo+ a5,
:.([go(x,/ln)fl(x)p(x)dx+ﬂ3 fz%—,@ fz(l—kn)
=Jo(x ) (X ()Xt =2 (A B+ B~ 20 B~ o)
~o(x4)E0p(X)dx (1)

; xK,
olur. Buradan ise
(®(x.4,), f (x))=I¢(x,ln)fl(x)p(x)dx—%=O (4.15.4)

bulunur. (4.1.5.3) ve (4.1.5.4)4 birlikte gbéz Oniinde bulundurursak,
6_%“5 y(X,4)=0 elde ederiz ve buradan sabitlenmis her xe[0,7] i¢in y(X,1)

nn A- ya gore tamh@indan bahsedebiliriz. Teorem 3.1.4°den her

f (X) € L1[0,7Z'] icin
}—AILTJOXT[?X{ —|imA|x }:o

esitliklerinin saglandigini sdyleyebiliriz.

[ (t)cos Atdt

0

I sm Atdt

0

[A] o0 x€[0,7]

lim max {e"m“

Ayrica, |A| — o0 i¢in
L maur(x
p(x,4)= me : (4.1.5.5)
¢’(X,/1):¢0'(X,/1)+O(|i|e'm’“’ >J=o(e'"‘“*<x>), (4.1.5.6)
w(x,l):(ﬁem(m”)_ﬂx))} (4.15.7)
l//!(x’/fl):l/lo'(X’//l)_i_(ﬁelmi(/ﬁ(”):“Jr(x))]zo(elmﬁ'(/f(”)//+(X))j (4158)
saglanir.

(4.1.5.5) — (4.1.5.6)’dan
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A(A)zC, S e, (4.15.9)

olur.

(4.1.5.1)’den  sabitlenmis o >0 ve yeterince biiyik A >0 igin

ly(x,2)| < <G A€G,, [4zA" elde ederiz. Analitik fonksiyonlar igin

Zh
maksimum modiil prensibi ve Liouville teoreminden y(x,4)=0 oldugu
sonucuna variriz. Buradan [0,72'] araliginda hemen hemen her yerde f (X) =0
olur. Boylece {CI)(XJ,”)}”ZO dzfonksiyonlar1 L, ,[0,7z]@®C de bir tam sistem

olusturur. o

Teorem 4.1.5.2. Eger f (x)eD(A) ise,

=S a0(x4) (4.1.5.10)

ayrisim formiilii gegerlidir, burada a :iJ.go(t,ﬂn)f (t)p(t)dt dir ve seriler
Vo

€ [0,7r] ye gore diizgiin yakimsaktir. f (x)e L, [O, 7r] igin seriler L, | [0,72'] "de

yakinsaktir ve ﬂ f (X)‘2 p(x)dx= i ALS |2 Parseval esitligi saglanur.
0 n=1

Ispat: Keyfi f(x)e AC[0,7] alaim. ¢(x,1) ve w(x,1), (4.1.1.1) — (4.1.1.3)

sinir deger ¢oziimleri oldugundan, (4.1.1.1) ve (4.1.5.1)’ den

y(xA)= ﬂA( { x,ij[ (t,2)+a(t)e(t,2)]f (1) }

1 f
— "(t, 4 w(t,A)|f(t ! A
yazabiliriz. Bu ifadeyi diizenlersek,

B 1

y(x,A)= A {—yx(x,ﬁ)igo”(t,i) f (t)dt+z//(x,ﬂ,):[(p(t,}t)q(t) f (t)dt}
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1

—m{—w(x,l)zw”(t,ﬂ) f (t)dt+gp(x,ﬂ)]jz//(t,l)q(t)f (t)dt}+ A&)(o(x,&)

elde ederiz. Burada kismi integrasyon yaparsak,

y(xA) =—12+(l){—1//(x,/1){¢'(t,2) FO) - [o'(t2) f’(t)dt}

0

—ﬁw{(o(x,ﬂ)@//(t,i) P (0 dt-p(x Ay (7,2) T (7)+ 0(x 2w (x,2) T (¥)

+¢(x,/1)fxfy/(t,/1)q(t) f (t)dt}+AE1)(p(x,ﬂ,)

buluruz. Simdi (4.1.1.2) ve (4.1.1.3) smur kosullarini dikkate alarak,

y(x,i)z—ﬁw{y/(x,i)igﬂ(t,ﬂ) f’(t)dt+gp(x,/1)jfy/’(t,/1) f'(t)dt}
g O A8 ()0 (2 (1] v (1) 10

1

+/12A(/1)¢(x,/1)(ﬂ1+12,84) f (ﬁ)—ﬁ(i){w(x,i)i(o(t,ﬂ)q(t) f(t)dt+

+(p(x,/1)fxfy/(t,/1)q(t) f (t)dt}+AE1)gp(x,/’t)

elde ederiz. Buradan,

f(x) 1

f2
FE— o(x,2) (4.15.11)

A(4)

y(x,A)=——3~ Z,(X,A)+Z, (%, A)}+
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bulunur. Burada,
Zl(x,/l)zﬁ{y/(x,ﬂ)iqy'(t,/l) £ (t)dt+p(x,2) [ (t.2) f’(t)dt}

Zz(x,i):ﬁ{y/(x,i) £(0)-p(x2)(B+228,) T (x)

+1//(X,l)]£(p(t,/1)q(t) f (t)dt+(o(x,/1)]£l//(t,/1)q(t) f (t)dt}

X

dir.
Simdi,

1, (X) = ——

= Ay(x,4)dA 4.15.12
Zﬁif y(x ) ( )

integralini ele alalim. Burada, T", = {ﬂ, A=A,

+ %} saat yoniinde yonlendirilmis

bir egri ve n yeterince biiyiik bir dogal sayidir. (4.1.5.11)’den

1 <_f>f(x)d/1— 1 Sf){Zl(x,/1)+Zz(x,)L)}

1
—PAY(X,A)dA=— da
2ﬂi§? y(x ) 27i S A 27i S A
1 Af,
—_— ,A)dA 4.15.13
+2mff;A(4)(”(X ) (1.1513)

N
yazabiliriz. Diger taraftan; rezidii teorisinden, |, (X)= 22/1 Resy(x,1) olur.

(4.1.5.3) ve (4.1.5.13)'den
VAT, Lo(XA4) T
—f(x)+gn(x)+§m¢(x,zn)=—§¢(y ){j(p(t,/in)f(t)p(t)dt}
N ﬂ’n fZ
+Z‘ G )co(x,ln) (4.1.5.14)
bulunur. Burada, &, (X) :—%QS{Zl(x,AHZZ(x,ﬂ,)}dﬂ, dir. (4.1.5.14)’ den
mig

—f(x)+¢,(x)= —zN:i(p(x,zn){Igo(t,/in) f (t)p(t)dt} oldugu goriiliir.
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& (x)[=0 (4.1.5.15)

N —o xe[0, /z']
oldugunu gosterelim. ¢(x,4) ve w(x,4) ¢dziimlerinin ve A(A) fonksiyonunun
asimptotik formiillerinden sabitlenmis o >0 ve yeterince biiyiik 4~ >0 i¢in

iy

Zl(x,ﬁ)‘=0 oldugunu gdstermek i¢in once f'(t)e AC[0,r]

\z xz\ AeG,, |AzA" (4.1.5.16)

xe[O T

olur. lim max
W—)w Xe[O,ﬂ']
AeG,

oldugunu kabul edersek ve Z, (X, l) ifadesinde kismi integrasyon yaparsak,

X

2,(x2)= { j;(o (O dt+o(x2) [w ﬂ)f"(t)dt}

elde ederiz. Dolayisiyla Z, (X, ﬂ,) ’ya benzer sekilde

\z xu S gee, [z (4.15.17)

buluruz. (4.1.5.16) ve (4.1.5.17) den (4.1.5.15) un dogru oldugu kolayca goriiliir.
Genel durum, [55]’deki yontem kullanilarak — gosterilebilir. O halde

XE[O V3

:ii(p X, A, {Igo t4)f(t)p (t)dt} yazabiliriz. Bu ifadede
n=1 7

a, = i ! { ot A4,)f(t)p(t) dt} alirsak, ayrisim formiiliinii

n=1 7/n 0

:iango(x,/ln) seklinde yazabiliriz. {®(x,4)}  sistemi L, ,[0,7]@C de

n=1 -
ortogonal bir baz olusturur, dolayisiyla Parseval esitligi saglanir.o

4.1.6 Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonu
®(x,4) ile (4.1.1.1) denkleminin U,(®)=1 ve U,(®)=0 kosullarin

saglayan ¢oziimii gosterilsin. ¢(x, 1) ve s(x,4) ile de (4.1.1.1) denkleminin
c(0,4)=1, ¢'(0,4)=0, s(0,4)=0, s'(0,4)=1
kosullarini saglayan ¢6ziimii isaretlensin. O halde w(x,ﬂ) ¢Oziimil

v (X, A)=y'(0,4)s(x,2)—A(A)c(x,A) (4.1.6.1)
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veya

_y(%A4) _y'(0,4)
—A(/l) =c(x,4) —A(/l) S(Xx, ). (4.1.6.2)

gosterimlerine sahiptir.
Simdi,
_v(0.4)

M ()= AQ)

(4.1.6.3)

ile isaretlensin. Agiktir ki,
D(x,A)=c(x,4)+M(4)s(x,4) (4.1.6.4)
biciminde yazilabilir.

®d(x,1) ve M(1)=d'(0,4) fonksiyonlar: sirasiyla, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) smur

deger probleminin Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir. Weyl

fonksiyonu, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) smur deger probleminin A, 6zdegerler noktalarinda

basit kutuplara sahip meromorfik bir fonksiyondur. (4.1.6.2) ve (4.1.6.4)

esitliklerinden
w (% 4)
DO(X,A)=—"—""7—= 4.1.6.5
(x,4) ACL) ( )

yazabiliriz. Wronskiyen x den bagimsiz oldugundan
(s(x,2),@(x,2))=5(%A)D'(X,A)=5"(X, 1) D(x, 1) esitliginden
(s(x,4),@(x,2))=—1 elde edilir.

Simdi ters problem ig¢in teklik teoremini ispat edelim.
Teorem 4.1.6.1. Eger M(1)=M(A) ise o halde, A= A dir. Yani; (4.1.1.1) -
(4.1.1.3) siur deger problemi Weyl fonksiyonu tarafindan tek olarak belirlenir.
Ispat: P(x,1) = [ij (X, ﬂ’)]j,kﬂ,z matrisini asagidaki sekilde tanimlayalim:

Pll(x’/l) PlZ(X’ﬂ') §(X’ﬂ“) &)(X,ﬂ,) _ S(X'ﬂ') (D(X’ﬂ’) (4166)
Pi(%4) Pu(xA)\§(x,4) @' (x,4)) (s'(x1) @'(x2)) o
Buradan

s(x,4) =B, (x, )S(x, 4) + B, (x, 1)§'(x, 1),

. y (4.1.6.7)
D(x, 4) = B, (X, )P (X, 1) + B, (X, )D'(x, 2),
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veya
P, (X, A) = §'(X, )D(x, A) —s(X, 1)D'(x, ),
P, (X, 4) = s(x, A)D(x, 1) — §(x, L) D(X, 1),
yazabiliriz. (4.1.6.5)’1 (4.1.6.8)’de dikkate alirsak,

1

(4.1.6.8)

Pll(x,ﬂ)zl—ﬁy/(x A (02)=5(0A))+ 3o s (AN (1) -y (x2).

1 /. ~

Plz(x,/l):A(ﬂ)(s(x,/l)n//(x,A)—s(x,/l)n//(x,/l))

(4.1.6.9)
elde ederiz.

: ~ 1 jm

o (08) -0~ e, [ ve
(//'(X,/I)—l/?(x,/l)‘ :O(ﬁelm(mﬁ) “ J |/I| —> bagintilarindan ve
(4.1.6.9)dan 1eG, igin
lim max|P, (x,4)—1] = lim max|P,(x,4)|=0 (4.1.6.10)

|4 > 0<x<7

bulunur. (4.1.6.4)’1 (4.1.6.8)’de dikkate alirsak,

Ru(x%4)=8(x,2)c(%,A)=3(%,A)€'(x,4)+§'(x,4)s(X, 2)[M (4)-M (2)]

R (%, 4)=5(x,A)€(%,4) =8 (x,A)c(x,A)+5(%,4)§(X, )M (1)~ M (4)]

|4 > 0<x<7

olur. Dolayisiyla eger, M (/1)= M (/1) ise P,(x,4) ve B,(x,A) sabitlenmis her
X i¢in tam fonksiyonlar olurlar. (4.1.6.10)’dan P,(x,4)=1 ve PB,(x,4)=0
oldugu agiktir. Sonug¢ olarak, her X ve her A igin, @(x,A1)=¢(x,4) ve
®(x,4) = D(x,4) olur. Buradan ise q(x) = §(x) bulunur. o

Teorem 4.1.6.2. Asagidaki esitlik dogrudur:
1

M(A) =M (0)+ : 4.1.6.11
()=M() Zuzy D (4.16.10)
Ispat: (4.1.6.3)’den rezidii hesaplarsak,
(0,4
Resm ()= @A)k 1 (4.1.6.12)
A=y

A4)  —2Ak7, 247,

n
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buluruz. (4.1.6.3)’de A(A)’nin asimptotik ifadesini gbz oniine alirsak

M (i) <—<%, 1eG,, |l| > 1" esitsizligini, buradan limite gecerek ise,
‘i‘im IM(4)|=0 (4.1.6.13)

ifadesini elde ederiz. Simdi asagidaki kontiir integralini ele alalim:

J (ﬂ)——jM(ﬂ)d AelIntl, burada, FN={y:|y|=‘iﬁ‘+%} saat

yOniiniin tersi yoniinde yonlendirilmis bir kontiirdiir. Bu durumda, (4.1.6.13)

ifadesinden ’Lim |JN(/1)|:O elde edilir. Diger taraftan, rezidii teoremini tekrar

kullanarak, A, =-A  esitligini dikkate alarak ve (4.1.6.12)’yi gz Oniinde
bulundurarak (4.1.6.11)’1 elde ederiz. o
Teorem 4.1.6.3. Eger VneZ ig¢in A, =1 ve a, =@, ise o halde, A=A drr.

Yani, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger problemi spektral veriler tarafindan tek tiirli

belirlenir.

Ispat Her neZ igin A, Z/Tn ve a,=«a, oldugundan ayrica, (4.1.6.11) formiilii
saglandigindan, M (1)=M (1) elde ederiz. Dolayisiyla, Teorem 4.1.6.2°den

L =L buluruz. o

4.2. SUREKSIZ KATSAYILI ve SINIR KOSULU SPEKTRAL PARAMETRE
BULUNDURAN STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN TERS PROBLEM
4.2.1. Ozel Coziimler

[O, 72'] araliginda tanimli agsagidaki sinir deger problemini ele alalim:

y'+a(x)y =A°p(x)y (4.2.1.1)
U (y) = a,y(0)+a,y'(0) + A*[ ,y(0) +a,y'(0) | =0, (4.2.1.2)
V(y)=BY(7)+BY (7)+ A2 [ By(m)+B.Y ()] =0, (42.13)

burada q(x) € L,[0, 7], reel degerli bir fonksiyon; A, spektral parametre; «;, 5,

(i =14, ] =l,_4> reel sayilar ve p(X), 0 < a #1lolmak iizere
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) 1, 0<x<a,
X) =
P 0(2, as<x<r,

bi¢imindedir.
@(x,4) ve y(x,A) ile (4.2.1.1) denkleminin
0(0.4)=~(a, +A’e,), ¢'(0,1) =y + Vs, (4.2.1.4)

v(mA)==(B+2°B,), v'(z.4)= B+ A" B, (4.2.1.5)
baslangi¢ kosullarini saglayan 6zel ¢oziimlerini gosterelim.
Lemma 4.2.1.1. (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.4) kosullarin1 saglayan 6zel ¢6ziimii

(%)
dt +((x2 +12a4)#J‘ A(x,t)cos Atdt,

0

u(

o(X, A) =@, (X, A) + (al + ﬂ,zas) JX) A(x,t)

0

sin At
A

(4.2.1.6)
bigimindedir; burada, A(x,t)=K(x,t)+K(x,~t) ve A(x,t)=K(x,—t)-K(x1)
cekirdekleri (4.1.1.8)-(4.1.1.12) 6zelliklerini gergekler.

Ispat: ¢, (x,2)=ce,(X,1)+C,e,(X,—2) ifadesine (4.2.1.4) kosullarim saglatarak

C = (al +_ﬂ“2a3) _ (az +/12a“) , C, = —(al +./12a3) - (a2 +12a4), buluruz, burada
2i4 2 2i4

€ (X, /1) (4.1.1.7) esitliginde tanimlandig1 bigimde kullanilmistir. Dolayisiyla

sin Ax

2o (%, 1) = (0 + V) ~(a, +2%a, ) cos Ax (4.2.1.7)

olur. @(x,4)=ce(x,A)+c,e(x,—4) esitliginde (4.1.1.6) y1 kullanarak

(4.2.1.6)’ya ulasiriz.o
4.2.2.(4.2.1.1) — (4.2.1.3) Sinir Deger Probleminin Operator Gosterimi

Iki bilesenli vektorlerden olusan H , =L p(O,ﬂ)GB C? Hilbert uzaymdaki i¢

carpimi

(F,G)::IFl(x)Gl(x)p(x)dx

n F,G, n FG,
X1 X2

seklinde tanimlayalim. Burada,
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F.(X) G, (x)
F=| F, |eH, G=| G, |eH, ’dur ve n=oo,—a,0,>0,
F3 GS

2o = BB, — B,.P; >0 bigiminde tanimlidir.
Tanim kiimesi
D(A) = FeH, :F(x),F (x)e AC[0,7],IF €L, (0,7)
F, =a;F, (0)+,F (0),F, = BF.(7)+ B,F ()

olan A operatorii
IF, (x)

A| ~(@F(0)+a:F (0))
~(AF(7)+ AR (7))

1

m{—ﬁ"(xﬁq(x)ﬁ(x)} dir ve (4.2.1.1)-

bi¢imindedir, burada IF (x)=
(4.2.1.3) siir deger problemi AY =A% ifadesine denktir. A operatoriiniin
A = A, e uygun olan 6zfonksiyonlari

P(x,4,)
D(x,4)=0,=| a0(0,4,)+,9'(0,4) |, (n=012,)

Psp(7, 20) + B9 (7. 4,)

dir.
(4.2.1.1) — (4.2.1.3) smur deger probleminin normlastirici sayilari
, 2
7= [0F (4. 2) p(x) e+ (2:00 1)+ O 4))" | (Bo(m 4)+ by’ (. 2n))
n d n Zl ZZ

biciminde tanimlanmistir ve {ﬂn,yn} sayilart (4.2.1.1) — (4.2.1.3) smir deger

probleminin spektral verileri olarak adlandirilir.

Teorem 4.2.2.1. Farkli Ozdegerlere karsilik gelen O6zfonksiyonlar diktir:

(®,,®,)=0, nxm,

Ispat: 4 # A alalim ve

(CDn,CDm):I(p(x,ﬂn)go(x,im)p(x)dx+Zi1[a4go’(0,/1n)][%(p’(O,}tm)]
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4 I:ﬁ3¢(7z.’/1n)+ﬂ4¢,(ﬂ.1ﬂ’n )][ﬁs?(ﬁiﬂm)"'ﬁﬂ)'(”’lm )]
X2

-0 (4221)

oldugunu gosterelim.

®, ve @, (42.1.1) — (4.2.1.3) smir deger probleminin Szfonksiyonlari
oldugundan
0" (%, 4,)+a(X)o(x,4,) =2 p(X)o(X,4,)
—0" (X, A, ) +a9(X)@(x4,) = 2o (X) @ (X, 4, )
saglanr. lIk esitligi ¢(x,4,) ile ikinci esitligi —p(x,4,) ile carpip taraf tarafa

toplarsak,

%{(/’(Xﬁn)(/)’(X'ﬂm)—fﬁ'(x’ﬂn)f/)(xlﬂm)}=(in2—ﬂé)p(X)(ﬂ(X,ﬂn)w(X’ﬂm)

buluruz. Son ifadeye [0, 7] araliginda integral alma islemi uygularsak,

(22 —/Ini)fco(x,?tn)(p(x,ﬂm Jo(x)dx=[0 (%49 (% 4) =9 (X 2) 0 (%, 4 ) ]

0

(4.2.2.2)
elde ederiz.
Simdi sirasiyla (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) sinir kosullarini ele alalim.
(4.2.1.2)’den

a,0(0,24,)+,0'(0,4,)+ A (a,90(0, 2,) + 2,0’ (0, 4,)) =0
a,0(0,4,)+a,0' (0,4, )+ A2 (a,90(0, 4, ) + 2,9’ (0, 4,)) = 0

yazabiliriz.  Bu esitliklerin  ilkini o9 (0,4,)+a,9'(0,4,), ikincisini
—(9(0,4,)+a,¢'(0,4,))ile ¢arpip elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplarsak,
2:[9(0.4,)¢'(0,2,)~¢'(0,2,)9(0, ;)]

+ayt, (4 = 22)[#'(0,4,)9(0.4,) +¢(0,4,) 9 (0, 4,) ]
+(A42 =22 d30(0,4,)0(0.4,) + ;' (0.4,) ¢ (0, 4, )}

elde ederiz.

0 (4.2.2.3)

(4.2.1.3) smur kosulundan ise,

B (7, 2,)+ B’ (70, 2,) + AL [,Ba(ﬂ(”’/ln)"'ﬂﬂl(””ln)] =0
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ﬂl@(”’ﬂ‘m)+ﬁ2¢’(”’ﬂ’m)+ﬂ; I:ﬂS(o(ﬂ’im)-i_ﬂAgp,(”’ﬂm)] =0
olur.  Bu  esitliklerin  ilkini B (7. 2,)+ B’ (. Ay ikincisini

—ﬂ3(0(7r,/1n)— ,84(0’(7r,/1n) ile carpip, elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplarsak

ve diizenlersek,

2 0(7.2,)0' (2.2) =0 (7. 2,) 0 (7. 2,)]

(22 = 22) [0 (2. 20) 0 (2.2 ) + 0 (7. 2,) 0 (7,2

(4 =2 Bl (. 20 ) o (7, 20 ) + Bi0 (7, 2,) 0 (7,2, )} = O (4.2.2.4)

olur. Burada (4.2.2.1)’deki ikinci ve igiincii terimi ele alip, bu ifadeleri

diizenlersek, sirasiyla

i[a§¢(o,/1n)(p(o,zm)+a3a4 (¢'(0,2,)0(0,4,)+9(0,4,)9'(0,4,))

X

+a;9'(0,2,)¢' (0, 4,) ] (4.2.2.5)

ve

Zi[ﬂsgo(m)w(mm)wsm(go'(n,z,,)qo(mm)w(n,zn)w'(mm»

+Bi9 (7, 2,) 0 (7.2, ] (4.2.2.6)
bulunur. Buradan (4.2.2.3)deki (A7 - 4%) ifadesinin katsayisinn (4.2.2.5) ile ve

benzer sekilde (4.2.2.4)’deki (/ln2 —/Ii) ifadesinin katsayisinin (4.2.2.6) ile ayni

oldugunu goriiriiz.
(4.2.2.3) den

~2[9(0.2,)9'(0.2,)~¢'(0.2,) (0, 4 )

=(22 -2 ) @’0(0,4,)0(0,4,) + 2’0’ (0,4,)¢'(0, 4,) (4.2.2.7)
olur. (4.2.2.4)’den ise

~2[0(7.2)0 (7. 2,) =0 (7. 2) 9 (7. 2)]

= (A =2 N Bl0(m.2,) 0 (7w, 2 ) + Bl (7.2,) 0 (70,2 )

+ BB @ (7. 2) (7, 2 ) +0(7,4) 0 (7. 2 ) ]} (4.2.2.8)
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olur.

Simdi (4.2.2.7)’nin her tarafini —y,’ye ve (4.2.2.8)’nin her tarafin1 y,’ye

bolersek,

0(0.4,)'(0,4,)~'(0.2,)0(0, 4 ) = (22~ 22)-

X1

{9’ (0,4,)9'(0,4,)+a9(0.4,) (0. 4,)

+a,0,[ 9'(0,4,) (0.2, )+ (0. 2,) ¢ (0.4, ) ]} (4.2.2.9)
gp(mn)go'(ﬂ,zm)_go'(ﬂ,zn)go(ﬂ,zm):-Zi(zf ~22)-

AB P (7. 2,) 9 (7,20 )+ Bl (7.2 )9 (7, 2,)

+BB: 9 (7. 4) (7. 20 )+ 0 (7.2, )9 (7, 2) ]} (4.2.2.10)

esitliklerini elde ederiz. (4.2.2.9) ve (4.2.2.10)’u taraf tarafa toplarsak
(7, 2,)9' (7, 25) =0 (7, 4,07, 4,) —0(0,4,) 9" (0,4, )+ ¢'(0,4,) (0, 4,,) =

(42 —/I,ﬁ){—li-[afgo’(o,ln)(p’(O, An)+a0(0,2,)0(0.4,)

+a,0, (¢ (0.24,)9(0,4,) + (0, 4,)9' (0, 4,)) ]
_ziz[ﬂs Pul¢ (w2 ) (7 )+ (7. 1) ' (. 2 )

+ﬁ32§0(7[’/1n )¢(”12’m)+ﬂ42¢'(”’2’n )(P'(”J«m )}} (42211)

buluruz. Burada (4.2.2.2) ile (4.2.2.11)’i birlikte ele alirsak, (4.2.2.2)’nin sag

tarafi ile (4.2.2.11)’in sol tarafinin birbirine esit oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla,

(ﬂ.nz—lrﬁ)I(o(x,}tn)go(x,lm)p(x)dx:

(42 —/’t,ﬁ){—li[a;(p'(O,ﬁn )@ (0,4,)+e,’0(0,2,) (0, 4, )+
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+a,a, ((/)’(O, 2,)0(0,4,)+9(0,4,)¢'(0,4, ))]
it

+BL(m ) 0 (.20 )+ B (7. 2) ' (7,20 ]}

yazabiliriz. Buradan,

(zf—z;){Iw(x,ﬂnm(x,znp(x)dx

o [ap (04)0(0.4) + e’ (0.4)0(0.4,)
+a,a, ((/J'(O,An)go(O,/lm)+(p(0,/In)(p'(0,/1m ))J

ALV ACICERUCEN R CERTICER)

+ﬁsz¢(ﬂ,zn)(p(;z,/’tm)+542¢,(;z,,1n)gg'(ﬂ,zm)}} (4.2.2.12)

buluruz. A, # A, oldugundan (4.2.2.12)’nin parantez i¢i sifira esit olmalidir. Bu
ise, (4.2.2.1)’i goz oniine aldigimizda (P, P, ) =0demektir. o
4.2.3. Spektral Verilerin Ozellikleri

(4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonunu
A2)={p(x2).w (% 2))=0(xA)w' (X 2)-¢ (X, )y (x,1) (4.2.3.1)
seklinde tanimlayalim. (4.2.3.1)’de x=0 ve x = yazarak ve (4.2.1.2), (4.2.1.3)

sinir kosullarini g6z 6niinde bulundurarak
A(A)=-U,(y)=U,(¢) (4.2.3.2)
elde ederiz.

(4.2.1.4) ve (4.2.1.5) kosullari ¢(x,A) ve w(x,4) fonksiyonlarinmn,
sabitlenmis X ’ler igin, A’nin tam fonksiyonlart oldugunu gosterir. Buradan

A(2)’mn A ’mn bir tam fonksiyonu oldugu sonucu ¢ikar.

Teorem 4.2.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayilabilir sayidaki {ﬂ,n}s1f1rlar1n1n

kareleri, (4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleriyle ¢akisir, ayrica
her A

., Ozdegeri i¢in

w(x4)=ko(x4) (k #0) (4.2.3.3)

43



Cetinkaya, F.A., 2016. Simir Kosulu Spektral Parametreye Bagh Bir Sinif Sturm — Liouville Operatorii igin Ters Problem,
Doktora Tezi, Mersin Universitesi

esitligi saglanacak sekilde bir {k } dizisi vardir, burada y(x,4,) ve ¢(X,4,) 4,
0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ispat: Gergekten, A, ’m A(/l) "nin bir sifirt1 oldugunu kabul edelim. O halde,

(%) '//(X,%)‘
¢'(%4) v (x4)

saglanir, yani l//(X,ﬂ@) ve go(X,ZO) fonksiyonlar1 lineer bagimlidir:

A(%) =

v (X A) =Ko (X, 4). Ayrica, (4.23.2)den w(x4) ve o(x4)
fonksiyonlarinin (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) kosullarim1 sagladigin1 sOyleyebiliriz.
Dolayisiyla, 4. bir 6zdeger ve w (X, Ay ) : (o(X, ﬂo) fonksiyonlar1 bu 6zdegere

karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Simdi tersine, AZ’m (4.2.1.1) diferansiyel ifadesi ve (4.2.1.2), (4.2.1.3) sinr
kosullariyla olusturulmus A operatdriiniin bir 6zdegeri oldugunu ve Y, (X, /10) ve

Yo (X,—ﬂo) fonksiyonlarinin bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar oldugunu
varsayalim. O halde, Y, (X,4,) Ve Y,(X,—4,) fonksiyonlar Y, (0,4)) =, + A,

ve Y, (0,—4)=a,+Aa, kosullarmi saglarsa Y, (X, 4 )=0(X 4) Ve
Yo (X, —/10) = go(X, —ﬂo) olur. Ayrica, (4.2.1.2), (4.2.1.3) smur kosullar1 yardimiyla
A(%)=U, (¢(X’/10)) =U, (yo (X1’10)) =0
A(_ﬂo) :Uz ((P(X,—/lo)) :Uz (yo (X’_ﬂ“o)) =0
oldugu goriiliir. Dolayistyla; A7, karakteristik fonksiyonun bir kokiidiir.

Benzer sekilde, Y, (7.4))=B+AB; Ve Y, (7,—4 )= B+ B;oldugunu

kabul edersek, Y,(X,4))=w(X4), Yo(X.—4)=w(X,—4) olur. (4.2.1.2),
(4.2.1.3) sinir kosullarm tekrar kullanirsak

A(2y) ==Y, (v (% 4))=-Y, (Yo (x.4))=0

A(=25) =Y, (w (x4 )) ==V, (Yo (%, ~4)) =0

buluruz. Dolaysiyla, her bir 42 8zdegerine (sabit carpan farkiyla) yalmz bir

0zfonksiyon karsilik gelir. o
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Lemma 4.2.3.1. Asagidaki bagint1 gerceklenir:
A(A,)==22.K.7., (4.2.3.4)

burada k. (4.2.3.3)’de tamimlanan dizi ve A(ﬂ):%A(ﬂ) dir.

ispat: ispat icin, oncelikle

—0"(%,4,)+q(X)o(x,4,) =2 p(X)o(x,4,)

" (% 2)+a(X)y (x4) =2 p(x)y (x 1)

denklemlerini ele alip, bu denklemlerden ilkini y(x,4) ile ikincisini —¢(x, 4,)

ile carpip elde edilen esitlikleri taraf tarafa toplayalim. Bu durumda,
d
&<¢(X’/1n)#/(x’/1)>=(ﬂf =2%) p(X)@(x, 4, )w (x2) (4.2.3.5)

elde ederiz. Burada [0,7[] araliginda integralleme islemi yaparsak,

A

:: :()“nz _lz)jq’(xiin)l//(xﬁ)p(x)dx

0

(p(x4) v (x2))

buluruz. Simdi, son esitligin sol tarafim1 ele alalim ve (4.2.3.2)’yi g6z Oniinde

bulunduralim:
(6 4) W (AN =(B+ 2B o(72)+(B+ 2B,) 0 (7.4, ) +

+(a2 +/1nza4)l//'(0,/1)+(al +/1nza3)l//(0,ﬂ)

=-U,(¢)+U,(v)
——A(2)+A(A). (4.2.3.6)
(4.2.3.5) ve (4.23.6)'y1 birlikte ele alirsak,

M) =A(2) =5 =4) o (02w (3, 2) ()

elde ederiz. Bu ifadenin her iki tarafina
[asgo(O, 2 )+a,9' (0,4, )] [0@1// (0,2)+ay/'(0, /1)]
yA
N [183§0(7Z1 za ) + ﬂ4¢”(7[1 Ay ):I I:ﬂ3w (7[1 )’) + ﬂ4'//'(7[a ﬂ)]
X2
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ekleyip, (4.2.3.3)’1i goz Oniine alirsak,

M:(1+ﬂ,n)]£gp(x,ﬁ,n)y/(x,ﬂ,)p(x)dx

CA-7 )
+[a3q0(0,ﬂ,n)+a4(p’(0,Zn)][ast//(o,l)+a4y/’(0,i)]
4
LBy (7 2)+ By (= )] (7w 2)+ B (m2))
X2 o ki

buluruz. Burada tekrar (4.2.3.3)’li goz oniine alip, 4 — 4, iken limite gegersek,
gerekli diizenlemeleri yaptiktan sonra, (4.2.3.4) e ulasiriz. O

A, #0,k, #0,7, #0 oldugundan Lemma 4.2.3.1’in asagidaki sonucunu
verebiliriz:
Sonug¢ 4.2.3.1. A(i) nin tim sifirlar basittir.
4.2.4. (4211) — (4.2.1.3) Siir Deger Probleminin Ozdegerlerinin ve
Karakteristik Fonksiyonunun Ozellikleri

Bu bolimde (4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin

asimptotik bigimlerini bulacagiz.

1. q(x)=0iken (4.2.1.1) — (4.2.1.3) Sinir Deger Probleminin Ozdegerlerinin
Asimptotik Davranigi

Once [52]’den faydalanarak, (4.1.1.1) denkleminde q(x)=0iken, (4.1.1.1) —
(4.1.1.3) siur deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik bi¢cimini bulalim.
Teorem 4.2.4.1. q(x)=0 iken, (4.3.1.1) — (4.3.1.3) smr deger probleminin
Ozdegerleri asagidaki asimptotik bi¢cime sahiptir:

(28) =n+w(n), Sl:p‘(//(n)‘<+oo. (4.2.4.0)

Ispat: (4.2.3.1)’de x=7 yazip, (4.2.1.5) kosullarmi ve (4.2.1.14) ifadelerini ele
alirsak,

Ao(ﬂ)%(“éj[‘aﬂ(ﬂz S AP+ (B4 2B,) |

+%(1—éj[—ia/1(ﬂ2 + 2B, )+ (B +A7B,) [e ) =0 (4.2.4.2)
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buluruz, burada A, (4)fonksiyonu q(x)=0iken, (4.2.1.1) — (4.2.1.3) smir deger
probleminin karakteristik fonksiyonudur. [52, 53]’den (4.1.4.1) e ulasiriz. O

Lemma 4.2.4.1. A,(2) fonksiyonunun A; kokleri ayriktir, yani

inf

n=k

A -A|=7>0 (4.2.4.3)

saglanir.

Ispat: Tersini kabul edelim. O halde A,(1) fonksiyonunun sifirlari igin

ﬂ,‘?' - Al?”, o N /’i.ko” s 400

ve

lim [zf —zf”} -0 (4.2.4.4)

k—+o0

olacak Biiande {/15} ve {,1;’} dizileri meveuttur.

(4.211) - (4.2.1.3) smir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin diklik

ozelliginden,

0= A4 [ (%A Jou (X, A7 Jo (x) =

lk("goo(x,ﬂf')ﬁf”goo(x, O")p(x)dx—]zﬂko'zgoé(x, °')p(x)dx+Tﬂf'zgo§(x, 0'),o(x)dx

20 (%22 )[4 (025 ) - 22 (22 ) Jo () e [ 27202 (1,28 Jo ()

21+ [ 402 (1,47 Jo (1)

a a4 o ] o
=l +J-Sin22"?'XdX= I +I(%JdX: [, +%_M
0

0
elde ederiz. Dolayisiyla,
- OI
La_sin 2, a

021, .
42

(4.2.4.5)

buluruz.
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Simdi, K — 400 iken I, >0 oldugunu gosterelim.

<C oldugunu ve (4.2.4.4) i birlikte ele

A0 (A )= 20 (% A7

alirsak her x [0, 7]igin, lim =0 saglandigini

2o (AT ) =20 (%2 )
sOyleyebiliriz. O halde (4.2.4.5) de k — +oo iken limite gegersek, O 2% buluruz.

Bu ise (4.2.1.1) denklemindeki p(x) katsayismmn tammiyla gelisir. Dolayisiyla

kabullimiiz yanlistir. o
2. (41.1.1) — (4.1.1.3) Smir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Asimptotik
Davranisi

Simdi (4.2.1.1) — (4.2.1.3) smir deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik
bigimini verelim. Bunun i¢in 06nce, asimptotik formiilleri elde ederken

kullanacagimiz esitsizlikleri gosterelim.

Lemma 4.2.4.2. |/1| — oo iken asagidaki esitsizlik gergeklenir:
A(2)-Ay (1) <C(A%)em ), (4.2.4.6)
Ispat: (4.2.1.13)%ii (4.2.3.1)’de yazarsak

#i) sin At

A(/i):(/5'1+12ﬂ3)[(p0(7r,/1)+<a1+/12a3) [ A(zt) dt

+7Z’)

u
+(a2 +/12a4)

O ey —

A(;z,t)cos/ltdt} +(8, +}tzﬂ4){¢0' (7, 4)

"+

' (7) ;
+(0{1 + /12053)[ _[ A (7Z',t) SIZ/H dt+ aA(ﬂ, u (7[))

0

sinAu* ()
A

u* () i
+(a2 +/12a4)! J. A/ (7r,'[)cos/1tdt+0¢A(7r,,u+ (ﬂ))COS/I/f (7[) }

0

buluruz. Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak,
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()
A(/i)Ao(ﬂ):(alTﬂer/i(asﬂz+a1,84)+,13a3,34j[j A, (7,t)sin Atdt +

0

+aA(7r, u (ﬂ))Sin At (72')]

+

u'(7)

(azﬁz + 2% (a,B, +a2ﬁ4)+/14a4ﬂ4)[ j A/ (7,t)cos Atdt

0

()
+aA(m, 1 (7))cos Au’ (n)]+(“17ﬂ1+/1(a3ﬂ1 +a1ﬂ3)+/13a3ﬁ3j [ A(zt)sin atdt
0
u'(7)

(B + A7 (@B + o)+ A'any) | A, t)cos atdt

0

elde ederiz. Son ifadede, (4.2.1.8) - (4.2.1.12) Ozelliklerini ve
cosAu* ()= O(e“m"f(”)), sinAu* (7)= O(e“MW(”)) oldugunu dikkate alirsak,

(4.2.4.6)’ya ulasiriz. O
Lemma 4.2.4.3. |ﬂ| — oo iken asagidaki esitsizlik gergeklenir:

|4, (2)[zC(2%)e" . (4.2.4.7)
Ispat: (4.2.1.14) ve (4.2.3.1)’den
a .
Ay (A)= (17’81+/1(a1ﬂ3 +a,f,+ o B)+ A (e B+ a, 3, +a2,84)+/15a4ﬁ4JS|n AT+
+ (alﬂz —a,p+ A? (allBél taf, — b —a B ) +A° (053,34 —a,p; )) cos Az
elde ederiz. Bu ifadeyi smirlandirirsak ve sinAz =0 (e“mﬂ"‘”) ve

cosAr =0 (e“m‘”) oldugunu goz 6nitinde bulundurursak (4.2.4.7) ye ulasiriz. O

Lemma 4.2.3.2 ve Lemma 4.2.3.3’den asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.2.4.1. | 1| - oiken
[A(2) =4y (2)] <A (2)] (4.2.4.8)

saglanir.

Teorem 4.2.4.2 (4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri

1n=/1n°+d—g+ﬂ, A0
227

n

bigimindedir. Burada, 4°, A, (/”t)karakteristik fonksiyonun sifirlari;
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= ! o + ! a,cos Ay () +a,sinAu (7
d = = {j ){1 \/p(t)J( 1 €OS A0 () +a,sin A0 p ()t

4(A3) Ay (A7) |0y p(t
o A(7,0)+ oy A, " (7)) cos A u" () -, Az, " (7))sin Al ()
bigiminde siurli bir dizi ve {7} €1, dir.
Ispat: ¢(x, 1) fonksiyonunun herhangi bir 4 igin (4.2.1.2) kosulunu sagladig:
agiktir. Dolayisiyla 6zdegerleri, ¢(x,A)fonksiyonunu (4.2.1.3) kosulunda

yazarak bulacagiz.
(4.2.1.3yden (7, A)(B,+A°B;)+ ¢ (7, 4)( B, +A*B,) = A(A)| __ yazabiliriz.

Burada ¢(x, 4) fonksiyonunun (4.2.1.13) gésterimini goz éniinde bulundurursak

‘A sin At #lm)
A(A)= A (A)+ (o + X)) | Alx1) dt+(a, +2%a,) | A(z,t)cos itdt,
0 0
(4.2.4.10)

elde ederiz. o << %(bknz. Lemma 4.1.4.1) yeterince kiiglik pozitif bir say1 olmak

lizere olmak iizere G :{ﬂ,:‘/l—ir?

(e

20‘} alalim. [54] Teorem 12.4 kullanilarak

30 (2)2C, e, 2e6,

elde edilir. Diger taraftan, Teorem 3.1.4. ve [52] den

A(2)=As(2) =o(ﬁe'"””*<”)j, 4] = o

/10

T
+—
3

Rouche teoreminden, T, egrisi iginde [A(4)—A,(1)]+A,(4)=A(4)

olur. Dolayisiyla, yeterince biiylik n ler i¢in genisleyen I, :{A:M =
egrileri lizerinde ‘A(ﬂ) —A, (ﬂ.)‘ < ‘AO (l)‘ esitsizligi saglanir.

fonksiyonuyla, A, (ﬂ) fonksiyonunun sifirlarinin  sayisim1i  ayni oldugunu

sOyleyebiliriz.
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Rouche teoremini, v, (o) = {/1 ; ‘/1—/1”0

< a} egrisine uygulayarak, yeterince

bityiik n ler igin A(Z4) fonksiyonunun v, (o) egrisi i¢inde tek bir A, sifin
oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi bu A, leri bulalim. Herhangi bir o > 0 sayisi i¢in
A=A +¢&, & =0(1), n>ow (4.2.4.10)
yazabiliriz. (4.2.4.10)’u (4.2.4.9)’da yazarsak

() 0
A(/lno+5n):Ao(/1n0+5n)+(a1+(/1r?+8n)2 ag)}_[ A(ﬂ,t)smg/z”:gn)tdu
0 n T &n
*(7)
+(“z H(a0+e,) “4)”1 A(7,t)cos(A) +&, )tdt =0 (4.2.4.11)

0

buluruz.

Ao (4) =80 (A0 +2,) =Dy (A])+ 4 (4], +AO(/1,?)‘;—€+---=AO(/1:)(9” +0(z?)

bagintisinda, A, (i: ) =0 esitligini ve (4.2.4.11)’i birlikte ele alirsak,

. T i sin( 4y +&, )t
T\ Ty
Ao(ln)gn+(a1+(/1n +en) 053) l. A(7,t) pEvs t+

(7)
+(a2 +(/1,? +gn)2 a4)yj A(ﬂ,t)cos(lno +gn)tdt ~0

0

buluruz. Burada, kismi integrasyon islemi yaparsak,

‘w0
g, z—(&? +gn1)3A(ﬂf){a{A(ﬂ,t)cos(ﬂf +en)t‘: " !). A’ (z,t)cos(4) +gn)tdt}

. (z)
+a4[—A(7z,t)sin(/1:+gn)t‘: o | A'(mt)sin(/lé’wn)tdt}

0
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- 13 ' {Otl[A(ﬂ',t)COS(ﬂr?-i-Sn)t#( |

(40 +&,) A(47) 0
o

+a, [—A(ﬂ',t)sm (/1: +gn)t: )

—~ A(;z,t)cos(}tn0 +en)t

' (7)
u (7)+0
' (7)

()
—a j A'(ﬁ,t)cos(i:+gn)tdt—a4ﬂj A'(ﬁ,t)sin(ﬁ,?+gn)tdt}
0

0

u'(x)
;f(ﬂ')+0

+A(7,t)sin (ino +é, )t

/10) {0!1 [(A(ﬂ, o (r)- 0) - A(ﬂ, w(m)+ 0))cos Au ()

—A(7,0)- A(7r, u (ﬂ))COS At (ﬂ)}

+a, [(A(ﬂ' y7a (72) — 0) — A(ﬂ, 7n (ﬂ) + O))Sin A (7[)
u*(x)

(
s ()sin 2 ()] |

' (7)
A (7,t)cosA tdt -, f A’(zz,t)sin/lr?tdt}
0

elde ederiz. Burada (4.2.1.9) ve (4.2.1.10) ozelliklerini kullanirsak ve n —ooiken

&, =0(1) oldugunu dikkate alirsak,

gnz_W{ '[\/pt [ +\/:(t)Jcos}Ln°y(ﬂ)q(t)dt—alA(ﬂ,O)

—ayA(7, 1" (7)) cos A u ( I\/ [ 70 Jsin/lnoy(n)q(t)dt

u*(7) u*(7)

+a4A(7r,,Lf(ﬁ))sin/ir?;f(ﬁ)—al j A’ (7,t)cos A tdt —a, j A’(ﬁ,t)sinl:tdt}
0

0

-1
(4) (%)

buluruz, burada

{do+7,

u*(7) u*(7)

()= [ A'(mt)cos(2)tdt+e, [ A'(zt)sin(27)tdtel, dir.

0
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4.2.5. Ayristim Formiili

Bu béliimde, (4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin
tamligin1 gosterecegiz ve daha sonra 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiiliinii elde
edecegiz.

1 {(o(t,/l)y/(x,ﬂ), t<x,

SO =T v (b A)e(x ), tox,

olsun.

y(X,l)=]EG(X,t,/1)f(t)p(t)dt fw(x.1) fo(x 1)

; Al A
v (X, z)jgo(t,/i) f (t)p(t)dtw(x,l)]{w(t,i) f(t)p(t)dt

X

1
T A(Y)

)
+fy (X A)+ f,0(%,2)] (4.25.1)
fonksiyonunu ele alahm. G(x,t,4) fonksiyonuna, Béliim 4.2.2 de tanimlanan A
operatoriinin - Green fonksiyonu denir. G(x,t,4), A operatoriiniin ters
operatdriiniin cekirdegidir, yani y(x,2) fonksiyonu
—-y'+q(x)y=22p(x)y+ f(x)p(x), U (y)=1, U,(y)=f, smr deger

probleminin ¢ézimiidiir.

Teorem 4251 (4211]) - (4213) smr deger probleminin

{@(x, 4, )}nzo dzfonksiyonlar L, ,[0,7]@®C?* de bir tam sistem olusturur.

Ispat: (4.2.3.3) ve (4.2.3.4)’den

A(i ),
A A 4252
yazabiliriz. (4.2.3.3)’1'1 g0z Oniine alip, Sonug 4.2.3.1 i kullanirsak
1 A(4, ) fw(x4,) fe(x4,)
R A)=—= ) e(tA,)f(t)p(t)dt |-—= —
Resy(x.2) A(/in){ 2y (x W )T } AL A(A)
buluruz. Yukaridaki son iki terlmde, (4.2.3.3) i tekrar géz Oniine alip, gerekli

diizenlemeleri yaparsak,

go(x,/ln)U(p(t,/ln) f(t) p(t)dt+ f1+H (4.253)

0 n

A=ly 247,
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elde ederiz.

Simdi, f(x)el,, [0,7]®C? alahm ve
(®(x.4,), 1 (x))z;fgo(x,ﬁn)fl(x)p(x)dx

0(0.2)+ag' (0.2)) T, (Bip(7.h)+ B (7.2)) s
X1 Ve
oldugunu kabul edelim. Bu ifadede, (4.2.1.4), (4.2.1.5) kosullar1 ve (4.2.3.3)’i

birlikte ele alirsak,

=0

o, (o, + 4,a,) . % (o + At5)
4 i X

f,

(@(x). ()= [ (Do (x) -

_W(ﬂ’ln)+ _W,(”’ln)

27N szn

jkn (8.8, + 228,)+ BB+ 228.)) T,

k 2 (=B, = A2 BoBu+ BulB+ 4 B

A2Ka

=]§gp(x,/1n)fl(x) (x )dx+f +

J(o p(x)dx+ T, +L
0 |(n

olur. Buradan ise

(@( _T(p p(x)dx+ f +:— =0 (4.2.5.4)
0

n

bulunur. (4.25.3) ve (4.2.5.4) 1 Dbirlikte goz oOniinde bulundurursak,
Iieins y(x,2)=0 elde ederiz ve buradan sabitlenmis her xe[0,7] i¢in y(X,4)

nn A- ya gore tamligindan bahsedebiliriz. Teorem 3.1.4.°den her

f(x)e L1[0,7z] icin
}'mmw{ " }=°

esitliklerinin saglandigini sdyleyebiliriz.

X

I cos Atdt

0

X

_[ sm Atdt

lim max{ HimAfx
0

[A] 00 xe[0,7]

Ayrica, |A| — o0 i¢in
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qo(x,z)z[ﬁe'm““x)} (4.25.5)
o' (x,2) =g, (%, z)+o[ﬁe'"‘”<x)J = o(e"MWX)), (4.2.5.6)
w(%A)= (ﬁe'm(””)”x))} (4.25.7)
, o A mau (myut (0) | A [ mA () ()

v'(XA) =y, (xA)+ |/1|e =0l|e (4.2.5.8)
saglanir.

(4.2.5.5) — (4.2.5.6)’dan

A(A)=C, =™ ) jcq, (4.2.5.9)

4
saglanir.

(4.2.5.1)’den  sabitlenmis o >0 ve yeterince biiyik A >0 igin

‘y(x,g)‘g&, AeG,_, |l|2f elde ederiz. Analitik fonksiyonlar icin

A
maksimum modiil prensibi ve Liouville teoreminden y(X,4)=0 oldugu
sonucuna variriz. Buradan [0,7] araliginda hemen hemen her yerde
f (x) =0 diyebiliriz. Boylece {d)(x,ﬂ,n)}nzo dzfonksiyonlar L, ,[0,7]@®C? de bir

tam sistem olusturur. o

Teorem 4.2.5.2. Eger f(x)e D(A) ise,

F(x)=Yap(x4) (4.25.10)

ayrisim formiilii gecerlidir, burada a, :ij.(o(t,ﬂn)f (t)p(t)dt dir ve seriler
7n 0

x €[0, 7] ye gore diizgiin yakinsaktir. f(x)eL, [0,7] icin seriler L, ,[0,7] de

yakinsaktir ve ﬂ f (X)‘2 p(x)dx = i Yn |an |2 Parseval esitligi saglanir.
0 n=1

55



Cetinkaya, F.A., 2016. Simir Kosulu Spektral Parametreye Bagh Bir Sinif Sturm — Liouville Operatorii igin Ters Problem,
Doktora Tezi, Mersin Universitesi

Ispat: Keyfi f(x)e AC[0,7] alalim. ¢(x,1) ve w(x,1), (4.2.1.1) — (4.2.1.3)

siir deger ¢oziimleri oldugundan, (4.2.1.1) ve (4.2.5.1) den

y(0.2) = D02 a2 |

{g”(“ﬁ v (L 2)r o (12)]f <t>dt}— f (x4)_fp(x4)

C2PA(2) AR A(A)

yazabiliriz. Bu ifadeyi diizenlersek,

y(% ) =—ﬁw{—yx(x,ﬂ)igp”(t,/’t) f(©)dt+y (x,4) [p(t 2)a(t) (t)dt}

0

1

—/IZA(/I){%D(X%)IW”(L&) f (t)dt+§0(X,l)'Tl//(t,/1)q(t)f (t)dt}

X

fw(x,2) fo(x41)

A(4) - A(4)

elde ederiz. Burada kismi integrasyon yaparsak,

1 ! X h ’ ’
y(x,l):—m{—y/(x,ﬂ){w (LA) F (O] [/ (t.2) f (t)dt}
+y (% 2)[o(t,2)q(t) f (t)dt}

T V3

_izAl {—(/)(x,l)[l//(t,/l) F(t) - (t.2) f’(t)dt}+¢(x,,1)JW(t,/1)q(t) f (t)dt}
f A

s

—ﬁ(i){(p(x,ﬂ)!w’(t,ﬂ) F(1)dt-p(x )y (7,2) T (7)+ (% A)p (%, 2) f (X)

+§0(X,l)jfw(t,l)q(t) f (t)dt}_ fﬂ/;g;,)ﬂ) B fzigj)}b)

buluruz. Simdi (4.2.1.2) ve (4.2.1.3) siir kosullarini ele alirsak,
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y(X’/l)=—/1z+(/l){W(Xvi)ifﬂ'(t’/1)f'(t)dtw(xﬁ)IW'(m)f'(t)dt}
g A (1 A)-p (02w (2)]
g A A a) L0 sz e A) (A 2A) )
A0 QA u (a0
ty(x2)_fo(x2)
D) AR

elde ederiz. Buradan,

f(x) 1
A )P

fw(x,4) fo(x A1)

AZ) A4

(4.25.11)

y(xA)=- —1{Z, (X A)+Z,(x,A)} -

bulunur. Burada,
Zl(x,/1)=ﬁ{y/(x,ﬂ):[(p'(t,/l) f’(t)dt+gp(x,;t);|£y/'(t,ﬂ) f'(t)dt}

ve

Z,(xA)= {—w (x.2) (e, + 2%,) £ (0) = (%, 2)( B+ A°3,) f ()

A(4)

+W(x,l)j¢(t,l)q(t) f (t)dt+gp(x,/1)jz//(t,l)q(t) f (t)dt}

0 X
dir.
Simdi,

<j5/1y (x,4)dA (4.2.5.12)

1 (%)

27r|

integralini ele alalim. Burada, I", = {/1 : |ﬂ| =

1+ %} saat yoniinde yonlendirilmis

bir egri ve n yeterince biiyiik bir dogal sayidir. (4.2.5.11)’den

%iw(x,z)di:— L ISE fix)dz— 2; éﬁi{zl(x’i);ZZ(x’ﬁ)}

di
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1 At 1 Af
= A)da-—— 2 JA)dA 4.2.5.13
27l EEA ﬂ,)l//(x ) 27i i A(/l)(o(x ) ( )

N
yazabiliriz. Diger taraftan rezidii teorisinden | (x)= 22/1 Resy(x,4) dir.

(4.2.5.3) ve (4.2.5.13)’den

o omon] e S e

>

(4.2.5.14)

bulunur.  Burada, gn(x):—% {Z,(x,A)+Z,(x,A)jdAdir. (4.2.5.14)den
il

—f (X)+gn(x):—ZN:i(o X, A, {I(o t.4,)f(t)p (t)dt} oldugu goriiliir.

n=1 yn

Simdi,

(x)|=0 (4.2.5.15)

N—o Xe[O V3
oldugunu gosterelim. ¢(x,4) ve y(x,1) ¢dziimlerinin ve A(A) fonksiyonunun

asimptotik formiillerinden sabitlenmis o >0 ve yeterince biiyilk A~ >0 icin

\z (x,2) < C— AeG,, |A=4 (4.2.5.16)

A

xe[O T

olur. ‘l‘lm rrEglx‘Z X/l‘ 0 oldugunu gdstermek i¢in dnce f'(t)e AC[0,7]
AeG,

oldugunu kabul edip, Z, (x, 1) ifadesinde kismi integrasyon yaparsak,

1 f 14 T n
Zl(x,/l):m{(//(x,ﬂ.)jgo(t,l)f (t)dt+(o(x,ﬂ)jt//(t,/1)f (t)dt}
0 X
elde ederiz. Dolayisiyla Z,(x, A1) ye benzer sekilde

\z (x,2) < AeG,, |z (4.2.5.17)

C
b

xe[O V4

58



Cetinkaya, F.A., 2016. Simir Kosulu Spektral Parametreye Bagh Bir Sinif Sturm — Liouville Operatorii igin Ters Problem,
Doktora Tezi, Mersin Universitesi

buluruz. (4.2.5.16) ve (4.2.5.17)’den (4.2.5.15)’un dogru oldugu kolayca goriiliir.
Genel durum, [55]’deki yontem kullanilarak gosterilebilir. O halde

a, = ii {J. o(t,4,) f(t) p(t) dt} alirsak, ayrisim formiiliinii
0

f(x)= ian(p(x, ) seklinde  yazabiliriz. {®(x,2)} sistemi

L, ,[0,7]®C? de ortogonal bir baz olusturur, dolaywsiyla Parseval esitligi

saglanir. O

4.2.6. Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonu

®(x,4) (4.2.1.1) denkleminin U (®)=1 ve V(®)=0 kosullarimi saglayan
gbziimii olsun. ¢(x,4) ve s(x,2) ile (4.2.1.1) denkleminin sirastyla ¢(0,4)=1,
¢'(0,4)=0, s(0,4)=0, s'(0,4)=1 baslangic ve ¢(x,4) ve w(xA4)

fonksiyonlar1 ile de (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.4), (4.2.1.5) smir kosullarini

saglayan ¢oziimlerini gdsterelim. M(l)::% olsun. ®(x,1) ve

M (/1) sirastyla (4.2.1.1) — (4.2.1.3) smir deger probleminin Weyl ¢ozimii ve

Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir. Weyl fonksiyonu, (4.2.1.1) — (4.2.1.3) sinir

deger probleminin 4, 6zdegerlerinde basit kutup noktalarina sahip meromorfik
bir fonksiyondur.

W (x):=(D(x,2),¢(x,1)) Wronskiyeni x e bagl degildir. Burada x=0
alirsak, W (0) =®(0,4)¢'(0,4)—®'(0,1)¢(0,4)=1 olur ve bdylece
W (x)=(@(x,1),0(x,4)) =1 (4.2.6.1)
yazabiliriz. (4.2.1.4), (4.2.1.5) kosullarin1 gbz dniinde bulundurursak A # 4, igin

v(x4)
A(4)

D(x,2)= - (4.2.6.2)
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biliriz. S dikien A°(2) (0.4), L, {Iy:ﬂzy,0<x<7z
yazabiliriz. Son esitlikten =-(0,1), L, = sinir
y(0)=0, V(y)=0

< . s . " A°(2)
deger probleminin karakteristik fonksiyonu olmak iizere M (1)=— )
yazilabilir ve

1

O(x,A)=— S(X,4)=M(1)p(x,1 (4.2.6.3)

(04) === s (s(0) =M (2)o(1.0)
olur.

Simdi ters problem i¢in teklik teoremini ispat edelim.

Teorem 4.2.6.1. (42.1.1) — (4.2.1.3) smr deger problemi M (i) Weyl
fonksiyonuyla tek tiirlii belirlenebilir. (Eger, M (i) =M (l) ise G(x)= q(x) dir.)

Ispat: P(x,/l)=[ij(x,/1)l_‘k:112 matrisini

[Pn(m) Pﬂ(x,z)j(@(x,z) @(X,l)]_(s(x,z) CDW)J 4.264)

Pi(x4) Pu(xA)\§(x,4) @' (x,4)) (s'(x4) @(xA4)

esitligi saglanacak bicimde segelim. esitligi saglanacak bi¢cimde secelim. O halde,

9(x,2)=Ri(x2)9(x.A) + Ba (%, 2)#' (% 2)

. s (4.2.6.5)
D(x,4) =P, (X, 2)D(X,4)+ P, (x,2)D'(x,4)
veya
P.(X,2) =@ (X A)D(X,A)— p(X A)D'(X,A) (4.2.6.6)

P,(%A)=0(X,2)®(x,2) - p(x,2)D(x,1)
yazilabilir. (4.2.6.2)’yi (4.2.6.6)’da yazarsak,

Pn<x,z>=1+A(lﬂ)w(xﬁ)(ﬁ(x,z)—a(x,z))+A(lﬂ)mx,ﬂ)(w”(x,ﬂ)—w’(x,m
R0 ) =y (00 (1)~ p(x 2)7 (1.2)
(4.2.6.7)
elde ederiz.
¢'(X,Z)—(5(X,/1)|_ 1 elm/l,u*x N
A7) \‘O(W " ”J’ g
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ve

(X /1) X A | O( elm/l(w(n)—u*(X))} |ﬂ| >0 bagintilarindan ve
A(ﬂ) A

(4.2.6.7)’den 4 € G, igin

lim max

|4|>w0<x<7

P,(x,4)-1 = lim max

|4 >w0<x<7

P,(x4) =0 (4.2.6.8)

buluruz. (4.2.6.3)’1i (4.2.6.6)’da yazarsak

(04) =00 2) £ 0 (0.2) 28k 0 1o x ) ()M (2)]
R (08) =00 4) 0ol 2) 2 b o0 1) 0 )M () -0 2]
olur. Dolayisiyla eger, M(l)zl\ﬂ( ) ise

P.(x,4)=c(x,2)8'(x,4)—¢€"(x,4)s(x, 1)
P,(xA)=C(x,4)s(x,4)—c(x,4)8(x,4)

olur. Dolayisiyla sabitlenmis her Xx i¢in B,(x,4) ve P,(x,4) tam
fonksiyonlardir. (4.2.6.7)’den P,(x,4) =1 ve P,(x,4) =0 oldugu agiktir. Sonug
olarak, her x ve 1 ic¢in @(x,4)=@(x,1) ve d(x,4)=Dd(x,A) olur. Buradan ise
q(x) = §(x) bulunur. o

4.3. BIR OZEL DURUM

Bu boliimde, Boliim 4.2 de ele alinan sinir deger probleminin bir 6zel durumu olan

-y +q(x)y=2°p(x)y, (4.3.1)
U(y)=ay(0)+4A°a,y(0)=0, (4.3.2)
V(y)=ByY(x)+ By (7)+ A By (7)+ B,y (7)]=0 (4.3.3)

problemi ele alinacaktir ve daha oOnceki boélimde elde edilen sonuglar ispatsiz

verilecektir Burada; A, spektral parametre; q(x)eL,(0,7), reel degerli bir
fonksiyon; a;, B; (i=14, j=14) reel sayilar ve p(X) 0<a #1 olmak iizere

1,0<x<a,

(9=

bi¢imindedir.

aaaSXSﬁ
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4.3.1. Ozel Coziimler
@(x,4) ve y(x,1) (4.3.1) denkleminin

qo(O,/1)=—/12a4, go'(O,/I):al, (4.3.1.1)

v(mA)==(B,+A*B,), w'(m.A)= B +A°p, (4.3.1.2)
kosullarin1 saglayan ¢oziimleri olsun.

Lemma 4.2.1.1. (4.3.1) denkleminin (4.3.1.1) kosullarini saglayan 6zel ¢6ziimii

X) ur(x)

S'Z’“ dt+ A%, | A(x.t)costdt,
0

)

P D) = o0 2) b | ALY

(4.3.1.3)
bicimindedir, burada A(x,t)=K(x,t)+K(x,—t) ve A(x,t)=K(x,~t)-K(xt)
cekirdekleri (4.1.1.8)-(4.1.1.12) 6zelliklerini gergekler.

4.3.2. (4.3.1)-(4.3.3) Sinir Deger Probleminin Operator Gosterimi

Iki bilesenli vektorlerden olusan H ,=L p(O,ﬂ)@ C? Hilbert uzayimdaki ic

carpimi

(F,G)::IFl(x)Gl(x)p(x)dx

i F,G, i F,G;

41 X2
seklinde tanimlayalim. Burada,
Fi(x) G, (x)
F=| F, |eH, G=| G, |eH, dur ve n=aoa,>0,
F3 GS

X, = BB, — BB >0 seklinde tanimlidir.

Tanim kiimesi
FeH, :F(x),F (x)e AC[0,x],IF eL,,(0,7)
F, =a,F (0),F, = BF.(7)+ B,F ()
olan A operatorii

IF,(x)
A= o, F, (0)
~(BF(7)+BF (7))

D(A) =
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L){_Fl” (x)+a(x)F(x)] dirve (43.0) - (433)

bigimindedir, burada IF, (X)=
icimindedir, burada IF, () o(x

simir deger problemi AY =A% ifadesine denktir. Aoperatdriinin A=A,

0zdegerlerine uygun 6zfonksiyonlari
P(X, ;)
O(x,4,)=0, = a,9'(0,4,) , (n=0,1,2,--)
Pup(m, 4,) + B9 (7, 4,)
bi¢imindedir.

(4.3.1) — (4.3.2) sinir deger probleminin normlastirict sayilar

Va :j 9" (X, 4,) p(x)dx+ (W’(j’ﬂn)) " (ﬂe,(o(”,ﬂn);ﬂm(ﬁ,gn)) biciminde

tanimlanmistir ve {/1n, ;/n} sayilar1 (4.2.1.1) — (4.2.1.3) simnir deger probleminin
spektral verileri olarak adlandirilir.
Teorem 4.3.2.1. Farkli Ozdegerlere karsilik gelen Ozfonksiyonlar diktir:
(©,®,)=0, n=m.
4.3.3. Spektral Verilerin Ozellikleri

(431) - (43.2) sinir deger probleminin Kkarakteristik fonksiyonunu
A(2)={p(x2).w (% 2))=0(xA)y' (X A)=¢ (X, )y (x,1) (4.3.3.1)
seklinde tanimlayalim. (4.3.3.1)’de x=0 ve x=rYyazarak ve (4.3.1.1), (4.3.1.2)

siir kosullarini géz 6niinde bulundurarak
A(2)=-U, () =U, (¢) (4.33.2)
elde ederiz.

(43.1.1) ve (43.1.2) kosullari ¢(x,4) ve w(x,A) fonksiyonlarinin;
sabitlenmis X ’ler i¢in, A’nin tam fonksiyonlar1 oldugunu gosterir. Buradan

A(2)’mn A ’mn bir tam fonksiyonu oldugu sonucu ¢ikar.
Teorem 4.3.3.1. Karakteristik fonksiyonun sayilabilir sayidaki {ln} stfirlarinin
kareleri, (4.3.1) — (4.3.2) siur deger probleminin 6zdegerleriyle ¢akisir, ayrica her

A, 6zdegeri igin
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v (x4 )=ke(x4,) (k, #0) (4.3.3.3)
esitligi saglanacak sekilde bir {k, } dizisi vardir, burada y (X, 4,) ve ¢(X,4,), 4,
0zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Lemma 4.3.3.1. Asagidaki bagint1 gerceklenir:

A(4,)=-22k,7,, (4.3.3.4)

burada k_ (4.3.3.3)’de tanimlanan dizi ve A(;t):(j%A(;t) dir.

A, #0,k, 20,7, #0 oldugundan Lemma 4.3.3.1’in asagidaki sonucunu
verebiliriz:

Sonu¢ 4.3.3.1. A(4) nin tiim sifirlart basittir.

4.3.4. (4.3.1) — (4.3.3) Simir Deger Probleminin Ozdegerlerinin ve Karakteristik

Fonksiyonunun Ozellikleri

1. q(x)=0iken (4.3.1) — (4.3.3) Smir Deger Probleminin Ozdegerlerinin

Asimptotik Davranist
Teorem 4.34.1. q(x)=0 iken (4.3.1) - (4.33) suur deger probleminin

Ozdegerleri asagidaki asimptotik bi¢cime sahiptir:
(28) =n+y(n), suply (n)|<-+e. (4.3.4.1)
Lemma 4.3.4.1. A, (1) fonksiyonunun A; kokleri ayriktir, yani

inf

n=k

A -A|=7>0 (4.3.4.2)

saglanir.

2. (4.3.1)-(4.3.2) Smir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Asimptotik Davranist

Teorem 4.3.4.2. (4.3.1) — (4.3.3) sir deger probleminin basit {/15}:;1 Szdegerleri

sayilabilirdir ve

A, =ﬂf+d—g+ﬂ, A>0
A, N

n

bi¢imindedir. Burada, /1: y A (/l)karakteristik fonksiyonun sifirlari;
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= ! o + ! a,cos Ay () +a,sinAu (7
d = = {j ){1 \/p(t)J( 1 €OS A0 () +a,sin A0 p ()t

4(A3) Ay (A7) |0y p(t
o A(7,0)+ oy A, " (7)) cos A u" () -, Az, " (7))sin Al ()
bigiminde siurli bir dizi ve {7} €1, dir.
4.3.5. Ayristm Formiilii
Bu boliimde, (4.3.1) — (4.3.3) siir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin

tamligin1 gosterecegiz ve daha sonra 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiiliinii elde

edecegiz.

1 [p(tA)w(xA), t<x
G(XM):_@{w(t%)w(x,i), t>x,

oldugunu kabul edelim ve

Y(X,/i)=]£G(x,t,ﬂ) f(t) p(t)dt - fy (x2) fp(x4)

| A4 AR
?ﬁ{w(x,wi 0(2) 1)t 0(x,2) [0 (1.2) (PO Ty (x,2)+ o (x.2)

(4.35.1)

fonksiyonunu ele alahm. G(x,t,4) fonksiyonuna, Béliim 4.3.2 de tanimlanan A
operatoriiniin -~ Green fonksiyonu denir. G(x,t,4), A operatoriiniin ters
operatdriiniin cekirdegidir, yani y(x, 1) fonksiyonu
—y"+q(x)y=22p(x)y+ f(x)p(x), U, (y)=1, U,(y)=f, smir deger
probleminin ¢dziimiidiir.

Teorem 4.25.1. (4.3.1)-(4.3.3) sinir deger probleminin

{CD(X, A )}nzo ozfonksiyonlart L, , [O, 72'] @ C? de bir tam sistem olusturur.

Teorem 4.3.5.2. Eger f(x)e D(A) ise,

o0

f(x)=> a,p(x4,) (4.35.2)

n=1
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aynigim formiilii gegerlidir, burada a, :ij.(o(t,ﬂn)f (t)p(t)dt dir ve seriler
7n

x €[0, 7] ye gore diizgiin yakmsaktir. f(x)eL, [0,7] i¢in seriler L, ,[0,7] de
yakinsaktir ve ﬂf (X)‘2 p(x)dx = i)/n |an|2 Parseval esitligi saglanir.
0 n=1

4.3.6 Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonu

C(X,/”L) ve S(X,/l) ile (4.3.1) denkleminin sirasiyla C(O,/I)zl, C'(O,l)zO,
S(O,i)zO, S'(O,/l)zl baslangig, q)(x,ﬂ,) ve ly(x,i) fonksiyonlar1 ile de
(4.3.1) denkleminin (4.3.2.1), (4.3.2.2) smir kosullarin1 saglayan ¢oziimlerini
gosterelim. Ayrica ®(x,4) (4.3.1) denkleminin U(®)=1 ve V(®)=0

kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. M (1) ::M ile isaret edelim. ®(x,4)

A(2)
ve M (/1) sirastyla (4.3.1) — (4.3.3) sinir deger probleminin Weyl ¢oziimii ve

Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir. Weyl fonksiyonu, (4.3.1) — (4.3.3) sinir

deger probleminin A, 6zdegerlerinde basit kutup noktalarmna sahip meromorfik
bir fonksiyondur. W (x):=(®(x,4),¢(x,4)) Wronskiyeni x e bagl degildir.
Burada x=0 alirsak, W(0)=®(0,1)¢'(0,4)-®'(0,4)p(0,4)=1 olur ve
boylece

W (x)=(®(x,4),0(x,4)) =1 (4.36.1)

yazabiliriz. (4.3.2.1), (4.3.2.2) kosullarin1 g6z 6niinde bulundurursak 4 # A, i¢in

v(x4)

D(X,A)=— 4.3.6.2
- ly=A%, O<x<rx
yazabiliriz. Son esitlikten A°(A =-i(0,1), L0:={ sinir

(%) (0.2) y(0)=0, V(y)=0
A°(4)

deger probleminin karakteristik fonksiyonu olmak iizere M (2,)=—

yazilabilir ve

®(x,2)=5(x,2)+M (2)p(x 2) (4.2.6.3)
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elde edilir.

Teorem 4.3.6.1. (4.3.1) — (4.3.3) smir deger problemi M (1) Weyl fonksiyonuyla

tek tiirlii belirlenebilir. (Eger, M (1) =M (1) ise g(x)=q(x) dir.)
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuglar

Tezde, sonlu aralikta Sturm-Liouville operatorii ile olusturulmus siireksiz katsayili

diferansiyel denklem ve spektral parametre igeren sinir kosullarindan meydana gelen

sinir deger problemlerinin diiz ve ters problemleri ele alinmistir. Bu sinir deger

problemleri i¢in,

1)

2)

3)

4)

5)

Sinir deger problemlerine uygun o6zel ¢oziimler tanimlanmis ve &zel
¢Oziimlerin bi¢cimleri elde edilmistir.

Simir deger problemlerine uygun olarak calisilan i¢ ¢arpim uzayinda
operatoriin  teorik  bicimi  goOsterilmis ve normlastirici  sayilar
tanimlanmistir. Daha sonra 6zfonksiyonlarin dik oldugunu gosteren
teoremler ispatlanmistir.

Sinir deger problemlerine uygun karakteristik fonksiyon tanimlanmig ve
karakteristik fonksiyon ile ele alinan sinir deger probleminin sifirlart
arasindaki iligki incelenmistir. Buna ek olarak, karakteristik fonksiyonun
tirevinin sifirdan farkli olarak bulunmasindan yola ¢ikilarak ele alinan
sinir deger probleminin 6zdegerlerinin basit oldugu gosterilmistir.

Sinir deger problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zellikleri incelenmis,
ele alman siir deger problemine uygun Green fonksiyonu tanimlanmais,
problemin 6zfonksiyonlarinin ¢alisilan i¢ carpim uzayinda tam bir sistem
olusturduklar1 gosterilmis ve 6zfonksiyonlara gore ayrigim formiilii elde
edilmistir.

Smir deger problemlerine uygun Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu
tanimlandiktan sonra, ele alinan sinir deger problemlerinin Weyl
fonksiyonuna ve spektral verilere goére tek tiirlii belirlenebilecegi

gosterilmistir.

5.2 Oneriler

Tezde incelenen sinir deger problemlerinin ters problemi degisik karakteristiklere

gore incelenerek literatiire katkida bulunulabilir.
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