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SIMGE ve KISALTMALAR
R Reel sayilar kiimesi
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A Reel parametre
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F(1) Karakteristik fonksiyon
w Wronskiyen
us(x,4) A ya gore tiirev
u'(x,4) X e gore tiirev

O Ispatin bittigini gosterir
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1. GIRIS

Dogadaki olaylar1 tasvir eden yasalarin hemen hepsi bir veya daha fazla
blytikligin diger bir takim biiyiikliiklere gore degisim hizlarini igerir. Bu degisim
hizlar1 matematik olarak tiirev islemi ile ifade edilir.

Bircok probleme adi diferansiyel denklem karsilik getirilerek ¢6ziim
arandig1 diferansiyel denklemler teorisinden bilinir. Bu problemlerde islemin
degisme hizi ancak degisme anindaki durumuna baglidir. Bundan dolay1 alinan
diferansiyel denklemin bilinmeyen fonksiyonun kendisi ve tiirevleri bagimsiz
degiskenin o andaki degerine baglidir. Fakat dyle fiziki problemler vardir ki islemin
degisme hiz1 islemin o andaki durumuyla degil de onun gegmisteki durumuyla
iliskilidir. Bu tiir zaman gecikmelerine dogadan verilebilecek en giizel 6rneklerden
biri ormanlik alanlarin agaglandirilmasidir. Bir agag¢ kesildikten sonra yerine dikilen
agacin olgunluga erismesi yirmi yil gibi bir siirede gerceklesmektedir. Benzer sekilde
hasta olan bir insana tedavisi i¢in verilen ilacin etkisini hemen gostermemesi de
zaman gecikmesi iceren olaylara 6rnek olarak gosterilebilir. Bu siireci inceleyen
herhangi bir matematiksel model, zaman gecikmesini i¢cermek zorundadir. Boyle
islemlere karsilik gelen diferansiyel denklemlere geciken argiimanli diferansiyel
denklemler denir.

Bilinmeyen fonksiyonu ve tiirevlerini bagimsiz degiskenin farkli degerlerinde
iceren denklemlere geciken argiimanli denklemler denir ve bu denklemler genel

olarak
F (1) (1) X (1) X (0, (1)), (1, (0) - X (1)),
x(h, (9),% (h, (1)), X™ (h, (1)) =0 (1.1)
bigiminde yazilir, burada t bagimsiz degisken, h, (t),---,h, (t) verilen fonksiyonlar,
x (h (1)) ise x(t) fonksiyonunun j— nci mertebeden tiirevinin z =h,(t)

noktasindaki degeridir.

Ozel olarak, h (t)=t—7;(t) ve 7;(t)>0 (i=12,---,n) oldugunda (1.1)

denklemi geciken arglimanli denkleme doniisiir ve 7, (t) ye arglimanin gecikmesi
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denir. 7, (t) bir sabite esit oldugunda bu denklem diferansiyel fark denklemine

dontistir.

(1.1) denklemi tiireve gore ¢oziilen oldugunda
™ (t) = £ (8, x(t), X (), X (1), x(t -7, (1)), X (t =7, (1)),
K (1= (1) X (17, (0), X (7, ()X (-7, (1)
(1.2)

biciminde denklem ele alinabilir.

Birinci mertebeden
X'(t)=f (t.x(t),x(t-7)), 7>0 (1.3)

denklemini g6z Oniine alalim, burada f , G — R bolgesinde tanimli fonksiyondur.

Bir (t,,T) araliginda tiirevlenebilir ¢(t) fonksiyonu igin
1) (to(t).o(t-7))eG, te(t,T)
2) ¢'(t)=f (to(t),0(t-7)), te(t,T)
kosullar1 saglanirsa, x = ¢(t) fonksiyonuna (1.3) denkleminin (t,,T) araligindaki
¢oziimii denir. Agiktir ki, t degiskeni (t,,T) (t, +7 <7 ) araliginda degistiginde,
t—7 argiimenti (t, —7,T —7) aralizinda degisir. Bu nedenle, (3) denkleminin (t,,T)
araliginda ¢dziimii olan x = ¢(t) fonksiyonunun da (t, —7,t,] yar1 araliginda tanimh
olmasi gerekir. Dolayisiyla, (1.3) denkleminin (t,,T) araliginda bir ¢6ziimiinii
bulmak i¢in (to - z',to] yart aralifinda ek kosul verilmesi gerekir.

(t, —7.t,] araliginda verilen ¢, (t) fonksiyonuna esit olan ve (t;,T )

araliginda (1.3) denklemini saglayan fonksiyonun bulunmasi problemine baslangi¢

deger problemi, t, noktasina baglangi¢ noktasi, (tO - r,to] yar1 araliina baglangig
kiimesi, @, (t) fonksiyonuna ise baglangi¢ fonksiyonu denir.

(1.2) denklemini goz dniine alalm ve E, ={z:z=t—7,(t)<t,,t; <t<T}

(i=12,---,n) olsun. Y E, kiimesine baslangi¢ kiimesi, bu kiimede taniml1 ve
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p = max{m,

; i
I<i<n

} mertebeden tiirevlenebilen ¢, (t) fonksiyonuna baslangig fonksiyonu

denir.

Ek olarak t =t, noktasinda
X(to) = XO’ X’(to) = Xi’ ] X(m(rl) (to) = Xmo—l (14)
kosullar1 verilsin. Baslangi¢ kiimesinde ¢, (t) fonksiyonuna esit olan, t, noktasinda

(1.4) kosullarini ve (t0 ,T) araliginda (1.2) denklemini saglayan fonksiyonun

bulunmasi problemine baslangi¢ deger problemi denir.
Ozel olarak, Y E, =< oldugunda, (1.2) denklemi i¢in baslangi¢ deger

problemi bu denklemin (1.4) kosullarini saglayan ¢oziimiinii bulmaktir.
(1.2) denklemine

1) m, > p oldugunda geciken argiimanli denklem,
2) m, = p oldugunda nétr tipli denklem,
3) m, < p oldugunda ise ilerleyen argimanli diferansiyel denklem denir.
Ormnegin, X'(t)=x(t-1) geciken argiimanli, x'(t)=x(t)—X'(t—1) notr tipli,
X'(t)=x"(t—1)+x(t) ilerleyen argiimanli denklemlerdir.
7(t)=7>0 oldugunda sabit gecikmesi olan
X'(t)+a(t)x(t)+b(t)x(t—7) = f (1), t>1, (1.5)
lineer denklemi igin
x(1) =gy (1), teE, =[t,—7,1,] (1.6)
kosulunu goz oniine alalim, burada 7 >0 sabit gecikmedir, ¢, (t) baslangig
fonksiyonu [t, —7,t,] araliginda, a(t),b(t), f (t) fonksiyonlari ise [t,,+o0)
araliginda siireklidir. Ozel olarak (1.5) denkleminde katsayilar reel sabitler ve
f (t)=0 oldugunda
L[x]=x'(t)+ax(t)+bx(t—7)=0 1.7
denklemine sabit katsayili geciken argtimanli lineer denklem denir. Bu denklemin

¢6ziimiinii €* bi¢iminde arayalim. Agiktir ki, h(1)=2+a-+be™* alirsak
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L[ e* |=h(t)e* olur. Buradan elde edilir ki, e* fonksiyonunun (1.7) nin goziimii

olmasi i¢in 4 nin
A+a+be” =0 (1.8)
denkleminin ¢6ziimii olmasi gerekli ve yeterlidir.

(1.8) e karakteristik denklem, h(4) fonksiyonuna ise karakteristik kuvazi

polinom denir. Karakteristik denklemin bir basit A kokiine (1.7) denkleminin e*
¢coziimii karsilik gelir ve farkli koklere uygun ¢oziimler lineer bagimsizdir. Ayrica,

karakteristik denklemin A =a+if (f # 0) kompleks kokiine (1.7) nin lineer

bagimsiz e cos At,e” sin At ¢oziimleri karsilik gelir. Ote yandan
h(2)=1-bre*, h®(2)=(~1) br'e™™ (k=2,3,---)

oldugundan (1.8) karakteristik denkleminin her bir kokii en fazla iki kez

tekrarlanabilir.

4, sayisi karakteristik denklemin 2 kez tekrarlanan kokii olsun, yani
h(4)=h'(4)=0 olsun. O halde, L[e%t] =L(4)e™ =0,
L [te%t] = [th (A)+h" (4 )] e =0 bagntilarindan, e*',te*" fonksiyonlarmin (1.7)
denkleminin lineer bagimsiz ¢éztimleri oldugu elde edilir.

h(4)=0, h'(4,)=0 esitliklerinden 4, 1 yok ettigimizde bre*™ =1

ar+l

bulunur. Bu ise, (1.8) denkleminin koklerinin bze*™ #1 oldugunda basit oldugunu

gosterir. Karakteristik denklem transandantal denklem oldugundan, kompleks
diizlemde sonsuz sayida kokii vardir. Bu nedenle, (1.7) denkleminin sonsuz sayida
lineer bagimsiz ¢oziimii vardir.

Aa, +ip, (k=12,---) sayilar karakteristik denklemin m, (m, <2) kath
kokii olsun. p, (t) ve g, (t) dereceleri (m, —1) den biiyiik olmayan keyfi

polinomlar olsun. O halde,
> e[ p,(t)cos Bt+q, (t)sin Bt ] (1.9)
k=1

serisi yakinsaktir ve tiirevlenebilir oldugu araliklarda (1.7) denkleminin ¢6ziimii olur.
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Ozel olarak, o, <0 (k =1,2,---) oldugunda bu seri (0,+o) araliginda
yakinsaktir ve terim terime tiirevlenebilir.
Varsayalm ki, p, (t),q(t) polinomlari dyle segilmistir ki, t € [t,—7,1,]
i¢in
2o (1) =D ™[ p, (t)cos B t+aq, (t)sin Bt ]
k=1

kosulu saglanir. O halde (1.9) serisi (1.7) denkleminin t [t ,—7,t,] i¢in X(t) =g, (1)
kosulunu saglayan ¢oziimii olur.
Tezde geciken argiimanli diferansiyel denklem igeren iki ayri sinir deger
problemi ele alinmustir.
1) u"(x) +a0Qu(x—A(X)) + AW(x)u(x) =0, x&[0,8,) (6, 8,) (6, 7]

u(0)cosa +u’(0)sina =0,

u(z)cos g +u’(x)sin g =0,

u(6,-0)=0u(s,+0),

u'(6,—-0)=6u’(5,+0),

u(s,-0)=46,u(s,+0),

u'(6,-0)=6,u'(5,+0).
Burada q(x), [0,51)u(51, 52)u(52,72'] araliginda reel degerli siirekli bir
fonksiyondur ve

q(5lio):xﬂglioq(x), q(5210)=xﬂgloq(x),
sonlu limitlerine sahiptir. Benzer sekilde, reel degerli A(x)>0 fonsksiyonu
[0,6,)U(6,,6,)U(6,, 7] araliinda siireklidir ve
A(dlio)zxﬂglnioA(x), A(52i°):XE§ILOA(X)’

saglanir. Ayrica eger x€[0,6,) ise Xx—A(x)>0, xe(6,,6,) ise x—A(X)>6, ve
xe(8, 7] ise x—=A(x)=6, dir. A reel bir parametre, &,,6,,a,3,6,,6, ler sifirdan
farkli reel keyfi reel sayilar, 0< &, <8, <7 ve W(X), W, W,,W, herhangi reel sayilar

olmak tlzere
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w, 0<x<4,
W(X)=SW,, & <X<3,,
W,, 0, < X<,

seklinde tanimlanmis bir agirlik fonksiyonudur.
Bu smir deger probleminin ¢o6ziimiine denk integral denklemler insa
edilmis, problemin 6zdeger 6zellikleri incelenmis ve 6zdegerler ve 6zfonksiyonlar

i¢in asimtotik formiiller elde edilmistir.

2) u"(t)+Au(t)+q(t)u(t-=A(t))=0
u(0)-hu’(0)=0
u(t—A(t))=u(0)g(t—-A(t)), (t-A(t)<0)

t
suplu (t) <o

siir kosullart ile olusturulan siir deger problemini ele alacagiz. Burada, g (t) ve

A (t) >0 fonksiyonlari [0, oo) da taniml1 ve siirekli fonksiyonlar, 4 (-0 <A <)
reel parametre ve ¢(t), E, ={t—A(t):t—A(t)<0,t >0} {0} baslangic kiimesinde
taniml1 ¢(0) =1 kosulunu saglayan baglangi¢ fonksiyonudur. Bu problemin de bazi

0zdeger ozellikleri incelenmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Ikinci mertebeden geciken argiimanli diferansiyel denklemler, literatiirde ilk
kez [11, 6, 7, 8, 18, 4, 15, 14, 5] ¢alismalarinda ele alinmistir. Geciken argiimanl
diferansiyel denklemler, etkenden belirli bir siire sonra ortaya cikan etkiye sahip
olaylar1 tarif etmek i¢in kullanilir ve bir¢ok uygulama alani mevcuttur. Biyoloji, tip,
kimya, fizik, matematik, miihendislik ve ekonomi gibi alanlar bunlardan bazilaridir.
Ozel olarak otomatik kontrol teorisinde, salmim sistemleri teorisinde, roket
motorlarinin yanmasiyla baglantili problem teorisinde geciken argiimanl diferansiyel
denklemlerden faydalanilir. Bu bi¢cimdeki problemlerin gesitli fiziksel uygulamalari
[15] te bulunabilir.

[15] te sonlu aralikta

X"(t) + Ax(t) + M (t)x (t—A(t)) =0
denklemi ve
x(0)cosa + x'(0)sina =0
X(7)cos B+ X'(z)sin =0
X(t—A(t)) = x(0)g(t—A(t)) t—A(t)<0
siir kosullart ile olusturulmus sinir deger problemi incelenmistir. Burada M (t) ve

A(t) >0 fonksiyonlari [0,7[] "de stirekli fonksiyonlardir. A bir reel parametredir. «

ve £ herhangi reel sayilardir ve ¢(t) siirekli baslangi¢ fonksiyonu ¢(0) =1 olmak

uzere
E, = {Xx—A(X)| x—A(x) <0, x>0}

baslangi¢ kiimesi lizerinde tanimli bir fonksiyondur.
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Tezde incelenen sonlu aralikta incelenen problem simir deger probleminin tanimli
oldugu aralikta siireksizliklere ve diferansiyel denklemde siireksiz katsayiya sahiptir.

Bu siireksizlikler siir deger probleminin ¢6ziimiine denk integral
denklemlerin yapisin1 ve boylelikle karakteristik denklemin de bigimini etkilemis
olur. Smir deger probleminin karakteristik denklemi ise Ozdegerlerin ve
ozfonksiyonlarin 6zelliklerini incelemede ¢ok biiyiik 6nem tasir. [20, 3, 19, 21]
caligmalarinda diferansiyel denklemde ve sinir veya gecis kosullarinda siireksizlik
bulunduran geciken argiimanl diferansiyel denklemlerin 6zdegerlerinin ve
Ozfonksiyonlarmin asimptotik bigimlerinin bu siireksizliklerden nasil etkilendigi
goriilebilir.

Geciken arglimanli diferansiyel denklem ile olusturulmus sinir deger
problemleri ile ilgili ¢alismalar sadece 6zdeger ve O6zfonksiyonlarin 6zelliklerini
incelemekle siirli degildir. Ornegin [16, 17] ¢aligmalarindan sonlu aralikta
gecikmeye sahip ters Sturm — Liouville problemi incelenmistir. [9, 10, 1, 12, 2, 13]

caligmalari ise siireksiz Sturm — Liouville operatorlerinin 6zelliklerini incelemistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Temel Baslangi¢ Deger Probleminin Formiilasyonu

Ikinci mertebeden geciken argiimanh diferansiyel denklemler
F (£ X (), XM (), X (= Ay (1)),00s X (E= AL (1)), X (E= A, (1)) = O
(3.1.1)
bicimindedir. i=1,...,n icin A;(t) >0 siirekli ve max,,., m =2 olarak tanimlanir.
x™(t—A,(t)) verildiginde x(z) fonksiyonunun z=t—A,(t) noktasindaki tiirevi
anlasilacaktir. A noktasini baglangi¢c noktasi olarak kabul edelim. Bu durumda her

A, (t) sapmasi A noktasini bulunduran bir E{’ baslangi¢c kiimesi tamimlar ve t> A

igin t—A;(t)<A dir. E, = JEY ve u=max,,m olsun. E, iizerinde u - kere
i=1

tiirevlenebilen bir ¢(t) baslangic fonksiyonu belirleyelim.
XD =g(A), j=0,..,u olsun. x=0 ise ek olarak x\ sayisim
belirleyelim. Eger A, E, kiimesinin ayrik bir noktasi ise X\ ve x\! keyfi segilir.
(3.1.1) denklemi igin baslangi¢ deger problemi [A, B), B <400 araliginda
X(A) =x©, x'(A)=xP,

xD(t-A,0) =Y (t-A 1), t-A@Q)<A (3.1.2)
kosullarini saglayan x(t) ¢oziimiinii belirleme problemidir.

Geciken argiimanli diferansiyel denklemlerin dogal bir siniflandirmasi G.A.

Kamenskii tarafindan yapilmistir. (3.1.1) denklemi X(mO)(t) icin ¢oziilecek olursa;

meD:fOJG)WWWDJG—Aﬁ»W”WmG—AG»_

(3.13)
XA, 1), X ™ (- A, (1)
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olur. 2 =m,—u olsun. 4 >0 i¢in denklem, geciken argiimanli diferansiyel

denklem; A =0igin nétral tipli denklem ve A <0 igin ileri tipli denklem olarak

isimlendirilir. (3.1.3) denkleminde 4 >0 ve f fonksiyonu tnin digindaki tiim

argiimentlere gore lineerse ikinci mertebeden geciken argiimanh diferansiyel

denklem elde ederiz.
X'(t) = i(ai (O)x(t—A, (0) +b )X (t - A (1)) +c(t) (3.1.4)

denkleminde x(t) =y, (t) ve Xx'(t) =y, (t)olsun. (3.1.4) denklemini birinci
mertebeden

()= 1,00
0 = (3 OW(E-4,0) +BOY, € -4, 1)+

sistemi ile degistirelim. Uygunluk agisindan daha genel

V0 =2 SOy (t-A,0)+6,0), k=12 (3..5)

j=1 i=0

sistemini ele alalim. (3.1.5) sistemi dagitilmis gecikmelerle birlikte
2 o0
Ye® =" |, wit=s)drit,s)+c (®), k=L2..,m (3.1.6)
j=1

sisteminin Ozel bir formudur.

Myskis (1951) I’jk (t,s) tizerinde bazi kisitlamalar yaparak (3.1.6) sisteminin

baslangi¢ deger probleminin ¢éziimleri i¢in varlik ve teklik teoremleri elde etmistir.

Hedefimize uygun olarak bu teoremleri (3.1.5) sisteminin
2
Yi () =D (Y, ) +a%k M)y t-A®))+c (), k=12 (3.1.7)
j=1

formuna uygun olarak yazmak yeterlidir.

10
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(3.1.7) esitliginin [A,B), B <+oo araliginda taniml

Yi (A) = y/(\k) = ¢k(A)a

(3.1.8)
Ye(t—AQ) =4 (t-A(t), t-A(t)<A

y, (t), v, (t) kosullarini saglayan ¢oziimlerini arastiracagiz. Burada k =1,2 olmak
tizere, ¢ (t) E, lzerinde taniml baglangi¢ fonksiyonu olsun a‘;l (t)=0
(j=1veya2)ise y\) (j=1veya2) sayisi keyfi olarak segilir; eger A noktasi E,
da ayrik bir nokta ise y$’ ve y'? sayilarinin her ikisi de keyfi olarak segilir.

(3.1.7) sistemi ile birlikte

(0 =i+ j,:{i (@@, ()+ah @)y, (r—A(r»)}dH

(3.1.9)
+[ ¢ (2)dr, k=12 A<t<B
integral denklemler sistemini ele alalim. (3.1.8) e esdeger olarak
Vit -A())=¢,(r - A7), 7-Ar)<A =12 (3.1.10)

olur. Bundan boyle alj‘O (1), a'j‘l(t), c (t) (J.k=12) fonksiyonlarinin ve A(t) >0
[A, B) tizerinde ve ¢, (t) (k =1,2) baslangic fonksiyonlariin E, {izerinde siirekli

olduklarini farz edecegiz.

Lemma 3.1.1 (3.1.7) sisteminin (3.1.8) kosullarini saglayan bir ¢6ziimii, (3.1.9)
integral denklemler sisteminin (3.1.10) kosulunu saglayan siirekli bir ¢6ziimiidiir.
Tersine (3.1.9) sisteminin (3.1.10) kosulunu saglayan siirekli bir ¢oziimii (3.1.7)

sisteminin (3.1.8) kosullarini saglayan bir ¢6ztiimiidiir.

Teorem 3.1.1 ¢ = maxsup|g, (t)| <o olsun. O halde (3.1.7) sisteminin [A, B)
Ea

1<k<2

araliginda (3.1.8) baslangic kosullarini saglayan tek bir ¢6ziimii vardir.

11
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Teorem 3.1.2 Baslangi¢ deger probleminin sonsuz sayida temel sistem ¢oziimii
vardir:
X"(t) + N(t)x(t) + M (t)x(t - A(t)) =0
X(A) =X,, X'(A+0) =X,
X(t—A(t)) = X0t — A1), (t-A(t) <A).
3.2 Sturm — Liouville Sinir Deger Problemi

3.2.1 Sonlu Aralikta Tanimli Bir Sinir Deger Probleminin Formiilasyonu

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim.

X"(t) + Ax(t) + M (t)x(t—A(t)) =0, (3.2.1.1)
x(0)cosa + X'(0)siner =0, (3.2.1.2)
x(7)cos B+ X'(z)sin f =0, (3.2.1.3)
X(t—=A(t)) = x(0)g(t —A(t)) ,t —A(t) < 0. (3.2.1.4)

Burada M (t) ve A(t)>0, [0,72'] araliginda siirekli fonksiyonlar, A reel parametre,
a ve p keyfireel sayilar, ¢(t), ¢(0) =1 olmak iizere
E, = {X—A(X)|x-A(X) <0, x>0}
baslangi¢ kiimesi iizerinde taniml1 siirekli baslangi¢ fonksiyonudur.
w(t, 1), (3.2.1.1) denkleminin (3.2.1.4) ve

(0, 4) =sin«, @'(0,1) =-cosa (3.2.1.5)
kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun. Teorem 3.1.1.1 e gore (3.2.1.4) — (3.2.1.5)
baslangi¢ kosullari [O, 72'] araliginda (3.2.1.1) denkleminin tek bir ¢6ziimiinii belirler.

(3.2.1.1) denkleminin (3.2.1.4) — (3.2.1.5) kosullarin1 saglayan

cOziimleri

12
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o(t, 1) = sin acos st — 2> % sin st — jM(r)Slns(t Do(r-A(r),7)dz (s°=4,1>0)

(3.2.1.6)
o(t,0) =sina —tcosa — J'M(r)sms(t D)o(r-A(7),0)dz

(3.2.1.7)

smhmt——jM(r)smhm(t Dao(r-A(7), A)dt ( F/1<o)
(3.2.1.8)

w(t,A) =sina coshmt —

bi¢imine sahiptir. Burada (3.2.1.4)’e gore
o(r—-A(7), l) =sinag(r —A(z)), 7—A(r) <0

saglanir.

(3.2.1.6) - (3.2.1.8) denklemleri M (t) ve A(t) >0 siirekli fonksiyonlarin tanimli
oldugu herhangi bir [O,B], (B <o) arahiginda (3.2.1.1), (3.2.1.4) - (3.2.1.5) sinir
deger problemine denktir.

Teorem 3.2.1.1 (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sinir deger problemi yalnizca basit 6zdegerlere
sahiptir.
3.2.2 Varlik Teoremi

Bolim 3.2.1 de tanimlanan w(t, A) fonksiyonunun (3.2.1.1)’in sol u¢ noktadaki
baslangi¢c kosulunu saglayan asikar olmayan bir ¢oziimiidir. (3.2.1.3)° de
(t, A) yerine yazarsak

F(1) =w(r,A)cos B+ @' (x,A)sin g (3.2.2.1)
karakteristik denklemini elde ederiz.

Teorem 3.2.1.1 den (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin

(3.2.2.1) denkleminin reel kokleriyle cakistigini sdyleyebiliriz.

13
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A, = max, ., Alt) ve M, :J-Oﬂ|M (r)|dr olsun. ¢(t) yi stirekli sekilde [—AO,O]
araligina genisletelim ve ¢, = max_, o |¢(t)| alalim.

Lemma 3.2.2.1 2>4M? olsun. O halde (3.1.1.6) esitligi ile verilen w(t, 1) ¢dziimii

icin agagidaki esitlik saglanir.

|oo(t, 2)| < max {Mi \/4Mj sin? o +cos” & [sin ¢0|} (-A, st<r) (3.2.2.2)

Teorem 3.2.2.1 (3.2.1.1) — (3.2.1.4) sinir deger probleminin sonsuz sayida pozitif
Ozdegeri vardir.
3.2.3 Ozdeger ve Ozfonksiyonlarin Asimtotik Ozellikleri

Asagidaki durumlari ele alalim:

1.sina=0, sing=0;
2. sina#0, sin f=0;
3.sina=0, sinf=0;
4. sina=0, sinf=0.
Yeterince biiyiik sdegerleri i¢in, 1 ve 2 durumunda, [—A, 7] araliginda
o(t, 1) =0(1) (3.2.3.1)

esitligi saglamir. 3 ve 4 durumlarinda ise @(t—A(t),1)=0, t—A(t)<0 iken,

(3.2.1.6) ve (3.2.2.2) esitliklerinden, [—Ao,ﬁ] araliginda
1
o(t, 1) :O(—j (3.2.3.2)
S

olur.

14
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Lemma 3.2.3.1. [-A,, 7] arahiginda 1 ve 2 durumlarinda
o (t,2)=0(1) (3.2.3.3)
saglanir.

Lemma 3.2.3.2 [-A,, 7] araliginda 3 ve 4 durumlarinda
w,(t,2)=0(1) (3.2.3.4)
Teorem 3.2.3.1 n bir dogal say1 olsun. Yeteri kadar biiylik her bir n i¢in, 1 ve 4

durumlarinda, (3.1.1.1) — (3.2.1.6) smir deger probleminin 6zdegerleri n* civarinda

ve 3 ve 4 durumlarinda ise (3.1.1.1) — (3.2.1.6) smir deger probleminin 6zdegerleri
1 2
[n + Ej civarinda yerlesmistir.

Lemma 3.2.3.3 M'(t) ve A"(t) tiirevleri var ve smirh olsun, ayrica A'<h<2

oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0 <t <7 i¢in

[M(r)coss(@r-A() = o(lj

S

ve
[ M(r)sins(2r - () = o(%)
olur.

3.3 [O, oo) Araliginda Tanimli Sinir Deger Probleminin Formiilasyonu

Yar1 eksende asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

X"(t) + Ax(t) + M (t)x (t—A(t)) =0 (3.3.1)

15
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x(0)cosa + x'(0)sina =0,
X(t—A(t)) = x(0)g(t —A(t)), t—A(t) <0, (3.3.2)
?up;|x(t)| <o,

Burada M (t) ve A(t)>0, yar1 eksende tanimli ve siirekli fonksiyonlar, A reel

parametre, o keyfi sabit ve ¢(0) =1 olmak tizere ¢(t)
E, ={X—A(X)|x—A(X) <0, x>0}

baslangi¢ kiimesi lizerinde tanimli siirekli baslangi¢ fonksiyonudur.

o(t, 1) (3.3.1), (3.3.2) probleminin asagidaki kosullar1 saglayan ¢6ziimleri olsun:

: (3.3.3)
W(t—A(t), 1) =sinag(t—A(t)), t—A(t) <0

(0,2) =sina, @/(0,4)=-cosa }
Teorem 3.3.1 (3.3.1), (3.3.2) sinir deger probleminin 6zdegerleri basittir.

Teorem 3.3.2 sup|@(t)| = ¢, < alalim ve (3.3.1) denkleminde

teEg
I:‘M (r)‘drz M_<oo

oldugunu kabul edelim. A nin tiim pozitif degerleri (3.3.1) - (3.3.2) sinir deger

probleminin 6zdegerleridir.

Lemma 3.3.2 (3.3.1) denkleminde M (t) ve A(t) >0, [A,oo)yarl ekseninde tanimli

ve surekli olsun ve

t-A(t)=A (t=A), (3.3.4)
[sAuwp)|M (t)] =M, <o (3.3.5)

ve u
uA > M, (3.3.6)

16
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saglanacak sekilde bir say1 olsun. (3.3.1) ve ¢oziimlerinin tiirevleri i¢in asagidaki

bagint1 saglanir:
X ()< Be“ ™, (i=01; A<t<w)
burada B; ‘ler sabittir.

Teorem 3.33 (3.2.1.2) ve (3.21.3) de sina=0 alalm ve (3.3.1.1) de

0<M(t)<M, <o (0<t<w),

[ (Mg=M(2))dr <o0 (3.3.7)
saglansin; ayrica, t >0 igin t—A(t) >0 olsun. Bunlara ek olarak, x>0, £>0, ve
K >0 sayilarimi

0 <A(t) < Ke ™" (0<t <o) (3.3.8)

esitsizligini saglayacak sekilde segelim. Bu durumda asagidaki esitsizligi saglayan

biitin 4 degerleri (3.3.1) — (3.3.2) sinir deger probleminin 6zdegerleridir:

uNA > M, (3.3.9)

17
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1 Sonlu Aralikta Geciken Argiimanlh Bir Sinir Deger Problemi
4.1.1 Probleme Giris

Asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

u"(x) +g(u(x—A(x)) + Aw(x)u(x) =0, x €[0,6,) (6, 8,) (S, 7]  (4.1.1.1)

u(0)cosa+'(0)sinar =0, (4.1.1.2)
u(x)cos B+u'(z)sin B =0, (4.1.1.3)
u(8,-0)=06u(s,+0), (4.1.1.4)
u'(8,-0)=6u'(8,+0), (4.1.15)
u(s,-0)=6,u(s, +0), (4.1.1.6)
u'(8,-0)=6,u’(s, +0). (4.1.1.7)

Burada q(x), [0,6,)w(6,,6,)U(8, 7] araliginda reel degerli siirekli bir
fonksiyondur ve

q(6,£0)= lim q(x),  a(5;+0)= lim q(x),
sonlu limitlerine sahiptir. Benzer sekilde, reel degerli A(x)>0 fonsksiyonu

[0,6,)U(6,,6,)U(6,, 7] araliinda siireklidir ve

A(5li0):xﬂér1nioA(x), A(52i0):xﬂg1ioA(x),
saglanir. Ayrica eger x€[0,6,) ise Xx—A(x)>0, xe(6,,6,) ise x—A(X)>6, ve
xe(8, 7] ise x—A(x)>6, dir. A reel bir parametre, &,,6,,a,3,6,,6, ler sifirdan

farkl reel keyfi reel sayilar, 0< 6, <8, <z ve W(X), W, W,, W, herhangi reel sayilar

olmak tzere
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w, 0<x<4,
W(X)=1W,, & <X<3,,
W,, 0, <X<,

seklinde tanimlanmis bir agirlik fonksiyonudur.

u,(x,1), (4.1.1.1) denkleminin [0,6,] araliginda
u,(0,2)=sina, u;(0,4)=—cosa (4.1.1.8)

baslangi¢ kosullari1 saglayan ¢o6zimi olsun. (4.1.1.8) kosullarn (4.1.1.1)

denkleminin [0,51] araliginda bir tek ¢6ziimii oldugunu gosterir (bknz. [15], sf.12).
U, (x,4) ¢dziimiinii tanimlamak bize (4.1.1.1) denkleminin [&,,6,] araligindaki
u,(x, 1) ¢oziimiinii tanimlama imkan1 sunar:

U,(6,4)=6"u(5,4), U, (8,4)=67"u'(5,1). (4.1.19)
(4.1.1.9) kosullari, (4.1.1.1) denkleminin [&,,5,] arahigindaki ¢dziimiinii tek tiirlii
tanimlar. Benzer sekilde, u,(X, 1) ¢6ziimii yardimiyla, (4.1.1.1) denkleminin [52,7r]
araligindaki ¢coziimii

Uy (6,,4)=6,"1,(5,,4), U (5,,4)=6,"u, (5,,4) (4.1.1.10)
seklinde tanimlidir. (4.1.1.10) kosullari, (4.1.1.1) denkleminin [52,7r] araligindaki
¢Oziimiinii tek tiirlii tanimlar.

Bu c¢oziimler yardimiyla, (4.1.1.1) denkleminin [O,5l)u(51,52)u(52,7r]

araligindaki ¢coziimii

u,(x,4), 0<x<4y,
U(X,A)=1u,(x,4), & <X<3,,
U, (X, A), 0, <X<7
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bigiminde tanimlanir. u(x,A) ¢dziimii (4.1.1.2) siur kosulunu ve (4.1.1.4)-(4.1.1.7)
gecis kosullarini saglar.
Lemma 4.1.1.1 u(x,A), (4.1.1.1) denkleminin bir ¢dziimii olsun. Ayrica s°:= 1 ve

A >0 alalim. O halde, asagidaki integral denklemler saglanir:

oS
sw,

u, (x,4)=sinacossmx — €3 gin S, X —ijoxsin S, (X —t)u, (t—A(t), A)dt,
1
(4.1.1.11)

U, (5, ' :
u,(x,4) =¥COSS@Z(X—51)+MSIn sw,(X—35,) -

1 1@,
—é;q(t)sinswz(x—t)uz (t-A®A)dt,  (41112)
Uy (X, A)= &j’l)cos sw, (x—51)+%2’)j)sin s, (X—6,)—
— L [q(t)sinse, (x—t)u, (t-A@), 2)dt. (41.1.13)

S, 5
Ispat: (4.1.1.11) i gostermek igin
u/(x, ) + Aalu, (X, 1) = —q(x)u, (X — A(X), A) (4.1.1.14)

denkleminin ¢6ziimiinii sabitlerin degisimi yontemini kullanarak bulalim. (4.1.1.14)

e uygun homojen denklem
u/(x,4)+Aeolu, (x,4)=0
ve bu denkleme karsilik gelen ¢oziim
u, (X, 4) = ¢, CoSS@, X + C, Sin S@, X (4.1.1.15)

olur.
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C, COSS@ X +C,SinsayX =0
—~Sm,C; SiN S, X + S C) C0s Sy X = —q (XU, (X~ A(X), 4)

denklem sisteminden

0 sin sw; X
, Fa()uy(x=A(x),2) swcosswx|  q(x)u, (x—A(x),4)sinswx
“= COS SW, X sin sw,x - SW,
—SW, COSSW,X  SW, COS SW, X
ve buradan
1 X
= t)si tu, (t—A(t),A)dt+¢C
C SWl‘([q( )sinswitu, (t—A(t), 2)dt+¢
ve
COS SW, X 0
;| swsin swix —q(x)u, (x=A(x), 1) _g(x)u, (x=A(x), 2)cos sw,x
€= COS SW, X sin sw,x 4 SW,
—SW, COSSW,X ~ SW, COS SW,X
ve buradan

X

1
=—— t tu, (t—A(t),A)dt+¢€
C, SWI!q( )cosswitu, (t—A(t), A)dt+¢,

bulunur. Bu degerleri (4.1.1.15) te yerine yazarsak

Uy (X, A)= L%Iq(t)sin switu, (t—A(t), 2)dt +61}cosswlx+
10

1 ¢ .
+|:_S_\N10 q(t)cos switu, (t—A(t),/I)dt+c2}sm SW,X

ve gerekli diizenlemeleri yaparsak

1 ¢ .
SW_[q(t)sm sw; (x—t)u, (t—A(t), 4)dt

10

u, (X, A) =€, cos sw,x+ €, Sin sw,x —

buluruz. Son ifadeden tiirev alirsak,
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Uy (X, 4) =—SwW,E, Sin sw,X + Sw,C, COS SW, X —Iq (t)cossw, (x—t)u, (t—A(t), 4)dt
0
elde ederiz. Burada (4.1.1.8) kosullarin1 g6z 6niinde bulundurursak

< < cosa
¢ =sing, ¢, =—
sw,

buluruz ve dolayisiyla (4.1.1.11) e ulasiriz.

Simdi (4.1.1.12) ile verilen u, (X, ﬂ) y1 bulalim. Bunun i¢in
uy(x, ) + AW2u, (X, 2) = —q(X)u, (X — A(X), 1)
denkleminin ¢dzliimiini sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak u, (x, ) ya

benzer sekilde

X

u, (X, 4) =€, cos sw,x +¢, sin swzx—ijq(t)sin sw, (x—t)u, (t—A(t), 4)dt
2.5

buluruz. Buradan tiirev alirsak,

U, (X, 1) =—sW,C, Sin SW,X + Sw,C, COs swzx—jq(t)sin sw, (X—t)u, (t—A(t),4)dt
5

ve (4.1.1.9) kosullarin1 g6z 6niinde bulundurursak

-1, !

€, COS SW, 3, + €, Sin sw, 6, =6, 'u, (6, 1)
—SW, €, Sin SW, 6, + SW,C, Sin sw, 8, = 67U, (5, 1)

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemini ¢ozerek

67'u, (8,4)  sinsw,g,

6,'u, (8,,4) sw,cossw,6,|  6'u, (8, A)sw, Cossw,d, — 6, 'y, (8, 2)sin sw,d,

COS SW, 0, sin sw, o,
—SW, COSSW,0;  SW, COS SW, 0,

1
SW,

ve
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cossw,8, 67U, (8, 4)

—sw, sinsw,5, 6, (6, 4)

67 (8, 2)cossW, 5, + 6, sw,u, (8, 4)sin sw, 5,

¢, = .
2 COS SW, 5, Sin sw,d,

—SW, COSSW, 5,  SW, COS SW, 0,

SA

buluruz. Bunlari u, (X, /”t) nin ifadesinde yerine yazarsak,

-1
u,(x,4)= S‘s’#w[swzu1 (6,,4)cossw,8, —u, (5, 4)sin swzﬁz}cos SW, X
2

-1
+%[Uf (8, 2)COSSW, 6, + Sw,u, (&, 4)sin swzcﬂsin SW, X
WZ

_%j‘q(t)sin sw, (x—t)u, (t—A(t), 2)dt

elde ederiz. Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak (4.1.1.12) ye ulasmis oluruz.

Son olarak u,(x,4) y1 bulmak i¢in
(%, 2) + AU (X, 2) = ~q () (X — A(X), 2)
denkleminin ¢6ziimiinii sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak u, (X,/”L) ya

benzer sekilde

Uy (X, 4) =€, cos sw,X +€, sin swsx—ijq(t)sin SW, (X —t)us (t—A(t), 4)dt

SW; 5,

buluruz. Buradan tiirev alirsak,

Uy (X, 1) = —SW,G; SN SW,X + SW,C, COS SW,X — j q(t)sinsw, (x—t)u, (t—A(t), 4)dt
5,

ve (4.1.1.10) kosullarin1 g6z 6niinde bulundurursak

{C’l COS SW, 3, +C, Sin sw,5, = 6,'u, (5,, 1)

—SW,C; SiN SW, 6, + SW,C, COS SW,6, = 6,°U, (5, 1)

denklem sistemini elde ederiz. Bu denklem sistemini ¢ozerek
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0,'u,(5,,4)  sinsw,d,

U, (5,,4)  SW, COS SW,6,
COS SW,0, sin sw;0,
—SW, COS SW,0,  SW, COS SW,0,

60, (8, ) SW, COS SW, 65, — 6, ', (8, A)sin sw,6,
- SW,

1

ve

COSSW,5,  6,'U,(5,,4)
—SW, sinsw,5, 6%, (5,,4)
COS SW,0, sin sw,0,
—SW, SIN SW,0,  SW, COS SW,0,

_6,'U, (8, A)COSSW,5, + 6, "sw,, (5, A )sin sw, 5,
SW,

C, =

buluruz. Bunlar u, (X, 4) nin ifadesinde yerine yazarsak,

-1

Uy (X, A) = :%[swsu2 (8,,1)C0SSW,6, — U, (S, 4)sin sw352Jcos SW, X
3

0—1
i

= [uz' (8,,2)COSSW,68, +Sw,u, (&,, A)sin sw352}sin SW,X
3

X

_ 14 q(t)sinsw, (x—t)u, (t-A(t),2)dt

elde ederiz. Burada gerekli diizenlemeleri yaparsak

ug(x,i)=@cossw3(x—52)+%sin SW, (X—36,)
2 372

1 % .
o t —t t—A(t),A)dt
o30S (-0 (1-4(9).2)

buluruz ve boylece (4.1.1.13) e ulasmis oluruz.
4.1.2 Siir Deger Probleminin Spektral Ozellikleri

Bu boéliimde, bolim 4.1.1 de tanimlanan smir deger probleminin spektral
ozellikleri incelenecektir. Asagidaki teorem (4.1.1.1)-(4.1.1.7) smir deger

probleminin 6zdegerlerinin basitligi ile ilgilidir. Teoremi vermeden Once, burada,
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Ozdegerlerin basitliginden, bir 6zdegere yalnizca bir 6zfonksiyon karsilik geleceginin
anlasilmasi gerektigini hatirlatmakta fayda vardir.
Teorem 4.2.1.1. (4.1.1.1) — (4.1.1.7) smur deger problemi yalnizca basit 6zdegerlere

sahiptir.

ispat: 1, (4.1.1.1) — (4.1.1.7)siur deger probleminin bir 8zdegeri ve

bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. O halde, (4.1.1.2) ve (4.1.1.8) den

@(0.2) sina

w3 (0,4).(0.4)]= - —(gbl(O,Z)COSa v, (o,i)sina) 0

@ (0,1) —cosa
olur, ve boylece [15] Teorem II.2.2°den @l(x,}:) ve ul(x,ﬂ:) fonksiyonlariin

[O, 51] de lineer bagimli oldugu sdylenebilir.
Benzer sekilde (4.1.1.9) kosullar kullanilarak
5 (0 4) U, (5, 4)
&, (6.4) v, (

ieY)
oy
N —

buluruz ve boylece @, (X,ﬂj) ve u, (X,ﬂ:) fonksiyonlarinin [51,52] de lineer bagiml

oldugunu soyleriz.
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Simdi @(X,):) ve us(x,i) fonksiyonlarmmn [8,,7] de lineer bagiml

oldugunu gosterelim. (4.1.1.10) kosullarini kullanarak,

2 (0 7) 5 o o 2)= 20 g 5,7y O
_ u2(52 /T) u, (52,i)_u2'(52 ﬂ:) u2(62 /{) =g

buluruz ve boylece ¢ X, A1) ve U.(x,1 fonksiyonlariin |9,, 7| de lineer bagiml
3 3 2

oldugunu gostermis oluruz.

O halde, K, =0 (i=1,2,3) igin
@ (% 2) =K, (x,4) (4.1.2.1)
yazabiliriz. Simdi K, =K, = K, oldugunu gosterelim. Bunun igin dnce K, # K,
oldugunu kabul edelim. (4.1.1.6) ve (4.1.2.1) den
#(8,-0,2)=0,(8,+0,1) = 3,(0,,4)~ 0,3, (5,, ) = Ky, (8, 2) = 0,K 35 (5, 4
K,0,4 (8, 2)~0,K 04 (3, 2) = 6, (K, = Ky)uy (5, 4) =0
buluruz. 6, (K, —K,)# 0 oldugundan
Uy (,,4)=0 (4.1.2.2)

bulunur. Benzer sekilde, (4.1.1.7) ve (4.1.2.1) kullanilarak

Uy (8,,4)=0 (4.1.2.3)
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elde ederiz. u3(x,i) nin (4.1.1.1) denkleminin [6,, 7] de (4.1.2.2) ve (4.1.2.3)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii oldugunu g6z 6niinde bulundurursak [52 , 72']
de 6zdes olarak u, (X, /i) =0 elde ederiz. Bu ise ¢eliskidir. O halde K, = K, olur.
K, # K, kabul ederek ve benzer islemleri tekrar ederek
u,(8,,2)=u,'(8,,2)=0
ve
ul(él,/f) —u, (51,2) =0
esitliklerinin saglandigini ve dolayisiyla [51, 52] de 6zdes olarak u, (X, A ) =0 ve

[0,6,] de 6zdes olarak u, (X, /T) =0 oldugunu sdyleyebiliriz. Dolayisiyla K, = K,
buluruz. Boylece (4.1.2.1) esitligi

gb(x,i): Ku(x,i)

halini alir. Bu ise (/N)(X,ﬂ.) ve u(x,/i) fonksiyonlarin lineer bagimli oldugunu

sOyler. Ayni Y3 0zdegerine lineer bagimli iki 6zfonksiyonun karsilik gelmesi ise bize

A 6zdegerinin basit oldugu sonucunu verir ve bu da ispat1 bitirir. O

4.1.3 Varlik Teoremi

Boliim 4.1.1.1 de tamimladigimiz u(x,4) fonksiyonu (4.1.1.1) denkleminin

(4.1.1.2) sinir ve (4.1.1.4)-(4.1.1.7) gecis kosullarini saglayan ¢oziimiidiir. u (X, /1) y1

(4.1.1.3) te yazarsak, karakteristik denklemi

F(A)=u(z, A)cosB+u'(x,A)sin B (4.1.3.1)
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bi¢iminde elde ederiz. Teorem 4.2.1.1 den (4.1.1.1)-(4.1.1.7) siir deger probleminin
0zdegerlerinin (4.1.3.1) denkleminin reel kokleriyle cakistigini soyleyebiliriz.
Simdi,
ol ) z
q, ::Hq(t)\dt, a, ::b“q(t)\dt, 9, ::éﬂq(t)\dt

0

oldugunu kabul ederek asagidaki lemmay1 ispatlayalim:

Lemma4.1.3.1.

(i) A >4q; olsun. O halde (4.1.1.11) ile verilen u, (X, 4) ¢dziimii i¢in

‘ul(x,}t)‘sqi\/4qfwf sin a +cos’ xe[0,6] (4.1.3.1)
1

olur.

(ii) 2>max{4qf,4q;} olsun. O halde (4.1.1.12) ile verilen u, (x, 1) ¢dziimi igin

‘uz(x,ﬂ,)‘g%\/mfwf sinfa+cos’a xe[8,5,] (4.1.3.2)
171

saglanir.
(iii) 4>max{4q;,4q;,4q;} olsun. O halde (4.1.1.13) ile verilen uy(x,4) ¢dziimii

i¢in

W+1

\/4q1 wsina+cos’a xe[d,,x]  (4.1.33)

olur.

Ispat: (i) B, = nEg?]|u1(x,ﬂ,)| olsun. (4.1.1.12) den

2
. COs“ & 1
B, <,[sina+——+—q,B,
‘W sw,
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bulunur. Burada s > 2q, alinirsa ve gerekli diizenlemeler yapilirsa (4.1.3.1) elde
edilir.

(ii) (4.1.3.1)’i gostermek igin (4.1.1.11) in X e gore tiirevini alalim:
u; (X, ) =—sw, sin asin swlx—COSacosswl—Iq(t)cosswl(x—t)ul(t—A(t),ﬂ,)dt.
0

(4.1.3.4)

(4.1.3.1) ve (4.1.3.4) den |s|> 20, i¢in

uy (x,4)
SW,

1

<1 J4g, W sin? @ + cos? & (4.1.3.5)
Wy

elde ederiz. B,, = max |u,(x,4)| olsun. O halde, (4.1.1.12), (4.1.3.1) ve (4.1.3.5)

Xe[é‘l,é'z]
den |S| >2q,ve |S| > 20, i¢in (4.1.3.2) nin dogrulugu goériilmiis olur.

(iii) Once (4.1.1.12) nin X e gore tiirevini alalim:

u, (x,4)= —Seﬂul(él,i)sin SW, (x—5l)+mcossw2 (x=6,)
[a(t)cossw, (x—t)u, (t-a ()t (4.13.6)

4

(4.1.3.1) ve (4.1.3.6) dan |s| > 2q, ve |s|> 2q, icin

uj (, /1)‘
sW.

2

<4 \/4qfwf sin” a +cos’ « (4.1.3.7)
q101
bulunur. B,, = n[Wbax]|u2(X,ﬂ)| oldugunu kabul edersek (4.1.1.13), (4.1.3.1) ve

(4.1.3.7) den |s| > 2q;, |s| > 20, ve |s|>2q,igin (4.1.3.3) elde edilir. Bdylece ispat

biter. o
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Teorem 4.1.3.1. (4.1.1.1) — (4.1.1.7) siur deger problemi sonsuz Sayida pozitif
0zdegere sahiptir.
Ispat: Ozdegerlerin sonsuz sayida oldugunu gostermek igin (4.1.3.1) ile verilen

karakteristik denklemi g6z oniinde bulunduracagiz ve
Uy (7, A)cos B+u, (z,4)sin =0 (4.1.3.8)

denklemini ele alacagiz. (4.1.1.13) ile verilen u,(x,4) nin X e gore tiirevini alirsak

U, (6,,4) uj (8,,4)

sinsw, (X—36, )+
2 2

us (X, A)=—sw, COSSW, (X —5,)

—.X[ q(t)sinsw, (x—t)u, (t—A(t),2)dt

)

elde ederiz. Bu ifade ve (4.1.1.13), (4.1.3.8) de yerine yazilirsa

U, (5,,4) u, (6,,4) .
cos B4 22 "Lcossw, (7 -0, )+ ——2"Lsinsw, (7 -3, ) -
{ 6, »(7-4) SW,0, (7-5,)

S q(t)sinsw, (7 -t)u, (t—A(t),i)dt}+

sin ﬁ{—sws%z’/l)sin SW3(7Z—52)+WCOS sw, (7—8,)-

2 2

_if q(t)sinsw, (7 —t)u, (t —A(t),;t)dt} -0

bulunur. Burada (4.1.1.12), (4.1.3.6), (4.1.1.11) ve (4.1.3.4) ifadeleri géz 6niine

alinirsa,

cosﬂ{[ 9?9 [sin o COS SW, 5, _ OS2, SW,0, —
S
172

1
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3
_s% q(t)sinsw, (& —t)u, (t —A(t),i)dtjcos W, (8, —6,)+
10
+ 591;2W2 (—sw; sin & sin sw, &, —COs & COS SW, 5, —

_iq(t)cosswl(f% ~t)y, (t—A(t),/l)Jsin sw, (5, -6, )~

0y

.0, JQ(t)sin sw, (&, —t)u, (t—A(t),/l)dt}cossws(ﬂ_gzp

1 SW, |[ . cosa .
——= || sina Cos sw,0, — sinsw, o, —
SAZA 6 sw,

__Elq(t)cosswl(@ ~t)y, (t—A(t),i)dtJSin sw, (8, —6,)+

1
sw,6,6,

+

(—sw; sin asin sw, &, —COs & COS SW, 5, —

—Iq(t)cos sw; (3, —t)u, (t —A(t),l)jcos sw, (8, =6, ) -

6,

_SW]?:Hz JQ(t)COSSWZ(éz_t)UZ (t—A(t),/l)}sin sw, (7 -6,)-
_iﬁq(t)SinSW3(7T—t)U3(t—A(t),;L)dt}+

+sin ﬁ{[— ;IN;; (sin a COS SW,0; — C::vf sin sw,o0, —
14
—SWJ'q(t)sin sw1(5l—t)ul(t—A(t),&)dt}cosswz(52 -3,)-
10
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SW,
s6,6,w,

(—sw; sin asin sw,8, —CoS &2 COS SW, 5, —

—Tq(t)cos sw, (8, —t)u, (t —A(t),/l)dtJSin W, (8, —8;) +

)
S:VVZVEZ _a[Q(t)Sln SW, (52 _t)uz (t—A(t),ﬂ,)dt]SIH SW3(71'—§2)+
51
{_ SW, (sinacos SW,6; — C;J:va sin sw, 0, —S%fq(t)sin sw, (8, —t)u, (t-A(t), 2)dt
172 A X

. " 2 .
-Sin sw, (&8, — &, ) +——(—sw; sin & sin sw,8, —cos a oS SW, 5, —
271

_Tq(t)cos sw, (5, =5, )y, (t —A(t),/i)dthossw2 (6,-6,)-

—%Tq(t)COSSWZ(@ ~t)u, (t—A(t),l)dt}cossm(n—az)_

25
—J.q(t)sin sws(ﬂ—t)us(t—A(t),/i)dt}:O (4.1.3.9)
5
bulunur. s in yeterince biiyiik oldugunu kabul edip (4.1.3.1), (4.1.3.2) ve (4.1.3.3)
ifadeleri (4.1.3.9) da g6z Oniine alinirsa

ssinsz+0(1)=0 (4.1.3.10)

elde edilir. Yeterince biiyiik S ler icin (4.1.3.10) un sonsuz sayida koke sahip oldugu
aciktir. Boylece ispat biter. o
4.1.4. Ozdeger ve Ozfonksiyonlar icin Asimtotik Formiiller

Bu bolimde o6zdegerlerin ve oOzfonksiyonlarin asimtotik &zelliklerini
inceleyecegiz ve boliim boyunca A y1 yeterince biiyiik kabul edecegiz..

(4.1.1.11) ve (4.1.3.1) den
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u(x,2)=0(1), xe[0,5,], (4.1.4.1)
(4.1.1.12) ve (4.1.3.2) den

u,(x,4)=0(1), xe[6,,5,], (4.1.4.2)
ve (4.1.1.13) ve (4.1.3.3) den

Uy(X,2)=0(1), x€[6,, 7] (4.1.4.3)
elde ederiz. |4 <o igin u;, (X,4) (0<Xx<4,), Uy, (x,1) (6, £X<3,) ve uy, (x,4)
(8, < X < ) tiirevlerinin varlig [15] Teorem 1.4.1 den sdylenebilir.

Lemma 4.1.4.1 Asagidaki esitlikler saglanir:

U (x,4)=0(1), x[0,5,], (4.1.4.4)
Uy (X,4)=0(1), xe[6,,6,], (4.1.4.5)
U, (X,4)=0(1), x&[5,,7]. (4.1.4.6)

Ispat : (4.1.4.4) ii gostermek icin (4.1.1.11) den S e gore tiirev alirsak

o cosa
Uz (X, 4) = —w,xsin asin sw,x —

X COS SW, X +

X

+ w152 Iq(t)sin sw; (x—t)u, (t—A(t), 1) dt—

_jq(t)cosswl(x—t)u1 (t—A(t),/I)dt—i X q(t)sinsw, (x—th, (t—A(t))dt

buluruz. Bu ifadeyi

X

u, (x,2) = = [a(t)sinsw (x-th, (t-A())dt+K, (x.2), (K, (x2)] <K, K =sbt.)

SWi o

(4.1.4.7)

seklinde yazabiliriz.
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C, = max ulsr(x,l)‘ olsun. C in varligs, u, (x,A) tiirevinin x €[0,6,] i¢in

0.,]

stirekliliginden sOylenebilir. O halde, (4.1.4.7) den
c.<lgc, +KY
1s = gql 15 T Ko

yazabiliriz. s> 2q, i¢in bu ifade bize C < 2Ké1) esitsizligini veriri ki bu ise (4.1.4.4)

in dogrulugunu gosterir.

(4.1.4.5) i gostermek i¢in (4.1.1.12) den S e gore tiirev alalim:

Ups (X, 4) :Mul(@,z)sin SW, (x—5l)+%ul' (6,,2)cossw, (x—&,)
1 1
= S:NZ iq(t)sin sw, (X—t)u, (t—A(t),2)dt -
_%J‘q(t)(x—t)cossw2 (x—t)u, (t—A(t),ﬁ)dt—S%jq(t)sin sw, (X—t)u,, (t—A(t),4)dt.
5 25
Bu ifadeyi

X

ug (x,2) = -i [a()sinsw, (x—th,,' (t-A(1))dt+K, (x,4), (K, (x4)| <K, K =sbt.)
2.5

(4.1.4.8)

seklinde yazabiliriz.

C,, = max

s = fmax UZS'(X,/l)‘ olsun. C,, in varlif, U, (X,A4) tiirevinin X €[6},6,]

i¢in siirekliliginden séylenebilir. O halde, (4.1.4.8) den

CZs < 1qZCZS + K(()Z)
S

yazabiliriz. $>2q, i¢in bu ifade C, <2K{® halini alir ve bu (4.1.4.5) in

dogrulugunu gosterir.
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Son olarak, (4.1.4.6) nin dogrulugunu gdstermek igin U, (X,4) tiirevini

hesaplayalim:
ugs(x,i):wuz(@,ﬂ)sin sw3(x—52)+(xs_—:2)u2'(52,A)cossw3(x—§2)
2 2
+ si/v3 (;[q(t)sin sw, (X—t)u (t=A(t), 2)dt—
_%J‘q(t)(x—t)cossw3(x—t)u3 (t—A(t),}L)dt—S%_[q(t)sin sw, (X—t)uy, (t—A(t), 2)dt.
23 35,
Buradan

X

u, (%, 2) =—S%jq(t)sin sws (X—t)g, (t=A(1))dt+Kq (x,4), (|Ks(xA) <K, KE =sbt.)
35,

(4.1.4.9)

seklinde yazabiliriz.

C,, =max
[62.7]

Usq (X, /1)‘ olsun. C,, in varligy, U, (X,A) tirevinin X €[J,, 7]
icin siirekliliginden sdylenebilir. O halde, (4.1.4.9) dan
Cye < %qscas +K

yazabiliriz. $>2q, i¢in bu ifade C, <2K{® halini alir ve bu (4.1.4.6) mn
dogrulugunu gosterir. Boylece ispat biter. o

Teorem 4.1.4.1: n bir dogal say1 olsun. Yeterince biiyik n ler i¢in (4.1.1.1) —
(4.1.1.7) sinir deger probleminin n” civarinda yalmzca bir 6zdegeri vardir.

ispat. (4.1.3.10) da O(l) ile gosterdigimiz ifadeyi ele alacagiz. (4.1.4.1)-(4.1.4.6)
formiillerini gdz dniinde bulundurursak, O(1) li bu ifadenin yeterince biiyiik s ler

igin S e gore sinirl tiirevinin oldugunu sdyleyebiliriz.
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Yeterince biiylik n ler i¢in, n civarinda, (4.1.3.10) un yalnizca bir kokii

oldugunu  gosterecegiz.  @(s)=ssinsz+O(1) fonksiyonunu ele alalim.
¢'(s)=sinsz+szcossz+0(1) fonksiyonu yeterince biiyiik n ler i¢in, n e yakin

S degerlerinde sifir olmaz. Dolayisiyla, Rolle Teoreminden, (p(s) =ssin S7r+O(1)
fonksiyonunun yeterince biiyiik n ler i¢in n civarinda tek bir kokii oldugunu
sOyleyebiliriz. Boylece ispat biter. o

N i yeterince biiyiik alalim. Bundan sonra A4, =s? ile (4.1.1.1)-(4.1.1.7) sinr

deger probleminin n’ civarinda yerlesen 6zdegerlerini gdsterecegiz. S, =N+4,

alalim. (4.1.3.10) dan o, = O[lj bulunur. Boylece

n
1
s, =n +o(—) (4.1.4.10)
n
ve
2, =n?+0(1) (4.1.4.11)

elde edilir. (4.1.4.10) formili (4.1.1.1)-(4.1.1.7) smir deger probleminin
ozfonksiyonlar1 i¢in asimtotik ifadeler elde etmemize olanak saglar. (4.1.1.11),

(4.1.3.4) ve (4.1.4.1) den

u, (x,4)=sinacos swlx+0(£j, (4.1.4.12)
S
U, (x,4)=—sw,sinasinswx+0(1) (4.1.4.13)
olur.
(4.1.1.12), (4.1.3.5) ve (4.1.4.2) den
u,(x,4)= SIno{cosswzx+0(1j (4.1.4.14)
S
1
elde edilir.

(4.1.1.13), (4.1.3.7), (4.1.4.3) ve (4.1.4.14) den

sin

Uy (X, 4) = e cosswsx+0(1] (4.1.4.15)

0, S
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bulunur.
(4.1.4.10) u (4.1.4.12), (4.1.4.14) ve (4.1.4.15) te yazarsak

U, =U; (X, 4,)=sinacos nw1x+0(1),

n
sina 1
Uy, =U, (X, 4,) = cosnw2x+0(ﬁj,
1
sina 1
Uy, =Uy (X, 4,) = cos nw3x+0(—j
n
1¥2

buluruz. Dolayisiyla u, (X) Ozfonksiyonlar1 agagidaki asimtotik formiillere sahiptir:

sin acosnw1x+0(%j, xe[0,4,),

u, (x)= b cosnw2x+0(1j, xe(8,,6,),
6, n

sina

cosnw3x+0(%j, xe(8,,7].

172

4.2. Yar1 Eksende Taniml ve Diferansiyel Denklemde Geciken Argiiman Iceren

Sinir Deger Problemi

4.2.1 Probleme Giris
Bu boliimde
u"(t)+Au(t)+q(t)u(t-A(t))=0 (4.2.1.1)
denklemi ve
u(0)-hu’(0)=0
u(t—A(t))=u(0)g(t—-A(t)), (t-A(t)<0) (4.2.1.2)
[soup;‘u(t)‘ <o

sinir kosullari ile olusturulan sinir deger problemini ele alacagiz. Burada, q (t) ve

A (t) >0 fonksiyonlar1 [0, oo) da tanimli ve siirekli fonksiyonlar, 4 (—c0 <A <)
reel parametre ve ¢(t), E, ={t—A(t):t—A(t)<0,t >0} {0} baslangic kiimesinde
tanimli ¢(0) =1 kosulunu saglayan baslangi¢ fonksiyonudur.

w(t, 1), (4.2.1.1) denkleminin
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w(0,1)=1, w'(0,4)=-h
w(t-A(t),A)=g(t-A(t)) (t-A(t)<0) (4.2.1.3)
kosullarini saglayan ¢oziimii olsun. [15] Teorem 1.2.1 den [0,) yar1 ekseninde

(4.2.1.1) denkleminin tek bir ¢oziimiiniin oldugunu soyleyebiliriz. [15] de sayfa 75
deki Uyaridan ise (4.2.1.1) denkleminin (4.2.1.3) baslangi¢ kosullariyla birlikte, A

nin her degeri i¢in

w(t,/l)zcosst—gsin st—%j'q(t)sin(x—t)w(t—A(t),ﬂ,)dt, (s :\/I,i>0),

(4.2.1.4)

t

w(t,0)=1-h—[q(t)(x—t)w(t-A(t),0)dt,

w(t, 2) = coshmt —%sinh mt—%jq(t)sinh m(x—t)w(t—A(t),ﬂ)dt, (m =J-1,1< 0),

integral denklemlerine denk oldugu sdylenebilir.
Teorem 4.2.1.1. (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir deger problemi sadece basit 6zdegerlere
sahiptir.

Ispat: A, (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve l](t,/i) bu
Ozdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. (4.1.2.2) ve (4.2.1.3) ten
a(0,4) 1
a'(0,2) -h
=—(a'(0,4)~ha(0,))=0
olur. Dolayisiyla, [15] Teorem I1.2.2 den l](t,/i) ve W(t,/rt) fonksiyonlar1 [0,00) da

lineer bagimli olur. Buradan, W(t, ﬂ:) nin (4.2.1.1), (4.2.1.2) sir deger probleminin

bir 6zfonksiyonu oldugu ve bu siir deger probleminin 4 ya karsilik gelen tiim
ozfonksiyonlarimin lineer bagimli oldugunu soyleyebiliriz. Bdylece ispat biter. o
Burada, bir sinir deger probleminin 6zdegerinin katliligindan, o 6zdegere

karsilik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlarin sayisi anlagilmaktadir.
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4.2.2 Varlik Teoremleri
Teorem 4.2.2.1.

sup|@(t)| =, <o (4.2.2.1)

tek,

olsun ve (4.2.1.1) denkleminde

o0

fla(®)]dt=q, <= (4.22.2)

0
alalim. Bu durumda, 4 parametresinin tiim pozitif degerleri (4.2.1.1), (4.2.1.2) sinir
deger porbleminin 6zdegerleridir.

Ispat: (4.2.1.4) den eger A >0 ise

w(t,A)=R,sin(st —z//l)—%]x‘q(t)sin s(x—t)w(t—-A(t),A)dt  (4.2.2.3)

0

h? r . h .
dur, burada R, =,/1+—, cosy, =—, siny, =—— (0<y, <2z ) dir.
1 \/ 7 W, R Vi="R (0<y, )

A

e(0,0) ve N, (t,)= Ot ‘W t, A ‘ alalim. N, (t,)> N, (t) (t, >t) oldugu

aciktir ve (4.2.2.3), (4.2.1.3), (4.2.2.1) ve (4.2.2.2) den asagidaki esitsizliklerden biri

saglanir:
1to
N, (t,)<R, +gﬂq(t)\ N, (t)dt (4.2.2.4)
0

veya

)
N, () <R+ fla(]de <R, + £
0

[15] Lemma I1.3.5 yardimiyla (4.2.2.4) ten

)
N, (t)<R, exp%_ﬂq(t)‘dt <R,
0

ve s>0 igin N, (t, )<max{R expi’ R, +¢0q }<oo elde edilir. Elde edilen bu

smirin herhangi A4 >0 igin gegerli olmasi ve t; dan bagimsiz olmasi teoremi ispatlar.

O
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5.SONUCLAR ve ONERILER

5.1 Sonuglar

Tezde iki adet sinir deger problemi ele alindi. Bunlardan ilki, sonlu aralikta,
denklemde ve tanimli oldugu aralikta siireksizlik i¢eren bir diferansiyel denklemden
ve smir kosullarindan olusturulmus smir deger problemidir. Bu siir deger
probleminin ¢6ziimiine denk intergral denklemler elde edilmis, problemin 6zdeger
ozellikleri incelenmis, daha sonra problemin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin
asimtotik formiilleri elde edilmistir.

Tezde ele alinan ikinci sinir deger problemi yar1 eksende tanimlanmistir. Bu
sinir deger probleminin de ¢ézlimiine denk integral gosterimi verilmis, daha sonra bir

kisim 6zdeger ozellikleri incelenmistir.
5.2 Oneriler
Degisik smir deger kosullariyla iiretilen ikinci mertebeden siireksiz katsayili sinir

deger problemlerinin yukaridaki &zellikleri incelenerek literatiire katkida

bulunulabilir.
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