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OZET
BAZI DIFERANSIYEL OPERATORLERIN KOK FONKSIYONLAR SISTEMLERI UZERE
AYRISIMLARIN DUZGUN YAKINSAKLIGI UZERINE
Bu tez ¢alismasinda, A spektral parametresini sirasiyla lineer ve rasyonel bicimde sinir

kosullarinin birinde iceren asagidaki sinir deger problemleri ele alinmistir:

q(x) e C[0,1] reel degerli bir fonksiyon, a ve b reel sabitler ve a<0 olmak iizere

-y"+q(x)y=2y, 0<x<1,
y(0)cos g =y'(0)sinB, 0<pB<z; y'(1)=(ar+h)y(1),

q(x)eC[0,1] reel degerli bir fonksiyon, tim katsayilar reel ve a>0, b >0 (kzl,_n),
N b
Kk

k=17t Ck

€, <C,<..<Cy, N20 i¢in h(2)=al+b- olmak iizere

—y"+q(x)y=4y, 0<x<1,
y(0)cos B =y'(0)sinB, 0< pB<r; ﬁzﬁ(ﬂ).

y(1)
Yukarida bahsedilen sinir deger problemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin
kesinlestirilmis asimptotik formiilleri elde edilmistir. Daha sonra, secilmis kok fonksiyonlar
sistemi (ikinci problemde yalnizca 6zfonksiyonlardan olusur) tizere siirekli fonksiyonlarin

Fourier seri ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel Operator, Ozdeger, Ozfonksiyon, Ek Fonksiyon, Kok
Fonksiyonlar Sistemi, Spektral Ayrisimlarin Diizgiin Yakinsakligi.

Danisman: Prof. Dr. Hanlar RESiDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.
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ABSTRACT
ON THE UNIFORM CONVERGENCE OF THE EXPANSIONS IN TERMS OF ROOT FUNCTIONS
OF SOME DIFFERENTIAL OPERATORS

In this thesis, the following boundary value problems which is respectively included A
spectral parameter depending on linearly and rationally in one boundary condition are
considered:

—-y"+q(x)y=A1y, 0<x<1,
y(0)cos B=y'(0)sin B, 0<B<xz; y'(1)=(ai+b)y(1)

where q(x)eC[0,1] is real valued function, a and b are real constantand a<0;

—-y"+q(x)y=4y, 0<x<1,
y(0)cos #=y'(0)sin B, 0< B<r; #:ﬁ(i)

N
where ¢(x)eC[0,1] is real valued function, h(1)=al+b- b, with the real coefficients
k=17t Ck

and a>0, b, >0 (kzl,_n), €, <C,<..<Cy, N>0.

The sharpened asymptotic formulae for eigenvalues and eigenfunctions of the above-
mentioned boundary value problems are obtained. Then, the conditions of the uniform
convergence of Fourier series expansions for the continuous functions in terms of selected root
functions, only in terms of eigenfunctions in second problem, are investigated.

Keywords: Differential Operator, Eigenvalues, Eigenfunction, Associated Functions, Root
Functions System, Uniform Convergence of Spectral Expansions.

Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESiDOGLU, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Dalga ve diflizyon olaylarinin zamana bagli olmayan (elektrostatik, magnetostatik)
streclerinin, matematiksel fizik (hiperbolik, parabolik, eliptik tip) denklemleri ile ifade edildigi
bilinmektedir. Bu denklemler, problemin kendi dogasina iliskin baslangic ve sinir deger
kosullariyla incelenir.

Lineer kismi diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemlerinin ¢6zlimlerinin
bulunmasi i¢in farkli yontemler uygulanir ki, bunlardan en 6nemlisi degiskenlerin ayrilmasi veya
Fourier metodudur. Bu yontemin 0zelligi, problemin ¢6ziimiiniin agik bicimde ifade
edilmesindedir. Bundan dolayi, ¢ok kullanish bir yontem olarak bilinmektedir.

X ve y degiskenlerine bagh U (x,y) fonksiyonu

U (% y)=X(x)Y(y)
biciminde gosterilirse, bu fonksiyon degiskenlerine ayrilabilirdir denir. Fourier metodu, sinir

deger problemlerinin ¢éziimiinii u(x,t)= X (x)T (t) bigiminde degiskenlere ayirma olayidir. Bu
sekilde degiskenlere ayirarak X (x) ve T (t)fonksiyonlar: i¢in adi diferansiyel denklemler ve

bunlar icin 6zdeger problemleri elde edilir. Sinir deger kosullarini saglatarak, bir fonksiyonun
ozfonksiyonlara gore Fourier serisine ayrisimi problemi ile karsilasilir. Sonug olarak, bu ayrisim
probleminde iki temel sorun ortaya ¢ikmaktadir:

i) Hangi sartlar altinda verilen bir f(x) fonksiyonunun ele alinan smir deger

probleminin kok fonksiyonlar sistemi tlizere seri acilimi yapilabilir?
ii) Kok fonksiyonlar sistemi iizere yapilan bu seri acilimi1 hangi sartlar altinda diizgiin

yakinsaktir?
Bir ucu bagh birkag X=X (izl,_n) noktalarinda yuik baglanmis telin titresimi

probleminin ¢6éziimiine Fourier metodu uygulandiginda adi diferansiyel denklem icin sinirda
spektral parametre iceren problemlerle karsilasilir. Benzer sekilde, 1s1 iletkenligi denklemi icin
sinir kosulu zamana gore tiirev icerdigi durumda karsilasilir. Bu problemler farkl yontemlerle
incelenir. Bircok durumda sinirda spektral parametre iceren sinir deger problemlerinin
operatdr formiilasyonu klasik uzaylarda ifade edilemediginden yeni 6zel fonksiyonel uzaylar
olusturulur ve bu uzaylarda 6zdeger problemleri operatér denklem bigiminde incelenir.

Sinir kosullarinda spektral parametre iceren adi diferansiyel operatdrlerin
o0zdegerlerinin varhgi; 6zfonksiyonlarin sifirlarinin salinimi, 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin
asimptotik formiillerinin tespiti; kok fonksiyonlar sisteminin farkli fonksiyonel uzaylarda
tabanlik ozellikleri; 06zdegerlerinin ve 0zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerinin

kesinlestirilmesi; uygun kok fonksiyonlar sistemleri iizere siirekli fonksiyonlarin veya farkh
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fonksiyonel uzaylardaki fonksiyonlarin Fourier seri ayrisimlarinin yakinsakligi (diizgin
yakinsaklig1) gibi spektral 6zellikleri farkli tekniklerle incelenebilir.

Bu tez calismasinda, sinir kosullarindan biri spektral parametre iceren asagidaki iki sinir
deger problemi ele alinacaktir:

Birinci problem
—y"+q(x)y=24y, 0<x<1,
y(0)cos B=y'(0)sinB, 0<pB<z; y'(1)=(al+b)y(1)
seklindedir. Burada, 4 bir spektral parametre, q(x)e C[0,1] reel degerli bir fonksiyon,a ve b

reel sabitler ve a<0 dir.
Ikinci problem

—y"+0q(x)y=A4y, 0<x<1,

y(0)cos B=y'(0)sin B, 0< fB<x; Y@ =h(4)

y(1)

seklindedir. Burada, A spektral parametre, q(x)eC[0,1] reel degerli bir fonksiyon, tiim
katsayilar reel ve a>0, b, >0 (k =1,_n), €, <C, <..<Cy, N >0 olmak iizere

N bk

k=1 i—Ck

R(4)=ai+b-

dir.

Dikkat edelim ki, birinci problem ikinci problemin 6zel durumu degildir: ikinci
problemde kok fonksiyonlar sistemi yalmizca 6zfonksiyonlardan olusurken birinci problemde
ise kok fonksiyonlar sistemi ek fonksiyonlar1 da igerir.

Bu problemlerin ¢éziimiinde fonksiyonun Fourier serisine ayrisim problemi énemlidir.
Bu nedenle, tezdeki amag¢ yukarida belirtilen sinir kosullarinin birinde spektral parametre
iceren sinir deger problemlerinin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerinin
kesinlestirilmesi; kok fonksiyonlar sistemleri iizere siirekli fonksiyonlarin Fourier seri
ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullarinin incelenmesidir.

Not edelim ki, bu problemlerde sinir kosulu spektral parametre disinda baska sayisal
parametreler de icerir. Bu nedenle, bu problemlerin incelenmesinde bu sayisal parametrelerin

ozelliklerinin de 6nemli bir yeri vardir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde yayinlanmis birgok calismanin temelinde
diferansiyel operatorlerin 6zdeger ve o6zfonksiyonlarinin bulunmasi, bu operatorlerin kok
fonksiyonlar sistemleri iizere verilen fonksiyonlarin ayrisimi ve bu ayrisimin diizgiin
yakinsaklik kosullarinin arastirilmasi gibi problemler yatmaktadir.

Analiz [1,2], adi diferansiyel denklemler [3], kismi diferansiyel denklemler [4,5],
fonksiyonel analiz [6-8] ve reel analiz [9,10] temel bilgileriyle birlikte lineer diferansiyel
operatorlerin temel teorisi [11] monografisinde verilmistir.

Lineer diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde temel problemler, adi diferansiyel
operatorler icin Sturm-Liouville ve bir boyutlu Dirac operatorlerin teorisi iizerinde
yogunlagsmistir. Bu baglamda, [12, 13] monografilerinde bu operatorlerin genel o6zellikleri
verilmistir.

Lineer diferansiyel operatorlerin matematiksel fizik problemlerine uygulamalar1 [14,
15] monografilerinde verilmistir. [16, 17, 18] makalelerinde ise sinir kosulu spektral parametre
iceren problemler ele alinmistir.

Sinir kosullarinda spektral parametre iceren bazi lineer diferansiyel operatorlerin
0zdegerlerinin varligl, 6zfonksiyonlarinin osilasyon 6zelligi, 6zdegerlerinin katlilik durumunun
incelenmesi, kathh 6zdegerlere karsilik gelen 06zfonksiyonlara uygun ek fonksiyonlarin
bulunmasi, 6zdeger ve 0Ozfonksiyonlarin asimptotik formiillerinin elde edilmesi, farkh
fonksiyonel uzaylarda kok fonksiyonlar sisteminin tabanligi gibi problemler [19-39]
makalelerinde incelenmistir. Bu spektral ozelliklere ek olarak, sinir kosullarinda spektral
parametre iceren bazi lineer diferansiyel operatorlerin farkli fonksiyonel uzaylara ait
fonksiyonlarin Fourier seri ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullari [40-51] makalelerinde
arastirilmistir.

Tezde kullanilan trigonometrik seriler, Fourier serileri ve ortogonal serilerle ilgili
bilgiler [52-55] monografilerinde ve farkl fonksiyonel uzaylarda tabanlk kavrami ve dzellikleri
[56,57] monografilerinde detayl bir bicimde anlatilmistir.

Tezde ele aldigimiz ve arastirmak istedigimiz spektral 6zelliklerle yakindan ilgili olmasi
nedeniyle yukarida bahsedilen kaynaklardan bazilarinin sonuglarini 6zetleyelim:

Spektral ayrisimlarin diizglin yakinsaklik kosullarinin arastirildign  simnir deger
problemleri, matematiksel fizik problemlerinin énemli bir sinifinin temelini olusturur. Ornegin,
a ve b pozitif sayilar olmak iizere

y"+ Ay =0, 0<x<1,

y(1)=0, (a—4)y'(0)+biy(0)=0 (2.1)
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spektral problemi, yiikli bir telin titresiminin matematiksel tanimlanmasindan ve 1s1 iletimi
slirecinin bir modelinden ortaya ¢ikmaktadir. Benzer sekilde, d pozitif bir say1 olmak lizere
y'+1y=0, 0<x<l1,
y(0)=0, y'(1)-day(1)=0

spektral problemi, homojen yiiklii bir telin titresimi, bir ucunda kasnak olan bir cubugun

(2.2)

burulma titresimleri, bir ucundan 1s1 verilmis bir cubugun 1s1 transferi, yogun bir kapasitans
veya indiiktans boyunca bir ucu topraklanmis kablodaki akim gibi problemlerden meydana
gelmektedir [14, 15].

N. Yu. Kapustin ve E. I. Moiseev, sinir kosularinin birinde spektral parametre igeren

(2.1) ve (2.2) smir deger problemlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar sistemlerinin L,(0,1)
uzayinda Riesz tabani olduklarini [22]; daha sonra L, (0,1) (1< p<oo) uzayinda minimalligini
ve tabanligini gostermislerdir [24]. Elde edilen bu sonuglardan sonra; N. Yu. Kapustin ve E. 1.
Moiseev, (2.1) ve (2.2) simr deger problemlerinin siirekli fonksiyonlarin ve C*[0,1], « €(0,1]
Holder sinifina ait fonksiyonlarin secilmis 6zfonksiyonlar sistemi tizere ve bu 6z fonksiyonlar
sistemine biortogonal olan sistem {izere Fourier seri ayrisimlarinin [0,1] araliginda diizgiin
yakinsaklik kosullarini arastirmiglardir. Ayrica, W,"(0,1) (m=12,...) Sobolev uzaylarina ait

fonksiyonlarin, bu uzaylardaki norma gore Fourier seri ayrisimlarinin yakinsaklik sartlari elde
edilmistir [40, 41].
N. B. Kerimov ve V. S. Mirzoev, sinir kosullarindan birinde spektral parametre iceren

asagidaki sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarindan birinin atilmasiyla elde edilen sistemin

L, (0,1) uzayinda minimal ve Riesz tabani oldugunu ispatlamislardir [31]:

—y"+q(x)y=4y, 0<x<1,
byy (0)=dyy'(0), (ad+hy)y(1)=(c,A+d,)y'(2).

Burada, A spektral parametre; q(x), [0,1] araliginda reel degerli siirekli bir fonksiyon ve

(2.3)

a1| b[)) bl! C]_! d0| dl Sayllarl
|bo|+|do| #0, o=ad,-bc, >0
kosullarin1 saglayan reel sayilardir. Bu kosullardan o =a,d,—bC >0 kosulunun saglanmasi

demek bu problemi 6z eslenik bir operatére doniistiirmek demektir [18]. Boylece, (2.3) sinir
deger probleminin tiim O0zdegerleri reel ve basit olur. Dolayisiyla, bu problemin kok
fonksiyonlar sistemi yalnizca 6zfonksiyonlardan olusur. Bu nedenle, bu kosul (2.3) probleminin

spektral 6zelliklerinin incelenmesinde 6nemlidir. Diger taraftan; q(x) =0, 0 >0 durumunda,

Fourier metodu kullanilarak kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢6zlimlerinin bulunmasi icin

(2.3) smir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemine gore seri ayrisiminin diizgiin

4
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yakinsaklig1 kullanilir [49, 50]. o <0 oldugunda ise, (2.3) probleminin tiim 6zdegerleri reel
veya basit olmayabilir (baz1 6zdegerler kompleks veya ¢ok kath olabilir). S6z konusu durumda,
(2.3) smur deger probleminin koék fonksiyonlar sistemi, 6zfonksiyonlarin yani sira ek
fonksiyonlar da icerebilir [32, 38].

D. B. Marchenkov, d >0 olmak tizere

y"+Ay =0, 0<x<l1,

y(0)=0,y'(0)-dAy(1)=0 (2.4)

siir deger probleminin secilmis 6zfonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p<) uzayinda

minimalligini ve tabanligini gostermistir [37]. Ayrica, D. B. Marchenkov sinir kosullarinin
birinde spektral parametre iceren (2.4) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin
tabanligini ve siirekli fonksiyonlarin (2.4) probleminin se¢ilmis 6zfonksiyonlar sistemi tlizere
spektral ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullarini elde etmistir [42].

N. B. Kerimov ve E. A. Maris, (2.4) sinir deger problemini genisleterek asagidaki sinir
deger problemi ele almislardir [48]:

—-y"+q(x)y=A4y, 0<x<1,
y(0)=0,y'(0)-dAy(1)=0.

Burada, A spektral parametre, q(x)eL,(0,1) kompleks degerli bir fonksiyon ve d sifirdan

(2.5)

farkli bir kompleks sayidir. N. B. Kerimov ve E. A. Maris, bu ¢alismalarinda (2.5) sinir deger
probleminin dzdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini elde ederek, secilmis

ozfonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p <o) uzayinda minimalligini ve tabanhgn ispatlamig

ve bu tabanin L, (0,1) uzayinda kosulsuz oldugunu gostermislerdir. Buna ek olarak, siirekli bir

fonksiyonun (2.5) sinir deger probleminin se¢ilmis 6zfonksiyonlar sistemine gore Fourier seri

aynigimmin [0,b] (0<b<1) ve [0,1] araliginda diizgiin yakinsaklik sartlari elde edilmistir.
Dikkat edilirse, (2.4) sinir deger problemi (2.5) sinir deger probleminin q(x)EO ve d>0

kosullari altinda 6zel durumudur.
Ayni zamanda, N. B. Kerimov ve E. A. Maris; (2.3) sinir deger probleminin 6zdeger ve
ozfonksiyonlarinin asimptotik formiillerini kesinlestirmis ve siirekli fonksiyonlarin secilmis

ozfonksiyonlar sistemine gore Fourier ayrisimlarinin [0,b] (0O<b<1) ve [0,1] araliklarinda

diizgiin yakinsaklik sartlarini elde etmislerdir [51].
D. A. Gulyaev, b0 ve d >0 olmak tizere sinir kosullarindan birinde spektral parametre
iceren
y"+Ay=0, 0<x<1,
y'(0)=by(0). y'(1)=dy(1)

sinir deger problemini ele almistir [45, 46].

(2.6)
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D. A. Gulyaev, ilk olarak (2.6) probleminin 6zfonksiyonlarinin tam ve minimal sistemi iizere

sirekli fonksiyonlarin ve C“ [O,l], ae (0,1] Holder smifina ait fonksiyonlarin spektral
ayrisimlariin diizgiin yakinsakhigini [45] ve daha sonra W," (0,1) (m =1,2,...) Sobolev uzaylarina

ait fonksiyonlarin, bu uzaylardaki norma gore Fourier seri ayrisimlarinin yakinsaklik sartlarini
elde etmistir [46]. Daha Oncesinde, E. I. Moiseev ve N. Yu. Kapustin (2.6) sinir deger
probleminin b =0 durumunu ele almislardir [25].

N. Yu. Kapustin, d >0 olmak iizere sinir kosullarindan birinde karasel spektral
parametre iceren asagidaki sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemi lizere bir siirekli

fonksiyonun ve C“[0,1], « €(0,1] Holder sinifina ait fonksiyonlarin spektral ayrisimlarinin
[0,1] araliginda diizgiin yakinsakligini incelemistir [43]:

y'+Ay=0, 0<x<l1,
y(1)=0, y'(0)=-dA%y(0).

Daha sonra, (2.7) siir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemi iizere C* [0,1] sinifindan bir

(2.7)

fonksiyonun spektral ayrisiminin diizgiin yakinsaklik kosullar1 incelenmistir [44].
Inceledigimiz tez problemlerinden birincisi icin suana kadar asagidaki calismalar
yapilmistir:
P. A. Binding, P.]. Browne, W. ]. Code ve B. A. Watson,
-y"+q(x)y=24y, 0<x<1,
y(0)cos B =y'(0)sin B, 0<p<x; y'(1)=(ail+b)y(1)

sinir deger problemini ele almislardir [32]. Burada; A4 bir spektral parametre; q(x), [0,1]

(2.8)

araliginda reel degerli stirekli bir fonksiyon; a,b reel sabitler ve a<0 dir. Dikkat edilirse, bu
calismada o <0 dir. Bu makalede, (2.8) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin sonlu limit

noktalar1 olmayan 4, (n =0,12,.. ) sonsuz dizisi formunda oldugu ve bu 6zdegerler icin sadece

asagidaki durumlarin miimkiin olabilecegi gosterilmistir:
i) Biitiin 6zdegerler reel ve basittir,

ii) Biitlin 6zdegerler reel ve birinin iki katli olmas1 disinda hepsi basittir (3k e N:

A=A ),

iii) Butlin o6zdegerler reel ve birinin ii¢ kath olmasi disinda hepsi basittir (3k e N:

/,"k :/1k+1 :ﬂ'k+2 )'

iv) Butiin 6zdegerler basittir ve kompleks eslenik c¢ift disinda hepsi reeldir (3k, je Nve
A A €Ci 2, =4)).
P. A. Binding, P. J. Browne ve B. A. Watson, (2.8) sinir deger probleminin 4, (n :0,1,2,...)

0zdegerlerinin reel kisimlarinin azalmayan yonde siralandig1 ve cebirsel kathligina gore de
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tekrarlandigini gostermislerdir. Buna ek olarak, sinir kosulunda A ’nin lineer bir fonksiyonuyla
yada genel rasyonel fonksiyonuyla birlikte (2.8) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin
asimptotik ifadesini ve ozfonksiyonlarinin osilasyon o6zelligini calismiglardir [33].  Diger

taraftan, lineer azalan durum i¢in bu problemde 6zdegerlerin asimptotik formiilleri

1Y
1o (n—Ej 7*+0(1), p=0,
n27r2+0(1), p=0
biciminde elde edilmistir [32].

Y. N. Aliyev, (2.8) probleminin kath 6zdegerlerine uygun ek fonksiyonlari insaa etmistir.
Ayrica, bu problemin 6zfonksiyonlarinin ve ek fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimlarini ve normlarini
tanimlamis ve yardimci ek fonksiyonlarin varligindan bahsetmistir. Buna ek olarak,
0zdegerlerin ve 6zfonksiyonlarin asimptotik formiillerini elde etmistir. Biortogonal sistemin
acik formu verilerek kok fonksiyonlar sisteminin minimalligi incelemistir. Sonug olarak, kok
fonksiyonlar sisteminin ne tam nede minimal oldugu bazi durumlar hari¢ keyfi fonksiyonun

atilmasiyla birlikte (2.8) probleminin kék fonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p < oo) uzayinda

taban olma kosullarini incelemistir [38] .

Inceledigimiz tez problemlerinden ikincisi icin suana kadar asagidaki calismalar
yapilmistir:

P. A. Binding, P. ]. Browne ve B. A. Watson, sinir kosullarinin birinde spektral

parametrenin rasyonel bir fonksiyonuna bagh

-y"+q(x)y =4y, 0<x<1,

o _ .&_ ~ b, (2.9)
Y(O)oos =y (0)sin . 0< frem; “a=ad b3 o7

sir deger problemini ele almislardir [26, 27]. Burada; A spektral parametre, q(x)eC[0,1]

N
k=

reel degerli bir fonksiyon, tiim katsayilar reel ve a>0, b, >0 (k :L_n), €, <C,<..<Cy, N=0

dir. (2.9) smir deger probleminin 6zdegerlerinin varligi, 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin
asimptotik ifadeleri ve 6zfonksiyonlarinin salinim dzellikleri gosterilmistir [26].

N. B. Kerimov ve Y. N. Aliyev, sinir kosullarindan biri rasyonel bir spektral parametreye
bagh olan (2.9) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemine karsilik gelen biortogonal

sistemin ac¢ik formunu vererek, se¢ilmis 6zfonksiyonlar sisteminin L (0,1) (1< p<) uzayinda

minimalligini ve tabanlhigini ispatlamislardir. Buna ek olarak, p=2 i¢in bu tabanin kosulsuz

oldugunu gostermislerdir [36].
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boéliimde, temel kavramlara ek olarak “Giris” boéliimiinde bahsedilen sinir deger
problemlerinin “Bulgular ve Tartismalar” b6liimiinde ifade ve ispat edilecek olan teoremleri icin

istifade edilecek bazi tanim, lemma ve teoremlere yer verilecektir.
3.1. Temel Kavramlar

Tanim 3.1.1 (Lineer Uzay) [11]. X bos olmayan bir kiime, X,Y,Z € X olsun. Asagidaki
ozelliklerin saglanmasi durumunda X kiimesine lineer uzay veya vektor uzay denir:
+: X xX > X; +(X, y) =X+ Y ile tanimlanan toplama islemi asagidaki 6zellikleri saglar:
a;) Vx,ye Xiginx+yeX,
az) Vx,ye Xicin x+y=y+x,
az) VX, y,z€ Xigin (X+y)+z=x+(y+2),
as) 30 X, ¥xe X icin x+6=x,
as) Vxe X, dye X icin x+y=4,
2 KxX > X;-(4,y)=4x (K=RveyaK =C) ile tammlanan carpma islemi asagidaki
ozellikleri saglar:

bi) Yxe X veVAieK icin Axe X,

bz) wxe X ve VA, ueKigin A(ux)=(Au)x,
bs) vxe X, 3leKicinlx =x,

by VX,ye X vevVieKicinA(x+y)=Ax+1y,
bs) Wx e X ve VA, ueKigin (A+ )X =AX+ ux.

K’ya X'’in skaler cismi denir. K=R olmas1 halinde X'’e reel vektor uzayi, K=C olmasi

halinde ise X 'e kompleks vektor uzay1 denir. X uzayinin elemanlarina X 'in vektorleri denir.

Tanim 3.1.2 (Alt Uzay) [11]. X bir lineer uzay, @=W < X olsun. Va,beC,

X,y eW :ax+by eW kosulu saglaniyorsa W ’ye X ’in bir alt uzay: denir.

Tanim 3.1.3 (Lineer Kombinasyon) [11]. X bir lineer uzay, c,c,,...,.c,€C ve
X, %oy X, € X 0lSun.  ¢X +C,X, +...+C,X, ifadesine X,X,,..,X, elemanlarinin bir lineer

kombinasyonu denir.
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W < X olsun. W alt kiimesinin bostan farkli tiim sonlu alt kiimelerinin elemanlarinin

biitiin lineer kombinasyonlarinin kiimesi X ’in bir alt uzayidir ve bu uzay SpanW ile gosterilir.

SpanW alt uzayina W ’'nun iirettigi veya gerdigi uzay denir.

Tanim 3.1.4 (Lineer Bagimlilik-Lineer Bagimsizlik) [11]. X bir lineer uzay ve
Xy Xy X, € X 0lSun. ¢ +C,X, +...+C,x, =6 esitligi yalmzca ¢ =c,=...=c, =0kosulu ile
saglaniyorsa X, X,,...,X, € X elemanlarina lineer bagimsiz, aksi takdirde lineer bagimlidir denir.

W < X sonsuz elemanli olsun. W ’'nun her sonlu sayida elemani lineer bagimsiz ise W ’ya lineer

bagimsizdir denir. Aksi halde lineer bagimlidir denir.

Tanim 3.1.5 (Boyut-Taban) [11]. X bir lineer uzay olsun. X uzay1 lUzerinde Nn’den
fazla olmayan lineer bagimsiz vektor varsa X uzayina sonlu boyutludur, ya da daha kesin, n
boyutludur denir. Boyle N tane vektor sistemine bir taban(baz) denir. X uzay1 sonlu boyutlu

degilse sonsuz boyutludur denir.

Tanim 3.1.6 (Operator) [11]. X bir lineer uzay, @= D < X olsun. L doéniisiimi D
kiimesinin her elemanini X ’in en az bir elemanina eslerse bu L doniisiimiine bir operator, D

kiimesine ise L 'nin tanim kiimesi denir.

Tanim 3.1.7 (Lineer Operatér) [11]. X bir lineer uzay ve L, Dc X kiimesi lizerinde
tanimli bir operatoér olsun. Asagidaki 6zelliklerin saglanmasi durumunda L operatoriine bir

lineer dontistim veya lineer operatér denir: VX,y € D ve VA e C icin
P L(x+y)=L(x)+L(y),
i) L(Ax)=AL(x).

Tanim 3.1.8 (Fonksiyonel) [10]. X, R(yadaC) cismi iizerinde tanimh bir lineer uzay

olsun. f donisiimi X kiimesinin her elemanini R(yada (C) cisminin en az bir elemanina

eslerse bu f doéniisiimiine bir fonksiyonel denir.

Tamm 3.1.9 (Lineer Fonksiyonel) [10]. X, R(yadaC) cismi lizerinde tamml bir
lineer uzay f, X Kkiimesi lizerinde tanimli bir fonksiyonel olsun. Asagidaki ozelliklerin

saglanmasi durumunda f fonksiyoneline bir lineer fonksiyonel denir: VX,yeX ve
VAeR(yadaC) igin

D) f(x+y)=f(x)+f(y),

i) f(Ax)=2f(x).
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Tanim 3.1.10 (Metrik Uzay) [6]. X =@ herhangi bir kiime olsun. Asagidaki 6zellikleri
saglayan
d:XxX ->R"
(xy)—>d(xy)

doniisimiine X tizerinde bir uzaklik fonksiyonu ya da metrik, (X ,d) ikilisine ise bir metrik uzay
denir: VX, Y,z € X i¢in

) d(xy)=0=x=y,

i)d(x,y)=d(yx),

ii)d(x,y)<d(x,z)+d(zy).

Tanim 3.1.11 (Normlu uzay) [6]. X reel veya kompleks bir lineer uzay olsun. Asagidaki
ozellikleri saglayan ||: X ->R" doniigsimine X iizerinde bir norm ,(X ||||) ikilisine ise bir
normlu uzay denir: VX,y € X ve VAe R(ya da C) icin

[0,

X[=0<=x=0,

i) [+ vl < x|+ |z

)

i) 2] = [ ]]x]-

d (X, y) = ||X— y|| ile tanimlanan uzaklik fonksiyonu X normlu uzay1 {izerinde bir
metriktir. Boylece, her (X ||||) normlu uzaymndan bir (X,d)metrik uzay: elde edilebilir. Bu yolla

elde edilen d metrigine ”H normunun tanimladigi veya indirgendigi metrik denir.

Tamim 3.1.12 (Cauchy Dizisi) [10]. Bir X normlu uzayinda {x,}" dizisi verilsin.
Verilen her ¢ >0 i¢in en az bir n, € N vardir dyle ki Vn,m>n, icin
X, — x| < &

ise {x,}”" dizisine bir Cauchy dizisi denir.
n=1

Tamim 3.1.13 (Yakinsaklik) [10]. Bir X normlu uzayinda {x,}" dizisi verilsin. Verilen
her £ >0 i¢in en az bir n, € N vardir dyle ki vn>n, i¢in
Ix, - x| <&

ise {x,}  dizisi xe X elemanina yakinsaktir denir. X, — x veya limx, = x ile gosterilir.
n=1 n

n—o0

10
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Teorem 3.1.1 [10]. Bir X normlu uzayinda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Ancak tersi daima dogru degildir.

Tanim 3.1.14 (Tam Uzay) [10]. Bir normlu uzayda her Cauchy dizisi yakinsak ise bu

uzaya tam uzay denir. Yani, Bir X normlu uzayinda her {x }” Cauchy dizisii¢in x, — x olacak

sekilde bir x € X elemani vardir.

Tanim 3.1.15 (Banach uzay) [10]. (X,||) normlu uzay: tam ise bu uzaya tam normlu

uzay veya Banach uzayi adi verilir.

(X.J{) uzaymin tamligmni (ya da Banach uzayi oldugunu) gostermek icin X 'de keyfi
{x,}”, Cauchy dizisi alarak bunun X ’de yakinsak oldugunu géstermek gerekir. Bu durumda, d

normun indirgendigi bir metrik olmak tizere (X,d)metrik uzay: tam ise (X||||) normlu uzay1

bir Banach uzayi olacaktir [7].

Ornekler 3.1.1 [10]. Asagidaki lineer uzaylar verilen normlara gére bir Banach

uzayidir:

i) R" ve C"; VX =(X,%,,...,X,) e R":

(£ |

i) 1, ={xi e]R|i|xi|p <oo} skaler dizilerin uzayy; vx=(x,X,,...)el,, 1< p<oo:
i=1

1
b, (£ |

ii) 1 sirh skaler dizilerin uzayy; Vx=(x,X,,...)el”:

I|-su

iv) P[a,b], [a,b] arahginda tanimli tiim polinomlar uzayy; vx=x(t)e P[a,b]:

X(t)

v) C[a,b], [a,b] araliginda tanimh tiim siirekli fonksiyonlar uzay1; ¥x=x(t)eC[a,b]:

N

[x]= max

)

x| = max

X(t)-

11
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Tamim 3.1.16 (Toplanabilirlik) [10]. Bir X normlu uzayinda {x}° dizisi verilsin.

k=1

n
Eger, Zxk serisinin kismi toplamlar dizisi {s }” , X 'de bir S elemanina yakinsak ise, yani
k=1

Is, =s|| >0, n—o0

ise {x } _ dizisine S toplamina toplanabilirdir (yakinsaktir) denir ve

s= Zw: X,
k=1
biciminde yazilir. Eger,
2%l <
k=1

ise {x} _ dizisine mutlak toplanabilirdir (mutlak yakinsaktir) denir.

Analizde, fonksiyonlarin i¢ carpimi genis uygulamalara sahiptir. Bu nedenle, bir ig
carpimin tanimlandigi fonksiyonlarin lineer uzayinin bir sinifina ihtiya¢ duyulur. Bu uzaylar

Hilbert uzaylar olarak adlandirilir ve asagidaki bigimde tanimlanir:

Tanim 3.1.17 (Hilbert Uzayi) [6]. n—boyutlu reel (ya da kompleks) E, vektor

uzayinda, vektorlerin toplama ve reel (ya da kompleks) bir sayiyla vektorlerin carpma

islemlerinin yani sira iki vektoriin skaler (ya da i¢) ¢arpimi da s6z konusudur. Yani, E, ’de

x={&,&,...& ) ve y={u, 1,,..., 1, } gibi iKi vektdriin skaler carpimi

(X- y) = z 7
i=1
sayisiyla gosterilir.

Bir x= {fl,(fz,. ..,(fn} vektoriiniin normu (ya da uzunlugu) i¢ carpim yardimiyla

=S <0

X,Y,Z,... elemanlarinin bir kiimesi H olsun.

biciminde gosterilir.

i) H bir kompleks lineer uzaydir.

ii) H uzayindaki VX,y€H eleman c¢iftine, asagidaki ozellikleri saglayan ve bu
elemanlarin i¢ carpimi ad1 verilen bir (X, y) kompleks sayisi1 karsilik gelir:
a) (x.y)=(y.x),
b) (x+1z,y)=(xy)+(z,y),
c) (A% y)=A(xy),vieC,

12
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d) vxeH :(xx)>0 ve (x,X)=0<x=6.
i) d(x,y)=||x - y]| ile verilen metrige gére H uzay: tamdur.
iv) H uzayi sonsuz boyutludur.
(i)-(iii) 6zelliklerinin saglanmasi durumunda H uzayina i¢ ¢carpim uzayi (liniter uzay)

denir. N—boyutlu lniter uzay bir kompleks Euclid uzaydir.

(i)-(iv) 6zelliklerinin saglanmasi durumunda H uzayina soyut Hilbert uzay denir.
Tanim 3.1.18 ( L Sinifi) [10]. Eger f, E kiimesi tizerinde bir 6l¢iilebilir fonksiyon ise,

o halde her p(0<p<w) sayisi i¢in de |f|°fonksiyonu olgilebilirdir. E tzerinde p-

integrallenebilir tiim fonksiyonlarin simfi L” (E) ile gosterilir. Yani,

LP(E):{f:_E[|f|p<oo}
dir.

1
O<p<owise L, (0,1) = { f _ﬂ f |p < OO} kiimesi, fonksiyonlar lizerinde taniml toplama ve
0

skalerle carpma islemlerine gore R cismi lizerinde bir lineer uzaydir. (Buradaki integral

Lebesque anlaminda integraldir.)[9].

. 1
1<p<wo ise L,(0,1) uzaymnda | f| :(Hf (x)|p dxjp ile taniml || ifadesi bir normdur.
0

L,(0,1) (1< p <o) uzayl bu norma gére normlu lineer uzaydir [9].

Ozel olarak, p=2 igin L, [a,b] uzayini asagidaki gibi tanimlayalim:

Tanim 3.1.19 (Lz[a,b] Uzayi) [6]. [a, b] araliginda tanimh karesi integrallenebilen,
olgiilebilir, kompleks degerli f(x),g(x),... fonksiyonlarinin olusturdugu uzaya L,[a,b]uzay:

denir.

Ornekler 3.1.2 [8].
i) C[a,b]uzay, f,geC[ab]ve d:C[a,b]xC[a,b] >R" olmakiizere

F(x)=9(x)

metrigi ile bir metrik uzay; ||{: C[a,b]— R olmak iizere

f(x)

d(f,9)=max

a<x<b

|- max

a<x<b

13
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normu ile bir normlu uzaydir. C[a,b] uzayinda i¢ ¢arpim,

b

(£.9)=[£(x)g(x)x

a

olarak tanimlanirsa

1
b 2
- flroor o
normu ile tam olmayan bu uzay Hilbert uzay1 degildir.

i) L,[a,bJuzay, Vf,geL,[a,b]icin d:L,[a,b]xL,[ab] > R"

d (f,9)=@|f(><)—9(><)|2 dxf

[|: L [a.b] > R

r|f||=[I 0 de

normu ile bir normlu uzay; (--):L,[a,b]xL,[a,b] > R

metrigi ile bir metrik uzay;

b

(£,9)=[ £(x)g(x)x

i¢c carpimu ile bir i¢ carpim uzayidir. L, [a, b] uzay1 bir Hilbert uzayidir.
Bir Sturm-Liouville diferensiyel operatériiniin spektral teorisi; L,[0,n], L,(0,1),

L,(0,%0) ve L,(—o0,0)uzaylarinda ¢ahgilir [13].

Teorem 3.1.2 (Holder Esitsizligi) [9]. felL, (01) (1<p<w) ve gel,(01)

(1<g<w) ise, f-gel (0,1) dir.Ayrica,

1

RSEEY LS LN

0

11
esitsizligi dogrudur. Burada, —+ — =1 dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart sifirdan

farkh « ve f saylari ve hemen hemen her Xe[O,l] icin 0(|f(X)|p =ﬂ|g(X)|q esitliginin

saglanmasidir.

Teorem 3.1.3 (Minkowski Esitsizligi) [9]. f.geL,(0,1) (13 p < oo) ise,

If+al, <l +lal,

esitsizligi saglanir.
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Teorem 3.1.4 (Riesz-Fischer Teoremi) [9]. L,(0,1) (1<p<o) uzayr tamdir

(Banach uzayidir).

Teorem 3.1.5 (Riesz Temsil Teoremi) [9]. F, L,(0,1) (1< p <o) uzayinda taniml

sinirh lineer bir fonksiyonel olsun. O halde, dyle bir g L, (0,1) (1£ g< oo) fonksiyonu vardir ki
1
F(f):f f (x)g(x)dx
0
[F ()]

F|= sup —— dir.
” It ||,

esitligi saglanir. Ayrica, |F|=||g|, dir. Burada,

Tanim 3.1.20 (Sobolev Uzay1) [59]. Kabul edelim ki Q, R" uzayinda sinirh bir bolge
ve L,(Q) uzayr Lebesque uzayr olsun. W, (Q) Sobolev uzayi, uel,(Q) ve g—ue L, ()
X

ozelligine sahip olan tiim fonksiyonlarin uzayidir. Bu tanimda, 1 rakamiyla mertebesi 1 olan

kismi tiirevlerin L,(Q) uzayma ait olmasmny; 2 rakamuyla ise L,(€) uzayma ait olma

kosulundaki integrantin kuvvetini gostermektedir.

W} (Q) ve L,(Q) uzaylari arasinda W, (Q) = L, () bigiminde bir iligki vardur.
f,geW, (Q) olmak iizere W, (Q) Sobolev uzayindaki i¢ ¢arpim

(f.9) =J f .gdx+J gradf .gradgdx,

Q Q

biciminde, norm ise

1
]|f||:£jf2dx+_f|gradf i dez
Q Q

biciminde tanimlanir. Sobolev uzaylarina W — uzaylar1 da denir.
3.1.1. o-Kiiciik ve O-Biiyiik Sembolleri

f (X) ve g(X) fonksiyonlar1 X cR kiimesinde tanimli, a e R ise bu kiimenin bir limit

noktasi olsun [2].

Tamm 3.1.1.1 (Sonsuz Kiiciik Fonksiyon) [2]. Eger limf(x)=0 ise f(X)

fonksiyonuna x—a iken sonsuz kiigiik fonksiyon denir. x—>a iken f(x)=0(1) seklinde

gosterilir.
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Tanim 3.1.1.2 (Sonsuz Biiyiik Fonksiyon) [2]. Eger xe X icin lim

X—a

f (X)| =+ ise

f (X) fonksiyonuna x — a iken sonsuz biiyiik fonksiyon denir.

Tamim 3.1.1.3 (o-kiigiik) [2]. Vxe X \{a} i¢cin g(x)#0 ve x—>a iken f(x)=0(1) ve
g(x)=0(1) olsun. Eger, 0=k € R olmak iizere

im— )

~(9(x)

olacak sekilde p >0 sayisivarsa x — a iken f fonksiyonu g fonksiyonuna gore p. mertebeden

sonsuz kiictiktiir denir.

Eger, p=1 isex—a iken f ve ¢ fonksiyonlar1 ayni mertebeden sonsuz kiigiik
fonksiyonlardir denir. Yani, x — a iken f ve g fonksiyonlar1 ayni hizla sifira yaklasirlar denir.
Eger, p=k=1 ise x—a iken f ve g fonksiyonlari1 denk sonsuz kiiciik fonksiyonlardir

denir. x — a iken f ~ g ile gosterilir.

Eger, p=1ve k=0 ise,yani x—>a iken f(x)=0(1) ve g(x)=0(1) olmak iizere

(0,

=2g(x)

ise bu durumda f fonksiyonu g fonksiyonuna gore yiiksek mertebeden sonsuz kiigiiktiir denir.
x—>a iken f = o(g) biciminde gosterilir. Bu gosterim, x—>a iken f fonksiyonu g

fonksiyonuna gore o-kiictiktiir diye okunmaktadir.

Dikkat edelim Ki; o(g) sembolii genellikle belli bir fonksiyon olmayip, x —a iken g

fonksiyonuna gore yiliksek mertebeden sonsuz kiiciik olan biitiin fonksiyonlardan olusan bir

kiimedir. Bu nedenle, x —a iken f = o(g) esitligi yalnizca soldan saga yonde okunmaktadir.
Buna gére, x — 0 iken x* =0(x) esitligi dogrudur, fakat x — 0 iken h=0(x) seklindeki her h
fonksiyonu x* fonksiyonuna esit degildir. Ornegin, x —0 iken x*=0(x)ve x*=0(X) esitligi

dogru olmasina ragmen, Xx* # x* dir.

Tanim 3.1.1.4 (0-Biiyiik) [2]. X cR kimesi, f,g:X —> R fonksiyonlar1 ve ae X
noktasi verilsin. Eger «: X — R herhangi bir 6 >0 i¢in U(s(a)m X Kkiimesi tizerinde sinirh bir

fonksiyon olmak iizere VxeUs(a)nX igin f(x)=a(x)g(x) ise xeX igin x—>a iken
f =O(g)§eklinde yazilir. Bu gosterim, x—a iken f fonksiyonu g fonksiyonuna gore O-

biiytiktiir diye okunmaktadir.
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Bu tanima gore; VX e U 5 (a) N X icin
[f(x)|<c|g(x)
olacak sekilde bir ¢ >0 sayisi varsa, x — a iken f =O(g)dir. Ayrica, f fonksiyonu Us(a)n X

tizerinde siirh ise x — a iken f =O(1) seklinde yazilr.
Ornek 3.1.1.1 [2]. x >« iken (l +sin XJ x =0(X) dir. Gergekten, Vx U1 () icin
X

[Ssm il
—+SINX (X <
X X

+[sin x|)|x|32|x|
dir.

o-kiiciik ve O-Biiyiik sembollerinin baz1 6zellikleri asagidaki gibidir [2,58]:
i) o(f)xo(f)=o(f), o(f)o(g)=0(f.g), O(f)+O(f)=0(f),
i) o(f)=0(f), o(f)O(g)=0(fg),o(f)+O(f)=0(f),

i) n22(neN)olmak tizere her k =1,n-1 i¢in o( f")

Il
o
—_
—h

=~
SN—
<

iv) vne N igin (0(f))" =0(f"), fn.o(f)=o(f"") ve 0(fn)=o(f“),

v) VXeU(s(a)r\X icin g(X);tO ise x —> a iken M:O(—j,
g

vi) 1,(x)=0(g,(x)) ve f,(x)=0(g,(x)) olsun:
@) (¥)+ F, () =O(max g, (x),8: ()}
B)O(£,(x)).0( £, (x))=O( £,(¥). £, (x)).

c)k =0, O(kf,(x))=0(f,(x)).
d)O(k + f,(x))=0(f,(x)).
e) () £, (%) =0(0, (x) % 95 (x))-

vii) f, (X) ve f, (X) fonksiyonlar1 vx > 0 tam sayisi i¢in pozitif fonksiyonlar olmak iizere

f(x)="f(x)+f,(x) ve L>0 i¢in lim f2(X):L olsun. Bu durumda, f(x)=0(f,(x))

X—>00 fl (X)

seklindedir.
viii) £ =0(g) ve g=0(h) ise f =O(h) dir.
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ix) f(x) ve g(x) sonlu bir aralikta integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar ve

f(x)= O(g (x)) olsun. Bu durumda,

T f(t)dt= oU|g (t)|dtJ
seklindedir.
x) Verilen bir f fonksiyonu i¢in
1
“ 1+0(f(x))
b)log|1+0O(f(x)) |=0O(f(x)),

c) expLO( f (x))J =1+0( f(x)).

:1+O(f (x))

3.1.2. Fonksiyonel Diziler i¢cin Yakinsaklik Kavrami

Bu boliimde, | ile reel sayilarin bir alt kiimesi gosterilecektir.

Tamim 3.1.2.1 (Noktasal Yakinsakhk) [1]. {f }" dizisi, | {zerinde tanimh kompleks
degerli fonksiyonlarin bir dizisi ve f:l1 —C bir fonksiyon olsun. Eger, her bir xel igin
{fn(x)}; dizisi C icinde f(X) fonksiyonuna yakinsak ise, “{f }"  dizisi | arahfinda f
fonksiyonuna noktasal yakinsaktir “ denir. f_ - f (n—o0) ile gosterilir.

Bu tanima gore, {fn}‘::l dizisinin f fonksiyonuna noktasal yakinsak olmasi, her bir
xel ve her £>0 igin Oyle bir n_= n(x,g) dogal sayisinin varligidir ki, n>n_ oldugunda

f.(x)—f (X)| <& esitsizligi saglanir.

Tanim 3.1.2.2 (Diizgiin Yakinsaklik) [1]. Her £ >0 i¢in dyle bir n_ = n(g) dogal sayisi
vardir (yani n_ sayisi xe | noktasindan bagimsiz olarak sadece & sayisina bagh secilebiliyor

f.(x)—f (x)| <& saglanirsa “{f }” dizisi | arahginda f

ise), oyle ki Vxel ve ¥Ynx=n_ i¢in

fonksiyonuna diizgtin yakinsaktir” denir ve f = f (n—o0) ile gosterilir.

xel

Aciktir ki, diizgiin yakinsak bir fonksiyon dizisi ayni zamanda noktasal yakinsaktir.

Fakat, bu hiitkmiin tersi dogru degildir.
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Teorem 3.1.2.1 (Diizgiin Yakinsaklik icin Cauchy Kriteri) [1]. Asagidakiler denktir:

i) {f,} ", fonksiyonlar dizisi | arahfinda dizgiin yakinsaktir.
ii) Ve>0 icin dyle bir n, =n(&)eN sayisivardirki, n,m>n_ oldugunda

sup|f, (x)- f,(x)| <&

xel

dir.
Tamim 3.1.2.3 (Fonksiyon Serileri icin Yakinsaklik Kavramlari) [1]. {f }  dizisi, |

araliginda tanimli kompleks degerli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. s, :ka biciminde
k=1

tamimlanan {s }” dizisine ) f, serisinin kismi toplamlar dizisi denir. Agktir ki, {s }
n=1

ot
fonksiyonlar dizisi | ilizerinde tanimhi kompleks degerli fonksiyonlarin bir dizisidir. O zaman

asagidaki tanimlar verilebilir: z f, serisi | arahiginda
n=1

noktasal yakinsaktir:<> {s, }"_ dizisi | araliginda noktasal yakmsaktur,

diizgiin yakinsaktir:<>{s, }”  dizisi | araliginda diizgiin yakimsaktir,

0

mutlak yakinsaktir <= VX e | igin Z

n=1

f, (x)| <o dur,

norm yakinsaktir: @i” f.[|, <oo dir
n=1

denir.
Yukaridaki tanimlardan asagidaki sonuglar elde edilir:

Sonug 3.1.2.1 [1].

i) z f, mutlak yakinsaktir = Z f, noktasal yakinsaktir,

n=1 n=1

ii) z f, duzglin yakinsaktir ;{Z f, mutlak yakinsaktir,

n=1 n=1

iii) Z f, norm yakmsaktir ZZ f, mutlak yaknsaktir.
n=1 n=1

Teorem 3.1.2.2 (Weierstrass Majorant Kriteri) [1]. Her bir neN i¢in f :1 ->C

sinirh fonksiyon olsun. Her bir ne N igin | f | <a, olmak iizere Zan serisi R icinde yakinsak
n=1

ise Z f, serisi norm yakinsaktir. Dolayisiyla, Z f, serisi mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
n=1 n=1
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3.2. Lineer Diferansiyel Operatoérler
3.2.1. Lineer Diferansiyel ifade ve Simir Kosullar:

Tamim 3.2.1.1 (Lineer Diferansiyel Ifade) [11].
1(y)=po (X)Y"™ + p, (X)y"™ +...4+ p, (X)y (3.1)
seklindeki bir ifadeye lineer diferansiyel ifade denir. p,(x),p,(X),...,p,(X) fonksiyonlarma

lineer diferansiyel ifadenin katsayilar1 ve N sayisina da lineer diferansiyel ifadenin mertebesi

denir.

L, P (X), P, (X),..., p,(x) fonksiyonlarinin [a,b] araliginda siirekli oldugu kabul

P (X)
edilir. Baz1 durumlarda, bu fonksiyonlar iizerine daha fazla kosul eklenebilir.

[a,b] arahginda n.mertebeye kadar (N dahil) siirekli tirevlere sahip bitiin y, (x)
fonksiyonlarinin uzayi C(”)[a,b]ile gosterilir. Her bir yeC(”)[a,b]igin, I(y) diferansiyel ifadesi

iyi tanimhdir ve [a, b] araliginda strekli bir fonksiyonu temsil eder.

Tamim 3.2.1.2 (Stmr Kosullarr) [11]. [a,b] araigimn ave b siur noktalarinda y

fonksiyonunun degerlerini ve onun ardisik ilk (n—1) turevleri asagidaki gibi isaretlensin:

Y.=¥(a).ya=y'(2).v;=y'(a). .y =y"" (a),

’ ’ " ’ (n-1) (n-1) (32)
ybzy(b)’szy(b),beY(b)v---’Yb =y (b)
U (), (3.2) degiskenlerine bagh bir lineer form olsun:
n-1 n-1
U(y)=> ey (a)+> By" (b) (3.3)
k=0 k=0

Burada, ¢, ,f, €C (kzm) dir. Eger, (3.3) formunda birkag tane Uv(y) (v=1,_m) lineer
formlari verilmis ve y e C™ [a,b] fonksiyonlari iizerine

U,(y)=0 (v=1m) (3.4)
kosullar1 yiiklenmis ise (3.4) kosullarma yeC™ [a,b] fonksiyonlarinin sagladig1 sinir kosullari

denir.

(3.4) siir kosullarini saglayan tiim yeC(”)[a,b] fonksiyonlarinin kiimesi D ile
gosterilsin. D kiimesi, C™ [a,b] uzaymnin lineer bir alt uzayidir. (3.4) kosullar1 yoksa veya (3.4)

kosullarinin tiim katsayilari sifirsa D =C" [a,b] dir.
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Tamm 3.2.1.3 (Lineer Diferansiyel Operatér) [11]. (3.1) biciminde tanimh I(y)
diferansiyel ifadesi ve (3.4) sinir kosullariyla tanimli bir D alt uzay verilsin. Bu durumda
L:D—CJ[ab], L(y)=I(y)
seklinde tanimlanan L operatdriine, I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.4) sinir kosullariyla

tanimlanan bir lineer diferansiyel operatér denir.
Bir diferansiyel ifade, sinir kosullarinin secilme sekline bagh olarak cesitli diferansiyel
operatorler iiretebilir.

(3.4) sinir kosullarindan bazilari, digerlerinin lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.
u, (y) (v =1,_m) ifadelerinin lineer bagimsiz olsun. Belirtmek gerekir ki, U, (y) (v =1,_m)
ifadelerinin katsayilar matrisinin ranki m’e esit olur. m=2n i¢in (3.4) denklemleri
Ya=Ya=Va ==V =y = Y=Yy == Y =0

denklemlerine denktir.

Sinir kosullarinin geometrik yorumu su sekilde verilebilir: (3.2) degiskenlerinden olusan

(ya, Yo Ve yg”fl), Yor Yo o Vo oo yénfl)) ifadesi R*" uzayinda bir vektdr olarak bakilabilir.

3.2.2. Homojen Sinir Deger Problemi

Tanim 3.2.2.1 (Homojen Sinir Deger Problemi) [11].
I(y)=0, (3.5)
U,(y)=0 (v=1m) (3.6)
kosullarini saglayan bir y e C®™ [a,b] fonksiyonunun bulunmasi problemine homojen sinir deger

problemi denir. Eger, L operatori I(y) diferansiyel ifadesi ve (3.6) siir kosullariyla
tanimlanmis ise, o halde homojen sinir deger problemi L'’yi saglayan bir y fonksiyonu icin
¢0ziillmiis olur. Ayni zamanda, (3.5)-(3.6) problemi

L(y)=0 (3.7)

ile de gosterilebilir.

Tanim 3.2.2.2 (Céziim-Asikar C6ziim-Asikar Olmayan (€6ziim) [11]. (3.7) problemini
saglayan her bir fonksiyona bu problemin bir ¢éziimii denir. Aciktir ki, (3.7) probleminin en az

bir ¢éziimi vardir. Yani, y=0 fonksiyonu (3.7) probleminin daima bir ¢6ziimtdiir. Bu ¢6ziime

homojen sinir deger probleminin agikar ¢éziimii denir. Aksine, sifirdan farkli ¢éziimlere de

asikar olmayan ¢éztimler denir.
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Homojen olmayan sinir deger probleminin asikar olmayan ¢6zlimlerinin varligi asagida

arastirilmistir [11]:

Yi (k :ZI.,_n) fonksiyonlari, I(y) =0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri

olsunlar. Lineer diferansiyel denklemler teorisinden bilindigi iizere, I(y) =0 denkleminin her

hangi bir ¢6ziimii ayn1 zamanda (3.7) probleminin bir ¢6ziimii oldugundan
y= ch Yi
k=1

biciminde ifade edilebilir. Burada, C, (k :L_n) keyfi sabitlerdir. Bu ¢6ziim, (3.6) sinir kogullarini

sagladigindan c,,c,,...,c, sabitlerine gore

>cU, (v)=0 (v=1m) (3.8)
k=1
homojen lineer denklemler sistemi elde edilir.

U(y) - Ui(Ya)
U= = (3.9)

Un(v2) - Un(¥)
matrisinin ranki I' olsun. O halde, c,,c,,...,c, sabitleri i¢in (3.8) homojen lineer denklemler
sisteminin tam N-Tr sayida lineer bagimsiz ¢dziimii vardir. Bunlar sinir deger probleminin
N—r sayida lineer bagimsiz ¢éziimiine uygundur. Boylece su sonuglara varilabilir [11]:
i) Eger U matrisinin ranki I 'ye esit ise (3.7) probleminin tam Nn—r sayida lineer
bagimsiz ¢éziimi vardir.
ii)
a) r<n iseve yalniz boyle ise (3.7) probleminin agikardan farkli ¢6ziimii vardir.
b) m<n ise (3.7) probleminin asikardan farkl ¢6ziimii vardir.
c) n=m ise (3.7) probleminin asikardan farkh ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter
sart detU =0 olmasidir. Burada, U matrisi (3.9) ile tanimlanmistir.

U matrisinin rankina, sinir deger probleminin ranki denir.

3.2.3. Lagrange Formiilii ve Eslenik Diferansiyel ifade

(3.1) diferansiyel ifadesinin p,(x) katsayr fonksiyonlarl, p, eC"¥ [a,b] (k:ﬁ)

kosullarin1 saglasinlar. y,ZEC(”)[a,b] keyfi iki fonksiyon olsun. k —kez kismi integrasyon

alinarak
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b
_ N (ke ~ (ke b
I pn—kfy(k)dx = |: pn—kzy(k ) _( pn—kz) y(k ? +..t+ (_1)k l( pn—kZ )(k & y:|a+

b

+(-1) [ y(p,2)" dx

a

(3.10)

elde edilir. Burada, Z =z(x) ile z=z(x) fonksiyonunun kompleks eslenigi gosterilir. (3.10)’de

k=n,n-1,...,1,0 degerleri yazilip, elde edilen esitlikler taraf tarafa toplanirsa

D ey T

b —
I(y)fdx:P(ﬂ,§)+Iyl*(z)dx 11
bulunur. Burada,
|*(Z) =(_1)” (ﬁoz)(”) +(_1)“—1(ﬁlz)(n_l) +..+P,2Z (3.12)
ve P(n’g)l
= (ya, y; ! yg""’ ya(ln_l)r yb! yk; ' yt;',---! yén_l))y

_ "o (n-1) roon (n-1)
g“_(z 20,22y Yo 2y 2y e )

arbarbgsree

(3.13)

degiskenlerine bagl bilineer bir ifadedir [11].

Tamim 3.2.3.1 (Eslenik Diferansiyel Ifade-Lagrange Formiilii) [11]. (3.12) ile taniml
I"(z) diferansiyel ifadesine, I(y) diferansiyel ifadesinin eslenik diferansiyel ifadesi; (3.11)

formiiliine ise Lagrange formiilii denir.
b —_—
J' 1" (z) ydx

integralinde, (3.10) esitligi tizerinde yapilan islemlere benzer islemler yapilirsa

b

JI*(Z)ydx:Q(n,§)+

a

zl(y)dx

D — T

biciminde bir esitlik elde edilir. Burada, Q(n,é’)ifadesi (3.13) degiskenlerine bagh bilineer bir
ifadedir. Boylece, I(y) diferansiyel ifadesi I"(z) eslenik diferansiyel ifadesinin eslenigi olur.

Yani, I” (y)=I(y) dir. Baska bir deyisle, I(y) ve I'(z) diferansiyel ifadeleri karsilikh esleniktir

[11].
Ayrica, eslenik diferansiyel ifadenin (3.12) tanimindan
(L+1,) =1"+1,, (3.14)
(A1) =4 (3.15)

esitlikleri elde edilir [11]. Burada, A reel veya kompleks bir sayidir.
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Tamm 3.2.3.2 (Ozeslenik Diferansiyel Ifade) [11]. Eger, I" =I ise I(y) diferansiyel

ifadesine 6zeslenik diferansiyel ifade denir.

(3.14) ve (3.15) ifadelerinden asagidaki sonuglara varilir [11]:

i) Ozeslenik diferansiyel ifadelerin toplami da bir 6zeslenik diferansiyel ifadedir.

i) Ozeslenik bir diferansiyel ifadenin bir reel sayiyla carpimi da 6zeslenik diferansiyel
ifadedir.

Asagidaki teorem, 6zeslenik bir diferansiyel ifadenin en genel seklini verir:

Teorem 3.2.3.1 [11]. Herhangi bir 6zeslenik diferansiyel ifade,

L (=) La(y)= %Uipy(v‘” )+ iy )(Vl)J

seklindeki 6zeslenik diferansiyel ifadelerin toplamidir. Burada, p fonksiyonu [a, b] araliginda

reel degerli bir fonksiyondur.

Sonug 3.2.3.1 [11]. Reel katsayili herhangi bir 6zeslenik diferansiyel ifade,

1

1(9)=(poy™) "+ () ot (pay) + D,

seklinde yazilabilir. Burada, p, (k =@) fonksiyonlari reel degerli fonksiyonlardir.

3.2.4. Eslenik Sinir Deger Problemi

U,(y).U,(Y)....U,(y) ifadeleri (3.2) degiskenlerine bagh lineer bagimsiz ifadeler
olsun. m<2n oldugu durumda, U ,U,,...,U, ifadelerinden olusan 2n sayida lineer bagimsiz

ifade elde etmek i¢in U ,,,U ,U,, ifadelerini eklemek gerekir. Bu ifadeler lineer bagimsiz

m+1?~ m+20°

oldugundan, (3.2) degiskenleri U ,U,,...,U, ifadelerinin lineer kombinasyonu olarak ifade
edilebilir. Bu ifadeler, (3.13) degiskenleriyle tanimli P(n,() bilineer formunda yerine yazilirsa,
P(7.{) bilineer formu U,,U,,...,U,, degiskenlerine bagh lineer ve homojen bir form olur.
Ayrica, P(n,g“) bilineer formu V,, .V, ,,....V, ile gosterilecek olan Kkatsayilari
7.,72.,7,...7"Y.7.,7.,7!,...7"" degiskenlerine bagh lineer bagimsiz homojen ifadelerdir. O

halde (3.11) Lagrange formiilii

1(y)Zdx =U, (Y)V,,(2) +U, (Y)Vana(2)+..+U,, (Y)Vi (2) + | yI7 (2)dX (3.16)

D — T
D — T

halini alir.

Ispat edilebilir ki, V (Z) (V =1 2n) ifadeleri lineer bagimsizdir.

v
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Tanim 3.2.4.1 (Eslenik Sinir Kosullari) [11].
V,=0,V,=0,..V,, =0 (3.17)

sinir kosullarina (veya bunlara denk sinir kosullarina)
U,=0,U,=0,..,U, =0 (3.18)
sinir kosullarinin eslenik sinir kogullar: denir. Eger, (3.17) kosullar1 (3.18) kosullarina denk ise

(3.17) kosullarina ézeslenik sinir kosullari denir.

Tanim 3.2.4.2 (Eslenik Diferansiyel Operatér) [11]. L, I(y) diferansiyel ifadesi ve
(3.18) sinir kosullariyla tamimlanmis bir operatér olsun. 17(z) eslenik diferansiyel ifadesi ve

(3.17) eslenik sinir kosullariyla tanimlanmis operatdére, L operatoriniin eslenik diferansiyel

operatérii denir ve L ile gosterilir.

b

(v,2)=[y(x)z(x)dx

a

isaretlemesi yapilirsa, (3.16), (3.17) ve (3.18) esitliklerinden
b b
J'Lyfdx :IyL*zdx

veya
(Ly,z):(y,L*z) (3.19)
yazilabilir.

Belirtelim ki, eslenik operatorlerin tanimindan L operatérii L eslenik operatériiniin
eslenigi olur. Baska bir deyisle, L™ =L olur.

Eger, L' =L ise L operatoriine 6zeslenik operatér denir. Bir L operatériiniin 6zeslenik
operatdr olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu operatoriin 6zeslenik diferansiyel ifade ve
ozeslenik sinir kosullariyla tanimlanmasidir.

L 6zeslenik operator ise (3.19) esitligi,

(Ly.2)=(v.L2)

biciminde yazilir.

Tamim 3.2.4.3 (Eslenik Sinir Deger Problemi ) [11]. L operatorii L operatoriine
eslenik ise,
L'z=0 (3.20)
homojen sinir deger problemine, (3.7) homojen sinir deger probleminin eslenik sinir deger
problemi denir.

(3.20) homojen sinir deger problemi daha acik sekilde,
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14

I"(z)=0
{v (2)=0, (v=12n-m)

olarak yazilabilir.
3.2.5. Fourier Metodu

Fourier metodu veya degiskenlerin ayrilmasi yontemi olarak bilinen metot lineer
diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasinda olduke¢a yaygin bir kullanima sahiptir.

Bu metodu, ikinci mertebeden iki bagimsiz degiskenli
A(X, Y)Uy, +2B(X, y)u,, +C(x,y)u, +D(x,y)u, +E(X,y)u, +F(x,y)u=0 (3.21)
lineer kismi diferansiyel denklem i¢in anlatalim [4]:

Bu metot geregince, (3.21) denkleminin
u(x,y)=X(x)Y(y) (3.22)
biciminde ¢ozlimleri aransin. (3.22) fonksiyonu ve tiirevleri (3.21) denkleminde yerine yazilirsa
A(X, Y) XY +2B(X Y) XY +C(X,y)XY"+D(X,y) XY +E(X,y)XY'+F(x,y)XY =0 (3.23)
elde edilir. Burada, X =X (x)ve Y =Y (y) dir. Eger (3.23) denklemi

1 1
Yf(x,DX)x =?g(y,Dy)Y (3.24)

biciminde yazilabilirse, (3.21) kismi diferansiyel denklemine degiskenlerine ayrilabilirdir denir.

Burada, f(x,D,) ve g(y,D,) ifadeleri diferansiyel operatérlerdir. (3.24) denkleminin sol

tarafi yalmizca X degiskeninin bir fonksiyonu, sag tarafi ise yalnizca Yy degiskeninin bir

fonksiyonudur. Bu sekilde farkli degiskenlere bagh iki fonksiyon esit olmasi yalnizca her iki

fonksiyonunun ayni bir A sabitine esit olmasiyla miimkiindiir. Bu nedenle, (3.24) denklemi

1 1
Yf(x,Dx)szg(y,Dy)Yz/l

biciminde yazilir. Buradan,
f(x,D,)X -AX =0;g(y,D, )Y —AY =0 (3.25)
biciminde iki adet ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem elde edilir.
Sonu¢ olarak, (3.21) lineer kismi diferansiyel denkleminin u(X, y) ¢O6ziimuniin

bulunmasi igin (3.25) adi diferansiyel denklemlerinin hangi A4 degerleri i¢in asikar olmayan bir
¢6zlime sahip oldugunun bulunmasi problemine indirgenir. Bdyle problemlere dzdeger

problemleri denir.
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Bu aciklamayi bir 6rnekle daha anlasilir hale getirelim[11]:

ou  ou 0"

— =t P (X)—+..+ X)Ju, a<x<b 3.26
8t2 axn pl( )axnfl pn( ) ( )
kismi diferansiyel denklemi,
ou
u|t70 =f(x); = =e¢(x) (3.27)
ot
baslangi¢ kosullari ve
n-1 \4 n-1 \% _
a8 4 X[ TY] <0, j=in (3.28)
v=0 ox’ x=a V=0 ox" x=b

sinir kosullar1 ile tanimlanmis sinir deger probleminin ¢6ziimini Fourier metoduyla

arastiralim. (3.26) denkleminin (3.28) kosullarini saglayan ¢oziimii

u(x,t)=y(x)(Acosit+BsinAt) (3.29)
bicimindedir. (3.29) fonksiyonu (3.26) denklemi ve (3.28) sinir kosullarinda dikkate alinirsa
y(x) fonksiyonu

dn dn—l
I(y)zﬁ+ pl(x)ﬁjt...pn(x)y:—ﬂzy (3.30)
denklemi ve
n-1 n-1
U (y)=D .+ B, =0 (3.31)
v=0 v=0

sinir kosullarini saglar.
Eger y(X)iO ise, y(X) fonksiyonu (3.30)-(3.31) smir deger probleminin -4’
0zdegerine uygun ozfonksiyonudur. Bu nedenle, (3.30)-(3.31) sinir deger probleminin biitiin

ozdegerleri
A=A
ve bu 6zdegerlere uygun dzfonksiyonlar: da

ACIBRACINA I

biciminde olsun. O halde, (3.26) denklemi ve (3.28) sinir kosullarini saglayan

0

u(x,t)=>y,(x)(A cosAt+B sinAt)

n=1
serisi elde edilir. Bu seri, (3.27) baslangi¢ kosullarini da saglamalidir. Bu nedenle, (3.27)

baslangi¢ kosullarindan ilkinde dikkate alinirsa
F()=2A¥ ()
n=1

elde edilir. Bu denklem, verilmis bir f (X) fonksiyonunun (3.30)-(3.31) sinir deger probleminin

ozfonksiyonlar sistemi lizerine seri ayrisimini gosterir.
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3.3. Bir Diferansiyel Operatoriin Kok Fonksiyonlar Sistemi
3.3.1. Ozdeger ve Ozfonksiyon

Tamim 3.3.1.1 (Ozdeger-Ozfonksiyon) [11]. L, n. mertebeden bir diferansiyel

operator ve A e C bir parametre olsun. Eger,
L(y)=4y (3.32)
denklemini saglayan asikardan farkl bir y ¢o6ziimii varsa, A parametresine L operatdriiniin

bir 6zdegeri, y fonksiyonuna da A 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Kabul edelim ki; L operatérii I(y) diferansiyel ifadesi ve

U,(y)=0,U,(y)=0,...,U,(y)=0 (3.33)
sinir kosullarindan olussun.

Bir y ozfonksiyonu L operatoriiniin tanim kiimesine ait oldugunda, o halde y
ozfonksiyonu (3.33) kosullarin1 saglamasi gerekmektedir. Dahasi, Ly=|(y) ve (3.32)

denkleminden dolay1

I(y)=2y (3.34)
dir. Bu nedenle, bir L operatoriiniin 6zdegerleri A parametresinin dyle degerleridir ki,
I(y)=2y, U,(y)=0 (v=Lm) (3.35)

homojen sinir deger problemi asikar olmayan ¢6ziime sahiptir. Bu asikar olmayan ¢éziimlerin

her biri A ’ya ait bir 6zfonksiyondur.

Lemma 3.3.1.1 [11]. Ayn1 A Ozdegerine ait 6zfonksiyonlarin bir lineer kombinasyonu

da A’ya ait bir ozfonksiyondur. Yani, L(y,)=4y, ve L(y,)=A1y, Iise,
L(c,y, +¢,Y,)=A(cy, +¢,Y,) dir. Burada, ¢, ve c, keyfi sabitlerdir.

Tanim 3.3.1.2 (Geometrik Katlilik) [11]. (3.34) diferansiyel denklemi, verilen bir A
parametresi icin N’den fazla lineer bagimsiz ¢éziime sahip olmadigindan, ayn1 A 6zdegerine ait
olan tiim 6zfonksiyonlarin kiimesi boyutu Nn’den biiyiik olmayan bir uzay belirler. Bu uzayin
boyutu, verilen A 6zdegeri i¢in (3.35) probleminin lineer bagimsiz ¢éziimlerinin sayisidir. Bu

saylya A 0zdegerinin geometrik kati denir.

Vi (% A), Yo (X A) 0o, Yo (X, A) (3.36)

fonksiyonlari, (3.34) diferansiyel denkleminin

y," P (ad)=4, (J',V =1_n)
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baslangi¢c kosullarini saglayan c¢o6zliimlerinin temel bir sistemi olsun. Lineer diferansiyel

denklemlerin genel teoremlerinden agiktir ki, [a, b] araliginda sabitlenmis her bir X degeri icin,

(3.36) fonksiyonlari, A'nin tam fonksiyonlaridir. (3.35) probleminin asikar olmayan bir
¢6zliminilin olmasi icin gerek ve yeter sart,
U(y) - Ui(Ya)
U= : :
Un(%) - Un(¥s)
matrisinin I' rankinin Nn’den kii¢iik olmasidir. Buna ek olarak; m<n ise o halde r <n dir. Bu
durumda, (3.35) sinir deger problemi A 'nin herhangi bir degeri icin asikar olmayan bir ¢ozlime
sahiptir. Diger taraftan; m>n ise o halde U matrisinin I' rankinin n’den kiiciik olmasi i¢in
gerek ve yeter sart derecesi N olan tiim alt matrislerinin sifir olmasidir. Ayrica, U matrisinin
tlim karesel alt matrislerinin determinantlari, A ’nin tam fonksiyonlaridir. Bu nedenle, sadece
asagidaki durumlar miimkiindiir [11]:
i) U matrisinin derecesi N olan tiim alt matrislerinin determinantlar1 6zdes olarak
sifirsa, A parametresinin her bir degeri 6zdeger olur.
ii) U matrisinin derecesi N olan en az bir alt matrisinin determinant1 6zdes olarak sifir
olmasin. Bu durumda A’'nin, U matrisinin derecesi N olan tim alt matrislerinin

determinantlarini sifir yapan degerlerinin her biri 6zdegerdir.

Sonug 3.3.1.1 [11]. L operatoriiniin 6zdegerleri i¢in olasi iki durum mevcuttur:
i) Her bir A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir,
ii) L operatorii en fazla sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu

y1gilma noktalarina sahip degildir.
U matrisinde, M=n durumu ayrica incelenmesi gereken bir durumdur:

Tanim 3.3.1.3 (Karakteristik Determinant) [11].

U(y,) - U(y,)
AA)=| = o (3.37)
Un(yl) Un(yn)

ile tanmimh determinanta, L operatoriiniin karakteristik determinanti denir. Yukaridaki

tartismalardan (3.37) determinant1 A 'nin tam fonksiyonudur.
A(A) i¢in asagidaki sonuglar verilebilir [11]:

i) L operatériiniin 6zdegerleri, A(A) fonksiyonunun sifirlaridir. A(2) ozdes olarak

sifirsa, her bir A sayis1 L operatoriiniin 6zdegeridir.
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ii) A(ﬂ) 0zdes olarak sifir degilse, L operatori en fazla sayilabilir sayida 6zdegere

sahiptir ve bu 6zdegerler sonlu yigilma noktalarina sahip degildir. Ustelik bu 6zdegerler, A(4)

karakteristik determinantinin sifirlaridir.

Eger A(A)'mmn hig sifir1 yoksa, L operatoriniin de hi¢ 6zdegeri yoktur.

iif) Eger 4, ozdegeri, A(i) karakteristik determinantinin v kath sifirtysa, A4,
0zdegerinin geometrik kat1 v 'den biiytik degildir.
iv) Eger 4, 6zdegeri,A(ﬂ)'n1n basit sifirtysa, 1,’1n geometrik kat1 bire esittir. Yani 4,

0zdegerine bir tek lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik gelir.

Tamm 3.3.1.4 (Basit Ozdeger) [11]. A, ozdegeri A(A)'min basit sifirysa, 4

0zdegerine basit 6zdeger denir.

Tanim 3.3.1.5 (Cebirsel Kathlik) [11]. 4, sayis1 L operatoriniin bir 6zdegeri olsun. O
halde bu say1 A(4) tam fonksiyonunun bir sifir yeridir. Bu sebeple, A(/I)=(ﬂ—ﬂo)k F(2)

olarak yazilabilir. Burada F bir tam fonksiyon, F (io)i 0 ve k e N'dir. Bu bicimde tanimlanan

k sayisina A, 6zdegerinin cebirsel katliligi denir.

k=1 durumunda /4,’a basit 6zdeger denir. 4, 6zdegerinin geometrik kathhgina v
diyelim. Gosterilebilir ki v <k’dir. Daha agik bir ifadeyle, 1, 6zdegerine karsilik gelen lineer

bagimsiz 6zfonksiyonlarin sayis1 bu 6zdegerin cebirsel katliligini gecemez.

Teorem 3.3.1.1 [11]. 4 parametresi L operatoriiniin geometrik kati p olan bir

0zdegeriyse, A degeri L eslenik operatoriiniin geometrik kat1 p olan bir 6zdegeridir.

Teorem 3.3.1.2 [11]. L ve L eslenik operatorlerinin sirasiyla, 2 ve u 6zdegerlerine

uygun o0zfonksiyonlari, 4 # i ise ortogonaldir.

Teorem 3.3.1.3 [11].0zeslenik bir operatoriin 6zdegerleri reeldir.
Teorem 3.3.1.2 ve teorem 3.3.1.3 teoremlerinden asagidaki sonuc elde edilir:

Sonug 3.3.1.2 [11]. Bir 6zeslenik diferansiyel operatoriin farkli 6zdegerlerine karsilik

gelen 6zfonksiyonlar1 ortogonaldir.

Ayni  oOzdegere Kkarsiik gelen lineer bagimsiz 6zfonksiyonlardan Schmidt
ortogonallestirme ydntemiyle ortogonal 6zfonksiyonlar elde edebiliriz. Boylece, ayn1 6zdegere

ait olan 6zfonksiyonlarin olusturdugu uzayda ortogonal bir taban segebiliriz.
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3.3.2. Ek Fonksiyonlar

Tanim 3.3.2.1 (Ek Fonksiyon) [11]. 4, say1s},
I(y)=2y, U,(y)=0 (v=1n)
probleminin bir 6zdegeri, go(x) bu 6zdegere karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. Asagidaki
kosullar saglanirsa v, (X),y,(X),....w, (x) fonksiyonlarina ¢(x) ozfonksiyonlarma Karsilik

gelen ek fonksiyonlar denir:

(vi) =2 + ¥ (i ZH)’

U, (y;)=0 (i=1k, v=Ln).
Burada, y, (X)=¢(x) tir.

L, lineer diferansiyel operatorii verilsin. Varsayalim ki bu operatoriin 6zdegerleri

sayllabilir sayidadir. O halde, bu 6zdegerleri {/lj}; olarak gosterebiliriz. 4; 6zdegerinin

cebirsel katlilgimi m; ile, 4,’ya Kkarsiik gelen lineer bagimsiz ozfonksiyonlar1 da

?;1(X),9;, (X),...,goj,pj (x) ile gosterelim. Agktir ki, p;<m/dir. Agktir ki,
E :{qaj,p (x)ljeN,1<p< pj} lineer bagimsizdir. E'’'ye L diferansiyel operatoriiniin
ozfonksiyonlar sistemi denir.

?1.01(X): @502 (X)s 0, 5 2 (x) fonksiyonlart ¢, (jeN, 1< p<p,) ézfonksiyonunun
ek fonksiyonlari olsunlar. Bu takdirde

Mg+ My, +eetmy o =m,

dir. Yani 4; 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar ve onlara karsilik gelen ek fonksiyonlarin
toplam sayisl A;'nin cebirsel kathligina esittir. Gosterilebilir ki

R z{gojyp'i (x)|jeN,1<p<p,, 0<i<m, —1} lineer bagimsizdir. Burada, ¢, ,,(x)=¢, ,(x) tir.

R’ye L diferansiyel operatoriiniin kék fonksiyonlar sistemi denir.
3.4. Sturm-Liouville Operatoérii

Uygulamalarda sik sik kullanilan temel operatdrlerden birisi de Sturm-Liouville operatori

olarak bilinenen

2
LZ—W'Fq(X)

operatorddr.
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Burada, q(x) fonksiyonu reel ve [ab] arahiginda sireklidir. L operatori igin, y(x)
fonksiyonlarinin kiimesi belli diferansiyellenebilme kosullariyla ve ayni zamanda a ve b ug

noktalari iizerine konulan kosullarla belirlenir [12].

Sturm-Liouville operatori icin genellikle asagidaki ti¢ tiir sinir kosulu tanimlanmistir
[12]:

i) Ayrik sinir kosullari olarak bilinen
y(a)cosa +y'(a)sina =0,
y(b)cos B +y'(b)sin =0
sinir kosullaridir. Burada, « ve S Kkeyfi reel sayilardir.
ii) Periyodik sinir kosullari olarak bilinen
y(a)=y(b), y'(a)=y'(b);
ve anti-periyodik sinir kosullar1 olarak bilinen
y(a)=-y(b).y'(a)=-y'(b)
sinir kosullaridir.

iii) Uglar1 kilitli veya bagl sinir kosullar olarak bilinen
y(a)=y(b)=0,
y'(a)=Yy'(b)=0

sinir kosullaridir.

Tanim 3.4.1 (Sturm-Liouville Problemi) [12].
Ly(X)=-y"+q(x)y=4y (3.38)
y(a)cosa +y'(a)sina =0,

(3.39)
y(b)cos B+ y'(b)sin =0
biciminde tanimlanan sinir deger problemine Sturm-Liouville problemi denir. [a, b] aralig1 sonlu

ve q(x) fonksiyonu bu aralikta toplanabilir ise (3.38)-(3.39) sinir deger problemine regiilerdir

denir. Diger durumlarda, yani [a,b]araliginin sonlu olmadig1 veya q(x) fonksiyonunun [a,b]

araliginda toplanabilir olmadig1 veya bu iki durumun her ikisinin de gecerli olmasi halinde ise

probleme singiilerdir denir.

Tanim 3.4.2 [12]. (3.38)-(3.39) sinir deger problemi belli bir A degeri i¢in asikar

olmayan bir y(X,/i) ¢coziimiine sahipse, A degerine (3.38)-(3.39) sinir deger probleminin bir

6zdegeri, y(X, l) fonksiyonuna ise bu 6zdegere karsilik gelen ézfonksiyon denir.
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X—a
(3.38)-(3.39) sinir deger probleminin formunu degistirmeyen t=b—7r dontistimi
—a

yardimiyla [a,b] araligi [0, 7] arahigina déniistiiriilebilir.

Lemma 3.4.1 [12]. (3.38)-(3.39) sinir deger probleminin A, # A, farkhi 6zdegerlerine

karsilik gelen y(Xx,4,) ve y(x,4,)ozfonksiyonlar: ortogonaldir. Yani,

y(%A4)y(x4,)dx=0,14 =4,

O ey

Lemma 3.4.2 [12]. (3.38)-(3.39) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

3.5. Hilbert Uzaylarinda Tabanlar

Tanim 3.5.1 (Taban) [56]. B bir Banach uzay, {¢j}; bu uzaydaki vektorlerin bir

dizisi olsun. Eger, her bir x € B vektorii icin
x=> ¢4, (3.40)
-1

seklinde tek yolla belirli, B uzayindaki norma gore yakinsak olan bir seri ayrisimi varsa, {¢j };

dizisine B uzaynn bir tabani denir.(3.40) ayrisiminda c; katsayilari, xeB vektoriine bagh

lineer fonksiyonellerdir:

¢, =w,;(x). (3.41)
Bu tanim bir H Hilbert uzayi i¢in uygulanirsa (3.41) esitligi,
cj:(x,l//j) (WjeH;jzl,Z,...) (3-42)

seklinde yazilir. Ayrica x=¢, (k=1,2,...) yazilirsa,
(dow;)=6s (k.j=12..)
elde edilir. Burada, 5kj Kronecker deltasidir.
{¢j}; sistemi B uzaymnin bir tabani olsun. N’'nin her bir ¢ permutasyonu igin
{¢9(j)}; sistemi de B’in bir tabani ise {¢j}; sistemine bir kosulsuz taban; aksi durumda

kosullu taban denir.

Tanim 3.5.2 (Biortogonal Diziler) [56]. {¢j}w

j=1

ve {l//j};, H Hilbert uzayinin

elemanlarindan olusan iki dizi olsun. Eger,
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(6.0 )=, (i.k=12..)
ise bu dizilere biortogonal diziler denir.

H Hilbert uzaymnin {¢j}; tabanina biortogonal olan {t//j} dizisi tek sekilde

j=1
tanimlidir [56].
(3.40) ve (3.42) esitliklerinden géralir ki; biitiin y; (j=1,2,...) vektérlerinin her birine

ortogonal olan herhangi bir f vektori 6zdes olarak sifirdir. Sonugta herhangi bir tabana

biortogonal olan dizi daima H Hilbert uzayinda tamdir [56].

Teorem 3.5.1 [56]. H Hilbert uzayinin herhangi bir {qﬁj};tabamna biortogonal olan

{l//j }7:1 dizisi de bu uzayin bir tabanidir.

Tanim 3.5.3 (Sonlu Lineer Bagimsiz Dizi-Minimal Dizi) [57].B bir Banach uzay,

0

{Xj } i bu uzayda bir dizi olsun. {XJ- } - dizisine;
i) {Xj } i dizisinin her sonlu alt dizisi lineer bagimsiz ise sonlu lineer bagimsiz,
ii) eger,
X0 €[ X0 Xgre o X g Xous]  (N=12,..;%, =0)
ise minimal bir dizi denir. Burada,  [X,X,,..., X3, X0.-..] ifadesi X, X, X Xy

elemanlarinin gerdigi B uzayinin bir alt uzayini temsil eder.

Tanim 3.5.4 (@ — Lineer Bagimsiz Dizi) [56]. B bir Banach uzayy, {¢j }; bu uzayda bir

dizi olsun. Eger,

2.Ci,=0
j=1

esitligi,
o< el <

kosulu altinda saglanmiyorsa, {¢j } i dizisine o -lineer bagimsiz dizi denir.

Sonuc¢ 3.5.1 [57]. Her minimal dizi @ —lineer bagimsiz dizidir ve her @ —lineer bagimsiz

dizi ise bir sonlu lineer bagimsiz dizidir.
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0

Teorem 3.5.2 [57]. B bir Banach uzay, {¢j}; bu uzayda bir dizi olsun. {¢J}

j=1

©
j=

dizisinin minimal olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu diziye biortogonal olan bir {l//j} . dizisinin

var olmasidir.

{¢j}j71 dizisi H Hilbert uzayinin ortonormal bir tabani, A ise sinirli ve tersi olan lineer

bir operator olsun. Bu durumda keyfi bir f € H vektorii igin,
A=Y (A%.4,)4, :Z(f,A*’ ¢j)¢j
j=1 =1

ayrisimi dogrudur. Bu nedenle,

yazilabilir. Burada,
v, =Ag. 1, =A"¢ (i=12..)
dir. Agiktir ki,
(v; ) =6, (i.k=12..)
dir. Bu nedenle,
f=2cw, (3.43)
j=1
ise
¢ =(f.z) (i=1.2..)
dir. Buna ek olarak, C; katsayilari (3.43) ayrisiminda tek tirli belirlidir [57].

Boylece, her sinirl ve tersi mevcut lineer operatér, H Hilbert uzayinin herhangi bir

ortonormal tabanini bu uzayin bagka bir tabanina doénitistiirir.

Tanim 3.5.5 (Riesz Tabani) [56]. H Hilbert uzayinin yukaridaki doniisiimle elde

0
j=

edilen {l//j} ) tabanina ortonormal bir tabana denk tabani veya Riesz tabani denir.

Sonug 3.5.2 [57]. {t//j }; bir Riesz tabani ise

e [wj:ﬂ; j:l,z,...J

|’>”1|

birim vektorlerin dizisi de bir Riesz tabanidir.
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Teorem 3.5.3 (Bary, N. K.) [56]. H Hilbert uzayi olsun. Asagidakiler durumlar denktir:

i) {l//j}il dizisi, H uzayinin bir Riesz tabanidir.
ii) {l//j }; dizisi, H uzayinin ( f, g) i¢ carpimina topolojik denk” olan uygun bir (f,g),

ic carpiminin olusturdugu uzayda ortonormal bir tabandir.

iif) {l//j}il dizisi, H wuzayinda tamdir. Herhangi bir n dogal sayisi ve herhangi

Y1y Vasrees ¥, KOompleks sayilari icin,
n 2 n n 2
a2;|71| < ;71‘/’1 S""11_2:;|71|

esitsizligi dogru olacak sekilde a, ve a, pozitif sayilar: vardir.

2

iv) {l,//j}(?:1 dizisi, H uzayinda tamdir ve onun H(l//j,l//k )”de Gram matrisi, 1, dizi

uzayinda sinirli ve tersi mevcut bir lineer operator liretir.

0
j=

v) {l//j}il dizisi, H uzayinda tamdir, bu diziye biortogonal olan {;(J} , tam dizisi vardir
ve herhangi bir f € H vektori igin,

St <o Stz <

esitsizlikleri saglanir.

Tanim 3.5.6 (Karesel Yakin Diziler ) [57]. {¢j}°_c Ve {1//].}0_01 B Banach uzayinda iki
. i

]

dizi olsun. Eger,
Dl vl <o
n=1

ise bu dizilere karesel yakin diziler denir. Burada,

||| ile B uzayindaki norm gosterilir.

Teorem 3.5.4 (Bary, N. K.) [56]. H Hilbert uzayinin {l//j} Riesz tabanina karesel

yakin olan @ -lineer bagimsiz {¢j }; dizisi de bu uzayin bir Riesz tabanidir.
Son teoremden sonug olarak asagidaki 6nerme verilebilir [56]:
H Hilbert uzayinin @ -lineer bagimsiz {)(J-}T:l dizisi bu uzayin ortonormal bir tabanina

karesel yakin ise bu dizi H uzayinda bir tabandir.

’ (f,g) ve (f,g)l ic carpimlar topolojik olarak denk normlar liretirse, bu i¢ ¢arpimlara topolojik

denktir denir. Yani; C;,C, pozitif sayilari vardir dyle ki Cl( f, g) S( f,g )1 <c, ( f, g), ( f,geH )
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3.6. Trigonometrik Seriler, Fourier Serileri ve Ortogonal Seriler

Tanim 3.6.1 (Trigonometrik Seriler) [52].

%+Z(an cosnx +b, sinnx) (3.44)
n=1
bicimindeki ifadelere trigonometrik seriler denir. Burada, a ve b sabitleri serinin

n n

katsayilaridir.

(3.44) bigimindeki bir seri Vx e(—o0,) i¢in yakinsak ise, o halde bu seri 2z periyotlu

bir fonksiyon belirtir. Bu nedenle, bir fonksiyon bir trigonometrik seri ile ifade edilirse,

fonksiyon ya 2z periyotludur ya da 27 uzunlugundaki bir aralikta degerler alir [52].

Trigonometrik seriler ile kuvvet serileri arasinda énemli bir iliski vardir:

0

D¢,z (3.45)

n=0

. & 1 e . i y
kuvvet serisi ele alinsin. Burada, ¢, =a,—ib, ve C, =?° dir. Birim dairede z=re” oldugu

varsayilirsa, (3.45) serisinin reel kismi (3.44) serisinden farkh degildir. z=€" icin (3.45)

serisinin imajiner kismi ise
> (b, cosnx+a, sinnx) (3.46)

n=1

bicimindedir. (3.46) serisine, (3.44) serisine eslenik seri denir.

Tanim 3.6.2 (Fourier Formiilii) [52]. f(x) fonksiyonu, daima —z <x<7 araliginda

diizgiin yakinsak bir trigonometrik serinin toplami olmasin. cosmx veya sinmx ile
f(x)= %+ (a, cosnx+b, sinnx)
n=1

ifadesi ¢carpilip —7'den 7 ’ye integral alinirsa,

17 17 .
—_— f d ; b = — f d :1,2,... 3-47
a, ”:[Z (x)cosnxdx; b, ﬂj (x)sinnxdx (n ) (3.47)

=T

elde edilir. Burada, asagidaki hesaplamalardan yararlanildi:

T
_[ cosmxcosnxdx=0, m=n,

=T

jsinmxsinnxdx:o, m #n,
o7 (3.48)
Jcosmxsinnxdx=0, m=#n ve m=n,

-

/4 /4
fcos2 mx dx = jsinzmxdx:n.

- -
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(3.47) formiiliine Fourier formiilii denir. a, ve b, sayilarina ise Fourier katsayilar! denir.

Tanim 3.6.3 (Fourier Serisi) [52]. f(x) fonksiyonundan tretilen (3.47) Fourier

formiilti ile belirlenmis katsayilardan olusmus

f(x)~%+i(an cosnx + b, sinnx) (3.49)

n=1

«

serisine f(x) fonksiyonunun Fourier serisi denir. Burada; “~" isareti, Fourier formiillerinin

f (X) fonksiyonundan iiretildiginin anlasilmasi i¢in konulmustur.

Tanim 3.6.4 (Ortogonal Sistem) [52].

1

!f/’n(x)%(x)dX:O (m=n; nm=12,.),
J

kosullar1 saglanmasi durumunda {(pn(x)}:ozl € LZ(O,l) fonksiyonlar sistemine [0,1] araliginda

2, (x)| dx=0 (n=12,..)

ortogonal sistem denir.

Ornek 3.6.1 [52]. (3.48) esitliklerinden goriiliir ki,

{cosnx}” w{sinnx} (3.50)

0
n=1

trigonometrik sistemi [—72',72'] araliginda ortogonal sistemdir.

Tanim 3.6.5 (Ortonormal Sistem) [52]. Eger, {gon (X)}: ortogonal sistemi igin

i

0

o, (x) dx=1 (n=12,..)

ise bu sisteme ortonormal sistem denir.
Her trigonometrik sistem ortonormal sistem degildir, fakat ortonormal yapilabilir.

Ornek 3.6.2 [52]. (3.50) ortogonal sisteminin 1,€0SX,SiNX,...,cOSNX,siNnX,...

elemanlarinin ilkinin ile diger her bir fonksiyonun da % ile carpilmasiyla elde edilen
T

T L

sistem [-7, 7] araliginda ortonormal sistemdir.

1
N2
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Tamim 3.6.6 (Ortogonal Seri) [52]. {gﬂn(x)}::l fonksiyonlar sistemi [a,b] araliginda

ortogonal sistem olsun.
> c.o, () (3.51)
n=1

serisine ortogonal seri denir. Burada, c, sabit katsayilardir.
(3.51) serisinin belli bir f(x) fonksiyonuna yakinsak oldugu biliniyorsa c,

katsayilarinin ne oldugu tartisilabilir.
f(x)=> ¢, (x) (3.52)
n=1

serisi dikkate ele alinsin ve (3.51) serisinin diizgiin yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

(3.52) esitliginin her iki yan1 ¢, (X) ile carpilip a’den b 'ye integral alinirsa

1 1
[ £ (X)en (x)dx=c, [ o, (x)[ dx=c, (3.53)
0 0

elde edilir. Burada, (3.53) formiilleri Fourier formiilleridir. Bu nedenle, (3.51) serisine

{(on (X)}:=1 ortogonal sistemine gére f(x) fonksiyonunun Fourier serisi denir.

Tanim 3.6.7 (Tamlik) [52]. {(on(X)}:zl fonksiyonlar sistemi [0,1] araliginda taniml ve

f(x)eL,(0,1) (1< p <o) olsun,
Jl.f(x)(pn(x)dx:o (n=12,.) (3.54)

esitlikleri sadece f(X)=O (hemen hemen her Xx e[O,l] icin) fonksiyonu i¢in saglaniyorsa, bu
sisteme L (0,1) (1< p<oo) uzayinda tamdir denir. (Bu tamm f(x)eC[0,1] fonksiyonu icin

verilirse “hemen hemen her” sozii yerine “her” kelimesi gelmelidir.)

Dikkat edilirse, herhangi bir f(x)eL,(0,1) fonksiyonu icin (3.54) esitligindeki
integralinin var olabilmesi icin gerek ve yeter sart ¢,(x) (n=12,..) fonksiyonlarmimn [0,1]

araliginda siirh olmasidir. Eger, f (x) e L, (0,1) (1< p<wo) ise (3.54) esitligindeki integralinin
. s 1 1
var olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart ¢, (x)e L, (0,2) (n =1, 2,...) olmasidir. Burada —+—=1
p q
dir.

Ornek 3.6.3 [52]. (3.50) trigonometrik sistemi L(-7z,7) ve C[-z,7z]| uzaylarinda

tamdir.
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1<p<p'<owo olsun. O halde {¢n(x)}:=1 sistemi L, (0,1) uzayinda tam ise L, (0,1)
uzayinda da tam olur. Buradan, (3.50) trigonometrik sisteminin 1< p<oo igin L (-7,7)

uzayinda tam oldugu sdylenebilir.
(3.50) trigonometrik sisteminin C [—72',7[] uzayinda tam olmasi agsagidaki 6nemli sonucu

verir:

Teorem 3.6.1 [52]. f (X) stirekli fonksiyonunun (3.49) ile taniml Fourier serisi diizgiin

yakinsak ise, bu serinin toplami f (x)’in kendisidir.

Tanim 3.6.8 (Bessel Esitsizligi) [52]. f(x)eL,(0,1) ve {gon (X)}:O=1 fonksiyonlar sistemi

[0,1] araliginda ortonormal bir sistem olsun.

2o <]t
n=1

biciminde tanimlanan esitsizlige Bessel esitsizligi denir. Burada, c, sayilari (3.53) ile tanimhdir.

2
L

Teorem 3.6.2 [52]. LZ(O,l) uzayinda herhangi bir fonksiyonun herhangi bir

ortonormal sisteme gore Fourier serisi L, (0,1) uzayinda yakinsaktir.

Tanim 3.6.9 (Kapalilik) [52]. Her bir f(x)eC[0,1] (veya f(x)eL,(0,1) (1<p<oo))

fonksiyonu ve her &> 0 icin

’f(x)—kzn;ak(pk(x)<g (0<x<1)
veya
Hf (x)—gakgok(x) <

olacak sekilde «,a,,...,a, € C sayilar1 bulunabiliyorsa {ﬁﬂn(x)}; fonksiyonlar sistemi C[O,l]

uzayinda (veya L, (0,1) (1< p <o) uzayinda) kapalidir denir.

Teorem 3.6.3 [52]. L,(0,1) (1< p <) uzayinda (veya C[0,1] uzayinda) kapali olan bir

sistem, L,(0,1) uzayinda (veya L(O,l) uzayinda) tamdir; tersine, L, (0,1) (1< p<) uzayinda

1 1
tam olan bir sistem, L, (0,1) uzayinda kapalidir. Burada —+— =1 dir.

P q
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Teorem 3.6.4 [52]. L,(0,1) uzayinda tamlik ve kapalilik denktir.

{e, (X)}:;l ortonormal sistemi, L,(0,1) uzayinda kapalive f(x)eL,(0,1) olsun. O halde,

Ve>0 igin o, a,,..., @, sayllarin segmek miimkiindiir ki

Hf (x)—kzn;akgok(x)

<&
L

dir. Ote yandan, {%(X)}L sistemine gore biitiin n dereceli polinomlardan f (x) fonksiyonuna

en iyi yaklasan polinom, L, (0,1) uzayinda »_c¢, () ile verildiginden

k=1

Hf (x)_gcm (x)

<&

L,

0

n=1

baglanir. Burada, ¢, (kzﬁ) sayilari f(X) fonksiyonunun Fourier katsayilaridir. {(on(x)}

sistemi ortonormal oldugundan

l1(0-3ea(

2 n
=1t =X e f
L, k=1
elde edilir. Buradan
0<f[F - el <&
k=1

elde edilir. &£ >0 keyfi oldugundan n — o icin limite gegilirse,

It

L=l (3.55)
k=1

bulunur.
Tanim 3.6.10 (Parseval Esitligi ) [52] . (3.55) esitligine Parseval esitligi denir.

Sonug 3.6.1 [52]. Bir sistem kapali ise herhangi bir f(x)eL,(0,1) icin Parseval esitligi
saglanir.
Teorem 3.6.5 (Riesz-Fischer) [52]. ¢, (n=1,2,...) dizisi Z:|cn|2 <o kosulunu saglayan
n=1
herhangi bir say1 dizisi ve {¢n(x)}:=1 ortonormal bir sistem olsun. Bu durumda o&yle bir

f(x)eL,(0,1) fonksiyonu vardir ki, ¢, sayilar1 f(x) fonksiyonunun bu sisteme gére Fourier

0

katsayilaridir. Ayrica, {gon (X)}n=1 sistemi tam ise f (X) fonksiyonu tek tiirli belirlidir.
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Teorem 3.6.6 (Mercer) [52]. {¢, (X)}:;l (0<x<1) ortonormal sistemi diizgiin smnirl ise,

yani

IM >0; VneN, vxe[0,1]:

(pn(x)|SM
kosulu saglaniyorsa, herhangi bir toplanabilir fonksiyonun bu sisteme goére Fourier

katsayilarinin dizisi sifira yakinsar.

Teorem 3.6.7 [52]. Her bir toplanabilir fonksiyonun (3.50) trigonometrik sistemine

gore Fourier katsayilari sifira yakinsar.

Fourier serilerinin mutlak ve diizgiin yakinsakligi ile ilgili bazi teoremler asagida

verilmistir:

Teorem 3.6.8 [52].

%+i(an cosnx +b, sinnx) (3.56)
=1

>

trigonometrik serisi dikkate alinsin. Eger

M

(|an|+|bn|)<oo (3.57)

Il
JuN

n

ise, (3.56) serisi [—72',72'] araliginda mutlak ve diizgiin yakinsaktir. (3.57) kosulu (3.56) serisinin

mutlak yakinsamasi icin gerek ve yeter kosuldur.

Teorem 3.6.9 [52]. Eger f(X) fonksiyonu ikinci mertebeden toplanabilir bir tiireve

sahip ise, bu fonksiyonun Fourier serisi diizgiin yakinsar.

Teorem 3.6.10 [52]. F(x) mutlak siirekli bir fonksiyon ve onun F'(x)=f(x) tiirevi

karesi integrallenebilir bir fonksiyon ise F (X) fonksiyonunun Fourier serisi mutlak ve diizgiin

yakinsaktir.

Teorem 3.6.11 [52]. (an) monoton azalan ve sifira yakinsak bir dizi ise,

a 0
-2+ a,cosnx
2 n=1

serisi x=0 (mod 27[) noktalar: haricinde her yerde yakinsaktir, ayrica her bir 0 <& <z igin
8 < x <2z —¢ aralifinda duzgiin yakinsaktir.

(bn) monoton azalan ve sifira yakinsak bir dizi ise

> b,sinnx
n=1
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serisi her yerde yakinsaktir. Ayrica, her bir 0<é <7 icin §<x<2z -6 aralifinda diizgin

yakinsaktir.

Trigonometrik serilerin yakinsakliginin incelenmesinde 6nemli bir rolii olan Dirichlet

cekirdegi asagidaki gibi tanimlanir:
Tanim 3.6.11 (Dirichlet Cekirdegi ve Eslenik Dirichlet Cekirdegi ) [52].
Dn(x)=%+cosx+...+cosnx, (3.58)

Dn(X)=sinX+...+sinnx (3.59)

esitliklerine sirasiyla Dirichlet ¢ekirdegi ve eslenik Dirichlet cekirdegi denir.

Trigonometrik 6zdesliklerden kolayca elde edilebilir ki, (3.58) ve (3.59) fonksiyonlar1

sirasiyla

. 1 X 1
sm(n+2Jx . cosz—cos(nqtzjx
D, (X)=——=2—, Du(x)=

2sin— Zsin5
2

biciminde yazilabilir.
[—7[,7[] araliginin tamaminda veya herhangi bir noktasinda bir Fourier serisinin

yakinsaklik probleminin incelenebilmesi icin, bu Fourier serisinin Dirichlet tarafindan verilen

formdaki serilerin kismi toplamlar dizisi biciminde ifade edilmesi uygundur:

o(f) =a—2°+i(ak coskx + by sinkx)
k=1
ve
Sn(x)=%+2(ak coskx + b, sinkx) (3.60)
k=1
olsun. (3.60) kismi toplamlar dizisini, Fourier Kkatsayilar1 ve Dirichlet cekirdeginden
yararlanarak
. 1
1 17 sin (n + ZJU
Sn(x)z—j f(u+x)Dn(u)du=—j f(u+x)—udu (3.61)
g g ZsinE

seklinde yazabilir [52]. Gerekli hesaplamalar yapildiginda, (3.61) esitligi

sn(x):if f(u+x)3i”u”” du+o(1) (3.62)

bicimine dontstiriilebilir. Burada, 0(1) ifadesi n—> o iken sifira yakinsar. (3.62) esitligi,

Riemann yerellestirme prensibi diye bilinen son derece 6nemli bir 6zelligi agiklar [52]:
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Teorem 3.6.12 (Riemann) [52]. f(x) fonksiyonunun Fourier serisinin bir X

noktasindaki yakinsakligi veya iraksakligi bu fonksiyonun X noktasinin komsulugundaki

davranisina baghdir.

Degisken degisimi yapilarak, (3.62) esitligi

sn(x):if(f (x+t)+ (x_t))s"‘t”t dt+0(1) (3.63)

%

biciminde de yazilabilir. cr( f) trigonometrik Fourier serisinin (3.63) esitligiyle verilen kismi

toplamlar dizisi ile ilgili asagidaki testler elde edilir [52]:

Teorem 3.6.13 [52]. o( f) serisinin X noktasinda f(x) fonksiyonuna yakinsamasi

icin gerek ve yeter sart
5

lim [(f(x+u)+ f(x—u)—2f(x))

n—w

sinnu

du=0
olmasidir. Burada, ¢ >0 dir.
Tanim 3.6.12 (Regiiler Nokta) [52]. f(x) fonksiyonunun X, noktasinda sonlu sag

(f (%, +0)) ve sol ( f(x,—0)) limitleri var ise ve bu fonksiyonun x, noktasindaki degeri sag ve

sol limitlerin aritmetik ortalamasina esitse, yani

(%)= f(x+0)+f(x,—0)

2
ise x, noktasma f (x) fonksiyonunun regiiler noktasi denir.

)
Teorem 3.6.14 (Dini Testi) [52]. J.( f(x+u)+ f(x—u)-2f (x))d—u integrali mevcut ise
u
0
o(f) serisi her X regiiler noktasinda f(x) fonksiyonuna yakinsar.

Sonug 3.6.2 [52].
o (u)=f(x+u)+ f(x—u)-2f(x)

olsun. Dini testinden, f(X) fonksiyonu her X noktasinda siirekli ve

AQ

t

dt (3.64)

[< ) ——

integrali mevcut ise, a( f) serisi her X noktasinda f(X) fonksiyonuna yakinsar.
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Sonu¢ 3.6.3 [52]. Eger f(x) fonksiyonu X noktasinin her komsulugunda Lipschitz
kosulunu® saglarsa, (3.64) integrali mevcuttur. Ayrica, a( f) serisi her X noktasinda f(x)

fonksiyonuna yakinsar.

Eger f(x) fonksiyonu X noktasinda sonlu tiireve sahipse, o halde f(x) fonksiyonu bu

noktanin komsulugunda « =1 i¢in Lipschitz kosulunu saglar.

Sonug 3.6.4 [52]. Bir X noktasinda f(x) fonksiyonu sonlu tiireve sahipse, f(x)

fonksiyonun Fourier serisi bu noktada yakinsaktir.

Sonu¢ 3.6.5 [52]. f(x) fonksiyonu (-z,7) araligmin her noktasinda
diferansiyellenebilirse, o halde f(X) fonksiyonun Fourier serisi bu araligin her noktasinda

yakinsaktir.

Teorem 3.6.15 (Jordan) [52]. f(X) fonksiyonu (a,b) araliginda siirli salimimli ise, bu
fonksiyonun Fourier serisi (a,b) araliginda her noktada yakinsaktir. Bu serinin toplami

f(x+0)+ f(x-0)

3 dir. Son olarak, f(x)

siireklilik noktasinda f (x), siireksizlik noktasinda

fonksiyonu (a',b’) araliginda siirekli ise, f(x) fonksiyonunun Fourier serisi (a’,b") arahginda

diizgiin yakinsaktir, burada a<a'<b’<b dir.
Teorem 3.6.15’den asagidaki sonuglar elde edilir [52]:

Sonu¢ 3.6.6 [52]. f(x) fonksiyonu [-z,7] araliginda siirekli, simrh salimmh ve

f(-z)=f(x) ise, bu fonksiyonun Fourier serisi R iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Sonug 3.6.7 [52]. Herhangi bir periyodik mutlak siirekli fonksiyonun Fourier serisi R

tizerinde kendine diizgiin yakinsaktir.

’ Lipschitz kosulu: & >0 ve ]u| <0 igin ’ f (X+ U) —f (X)| <K |U|a olacak sekilde K > 0 sayisi vardir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

4.1. Birinci Problemin ifadesi ve Bazi Spektral Ozellikleri

Bu kisimda; tezin giris boliimiinde bahsedilen sinir deger problemlerinden ilkinin ifadesi
verilecek, bu problemin 06zdegerlerinin ve 0zfonksiyonlarinin asimptotik formuiilleri
kesinlestirilecek, bu kesinlestirilmis asimptotik formiillerin yardimiyla birinci problemin kok
fonksiyonlar sistemleri ve bu sistemlere biortogonal olan sistemler iizerine siirekli fonksiyonlar
icin Fourier seri ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullar1 arastirilacak ve elde edilecek
bulgularin daha anlasilir olmasi igin iki 6rnek verilecektir.

Tezin giris boliiminde bahsedilen sinir kosullarindan biri spektral parametre igeren

birinci problem

—y"+0q(x)y=A4y, 0<x<1, (4.1)
y(0)cos B=y'(0)sin B, 0< B<x, (4.2)
y'(1)=(at+b)y(1) (4.3)

seklindedir. Burada; A bir spektral parametre, q(x)eC[0,1] reel degerli bir fonksiyon,a,b

reel sabitler ve a<0 dir.

4.1.1. On Bilgiler

(4.1)-(4.3) smnir deger probleminin kok fonksiyonlar sistemleri iizere spektral
ayrisimlarinin  diizgiin  yakinsaklik kosullarinin incelenebilmesi icin bu problemin
ozdegerlerinin, 0Ozfonksiyonlarinin ve ek fonksiyonlarinin bazi 6zelliklerinin bilinmesi
gereklidir. Ayrica, kok fonksiyonlar sistemi ve bu sisteme biortogonal olan sistemin yapisi
incelenmelidir. Bunlara ek olarak, kok fonksiyonlar sisteminin minimallik ve tabanlk

ozelliklerinin bilinmesi gereklidir.
h=cot S (0< g <r)olmak iizere ¢(x,41) ve y(x,4) fonksiyonlary, (4.1) denkleminin
sirasiyla asagidaki baslangic¢ kosullarini saglayan ¢oztimleri olsunlar:
9(0,4)=1, ¢'(0,4)=h, (4.4)
w(0,1)=0, ¥'(0,4)=L1. (4.5)
y(x,/l) fonksiyonu, (4.1) denkleminin O<f <z oldugu durumda (4.4) baslangi¢

kosulunu, S =0oldugu durumda ise (4.5) baslangi¢ kosulunu saglayan ¢6ziimii olsun. Bu

durumda, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri
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@(A)=y'(LA)-(al+b)y(1L 1) (4.6)
karakteristik denkleminin kokleridir. Baska bir deyisle; 4, (n1=0,1,2,...) degerine (4.1)-(4.3)
sinir deger probleminin, @ (4,)=0 ise Ozdegeri, @(4,)=0+#w'(4,) ise basit Ozdegeri,
@ (A)=o'(1,)=0%a"(4,)ise iki kath 6zdegeri, @ (4,)=a'(4,)=a"(4,)=0=a"(4,)ise g
kath 6zdegeri denir [38].

[32] makalesinde bahsedilen (Bkz. syf 6), (4.1)-(4.3) sinir deger problemi icin (i)-(iv)

durumlarinin her biri i¢in 4, (n :0,1,2,...) 0zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar ve (ii)-
(iii) durumlarinda ise katli 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlara ait ek fonksiyonlar hakkinda
bilgiler asagida verilmistir:
xe[0,1] igin 2 — 4, iken y(x,4)— y(X,4,) dir ve bu yakinsaksama diizgiindiir. Ayrica,
A (X) = y(x,/in) fonksiyonu (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin A4, 6zdegerine karsilik gelen 6z
fonksiyonudur [3]. Bunedenle, vy, (x) fonksiyonu i¢in (4.1)-(4.3) sinir deger problemi
—yr+a(X)Y, =4, 0<x<1,
¥, (0)cos =y, (0)sinp, 0<p <,
yr(1)=(at, +b)y, (1)
biciminde yazilabilir.
Diger taraftan, 4, iki kath o6zdeger (4 =A,) olsun. Bu durumda, y, 6zfonksiyona
karsilik gelen birinci sira ek fonksiyon vy, .;;
Vi +A00) Yier = Ao + Yoo
Yiua (0)cos B =y, (0)sin B,
Vi (1) = (a4 b)Y (1) + 2y, (1)
bagintilarini saglar [11, s.16].

A, tig kath 6zdeger (4, =4,,, =4,,, ) olsun. Bu durumda, birinci sira ek fonksiyon y,,; ile
birlikte ikinci sira ek fonksiyon y,,,;
Ve T 90 Yoz = AVhiz + Ve
Yisz (0)cos B =y, (0)sin B,

yl;+2 (1) = (aﬂk + b) Yicio (1) +ay, (1)
bagintilarini saglar [11, s.16]. Dikkat edilirse, ek fonksiyonlarin iyi bilinen 6zelliklerinden biri,

bir veya birden fazla 6zfonksiyon ile bir veya birden fazla ek fonksiyonun bir sabit katinin

toplanmasiyla elde edilen fonksiyonunda bir ek fonksiyon olmasidir. Bu nedenle, ¢ ve d keyfi
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sabitler olmak tizere vy, , +cy, ve y,,, +dy, fonksiyonlar1 da sirasiyla birinci ve ikinci sira ek

fonksiyonlardir.

Diger taraftan, (4.1), (4.2) ve (4.6) esitliklerinde A ’ya gore tilirev alinirsa
—y; (% A)+a(x)y, (x,4)=2y, (X, A2)+y(x,1),
y,(0,4)cos =y, (0,2)sin B,
@' (A)=y,(LA)-(ai+b)y,(LA)-ay(LA)
elde edilir. Bu son esitliklerde A 'ya gore tekrar tiirev alinirsa
—y5, (% A)+a(x)y,, (X, A)=2y,, (X, 2)+2y, (X, 1),
¥, (0,4)cos B =y, (0,4)sin B,
a"(A)=y,, (LA)-(ai+b)y,, (LA)-2ay, (L 1)
elde edilir. Burada; y, (x,4) ve y,, (x,4)ile y(x,4) fonksiyonunun sirasiyla A ’ya gére birinci ve
ikinci mertebeden tiirevleri gosterilir.
A, (4.1)-(4.3) smir deger probleminin iki veya ti¢ kath bir 6zdegeri ise, o halde x [0,1]
icin 41— 4, iken

y(x,4) > v (%), y'(x,4) = Y, (%),
yl(x,ﬂ) - yk+1(x)’ y;(x’ﬂ“)_) yl;+1(x)’

(4.7)
dir ve bu yakinsamalar diizgiindiir. Burada, §,,, birinci sira ek fonksiyonlardan biridir. Agiktir
ki, ¥, ., =Y., +Cy, dir [3,38].

A (4.1)-(4.3) smir deger probleminin ii¢ kath bir 6zdegeri ise, o halde XE[O,l] icin
A — 4, iken

Yo (X, 2) > 29, (%), Y5, (%A) > 2¥,.,(X), (4.8)

dir ve bu yakinsamalar diizgiindiir. Burada, §,,, birinci sira ek fonksiyon ¥§,,,’e karsilik gelen
ikinci sira ek fonksiyonlardan biridir. Agiktir Ki, ,,, = V,., + €,., + dy, dir [3,38].

Diger taraftan, (4.7) ve (4.8) ifadelerinden

~ _yli+1(0)’ ﬂ:O’
C‘{—ym(oy 0<p<r, )

; :{(y;u(O)) ~.2(0), B=0, w10)
ylf+1 (0) = Yki2 (0)1 0< ﬂ <

oldugu elde edilir.
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A, 0zdegerlerinin kathlik durumlarina gore asagidaki kok fonksiyonlar sistemlerinin

n

L,(0,1) (l< p< oo) uzayinda taban olduklari ve her bir sistem icin bu tabanin p = 2 durumunda

kosulsuz oldugu ispatlanmistir [38]:

(a) (4.1)-(4.3) smir deger probleminin tiim 6zdegerleri reel ve basit ise
Yo (x) (n=0,1,..;n=1)
dir. Burada, ! keyfi negatif olmayan bir tamsay1dir.

(b) 4, (4.1)-(4.3) smir deger probleminin iki kath 6zdegeri (4, =4,,,) ise

Y.(x) (n=01,..;n=k +1)

dir.
(¢) 4, (4.1)-(4.3) siur deger probleminin iki kath 6zdegeri (4, = 4,,,) ve
@" (%) 3" (%) (4.11)
ise
¥, (X) (n=0,1,...;n=k)
dir.

(d) 4,,(4.1)-(4.3) sinir deger probleminin iki kath 6zdegeri (/L( =X, ) ise
Yo (x) (n=0,1,..;n=1)
dir. Burada, | #k,k +1 keyfi negatif olmayan bir tamsayidir.
() 4., (4.1)-(4.3) siir deger probleminin ti¢ kath 6zdegeri (4, = A4, =4, ) ise
Yo (X) (n=0,1..;n#k+2)
dir.
(f) A, (4.1)-(4.3) sir deger probleminin ii¢ kath 6zdegeri (4, = A4, = 4,,) Ve

@ (1), # 4o (4) (4.12)
ise
Y.(x) (n=0,1,..;n%k +1)
dir.
(8) A, (4.1)-(4.3) siur deger probleminin ii¢ kath 6zdegeri (4 =4, =4.,) ve
(1)) o (4)). o7 € (4) 5o (A) s
4! 41 3! 3! 5! 3!
ise
¥, (X) (n=0,1,...;n=k)
dir.
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(h) 4, (4.1)-(4.3) smir deger probleminin Gi¢ kath 6zdegeri (4, =4, =4,,) ise

Yo (x) (n=0,1,..;n=1)
dir. Burada, | #k,k +1,k + 2 keyfi negatif olmayan bir tamsayidir.

(i) 4, ve A, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin kompleks eslenik 6zdegerleri (ﬂ,s =71r)
ise
Yo (x) (n=0,1,..;n=r)
dir.
(G) A ve A, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin kompleks eslenik 6zdegerleri (ls =Zr)
ise
Ya(x) (n=0,1,..;n=1)

dir. Burada, | #r,s keyfi negatif olmayan bir tamsayidir.

Buna ek olarak, {un (X)} sistemleri ile (a)-(j) sistemlerinin her birine biortogonal eslenik

olan sistemler gosterilsin. Dolayisiyla; (a)-(j) sistemlerinin biortogonal eslenikleri sirasiyla
asagidaki gibidir [38]:
(@") (a) sisteminin biortogonal eslenigi u,(Xx) (n=0,1,...;n#1)olmak tizere bu sistemin

elemanlari:

X —y”(l) X
B B a0

Iyal +ay: (1)
(b*) (b) sisteminin biortogonal eslenigi u, (x) (n=0,1,...;n #k +1) olmak tizere bu sistemin

elemanlari:

"
— Yk (1)37 (Zﬂk)

(c") (c) sisteminin biortogonal eslenigi u,(x) (n=0,1..;n=k)olmak iizere bu sistemin

elemanlar:

X)— Yol) - X
| (X):yn( ) y:ﬂ(l)yk“( )'

Iya [ +ays (2)

5 0=

™
_Yk() (2 )

U (X) =
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(d") (d) sisteminin biortogonal eslenigi u, (x) (n=0,1...;n=1)olmak tizere bu sistemin

elemanlar:

ea(0) =2
— Y (1)ZU (zﬂk)
-y _y;+1(1) X
Uk(X):yk+l( ! %) I ),
—Yk (1) w"(z/ik)

(e") (e) sisteminin biortogonal eslenigi u, (x) (n=0,1,...;n =k + 2) olmak iizere bu sistemin

elemanlar:

Y, (x) - " () Y (%)

= Y, (1) n=k,k+1k+
u, (x)= "yn”2+ayn2(1) , (n=kk+Lk+2),
Ll Yier () X
U, 1(X): ykﬂ( ) L (1) yk( )
T e

yioa (x) - Yy (5

- (1)
(f) (f) sisteminin biortogonal eslenigi u,(x) (n=0,1,...;n#k +1) olmak iizere bu sistemin

elemanlar:

RGBT
u (x)= Viea (1) n=k,k+1k+
(%) T+ 1) , (n=kk+1k+2),

k+1(1)
uk+2(x): m
— Y (1)w éﬁk)
# _ l?+2(1) e X
Uk(X)=yk+2( ) ylzl(l)yd( ),
_yk (1)5,”2]1()
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(g") (g) sisteminin biortogonal eslenigi u,(x) (n=0,1,...;n=k)olmak iizere bu sistemin

elemanlar:

(0= e 0

ol +ay2 (1)

() - 2By

- :j;t—z 1 k+2
Ue.o (X) = y z;”%ﬂk ) )
6

u, (x)=

, (n#k k+Lk+2),

elemanlar:

U () =— 2
=Y (1)w éﬂk)
= () y;:l(l) X
U, 1(X)=yk+l( ) yl(l) yl( ),
s

(i) (i) sisteminin biortogonal eslenigi u,(x) (n=0,1,..;n#r)olmak tizere bu sistemin

elemanlar:
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() () sisteminin biortogonal eslenigi u,(x) (n=0,1..;n=I)olmak tizere bu sistemin

elemanlar:

1 (x)-% @y )
Il a2 @)
»()”(§4>
US(X)_ _ ' !

' (%)
y.(1)
0- 2000

u (x)= )
)

., (n=lr,s),

u,(x)=

seklinde tanimlanir. Bu esitliklerde, asagida verilen yardimci ek fonksiyonlar kullanilmistir [38]:
y:+1 = yk+1 + Clyk’
Yior = Yier +Co Vo

yk+2 = Y2 +C Vi 0, Y-

Burada,
r__ 7" (%)  Yea(d) .
1 30"(4) V() ) (4.14)
A " (&) >'k+1(1)+6
2 da"(A) v
_o'(A) {w'm)f{w'wahykﬂ(l)J(ym(l)_CJ_yk+2(1)+d~
’ 20(0’"(21( ) 460”'(/7% ) 460",(4 ) Y (1) Y (1) Y (1)
dir.

Bu yardimci ek fonksiyonlar, sirasiyla (c), (f) ve (g) sistemlerinin tabanlik 6zelliklerinin
incelenebilmesi icin ihtiya¢c duyulmustur. Bu sistemlerin tabanlik o6zelliklerinin yani sira
spektral ayrisimlarinin diizgiin yakinsakliginin arastirilmasi icin de bu yardimci ek fonksiyonlar
kullanilacaktir.

Diger taraftan; 4,, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin iki kath 6zdegeri (/L( =X ) ise
(4.11) kosulu vy,,,(1)#0 kosuluna; ii¢c kath 6zdegeri (4 =4, =4.,) ise (4.12) ve (4.13)

kosullari sirasiyla ., (1)#0ve y;7, (1) =0 kosullarina denktir [38].

4.1.2. Kesinlestirilmis Asimptotik Formiiller

(4.1)-(4.3) simur deger probleminin koék fonksiyonlar sistemleri iizere spektral

ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullariyla ilgili teoremlerin verilebilmesi i¢in bu problemin
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o0zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiillerinin kesinlestirilmesi gerekir. Bu
kisimda, bu asimptotik formiillerin kesinlestirilmesi icin ilgili teoremin ifadesi ve ispati

verilecektir.

Teorem 4.1.2.1. 4 =s’ (Res, >0) olsun. n’nin yeterince biiyiik degerlerinde agsagidaki

asimptotik formiiller dogrudur:

I. f=0ise, ohalde

@
S, _nz+i+0(§ ] (4.15)
nz n
sinnzx X_E-[q CoSNzX ¢
Y, (X)=w(X4, )= + 0 cosnzXx+———|q(zr)cos2nzrdz +
(x)=w( ) nz (n;z-)2 2(n72')2'([ 2 (4.16)
sinnzx } ) oY
o r)sin2nzrdz +O| -

1 1
dir. Burada; A =§+%jq(r)dr, 5y =
0 0

II. 0< S < ise, o halde

snz(n—ljﬁ+L+O[5”(2)J, (4.17)
2 ( 1)” n

yn(x):go(x,/in)zcos[n—%jzzx+ ( 10)7[ sin(n—%jzrx+

sm( ;jﬁxx
cos 2n 1)zrdr — 418
(2n-1)z !q Jrede (418)

1
cos[n —jrzx N ®
_—qu(r)sin(Zn—1)7rrdr+0(§“T]
0

(2n—1)7r

jq(r)cos(Zn—l)mdr

0

1
+=.

dir. Burada; h=cot g, Az_cotﬂ+ += Jq( r)dr, 5 = -

Ispat. [51, Teorem 2.1]'in ispatinda kullanilan metoda benzer bir metot kullanilarak
ispat verilecektir.

A=s’ve s=o+it olsun.
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L. =0 olsun. Bu durumda, (4.5) baslangi¢ kosulundan

l//(x,/i)=Sinssx+%j.q(r)t//(r,/1)sins(x—r)dr (4.19)

esitligi gecerlidir [12, Chapter I, Section 1.2, Lemma 1.2.1]. Ayrica |s| > S, i¢cin
w(%A)= S'”SSX +0(es|?) (4.20)

esitligi saglanacak sekilde s, >0 vardir. Burada, O(eMx |S|72) fonksiyonu [0,1] araliginda her bir

keyfi X icin s degiskeninin bir tam fonksiyonudur ve 0<x<1 i¢in X’e gore diizgiindiir [12,
Chapter I, Section 1.2, Lemma 1.2.2].
N ’nin yeterince bliytiik degerleri i¢cin
s, =+[4, =nz+0(n™) (4.21)

asimptotik formiilii dogrudur [32]. (4.19)-(4.21) esitlileri kullanilarak

Sins_ X COSS X COSS X T
w(x4,)= : = — 252 I (7)d +T;Iq(r)c0523nrdr+
n n 0 n 0
Y (4.22)
+S|2nssgx_|.q(r)sin 2s,rdr+0(n")

n 0

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, (4.21) esitligi kullanilarak elde edilen

coss,x =cosnzx+0(n), sins x=sinnzx+0(n™")

esitlikleri (4.22) ifadesinde uygulanirsa:

v(x4)- sins,x COSﬂﬂ o(r COSM?Iq(r)cosandr+
” ’ 2(n) o (4.23)
sinnzx )
+ r)sin2nzzdr +0O(n®
2(n7r)2'([q( ) ( )

ifadesi elde edilir. Bununla birlikte, (4.19) esitliginin X’e gore tiirevi alinip bu tiireve (4.21)
esitligi uygulanirsa
vy (% 4,)=cosnzx+0(n™") (4.24)
ifadesi elde edilir.
Dikkat edilirse; =0 oldugundan dolay1 (4.2) sinir kosulu y(O) =0 bi¢iminde yazilir.
Bu nedenle, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri
vy (L4,)-(at, +b)w(1,4,)=0 (4.25)

denkleminin kokleridir. x =1 icin (4.23) ve (4.24) esitlikleri

(1)
w(L4,)=n5 r+o(§ j (4.26)
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v, (L4,)=(-1)"+0(n*) (4.27)
biciminde yazilir.

S, =Nz + &, olsun. O halde,

+0(n™) (4.28)

esitligi elde edilir. (4.26)-(4.28) ifadeleri (4.25) denkleminde g6z 6niine alinirsa

1 1 v
Sn _ 2J'q(r)dr— 2+O[ n“ZJ:O

Nz 2(nz) o a(nr)

denklemi elde edilir. Bu denklemin &, ¢6zimi, S, =nz + ¢, formiiliinde yerine yazilirsa (4.15)

formiulu elde edilir.

(4.15) asimptotik formiili kullanilarak da

sins,x _sinnzx Axcosnzx [5,21) J
n

s, nz (nz)’ 2
ifadesi elde edilir. Bu son ifade, (4.23) esitliginde dikkate alinirsa (4.16) asimptotik formiili

saglanir.

II. 0 < f < 7 olsun. Bu durumda, (4.4) baslangi¢ kosulundan
h . 17 .
p(x,A)= cossx+§sm sx+g'[q(r)(p(r,ﬁ)sm s(x—7)dzr (4.29)
0
esitligi gecerlidir [12, Chapter I, Section 1.2, Lemma 1.2.1]. Ayrica |S| >, icin
go(x,i)=cossx+O(e“‘X|s|fl) (4.30)

esitligi saglanacak sekilde s, >0 vardir. Burada, O(EMX |S|71) fonksiyonu [0,1]araliginda her bir

keyfi X icin s degiskeninin bir tam fonksiyonudur ve 0<x<1 i¢in X’e gore diizgiindiir [12,
Chapter I, Section 1.2, Lemma 1.2.2].

N’'nin yeterince biiyiik degerleri icin

s, =\/Z=Ln—%Jn+o(nl) (4.31)

asimptotik formiilii dogrudur [32]. (4.29)-(4.31) esitlileri kullanilarak

1X
h+§jq(r)dr . .

. sins,x
g sins, X+ - jq(r)cosanrdr—
S S

n n 0

X,A.)=C0SS_X
p(x4) n* (4.32)

= CO;SS"X.X[q(r)sin 2s,rdr+0(n”)

n 0

ifadesi elde edilir. Diger taraftan, (4.31) esitligi kullanilarak elde edilen

56



Serta¢ Goktas, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2017

€SS, X =cos(n —ljnx+0(nl), sins, x =sin(n —ljnx+o(n1)
2 2
esitlikleri (4.32) ifadesinde uygulanirsa:

i 1 X sin n—1 X
h((lsz +S(£nf>l Ja(eyde+

@(X,4,)=coss x+

2

sm(n —Zjnx .
+W‘£q(1)cos(2n—l)mdr— (4.33)

cos[n—j
"D jq )sin(2n—-1)zzdr +0(n?)

ifadesi elde edilir. Bununla birlikte, (4.29) esitliginin X’e gore tiirevi alinip bu tiireve (4.31)
esitligi uygulanirsa
@' (X, 4,)=-s,sins x+0O(1) (4.34)
esitligi elde edilir.
Dikkat edilirse; 0 < £ < 7 oldugundan dolay1 (4.2) sinir kosulu
y'(0)=hy(0)

biciminde yazilir. Burada, h=cotdir. Bu nedenle, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin
ozdegerleri

2, (L2,)-(a1, +b)p(1,1,)=0 (4.35)

denkleminin kokleridir. x =1 icin (4.33) ve (4.34) esitlikleri

2h(-1)"" (=)™ @
qo(l,/In):cossn+(2r(]_1))ﬂ+(£n )1 _[q dr+0[6 ] (4.36)

¢'(L4,)=(-1) (n —%J;z+0(1) (4.37)
biciminde yazilir.
S, = (n —%Jﬂ' +¢&, olsun. (4.36) ve (4.37) ifadeleri (4.35) denkleminde goz Oniine

alinirsa

2h 1 2 s
- - dr——2——+0| & |=0
“ -1z (2n—l)7r£q(r) Taln-nr [nJ

1
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢, ¢oziimi, S, =(n —EJiz'-i—Sn formiiliinde yerine yazilirsa

(4.17) formiilu elde edilir.
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(4.17) asimptotik formiilii kullanilarak da

. 1
AXxsin| n—— |zX )
2 o,
( J +O n
1 n
n-— |z
2

ifadesi elde edilir. Bu son ifade (4.33) esitliginde dikkate alinirsa (4.18) asimptotik formiili

COS S, X :cos(n —Ejﬂ'x—

saglanir. m

4.1.3. Kok Fonksiyonlar Sistemleri Uzere ve Bu Sistemlere Biortogonal Olan Sistemler

Uzere Spektral Ayrisimlarin Diizgiin Yakinsaklik Kosullari

Bu kisimda, iki teorem verilecektir. Bunlardan ilki, (4.1)-(4.3) sinir deger probleminin
kok fonksiyonlar sistemleri iizere spektral ayrisimlarinin diizgiin  yakinsakliginin
incelenebilmesi icindir. Ikincisi ise, ayn1 problemin kok fonksiyonlar sistemine biortogonal olan

sistemler lizere spektral ayrisimlarinin diizgiin yakinsakliginin arastirilmasi icindir.

Bahsedilen teoremler verilmeden once, {6,(x)} " trigonometrik sistemi asagidaki gibi
tanimlansin:
J2sinnzx, £=0,

6= \/ECOS(I’I-%)?Z’X, 0<p<r.

Diger taraftan, verilecek teoremlerin ispatlarinda kullanilmak iizere asagidaki
tanimlama ve diizenlemeler yapilsin:

(a")-(j") biortogonal sistemlerinin tiimiinde kullanilmak iizere

g, = (I, +av: (1) (438)

dizisi tamimlansin.

S =0 oldugu durumunda, (4.16) asimptotik formiiliinden

(Y s
Y, (1) = a(nﬁ)z +0 | (4.39)
i =2(n—1ﬂ)2+0(n'3) (4.40)

elde edilir. Diger taraftan, 0 < < 7 oldugu durumda (4.18) asimptotik formtliinden

2(-1)" 5?
(1)= a(2(n —)1)7z i O( ;1 j (4.41)
”%W=%+0@1) (4.42)
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elde edilir. (4.39)-(4.42) esitliklerinden (4.38) esitligi

gn:%Z(nﬂ) +0(n), =0 (43)
2+0(n™), 0<pB<r

biciminde yazilabilir.

Teorem 4.1.3.1. f €C[0,1] ve f(x) fonksiyonu [0,1]arahginda {6,(x)} , sistemine

gore Fourier seri ayrisimi diizgiin yakinsak olsun. O halde, f(x) fonksiyonu (a)-(j)

sistemlerinin her birine gore Fourier serilerine ayristirilabilir ve bu ayrisimlar her [O,b]

(0O<b<1)arahiginda diizgin yakinsaktir. f(x) fonksiyonunun (a)-(j) sistemlerinin her birine

gore Fourier serisinin [0,1]araliginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart (a), (d),

(h) ve (j) sistemleri i¢in (f,y,)=0; (b) ve (e) sistemleri i¢in (f,y,)=0; (c) sistemi i¢in
-

(f,y;+l):0; (f) sistemi icin (f,y;:l):o; (g) sistemi icin (f,ym):o ve (i) sistemi icin

(f,y,)=0 olmasidur.

Ispat. Tiim sistemlerin ispatinda benzer islemlerin tekrarlanmamasi icin asagidaki

isaretlemeler yapilsin.

f (x) fonksiyonunun [0,1]arahginda (a)-(j) sistemlerinin her birine gore Fourier

serileri sirasiyla asagidaki gibi tanimlanir: | e Z" U {0}

FOx)= 3 (f.u,).(x) FOx)= 3 (f.u,)y,(x)

n=0,n=l n=0,n=k+1
Fc(f)(x): i (f,u,)y,(x), Fd(f)(x): i (f.u,)y,(x), 12k,k+1,
n=0,n=k n=0,n=|
Fe(é)(x): Z (f’un)yn(x)’ Ff(é)(x): Z (f’un)yn(x)’
n=0,n#k+2 n=0,n=#k+1
F9(x)= i (f,u,)y,(x), R (x)= i (f,u,)y,(x), 12k, k+Lk+2,
n=0,n=k n=0,n=|

F9(x)= i (f,u,) Y, (), F(x)= i (f,u,)ya(x), 11,5,

n=0,n=r n=0,n=|

Burada, #=0 oldugunda £=1; vy, (x), (4.16) asimptotik formiiline sahip ve 0<pf<x
oldugunda & =2; yn(x), (4.18) asimptotik formiiliine sahip kok fonksiyonlar sistemidir.

Ayrica, her iki durumda da u, (x) , (a)-(j) sistemlerine sirasiyla biortogonal eslenik olan (a)-(j")

sistemleriyle tanimlanmistir.
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Bu serilerin daha anlasilir olmasi i¢in Fa(l)(x) ve Fh(z)(x) serilerini ele alalim. Fa(l)(x)
serisi, f(x) fonksiyonunun [0,1]aralginda f=0 durumunda vy, (x) 6zfonksiyonlar
sisteminin (4.16) asimptotik formiiliiyle verildigi (a) sistemi lizere Fourier serisidir. Fh(z)(x)
serisi ise, f(x) fonksiyonunun [0,1] arahginda 0< <z durumunda vy, (x) 6zfonksiyonlar
sisteminin (4.18) asimptotik formiiliiyle verildigi (h) sistemi tizere Fourier serisidir.

Diger taraftan; (a), (d), (h) ve (j) sistemlerine sirasiyla biortogonal olan (a*), (d*), (h*) ve

(j*) sistemlerinin benzer yapisindan dolay1 bu sistemlere uygun F\%(x), F{¥(x), F(x) ve

F\9(x) (¢=1,2) Fourier serileri benzerdir. Bu nedenle; F* (x), F{9(x), F)(x) ve F(x)

(&£ =1,2) serilerinin [0,1]arahginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
)=2.(f, (£=12)
n=j

serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, 4, 6zdegerleri reel ve basit ise
j=14+1; A =4, ise j=k+2; A=A, =4, ise j=k+3ve A =1 ise j=max{r,s}+1 dir.
(b) ve (e) sistemlerine sirasiyla biortogonal olan (b*) ve (e*) sistemlerinin benzer

yapisindan dolay1 bu sistemlere uygun F.) (x) ve Flo (x) (£=1,2) Fourier serileri benzerdir.
Bu nedenle; Fb(f)(x) ve Fe(f)(x) (£=1,2) serilerinin [0,1] arahgmnda diizgiin yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter sart
)=2.(f, (£=12)
rl=]

serisinin [0,1] arahiginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, 4 =4, ise j=k+2 ve

//ik :/,i1<+1:ﬂk+2 ise j=k+3 dir.

Benzer sekilde, FC('f)(x), Ff(g)(x) F(g)(x) ve Fi(’f)(x) (£ =1,2) serilerinin[0,1] araliginda

779

diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu serilere sirasiyla uygun

0 0

F3(f)(x)=n§2(f u,) Y, (X), (£=1.2) F}“(x):%g(f Uy )Y, (X), (£=1,2)
F (x) = nig(f 0) s (%) (£=1,2) F (x)= z(f U) s (X), (£=1.2)

serilerin [0,1] araliginda diizgilin yakinsak olmasidir.

Simdi, Teorem 4.1.3.1'in ispatini sadece (c) sistemi icin yapalim.

(c*) biortogonal sistemi, (4.38) esitliginden
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Y@ - J
U (X)=0n| Yol X)—— Vi (X (4.44)
(9=8, 3,00~ 20
biciminde yazilabilir.

B =0 durumu:

{S,(nl)(x)}wk dizisi, F3(1)(x) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. (4.44) esitligi
m=k+2
kullanilarak bu dizi

S (%) =S50 (x)+ 512 (%)

biciminde yazilabilir. Burada,

m

St (x)= 2 9a (f.90) ¥, (%) (4.45)
S, (X)=2:(%) D Y (1Y, (%) (4.46)
n=k+2

dir. y,(x)= —%.

Dikkat edilirse, (4.46) esitliginde Zs(x) biciminde bir carpan ortaya cikti. O halde,
Fv(ﬁ)(x) (§=L2 ve v=175) serilerinin kismi toplamlar dizileri incelendiginde (4.46) esitligine

benzer diziler olusacaktir. Bu dizilerde, y, (X) (v :1_6) carpanlarinin disindaki seriler hepsinde

benzerdir. Dolayisiyla, tekrar tekrar ayni hesaplamalari yapmak yerine Teorem 4.1.3.1" in ispati

sadece (c) sistemi icin yapilacaktir. Diger sistemler icin ispat tamamen benzerdir. Ayrica,

v

F(é)(x) (.;":LZ ve V=l,_6) serilerinin kismi toplamlar dizilerinde gerekli hesaplamalar

yapildiginda g, (X) (v =1,_6) carpanlari sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

o i) ()
Zl( )_ yl (1) 4 )(2( ) yk(l) 4
« __(f,y:;l) “ __(fay:rl)
B0)= =y #0)==
(f.ye,) (f.)

Zs(x):_ yf’fz(l) ’ XG(X):_ ys(l) .

Ispatin neden sadece (c) sistemi i¢in yapildigi agiklandiktan sonra =0 durumu igin

ispata geri donelim.
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Ilk olarak, (4.45) fonksiyonel dizisinin diizgiin yakinsakhig1 incelensin. (4.43) esitligiyle
birlikte

g (F.Ya)Ya (x)=(2(n7r)2 +O(n))( f.y,) Y, (%)
=2(f,nzy,)nzy, (X)+(f.nzy,)y,(x)0(1)

elde edilir. (4.16) asimptotik formiiliinden

a® (x)cosnzx N al’ (x)cosnzx N py (x)sinnzx N 0[5;:1) ] (4.48)

(4.47)

nzy,(x)=sinnzx+
"( ) nz 2nz 2nz

elde edilir. Burada,

= Aix—%jq(r)dr

X

.fq (z)cos2nzzdr, (4.49)

0

Q/‘\

=

—~~
x

~—
Il

Jq )sinnzzdz (4.50)
0

dir. Bu son esitliklerde dikkat edilirse & (x)eC[0,1]ve {a(l)(x)}wikz,{ﬁ(l)(x)}w

n n n=k+2

fonksiyonel dizileri diizgiin sinirlidir. Bu nedenle, (4.48) esitligi kullanilarak (4.47) esitligi
9. (f,¥,) . (x)=2(f,sinnzx)sinnzx + RY (x)

biciminde diizenlenebilir. Burada,
RYW (x)=(f,sin I’VZ’X)O( l] +(@® (x) £ (x),c0s nnx)O(%J +

j (4.51)

o[ %)
dir. Bu nedenle, (4.45) fonksiyonel dizisi

SW (x)= Z(f \/_S|nn7zx)«/_smn7zx+z R (x

n=k+2 n=k+2

S|k S|

+(f,a(l cosnzx O(
(f ﬂ smn;rx O(

seklinde yazilir. Teorem 4.1.3.1 deki hipotezden, son esitlikteki ilk seri [0,1] aralig1 tizerinde

diizgiin yakinsaktir.

Bu nedenle,
> RY(%) (4.52)

serisinin [0,1] aralig1 lizerinde diizglin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. (4.51) esitligi

dikkate alinirsa
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{|(f sin nﬁX)| ‘( @ (x) f (X),COS n;z'x)‘ +‘( f ’ar(11) (X)COSnﬁx)‘ .
+‘( ,ﬂrgl)(x)sin n;zx)‘+5n(1>} <
(” ‘dXJ +

<C, {|( f,sin nyzx)|2 + ‘(a(l) (x) f(x),cos nrrx)

+[Df(X)ﬂn‘”(x)\dsz+5r”:1)}

esitsizligi elde edilir. Burada, C, ve C, belli pozitif sabitlerdir. Fourier katsayilar: i¢cin Bessel

esitsizligi kullanilarak (4.52) serisindeki

i|(f,sinn7zx)2, i (a(”(x)f(x),cosnzzx)z’ = 50
e n=k+2 n=kr2 N

sayisal serilerinin diizgiin yakinsakligin1 gostermek kolaydir. (4.49) esitligiyle birlikte Bessel

esitsizliginin tekrar kullanilmasiyla

p M[ \ al (x)‘dx]z <

snfnﬁ[i

Y x)‘zdx <

jq(r)cosandr

0

o| n=k+2

2
]dx <

1x
<Cy| I [[la(e)] dede<Cy £ [l
00

elde edilir. Burada, C, bir pozitif sabittir. Benzer sekilde, (4.50) esitligiyle birlikte Bessel
esitsizliginin tekrar kullanilmasiyla
© (1 2
5 0 | <cer
n=k+ 0

elde edilir. Burada, C, bir pozitif sabittir. Bu nedenle, (4.52) mutlak ve diizgiin yakinsaktir. O

halde, {Srf)l(x)}m fonksiyonel dizisi de [0,1] aralig1 iizerinde duzgiin yakinsaktir.

0

(f.¥r.,)=0 olsun. Bu durumda, s{’(x)=S})(x) olacagindan dolay: {Sml)(x)}

m=Kk+2

fonksiyonel dizisi de [0,1] araligl lzerinde diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak, (f,y;ﬂ):o

olmasi durumunda £ =0 icin Teorem 4.1.3.1’in ikinci kismi ispatlanmistir.

(f,y;ﬂ);to olsun. (4.46) fonksiyonel dizisinin diizgiin yakinsaklig1 incelensin. (4.16),

(4.39) ve (4.43) ifadeleri kullanilirsa

> 0 Wy (== >

n=k+2 a7Z'n k+2 n n=k+2

sinnz (1+x) .

elde edilir. Dikkat edilirse,
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i sinnt

n=k+2 n
serisi her [&,27 6] (0<8 <z)arahginda diizgiin yakinsaktir [52, Chapter I, Section 30,

Theorem I]. Bu nedenle,
=, sinnz(1+x)
n=k+2 n

0

serisi [0,b] (0<b<1) arahg tizerinde diizgiin yakinsaktir. O halde, {Sﬂ?z (x)} fonksiyonel

m=k+2

dizisi de [0,b] (0<b <1) arahg iizerinde diizgiin yakinsaktir.

Sonug olarak, =0 icin Teorem 4.1.3.1 ispatlanmistir.

0< B <7 durumu:

{anz)(x)} 2diZisi, F3(2)(x) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. (4.44) esitligi

m=k+
kullanilarak bu dizi
S (x) =St (X) + ST (x)

biciminde yazilabilir. Burada,

m

S ()= 2 6u(fy,)¥a(x) (4.53)
n=k+2
sz,;(x):/{’;’(x) Z gnyn (1) yn(x) (454)

dir. yz,(x)= —(f:'TyEf)).

Ilk olarak, (4.53) fonksiyonel dizisinin diizgiin yakinsaklig1 incelensin. (4.43) esitligiyle
birlikte

gn(f,yn)yn(x):(2+0(n’1))(f,yn)yn(x)

(4.55)

=2(£,,) ¥ (X)+(f.¥,) ¥, (x)O(n)

elde edilir. (4.18) asimptotik formiiliinden
@ (y)si 1 @ (y)si 1
1 o' (x)sin - Jax e (x)sin n- |z
yn(x):cos(n——jﬁx+ + -

2 (”_lj” (2n-1)z

2 (4.56)

s (x)cos(n —;jnx 5@
+ O(”—J

(2n-1) 7 n
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elde edilir. Burada;

a(2)(x): h— A2x+%j;q(r)dz',

aﬁz)(x)=iq(r)cos(2n—1)7zrdr, (4.57)
,Br(,z)(x)=Jx‘q(r)sin(Zn—l)mdr (4.58)

dir. Bu son esitliklerde dikkat edilirse o (x)eclogve {al? ()} . {A?(x)}

n

fonksiyonel dizileri diizgiin sinirlidir. Bu nedenle, (4.56) kullanilarak (4.55) esitligi

9 (Fo¥0)Ya(X)= ZL f ,cos(n —%Jﬂxjcos[n —%Jnx+ R (x)

biciminde diizenlenebilir. Burada,
R (x) =Lf ,cos[n —%JHXJOL%J+L0!(2) (x) f (x),sin(n _%J”XJO£%J+
+(f,agz)(x)sin(n—%jﬁij(%}— (4.59)
@ 1 1 5
+[f,ﬂn (x)cos(n anx]O(n}o[ : j

dir. Bu nedenle (4.53) fonksiyonel dizisi

m

s@(x)=> (f,ﬁcos(n—%jnxjﬁcos(n—%J;zx+ Zm: R (x)

n=k+2 n=k+2

seklinde yazilir. Teorem 4.1.3.1 de verilen hipotezden, son esitlikteki ilk seri [0,1] araligi

tizerinde diizgiin yakinsaktir.

Bu nedenle

> RY(x) (460)

n=k+2

serisinin [0,1] aralig iizerinde diizgilin yakinsak oldugunu gostermek yeterlidir. (4.59) esitligi

(oL o (-3}
ol
[« ore(n=3)es

dikkate alinirsa

\Rga(x)\g%{(f,cos(n_gjﬂx]
[ . (0052 x|
< ten(r-3)e

+ + +

+

2

+

2

+@\f(x)aﬁz><x>\dx]2+
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esitsizligi elde edilir. Burada, C, ve C; belli pozitif sabitlerdir. Fourier katsayilar: i¢cin Bessel

esitsizligi kullanilarak (4.60) serisindeki

2 2

w © o (2
> f,cos(n—i)nx Yy a(z)(x)f(x),sin(n—ljnx Y o
n=k+2 2 n=k+2 2 n=k+2 N

sayisal serilerinin diizgiin yakinsakligini gostermek kolaydir. (4.57) esitligiyle birlikte Bessel

esitsizliginin tekrar kullanilmasiyla

5 [lr e \dx] SIS Jlat? (o ox<
n=k+2 n=k+2
1 2
s||f||2.|.{ Iq )Jcos(2n-1)zrdr }dxs
0| n=k+2|o

1x
<C,|fJf [[la(z) dede<Cy[ £ af
00
elde edilir. Burada, C, bir pozitif sabittir. Benzer sekilde, (4.58) esitligiyle birlikte Bessel

esitsizliginin tekrar kullanilmasiyla

2
[ (0 \dxj <G|l
n=k+2\ o

elde edilir. Burada, C; bir pozitif sabittir. Bu nedenle, (4.60) mutlak ve diizgiin yakinsaktir. O

halde, {Sr(nzi(x)}w fonksiyonel dizisi de [0,1] aralig: tizerinde diizgiin yakinsaktir.

m=k+2

0

(f.¥r.,)=0 olsun. Bu durumda, s?(x)=5(x) olacagindan dolay: {sz)(x)} o

fonksiyonel dizisi de [0,1] aralig1 tizerinde diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak, ( f, y;+1) =0 olmasi

durumunda 0< £ < 7 i¢in Teorem 4.1.3.1'in ikinci kismi ispatlanmistir.

(f,y;ﬂ);to olsun. (4.54) fonksiyonel dizisinin diizgiin yakinsaklig1 incelensin. (4.18),
(4.41) ve (4.43) ifadeleri kullanilirsa

2, 3 ———is‘”(”‘g”“”hio(ﬁé”J

n=k+2 ar nSii2 2n-1 n=k+2

elde edilir. Dikkat edilirse, 0 < x<b <1 i¢in

n=k+2 2sin 71'(1+ X) N
1 1
: 1 : 1+b)
sinﬂ( +) sinﬂ(
2 2
m 5(2) 5

esitsizligi saglandigindan ve Z "— sayisal serisi yakinsak oldugundan dolay: {Sm)z( )} .
n=k+2 n m=k+
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serisi [0,b] (0<b <1)arahg tizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir [52, Introductory material,

§1, Abel’'s Lemmal].

Sonug olarak, 0< g < i¢in Teorem 4.1.3.1 ispatlanmistir.m

Teorem 4.1.3.2. f €C[0,1] ve f(x) fonksiyonu [0,1] arahiginda {6,(x)} ", sistemine
gore Fourier ayrisimi diizgiin yakinsak olsun. O halde, f (x) fonksiyonu (a)-(j) sistemlerine
biortogonal olan {un(x)} sistemlerinin her birine gore Fourier serisine ayristirilabilir ve bu

ayrisimlar [0,1]araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ispat. Tiim sistemlerin ispatinda benzer islemlerin tekrarlanmamasi icin asagidaki

tanimlamalar yapilsin.

f(x) fonksiyonunun [0,1] arahginda (a)-(j) sistemlerine biortogonal olan (a*)-(j*)

sistemlerinin her birine gore Fourier serileri sirasiyla asagidaki gibi tanimlansin: | € Z* U {O}

G (0= 3 (1) () GI(x)= 3 (f.y)u,(x)

n=0,n=I n=0,n=k+1

GO (x)= > (£,y,)u,(x), G (x)= 3 (f.y,)u,(x), 12k k+1,
n=0,n=k n=0,n=I

GE ()= > (Fy)un(x) G ()= > (.y,)u, (%)
n=0,n=k+2 n=0,n=k+1

G\ (x)= i (f,¥,)u, (), G (x)= i (f,y,)u, (x), 1=k, k+Lk+2,
n=0,n=k n=0,n=I

GO(x)= > (f.y,)u,(x), G (x)= 3 (f.y,)u,(x), 1,5,
n=0,n=r n=0,n=I

Burada, #=0 oldugunda £=1; vy, (x), (4.16) asimptotik formiiline sahip ve 0<pf<x
oldugunda & =2; yn(x), (4.18) asimptotik formiiliine sahip kok fonksiyonlar sistemidir.

Ayrica, her iki durumda da u, (x), (a)-(j) sistemlerine sirasiyla biortogonal eslenik olan (a*)-(j*)

sistemleriyle tanimlanmistir.

Bu serilerin daha anlasilir olmasi icin GS)(X) ve G\?(x)serilerini ele alalim. Gs?(x)
serisi, f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda F=0 durumunda Yy, (x) 6zfonksiyonlar
sisteminin (4.16) asimptotik formiiliiyle verildigi (a) sistemi iizere Fourier serisidir. G/? (x)
serisi ise, f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda 0< <7z durumunda Yy, (x) 6zfonksiyonlar

sisteminin (4.18) asimptotik formiiliiyle verildigi (h) sistemi lizere Fourier serisidir.
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Diger taraftan; (a*), (d), (h*) ve (j*)sistemlerinin benzer yapisindan dolayi bu sistemlere

uygun G;f)(x), Géf)(x), G]Sf)(x) ve Gj(f)(x) (& =1,2) Fourier serileri benzerdir. Bu nedenle;
Gl (x), G¥(x), G¥(x) ve Gj(f)(x) (£ =12)serilerinin[0,1] araliginda diizgiin yakinsak

olmasi icin gerek ve yeter sart

0

G (%)= 3 (,,)u,(4). (£ =1.2)

n=j

serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada; A, 6zdegerleri reel ve basit ise
j=1+1,A4 =4, ise j=k+2, 4 =4, =A,, ise j=k+3 ve A =4 ise j=max{r,s}+1 dir.

(b*) ve (e") sistemlerinin benzer yapisindan dolay1 bu sistemlere uygun G}gf)(x) ve
Gl (x) (£=12) Fourier serileri benzerdir. Bu nedenle; G{Y'(x) ve G{)(x) (£=12)

serilerinin [0,1]araliginda diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart

G (1)= 3 .9,)u,(4). (£=1.2)

n=j

serisinin [0,1] arali§inda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, 4, =4, ise j=k+2 ve
A=Ay =4, ise j=k+3 dir.
Benzer sekilde G!(x),Gf'(x),G{(x) ve GY)(x) (£=12) serilerinin [0,1]

araliginda diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart bu serilere sirasiyla uygun

0 0

Gg(,‘f)(X)=n;2(f,yn)Un(X), (£=12) Gﬁé)(x)znzs(f,yn)un(x), (£=12)
Gf)(x)znia(f,un)yn(x), (£=12) Géé)(x)zngz(f,yn)un(x), (£=12)

serilerin [0,1] arahginda diizgiin yakinsak olmasidur.

Simdi, Teorem 4.1.3.2’in ispatini sadece (c*) sistemi i¢in verelim.

P =0 durumu:

{Tn(ll)(x)} +2dizisi, Gél)(x) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. (4.44) esitligi

m=k
kullanilarak bu dizi
T (X) =Tod (¥)+ T2 (%)

biciminde yazilabilir. Burada,

Tad(X)= 22 gu(f1¥0) e (%),

n=k+2

T800=x(x) Y 6% @(f.y,) (461)

n=k+2
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dir. #, (x)= _JealX) (x)

y:+l (1) .
Dikkat edilirse, (4.61) esitliginde «,(x)biciminde bir ¢arpan ortaya ¢ikti. O halde,
3
G (x) (5:1,2 ve v:l,_6) serilerinin kismi toplamlar dizileri incelendiginde (4.61) esitligine

benzer diziler olusacaktir. Bu dizilerde, x, (x) (v =1_6) carpanlarinin disindaki seriler hepsinde

benzerdir. Dolayisiyla, tekrar tekrar ayni hesaplamalari yapmak yerine Teorem 4.1.3.2’ in ispat1

sadece (c*) sistemi icin yapilacaktir. Diger sistemler icin ispat tamamen benzerdir. Ayrica,

Gfg)(x) (§=1,2 ve v=l,_6)serilerinin kismi toplamlar dizilerinde gerekli hesaplamalar

yapildiginda «, (x) (v =1,_6) carpanlar sirasiyla asagidaki gibi elde edilir:

() -2 (-2

Y| (1) , Yk (1) :
) k)
S0=-30) ==y
3 __yfﬁz(x) _yS(X)
S0=TE D) ="y

Ispatin neden sadece (c*) sistemi icin yapildig1 aciklandiktan sonra £ =0 durumu igin
ispata geri doniilsiin.

{Tn(]?(x)}oik ,ve {S,(nl)l(x)} 2dizileri ayni oldugundan dolay1 {Tﬁ(x)} , fonksiyonel

m=k m=Kk+
dizisi [0,1] aralig: izerinde diizgiin yakinsaktir.

Diger taraftan, (4.16), (4.39) ve (4.43) ifadeleri kullanilirsa

9.Y, (D)(f, yn)zz(;l)n( f,sin nzzx)+0[£j.

anr n

elde edilir. Buradan,

19.Y. ()(F.y,)] < %{K f,sinnzx) + 5,51)} <Cyp {|( f,sin n;zx)|2 + 5:(:) }

elde edilir. Burada, C, ve C,, belli pozitif sabitlerdir. Fourier katsayilar: icin Bessel esitsizligi

kullanilirsa
g 2 0 5(1)

> |(f.sinnzx)

n=k+2 n=k+2 N

0

sayisal serilerinin diizgiin yakinsakligini gostermek kolaydir. O halde, {ng (X)} fonksiyonel

m=k+2

dizisi de [0,1] aralig1 lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir.
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0< B <7z durumu:

{Tn(]z)(x)}::k+2 dizisi, G{”(x) serisinin kismi toplamlar dizisi olsun. (4.44) esitligi

kullanilarak bu dizi
T2 () =T\ (%) + T2 (%)

biciminde yazilabilir. Burada,

m

T2 (x)= > a9, (f.¥,) ¥, (),

n=k+2

T2(0=15(x) Y 6%, (f.y,)

n=k+2

(f'y:ﬂ)

y:+1 (1)

{Tn(]zl) (X)}Ooik ,ve {S,(nzi(x)}oik , dizileri ayn1 oldugundan dolay1 {Tn(]zl) (x)} , fonksiyonel

0
m=k+

dir. g, (x)=-

dizisi [0,1] aralig1 lizerinde diizgiin yakinsaktir.

Diger taraftan, (4.18), (4.41) ve (4.43) ifadeleri kullanilirsa

0.y, (1)(, yn)Z%(f,cos(n—%jnxJ+o[5f) j

elde edilir. Buradan,
1 @ 1
f,cos| n—= |zx [+05,” t <C, 4|l f,cos| n—= |7zX
2 2

elde edilir. Burada, C; ve C,, belli pozitif sabitlerdir.

lgnvn<1><f,yn>|g&{

n

2
@
+ %
n

Fourier katsayilar1 icin Bessel esitsizligi kullanilirsa

0 1 2 0 5(2)
> (f,cos(n——j;rxj Yy
n=k+2 2 n=k+2 N

sayisal serilerinin diizgiin yakinsakligin1 géstermek kolaydir. O halde, {T(Z) (X)}m fonksiyonel

m.2 m=k+2

dizisi de [0,1] arahig1 lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. m

4.1.4. Ornekler

Bu kisimda, teorem 4.1.3.1'in daha anlasilabilir olmasi i¢in iki 6rnek verilecektir.

Bunlardan ilki =0 durumunda (c) kok fonksiyonlar sistemine, ikincisi ise O0<f<x

durumunda (g) kok fonksiyonlar sistemine 6rnektir.
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Ornek 4.1.4.1.
-y"=2y, 0<x<1, (4.62)

y(0)=0, y'(1)=(—%+lJy(1) (4.63)

spektral problemini ele alalim. Burada, A bir spektral parametredir.

(4.62)-(4.63)  probleminin 6zdegerleri @(4)=0 denkleminin kokleridir. Burada

Rev/A >0 ve a(A)= (E —1] s"j/;b_/_ cos+/4 dir. Bundan dolayy, @ (A) 'nin Maclaurin serisi

w(i)z—zzzo A )é:i?)ln”) a (4.64)

bicimindedir. (4.64) denkleminden, 4 =0 06zdegerinin (4.62)-(4.63) probleminin cift kath bir

0zdegeri oldugu elde edilir. Bu nedenle, (4.62)-(4.63) probleminin tiim 6zdegerleri reel ve biri
cift kath olmasinin disinda diger tiim 6zdegerleri basittir. Buna ek olarak; (4.64) esitliginde
A<0oldugu durumda @(4)<0. O halde, A =0 (4.62)-(4.63) probleminin ilk 6zdegeri ve

hy=2=0.

(4.64) esitliginden gorilir ki, @(0)='(0)=0, w"(0)=—4£5 ve w"’(O)zé dir.

sin X
A, (0,2,3,...) 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar y, (x)=x vey,(x)= \/\L_ >2)
dir.
3
Yy, 0zfonksiyonuna karsilik gelen ek fonksiyon yl(x) = —% +cx dir. Burada, ¢ keyfi bir

sabittir. (4.9) esitliginden goriiliir ki ¢ =—c. Ayrica, (4.14) esitliginden gorilir ki

C =- 7"(0) _ Yes(d) o= ¢
327(0) v (D) 21

dir. y;=y,+¢Y, ve Vi (1)=0 (yada@"(4,)#3C@"(4,))oldugundan dolay: C;«tﬁ dir. Bu

1
nedenle; C # " ise, y,(x) (n=12,...)sistemi L,(0,1),1< p <o uzayinda tabandir [38].

0, n cift,
f(x)=x*—x olsun. (f,sinnzx)= 4 oldugundan dolays, f (x)
-——., htek
nr

fonksiyonu {\/Esin nﬂx} sistemi lizerine diizglin yakinsak Fourier serisine ayristirilabilir.
n=1

Dahasi, (f Y, ) 8 S ¢ dir.
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Sonug olarak; teorem 4.1.3.1’den C:% ise y,(x) (n=12,...) sistemi iizere f(x)

1
fonksiyonunun  Fourier serisi [0,1]arahginda diizgiin yakinsaktir; Ciﬁ’ﬁ ise

Yo (x) (n=12,...) sistemi {izere f(x) fonksiyonunun Fourier serisi her bir [0,b] (0<b<1)

araliginda diizgiin yakinsaktir.

Ornek 4.1.4.2.
—y"=1y, 0<x<1, (4.65)

y'(O):ay(O),y'(l):(a/1+b)y(1) (4.66)

spektral problemini ele alinsin. Burada, A bir spektral parametre, «

a® +6a” +15a +15=0 (4.67)
denkleminin tek reel kokii (agiktir ki & = 2 4 13f1+ 5 —-2) ve
\l 1+5 2
2
_ oo Sy o, (4.68)
3(a+1) a+l
dir.
(4.65)-(4.66)  probleminin 6zdegerleri w(l) =0denkleminin kokleridir. Burada
Re\/z >0 ve
@(1)=(-ai+a—-b)cos\i —((aa+1)/1+ab)smﬂ (4.69)
Ja
dir.

(4.67) ve (4.68) esitliklerinden o —b=ab=15a, aa+1=-6a esitlikleri elde edilir. Bu

sinA4
NG

nedenle, (4.69) esitligi @ (1)=(15a—al)cos</A+(6ai-15a)

biciminde yazilir. Bundan

dolay1, @ () nin Maclaurin serisi

o(--ar§ 2 (022002 e15), am

n=0

bicimindedir. (4.70) denkleminden goriiliir ki, A =0 06zdegerinin (4.65)-(4.66) probleminin lig
kath bir 6zdegeri oldugu elde edilir. Bu nedenle, (4.65)-(4.66) probleminin tiim 6zdegerleri reel

ve biri ¢ kath olmasinin disinda diger tiim 6zdegerleri basittir. Buna ek olarak, (4.70)

esitliginde 1<0 oldugu durumda @(4)<0. O halde, A=0 (4.65)-(4.66) probleminin ilk

0zdegerive A, =4 =4,=0.
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e P , " " 288a 4608a
(4.70) esitliginden gorilir ki, @(0)=a'(0)=a"(0)=0,&"(0)= = @ (0)=

9!

ve @' (0):_571630a dir. 4, (n=0,3,4,...) ozdegerlerine Kkarsilik gelen o6zfonksiyonlar

in A
Yo(X)=ax+1 ve vy, (x)=cos \/ZX + a@(n >3)dir. y, 6zfonksiyonuna karsilik gelen

N

3
birinci ve ikinci swra ek fonksiyonlar swrasiyla vy, (x)= O X A A

31 21 ve

5 4 3 2
y,(x)= as)i + % - a,;x — A2X| +aBx+ B dir. Burada, A ve B keyfi sabitlerdir.

(4.65)-(4.66) probleminde 0< fg<7z dir. (4.9) ve (4.10) esitliklerinden gorulir ki,

¢=-A ve d = A’ — B dir. Yukaridaki hesaplamalara gore, (4.13) kosulu

A 13

BxA ——+—
18 7128

(4.71)

bi¢iminde yazilabilir. Bu nedenle, (4.71) kosulu saglanirsa o halde y,(x) (n=12,...) sistemi

L,(0,1),1< p <o uzayinda tabandir [38].

F,(x) =P, (2x-1)(x* —x)olsun. Burada, P,(t)(s=0,12,...) Legendre polinomlaridir
[60, 5.162]:

1 d° 5 \S
P )= 5rac [(X -1 J (4.72)

F.(0) =F,(1) =0 oldugundan dolay1 LFS,COS[I’]—%JﬂXJ=O(n2) dir. Bu demektir ki, f(x)

0

fonksiyonu [0,1] arahiginda {ﬁcos(n—%jnx} sistemi Uzerine diizgiin yakinsak Fourier

n=1
serisine ayristirilabilir.
Diger taraftan,

1

JtP.(t)dt=o0, .1ft7P7 (t)dt 2y

he 15!
e — ) t+1) /. =—
elde edilir. Burada, k=0,s—1 dir [60, s.174,175] . Buradan ve (t —1)yj LTJ (J=O,2)

fonksiyonlari derecesi 7 ve 7’den az olan polinomlar olduklarindan dolay1

(4.72) formiilii Rodrigues formiilii olarak bilinir [60, s.162].
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O ey

F,(x)y, (x)dx :.:fPs(Zx—l)(x2 —x) y, (x)dx

:%j P.(t)(t* -1)y, [t—“;l]dt

-1

0, s>8vej=0,12,
=< (7
A7) _7vej=2
5115!
elde edilir. Bundan dolayz,
0, $>8,
(Fy)=1a(y’
5151 "

kosulu saglanir.
Sonug olarak, teorem 4.1.3.1'"den  s>8 ise, y,(X) (n=12,...) sistemi tzere F,(x)
fonksiyonunun Fourier serisi [0,1] araliginda diizgiin yakinsaktir; s=7 ise, y,(x) (n=12,...)

sistemi iizere F,(x) fonksiyonunun Fourier serisi her bir [0,b] (0<b<1)araliginda diizgiin

yakinsaktir.

4.2. Ikinci Problemin ifadesi ve Baz1 Spektral Ozellikleri

Bu kisimda; tezin giris boliimiinde bahsedilen sinir deger problemlerinden ikincisinin
ifadesi verilecek, bu problemin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formiilleri
kesinlestirilecek, bu Kkesinlestirilmis asimptotik formiillerin yardimiyla ikinci problemin
ozfonksiyonlar sistemleri lizerine siirekli fonksiyonlar icin Fourier seri ayrisimlarinin diizgiin
yakinsakligi arastirilacak ve elde edilecek bulgularin daha anlasilir olmasi i¢in bir 6rnek
verilecektir.

Tezin giris bolimiinde bahsedilen sinir kosullarindan biri spektral parametre igceren

ikinci problem

—y"+0q(x)y=A4y, 0<x<1, (4.73)
y(0)cos #=y'(0)sin B, 0<p<mr, (4.74)
Yo h(4) (4.75)

seklindedir. Burada; A spektral parametre, q(x)eC[0,1] reel degerli bir fonksiyon, tiim
katsayilar reel ve a>0, b, >0 (k =1,_n), C, <C, <...<Cy,N =0 olmak tlizere

. N,
h(1)=al+b->)’

k=1 ﬂ/_ck

dir.
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h(4) fonksiyonu incelendiginde, h(1)=oo ise (4.75) smir kosulu bir Dirichlet simr
kosulu olan y(1)=0 kosuluna déniisiir. Ayrica, N =0 ise h(2) fonksiyonu 1 'ya gore lineer ve

artandir.
4.2.1. On Bilgiler

(4.73)-(4.75) smur deger probleminin o6zfonksiyonlar sistemleri {izere spektral
ayrisimlarinin  diizgiin  yakinsaklik kosullarinin incelenebilmesi i¢in bu problemin
0zdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarinin bazi 6zelliklerinin bilinmesi gereklidir. Ayrica,
ozfonksiyonlar sistemi ve bu sisteme biortogonal olan sistemlerin yapisi incelenmelidir. Bunlara
ek olarak, 6zfonksiyonlar sisteminin minimallik ve tabanlik 6zelliklerinin bilinmesine ihtiyag
duyulur.

(4.73)-(4.75) sinr deger probleminin 6zdegerleri reel ve basittir. Ayrica, 4, <c, ve +o0’a
dogru artan bir 4, <A, <... dizi formundadir. Buna ek olarak; w,, 4, 6zdegerlerine karsilik
gelen y, 6zfonksiyonunun (0,1)araliginda sifirlarinin sayisi ise, o halde @, =n—m, dir. Burada;
m,,c, <A, kosulunu saglayan c, noktalarinin sayisidir. Ozellikle, @, =0 ve A, >c, oldugu
durumda @, =n—N dir. Ayrica, asagidaki asimptotik formiiller yeterince biiyiik n’ler i¢in

gecerlidir [26]:

2 =((n+v)z)" +0Q) (4.76)
—%—N, axz0ve =0,

e —N, a=0ve =0, (4.77)
—N, a=0ve =0,
1

E_N' a=0ve =0

dir.
[36] makalesinde, (4.73)-(4.75) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemi ve bu
sisteme biortogonal olan sistemlerin yapisi hakkinda asagidaki sonuclar elde edilmistir:

Eger a=0ve Kk, k,...,ky farkli negatif olmayan tamsayilar ise,
Yo (X)(n=0,1...;n =Ky, ki, Ky ) (4.78)
sistemi L, (0,1) (1< p< oo) uzayinda tabandir ve bu taban L, (0,1) uzayinda kosulsuzdur.
Egera=0ve KkK,,....k farkli negatif olmayan tamsayilar ise,
Yo (X)(n=0,1...;n =k K,,... Ky ) (4.79)

sistemi L, (0,1) (1< p< oo) uzayinda tabandir ve bu taban L, (0,1) uzayinda kosulsuzdur.
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Her n=0,1,... ve jzl,_N sayilari i¢in a=0ve A, #¢; ise (4.78) sistemine biortogonal

olan u,(x)(n=0,1,..;n=ky,k,,....ky ) sistemi

Ko 1eniK X
un(x)=—A”’g(1’)g( ) (4.80)

n

biciminde tanimlanir. Burada,

Y (1) Y, (1)
yn(X) yn( ) A‘n_cl ﬂ’n_CN
Y, (1) Y, (1)
B ‘ 1 0 0
Ay, (X)= bl %) A =G Ay =Cu |, (4.81)
Yo (1) Vi, (1)
; (1 N N
Y, (X) ¥, (3) T s
o = | ar S i) (452
Yy, (1) Yk, (1)
Y, (1) A —C, ) 2 —C
A=| oo (4.83)
Yy, (1) Yi, (1)
Yi, (1) A —C ) 2 —Cy

dir.
Not4.2.1.1. c, (j :1_N) sayilarinin bazilari (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri olsun.
Ornegin, baz1 t ve s sayilan icin A4, =C, olsun. O halde, (4.81) determinantinin (¢+2)'nci

satirindaki ilk ve (s+2)'nci eleman hari¢c diger tiim elemanlar sifir olur. Buna ek olarak, ayni
determinantin (¢+2)'nci satirdaki ilk elemani olan y, (x) degismez fakat (s+2)'nci elemani olan

Y, (1) Ye (1)

- ifadesi B ile degistirilir. Dahasi, B, =Hyk( “2 +

8 s s

2
Yi, (1
—( k‘( )) dir.
b,
Diger taraftan, her n=0,1,... ve j =1L,N sayilar1 icin a=0ve A4, #c; ise (4.79) sistemine

biortogonal olan u,(x)(n=0,1...;n=k,,... ky ) sistemi

AL 1o N X
u, ()= W() (4.84)
n 2

biciminde tanimlanir. Burada,
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A I A ¢))
yn (X) ﬂ’n _Cl /’i’n _CN
k 1 k 1
g 2Ol
A (X)= A, —C A, —Cy |, (4.85)
Y O ¥ (@)
ykN (X) /11<N -G AkN —Cy
Dy, f (@) D 4.86
By =[vall + v (1)2(%_%)2 (4.86)
v v (@)
ﬂkl -G ﬂ'kl —Cy
A= (4.87)
Yiy (1) o Y (2)
/1kN -G ﬂkN —Cy

dir.
Not 4.2.1.2. c, (j :1_N) sayilarinin bazilari (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri olsun.
Ornegin, bazit ve s sayilan igin 4, =¢, olsun. O halde, (4.85) determinantinin (t+1)'inci

satirindaki ilk ve (s+1)’inci eleman hari¢ diger tiim elemanlar sifir olur. Buna ek olarak, ayni
determinantin (t+1)’inci satirdaki ilk elemani olan y, (x) degismez fakat (s+1)’inci elemani olan

2

1 (1 (1
—yk‘( ) ifadesi — yk‘( ) ile degistirilir. Dahasi, B, =Hyk “2 +M dir.
lk —c b t t b

¢ s s s

4.2.2. Kesinlestirilmis Asimptotik Formiiller

(4.73)-(4.75) smur deger probleminin 6zfonksiyonlar sistemleri {izere spektral
ayrisimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullariyla ilgili teoremin verilebilmesi icin bu problemin
ozdegerlerinin ve Ozfonksiyonlarinin asimptotik formiillerinin kesinlestirilmesi gerekir. Bu
kisimda, bu asimptotik formiillerin kesinlestirilmesi i¢in ilgili teoremin ifadesi ve ispati

verilecektir.

o(x,4) ve w(x,4) fonksiyonlar: (4.73) denkleminin sirasiyla (4.4) ve (4.5) baslangig

kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun.
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Teorem 4.2.2.1. 1 =s’ olsun. n’nin yeterince biiyiik degerlerinde asagidaki asimptotik

formiiller dogrudur:

sn:(n+v)7r+ﬁ+o[&J (4.88)
nz

I. p=0ise, ohalde

1X
~ sin(n+v)zx aax_Zlq(T)dT

Yo (X)=w(x4,)= (nev)7 + (0] cos(n+v)zx+
+M_X[q(r)cosz(n +v)rrdr + (4.89)
2(n72') o
LSin(n+v)

TX ¢ 1)
7)sin2(n+v)zrdr +O| =~
L fa(raina(n- 0| 2

dir.

II. 0< g <7 ise, o halde

h—(h+aa)x+;].q(r)dr

0

Yo (X)=0(x,4,)=cos(n+v)zx+ sin(n+v)zx+

nz
+W!q(r)cosz(n+v)mdr— (4.90)
_qu(r)sin 2(n+v)mdr+0[5:]’vJ

11
-b+= dr, a=0,
o 40, +2_(|).Q(T) 7, a
, Q=
h , 0< 2 L
+a,, 0<f<m %%Jq(r)df, a0

0

)

dir. Bu iki durumda da; h=cotg, Aa,ﬁ={

1

o, = Iq(r)cosz(n +v)rrdr

nv
0

+1 ve v, (4.77) formiilii ile tanimlanmistir.
n

Ispat. a ve B degiskenlerinin durumlarina gére ispat asagida verilmistir:

A=s’ve Ss=o+it olsun.

I. =0 olsun. Bu durumun ispatinda, teorem 4.1.2.1’'in I durumunun ispatinda

kullanilan (4.19) ve (4.20) formiilleri kullanilmistir.
(4.19), (4.20) ve (4.76)formiillerinden
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sms X COSS X

Iq cossngq cos2s,7dzr +
0

) o0 (4.91)
Iq )sin2s,rdz+0(n"?)
0

l//(x’j“n)_

n n

sms X

ifadesi elde edilir. Buna ek olarak, (4.19) esitliginin x’e gore tilirevi alinip bu tlirevde (4.76)

esitligi dikkate alinirsa

vy (X, 4,)=coss X+ sin S”qu _sin S”qu(r)COSZSnrdr +
. n 0 n 0 (492)
+ COZSSS”XIq(r)sin 2s,rdr+0(n?)
n 0

elde edilir.
Simdi, a=0ve a=0 durumlarina gore ispati ayr1 ayr1 devam ettirelim:
i. a=0 olsun. (4.76) ve (4.77) esitliklerinden

sn=\/Z=(n+%—NJ7z+gn (4.93)

yazilabilir. Burada, &, = O(n’l) dir.
Diger taraftan,

cossnx:cos£n+l— NJ;zx+O(n‘l),
2
i . 1 a
sins, x=sin| n+=—-N 7zx+O(n )
2
esitliklerinden dolay1 (4.91) ve (4.92) formiilleri sirasiyla asagidaki gibi yazilir:
. cos(n+1—NJ7zx
sins,x 2
S 2
" Z(n + 1 N) 7’
2
cos( +—Nj
+ .[q cos(2n+1-2N)zzdz + (4.94)
1
Z(H +=— Nj 7’
2

5|n(n+2—Nj .
+ [a(z)sin(2n+1-2N)zzdz +0(n"),
0

2[n+1—Nj 7l
2

l//(X,/ln)z _([q(r)dr+
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sin(n+—NJ J‘q

vy (X, 4,)=Cc0ss X+

(2n+1-2N)7x
sm(n+—Nj
_ I .[q cos(2n+1-2N)zzdz + (4.95)
+

cos[n+—Nj <
+ q(z)sin(2n+1-2N)zzdz+0O(n
(2n+1-2N)7 -([ ) ( )

Dikkate alalim ki, #=0 ve a=0durumunda (4.74) ve (4.75) sinir kosullari sirasiyla

o, YO - b
y(0)=0, Tl)—b—z‘%—

k=1 _Ck
bi¢iminde yazilir. Buradan, w(x,4)fonksiyonu y(0)=0 kosulunu saglar. Bu nedenle, (4.73)-

(4.75) smir deger probleminin 6zdegerleri

i) b3

denklemini saglar. Gergekten, 4, #c,, K =1,N oldugu durumda y(1,4,)#0 olacagindan bu son

0 (4.96)

)

denklem yazilabilir. Buna ek olarak, x =1 i¢in (4.94) ve (4.95) formdiilleri sirasiyla

w(LA,)= S':S +o(n?), (4.97)

n

_a\" N 1
vy (L 4,)=coss, +qu(r)dr+o{§”
0

(2n+1-2N)7 j (4:98)

n

1
Iq(Z')COS(Zn +1-2N)zrdz

1
+— dir.
5 n

biciminde elde edilir. Burada, v = % —N igin J,, =

Diger taraftan, (4.93) formilii kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

1 . 1 .
coss, =cos| | Nn+——N |z+¢, |[==sin| n+=—N |zsing,
2 2 (4.99)

=(-1)"""¢,+0(n”),

e Sl i0)re) )

: ol
n (n+—Nj7r+gn (n+2—Nj7r
I N

B e YA

(n+1—N)7r
2

(4.97)-(4.100) esitlikleri (4.96) denkleminde yerine yazilirsa

(4.100)
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(-1, +Ll‘q(r)dr+o(%j(b+o(nz))((+w =0

(2n+1-2N)z n+2_Njﬂ

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢6ziiliirse

1

_b+2'(|:q(r)dz' (5MJ

g =— 0 4ol (4.101)
nz n

elde edilir. (4.101) ifadesi (4.93) esitliginde dikkate alinirsa =0 ve a=0 durumunda (4.88)

formiilii ispatlanmis olur.

Diger taraftan, (4.88) formiili kullanilarak

. 1 1
. sinfn+-—-N |7zXx a,xcos| n+—-—N |7X
sins, X 2 2 o,,
= + +0| —

> (n+;—Nj7r (nz)’

elde edilir. Bu son esitlik, (4.94) formiiliinde dikkate alinirsa =0 ve a=0 durumunda (4.89)

formiilt ispatlanmis olur.

ii. a=0 olsun. (4.76) ve (4.77) esitliklerinden
S, =& =(N—N)7z+¢, (4.102)
yazilabilir. Burada, ¢, = O(n’l) dir.
Diger taraftan,

coss,x =cos(n—N)zx+0(n),

(4.103)
sins,x=sin(n—N)zx+0(n")
esitliklerinden dolay1 (4.91) ve (4.92) formiilleri sirasiyla asagidaki gibi yazilir:
N
w(x4)= smssx cos(n— zxj-q -+
h 2(n-N)'z
cos (n-N) ”X.[q cos2(n—N)zrdz + (4.104)
N
S Sin(n= ﬁx.[q sin2(n—N)zzdr+0(n"®),
. ( N)7zx ¥
yxx(x,/ln)zcossnx+ Iq )dz -
2(n=N)7z 3
_sin(n- ”Xj.q (7)cos2(n—N)zrdr + (4.105)
ﬂ- 0
cos n—N)zx
2 N dz+0O(n
= ”Iq r)sin2(n— )m’r+()

0
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Dikkate alalim ki, #=0 ve a=0durumunda (4.74) ve (4.75) sinir kosullar1 sirasiyla

y(0)=0, Y _airb- >

y(1) = A-C,
bi¢iminde yazilir. Buradan, w(x,4)fonksiyonu y(0)=0 kosulunu saglar. Bu nedenle, (4.73)-

(4.75) siir deger probleminin 6zdegerleri

PTEEN PR LS

k=1 n_ k

2,)=0 (4.106)

denklemini saglar. Gergekten, A #c,, k=1 N oldugu durumda v (L4,)#0 olacagindan bu son

denklem yazilabilir. Buna ek olarak, x =1 i¢in (4.104) ve (4.105) formiilleri sirasiyla

sins, o S,
w(L2,)= ; )2 pe _([q dr+0[ j (4.107)
i (1, ) (-1 +o(n) (4.108)
1
bi¢iminde elde edilir. Burada, v=—N i¢in 6, , = !q(r)cos2(n -N)zrdr +% dir.

Diger taraftan, (4.102) formiili kullanilarak
sins, sin((n-N)z+¢,) sin((n-N)z+s,)

s,  (n-N)z+e, (n-N)z (+O(n‘2))

(_1)n—N én 4
=W+O(n )

ifadesi elde edilir. (4.107)-(4.109) esitlikleri (4.106) denkleminde yerine yazilirsa

(—1)“N+O(n‘1)—(aﬂbn+b+O(n‘2))[(_1)n fn_ ) zj)'q dr+0£5

(n-N)r a(n- ]J(’

denklemi elde edilir. Buradan, b+ O(n’2 ) =0(1) ve 4, i¢in (4.102) formiilii dikkate alinirsa

1 ae a S,
- — dr+0] /= |=0
nz?> nzr 2n*z? '([q(r) ¢ [ n J

(4.109)

elde edilir. Bu son denklem ¢oziiliirse

a 2 )
gn=°—+o[ J (4.110)
nz n

elde edilir. (4.110) ifadesi (4.102) esitliginde dikkate alinirsa =0 ve a=0 durumunda (4.88)
formiilt ispatlanmis olur.
Diger taraftan, (4.88) formiilii kullanilarak
sins x sin(n—N)zx a,xcos(n—N)zx 0,
n™ _ ( ) + a ( > ) + O[&j
s, (n-N)z (nx)
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elde edilir. Bu son esitlik, (4.104) formiiliinde dikkate alinirsa =0 ve a=0 durumunda (4.89)

formiilti ispatlanmis olur.

II. 0< B <7 olsun. Bu durumun ispatinda, teorem 4.1.2.1’in II durumunun ispatinda

kullanilan (4.29) ve (4.30) formiilleri kullanilmistir.
(4.29), (4.30) ve (4.76)formiillerinden

h+%'[q(r)dr . .
. sinsnx+Sms”qu(r)cos%nrdr—
s 2s, %

n n

Yo (X)=¢(X,4,)=coss x+

(4.111)

COSS, X
2s

n

ifadesi elde edilir. Buna ek olarak, (4.29) esitliginin X’e gore tiirevi alinip bu tiirevde (4.76)

.X[q(r)sin 2s,rdz+0(n”)
0

esitligi dikkate alinirsa
@, (X, 4,)=-s,sin snx+£h +%J'q(r)ercossnx+Mj'q(r)coszsnrdr +
0 0 (4.112)

+ Sinzsnxj;q(r)sin 2s,7dz+0(n")

elde edilir.

Simdi, a=0ve a=0 durumlarina gore ispat1 ayr1 ayr1 devam ettirelim:

i. a=0 olsun. (4.76) ve (4.77) esitliklerinden
S, =& =(N—N)7+¢, (4.113)
yazilabilir. Burada, ¢, = O(n’l) dir.
Diger taraftan, (4.103) esitliklerinden dolay1 (4.111) ve (4.112) formiilleri sirasiyla
asagidaki gibi yazilir:
1%

h+§j¢|(2‘)dr
(P(x,/ln)zcossnx+(n°—N)sin(n_N)ﬂx+
- T
sin(n—N)zx
SR -y
cos(n—N)zx } . )
"N !q(r)smz(n—N)merro(n )

X

@, (%, 4,)=-s,sin snx+[h +%jq(7)d1Jcos(n— N)zx+

0

+w.qu(r)0052(n—N)mdr+ (4.115)
+Wjﬁ(r)sin 2(n—N)zzdz+0(n™).

0
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Dikkate alalim ki, 0 < # <z ve a=0durumunda (4.74) ve (4.75) sinir kosullar1 sirasiyla

y'(0)=hy(0), %:b_z;)?

1
biciminde yazilir. Burada, h=cot  dir. Buradan, (p(x,l) fonksiyonu (4.4) baslangi¢ kosullarini

saglar. Bu nedenle, (4.73)-(4.75) sinir deger probleminin 6zdegerleri

¢§(1,/1n)—[b—i A

k=1 Y — Ck

J¢(1,,1n)=o (4.116)

denklemini saglar. Gergekten, A4, #c,, k=1 N oldugu durumda ¢(1,1,)#0 olacagindan bu son

denklem yazilabilir. Buna ek olarak, x =1 i¢in (4.114) ve (4.115) formiilleri sirasiyla

o(14,)=coss, +O(n™), (4.117)
1
¢; (Lﬂvn): —s. sin s, +(_1)H*N (h +%J‘Q(T)dfj+0(5n'v) (4118)
0
i 1
biciminde elde edilir. Burada; v=-N i¢in J,, = Iq(T)COSZ(n —-N)zrdr +H dir.
0

Diger taraftan, (4.113) formiili kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir:

coss, =cos((n—N)z+&,)=cos(n—N)zcose, =(-1)" " +O(n™), (4.119)
sins, =sin((n—N)z+¢,)=cos(n—N)zsing, =(-1)"" &,+0(n"). (4.120)
(4.117)-(4.120) esitlikleri (4.116) denkleminde yerine yazilirsa

(1) (n=N)zs, +(-1)"" [h +iq(f)dfj+o(5w)_(b+o(n2))((_1)"“ +O(n’1)): 0

denklemi elde edilir. Bu denklem ¢6ziiliirse

2 5
€, = 0 +o[ J (4.121)

elde edilir. (4.121) ifadesi (4.113) esitliginde dikkate alinirsa O0< <7z ve a=0 durumunda

(4.88) formiilu ispatlanmis olur.
Diger taraftan, (4.88) formiili kullanilarak

(h+aa)xsin(n—N)ﬂx+O[&J

coss,x=cos(n—N)zx— — .

elde edilir. Bu son esitlik, (4.114) formiliinde dikkate alinirsa 0<f <7z ve a=0 durumunda

(4.89) formiilt ispatlanmis olur.
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ii. a=0 olsun. (4.76) ve (4.77) esitliklerinden

snz\/Zz(n—%—Nngn (4.122)

yazilabilir. Burada, &, =0(n™) dir.

Diger taraftan,

cossnx=cos(n—1—NJnx+O(n1),

2

. . 1 ,1

sins,x=sin| n—=—N |zx+0(n™)
2

esitliklerinden dolay1 (4.111) ve (4.112) formiilleri sirasiyla asagidaki gibi yazilir:

h+1fq(r)dr

20 . 1
(D(X’;Ln):COSSnXﬁL—SIn(n——— NJ”X+

1 2

(n — Njﬁ
2

sm(n—;— Nj;;x )
*an1oN) !q(r)cos(Zn—l—ZN)mdr— (4.123)

cos[n—l— N [7zX
2

_ (gn—l—zN)ﬂ EQ(I)Sin(Zn—1—2N)mdr+o(n-z)

@, (%, A,)=-s,sin snx+[h+%fq(r)ercos[n—%— Njﬂ'X-ﬁ-

0

cos(n—z— N)?Z’X <
+ ; [a(z)cos(2n-1-2N)zrdr + (4.124)
0

sm(n—z— N);rx «
+ > I[q(r)sin(Zn—l—ZN)mdr+0(n’1).

Dikkate alalim ki, 0< # <7 ve a#0durumunda (4.74) ve (4.75) sinir kosullar1 sirasiyla

y'(0)=hy(0), w:aﬂb_

y(1)

biciminde yazilir. Burada, h=cot g dir. Buradan, (p(x,l) fonksiyonu (4.4) baslangi¢ kosullarini

N
by
k=1 A- Ck

saglar. Bu nedenle, (4.73)-(4.75) sinir deger probleminin 6zdegerleri
N bk

'(LA)-| a4, +b-
olh){ 2t vb-3 7

J(p(un):o (4.125)

denklemini saglar. Gergekten, 4, #c,, K =1,N oldugu durumda ¢(1,4,)#0 olacagindan bu son

denklem yazilabilir. Buna ek olarak, x =1 i¢in (4.123) ve (4.124) formiilleri sirasiyla
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n-N-1 1
- 1)
¢(1,1,)=coss, +L h+qu(r)dr +0| 22|, (4.126)
( 1 j 2 n
n-—-N 0
2
ol (LA4)=(-1)"" (n—%— ijo(l) (4.127)
1 i 1
biciminde elde edilir. Burada; v = 5" N i¢in 6,, = Iq(f)COS(2n—l—2N)7wdr +H dir.
0

Diger taraftan, (4.122) formiili kullanilarak
r=g e Jmmsinlo— -
coss, =cos| | Nn—=—N [zg, |=—sin|n—=—=N |zsing, =
2 2 (4.128)
=(-1)"" g, +0(n).

ifadesi elde edilir. (4.126)-(4.128) esitlikleri (4.125) denkleminde yerine yazilirsa
n-N 1 1 - 9
(—1) n_E_N 7z+O(1)— a n_E_N 4 +O(1) X

J o gnf'”"M("*;Eq“)‘j’%(%

Nz

denklemi elde edilir. Bu son denklem ¢oziillirse

1 17
h+=+= d
+a+2.([q(r) T (é‘an
£, = +0| (4.129)

nx
elde edilir. (4.129) ifadesi (4.122) esitliginde dikkate alinirsa O< <7z ve a=0 durumunda

(4.88) formiilii ispatlanmis olur.

Diger taraftan, (4.88) formiili kullanilarak

. 1
(h+aa)xsm(n—2—NJ7rx (5nvj
+0| —

nz n

1
COSS, X = COS n—E—N X —

elde edilir. Bu son esitlik, (4.114) formiiliinde dikkate alinirsa 0< <7z ve a#0 durumunda

(4.89) formuli ispatlanmis olur. m

4.2.3. Ozfonksiyonlar Sistemleri Uzere Spektral Ayrisimlarin Diizgiin Yakinsakhk

Kosullari

Bu kisimda, (4.73)-(4.75) smir deger probleminin o6nceki kisimda ispatlanan

o0zdegerlerin ve 0Ozfonksiyonlarin kesinlestirilmis asimptotik formiilleri kullanilarak bu
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problemin 6zfonksiyonlar sistemleri lizere siirekli fonksiyonlar icin Fourier seri ayrisimlarinin

diizglin yakinsaklik kosullari arastirilacaktir.
Kabul edelim ki, f(x)eC[0,1]; her n=0]1,... ve j=1,N sayilar1 icin a=0 ve A #C,

olsun. Bu durumda,

Yi, @) Yy, @)

.y, Tk Tk

05) 2% 7 A
A= : : (4.130)

Yi, D Y, @

(f.¥) e A

determinanti tanimlansin. Burada; (-,-), L, (0,1) uzayinda i¢ ¢arpimidur.

Kabul edelim ki, c; (j :1_N) sayilarinin bazilar1 (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri
olsun. Ornegin, baz1 t ve s sayilar igin 4, =C, olsun. O halde, (4.130) determinantinin
(t+1)’inci satirindaki ilk ve (s+1)’inci eleman hari¢ diger tiim elemanlar sifir olur. Buna ek
olarak, ayni determinantin (¢t+1)’'inci satirdaki ilk elemani olan (f,ykt) degismez fakat

V@ o Ve D (% (@)
A —C b b

3 s s

dir.

(s+1)’inci eleman1 olan ile degistirilir. Dahasi, B, =Hth “2 +

Teorem 4.2.3.1. f(x)eC[0,1] ve ky,k,,...,ky sayilar1 birbirinden farkl negatif olmayan

tamsayilar olsun.
I. a=0 ve =0 olsun. Eger f(x) fonksiyonu [0,1] arahginda {\ES“’\[H—%J”X}
n=1

sistemine gore Fourier seri ayrisimi diizglin yakinsak ise, o halde bu fonksiyon

Yo (X)(n=0,1,..;n#Kk,,....ky ) sistemine gore Fourier serisine ayristirilabilir ve bu ayrisim [0,1]
araliginda diizgiin yakinsaktir.

I. a#0 ve B=0 olsun. Eger f(x) fonksiyonu [0,1] arahginda {\Esinnﬂx}

o0
n=1
sistemine gore Fourier seri ayrisimi diizgiin yakinsak ise, o halde bu fonksiyon

Yo (X)(n=0,1...;n#k;,k,,... ky ) sistemine gére Fourier serisine ayristirilabilir ve bu ayrisim her
[0,b] (0<b<1) arahginda diizgin yakinsaktir. y, (x)(n=0,1,...;n#Kky,ky,....ky) sistemine gore
f (x) fonksiyonunun [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart A’'=0

olmasidir.

0

HI. a=0 ve 0<f <z olsun. Eger f(x)fonksiyonu [0,1] arahiginda {\/ECOSHIZ’X}

n=1

sistemine gore Fourier seri ayrisimi diizgiin yakinsak ise, o halde bu fonksiyon
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Yo (X)(n=0,1,..;n#Kk,...,.ky ) sistemine gore Fourier serisine ayristirilabilir ve bu ayrisim [0,1]

araliginda diizgiin yakinsaktir.

Iv. az0 ve O<pB<z olsun. Eger f(x) fonksiyonu [0,1] arahginda

1 o0
{\/E COS[H——)?Z’X} sistemine gore Fourier seri ayrisimi diizgiin yakinsak ise, o halde bu
n=1

fonksiyon y, (x)(n=0,1...;n#ky,k,...Ky ) sistemine gore Fourier serisine ayristirilabilir ve bu
ayrnisim her [0,b] (0<b<1) arahginda diizgiin yakmsaktir. y, (x)(n=0,1,...;n#Kkg,ky,....ky)
sistemine gore f (x) fonksiyonunun [0,1] arahiginda diizgiin yakinsak olmas i¢in gerek ve

yeter sart A’ =0 olmasidir.

ispat.

I a=0 ve SB=0 olsun. ilk olarak, her n=0,1.. ve j=1N sayilar icin Ay %€

durumunu inceleyelim.
f(x) fonksiyonunun [0,1] arabginda vy, (x)(n=0.1..;n#k,...k,) sistemine gore

Fourier serisi

0

HY(x)= > (f.u)v.(x) (4.131)

n=0,n=ky,....Ky
bi¢iminde tamimlansim. Burada, u,(x)(n=01..;n=k,...ky) sistemi (4.84) biortogonal

sistemiyle tanimhdir.
(4.131) serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart
U] S
HY (%)= 2. (F.u,) Yo (x) (4.132)
n=r+1

serisinin [0,1] arahginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, r =max{k,....ky } dir.

(4.84)-(4.89) esitliklerinden

A I A ¢
(f.%) A, -C Ay —C
Yk (1) Yi (1)
f ! !
(o=l 0t () Zec - i
B\A B\A
"o "o : (4.133)
Y (1) Y (1)
(f,ykN) /1kN—Cl j,kN_CN
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elde edilir. (4.88) ve (4.89) esitliklerinden

nz
2 1 : - 2( 1 }] -3 1 -3
= sin“l n+=-N pzxdx+0(n~ )= +0(n
bulunur. Bu son esitlikler, (4.86) esitliginde dikkate alinirsa
L _2(nz)+0(n) (4.134)

B(®

n

elde edilir. Diger taraftan, (4.89) ve (4.134) esitlikleri kullanilarak (4.133) esitligi
(f,u,)=2(nz)"(f,y,)+0(2) (4.135)

biciminde yazilabilir. (4.89) ve (4.135) esitlikleri kullanilarak
(f,u,)y,(x) =Lf ,\/isin(n +%— NJnxJ\/Esin(n +%— NJﬂX—i— R¥(x)
elde edilir. Burada,
Rr(f) (x) :Lf ,sin(n +%— NJﬁxJO(n'l)JrLf (x)a(S) (x),cos(n +%— N JﬂxJO(n‘l)+
+( f,a (x)cos(n +%— Nj;rxjo(nl)+(f B (x)sin[n +%— NjﬂXjO(nl)-i-

(4.136)

a(3)(x) =aax—%_([q(r)dr,

a® (x) =_[q(r)cos(2n +1-2N)zrdr,

B (x) =jq(r)sin(2n +1-2N)zrdzr

dir. (4.136) esitligi tizerinde gerekli hesaplamalar yapilirsa, yeterince biiylik n’ler icin

S R G E e
[f,af)(x)cos(mr%— N)?Z’Xj (f,ﬂf)(x)sin(mr%— Njﬂ'XJ +6M}s
gCM{(f,sin(n +%— N}zxj (f (x)a(3)(x),cos(n+%— N)ﬂij

(i (X)aéa(x)‘dx]l@f(x)ﬂgw(x)\dszﬁgv}

+ +

+ +

2

J’_
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elde edilir. Burada, C,; ve C,, belli pozitif sabitlerdir. Fourier katsayilar1 i¢in Bessel esitsizligi

kullanilarak
© 1 2 © 1 2 0 é;
> (f,sin(n+—— N}rxj Dy (f (x)a(s)(x),cos(n+—— NJ”XJ Y
n=r+1 2 n=r+1 2 n=r+1 n

sayisal serilerinin diizgiin yakinsakligini gostermek kolaydir.

Bessel esitsizliginin tekrar kullanilmasiyla

ZU i (X)“f)(ﬂ\dx] <[t Zj

snfnj[

1x
<Cyl 1 [Jla(e) dedx<Cy | £ falf
00

al® (x)rdx <

jq(r)COS(Zn +1-2N)zrdzr

0

>

n=r+1

2
}dx <

elde edilir. Burada, C, belli bir pozitif sabittir. Benzer sekilde,

5 U\f (X)ﬂf’)(X)\de <Gl ol

n=r+l\ o

elde edilir. Burada, C,¢ belli bir pozitif sabittir.

Sonug olarak

serisi [0,1] araligl lizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu nedenle; A, #C;,n=0,1...;
i =1 N durumunda ispat tamamlanmistir.
Diger taraftan, cj(jzl,_N) sayllarinin bazilar1 (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri

olmas1 durumunda da ispat tamamen benzerdir. Not 4.2.1.2’de bu durumda biortogonal
sistemin nasil insa edilecegi acik bir sekilde ifade edilmistir. Yine de, bu durumda biortogonal

sistemin insasiyla ilgili basit bir 6rnek verelim. Ornegin, A, =C, A4, =C, ve 4, =Cy, olsun.
(4.79) sistemine biortogonal olan u, (x)(n=0,1,..;n#k,,...,ky ) sistemi

3 An kg ki (X)
B By A2

U, (x)

biciminde tanimlanir. Burada,
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g L 0 %O v vO  vE Y (1) Y (1)
" /In -G /ln -G /1n —C /1n -G, /1n -G ﬂ'n —Cna }“n —Cy
Y, (%) —%T(l) 0 0 0 0 0 0
w2 @ %@ @ vw®  v@ Ve @) ¥, ()
& ﬂkz —C ﬂ’kz -G, ﬂ"kz -G j’kz —C, ﬂ’kz -G ;{kz —Cya ﬂkz —Cy
Vi, (1)
Ao () = Y, (X) 0 0 0 o 0 0 0
b e @ %@ @ vw®  vO Y 1) v (1)
: ﬂ'k,, -G ﬂkl, -G, /119, —C; ﬂ’k‘, —C, ﬂ'k‘, -G ﬂkl, -G /113, —Cy
y (X) Yius (1) Yeus (1) Yeos (1) Yes (1) Yis (1) Yius (1) Yis (1)
fos ﬂ'k,H _cl ﬂkN,l _Cz ﬂ'k,H _C3 ﬂkN,l _C4 ﬂ'k,H _Cs ﬂ'k,H _CN—l ﬂ*kN,1 _CN
Y, (%) 0 0 0 0 0 —yéN—(l) 0
AN
B =||vi | +%)), t=13N; s=14,N-1
—La) 0 0 0 0 0
by
Y@ v @ v @ vw@® v, @ Y M % (D)
ﬂ'kz -G j’kz —C, j’kz =G j’kz —C, ﬂ“kz -G Akz —Cy ﬂ’kz —Cy
0 0 0 _y%j_(l) 0 0 0
Az = ykA (1) ykA (l) ykA (l) ykA (1) ykA (l) Yk4 (1) ykA (1)
/11<4 -G /11<4 -G, ﬂn -G ;% —C, /113, -G ﬂ% -G ﬂk,, —Cy
2 I OO O I PO O I A O I € Yoo @) Y, ()
ﬂkN,l -G ﬂk,H -G ﬂkN,l -G lkN,l -C jﬂ(N,l -G ﬂ'k,H —Cy lkN,l —Cy
0 0 0 0 0 —yl:“—(l) 0
bN -1
dir.

II. a=0 ve B=0 olsun. Ilk olarak, her n=0,1...

durumunu inceleyelim.

f(x) fonksiyonunun [0,1] araliginda y,(x)(n=0,1..;n#kyk,...k) sistemine gore

Fourier serisi

0

H" (x)=

(f.u,)y, (x)

n=0,n=Ky Ky ,....ky

ve j=1Nsaylar igin 4 #c;

(4.137)
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bi¢iminde tanimlansin. Burada, u,(x)(n=0,1,..;n#kg,k,,...k,) sistemi (4.80) biortogonal

sistemiyle tanimhdir.

(4.137) serisinin [0,1] arahiginda diizgiin yakinsak olmas igin gerek ve yeter sart

H" () =3 (£.u,) v, (x) (4.138)

(4.80)-(4.83), (4.88) ve (4.89) esitliklerinden

() v() ﬂynfl) ﬂyn_(t)
o () Y, (1)
Fu A fy ) oy 2L e
(f’“”):( Amé)éligN(X))zBa%A( ) 9 Ay =G A G| (4139)
Y, (1) Y, (1)
fy )y (1) o
) o ® 220~ 2.5

(f’yn) A' yn(l) -4
T +0(n
B, Af BY (")

elde edilir. Burada, A" determinanti (4.130) ile tanimlidir. (4.88) ve (4.89) esitliklerinden

e

a(nz)’ n
Iyl = L - jsinz (n—N)zxdx+0(n~)= %+O(n’3)
(nz) % 2(nr)
bulunur. Bu son esitlikler, (4.82) esitliginde dikkate alinirsa
=~ 2(nx)* +0(n) (4.140)

B

elde edilir. Diger taraftan, (4.89), (4.139) ve (4.140) esitlikleri kullanilirsa

!

(fu) ¥ (X) =B (%)~ E7 ()

1

elde edilir. Burada,
Er(f) (x)= 2(n7z)2 (f.y) Y. (X)+(F.y,)V, (x)O(n)+O(n‘2),

B (x)=2(nz)"y, (1) ¥, (x)

dir. (4.138) serisinin diizglin yakinsakliginin incelenebilmesi icin ZES}(X) ve ZE,(,Z)(X)

0
n=r n=r

serilerinin diizgiin yakinsakliginin incelenmesi gerekir. Bu nedenle, ilk olarak ZES)(X) serisi
n=r

incelensin. Burada, Eff) (x) ifadesi
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E( (x)=(f,v2sin(n-N)zx)v2sin(n-N)zx+RY (x)
biciminde yazilir. Burada
RY (%) =(f,sin(n=N)zx)0(n") +( f (x)a(x),cos(n—N)zx)O(n")+

+(f,ar(14)(x)cos(n— N)ﬂX)O(n_l)-i-( £, (x)sin(n— N);zx)o(n“)+

O ()= g x— L
a (X)—aax—z.([q(r)dr,
a£4)(X)ZJQ(T)COS2(n—N)ﬂfd‘[,
0

ﬂ§4)(x):j;q(r)sin2(n —N)zrdr

(4.141)

dir. Z Rr(,3)(X) serisinin diizgliin yakinsakliginin incelenmesi i¢cin (4.136) esitligi tzerinde

n=r+l

uygulanan metot, (4.141) esitligi lizerinde uygulanarak ZRr(ﬁ)(X) serisinin [0,1] araliginda

n=r

mutlak ve diizgiin yakinsaklig1 kolayca gosterilebilir. O halde, ZE,EI) (X) serisi [0,1] araliginda

diizgilin yakinsaktir.

A"=0 olsun. Bu durumda, Z( f ,un)yn (X) :ZES) (X) olacagindan dolay (4.138) serisi

n=r n=r

[0,1] aralig1 lizerinde diizgiin yakinsaktir.

A"#0 olsun. ZEr(]Z) (X) serisinin diizgiin yakinsaklig1 incelensin:

n=r

EP (x)=2(nz)"y, (1), (x)=2(nz)’ [ﬂm(&;j}(sm(n —N)zx

n nz

a(nz)’

(- sin(n—N)7rX+O(5n,vj_ 2 sin(n—N)fr(1+X)+o{

anrz n ) ar n

elde edilir. Bu son esitlikten;

SEP (-2 3 T § o(n)s S0 2]

n=r ar n=r—-N n n=r—-N n=r
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bulunur. Agiktir ki, Z O(n’z) ve io(&] serileri [0,1] aralig1 tizerinde mutlak ve diizgiin

n,
n=r-N n
yakinsaktir.

Diger taraftan,

= sinnst
2

n=r n
serisi her [6,27—-6], 0<d<x arahginda diizgiin yakinsaktir [52, Chapter I, Section 30,
Theorem1]. Bu nedenle,
=, sinnz(1+x)

2

n=r-N n

serisi her [0,b] (0<b <1)arahginda diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak; 4, #¢;,n=0,1...; j =1 N
durumunda ispat tamamlanmistir.

Diger taraftan, C,—(j :1_N) sayllarinin bazilar1 (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri
olmasi durumunda da ispat tamamen benzerdir. Not 4.2.1.1’'de bu durumda biortogonal
sistemin nasil insa edilecegi acik bir sekilde ifade edilmistir. Yine de, bu durumda biortogonal

sistemin ingasiyla ilgili basit bir érnek verelim. Ornegin, A, =C, A4 =C; ve 4, =Cy,; olsun.
(4.78) sistemine biortogonal olan u, (x)(n=0,1,...;n #ky,k,,...,k, ) sistemi

a An ko Kok (X)

Uy (X)_

By A1
biciminde tanimlanir. Burada,
' (1
0 _yko_() 0 0 0 0 0
by
(1
0 0 0 _ykl_() 0 0 0
b3
Y (1) T Y € 7 € I 7 € I 9 ¢ e, (1)
A= A-e A -G A -G A -G, A, ~Cna Ay —Cy
Y (1) Yios (1) Yio (1) Yio, (1) Yis (1) Y (1) Yis (1)
s ﬂkN,l -G ﬂkN,l -G, ﬂkN,l -G ﬂk,H -G, /%H —Cya ﬂk,H —Cy
(1
0 0 0 0 0 _ykw_() 0
bN—l

, 2
By, :Hyk‘ HZ +@, t=0,1N: s=13 N -1

94



Serta¢ Goktas, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2017

2 ) VA € E A € VR A 1) Yo (1) Ya (1)
yn(X) y” (1) ﬂ’n _Cl ﬂ’n _CZ ﬂ’n _Cs ﬂ’n _C4 j’n _CN—l ﬂ’n _CN
Vi, (1)
] 0 A 0 0 0 e 0 0
Vi, (%) b
y,(x) 0 0 0 ykllo(l) 0 0 0
An kg kyky (X) = ykz (1) ykz (1) yk2 (1) yk2 (1) ykz (1) ykz (1)

Y, (X) Ye, (1) ﬂkz -G ﬂ”kz -G, ﬂ”kz -G, Akz —C, ﬂ'kz —Cna Akz —Cy |

1 1 1 1 1 1
V.. (X) Y. (1) Yo ( ) Yt ( ) Yo ( ) Y ( ) Yo ( ) Yio ( )
lkN’l B C‘L Akal B Cz ﬂ'kN—l - C3 ﬂkN—l - C4 ﬂ'kal - CNfl ﬂ'kal - CN
' (1
Yi, (%) 0 0 0 0 0 _ykN( ) 0
bN—l

dir.

III. a=0 ve 0<pB<x olsun. ilk olarak, her n=0,1... ve j::L,_N sayilari i¢in A, #¢;

durumunu inceleyelim.
f(x) fonksiyonunun [0,1] arahgmnda y,(x)(n=01,..;n#k,..,k ) sistemine gore

Fourier serisi

0

H"(X)= > (f.u,)y,(x) (4.142)

n=0,n=k, ... Ky
bi¢iminde tamimlansimn. Burada, u,(x)(n=01..;n=k,...ky) sistemi (4.84) biortogonal
sistemiyle tanimhdir.
(4.142) serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

H™ (x)= i(f,un)yn(x) (4.143)

serisinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, r = max{k1 ..... Ky } dir.

(4.84)-(4.88),(4.90) esitliklerinden

_ -3
B B0 +0(n") (4.144)

(f.u,)=

elde edilir. (4.88) ve (4.90) esitliklerinden

FA =jcosz(n— N);rxdx+o(n‘1)=%+o(n‘l)
0

bulunur. Bu son esitlikler, (4.86) esitliginde dikkate alinirsa

95



Serta¢ Goktas, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2017

B}Z) =2+0(n") (4.145)

elde edilir. Diger taraftan, (4.145) esitligi kullanilarak (4.144) esitligi
(f.u,)=2(f,y,)+0(n?) (4.146)
biciminde yazilabilir. (4.90) ve (4.146) esitlikleri kullanilarak
(f,u,)y, (%) =( f,\2cos(n—N )ﬁx)\/icos(n ~N)zx+R®(x)

elde edilir. Burada

R(s)(x):(f,cos(n— N)nx)o(n‘1)+(f (x)a® (x),sin(n - N)ﬂ'X)O(n_l)+

n

+( f,af (x)sin(n-N )ﬂx)o(n’l)+( f, % (x)cos(n—N )ﬂx)o(n’1)+ (4.147)

B (x) ::[q(T)Sin 2(n—N)zrdz

dir. Z Rr(f)(X) serisinin diizgiin yakinsakliginin incelenmesi i¢in (4.136) esitligi lizerinde
n=r+1

uygulanan metot, (4.147) esitligi lizerinde uygulanarak ZRr(]S)(X) serisinin [0,1] araliginda

n=r

mutlak ve diizgiin yakinsakligi kolayca gosterilebilir. Sonug olarak

R (x)

n=r+1

serisi [0,1] aralig1 iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Bu nedenle, (4.143) serisinin [0,1]

araliginda diizgiin yakinsaktir. Bu nedenle; A # C;,n=01,...; j=L N durumunda ispat

tamamlanmistir.

Diger taraftan, cj(jzl,_N) sayllarinin bazilar1 (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri

olmas1 durumunda da ispat tamamen benzerdir.

IV. a=0 ve 0<pB<rx olsun. ilk olarak, her n=0,1,... ve j=1,_Nsay11ar1 icin 4, #¢;

durumunu inceleyelim.
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f (x) fonksiyonunun [0,1] araliginda y,(x)(n=0,1..;n#ky,k,,...ky) sistemine gore

Fourier serisi

HY ()= 3 (Fu)y,(x) (4.148)
n=0,n#=Kg Ky ,....Ky
bi¢iminde tanimlansin. Burada, u,(X)(n=0,1,..;n#ky,k,,...k,) sistemi (4.80) biortogonal

sistemiyle tanimhdir.

(4.148) serisinin [0,1] araliginda diizglin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart

K™ (x)=3(f.u,)y, (¥) (4.149)

serisinin [0,1] arahiginda diizgiin yakinsak olmasidir. Burada, r =max {Ky,K,,....k, } dir.
(4.80)-(4.83), (4.88) ve (4.90) esitliklerinden

(FAwes () (fy) a%0O
(f,Un)= B(l)A1 - Br(]l) _A_l Br(]l) +O(n ) (4.150)

n

elde edilir. Burada; A’ determinanti, (4.130) ile tanimlidir. (4.88) ve (4.90) esitliklerinden

yn(1)=ﬂ+o(@],

anr n

Iyal’ =.1[cosz[n —%— N}zxdx+o(n‘1)=%+o(n—l)
0

bulunur. Bu son esitlikler, (4.82) esitliginde dikkate alinirsa

B}Z) =2+0(n™) (4.151)

n

elde edilir. Diger taraftan, (4.90), (4.150) ve (4.151) esitlikleri kullanilirsa

(f,un)mx):ES)(x)—ﬁ—;Eé‘”(x)

elde edilir. Burada,
EC (x)=2(1,,) ¥ (x)+(f.y,)0(n™),

Er(14)(x) =2y,(1)y, (x)+O(n’2)

dir. (4.149) serisinin dizgiin yakinsakliginin incelenebilmesi icin ZEW(X) ve ZErEA)(X)

n=r n=r
serilerinin diizgiin yakinsakliginin incelenmesi gerekir. Bu nedenle ilk olarak, Z E,(f) (X) serisi
n=r

incelensin. Burada, Er(la) (x) ifadesi
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Eﬁ”(x):(f,ﬁcos(n—%— NJnxJﬁcos(n—%— NJ;zx+ R®(x)

biciminde yazilir. Burada

R (x) =L f ’COSKH —%— NJnXJO(n‘l)Jr( f(x)a® (x),sin(n —%— N];zxjo(n‘l)Jr
+[ f,a® (x)sin(n —%— Njﬁij(nl)+(f B (x)cos(n —%— N)zx)o(n% (4.152)

[ 1
+0| = |; v=—=—N,
n 2

o4 (x) = [a(r)cos(2n-1-2N) zedz,
B (x)= Jx‘q(r)sin(Zn —-1-2N)zrdzr

dir. Z Rrﬁs)(X) serisinin diizgiin yakinsakliginin incelenmesi i¢cin (4.136) esitligi lizerinde

n=r+1

uygulanan metot, (4.152) esitligi lizerinde uygulanarak ZRr(]G)(X) serisinin [0,1] araliginda

n=r

mutlak ve diizgiin yakinsaklig1 kolayca gosterilebilir. O halde, Z EP (X) serisi [0,1] araliginda
n=r
diizgiin yakinsaktir.

A"=0 olsun. Bu durumda, Z( fou)y, (x)= Z Er(f’) (X) olacagindan dolay1 (4.149) serisi

00 00
=r

[0,1] aralig1 iizerinde duzgiin yakinsaktir.

A" #0 olsun. Z ErEA) (X) serisinin duzgln yakinsakligl incelensin:
n=r

EY (X)=2y, (1) v, (x)= Z[ﬂJrO[@J](cos(n —N —%)ﬁx+0(nl)J

anrz n
n—-N 1
) (-1) cos(n—N—Zjﬁx (@w)
=— +0| — |=
ar n n
. 1
smKn— N —j;r(x+l)}
: %)
ar n n

elde edilir. Son esitlikten;
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n=r ar n=r—-N n n=r-N

bulunur. Agiktir ki, Y, O(nfz) ve iOL&] serileri [0,1] aralig1 iizerinde mutlak ve diizgiin

n,
n=r-N n

yakinsak oldugu agiktir. Diger taraftan,

lcos[ (r =N —1)z(x+1)]—cos mz(x+1)] o

LI 1
> smKn——jﬂ(xﬂ)} < <
n=r-N 2 2sin 7Z'(X+1)
1 1
< ,0<b<1
sin 7z(X+l) sin 7r(b2+l)

oldugundan

iSinMn_;J”(XJrl)J

n=r n

serisi her [0,b] (0<&<1) arahiginda diizgiin yakinsaktir [52, Introductory material, §1, Abel’s

Lemmal]. Bu nedenle,
=, sinnz(1+x)

2.

n=r-N n

serisi her [0,b] (0<b<1)arahginda diizgiin yakinsaktir. Sonug olarak; 4, #¢;,n=0,1...; j =1,N

durumunda ispat tamamlanmistir.

Diger taraftan, cj(jzl,_N) sayilarinin bazilar1 (4.73)-(4.75) probleminin 6zdegerleri

olmasi durumunda da ispat tamamen benzerdir. m
4.2.4. Bir Ornek

Bu kisimda, teorem 4.2.3.1'in daha anlasilir olabilmesi i¢cin bir érnek verilecektir. Bu
ornek, a=0, =0 durumunda y,(x)(n=01..;n#=k,,k,,...ky)0zfonksiyonlar sistemine

ornektir.

Ornek 4.2.4.1.
—y'=4y,0<x<1, (4.153)

(4.154)

spektral problemini ele alinsin. Burada, 4 bir spektral parametre, a pozitif bir sayidir.
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4 =0 ve A =x* degerleri (4.153)-(4.154) probleminin 6zdegerleridir. Burada, r ve s
negatif olmayan belli tam sayilardir. Diger taraftan, bu 6zdegerleri karsilik gelen 6zfonksiyonlar
sirasiyla y, (X)=x ve y,(x)=sinzxdir.

f(x)= (—1)k ksinkzx —(—1)I Isintzx ve g(x)= (—1)k ksinkzx+ (—1)I Isintzx ele alinsin.
Burada, k ve | sayilar1 —1,0,1 sayilarinin disinda keyfi tamsayilardir.

Diger taraftan, f(0)=f(1)=g(0)=g(1)=0 oldugundan dolay: ( f,</2sin n;rx) = O(n’z)

ve (g,«/fsinn;rx)zo(n’z) dir. Ayrica, (f,y,)=(f,y,)=0ve (9.,y,)=-2, (9,y,)=0.

Bu hesaplamalardan ve (4.130) determinantindan

1
(9.v,) ;L o L
A r'_(il): f =—==%0
A w
(@v) == |° =

elde edilir. Yani, f(x) fonksiyonuicin A"=0 ve g(x) fonksiyonuicin A’#0 elde edilir.

Sonu¢ olarak, teorem 4.23.1'e gore f(x) ve g(x) fonksiyonlarmmn

y(x)(n=0,1,..;n=r,s) sistemi {izerine Fourier serileri sirasiyla [0,1] ve [0,b] (0<b<1)

araliklari iizerinde diizgiin yakinsaktir.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu boliimde; tezde ele alinan sinir kosullarindan birinde spektral parametre igeren sinir
deger problemlerinin elde edilen sonuglar1 6zetlenecektir. Ayrica, bu problemlerle ve/veya bu

problemin sonuglariyla ilgili 6neriler verilecektir.
5.1. Sonuglar

“Kaynak Arastirmasi” boéliimiinde, daha onceden pek c¢ok bilim insani tarafindan

arastirilmis olan ve tez problemleriyle yakindan ilgili olan ¢alismalara yer verildi.

“Materyal ve Yontem” boliimiinde, tezde bilinmesi gereken temel kavramlara ek olarak

tezin ifade ve ispat edilen teoremleri i¢in bazi tanim, lemma ve teoremlere yer verildi.

Sinir kosullarindan birinde A spektral parametresini lineer bicimde iceren ve tezin
“Giris” bolimiinde birinci problem diye adlandirilan sinir deger probleminin;
i) 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formtilleri kesinlestirildi,

ii) bu Kesinlestirilmis asimptotik formiillerin yardimiyla secilmis kok fonksiyonlar

sistemleri {izere siirekli fonksiyonlar i¢in Fourier seri ayrisimlarinin [0,b] (0<b<1) ve [0,1]

araliklarinda diizgiin yakinsaklik kosullar1 elde edildi,

iii) kok fonksiyonlar sistemlerine biortogonal olan sistemler {izere siirekli fonksiyonlar
icin Fourier seri ayrisimlarinin [0,1] araliginda diizgiin yakinsaklik kosullar elde edildi,

iv) elde edilen bulgularin daha anlasilir olmasi disiincesiyle, =0 durumunda (c) kok
fonksiyonlar sistemine, 0< <z durumunda ise (g) kok fonksiyonlar sistemine birer drnek

verildi.

Sinir kosullarindan birinde A spektral parametresini rasyonel bicimde iceren ve tezin
“Giris” bolimiinde ikinci problem diye adlandirilan sinir deger probleminin;

i) 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin asimptotik formtilleri kesinlestirildi,

ii)bu Kesinlestirilmis asimptotik formiillerin yardimiyla se¢ilmis 6zfonksiyonlar
sistemleri {izere siirekli fonksiyonlar icin Fourier seri ayrisimlarinin [0,b] (0<b<1) ve [0,1]
araliklarinda diizgiin yakinsaklik kosullari elde edildi,

iii) elde edilen bulgularin daha anlasilir olmasi diisiincesiyle, a=0, =0 durumunda

Yo (X)(n=0,1...;n#ky,k,,.... ky ) 6zfonksiyonlar sistemine birer 6rnek verildi.

101



Serta¢ Goktas, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2017

5.2. Oneriler

Tezde belirtilen sinir deger problemleri i¢in asagidaki 6neriler verilebilir:

i) Birinci ve ikinci problemde yalnizca stirekli fonksiyonlarin spektral ayrisimlarinin
diizgiin yakinsaklig1 incelendi. Bu problemler i¢in farkli fonksiyonel uzaylara ait fonksiyonlarin
bulunduklar1 uzaydaki normlara gore Fourier seri ayrisimlarinin yakinsaklik kosullar
incelenebilir.

ii) Birinci problemde sinir kogullarindan birinde A spektral parametresini analitik
bicimde igeren sinir deger problemlerinde kok fonksiyonlar sistemleri tzere siirekli
fonksiyonlar i¢cin Fourier seri ayrigimlarinin diizgiin yakinsaklik kosullar incelenebilir. Ornegin;
sinir kogullarinin birinde A spektral parametresini kuadratik bigimde iceren problemler.

iii) Sinir kosullarindan birinde A spektral parametresini analitik bicimde iceren sinir
deger problemlerinde kok fonksiyonlar sistemleri {izere farkli fonksiyonel uzaylara ait
fonksiyonlarin Fourier seri ayrisimlarinin yakinsaklik kosullar: incelenebilir. Ornegin; Sobolev
uzaylarinda.

iv) A spektral parametresini her iki sinir kosulunda lineer bicimde iceren sinir deger
probleminde kok fonksiyonlar sistemleri lizere siirekli fonksiyonlarin veya farkli fonksiyonel
uzaylara ait fonksiyonlarin Fourier seri ayrisimlarinin yakinsaklik (diizglin yakinsaklik)

kosullar1 incelenebilir.
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