BIR SINIF SUREKSIZ STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN
DUZ VE TERS PROBLEM UZERINE

YUKSEK LISANS TEZi

UFUK CELIK

MERSIN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

MERSIN
OCAK - 2018



BIR SINIF SUREKSIZ STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCIiN
DUZ VE TERS PROBLEM UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZI

UFUK CELIK

MERSIN UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK
ANABILIM DALI

Danisman
Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU

MERSIN
OCAK- 2018



ONAY

Ufuk CELIK tarafindan Prof.Dr. Hanlar RESIDOGLU danismanliginda hazirlanan “Bir Sinuf
Siireksiz Sturm-Liouville Operatérii i¢in Diiz ve Ters Problem Uzerine” bashkl ¢alisma asagida
imzalart bulunan jiri tyeleri tarafindan 18 Ocak 2018 tarihinde yapilan Tez Savunma Sinavi
sonucunda oy birligi ile Yiiksek Lisans tezi olarak kabul edilmisgtir.

Gorevi Unvani, Ad1 ve Soyadi

Baskan Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU
Uye Yrd. Dog. Dr. Hakan YETISKIN

Uye Yrd. Dog. Dr. Fatma Ayca CETINKAYA

Yukaridaki Jiiri karart Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulunun &22./02. /245 tarih ve

8 For b 00 £ U BEHE - = 55 sayih karariyla onaylanmistir.

Fen Bi miler; Ensﬁl;ﬂ Mu ri

W, ‘tu;gb,

‘&u’ In7 ‘/

Bu tezde kullamlan dzgiin bilgiler, sekil, tablo ve fotograflardan kaynak gdstermeden alinti
yapmak 5846 sayili Fikir ve Sanat Eserleri Kanunu hiikimlerine tabidir.



ETIiK BEYAN

Mersin Universitesi Lisansiistii Egitim-Ogretim Yénetmeliginde belirtilen kurallara uygun
olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda,

Tez icindeki biitiin bilgi ve belgeleri akademik kurallar cercevesinde elde ettigimi,
Gorsel, isitsel ve yazih tiim bilgi ve sonuglari bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

Baskalarinin eserlerinden yararlanilmasi durumunda ilgili eserlere bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu,

Atifta bulundugum eserlerin tiimiinii kaynak olarak kullandigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir tahrifat yapmadigimy,

Bu tezin herhangi bir bsliimiinii Mersin Universitesi veya baska bir iiniversitede bagka
bir tez calismasi olarak sunmadigimi,

Tezin tiim telif haklarin1 Mersin Universitesi'ne devrettigimi

beyan ederim.

ETHICAL DECLERATION

This thesis is prepared in accordance with the rules specified in Mersin University Graduate
Education Regulation and I declare to comply with the following conditions:

I have obtained all the information and the documents of the thesis in accordance with
the academic rules.

I presented all the visual, auditory and written informations and results in accordance
with scientific ethics.

I refer in accordance with the norms of scientific works about the case of exploitation of
others' works.

I used all of the referred works as the references.

I did not do any tampering in the used data.

I did not present any part of this thesis as an another thesis at Mersin University or
another university.

I transfer all copyrights of this thesis to the Mersin University.

18 Ocak 2018 / 18 January 2018

Ua«/ﬂ

Ufuk CELIK



OZET

BIR SINIF SUREKSIZ STURM-LIOUVILLE OPERATORU iCiN DUZ VE TERS PROBLEM
UZERINE

Bu calismada siireksiz katsayiya sahip ikinci mertebeden diferansiyel denklem ve
sinir kosullarindan olusan sinir deger problemleri icin spektral analizin diiz ve ters
problemleri ¢oziilmiistiir. Ele alinan problemler icin diiz problem olarak,

1. Sinir deger probleminin 6zel ¢6zlimlerinin 6zellikleri incelenmis,
2. Ozdegerler ve 6zfonksiyonlar icin asimtotik formiiller bulunmus,
3. Ozel Hilbert uzaylarinda sinir deger probleminin operatér formiilasyonu verilmis,
4. Ozfonksiyonlara gére ayrisim formiilii elde edilmistir.
Ele alinan problemler i¢in ters problem olarak,
1. Sinir deger problemlerine uygun Weyl ¢éziimii ve Weyl fonksiyonlari tanimlanmas,

2. Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere gore teklik teoremleri ispat edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Operatorii, Ayrisim Formiilii, Ters Problem, Weyl
Fonksiyonu

Damisman: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik AnaBilim Dali,
Mersin.



ABSTRACT

ON A DIRECT AND INVERSE PROBLEM OF A DISCONTINUOUS STURM-LIOUVILLE
OPERATOR

This work aims to examine the direct and inverse problem for boundary value
problems which consist a second order differential equation with a discontinuous coefficient
and a spectral parameter in boundary condition. When examining the direct problem,

1. The properties of the special functions of the boundary value problems have been
investigated,

2. Asymptotic formulas for the eigenvalues and eigenfunctions have been obtained,

3. The theoretic formulation of the boundary value problem in special Hilbert spaces
has been given,

4. The expansion formula with respect to eigenfunctions has been obtained.
When examining the inverse problem,
1. The evolution of the Weyl solution and Weyl function has been discussed,

2. Uniqueness theorems for the solution of the inverse problem with Weyl function and
spectral data have been proven.

Key Words: Sturm - Liouville Operator, Expansion Formula, Inverse Problem, Weyl Function,

Advisor: Prof. Dr. Hanlar RESIDOGLU, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GiRiS

Doga olaylarini anlatmaya yarayan kurallarin biiyiik bir gogunlugu, bir veya daha fazla
biiyiikliigiin, diger bir takim biyiikliiklere gore degisim hizini icerir. Bu degisim hizi
matematiksel olarak tiirev operatorti ile ifade edilir.

Bu ¢alismada ikinci mertebeden siireksiz bir diferansiyel denklem ve sinir kosulundan
olusan bir snir deger problemi ele alinmistir. Sinir deger problemleri fiziksel bir¢ok problemin
¢6zUimi icin kullanlir. Kuantum mekanigi, kuantum fizigi, termodinamik problemler ve dalga
denklemlerinde bu problemlere sik¢a rastlanmaktadir.

Farkli yogunluklu iki [0,a] ve [a,7] parcalarindan olusan bir ¢ubuktaki 1s1 iletimi

problemini ele alalim. Cubugun bir ucundaki sicakligin sifir oldugunu kabul edelim ve diger

ucunun da izole edildigini varsayalim. Bu ¢ubuk i¢in, belirli baslangi¢ kosullar1 altinda, t aninda,

X noktasindaki U(X,t) sicakligini hesaplamak icin

2
p(x)zt—uzg—g—q(x)u, O<x<mr, t>0 (1)

X
uy(0,t)=0, u(z,t)=0, t>0 (2)

sinir deger probleminin ¢6ziimini bulmak gerekir. Burada q(x)e Lz(O,ﬂ) reel degerli bir

fonksiyon, p(X) ise ¢ubugun [0,a] ve [a,7] pargalarindaki yogunluklarini ifade eden ve

asagidaki bicimde verilen parcali stirekli bir fonksiyondur:

01

(1), (2) sinir deger problemi degiskenlerine ayrilirsa bir Sturm-Liouville sinir deger

1, 0<x<a,

az, a<x<r.

problemi elde edilir.

Tezde
-y +q(x)y=A’p(x)y, 0<x<z
y'(0)—hy(0)=0, y(7)=0
sinir deger problemi ele alinmistir.

e Bu sinir deger problemine uygun 6zel ¢6zlimler tanimlanmis ve 06zel ¢oziimlerin

bicimleri elde edilmistir.

Ozdegerlerin reelligi ve basitligi ispatlanmigtir.

Ozdeger ve 6zfonksiyonlar icin asimptotik formiiller elde edilmistir.

Ozfonksiyonlar sisteminin L, [0, 7] uzayinda bir tam sistem oldugu gosterilmigtir.

Ozfonksiyonlar i¢in ayrisim formiilii ve buna denk olan Parseval esitligi bulunmustur.
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e Sinir deger problemine uygun Weyl ¢6ziimi ve Weyl fonksiyonu tanimlanmistir.
e  Weyl ¢ozlimiine gore ters problemin ¢dziimiiniin tekligi gosterilmistir.
e Ozdeger ve normlastiric1 sayilardan olusan spektral veriler tanimlanmis ve bunlara gore

ters problemin ¢ozliimuntn tekligi ispatlanmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Siireksizlik iceren sinir deger problemleri ile matematik, mekanik, fizik ve doga
bilimlerinin diger alanlarinda oldukea fazla karsilasilir. Bu sekildeki sinir deger problemlerinin
jeofizige ait bir uygulamasi [1] ve [2] de bulunabilir. Stireksizlik kosullarina sahip diferansiyel
operatorler i¢cin diiz ve ters problemlerin bazi yonleri [3-5] te ele alinmistir. [6] ve [7] de Sturm-
Liouville operatérii icin diiz ve ters problem incelenmistir. [8] de Sturm-Liouville operatérii i¢in
¢Oziimiin integral gosterimi elde edilmistir.

Siireksizlik katsayisina sahip bir sinir deger problemi i¢in diiz ve Weyl fonksiyonuna
gore ters problem [9-11] de ele alinmistir. Benzer problem icin, ters problemin ¢dzlimiinde
onemli bir rol oynayan temel denklem ise [12] de insa edilmistir. Ters problemin ¢dziimii i¢in
gerek ve yeter kosul ise [13] de incelenmistir. Sonlu aralikta tanimli ve siireksiz katsayili
denklem ve spektral parametre iceren sinir kosullarindan olusmus sinir deger problemi igin
Sturm-Liouville ve Dirac operatorlerine iliskin diiz ve ters problemler [14-17] ele alinmistir.
[14, 15] de siireksiz katsayili bir Sturm-Liouville operatorii ve spektral parametre iceren sinir
kosullariyla olusturulmus bir sinir deger problemi ele alinmis ve bu problem icin spektral
analizin diiz ve Weyl fonksiyonuna gore ters problemi incelenmistir. [16, 17] de ise benzer
incelemeler, siireksiz katsayili kanonik Dirac diferansiyel denklemler sistemi ve spektral

parametre iceren sinir kosullari ile olusturulmus sinir deger problemi i¢in yapilmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde ileride kullanilacak temel tanim ve teoremler verilecektir.
b
Tamm 3.1.1. L, [a,b] ={X(t):j|x(t)|2p(t)dt <oo} biciminde tanimlanan L, ,[a,b] uzay: bir

Hilbert uzay1 olup elemanlari [a,b] araliginda olgtlebilir fonksiyonlardir, bu uzaydaki i¢ carpim
b

(f.9)=[f(t)g(t)o(t)at

a

esitligi ile verilir.

Tamm 3.1.2. [18] p(A)= {/1 eC:(A-21)" eL(X )} kompleks sayilar kiimesine A
operatériiniin regiiler degerler (veya rezolvent) kiimesi, o(A)=C\p(A)kiimesine ise A

operatdriiniin spektrumu adi verilir. 4 € p(A) olmak iizere R(2;A)=(A-21) " operatorine A

operatdriiniin rezolventi (veya ¢oziicli operatorii) adi verilir.

Dolayisiyla,

e Regiler olmayan tiim 4 € C noktalarina A operatoriiniin spektrumu denir.
e A-/Jl operatéorini tim H Hilbert uzayinda tanimli yapan ve (A—M)_ltersinin

mevcut olmadigi A degerlerine A operatoriniin 6zdegerleri denir. Bir operatdriin
o0zdegerleri spektrum kiimesine dahildir.

e Biitlin 6zdegerlerin kiimesine operatoriin diskret spektrumu denir.
e (A-21l )71 tersinin mevcut oldugu ancak tiim uzayda taniml olmadig1 veya (A—Al )71

tersinin simirsiz oldugu A degerlerinin olusturdugu kiimeye operatoriin strekli

spektrumu denir.

Tanim 3.1.3. [19] Analitik bir f (Z) fonksiyonunun bir ayrik tekil noktas1 z, olsun. Eger,

lim f (z) =0

77,

ise z, noktasina f (Z) nin bir kutup noktasidir denir.
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Tanim 3.1.4. [19] Kompleks diizlemde analitik fonksiyona tam fonksiyon denir. Baska bir
deyisle, kompleks diizlemde
f(z)=ay+az+a,z" +..+a,2" +..

kuvvet serisi biciminde gosterilen fonksiyona tam fonksiyon denir.

Tanim 3.1.5. M, (r)= rﬂax| f (z)| olsun. M (r)< e esitsizligini saglayan k >0 sayis1 vardirsa,
Z|=r

)

f(z)’ e sonlu mertebeli fonksiyon, inf{k}=p sayisia ise, f(z)’ nin mertebesi denir.

Gosterilir ki,

e (nenM (r)

= p dur.
o= (nr p

Tanim 3.1.6. a:ﬁ :

r—o r

(nMf (r)
—

sayisina f (Z) tam fonksiyonunun tipi denir.

Teorem 3.1.1. (Rezidii Teoremi) [19] D bolgesinde (sonlu sayidaki ayrk tekil z,,z,,-,z

noktalar1 hari¢) analitik ve D nin T" sinirinda stirekli f(Z) fonksiyonu i¢in

_[ f(z)dz= Znian;Res f(z)

. = 1=
esitligi saglanir. z, noktasi f(z) nin k kath kutup noktast ise

1 d k-1

o gt e

ve z, noktasi f (Z) nin basit kutup noktasi oldugunda ise

J' f(z)dz=lim[ f(z)(z-2,)]

77
r

saglanir.

Teorem 3.1.2. (Rouche Teoremi) [19] f ve g fonksiyonlar, basit kapali bir C egrisinin

icinde ve iizerinde analitikse ve C ilizerinde |g(z)|<|f(z)| ise f ve f+g fonksiyonlar C

icinde ayni sayida sifirlara (koklere) sahiptir.

Teorem 3.1.3. (Maksimum Prensibi) f(z) fonksiyonu R bélgesinde analitik ve

M = max f(z)| olsun. Ozdes olarak sabit olmayan f(Z) fonksiyonunun modiilii R nin hicbir

zeR
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noktasinda M degerini alamaz. Yani |f (Z)| fonksiyonu R de maksimumunu sadece bolgenin

sinirinda alabilir.

Teorem 3.1.4. (Liouville Teoremi) [18] f(z) smirh ve tim kompleks diizlemde analitik

fonksiyon ise, o halde f (Z) sabit bir sabit fonksiyondur.

dn dn—l
Teorem 3.1.5. [20] L, ((y)= po(x)d7¥+ p.(X) dan/+...+ P, (X)y

diferansiyel ifadesive V,(y)=0, v=12,...,n smir kosullariyla olusturulmus bir diferansiyel

operator olsun.

Ly=0 siir deger problemi sadece y=0 asikar ¢6ziimiine sahipse, o halde L

operatoriiniin L™ tersi vardir. L' operatérii, siirekli bir cekirdege sahip bir integral
operatoridiir. Bu c¢ekirdek, L operatoriiniin Green fonksiyonu olarak adlandirilir ve

asagidaki ozellikleri saglar :

1. G(x,£) fonksiyonu sireklidir ve [a,b] araligindaki tim x ve ¢ ler igin
(n - 2) -nci mertebeden siirekli tiirevlere sahiptir.
2. [a,b] aralifindaki sabitlenmis keyfi ¢ degeri icin G(X,&) fonksiyonu, [a,é] ve

[§,b] araliklarinda , x e gore sirasiyla (n—l)-nci ve n-nci mertebeden tiireve sahiptir,

(n —1) -nci mertebeden tiirevin x=¢ de sigrama siireksizligi vardir :

0

an—l an—l l
WG(@FO’?)—WG(?—O'?)— 0 (2)

3. [a,g] ve [§,b] araliklarinin her ikisinde de G(X,f) fonksiyonu x in bir fonksiyonu

olarak dusiiniiliir ve E(G) =0 denklemive V, (G) =0 (v =12,.., n) sinir kosullarini saglar.

Teorem 3.1.6. (Hadamard) Sonlu p mertebeden f(Z) fonksiyonu

f(Z)=ZmeP(Z)1nj [ain;pj (w<e0)

biciminde gosterilir, burada m f (Z) fonksiyonunun sifir kokiiniin tekrarlanma derecesi, a, ise

sifir olmayan kokleridir; P(Z) g dereceli polinom olurve q<p,
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u> Ul u®
G(u; p)=(n—u)exp[u +—+—+...+—j , G(u,0)=1-u.
2 3 p
Hadamard teoreminden elde edilir ki, f (Z) tam fonksiyonunun sifirlarina gore sabit

carpanin ile insa edilebilir, yani f (Z) tam fonksiyonunu a, sifirlarina gore sabit ¢arpani ile insa

etmek olur. Bu teoreme gore 1l.mertebeden f(Z) tam fonksiyonunu (f(O)iO) asagidaki

bicimde gosterilir :

3.2. Lineer Diferansiyel Denklemler

Tamm3.2.1. [21]  L(y)=y" +p,(xX)y" ™ +...+ p,(x)y = f () (3.2.1)
biciminde denkleme lineer diferansiyel denklem denir, burada p,(x), p,(X),..., p, (X) katsayilari
ve f(x)fonksiyonu verilmis | =[a,b] araliginda siireklidir. f(x)=0ise, bu denkleme homojen

denklem, f(x)=0ise homojen olmayan denklem denir. L(y)’ ye n. mertebeden diferansiyel

ifade denir.

Tanim 3.2.2, [21] yl(x),yz(X),...,yn(x) fonksiyonlar1 verilmis (a,b)arahgmda taniml ve

(n —1) mertebeden tiireve sahip olsunlar. O halde

W (=W (), ()3, (0]

gibi tanimlanmis fonksiyonel W(X) determinantina yl(x),yz(x),...,yn(x) fonksiyonunun

Wronskiyeni veya Wronski determinanti denir.
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Tamim 3.2.3. [21] Homojen

YO+ ()Y 4.+ p,(X)y=0 (3.2.2)
denkleminin n tane lineer bagimsiz yl(X),yz(X),...,yn(X) coziimlerinden olusan sisteme bu

denklemin temel ¢6ziim sistemi denir. Dolayisiyla, (3.2.2) denkleminin n’ den fazla lineer

bagimsiz ¢éziimii olamaz.

Teorem3.2.1. [21]  y™ +p, (x)y"™? +..+p,(x)y=0 (3.2.2)
homojen denkleminin yl(X), Y, (X),..., Y, (X) coziimlerinin verilmis | araliginda lineer bagimsiz

olmasi icin gerekli ve yeter kosul, bu ¢oziimlerin Wronskiyan determinantinin sifirdan farkh

olmasidir.

yl(x),yz(x),...,yn(x) fonksiyonlar1 homojen lineer denklemin temel ¢6ziimleri ise ,

c.Y; (X) +C,Y, (X) +..+C.Y, (X) fonksiyonu homojen (3.2.2) denkleminin genel ¢6ztimiidiir.
3.3. Sturm-Liouville Operatériiniin Ozellikleri

Asagidaki sekilde tanimli bir L = L(q(x), h,H ) sinir deger problemini ele alalim:
ly=-y"+q(x)y=1y, 0<x<mr, (3.3.1)
U(y)=y'(0)—hy(0)=0, V(y)=y'(z)+Hy(r)=0. (33.2)

Burada, 4 bir spektral parametre, q(x)e L, (0,7) reel degerli bir fonksiyon, h ve H keyfi reel
sayilardir.

C(x4), S(x,4), ¢(x,4), w(x,A) fonksiyonlar (3.3.1) denkleminin asagidaki kosullari

saglayan ¢oziimleri olsun:
C(0,4)=1 C'(0,4)=0, $(0,2)=0, §'(0,4)=1,
9(0,2)=1  ¢'(0,4)=h, w(7,A)=1 y'(7,A)=—-H.
Sabitlestirilmis her x i¢in C(X,4), S(x,4), ¢(x,4), w(x, 1) fonksiyonlar1 4 nin tam
fonksiyonlaridir.

<y(x), z(x)> =y(x)z'(x)—y'(x)z(x) ifadesi y ve z nin Wronskiyeni olmak izere

A(2)=(y(x4),0(x 1)) (33.3)
alalim. A(l) fonksiyonu L nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir. (3.3.3) formiiliinde

x=0 ve x=r yazilirsa
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A(2)=V (p)=-U ()
elde edilir. A(ﬂ) fonksiyonu A nin bir tam fonksiyonudur ve sayilabilir coklukta {/1“}

sifirlarina sahiptir.

Asagidaki sekilde tanimlanan ¢, sayilart L sinir deger probleminin normlagtiric

sayilari olarak adlandirilir:

a, = | ¢ (X4, )dx.

Ot

Ozdegerler ve normlastiria sayilardan olusan {An,an} sayllar1 L sinir deger probleminin

spektral verileridir.

Teorem 3.3.1. [6] Karakteristik fonksiyonun {ﬂ,n} sifirlar1 ile L sinir deger probleminin

o0zdegerleri ¢cakisir. (o(x, A, ) ve i (X, A, ) fonksiyonlari 6zfonksiyonlardir ve

v(x4,)=B80(x4,), B =0 (3.3.4)

saglanacak sekilde bir {f,} dizisi vardur.

Lemma 3.3.1. [6] Asagidaki asimptotik formiiller,

p| — 00 i¢in, Xe [0, 7r] ye gore diizgiin olarak

saglanir:
(p(x,/l):c03px+0{ﬁexp(|r|x)J:O(exp(|r|x)), (335)
¢'(x, 1) =—psin px+0(exp(|z|x)) = O(| plexp(|z|x)).
w(x,A)=cosp(z—x)+ O(ﬁexp(w(ﬁ - x))] =0(exp([z|(z - x))). (336
v'(x,2) = psin p(7 - x)+O(exp(|r|(z - x))) = O plexp(|z] (= - x))).

burada A= p° ve Imp=r dur.

Teorem 3.3.2. [6] L smnir deger problemi sayilabilir sayida {xln}nzo 0zdegerler kiimesine

sahiptir ve n>0 i¢in
W K
=JA, =n+—+-—=, K, €l
Pn n N n { n} 2

saglanir, burada w=h+H + %Iq (t)dt dir.
0
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Teorem 3.3.3. [6]

(i) L sinir deger probleminin {¢(X,/1n)}n>0 6zfonksiyonlar sistemi L2(0,7z) de tamdir.

(ii) Xe [0, 7z] icin f (X) mutlak siirekli fonksiyon olsun. O halde,

() =S a(x4), a=—]f(t)e(t4)d (33.7)

n=0 an
saglanir ve bu seri [0, 72'] iizerinde diizgiin yakinsaktir.

(i) f(x)eL,(0,7) igin (3.2.7) serisi L,(0,7) de yakinsaktr ve
]€| f (X)|2 dx = ian |a,|* (Parseval esitligi)
0 n=0

saglanir.

3.4. Teklik Teoremleri ve Weyl Fonksiyonu

{An,an}nzo spektral verileri, q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki h

ve H katsayilarini tek tiirlii belirler.

Teorem 3.4.1. [6] 4, =1, ve &, =G, (n>0)ise ohalde L=L dir. Yani q(x)=§(x)
(xe(0,7)), h=h ve H=H dur.
Boylece {4,,a,} , spektral verileri q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sir

kosullarindaki katsayilari tek tiirlii belirler.

Ters Problem 3.4.1. {,un}nzo, L sinir deger probleminin H =0 durumundaki 6zdegerleri

olmak iizere, {4,} . ve {u} . 6zdeger kiimeleri q(X) potansiyel fonksiyonunu ve siur

kosullarindaki h ve H katsayilarini tek tiirlii belirler.

Teorem 3.4.2. [6] Ay = /in ve u = (n>0)iseohalde L=L dir.

Yani q(x)=q(x) (x€(0,7)), h=h ve H=H dir. Boylece {4,,4,} . spektral verileri

n>0

q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki katsayilar tek tiirlii belirler.

10
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Ters Problem 3.4.2. {ﬂno}mo’ L smir deger probleminin h=0 durumundaki 6zdegerleri olmak

tizere, {4,} ve {ZO}M o0zdeger kiimeleri q(x) potansiyel fonksiyonunu ve sinir

n>0 n

kosullarindaki h ve H katsayilarini tek tiirli belirler.

Teorem 3.4.3. [6] 4, =4, ve 4,°=1° (n>0)ise o halde L=L dir.
Yani q(x)=q(x) (Xe(O,;z)), h=h ve H=H dir. Boylece {ﬂn,lno}nzo spektral verileri q(x)

potansiyel fonksiyonunu ve sinir kosullarindaki katsayilari tek tiirlii belirler.

Weyl Fonksiyonu: ®(x,A) fonksiyonu (3.3.1) denkleminin U(®)=1 V(®)=0 kosullari
altindaki ¢dziimii olsun. M (1):=®(0,4) alahm. ®(x,4) ve M (1) fonksiyonlar (3.3.1), (3.3.2)

sinir deger probleminin sirasiyla Weyl fonksiyonu ve Weyl ¢6ziimii olarak adlandirilir ve

asagidaki esitlikler saglanir:

(x 1) =_‘/’A((X'5) ~S(x4)+ M (2)p(x 1),
M (ﬁ)z—AAo((j)),

(p(x,2),@(x,4))=1,
burada A° (/I), (3.3.1), (3.3.2) sinir deger probleminin h=0 durumundaki karakteristik

fonksiyonudur. Boylece, Weyl fonksiyonu A=4,, n>0 noktalarinda basit kutup noktalarina

sahip bir meromorfik fonksiyon olur.
Teorem 3.4.4. [6] Asagida verilen esitlik saglanir:

MO S Ry

n=0

Teorem 3.4.5. [6] Eger M(/%)=|\7I(/I) ise, o halde L=L dir. Yani, Weyl fonksiyonu, L

operatoriini tek tiirli tanimlar.

11
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1. SINIR DEGER PROBLEMI iCiN DUZ ve TERS PROBLEM

4.1.1. Diiz Problem

[0, 7z] araliginda tanimli asagidaki sinir deger problemini ele alalim:

-y +q(x)y = 2’ p(x)y, (4.1.1.1)
U,(y)=y'(0)-hy(0)=0, (4.1.1.2)
U,(y)=y(7)=0, (4.1.1.3)

burada q(x) e L, [0, 7z], reel degerli bir fonksiyon; A, spektral parametre; h=0 keyfi bir reel
say1ve
1 O0<x<a
pW)ztf,aSXS
bicimindedir, burada 0 <« =1dir.
@(x,A)ve y(x,A) ile (4.1.1.1) denkleminin

¢(0,2)=0, ¢'(0,4)=h (4.1.1.4)

w(7,2)=0, v'(7,2)=1 (4.1.1.5)
baslangi¢ kosullarini saglayan 6zel ¢oziimlerini gésterelim.

(4.1.1.1) denkleminin ¢6ziimii i¢in asagidaki integral gdsterim saglanir [8]:

47 (x)
e(x, 1) =€,(x, A) + j K (x,t)e™dt, (4.1.1.6)
-4t (x)
burada
e, 0<x<a,
e (X,A)= o o 41.1.7
o (x4) 1[1+ ! je”"‘x)wtl(l— ! je”"(x), a<x<r, ( )
20 p(x) 2\ Jp(¥)

K(X,-)eLl(_ﬂ+(x),ﬂ+(x)),ﬂi(x)=ixm+a(lim) dir.  Ayrica, K, tiirevi

mevcuttur ve asagidaki 6zellikler saglanir:

K (x4 (x)) = 1 [1+ 1X)]q(x), (4.1.1.8)

X)]q(x), (4.1.1.9)

12
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K(x,—u" (x))=0. (4.1.1.10)

Bu ozelliklere ek olarak, g (X) 'in diferansiyellenebilir fonksiyon olmas1 durumunda asagidaki

ozellikler de gegerli olur:
P(X)Ky - Ky +a(x)K=0, [t|<u(X), (4.1.1.11)

(%) X
' K (x,t)[dt < CLexp{“q(tﬂdt}—l} 0 < C = sabit. (4.1.1.12)
(x) 0

+

—u

Lemma 4.1.1.1. (4.1.1.1) denkleminin (4.1.1.4) kosullarim1 saglayan o6zel c¢6zlimii

4t (%) 2t (%)
p(x2)=p,(xA)+ [ A(xt)cositdt+h [ A(xt)

0 0

sin At

dt (4.1.1.13)

bicimindedir, burada A(X,t) =K (X,t)+ K (X,—t) cekirdegi (4.1.1.8)-(4.1.1.12) ozelliklerini
gercekler.
Ispat: @, (x,A)=ce,(X,4)+C,e5(X,—1) ifadesine (4.1.1.4) kosullanm saglatarak

1 h 1 h
G=otor G o buluruz, burada €,(x,4), (4.1.1.7) esitliginde tanimlandig1 bigimde

kullanilmistir. Dolayisiyla

goo(x,/l):(%+%)eo(x,l)+e—$jeo(x,—ﬂ) (4.1.1.14)
olur. p(x,4)=ce(x,A)+c,e(x,—1) esitliginde (4.1.1.6)'y1 kullanarak (4.1.1.13)’e ulasiriz.o
Simdi
A2)=(v(x4),0(%4))=p(X ) (X, 2) =@ (X A)w (X A) (4.1.1.15)

ile isaretleyelim. A(A), w ve ¢ fonksiyonlarinin Wronskiyanidir. Liouville teoreminden,

A(l) nin X e bagh olmadig goriilebilir. (4.1.1.15) te x=0 ve x=x yazilirsa

A(2)=U,(p)=U,(v) (4.1.1.16)

bulunur.

Teorem 4.1.1.1. Karakteristik fonksiyonun {4, }" = koklerinin Kareleri, (4.1.1.1)-(4.1.1.3)

sinir deger probleminin 6zdegerleriyle ¢akisir, ayrica her A, 6zdegeri icin

v(x4,)=kp(2,) (k #0)

13
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esitligi saglanacak bicimde bir {kn}::O dizisi vardir, burada l//(X,ln) ve (o(x,/ln) fonksiyonlari
A, 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Ispat: [6] ya benzer sekilde yapilabilir. Gergekten, 4, mn A(A) nin bir 6zdegeri oldugunu
kabul edelim. O halde,

esitligi saglanir, yani (p(x,ﬂo) ve V/(X,ﬂﬂ) fonksiyonlar1 lineer bagimhdir:
V/(X,Z@)z kogp(x,ﬂo) (k, =sbt.) ve (4.1.1.2), (4.1.1.3) smir kosullarini saglar. Dolayisiyla, 4,
bir 6zdeger ve l//(x,ﬂ0 ) , (p(x,ﬂﬁ) fonksiyonlar1 bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlardir.

Simdi tersine, 4, nin (4.1.1.1) diferansiyel ifadesi ve (4.1.1.2), (4.1.1.3) sinr

kosullariyla olusturulmus sinir deger probleminin 6zdegeri oldugunu ve y(X,/lo), y(x,—/io)

fonksiyonlarinin bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyonlar oldugunu varsayalim. O halde,

y(x,/io) ve y(x,—ﬂo) ozfonksiyonlar: (4.1.1.2), (4.1.1.3) smir kosullarim saglar. Ek olarak,
eger Y(x,4) ve y(x,—4) fonksiyonlarni y'(0,4,)=h, y'(0,~4)=h kosullarim saglarsa,
Y(%4)=0(X4), Y(X—4)=0(X,—4) olur. (4.1.1.2), (4.1.1.3) sir kosullarindan

A(%)=U,(2(x.4))=U, (¥(%.4))=0
A(=A)=U: (P(x=4)) =V, (y(x~4)) =0
olur. Benzer sekilde, Y'(7,4)=1, Y'(7,—4)=1 olduunu kabul edersek, o halde
Y(XA)=w(X4), Y(X—4)=y(X,—4) olur.Yine, (4.1.1.2), (4.1.1.3) sir kosullarindan
A(%)=Us (v (x:4)) =U, (¥(x:4)) =0
A=) =Us(w (x %)) =V (y(x—4)) =0
olur. Dolayisiyla, her bir A, 0zdegerine (sabit carpan farkiyla fark eden) yalmz bir

ozfonksiyon karsilik gelir. o

4.1.2. (4.1.1.1) - (4.1.1.3) Simir Deger Probleminin Baz1 Spektral Ozellikleri

(4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinir deger probleminin normlastirici sayilarini

a, = 9* (X, 4,) p(x)dx (4.1.2.1)

O =3

seklinde tanimlayalim.

14
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Lemma 4.1.2.1. k, (4.1.3.3)'de tanimlanan dizi ve A(A) =dd—/1A(/1) olmak iizere, asagidaki

baginti gerceklenir:
~A(4,)=24ka,. (4.1.2.2)
Ispat: ispat icin, dncelikle
—9"(x,2,)+a(X)o(x,4,) =4 p(X) (X, 4,)
" (6 A)+a()y (x2)=2"p(x)y (x 1)
denklemlerini ele alip, bu denklemlerden ilkini y (x,4) ile ikincisini —¢(X, 4, ) ile ¢arpip elde

edilen esitlikleri taraf tarafa toplayalim. Bu durumda,

Lo (%A (3 2) = (A2 =2 p ()0 (x. Ao (x.2)

elde ederiz. Burada [O,ﬂ] araliginda integralleme islemi yaparsak,

VA

= =27 e (x4 )w (x,2) p(x) (4.1.2.3)

0

(P(x2).w (% 2))

buluruz. Simdi, son esitligin sol tarafini ele alirsak ve (4.1.3.2)’yi géz dniinde bulundurursak,
<¢(x,ﬂn),w(x,ﬂ,)>‘izz =p(7,4,)-w'(0,2)+hy(0,4) =A(4,) - A(A) (4.1.2.4)

(4.1.2.3) ve (4.1.2.4) 1 birlikte ele alirsak,
A(2) = A(2)= (22 = 2%) [o(x. 4 v (x.4) p(x)dx
0

elde ederiz ve 4 — A, durumunda (4.1.2.2) ye ulasirnz. o

A, #0,k, #0,a, #0 oldugundan Lemma 4.1.2.1'in agagidaki sonucunu verebiliriz:

Sonuc 4.1.2.1. A(/i) nin tim sifirlari basittir.

Teorem 4.1.2.1. (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinir deger probleminin farkli 6zdegerlere karsilim gelen

ozfonksiyonlar1 diktir.
ispat: 4, ve 4, (4, # 4,) 6zdegerler, yn(X) ve Y, (X) bu 6zdegerlere karsilik gelen

ozfonksiyonlar olsun. ly(x)= %{—yl" (x)+q(x) y(x)} olmak iizere
P

Ilyn(x)yk(x)dx:jyn(x)lyk(x)dx
0 0
ifadesinde iki kez kismi integrasyon yapip, (4.1.1.2), (4.1.1.3) smir kosullarin1 géz oniine

alirsak

15
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Va

29, (0 ()= [, () ()0

0

elde ederiz. Bu ise bize

T

Iyn(x)yk (x)dx=0

0

esitligini verir. Boylece ispat biter. o

Teorem 4.1.2.2. (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

ispat: A° =u+iv (v=0) reel olmayan bir 6zdeger ve y° (X) #0 bu 6zdegere karsilik gelen
ozfonksiyon olsun. q(x) ve h reel oldugundan A°=u—iv de bir Ozdeger ve yo(x) bu

o0zdegere karsilik gelen 6zfonksiyondur. 20220 oldugundan bir o6nceki teoreme benzer

olarak

:Iyo(x)yo(x)p(x)dx -0

2

]

P

elde ederiz ki, bu bir geliskidir. Dolayisiyla, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinir deger probleminin tim

{4,} 6zdegerleri ve tim ¢(X,4,), w(X, 4, ) dzfonksiyonlar reeldir. o

Ornek 4.1.2.1. (4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinir deger probleminde q(x)EO, h=0 alalim. O halde
asagidaki esitlikler saglanir:

@(x,A)=c0sAX, w(x,A)=cosA(z—x), A(A)=-Asinir,

A, =n* (n20), k, =(-1)".

4.1.3. (4.1.1.1) - (4.1.1.3) Simir Deger Probleminin Ozdegerlerinin ve Karakteristik
Fonksiyonunun Ozellikleri
Bu boliimde (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik

bicimlerini bulacagiz.

1. q(X) =0iken, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) Siir Deger Probleminin Ozdegerlerinin
Asimptotik Davranisi

Teorem 4.1.3.1. [22] q(x) =0 iken, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri
asagidaki asimptotik bicime sahiptir:

(}Lr?)z =n+y(n), Slip|(//(n)|<+oo. (4.1.3.1)

16
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Ispat: (4.1.1.14) te x =7 yazip, (4.1.1.7) ifadelerini ele alirsak,

Ao(i):l(1+ij (L.LJGW(”)+(l—_ije‘”‘”<”> .

2\ |27 2ia 2 22
+l(1—£] (1 " je”“(”u(l—.ije”””) =0 (4.1.3.2)
2 2" 22 2 2iA

buluruz, burada Ao(l) fonksiyonunun ¢(x)=0iken, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) siur deger

probleminin karakteristik fonksiyonudur. [9] yardimiyla (4.1.3.1)’ e ulasiriz.o

Lemma 4.1.3.1. A, (/1) fonksiyonunun A° kokleri ayriktir, yani

inf| 47 - A|=7>0 (4.1.3.3)
saglanir.
Ispat: Tersini kabul edelim. O halde, A;(4) fonksiyonunun sifirlar igin A = 4”", 2 — +o,
Y — +o0 ve
kllj\@[ﬂf’ zf} (4.1.3.4)

saglanacak bicimde {ﬂko'} ve {/L(O”} dizileri mevcuttur.

(4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zfonksiyonlarinin diklik 6zelliginden,

0=2228 [ [x 22 o (2 o ()=

(x °’)if"go0(x 0") x)dx — I 2 2( ) (x)dx+

O'—.N

j - 2( ) (x)dx =

Oty

o1 2 12 o0 T 12 o
=1 +I 02 2( ) (x)dx
2 1+ [ 472 (%A Jo (x)

a a B o ' ,
:Ik+J'sin2/1ko'xdx:|k+I 1-cos24 X dlek+g_w
0 0 2 2 4]1(0

elde ederiz. Dolayisiyla,

17
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a sin22%a
La_sin2i-a

01, :
47

(4.1.3.5)

buluruz.

Simdji, k — +o0 iken, I, - 0 oldugunu gosterelim.

SCZ‘?"—A‘?'

Ay (XA )= 2y (%2
oldugunu ve (4.1.4.4)’li birlikte ele alirsak her X e [O, 7z] icin,

lim =0
K—+o0

ﬁﬂ?”("o(xv 0”)_/11?/%()(1 0,)

esitliginin saglandigini séyleyebiliriz. O halde (4.1.3.5)’de k — +oo iken limite gecersek, 0 > g

buluruz. Bu ise (4.1.1.1) denklemindeki p(X) katsayisinin tanimiyla celisir. Dolayisiyla

kabuliimiiz yanhstir. o

2. (4.1.1.1) - (4.1.1.3) Sinir Deger Probleminin Ozdegerlerinin Asimptotik Davranisi
Simdi (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotik bicimini

verelim.
Teorem 4.1.3.2. (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sinir deger probleminin basit {ﬂf}:ﬁ:lézdegerleri

sayilabilirdir ve

zn=/1n°+%+ﬂ, A>0
n

bicimindedir. Burada, A°, A, (/1) karakteristik fonksiyonun sifirlar;; d, smirh bir dizi ve

{n.} €l, dir.

ispat: qo(x,/l)fonksiyonunun herhangi bir A4 icin (4.1.1.2) kosulunu sagladig1 aciktir.

Dolayisiyla 6zdegerleri, (D(X,Z) fonksiyonunu (4.1.1.3) kosulunda yazarak bulacagiz.
(4.1.1.3)’den go(ﬂ,/l):A(/"t)L:” yazabiliriz. Burada ¢(x,4)fonksiyonunun (4.1.1.13)

gosterimini goz 6niinde bulundurursak,

+

W () #(x)
A(A)=Ag(A)+ [ A(mt)cosatdt+h [ A(m,t)
0

0

sin At

dt (4.1.3.6)

elde ederiz. 0'<<%(bknz. Lemma 4.1.3.1) yeterince kiciik pozitif bir say1 olmak iizere,

G, ={4:]A-4

> 0'} alalim. [23] den
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3,(2)/2C, 7", se,

elde edilir. Diger taraftan, eger f(x)eL, (0,7) ise o halde
[A|—>o0 [A| >0

lim e"'”“”‘J‘ f (x)cos A,dx = lim e“"“”‘f f (x)sinA,dx=0 dan
0 0

A(A)—AO(;L)=o(ﬁe'm“’<”>}, 2] = 0

/10

olur. Dolayisiyla, yeterince biiytik n’ler i¢in genisleyen I', z{/l:|/1| = +%} egrileri
lizerinde |A(ﬂ)—AO (/1)| S|AO (/1)| esitsizligi saglanir.
Rouche teoreminden, T, egrisi icinde [A(ﬂ)—AO (A)]JrAO (2)=A(4) fonksiyonuyla,

A, (/I) fonksiyonunun sifirlarinin sayisinin ayni oldugunu sdyleyebiliriz.

Rouche teoremini, v, (o) = {ﬂ, ; |/1 -A°

Sa} egrisine uygulayarak, yeterince biiyiik n

ler icin A(/i) fonksiyonunun v, (0') egrisi icinde tek bir 4, sifir1 oldugunu elde ederiz.
Simdi bu A, 'leri bulalim. Herhangi bir o >0 sayis i¢in,
=X +e, €=0(1), n>w (4.1.3.7)
yazabiliriz. (4.1.3.7) yi (4.1.3.6) da yazarsak

“(7) i+ (7) i 0
A2 +&,) =0 (47 +gn)+#J. A(7,t)cos( 4 + &, Jtdt + h | A(ﬂ,t)mg?%”)tdt =0
0 0 n Sn

(4.1.3.8)

buluruz.

2

Ao(2) =80 (A0 +£,) =80 (A7) + A (A7), +AO(,1§)%+---= Ao(47)e, +0(£? ) bagintisinda,

AO(/L?):O esitligini ve (4.1.3.8) i birlikte ele alirsak,

: ' D sin( A+ g )t
Ao (A€, + J. A(;z,t)cos(/ir? +gn)tdt +h j A(z,t)T dt ~0 buluruz. Burada,
0 0 n &y

kismi integrasyon islemi yaparsak,

_m{[A(mﬂ_ ()+ O) - A(ﬂ, o (r)- O)]Sin (ﬂr? +&, )/[ (7)

&, R

u*(x)
+A(7z,,u+ (ﬁ))sin(/lr? +5n),u+ (7)- .([ A'(ﬂ,t)sin(ﬂ: +5n)tdt
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COS(/I:]J +¢&, )u’ (7) ~

e 1o -0 )

cos(A° +& ) (7 #(r)
A (7)) (}Enﬂ: +ng)n/)’ ( )+(/1:18n) _([ A'(;z,t)cos(/lf+gn)tdt}

elde ederiz. Burada (4.1.1.9) ve (4.1.1.10) o6zelliklerini kullanirsak ve n— o iken ¢, =0(1)

oldugunu dikkate alirsak,

1 17 1 1 . 0 -
i A:A(z:){zi Jo0 {1_ Jp<t>}'"(ﬂ“” (e

_ET 1 sin(A%4 (7))q(t)dt - j A’ (z,t)cos(At)dt

1 ' (7)

17 1 [1_ 1 Jcos(iﬁy(ﬁ))q(t)dH

h
U:A(z:){%m o

1]5 1 - LH 1 t)JCOS(anﬂ_ (”)) q(t)at _iﬂ}”) A (z,t)cosA tdt

Y
o

=S

<}

u* ()

buluruz, burada {7,}:= J. A'(ﬂ,t)cos(lr?)tdt el,ve {n,} = I A'(;r,t)sin(/lr?)tdteI2 dir.

0 0

4.1.4. Ayrisim Formiilii
Bu bolimde, (4.1.1.1) - (4.1.1.3) smir deger probleminin o6zfonksiyonlarinin

tamhigini gosterecegiz ve daha sonra 6zfonksiyonlara gore ayrisim formiiliinii elde edecegiz.

.1 p(t,A)w(x,4), t<x,
Gxt. )= A(A){y/(t,ﬂ)(p(x,ﬂ), t>X,
olsun.
y(x,2)= [B(xt.2) f (1) p(t)et
=_ﬁ w(x2) [0(t.2) F (0) p(R)dt+(x.2) [ (t.2) F (1) ()t (4.1.4.1)

fonksiyonunu ele alalim. G (X,t,ﬂ) fonksiyonuna, Green fonksiyonu denir.
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Teorem 4.1.4.1. (4.1.1.1) - (4.1.1.3) sir deger probleminin {(p(x,/in)}mo ozfonksiyonlari

L, ,[0,z] de bir tam sistem olusturur.

Ispat: (4.1.3.3) ve (4.1.3.4)'den

v(x4,)= iyy) (% 4) (4.1.4.2)

yazabiliriz. (4.1.3.3)’li goz oniine alip, Sonug 4.1.3.1’i kullanirsak

Resy() -~ 5o otn ) Jolu4) 1 00(0

0

buluruz. Yukaridaki son terimde, (4.1.3.3)’1i tekrar goz oniine alip, gerekli diizenlemeleri

yaparsak,

Va

(o(x,ﬂn){j(p(t,/ln) f (t)p(t)dt} (4.1.4.3)

0

R A)=
ey A=,

elde ederiz.

simdi, f(x)eL, ,[0,7] alirsakve Iqo(x,ln) (x)p(x)dx =0
0
oldugunu kabul edersek (4.1.4.3) ten B*eins y(x,/l) =0 elde ederiz ve buradan sabitlenmis her

XG[O,ﬂ'] icin y(x,/l) nin A’ya gore tamlhigindan bahsedebiliriz. Eger f(X)e L1(0,7r) ise o
halde

lim e“'m‘”‘J‘ x)cos 2,dx = lim e“”“”‘jf f (x)sin 4,dx=0 dan her f(x)eL[0,7] igin
0

W—no ‘ ‘—)oc
lim max {e ™4 = lim max g mx =0
|A]>0 x€[0,7] |A]>0 x€[0,7]

esitliklerinin saglandigini séyleyebiliriz.

[ (t)cos tdt

0

J' sm Atdt

0

Ayrica, |/1| — o icin,

p(x,A)= (ﬁ'e'm“ “), (4.1.4.5)
(p'(x,/z)=¢O'(x,,1)+o(|i|e'm“ J o(e"ml‘*’(*)), (4.1.4.6)
w(xA)= [ﬁe'“(’”(”)”“))} (4.1.4.7)
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(% A) =y, (X A)+ [|/11| et X))j=o(e'm(“+(”)‘“x))) (4.1.4.8)
saglanir. (4.1.4.5) - (4.1.4.6)'dan
lA(2)=C, -ﬁ-e'mm”), 1€G, (4.1.4.9)

olur. (4.1.4.1)Y den sabitlenmis o>0 ve yeterince biiyik A >0 igin

|y(x,ﬂ,)| S& A€G,, |A|2A" elde ederiz. Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.4’ den y(x,4)=0

2
oldugu sonucuna variriz. Buradan [0,7[] araliginda hemen hemen her yerde f (X) =0 olur.

Boylece {go(x, A )}n>0 ozfonksiyonlar: L, ,[0,7] de bir tam sistem olusturur. o

Teorem 4.1.4.2. Eger f(X), [0,7[] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyonsa ve (4.1.1.2),

(4.1.1.3) sinir kosullarini sagliyorsa o halde,

=S a0(x4) (4.1.4.10)
ayrisim formulii gegerlidir, burada a, :ij(o(t,}tn)f (t)p(t)dt dir ve seriler xe[0,7]’ye
n o

gore diizgiin yakinsaktir. f(x)el, [0,7] icin seriler L, [0,7]'de yakinsaktir ve
I |f X)dx = 27n|a| Parseval esitligi saglanir.

Ispat: Keyfi f(x)eAC[0,7] alam. ¢(x, 1) ve w(x4), (4.1.1.1) - (4.1.1.3) simur deger

¢oziimleri oldugundan, (4.1.1.1) ve (4.1.4.1)’ den
1
y(x,ﬂ):—m{w(x,ﬂ)j[ "(t,4)+a(t)e(t,2)]f (1) }

1

_m{go(x,/m)j[ "(t,A)+q(t)y tﬂ]f }

yazabiliriz. Bu ifadeyi diizenlersek,

y(x,ﬂ)=—/12:(/1){—y/(x,l)jgo”(t,l) f (t)dt+y/(x,/1)iqo(t,/1)q(t) f (t)dt}

0

1

—m{—w(x,ﬂ,)ifw”(t,ﬂ,) f (t)dt+¢(x,ﬂ)Iyx(t,/l)q(t)f (t)dt}

elde ederiz. Burada kismi integrasyon yaparsak,
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y(x.2) =—l2+(/1){—y/(x,/1){go’(t,i) FOf - [0/ (t4) '(t)dt}

0

sy (x4) [o(t2)a(0) 1 (t)dt}

0

_ﬁ(l){—gg(x,i){y/(t,i) 108 —Iw’(t,ﬂ,)f’(t)dt}r(p(x,ﬂ);fy/(t,l)q(t) f (t)dt}

X

=_ﬁw{w(x,z)£¢'(t,z) F(0)dt - (xA)¢'(x,A) f (x)+w (x,2)9/(0,2) T (0)

+W(x,i)I¢(t,l)q(t) f (t)dt}

0

_%A;(/l){go(x,/i)jy/(t,/l) f'(t)dt—o(x,A)y'(7,4) f (7)+@(x,A)w'(x,2) f(X)

+¢>(x,/1)]£1//(t,/1)q(t) f (t)dt}

buluruz. Simdi (4.1.1.2) ve (4.1.1.3) sinir kosullarini dikkate alarak,

y(xyﬂ):_ﬁw{w(x’ﬂ)i‘/"(tﬂ)f/(t)dt“/’(xvﬂ)_;fl//'(t,ﬂ)f’(t)dt}
+/12A(/1) f(x)[v/(x,/l)qo'(x,/l)—go(x,/i)y/’(x,/l)]—ﬁ(l)w(x,i) £(0)

+/12A(/1)(0(X,1) f (72')_ /12:(/1){1//(X,Z)J.¢(t11)q(t) f (t)dt+

+(0(X,/1)Tl//(t,/1)q(t) f (t)dt}

elde ederiz. Buradan,

y(x,A)=- fix)—%{zl(x,ﬂﬁzz(x,l)} (4.1.4.11)

bulunur. Burada,

zl(x,l)zi{w(x,z)fgo'(t,z) f '(t)dtw(x,z)fw'(t,z)f'(t)dt}

A(4) ]
Zz(x,i):ﬁ{w(x,i) £(0)—p(x2)f ()

X

+y/(x,/1)j(p(t,/1)q(t) f(t)dt +(p(x,/1)jfl//(t,/1)q(t)f (t)dt} dur.

0
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Simdi,

In(x):%cﬁﬂy(x,ﬂv)dl (4.1.4.12)

integralini ele alalim. Burada, I', = {i |A|

2} saat yoniinde yonlendirilmis bir egri ve

n yeterince biiytlik bir dogal sayidir. (4.1.4.11)’den

Z (X, A)+Z, (x4
q} y(x,A)dA=——— ! mdﬂ—i_gb{ 1 (0 A)+ 2, (X )}dz (4.1.4.13)
27i 27i 2 T A 27l r A

N
yazabiliriz. Diger taraftan; rezidii teorisinden, 1 (x)=2) AResy(x,4) olur. (4.1.4.3) ve

n
n=1

(4.1.4.13)'den

£ ( - i"’ {j (t.4,)f(t)p (t)dt} (4.1.4.14)

bulunur. Burada,

dir. Simdi,

£,(x)|=0 (4.1.4.15)

n%wxe[o zz']
oldugunu gosterelim. (p(x,/i) ve l//(X,l) ¢oziimlerinin ve A(/l) fonksiyonunun asimtotik

formiillerinden sabitlenmis o > 0 ve yeterince biiyitk 1* >0 icin

max|Z, (x,4)| < = AeG,, [AzA (4.1.4.16)

XeO/r | |

olur. lim max|Z X, A | 0 oldugunu gostermek icin énce f'(t)e AC[0,7] oldugunu kabul

|| x€[0,7]
AeG,

edersek ve Zl(x, /1) ifadesinde kismi integrasyon yaparsak,

Zl(x,l)zﬁ{q/(x,l)iqo(t,ﬂ)f"(t)dt+¢(x,l)jfz//(t,/1)f"(t)dt}

X

elde ederiz. Dolayisiyla Z, (X, /1) 'ya benzer sekilde

|z (xA) <=2, AeG,, A2 (4.1.4.17)

buluruz. (4.1.4.16) ve (4.1.4.17) den (4.1.4.15) un dogru oldugu kolayca goriiliir. Genel

C
Zh

xe[O r

durum, [24]'deki yontem kullanilarak gosterilebilir. O halde
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yazabiliriz. Bu ifadede

alirsak, ayrisim formulini f ( Za o(x, /1 biciminde yazabiliriz. {(o(x,/ln)}m sistemi

L,, [O,zr] 'de ortogonal bir baz olusturur, dolayisiyla Parseval esitligi saglanir.o

4.1.5. Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonu
(D(X,/”L) ile (4.1.1.1) denkleminin Ul(CD)=1 ve UZ(CD)=0 kosullarini saglayan ¢oziimi

gosterilsin. C(X,/i), S(X,/l) ve l//(X,l) ile de (4.1.1.1) denkleminin
¢(0,2)=1 ¢'(0,4)=0, 5(0,4)=0, §'(0,4)=1 y'(mA)=L y/(m,1)=0

kosullarini saglayan ¢éziimii isaretlensin. O halde l//(x,/i) ¢6zimi

w(xA)=w(0,2)p(x,A)+A(4)s(x,1) (4.1.5.1)
veya
y(xA4) _ v (0,4)
A =S(X, )+ ——= A o(x, A). (4.1.5.2)
gosterimlerine sahiptir.
Simdi,
_v(04)
M(4)= AQD) (4.1.5.3)
ile isaretlensin. Agiktir ki,
O(x,A)=s(x1)+M (1)p(x,1) (4.1.5.4)

biciminde yazilabilir.

o(x,4) ve M(A)=d(0,4) fonksiyonlar1 sirasiyla, (4.1.1.1)-(4.1.1.3) simir deger
probleminin Weyl c¢6ziimii ve Weyl fonksiyonu olarak adlandirilir. Weyl fonksiyonu,
(4.1.1.1)-(4.1.1.3) sinr deger probleminin A, 6zdegerler noktalarinda basit kutuplara sahip
meromorfik bir fonksiyondur. (4.1.5.2) ve (4.1.5.4) esitliklerinden

Q)(X, /1) — M

A(4)

yazabiliriz. Wronskiyen x’den bagimsiz oldugundan

<(p(x,/1),CD(x,/1)> =p(X, A1) (X, 1) =@ (X,1)D(x,1)

(4.1.5.5)
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esitliginden
(p(x,2),®(x,4))=1

elde edilir.

Simdi ters problem icin teklik teoremini ispat edelim.

Teorem 4.1.5.1. Eger M(1)=M(A) ise o halde, L=L dir. Yani; (4.1.1.1) - (4.1.1.3) smir
deger problemi Weyl fonksiyonu tarafindan tek olarak belirlenir.

ispat: P(x,1) = [ij (X, }“)}j,kﬂ,z matrisini asagidaki sekilde tanimlayalim:

[al(m) az(u)](g(xx,z) cb(x,mH«w) q’(x’?} (4.15.6)

Pi(x,2) Py(xA) @' (x,2) @(x,2)) (o(x1) @'(x,1)
Buradan
p(X,A) = F’n(X,ﬂ)cTi(X,i) + P, (% i)@i(xy/l), (4.15.7)
D(x,4) =R, (X, )P (X, A1) + P, (x, 1) D'(X, 1),
veya
Pll(x’ ﬁ’) = (D(X,ﬂ)(D:(X,ﬂ) r éj,(xvl)q)(xvﬁ)! (4158)
Rz (X, 4) = =p(x, )@(X, 1) + @(x, 1) (X, 1),
yazabiliriz. (4.1.5.5)’i (4.1.5.8)’de dikkate alirsak,
1 1
Rul02) =1 5w (02)(0(02) =90 2)) + 333 AN (2) - (2),
1 (4.1.5.9)
R )= 3 3 (PO (12) 9527 (32)
elde ederiz.
() -0(1.0) -0 (1™ >
ve
)00 e | o
bagintilarindan ve (4.1.5.9)’'dan 4 €G_ i¢in
lim max|P, (x,4) -1 = lim max|P, (x,4)|=0 (4.1.5.10)

|A|>w 0<x<7 |A|>o0 0<x<7

bulunur. (4.1.5.4)’1 (4.1.5.8)’de dikkate alirsak,
Pa(x2) =@ (. 2)e(x,2) = p(x )€ (%, 2)+ & (%, A)p(x, A) M (2) M ()]
P2 (% 2)= (% A)E(x 2) = G(x 2)c(x.A) + 9(% A)B(xA) [ M (1) =M (4)]
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olur. Dolayisiyla eger, M (/1)=|\7| (1) ise Py(x,4) ve P,(x,4) sabitlenmis her x i¢in tam
fonksiyonlar olurlar. (4.1.5.10)’'dan P,(x,4) =1 ve B,(x,4) =0 oldugu agiktir. Sonug¢ olarak,
her x ve her A icin, ¢(x,A)=@(x, 1) ve ®(x,A)=D(x,A) olur. Buradan ise q(x)=§(x)

bulunur. o

Teorem 4.1.5.2. Asagidaki esitlik dogrudur:

1
MA)=M0O)+) ———. 4.1.5.11
DMOY s (#1511
Ispat: (4.1.5.3)’'den rezidii hesaplarsak,
0,4
Resm ()Y 0H K 1 (4.15.12)
A=y A(4)  —24ky, 247,

buluruz.  (4.1.5.3)'de A (ﬂ) 'nin  asimptotik  ifadesini g6z  Oniine  alirsak

A€G,, |A|22" esitsizligini, buradan limite gegerek,

I|m|M(/1)| (4.1.5.13)
ifadesini elde ederiz. Simdi asagidaki kontiir integralini ele alalim:

J (z)—z— M(’ljl)dy, Aelntl,,
ie u

burada, I'y = { J7 | /1| = ‘/1,3 ‘ + %} saat yoniiniin tersi yoniinde yonlendirilmis bir kontiirdiir. Bu

durumda, (4.1.5.13) ifadesinden hI‘im |JN (i)| =0 elde edilir. Diger taraftan, rezidi teoremini

tekrar kullanarak, 4,6 =-4, esitligini dikkate alarak ve (4.1.5.12)’yi g6z Oniinde
bulundurarak (4.1.5.11)’i elde ederiz. o

Teorem 4.1.5.3. Eger VneZ igin 4, =/in ve o, =a, ise o halde, L= L dir. Yani, (4.1.1.1) -
(4.1.1.3) sinir deger problemi spektral veriler tarafindan tek tiirlii belirlenir.
ispat: Her nezZ igin, 4, = /in ve a,=ca, oldugundan ayrica, (4.1.5.11) formilu

saglandigindan, M (1) =M () elde ederiz. Dolayisiyla, Teorem 4.1.5.2’den L =L buluruz. o
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5. SONUCLAR ve ONERILER

5.1. Sonuglar

Tezde, Sturm-Liouville operatorii icin spektral analizin diiz ve ters problemleri ele

alinmistir. Bu sinir deger problemleri i¢in,

1)

2)

3)

4)

5)

Sinir deger problemlerine uygun 6zel ¢ozlimler tanimlanmis ve 6zel ¢6zlimlerin
ozellikleri verilmistir.

Sinir deger problemlerine uygun 6zfonksiyonlarin dik oldugunu goésteren teorem
ispatlanmistir.

Sinir deger problemlerine uygun karakteristik fonksiyon tanimlanmis ve sinir deger
probleminin 6zdegerlerinin reel ve basit oldugu gosterilmigtir.

Ele alinan sinir deger problemine uygun Green fonksiyonu tanimlanmis, problemin
ozfonksiyonlarinin tam bir sistem olusturduklar1 gosterilmis ve o6zfonksiyonlara
gore ayrisim formiili elde edilmistir.

Sinir deger problemlerine uygun Weyl ¢éziimii ve Weyl fonksiyonu tanimlandiktan
sonra, ele alinan sinir deger problemlerinin Weyl fonksiyonuna ve spektral verilere

gore tek tiirld belirlenebilecegi gosterilmistir.

5.2. Oneriler

Tezde incelenen sinir deger problemlerinin ters problemi degisik karakteristiklere gore

incelenerek literatiire katkida bulunulabilir.
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