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OZET

INTEGRAL SINIR KOSULUNU iCEREN ISI iLETIMI DENKLEMI UZERINE

Bircok fiziksel olay sinir kosullarinda integral terim iceren parabolik kismi diferansiyel
denklem ile modellenebilir. Bu c¢alismada 1s1 denklemi, sinir kosullarinda aranan ¢oziimiin
integralini barindiran kosul ile diisiiniildii. Integral simir kosulu noktasal sinir kosuluna
doniistiirildic ve Fourier yontemi uygulanmis ve SturmLiouville problemi bulunmustur.
SturmLiouville operatorii 6zeslenik olmadig1 ve sinir kosullarinin regiiler hatta kuvvetli regiiler
oldugu elde edilmistir. Ozdeger ve 6zfonksiyonlar1 asimptotik ifadeleri elde edilerek ¢oéziimiin

ifadesi yazilmistir.
Anahtar Kelimeler: Sturm-Liouville Operatorii, Fourier Yontemi, Ozdeger, Ozfonksiyon

Danisman: Prof.Dr.Hanlar RESiDOGLU, Mersin Universitesi, Matematik Ana Bilim Dali



ABSTRACT

ON A HEAT EQUATION WITH INTEGRAL BOUNDARY CONDITION

Parabolic initial-boundary value problems which involve integral term in a boundary
condition can model several physical problems. In this study the heat equation which has
integral condition at boundary is considered. Integral boundary condition is transformed to
local one and by the Fourier method, Sturm - Liouville problem is found. Sturm - Liouvill
eoperator is non-selfadjoint and boundary conditions are regular morever strongly regular.
Asymptotic formulas of eigenvalues and eigenfunctions of the Sturm - Liouville problem is

obtained then solution of problem is written.

Key Words: Sturm - Liouville Operator, Fourier’s Method, Eigenvalues, Eigenfunctions

Advisor: Prof.Dr.Hanlar RESiDOGLU, Department of Mathematics, Mersin University
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1. GiRis

Parabolik kismi diferensiyel denklemler birgcok fiziksel olayin matematiksel
modellemesinde sik¢a kullanilir. Bu parabolik diferansiyel denklemlerin igerisinde veya sinir
kosullarinda aranan ¢6ziimiin integrali barinabilir. Aranan ¢éziimiin integralini barindiran sinir
kosullarina integral sinir kosulu denir.

Uygulamada kimyasal diflizyon, 1s1 iletim slireci, termoelastisite, niifus dinamigi,
ekonomi, titresim problemleri, niikleer reaktér dinamigi ve biyoloji gibi alanlarda integral sinir
kosullarini iceren problemler ile karsilasilir.

Sinir kosulu integral biciminde verildiginde problemin ¢6éziimiinii kolaylastirmak igin
sinir kosulunu noktasal sinir kosullarina indirgemek 6nemlidir. Ciinkii ancak bu durumda elde
edilen karigik sinir deger problemine matematiksel fizigin yéntemleri uygulanabilir. Indirgeme
sonucunda genelde aranan ¢6zimiin veya ¢ozimin tiirevinin farkli sinir noktalarindaki
degerlerini iceren baginti elde edilir.

Bu ¢alismada 1s1 iletim denklemi icin

D={(X,t):0< x<10<t <T}b61gesinde

ou o

denklemi,

u, (0,t)-u(0,t)=v(t),0<t<T (1.2)
1

jxu(x,t)dx:y(t),OStST (1.3)

0

sinir kosullar1 ve

u(x,0)=u,(x), 0<x<1 (1.4)

baslangi¢ kosulu ile verilen problem ele alinacaktir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Integral sinir sartina ait problemler ilk olarak Cannon tarafindan tamitildi [1]. Daha
sonra integral sinir sartina sahip problemlerin ¢6ztimi ilgili hem teorik hem de sayisal bir ¢cok
calisma yapilmistir. Cannon [2 - 5], Kamynin [6], inceledikleri integral sinir sartina ait
problemlerin ¢éziimiin varligin1 ve tekligini gdstermistir. Tezdeki probleme benzer problem
Ionkin [7] tarafindan da calisilmistir. lonkin [7], Fourier yonteminin kullanilmasi sonucunda
elde edilen Sturm - Liouville probleminin 6zeslenik olmadigini ve sinir kosullarinin zayif
regiiler oldugunu gosterdi. Ionkin ek fonkisyonlar yardimiyla o6zfonksiyonlarin tabanligi

gostermistir. lonkin ve Moisiyev [8].

u, =u, —q(x)u+ f(x,t)

kismi diferansiyel denklemi i¢in en genel halde sinir kosullarinin

a,u, (0,t) +au, (1, t) +byu(0,t) +bu(Lt) =0,

cou, (0,t) +cu, (Lt)+d,u(0,t)+du(Lt) =0.

Kuvvetli regiiler olmasi durumunda ¢6ziimiin varligini, tekligini ve baslangi¢c degerlerine

olan baghiligini gosterdi.

Integral simir ilk olarak Cannon [1] tarafindan kati kimyasalin difiizyonu problemi ile

tanmitilmistir.

2
a—uzaza—l:+f(x,t), O0<x<1 0<t<T (2.1)
ot oX
u(x,0)=o(x), 0<x<1 (2.2)
u (0,t)=g(t), 0<t<T (2.3)
b(t)
j u(x,t)dx =m(t), 0<b(t) <l 0<t<T (2.4)

0
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(2.1) - (2.4) parabolik baslangi¢c sinir problemi bir ¢ok fiziksel olayr modeller. Kati

kimyasalin diflizyon stireci icin U(X,t) kimyasalin Kkonsantrasyonunu gosterirse m(t) ,
0 < X <b(t) arasinda t zamaninda toplam kimyasalin kiitlesini ifade eder. Is1 iletim stireci i¢in
u(x,t) sicakligi gosterirse m(t) , 0 < x<b(t) arasinda t zamaninda toplam i¢ enerjiyi

belirtir[5].

Cannon ve Van Der Hoek [5] te (2.1) - (2.4) problemi i¢in ¢dziimiin varligini, tekligini ve

baslangi¢c degerlerine baglhiligini gosterdi.

Kamynin [1] de lineer parabolik denklem icin

u(X,(t),1) = o(t)

X2 ()

[ g tu(xtydx=E()

Xy (1)

sinir kosullari altinda varligini ve tekligini inceledi.

Ionkin [7] de 1s1 denklemi i¢in

u_ _,0%

e a v (2.5)
u(x,0) = o(x) (2.6)
u(0,t)=0 (2.7)
j u(x,t)dx = m(t) (2.8)
(2.8) integral sinir kosulunu

u,(Lt)—u,(0,t) =m'(t) (2.9)

(2.9) sinir sartina doniistiirerek problemin varligini, tekligini ve baslangic degerlerine

olan baglligim1 kanitladi. lonkin [7] de Fourier yontemiyle elde edilen Sturm - Liouville
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probleminin 6zeslenik olmadigini, sinir kosullarinin zayif regiiler oldugunu ve karsilik gelen
ozfonksiyonlarin tam sistem olusturmadigini gosterdi. lonkin, ek 6zfonksiyonlar yardimiyla

sinir probleminin 6zfonksiyonlarini tam sisteme tamamlamistir.

Day[9] datermoelastik bir cubugun yar statik biikiilmesi lizerine yaptig1 ¢alismalarda

entropinin,

u__,0

i a v + f(x,t) (2.10)

u(x,0) =o(x) (2.11)

u(0,t) = j K, (x)u(x, t)dx + g, (t) (2.12)
0

uLt) = j K, (u(x, t)dx + g, (t) (2.13)

parabolik tipli kismi1 diferansiyel denklemi saglandigini gosterdi.

Fairweather ve Saylor[10] da (2.1) - (2.4) problemi icin keller box semasini gelistirdi ve
Galerkin semasi ile karsilastirdi. Murthy[11] de Runge Kutta Chebyshew (RKC) metodunu,
Gumel (1999) cizgiler metodunu (2.1) - (2.4) problemine uygulamistir. Diferansiyel denklemler

icin farkl sinir kosullarinin fiziksel uygulamalari [12 - 14] calismalarinda da verilmistir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1 Fourier Metodu

Asagidaki problemi inceleyelim :

U = u(x,t) fonksiyonuve D = ]O, I [ X ]O, oo[ — R®bolgesi goz 6niine aliniyor.

( 2
%u:az%’ O<x<l, t>0yanj (x,t)eD
u(x,0) = o(x) (3.1.1)

ku(O,t)=O,u(I,t)=0

sartlarinda U yu belirleyin, burada ¢(X) verilmis fonksiyonlar olsun.

Degiskenlere ayirma yontemi uygulayalim:

u(x,t) = X(xX)T(t) (3.1.2)

biciminde ¢6ziim arayalim.

2
a—(X t)=X'(X)T (t) (X t) = X (X)T (t) yi (3.1.1) denklemine gétiirmekle ve iki yam

a’XT # 0ile bélmekle

17T X 2 2y
——=—=—0" (o°sabit
a’T X ( )

bulunur. Clinkii sol yanin yalnizca t ye, sag yanin yalnizca X e bagh oldugu ve hert >Qigin u

nun sinirh kaldigi farz ediliyor; sabit, negatif aliniyor.

Buradan,

T +0°a’T =0 (3.1.3)
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X +@*X =0 (3.1.4)

denklemleri elde edilir. (3.1.1) deki sinir sartlari

X(0)=0, X(1) =0 (3.1.5)

bicimini alir. (3.1.3) ve (3.1.4) iin ¢6zlimleri sirayla

T@t)=e*" (3.1.6)

X (X) = Acos wx + Bsin wx (3.1.7)

tir. (2) den x,(x,t) = X, (X)T,(t) oldugundan

u(x,t) —e ¥ (Acos wx + Bsin wx) (3.1.8)

yazilir. ik sartlar ve sinir sartlarindan A , B ve @ sabitlerini belirleyelim. X =0ver her t icin

u=0 olacagindan A=0 ¢ikar. Bu degerle (3.1.8) den X =1 i¢in yineu =0 olacagindan

Bsinwl =0

olmali. U 6zdes olarak sifir B olamaz, 6yleyse ;

. T
sinowl =0 w=—

w nin degerleri tek tiirli belirlenmis bir diziye ait olmali. Nnin her degerine B nin bir
B, degeri karsilik gelir. Boylece, elemanter ¢oziimlerin st iiste bindirimi ile 1s1 denkleminin

genel ¢oziimii bicimsel olarak
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a’z?

0 _ 2t
u(x,00=>Be " sinnl—ﬂx (3.1.9)
=1

tir. Serinin her elemam sinir sartlarini gerceklediginden (3.1.9) da siir sartlarim gercekler. ilk

sarttan,

o(X) =u(x,0)=isnsin”|—”x (3.1.10)

n=1

olmali. Yani B, ler, ¢(X) in ]O, |[ araligi tizerinde Fourier aciliminin katsayilaridir.

B, :Izjgo(g)sinnl—”gdg. (3.1.11)

0

(3.1.9) daki serinin katsayilar1 (3.1.11) ile tanimlanan katsayilara esit olmaldir. Bu
serinin (3.1.1) probleminin biitiin sartlarini gercekledigini gostermek icin (3.1.9) ile tanimlanan
foksiyonun tiiretilebildigini, 0 < X <I, t >0bolgesinde (3.1.1) denklemini gergekledigini ve bu

bolgenin sinirlarinda (t =0,x=0,X =1 i¢in) strekli oldugunu gostermeliyiz.

(3.1.1) denkleminin lineer olmasindan, 6zel integrallerden olusan bir serinin, st {iste
binme ilkesine gore, bu seri yakinsak ve X e gore iki kez, t ye gore bir kez terim terime

tiiretilebilirse yine bir ¢6ziim oldugu cikar. Ilkin terim terime tiiretmeyle ortaya ¢ikan

[

i ou,, i 92
t ' x2

n=1 n=1

serilerinin t >t” > 0 (t sabit bir say1) icin diizgiin yakinsakligin1 gosterecegiz. Bu yiizden
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ou,
ot

2 7z2n22
T —-at N T
=-B | = | a’n% " sin—x <|B| =
"I I M

ifadesini goz onitine alalim. Asagida ¢(X) fonksiyonunun gerceklesmesi icin ek sarti yazalim.

; boyle olunca

Once ¢(X) sinirh olsun : |(/)(X) <M

|
B.|=2|[o()sin " ede| < 2m
| |
0
t >t icin
o’u

buna Kkarsilik olarakt > t"icin

pe 2 7”2n2a2t*
<2M (Tj n% "

o°u

ot?

cikar. Genel olarak t >t icin

6k+1u
ot2ox!

(3.1.12)

olmak lizere 205” majorantinin yakinsakligi d’ Alembert kriterine dayanilarak ¢ikarilir.
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lim (n+1) e !

2.2
noo LA X
2

oldugundan (3.1.9) serisi t >t" >0 icin istenildigi kadar terim terime tiiretilebilir. Bundan
bagka iist iiste bindirim ilkesinden, seriyle tanimlanan fonksiyonun (3.1.1) i gercekledigi
sonucu ¢ikar. Sonug olarak (3.1.9) serisi t >0igin istendigi kadar tiiretilebilir bir fonksiyon

gosterir ve (3.1.1) i gergekler.

@(X) fonksiyonu stirekli ise parca parca stirekli tiirevleri vardir ve ¢(0) =0, ¢(1) =01 saglar.

Boyle olunca

azﬂ'z 2

(3.1.9), u(x,0)=>Be " ntsinnl—ﬂx

t > Oigin siirekli bir fonksiyon tanimlar.

t>0, 0<I <licin dogrudan dogruya (3.1.9) serisinin diizgiin yakinsaklig1 ¢ikar. Siirekli
ve parca parga pirizsiz @(X) fonksiyonu icin Fourier katsayilarmmin mutlak degerlerinden
olusan seri @(0)=¢(l) =0 halinde dizgiin yakinsar, dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Boylece siirekli, parca parga piirtizsiiz olus ve ilk sartlarla homojen denklem ic¢in sinir sarti

problemini ¢6zmiis olduk.

Simdi B, nin (3.1.11) deki degerini (3.1.9) a gotiirmekle

2%,

u(x,t):i[%jgo(gf)sinnl—ﬁédf} § atsin”l—”x

2
2

e L smnszm— Elp(&)dé

Ms

Il
LN

n

(K
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olur. t >0icin parantezler icin £ye diizgiin yakinsak oldugundant >0 i¢in toplamlama ile

integrasyon islemleri birbiriyle yer degistirebilirdir. Bu ifadede

G(x,f,t)=lgie”'2 - sinnl—”xsinnl—”f (3.1.13)
yazarsak (3.1.9) u

|
u(xt)=[G(x&t)p(£)dé (3.1.14)

0

biciminde yazariz. G(X, &,t) fonksiyonu Green fonksiyonudur. G i¢in sunlar gorilir : t =0igin

0 olur;t >0i¢in G>0dir.x=0,1=0,x=¢ igin 0 olur.

UYARL. (3.1.1) sartlarinin tigtincisi yerine u(0,t) =u,, u(0,1)=u, alinabilir. u,, u, iki sayiy1

gostermektedir. Bu da (3.1.1) deki iiciinciiye getirilir. Ger¢ekten bunun icin

u(x,t):uo+ul_|uo X+V(X,t) (3.1.15)

fonksiyon degisimi yapmak yeterlidir; (3.1.15) te X=0koymakla u, =u(0,t) =u, +Vv(0,t) den

v(0,t)=0; x=1 iginde v(I,t) =O0bulunur.
3.2.  Fiziksel Yorum.

Fizikte (3.1.1) denkleminin (degistirilmis yeniu(0,t) =u,, u(l,t) =u, ile) bir boyutlu bir
ortamin (uclar: sabit sicakliklarda tutulan silindirik ¢ubuk) dis yiizeyinde 1s1 alis verisi ihmal

edildiginde (yalnizca uglari, kendini ¢evreleyen ortamla 1s1 alis verisi yapabilen 1sica yalitilmis

¢ubuk), t aninda X apsisli bir noktadaki sicakligi belirledigi ispat edilir.

10
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Ayni bigimde G nin de agiklamasi yapilabilir. Cisinma 1s1s1(6z 1s1 ya da 1s1 sias1) p
kiitle (hacim Kkiitlesi ya da yogunluk) ise homojen cismin V hacminin sicakligini AU kadar
yukseltmek i¢in gereken 1s1AQ = mcAu = pcV AU dur. G ninise t=0aninda ]0, |[ araligindaki

& noktasinda bulunan, birdenbire ortaya ¢ikan Q = pc siddetindeki bir 1s1 kutbunun sicakliginin

etkisini gosterdigi bulunur.
3.3. Coziimiin Tekligi.

Kullanilan yontemin ¢6ziimi iyi (tek tiirlii) verdigi ve baska bir yontem kullanilirsa aymn

sonuca erisilecegi gosterilmelidir.

Simdi (3.1.1) sartlarini (ya da degistirilmisini) gercekleyen u, (X,t), u,(X,t) gibi farkl iki
¢oziim fonksiyonu oldugunu duginelim. u(x,t) =u,(x,t) —u,(x,t) koyalim, bu u, (3.1.1) in

birincisini de saglar. Birinciden,

o , ou
Uu—=au—:,
ot ox*

1 dl 2
li.[uzdx: aZJ.ua—l:dx
2dty 5 OX

yazilir. Kismi integrasyonla ikinci yan

u azju [6_uj2 dx
OX OX

bicimini alir. Sinir sartlarinda a’ = 0 olur ve kalan

ou
u R
OX

1 1 2
1d uzdx:—azjua—gdx
2dts y  OX
tir.

11
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Ikin yan negatif olduguna gére

W(I,t):j‘uzdx

konursa%—l/t/ (1,t) <0 olupy(l,t) artan degil ve negatif degil. Oysa t =0i¢in U= 0 oldugundan

integralin ilk degeri sifirdir, 6yleyse 6zdes olarak sifir olur.

1

J'uzdx =0

0

esitliginden en son 6zdes olarak U =0 ¢ikar. Oyleyseu, = U, dir.
3.4. Sturm - Liouville Problemleri

X' (X)+AX(x)=0, (0<x<L) (3.4.1)

diferansiyel denkleminin elde edilisini biliyoruz. Fakat, verilen sinir - deger probleminin sinir

kosullarina bagli olarak (3.4.1) denklemine karsilik gelen u¢ nokta kosullari,

X(0)=X(L)=0 (3.4.2)
X (0)=X(L)=0 (3.4.3)
X(0)=X(L)=0 (3.4.4)

olacak sekilde birbirinden farkl oldu.
Ornegin baslangic sicakhig u(x,0) = f (x) olan L uzunlugundaki bir gubugun (0 < x <L),
u(x,0) sicakliginin bulunmasi problemini hatirlayalim. Bir sinir - deger problemi olarak, bu

cubuk problemi Xyz - uzayinin 0 < X< L bolgesinde bulunan genis bir levhanin sicakliginin

12
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bulunmasi problemine benzerdir. Eger levhanin baslangi¢ sicakligl yalniz X degiskenine bagh

olup y ve z degiskenlerinden bagimsiz ise yani U(X,0)= f(x)ise bu durumda levhanin t

anindaki U =u(X,t) sicakligi da X degiskenine bagli olup y ve z den bagimsiz olacaktir.

o
ot ox?’

1s1 denkleminde

u(x,t) = X(X)T(t)

alirsak X (x) fonksiyonu i¢in u¢ nokta kosullar1 séyle olacaktir: Eger levhanin X=0ve X=L
yuzleri sifir sicakhiginda birakilmis ise X (X) fonksiyonu (3.4.2) u¢ nokta kosullarini, eger levha
her iki ylizinden yalitilmis ise X (X) fonksiyonu (3.4.3) u¢ nokta kosullarini, eger levhanin bir
ylzi yalitilmig ve diger yiizi sifir sicakliginda birakilmis ise X (X) fonksiyonu (3.4.4) u¢ nokta

kosullarim saglayacaktir. Fakat, her iki ylizden sicaklig1 sifir olan ¢evre ortamina Newton'un

soguma kuralina uyum saglayacak sekilde 1s1 kaciriliyor ise u¢ nokta kosullari

hX (0)— X (0)=0=hX(L)+ X (L) (3.4.5)
biciminde olacaktir. Burada h negatif olmayan 1s1 iletim katsayisidir.
Esas olan (3.4.1) denkleminin ¢ozlimleri T{izerine farkli u¢ nokta kosullarin

koydugumuzda birbirinden farkli 6zdeger problemi elde etmis olmamiz ve bu sebepten

sinir-deger probleminin,

u(x,t) =>"c, X, ()T, (t) (3.4.6)

13
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bicimsel seri ¢oziimiinlin olusumunda kullanilan farkh {in}ézdegerlerine ve farkli {Xn(x)}

6zfonksiyonlarina sahip olmamizdir. Bu ¢6ziim olusumunun son adimi (3.4.6) serisindeki {Cn}

katsayilarinin,

u(x,0) =3 6,T, (X, (¥ = f(x) (3.47)

esitligini saglayacak sekilde secilmesidir. Boylece, son olarak bize verilen f (X) fonksiyonunun,

ilgili 6zdeger probleminin 6zfonksiyonlar1 cinsinden seriye ag¢ilimi veya kisaca 6zfonksiyon

acilimi denir.

Degiskenlere ayirma yontemini biitiinlestirmek ve genellestirmek amaciyla, daha 6nce
ifade ettigimiz 6zdeger problemlerini de 6zel hal olarak bulunduran, 6zdeger probleminin genel

seklini olusturmakta fayda vardir. (3.4.1) denkleminde X bagimh degiskeni yerine y
degiskenini kullanirsak, p(x) =r(x) =1ve

o p0 S| -amay +aray -0 (3.48)
X dx

biciminde yazabiliriz. Ger¢ekten,

AX)Y +B(X)y +C(X)y +AD(X)y =0

seklinde ikinci mertebeden her lineer diferansiyel denklemi uygun bir fonksiyonla carparak

(3.4.8) bicimine getirebiliriz.

14



Erhan Kaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

ORNEK 1

n. mertebeli,

XY +xy +(Ax*-n*)y=0, (x>0)

1
parametrik Bessel denklemini — ile ¢arparsak sonucu,
X

d[ dy| n?
—| X—|-—Yy+Axy =0,
dx{ dx} X y y

2
n

seklinde yazabiliriz. Bu da (3.4.8) denkleminin p(x)=r(x)=X ve(q(X)=— durumundaki
X

yazilimidir.

Simdi (3.4.8) denkleminin bir sinirh (a,b) araligindaki ¢6ziimleri tizerine,

ayy(a)-a,y (a) =0, By )= B,y (b)=0 (3.4.9)

homojen ve lineer simir kosullarin1 koyalim. Burada oy,a,, 3, ve B, Katsayilar1 sabitlerdir.
(3.4.9) sinir kosullar1 homojen olmalari yani sira hem de ayrilabilir sinir kosullaridir. Séyle ki bu
kosullardan birincisi y(X) ve y'(x) in x = a noktasindaki degerlerini, ikincisi de aymni
fonksiyonlarin X =b noktasindaki degerlerini igermektedir. Ornegin, o, = 5, =1ve @, = 3, =0

olmas! durumunda (3.4.9) kosullar1 y(a) = y (b) =0 seKklini alir.

Tanim 3.4.1.
P
—| p(X)— |—q(X)y+Ar(x)y =0, (a<x<b) (3.4.8)
dx dx
ay(a)-a,y (a)=0, By(0) -,y (b) =0 (34.9)

15



Erhan Kaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

seklindeki simir - deger problemine Sturm - Louiville Problemi denir. Burada hem «, ve «,
sayllarindan en az biri, hem de S ve f, sayllarindan en az biri sifirdan farkhdir. (3.4.8)
denklemindeki A parametresinin alabilecegi sabit degerlere 6zdegerler denir.

Sturm - Liouville problemleri 1830’lu yillarda Fransiz matematik¢i Charles Sturm

(1803-1855) ve Joseph Liouville (1809-1882) tarafindan arastirilmistir ve bu nedenle adi

gecen matematikgilerin isimlerini tasimaktadir.

ORNEK 2

y + Ay = (0 < x < L) diferansiyel denklemini sirasiyla

e Yy(0)=y(L)=0 (o, = p,=1lvea, = f, =0 durumu)
e y(0)=y(L)=0 (e, = B, =1vea, = 3, =0 durumu)
e y(0)=y(L)=0 (o, = B, =1lvea, = B, =0durumu)

homojen sinir kosullarindan biri ile alirsak birbirinden farkl {i¢ Sturm - Liouville problemini

elde ederiz.

(3.4.8) - (3.4.9) Sturm - Liouville probleminin her zaman y(X) =0 asikar ¢6ziimiine

sahip oldugu aciktir. Biz, A parametresinin 6zdegerler adin alan ve bu degerler icin (3.4.8) -
(3.4.9) probleminin sifir olmayan reel degerli bir ¢6ztimii (bir 6zfonksiyonu) mevcut olacak
sekildeki degerlerini arayacagiz. Bu durumda her bir 6zfonksiyonun bir katinin (sifirdan farkh)

yine bir o6zfonksiyon olacagini belirtelim. Asagida (3.4.8) - (3.4.9) probleminin her A,

ozdegerine yalmz bir (sabit katlar hari¢) Y, (X) 6zfonksiyonu karsilik gelmek tizere, negatif

olmayan {4, }w

., sonsuz 0zdegerleri dizisinin mevcut olmasi i¢in yeter kosullari ifade edilmistir.

(3.4.8) denklemindeki p(x), p'(x), q(x)ve r(x) fonksiyonlari [a, b] araliginda stirekli

ve [a, b] araliginin her noktasinda p(x) >0, ve r(x)> 0 olsun. Bu durumda (3.4.8) - (3.4.9)

Sturm - Liouville probleminin 6zdegerleri artan,

A<A <A <.<A, <A <. (3.4.10)
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reel say1 dizisini olusturmaktadir ve

lim A, =+ (3.4.11)

n—o0

dur. Her A,, 6zdegerine, sabit katlar haric, yalmz bir y,, (x) 6zfonksiyonu karsilik gelir. Ayrica, her
X e[a, b] icin q(x) = Ove (3.4.9) kosullarindaki &, @,, B, ve [, katsayilar1 negatif degilse tiim

ozdegerler de negatif degildir.

y +1y=0(0<x<L),

y(0)=0, y(L)=0 (3.4.12)

Sturm - Liouville probleminin 6zdegerlerinin 4, = n’z% /L ve bu 6zdegerlere karsilik
gelen 6zfonksiyonlarinin Yy, (X) =sin (nil_xj , (n=1,2,3,...) oldugunu biliyoruz.

Biz bu problemi ¢ézerken A=—a <0, 1=0 ve A =a” >0 durumlarimi ayr1 ayri
incelemek zorunda kaldik. Burada p(x)=r(x)=1, q(x)=0, o, =, =1ve a,=p,=0
oldugundan (3.4.12) problemi yalniz negatif olmayan 6zdegere sahiptir. Buna gore, biz (3.4.12)

problemini yeniden ¢ézmeye baslasaydik A =0 ve A =a’ >0durumlarini incelemek yeterli

olacakti. Ozdegerleri,

A =0, 4, =n’z*/1%, (n=123,..)
ve ilgili 6zfonksiyonlari,

nzX

Yo(X) =1, y,(x) =cos (Tj

olan,

17



Erhan Kaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

y +1y=0,(0<x<L);

y(0)=0, y(L)=0 (3.4.13)
Sturm - Liouville problemini biliyoruz. Bir kural olarak, sifir sayis1 Sturm - Liouville

probleminin 6zdegerleri oldugunda bunu A, =0, aksi takdirde en kii¢iik 6zdegeri 4, olarak

yazacagiz. Boylece, A, her zaman en kii¢tik 6zdegeri gosterecektir.

3.5. Ozdeger Ve Ozfonksiyon

y +1y=0, (0<x<L);

y(0)=0, y(L)=0 (3.5.1)

Sturm - Liouville probleminin 6zdegerlerini ve ilgili 6zfonksiyonlarini bulalim.
Coziim
Bu Sturm - Liouville problemi i¢in g =/, =0 ve a,=f =1 olsun. Buna gore

problemin 6zdegerleri yoktur. Eger A=0ise y(X)=Ax+B, y(0)=A=0ve y(L)=B=0

olur. Béylece, y(x) =0 dir. Dolayisiyla A = 0 6zdeger degildir. Eger, A = a* >0 ise

y(x) = Acosax+ Bsinax

ve

y (X) =—Asin ax+ Bcosax

18
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olur. Boylece, y (0) = Okosulundan B =0bulunur. Buna gore y(L) =cosaL =0dir. Buradan
aLl =(2n-1)x /2 Boylece, ele alinan problemin 6zdegerleri ve ilgili fonksiyonlar1 n=1,2,3,...

olmak uzere,

seklindedir.
Simdi dik (ortogonal) 6zfonksiyonlara deginelim:

Fourier serisinin katsayilari i¢in bilinen formiiller siniis ve kosiniis fonksiyonlarinin dik
ozelliginden elde edilir. Ayni sekilde, verilen bir fonksiyonun, Sturm - Liouville probleminin
ozfonksiyonlari cinsinden seriye acilimi, kesinlikle bu 6zfonksiyonlarin diklik 6zelligine baghdir.

Eger,

b

[8(x)w (x)r(x)dx=0 (3.5.2)

a

ise p(x) ve w(x) fonksiyonlari [a,b] araliginda r(x) agirhk fonksiyonuna gore diktir

(ortogonaldir) denir. Asagidaki teorem gdosterir ki her regiilerSturm - Liouville probleminin
birbirinden farkli iki 6zdegerine karsilik gelen keyfi iki 6zfonksiyonu (3.4.8) denklemindeki

r(x) agirlik fonksiyonuna gore diktirler.

(3.4.8) - (3.4.9) Sturm - Liouville problemindeki p,( ve r fonksiyonlarinin daha énceki
sartlar1 saglamis olduklarini varsayalim. y,vey; farkli A ve 4, (4 = /”tj) 6zdegerlerine karsilik

gelen 6zfonksiyonlar olsun. O zaman,

b

[y () y; (x)r(9dx =0 (3.5.3)

a

olur.
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ispat :(3.4.8) - (3.4.9) probleminin 4, ve A, 6zdegerlerinin ilgili 6zfonksiyonlar1 Y, (x) ve Y, (X)

sirasl ile

d

dx [ p(x) %} —q(x)y; +Ar(x)y; =0

(3.5.4)

d dy;
d_|:p(x)_}_q(x)yj +er(x)yj =0
X dx

denklemlerini saglayacaktir. Eger birinci denklemi yj(x) ile , ikinci denklemi de Y,(X) ile

carparsak ve daha sonra elde edilecek esitlikleri birbirinden ¢ikartirsak,

Al @il o af Wil »
yj&{p(x)&} Y, dx{p(x) dX:|+(Z,I Ar(¥)y;y; =0

buluruz. Béylece,

d

d dy,  dy; )]
—dx[p(X)(yi Vi

a,]  df .y
(h=2)r00%Y, = . %{p(x)%} o) %]

elde edilir. Son iki esitlik basit tiirev alma kurallarindan kolayca gortiliir.

Bu esitligin her iki tarafinin a dan b ye kadar integralini alirsak,
b ' '
(& =4[ ¥ (0y; COr()dx =L p()(y;, ()Y, () = ¥, () Y; )12 (3.5.5)
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elde ederiz. Diger taraftan (3.4.9) sinir kosullarinin birincisine gére

a,y,(a)—a,y;(a) =0ve Y (a) _azy‘j (@=0

dir. Bu esitlikleri ¢, ve «, bilinmeyenlerine gére lineer denklem sistemi olarak diisiinelim. ¢,
ve a,nin ayni anda sifir olamayacaklarin1 hatirlarsak bu denklem sisteminin sifirdan farkl

¢oziimiiniin mevcut oldugunu soyleyebiliriz. Bu da «; ve «, katsayllarindan olusan

determinantin sifira esit olmasini gerektirir. Yani,

y,(@)y;(@)-y;(@)y(a)=0

olur.

Benzer sekilde, (3.4.9) kosullarinin ikincisi,
y,()y; (b) -y, (b)y,(b) =0

olmasini gerektirir. Bunlari (3.5.5) esitliginin sag tarafinda dikkate alirsak,
. : b
[ PO (Y, 00y, (0 -y, 00%,(0) | =0

elde ederiz. 4, # 4;oldugundan (3.5.3) saglanir. Boylece ispat tamamlanmis oldu.

Ozfonksiyonlarin acilimlarindan bahsedelim:

Simdi , Y,,Y,,Ys,... fonksiyonlar1 (3.4.8) - (3.4.9) Sturm - Liouville probleminin

ozfonksiyonlari olmak tizere, f (X) fonksiyonun [a, b] araliginda,

F(x) =3¢, yn(X) (35.6)
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ozfonksiyon serisi biciminde gosterilebildigini varsayalm.c;,C,,C,,...katsayilarini belirlemek
icin (3.5.6) esitliginin her iki tarafin1 y, (X)r(X) ile carpalim. Daha sonra elde edilen esitligin a
dan b ye integralini alalim. O halde, (3.5.6) un sag tarafindaki serinin terim terim

integrallenebilir olmasi durumunda,

b

If (x)y, (x)r(x)dx=>"c,

0
a m=1

Yo (X) Yo (X (X) X (35.7)

D ey T

esitligini elde ederiz. Ozfonksiyonlarin (3.5.7) diklik 6zelliginden yararlanirsak (3.5.7) nin sag

tarafindaki serinin m=nolan terimi hari¢ diger tiim terimlerinin sifir oldugunu goriiriiz. Bu

nedenle (3.5.7) esitligi,

b b
[ 109y, 00r()dx=c, [[y, ()] r(x)dx
seklini alir. Buradan da,

if(x)yn(x)r(x)dx

c, =2 (3.5.8)
2
I[yn(x)] r(x)dx
a
elde edilir.
Boylece f(X) fonksiyonu verilen Sturm - Liouville probleminin 6zfonksiyonlar

cinsinden ifade eden C,C,,C,,...katsayilar1 (3.5.8) formuiilii ile belirlenen (3.5.6) 6zfonksiyon

serisini tanimlamis oluruz.

Ornegin, daha 6nce inceledigimiz,
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y +1y=0(0<x<L)

y(0) =0, y(7)=0 (3.5.9)

Sturm - Liouville problemini géz oniine alalim. Bu problem igin r(X) =1ve 6zfonksiyonlar

y,(X) =sinnx (n=1,2,3,...) tir. Bu durumda (3.5.8) formiiliinden,

jf (x)sinnxdx
c =20

n

T
_[sinz nxdx
0

bulunur.

jsinz xdx = =
5 2

oldugundan,
C, = EJ. f (x) sin nxdx
4 0

elde edilir. Bu son ifade iyi bilinen Fourier - Sintis katsayilari formiiliidir ve buna gore (3.5.6)

ozfonksiyon serisi f (x) fonksiyonunun [0,72'] aralig1 tizerindeKi bilinen,

f(x)=>c,sinnx
=1

Fourier - Sinis serisidir.
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Teorem 3.5.1. (Ozfonksiyon Serisinin Yakmnsaklig) : Y, V,,VYs,... [a,b] araliginda

Sturm - Liouville probleminin o6zfonksiyonlari olsun. Eger f(x), [a,b] araliginda pargall

diizgiin bir fonksiyon ise a<X<bicin (3.5.6) oOzfonksiyon serisi f nin siirekli oldugu X
noktalarinda f(X) degerine, f nin siireksiz oldugu X noktalarinda ise bu siireksizlik

noktasindaki sol ve sag limitlerin,

%[ f(x)+ f(-x)]

ortalama degerine yakinsaktir.

Gosterildi ki (bk. 3.5.1)

y +1y=0(0<x<L)

Sturm - Liouville probleminin 6zfonksiyonlari,

f(x)=>c, cos% (3.5.10)
n=1
olarak bulunmustu.

Buna gore f (x) fonksiyonunun bu 6zfonksiyonlara gore acilimi (6zfonksiyon serisi)

JL‘f (x)cos([2n—1]nx / 2L)dx
C, =2+
f cos?([2n —1]nx / 2L)dx
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jf (x) cos M X, (3.5.11)

seklindedir. Ciink,

L
ICOS » (2n=1)zx i
5 2L

dir.

Boylece, (3.5.10) serisi tek indisli kosiniis serisidir. Benzer sekilde,

y +4y=0, vy (0)=y(L)=0

Sturm - Liouville problemi,
= . (2n—1)7zx (2n- 1)7rX
X)=)» ¢ . sin———=——¢C f (x)sin —————adx 3.5.12
) ; " 2L j ) 2L ( )

tekindisli siniis serisini verir.

ORNEK 3

0 < x<larahginda tanimh f (X) = Asabit fonksiyonunu

y +1y=0 (0< x<1);

y=0, y)+2y (@) =0 (3.5.13)

Sturm - Liouville probleminin 6zfonksiyonlarina gore seriye aciniz.
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Coziim

(3.5.13) ile (3.5.2) yi karsilastirarak (3.5.13) probleminin,

y +1y=0 (0< x<1);

y=0, hy(L)+y (L)=0 (h>0)

1
Sturm - Liouville probleminin L =1ve h :Eézel durumuna karsilik geldigini goriiriiz. Buna

gore (3.5.4) ve (3.5.5) den (3.5.13) probleminin 6zfonksiyonlar1 y, (X) =sin £ X olarak bulunur.

Burada S, f3,, f;. ... tan X =—2X denkleminin pozitif kokleridir. Boylece, bulunmas: istenilen

serinin katsayilari,

1
IAsinﬂnxdx
0

c (3.5.14)

e E—
Isin2 B, xdx
0
seklindedir.
1
[ Asin g,xdx= A(L—cos 8,)/ 5,
0

ve

2 8

n

1 1 e .
IsinZ,andx:J‘l(l—cosZ,an)dx:1 x—isinZﬂnx 1 1—w ,
0 02 2 20 .

dolayisiyla (3.5.13) ye gore =-2c0s B, oldugundan

(sin 4,)
2

n
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1
Isin2 B xdx = %(1+ 2cos® 3.)
0

elde edilir.

Bu degerleri (3.5.12) de yerine yazarak,

2A(1-cos 4,) sin B x (3.5.15)

(=3

~ B.(1+2cos’ )

ozfonksiyon serisini elde ederiz.

Ozet
Bu kesimdeki teoremlere gore Sturm - Liouville problemi su tli¢ 6zellige sahiptir:

e Regiler Sturm - Liouville problemi sonsuz iraksayan 6zdegerler dizisine sahiptir.

e Regiiler Sturm - Liouville probleminin 6zfonksiyonlar1 uygun agirlik fonksiyonuna gore
diktir.

e Her parcali diizgiin fonksiyon regiiler Sturm - Liouville probleminin 6zfonksiyonlarina gore
seriye agilir.

3.6. Sturm- Liouville Probleminde Sinir Kosullarinin Regiilerligi

ikinci dereceden diferansiyel denklemin sinir kosullari genel olarak,

Yo +bY; +a,y, +byy, =0

C Yo +0,Y, +CoYo + gy, =0

seklindedir. Bu sinir kosullarinin regiilerligi inceleyelim.

iy  ad,—bc #0olsun bu durumda Y, ve Y, coziliirse sinir kosullari
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y;) +a, Y, tay,y, =0

Yi + QYo+ ayY, =0

halini alir. O halde,

elde edilir. Dolayisiyla 8, =0 ve 6, =—1ve & , =1 olur. Buradan sinir kosullar1 regiilerdir. Hatta

0; —46,0 , # 0 oldugundan kuvvetli regiiler olur.

i) a,d, —bc, #Ove|a,|+|b,| >0 olsun bu durumda simr kosullar,

a1y<‘) +b1yi +a,Y, +boY1 =0

CoYo +doy1 =0

seklinde yazilabilir. O halde,

@+sh)o (@ +:b)o,

1
c, +sd, c, +—d,
S

2+6,+65=
S

=, (b, + aldo)(s +5+ 20, (a,c, +bd,)

Oldugundanb,c, + &,d, # 0 oldugunda sinir kosullari regiilerdir.
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iii) & =b=c=0d =0 Bu durumda a,d, —b,C, #0 olmasi gerekir. Yy, =0vey,=0

olur. Bu durumda,

1

0,
—+6,+6s=
R

wilk =
I

oldugundan dolayi sinir kosullari regiiler olur.
Sonuc olarak
a) a,d, —bc, =0
b) a,d, —bc, # Ovel|a,|+|b,| > 0oldugunda bc, +ad, # 0

) a, =b =c =d =0isea,d, —b,c, #0

oldugunda sinir kosullari regtiler olur.

Not edelim ki 0Ozdegerlerin asimtotik ifadelerindeki esas terimlerin bigciminin

belirlenmesinde verilen sinir kosullar1 igin tanimlanan n tek oldugunda 6,, 8, sayilarin n gift

oldugundaise 6,,6,,0 , sayilarini biiyiik 6nemi vardir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1. Is1 Denklemi I¢cin Lokal Olmayan Sinir Kosulu

u, =u, +F(x,t)
1s1 iletim denklemi icin,

u, (0,t)—u(0,t)=9(t),0<t<T

)

1
[xu(xtydx=p(t), 0<t<T,
0

sinir kosullarini ve
u(x,0)=uy(x),0<x<1

baslangi¢ deger kosullarini géz dniine alalim.

Once smir kosullarini homojen hale getirelim.
u(x,t)=v(x,t)+A(t)x+B(t)

degisken dontistimiinde A(t)ve B(t) fonksiyonlarini bulalim.

(4.1.2) siir kosulu kullanilirsa,

u, (0,t)=v, (0,t)+A(t),u(0,t)=v(0,t)+B(t)

u, (0,t)—u(0,t)=v,(0,t)—v(0,t)+A(t)-B(t)=9(t)

elde edilir. Buradan Vv, (0, t) —V(O, t) =0 olmasi istendiginden,

(4.1.1)

(4.1.2)

(4.1.3)

(4.1.4)

(4.1.5)

30



Erhan Kaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

A(t)—-B(t)=9(t)

bulunur.

(4.1.3) sinir kosulu kullanilirsa,

u(t) = jxu(x,t)dx = jxv(x,t)dx+jA(t)x2dx +jB(t)xdx

1
Buradan IXV(X, t)dX =0 olmasi istendiginden
0

1

u(t) = IA(t)dex +jB(t)xdx

0

(4.1.6) ve (4.1.7) denklemleri birlikte ¢oziiliirse,

Alt) = B (t)+3K(1t)

olarak bulunur. Dolayisiyla,

N B (t)+39(t) . 6p(t)—2(t)

u(x,t)=v(xt) . c

degisken doniisiimii altinda (4.1.1) - (4.1.4) denklemi,

(4.1.6)

(4.1.7)
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vV, =V, +f(X1)

v, (0,t)—v(0,t) =0
jxv(x,t)dx =0

V(X,0) = 9(x)

halini alir. Burada,

f(x,t)=F(x,t)- 6 (0;39'(0 « 6u (t);zg'(t)

61(0)+38(0) _ 61(0)~28(0)

7 5

o(x)=u,(x)-

(4.1.8)

(4.1.9)

(4.1.10)

(4.1.11)

(4.1.8 -4.1.11) problemi lineer oldugundan bu problemin c¢6zlimiinii asagidaki iki

problemin ¢6ziimi seklinde yazabiliriz.

Problem 1

=V

t XX

V(x,0) = o(x)

v, (0,t)-v(0,t)=0

1
va(x,t)dx =0
0

ve

(4.1.12)

(4.1.13)

(4.1.14)

(4.1.15)

32



Erhan Kaya, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

Problem 2

vV, =V, +f(X1) (4.1.16)
v(x,0)=0 (4.1.17)
v, (0,t)-v(0,t)=0 (4.1.18)
J'xv(x,t)dx =0 (4.1.19)

0
4.2. Problem 1 Ve Problem 2 nin Céziimii

Sayet 1. problemin ¢6ziimi V,(X,t), 2. problemin ¢éziimi V,(X,t) ise (4.1.8 - 4.1.11)

probleminin ¢6ziimii,

V(X 1) =V, (X, 1) +V,(X,1)

1. problemin ¢dziimiini bulalim. Oncelikle lokal olmayan (4.1.15) sinir sartini noktasal

bicimde yazalim. (4.1.12) esitliginin her iki tarafi x ile carpilip 0 dan 1 e integral alinirsa,

1 1
vatdx = jxvxxdx
0 0

d 1 1
0=—| [xv(x,t)dx |=xv. |- —|v.dx
dtu (1) } o I

xv, | ~v[i=0

v, (Lt)-v(Lt)+v(0,t)=0

elde edilir. Buradan (4.1.12) - (4.1.15) denklemi
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Vi =V, (4.2.1)
V(X,0) = ¢(x) (4.2.2)
v, (0,t)-v(0,t)=0 (4.2.3)
v, (Lt)-v(Lt)+v(0,t)=0 (4.2.4)

(4.2.1 - 4.2.4) probleminde Fourier yontemini uygulayalim.

V(x,t) = X(x)T(t)

seklinde ¢6ziim aranirsa,

X +Ax =0 (4.2.5)
X' =X (0)=0 (4.2.6)
X =X (1)+X(0)=0 (4.2.7)
ve

T +AT(t)=0 (4.2.8)

denklemleri elde edilir.

(4.2.5) - (4.2.7) sinir deger probleminin eslenik olup olmadigini ve sinir kosullarinin

regiilerligini inceleyelim.

4.3. Eslenik Problem

l - _ _ -
[X'Ydx=X"Y s =X Y[ +[X Y dx
0
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=X ()Y (1)-X(0)Y(0)-X(1)Y'(1)+X(0) Y (0)+ [X Y dx
(4.2.7) den,
X (1) =x(1)—x(0)ve X (0) =x(0)

oldugundan,

Boylece eslenik problem,

Y +Ax =0
Y'(l)—Y(l)zo

Y'(0)-Y(1)-Y(0)=0

elde edilir. Buradan problem 6zeslenik degildir.

Genel olarak,

alylo + blyill. +a,Y, +boy; =0

C1ylo + dly.:L +CoYo +doy; =0

sinir kosullarini géz 6ntine alirsak (4.2.5 - 4.2.7) probleminde

(4.3.1)

(4.3.2)

(4.3.3)
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a,=la,=0
b,=b, =0
d, =1d,=0
c, =1

a,d, —b,c, =1.1-0=0

oldugunda sinir kosullari regiiler hatta kuvvetli regiilerdir.

4.4. Ozdegerlerin Bulunusu
(4.2.5 - 4.2.7) probleminde

a) A =0olsun. Budurumda X(X) = AX + B sinir kosullari saglatilirsa

X (0)-X(0)=0=>A-B=0=A=B

X (1)-X(1)+X(0)=0=>A-A-B+B=0=0=0

0 zaman X(X) = A(X +1) bir ¢6ziimdiir.

A =1lalinirsa X(X) =X+1, A = 0 a karsilik gelen 6zfonksiyon olur.

b) A <0iken ¢6ziim yoktur.
c) A>0olsun.

Bu durumda genel ¢6ziim,

X(x)= Acosy/Ax + Bsiny/Ax

sinir kosullarini saglatalim.
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X (X) =Aﬁsinsin(\/xx)JrBﬁcoscos(\/xx)
X (0)-X(0)=0=Bk—-A=0= A=Bk

X (1)—X(1)+X(0) =0= A—Aksink + Bkcosk — Acosk — Bsink =0
Buradan A =BK oldugundan,

Bk — Bk?sink — Bsink =0
= k —k?sink —sink =0
= k = ksink + sink

= k =sink(k® +1) (4.4.1)

y = k ve y =sink(k® +1) fonksiyonlarinin kesim noktalar1 incelendiginde koklerin asagidaki gibi

yerlestigi gorulir:

O<k, <7,
2n <k, <k, <37,
4n <k, <k <57,

b6rn <k <k, <7r.

Yani kokler,

k,,=2nnt+¢e, n=12,...

Kpnn =(2n+1)—¢, n=0,1,2,...

Bu koklerin asimptotik formunu bulalim. (4.4.1) esitligini yeniden diizenlersek,
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WS
k sink

k,, =2nm+¢,

icin,

1 1
2nm+¢g, + = —
2nt+¢, sing,

.izl+1x+0(x3)ve
sinx X 6 1

! =1+Xx+x*+0(x%)
X

formiillerini g6z 6niine alarak,

1 € g 1
2nt+¢, + {1 s — = — L& .
nm

" 2m (2nm)’

veya

2 2
g g g
2nze, + &l +[l-—+—"— 4] =14+ D4

2nz (Znﬁ)2 6

1
(2n7z)2

(2n7r+i)gn =1+g§(l—1+ )+
2nz 6

elde ederiz. Buradan,

g, :%4‘0[%)
2nm+— n

2nmw

veya
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2nm 1
g =——+0| —
aol)

Dolayisiyla,
1
- :2nn+_2+o(_2j
(Znn) +1 n

olur.
Simdi,
Kynn =(2n+1)1—€, n=0,1,2,...

icin ayn1 islemleri yapalim.

1 1

k+==——Kk, .=(2n+1)nt—¢

k sink "™ ( Jr-e,

(2n+1)m—¢, + L = ,1
(2n+1)n—¢, sing,

_i:£+1X+O(X3)Ve =1+ x+x>+0(x%)

sinx X 6 1-x

formiillerini goz oniine alarak,

€ 82
(2n+1)n—g, + I+ —"—+ =+,
(2n+)x|  @n+Drm (2n+1)’n e 6

n
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veya

€ £ g g’
=(2n+1)me, —e2 +—"—| 1+ —"—+ D=1+
@2n+D=n Cn+Dn (2n+1)°=n 6

elde edilir. Buradan,

(2n+1)n+;gn =1+¢? 1+1+% ¥
(2n+)m 6 2n+1)n

veya

oy = L)
[2n+Dx] +1 n

Dolayisiyla,

Ky =(20 +1)n—M+O(L4j.
[2n+D)x] +1 n

elde edilir.

4.5. Ozfonksiyonlarin Bulunusu

X(x) =Bk, cosk,x+Bsink,x
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oldugundan B=1 alinarak,

k,,icin X, =K, cosk, X +sink, x

Kon.aigin X, =K;p, COSKy 1 X +SINK,, X

elde edilir.

4.6 Eslenik Problemin Ozfonksiyonlar:

a) A =0olsun. Budurumda sinir kosullar1 saglatilirsaY (X) = X bulunur.

b) A > Oicin eslenik problemin 6zfonksiyonlar1 benzer sekilde,

1-cosk,, .
Y,, (X) = cosk,, x + ————2"—sink,,x
sink,, —k,,

1-cosk .

Y, (X) = COSK,, X+ ———2sink,, X
sin k2n+1 - k2n+1
seklinde bulunur.
Boylelikle ¢6ziim,

vy (X, 1) = Ay X (X) + Z { Xon (X) + A2n+1X2n+1(X)}e_a ot
n=0

seklindedir.

Fourier katsayilari,

A, = [y (Y, (x)elx

A, = w (X)Y,, (x)dx, n=1,2...
Y, ( I ol -
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1

mj:'/’(xmm(x)d& n=12..
2n+l

A2n+1 =

seklindedir.

Problemin 2nin ¢6ziimij,

Vo (X,t) = i{i‘ Fn (T)eikn2 (tr)dT}XZn (x)+ [j[ |:2n+1(7')eikrg (”)df:| Xania(X)

n=0| o

biciminde elde edilir. Burada,

F()= j. F (x, 7)xdx
Fon(7) = j F (X, 7)Y,, (X)dx

F2n+1(T) = j- F (X, T)Y2n+1(X)dX

seklindedir.
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5. SONUC VE ONERILER

Ele alinan problemde sinir kosullari lokal olmayan bigimde verilmistir. Bu sinir
problemini degisken doniisiimii ile (4.1.12) - (4.1.15) ve (4.1.16) - (4.1.19) biciminde sinir
problemlerine indirgedik. Daha sonra noktasal sinir kosullar1 elde ettik. Bu sinir kosullarina
degiskenlere ayirma yontemi uygulanarak Sturm - Liouville problemi bulundu.

Sonuc olarak elde edilen Sturm - Liouville probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyonlari igin
asimptotik formiiller bulundu.

Oneri olarak, elde edilen sonuglar kullanarak lokal olmayan sinir kosulu ile tanimlanan
1s1 denkleminin ¢6ziimii bulunabilir. Tezde kullanilan yontem baska benzer sinir problemlerine

de uygulanabilir.
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