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OZET

p-ADIK GAMA FONKSIYONU VE q-GENiSLEMESININ INTEGRAL GOSTERIMLERI

Bu c¢alismada p-adik gama fonksiyonu ve (-genislemesinin Volkenborn, (-
Volkenborn, fermiyonik P -adik integral ve fermiyonik p -adik (-integral altindaki degerleri

incelenmistir.
Bu tez bes boliimden olusmaktadir:
Ik béliimde p-adik gama fonksiyonu, P -adik gama fonksiyonun (-genislemesi,

Volkenborn integrali, fermiyonik Volkenborn integrali, (-Volkenborn integrali ve fermiyonik (
-Volkenborn integrali hakkinda bilgi verilmistir. Ayrica (-Euler say1 ve polinomlan ile

Changhee say1 ve polinomlar1 hakkinda kisa bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde, p -adik gama fonksiyonu ve (-genislemesini, integralleri ve Euler ile

Changhee say1 ve polinomlari tizerine ¢galismalardan bahsedilmistir.
Uciincii béliimde, literatiirde yer alan ve bu ¢calismada kullanilan tanimlar, teoremler ve
ozelliklerden bahsedilmistir.
Dérdiincii béliim de, tezin bulgular kismidir. Bu boliim bes kisma ayrilmistir. ilk kisimda
P -adik gama fonksiyonu ve tiirevinin Volkenborn integrali, ikinci kisimda P -adik gama

fonksiyonunun (-genislemesinin ve tiirevinin Volkenborn integrali, iiclincii kisimda p -adik
gama fonksiyonu ve tiirevinin fermiyonik p -adik integrali, dordiincii kisimda p -adik gama
fonksiyonu ve tlrevinin fermiyonik P -adik (-integrali incelenmistir. Son kisimda ise p -adik
log gama ve P -adik (-log gama tipi fonksiyonu lizerine teoremler bulunmustur.

Son boliimde, sonuglar ve dneriler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: p -Adik Sayilar, p -Adik Gama Fonksiyonu, p -Adik Gama Fonksiyonunun
( -Genislemesi, Volkenborn integrali, ( -Volkenborn integrali, Fermiyonik p -Adik integral.

Danisman: Prof.Dr. Hamza MENKEN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT

THE INTEGRAL REPRESENTATIONS OF p -ADIC GAMMA FUNCTION AND ITS Q-
EXTENSION

In this study, Volkenborn, ( -Volkenborn, fermionic integrals of p -adic gamma function
and its ( -extension have been investigated.

This thesis is composed of five chapters:
In the first chapter, information about p -adic gamma function, {-expansion of p -adic

gamma function, Volkenborn integral, fermionic Volkenborn integral, (-Volkenborn integral
and fermionic (-Volkenborn integral are given. In addition, brief information about ( -Euler

numbers and polynomials and Changhee numbers and polynomials were given and also
information about thesis work was given.
In the second chapter, p -adic gamma function and its ( -expansion, integrals and Euler

and Changhee numbers and polynomials are discussed.

In the third chapter, definitions, theorems and properties which is used in this work are
mentioned.

In the fourth chapter is findings of the thesis. This chapter is divided into five sections. In
the first section, the Volkenborn integrals of the P -adic gamma function and its derivative was

given. The Volkenborn integrals of the (-expansion of the P -adic gamma function and the
derivative of the (-expansion of the P -adic gamma function in the second section was given. In
the third section, the fermionic P -adic integrals of the p-adic gamma function and its
derivative and in the fourth section, the fermionic P -adic Q-integrals of the P -adic gamma
function and its derivative was investigated. In the final section, theorems on P -adic log gamma
and p -adic (-log gamma type functions have been found.

In the last section, the conclusions and recommendations were given.

Keywords: p-adic Number, p-adic Gamma Function, (-extension of p-adic Gamma
Function, Volkenborn Integral, -Volkenborn Integral, Fermionic p -adic Integral.

Advisor: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Department of Mathematics, University of Mersin, Mersin.
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1. GIRiS

Bilindigi gibi R reel sayilar cismi (Arsimed prensibini sagladigindan) Arsimedyan bir

cisimdir. Bir¢ok Arsimedyan olmayan cisim vardir. Bunlardan biri, Q,, p -adik sayilar cismidir.
Simdi | . |p p -adik normunun ve p -adik sayilar cismi @, nin tanimini hatirlatalim.

P keyfi ve sabit bir asal say1 olsun. Herhangi bir x € Q, X # 0 igin,
a
x=p*.—, pla-b
pe. vl

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir a € Z tamsayisi vardir ve
x|, =p

ile tanimlanir. Eger X =0ise |O|p =0 olarak alinir. | : |p fonksiyonu bir norm tanimlar ve tliggen
esitsizliginden daha giiclii ve ultrametrik ticgen egitsizligi olarak bilinen,

|x+ y|IO < max{|x|p : |y|p}
esitsizligini saglar. Ultrametrik iicgen esitsizligini saglayan normlara Arsimedyan olmayan norm
ve bu normlu cisimlerde yapilan analize de non-Arsimedyan Analiz denir. Q rasyonel sayilar
cisminin | . |p p -adik normuna gore tamlastirilmasiyla elde edilen cisme, Q, , p -adik sayilar
cismi denir. Ostrowski teoremi ile Q rasyonel sayilar cisminin miimkiin olan biitiin
tamlastirmalari, Arsimedyan olan R reel sayilar cismi ve P bir asal olmak iizere, Arsimedyan
olmayan  -adik sayilar cismi, Q,, olarak belirlenmistir.

p -adik sayilar cismi, Q, 1904'te Kurt Hensel tarafindan insa edilmis ve sayilar

teorisinde, cebirsel geometride, cebirsel ve aritmetiksel dinamiklerde ve sifreleme gibi
matematik alanlarinda kullanilmistir. Tip, psikoloji, sosyoloji, kontrol teorisi, ekonominin ¢esitli

alanlarindaki gercek problemler i¢cin p -adik metotlarin gelismesi biiyiik firsat ve sans olmustur
[1].

1987’de 1. V. Volovich tarafindan baz fiziksel sistemlerin modellenmesinde ve p -adik
sacilma genliginin yapilandirilmasiyla birlikte p-adik sayillar uygulamali alanlarda
kullanilmaya baslamistir. Ornegin; sicim (string) teorisinde, kuantum mekaniginde, p -adik
yercekimi ve kosmolojide, Plank 6lceginde, p -adik uzay zaman yapisinda, dinamik sistemde,
olasiliksal siireclerde, genetik kodlamalarin yapisinda kullamilmistir. p -adik sayilarin, p -adik
gama fonksiyonunun ve (-genislemesinin ve P -adik integrallerinin Ornekleri [2-4]

kaynaklarindan daha detayl olarak incelenebilir.
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1975'te Y. Morita tarafindan ortaya atilan p -adik gama fonksiyonu aslinda faktoriyel
fonksiyonunun bir p -adik interpolasyonudur [5]. p -adik gama fonksiyonunun bir¢ok kullanim

alani vardir. Bunlardan biri temel pargaciklarin modern birlestirilmesi olan sicim teorisindedir.

Burada temel par¢aciklarin sagilimini tanimlayan Veneziano genligi Morita'nin P -adik gama

fonksiyonu ile tanimlanmis ve P -adik gama fonksiyonunun bircok 6zelligi kullanilmistir [1].
Kuantum teorisi sonlu fark olgeklemesine baghdir. (-analizin tarihi 18. ylizyila

dayanmaktadir. Aslinda Leonard Euler’e (1707-1783) kadar uzanir. (-analizin gelistirilmesi,

Euler'in analitik say1 teorisi olarak da adlandirilan parcalar teorisi 1740'l yillarda baslamistir.

Son zamanlarda bu konuya ilgi artmistir. (-analizin cesitli alanlarda son derece verimli

oldugunun ispatlanmasi, bilgisayar bilimi ve parcacik fizigi gibi hayati alanlarda genis uygulama
alanlariin bulunmasi ve ayni zamanda analitik sayilar teorisinde ¢alisan arastirmacilar icin
onemli bir arag olarak islev gormesi, bu ilginin artmasina neden olmustur. g-analiz bir yiizyildan

fazladir ¢alisilmasina ragmen ( -Bernstein, (-Genocchi sayilar1 ve polinomlar: gibi bir¢ok 6zel

saylilar ve polinomlar bugiin halen gizemini korumaktadir [6].

Morita’'nin p -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesi 1980 de N. Koblitz tarafindan
tanimlanmistir [7,8]. p-adik gama fonksiyonunun (-genislemesinin uygulamasina 6rnek
vermek gerekirse, sicim teorisinin aritmetik benzeri olan p -adik sicim teorisindedir ve ayrica
Veneziano genliginin kuantum’a genisletilmesinde Koblitz'in p -adik gama fonksiyonunun (-

genislemesi kullanilmistir [9].

Mahler agilimi (Mahler expansion), strekli fonksiyonlarin Z, den Q, nin tam

genislemelerini temsil eden yaygin bir yontemdir. Mahler a¢iliminin kismi toplamlari, her
stirekli fonksiyona yakinsayan polinomlarin 6zel bir dizisini verir. 1958’de K. Mahler binom

katsayis1 gibi 6zel polinomlar1 kullanarak p -adik degerli siirekli fonksiyonlar icin bir a¢ilim
tanimlamistir [10]. Ayrica Mahler, p -adik alaninda tanimlanmis p -adik degerli fonksiyonlarin
onemli 6zelliklerini de arastirmistir. D. Barsky, p -adik gama fonksiyonunun Mahler ag¢ilimlarini
incelemistir [11]. K. Conrad, Barsky’nin yontemini kullanarak p-adik analizde siirekli
fonksiyonlar icin Mahler a¢iliminin ( -benzerini tanimlamis ve p -adik gama fonksiyonunun ( -
genislemesinin q-Mahler agilimini elde etmistir [12].

Volkenborn integrali ilk defa 1971’de A. Volkenborn tarafindan ortaya konulmustur

[13,14]. Volkenborn integralini kullanarak ]. Diamond log gama fonksiyonu i¢in bir tanim
vermistir [15]. 2002’de T. Kim, P -adik Q-integralini ((-Volkenborn integrali) tanimlamistir
[16]. Ardindan fermiyonik P -adik (-integral ve fermiyonik p -adik integral ortaya ¢ikmistir

[17]. Bu integraller yardimiyla bazi 6zel sayilar ve polinomlar ifade edilmistir.
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Ozel sayilar ve polinomlar olasilik, istatistik, matematik, miihendislik gibi bir¢cok alanda
matematikteki temel islemlerin yetersizliginden dolay1 kullanilmaktadir. Ornegin hava uzay
miihendisleri, jet roketlerin izdiisiimiinii modellemek i¢in polinomlar1 kullanmistir [18]. iki yiiz
yildir calisilan 6zel sayilar1 ve polinomlar: incelemek ve arastirmak i¢in birgcok farkli metot ve

teknik kullanilmistir. Volkenborn integrali, fermiyonik p -adik integral ve fermiyonik p -adik q

-integrali, bazi1 6zel polinomlarin gesitli genellestirmeleri ve bilinen formiillerinin disinda
yenilerini elde etmek i¢in gii¢lii bir aractir.

Bu tezde, p-adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali, fermiyonik p -adik
integrali ve fermiyonik P -adik (-integrali ile p-adik -gama fonksiyonunun Volkenborn
integrali ele alinmus, ilgi ¢ekici teoremler ve sonuclar verilmistir. Ayrica, log gama ve p -adik (-

log gama tipli fonksiyonlar lizerine ¢alisiimistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

1975'te Y. Morita tarafindan ortaya atilan P -adik Gama fonksiyonu aslinda faktoriyel
fonksiyonunun bir p -adik interpolasyonudur [5]. Bu fonksiyon biiyiik bir ilgi gérmustiir. .

Diamond (1977) [15], D. Barsky (1981) [11], B. Dwork (1983) [19], T. Kim (1997) [20], K.
Conrad (1997) [21] gibi bircok arastirmaci tarafindan ¢alisilmistir. B. Gross ve N. Koblitz (1979)
[22], H. Cohen ve E. Fridman (2008) [23], I. Shapiro (2012) [24] gibi yazarlar tarafindan baz

6zel fonksiyonlar ile p -adik Gama fonksiyonu arasindaki iliski arastirilmistir.
N. Koblitz [7,8] tarafindan tanimlanmis olan P -adik gama fonksiyonunun (-

genislemesi H. Nakazato [25], Y. S. Kim [26], ve bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir.

Taekyun Kim, 2002 yilinda (-Volkenborn integralini ve fermiyonik anlamda (-
Volkenborn integralini tanimlamistir [16]. 2005’te de fermiyonik anlamda (-Volkenborn
integralinin bazi1 6zelliklerini arastirmis ve bu integralden yararlanilarak (-Euler sayisini
tanimlamistir [17]. 2008’de fermiyonik anlamda ( -Volkenborn integralini kullanarak Bernoulli
ve Euler sayilarina iliskin Witt formtlleri verilmistir [27]. P -adik sayilar cismi iizerinde Euler
sayilar1 ve polinomlari ile ilgili Bernstein polinomlarinin fermiyonik p -adik integral temsilleri
lizerine calisilmistir [28]. Fermiyonik p -adik integral kullanilarak, Bernoulli polinomlari, Euler

polinomlari, Changhee polinomlar1 genellemeleri ve trigonemetrik fonksiyonlar {izerine
calisiimistir [29-32].

T. Kim ve arkadaslar1 fermiyonik p -adik integrali kullanarak Changhee sayilarin
integral temsillerini bulmus ve ikinci tip Changhee sayilarini tanimlamistir [33]. Y. Simsek ve A.
Yardimc1 Volkenborn integralini kullanarak Changhee, Euler, Daehee sayilarini iceren 6zel
sayilarla ilgili baz1 0Ozellikler bulmuslardir [18]. ]. Kwon ve arkadaslari, Changhee
polinomlarindan iiretilen fonksiyondan diferansiyel denklemin bir ailesini elde etmisler ve bu

diferansiyel denklemin ¢6ziimii tizerine ¢alismislardir [34].

Zp lzerinde fermiyonik p-adik Q-integrali, (-zeta fonksiyonunun fonksiyonel

denkleminde, (-stirling sayilarinda ve Iwasawa'nin p-adik (-L fonksiyonununda
kullanilmistir. Ayrica fermiyonik P -adik (-integrali kullanilarak, 6zel Twist polinomlar,
Daehee, Changhee, Euler, Beurnoulli gibi sayilar ve polinomlar ve bunlarin (-genislemeleri
tanimlanmis ve onlarin ilgi ¢ekici 6zellikleri elde edilmistir [35-40].

p -adik (-integrali ile bunun integral denklemi kullanilarak 6zel sayilarin ve
polinomlarin yeni 6zel aileleri i¢in fonksiyonlar olusturulmus ve ayrica bunlarin olusturdugu

fonksiyonlarin kismi tiirevli denklemleri, fonksiyonel denklemi ve diger dzellikleri bulunmustur
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[41]. g-Volkenborn integrali lizerinde c¢esitli degiskenlerin fonksiyonlar1 icin modifiye edilmis
g -Bernstein polinomlar1 ele alinmis ve bazi 6zel sayilarin ve polinomlarin yeni 6zellikleri
incelenmistir [42].

Euler polinomlar;, Bernoulli polinomlar1 Leonard Euler (1707-1783) tarafindan
tanimlanmistir. Sistematik olarak calisiimaya devam edilmis ve bircok genellemeleri
tanimlanmistir. 1954’te Leonard Carlitz, klasik Bernoulli ve Euler polinomlarini ve sayilarinm

genisleterek (-Bernoulli ile -Euler polinomlarim1 ve sayilarini tanimlamistir [43,44]. L.
Carlitz’'in tanimlamis oldugu (-genislemeleri {izerine birgok yazar ¢alismistir [45-47]. Daha
sonra T. Kim, Carlitz’in (-Euler polinomunun farkli bir tanimini vermistir [48-54]. Son
zamanlarda bu sayilar ve polinomlar ile ilgili bircok calisma mevcuttur. Ozellikle -Volkenborn

integralinin tanimlanmasiyla bu ¢alismalar hiz kazanmistir [55-60].
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. p -Adik Sayilar

Bu bélimde p -adik analiz ile ilgili tanimlar, teoremler ve 6zellikler verilmistir.

3.1.1. Bir Cisim Uzerinde Norm

Tanim 3.1.1. F bir cisim olmak iizere,

F—> [O, oo) fonksiyonu, asagidaki ti¢ kosulu

i. Her x e F icin,

X/>0,|x|=0<x=0

ii. Her X,y e F igin,

xy|=x||y|

iii. Her X, y € F ig¢in,

x+y|<|x|+|y|
sagliyorsa bu fonksiyona bir norm denir.
Eger bu fonksiyon,

iv.Her X,y € F igin,

x-+y| < max{[x]. |y}

kosulunu da saglarsa bu norma F tizerinde bir non-Arsimedyan (Arsimed olmayan) norm denir

[61].
(iv) kosulu, (iii) kosulundan daha giiglidiir. Ciinki max{|x|,|y|}£|x|+|y| esitsizligi,
V X, Y € F i¢in saglanir.

Ornek 3.1.1. x € Q olmak iizere,

X, x=0
|A: -X, Xx<0

seklinde tanimlanan genel mutlak deger normu bir Arsimedyan normdur. Cinki x=1, y=1

icin,

1+1| < max {|1|, |1|} esitsizligi dogru olmadigindan, (iv) kosulunu saglamaz.

Ornek 3.1.2. F bir cisim olmak tizere, X € F icin,
1, x=#0
[X|=
0, x=0
ile tanimli norm herhangi bir F cismi i¢cin non-Arsimedyan bir normdur. Bu norma trivial
(asikdr) norm denir.
Yardimci Teorem 3.1.1. Bir F cismi tizerinde herhangi bir || normu i¢in asagidakiler saglanir

[61]:
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L|q:L

ii. XeF ve HEZ\{O} icin,

X“|:1 ise [x| =1 dir.
iii. |1 =1.

iv.Her X € F icin,

=K.

v. Eger F sonlu bir cisim ise, || normu trivialdir.

3.1.2. p-Adik Degerlendirme ve p-Adik Norm

Tanmim 3.1.2. p herhangi bir asal say1 olsun. Sifirdan farkli bir n € Z saysi icin v (n), n yi
bolen P nin en biiyiik kuvvetini gdstersin, dyle ki

n=p""n" ve pJn'
biciminde yazilir ve bu yazilim tektir. Bu takdirde,

vy Z\{0} - Z* U {0}
fonksiyonuna Z de p -adik degerlendirme denir [61].
Ornek 3.1.3. p =5 igin 135 sayisi, 135 =527 oldugundan, v, (135) =1 bulunur.
Not 3.1.1.x = 7 € Q\{0} icin,

v, (x)=v, (a)~v, (b) (31)

tanimu ile v, fonksiyonu, Q rasyonel sayilar cismine genisletilmis olur. Burada v, (X) degeri, X

degiskeninin kesir gdsteriminden bagimsizdir. Yani, a/b = C/d ise,

vo(a)=v, (b)=v,(c)-v,(d)
esitligi elde edilir. Kolayca gosterilebilir ki, x = 2 € Q\{0} i¢in, p -adik degerlendirme,
Vv a' (™
X = p p(x).g , pj’ab

ile belirlenir.

Ornek 3.1.4. p =5 i¢in, v, (1) =0, vq (135) =1 ve boylece (3.1) ile,

ve[ 135 |7V 0 -v5(035) =0-1--1

bulunur.
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3.1.2.1. p-Adik degerlendirmenin 6zellikleri

Yardimc Teorem 3.1.2. Her x, y € Q igin, v, fonksiyonu
iov(xy)=v,(x)+v,(Y)
ii. vp(X4-y)2lnin{vp(x),vp(y)}
iii. x=0ise, v, (0)=+w

ozelliklerini saglar [61].

Tanim 3.1.3. Her x € Qicin P -adik norm,

—vp(X)
p ", x#0
= 3.2
|X|p {0 , X= 0 ( )

ile tamimh | . |p Q- [0, oo) fonksiyonudur [61].
Onerme 3.1.1. ||p fonksiyonu (normu), Q rasyonel sayilar cismi ilizerinde Arsimedyan

olmayan bir normdur [61].
, 56 _
Ornek 3.1.5. E rasyonel sayisinin 7 -adik normu kagtir?

56
'E) # 0 oldugundan, (3.2) 'ten,

56

56 _7_V7(56/12)= i v7(56/12)
12

7

7

=77 bulunur.

dir. (3.2) den, v, (56/12) = v, (56)— v, (12) =1-0 = 1. Béylece, ig

7
Asagidaki teorem, bir normun non-Arsimedyan olmasi icin gerek ve yeter kosuludur:

Teorem 3.1.1. Keyfi bir F cismi icin, ¢:Z — F olacak sekilde

(1+1+---+1, n>0
n kez
nﬁga n=0

t<1+1+m+1>, n<o
n kez
donisiimi tanimlansin. A = @(Z) c F kiimesi F cisminin tam sayilar1 olmak iizere F cisminde

bir || normunun non-Arsimedyan olmasi igin gerek ve yeter kosul, her ae Aigin |a|£1

olmasidir [61].
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Ozel olarak, Q cismi iizerinde bir || normunun non-Arsimedyan olmas i¢in gerek ve

yeter kosul her n € Z i¢in |n| <1 olmasidir [61].

Bir norm eger asagidaki 6zelligi saglarsa Arsimedyandir.
Arsimedyan Ozelligi: F bir cisim olsun.
VX,yeF, x#0 igin,3n € Z* vardir oyle ki |nx| > |y| esitsizligi saglanir.
Uyart: Arsimedyan 6zelligi Q ve R cisimleri lizerinde mutlak deger normu icin gegerlidir.

Sonug 3.1.1. Bir || normunun non-Arsimedyansi i¢cin gerek ve yeter kosul sup{|n|:n€Z} =1

olmasidir [61].

3.1.3. Bir Norm ile Uretilen Metrik Uzay

Tanim 3.1.4. F bir cisim ve ||, F ’da bir norm olsun. V X, y € F i¢in,

d(xy)=|x-y|
ile taniml
d:F x F - R*" u {0}

fonksiyonuna, || normuyla iiretilen metrik denir [62].
d (x, y) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:
i. Her X,yeF icin d(x,y):0<:>x= Y,
ii. Her X, y € F igin d(X, y)=d(y,x),
iii. Her X, Y,z € F igin d (X, y) <d (X, Z)-l- d (Z, y) (licgen esitsizligi).
Tanim 3.1.5. Kiime iizerinde bir metrik taniml ise bu metrik ile birlikte bu kiimeye bir metrik
uzay denir [62].

Yardimci Teorem 3.1.3.

, F cismi tizerinde bir norm ve metrik d (X, y) = |X - y| ile tanimh

olsun. Bu takdirde,

| normunun non-Arsimedyan olmasi i¢gin gerek ve yeter kosul, her
X, Y,ZeF igin,
d (X, y) < max {d (X, Z), d (Z, y)} (ultra metrik esitsizligi)

esitsizligin olmasidir [62].
Tanim 3.1.6. Yardimc1 Teorem 3.1.3 teki esitsizlik ultra metrik egitsizligi olarak bilinir ve bu

esitsizligi saglayan metrige ultra metrik denir [62].
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Onerme 3.1.2. F bir cisim ve

|, F cismi iizerinde non-Arsimedyan norm olsun. Eger

X,yeF ve |X|¢|y| ise,

e y] = max ], v}
esitligi saglanir [62].
Sonugc 3.1.2. Bir ultra metrik uzayda biitiin tiggenler ikizkenardir.

Ornek 3.1.6. p =3 i¢in Q kiimesi lizerinde 3-adik norm ile késeleri

4 5 7
=—, y =—ve p—
3 6 18
olan licgenin kenar uzunluklari:
|x_ y| = i_g - l _3“’;1(3/2) =3 1
® 13 6 VAR ’
|x_z| _A_7 ZE _ 329
5 13 18 s |18},
ve
|y_z| —§_l =£ _37(*2)_9
* |6 18 s 49k

Boylece bu ticgen, bir ikizkenar tiggendir.

Tamm 3.1.7.F = Qve |-

0 p -adik norm, a € Q ve r € R olsun.
a -merkezli ve r -yarigaplh acik yuvar,

B(a,r)={xeQ:d(x,a)< r}={xd@:|x—a|p < r};
a -merkezli ve r -yarigaplh kapali yuvar,

B(a,r)={xeQ:d(x,a)< I’}Z{XE@Z|X-&|p < r}
olarak tanimlanir [62].

Onerme 3.1.3. F=Q ve |

o P -adik norm olsun [62].

i. Bir acik yuvarda icerilen her nokta bu acik yuvarin merkezidir. Yani;
beB(ar)ise B(a,r)=B(b,r) dir

ii. Bir kapali yuvarda icerilen her nokta bu kapali yuvarin merkezidir. Yani;
beB(a,r)ise B(ar)=B(b,r) dir

iii. B (a, I‘) kiimesi hem acik hem de kapalidir.

iv. r #0 ise, E(a, r) kiimesi hem kapali hem de agiktir.

10
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v. iki acik (kapal) yuvar, ya ayriktir ya da i¢ icedir. Yani; a,b € Q ve
r,seR? \{0} ise, B(a, I’)ﬂ B(b,S) +J & B(a, I’) c B(b,S) veya B(b,S) c B(a, r).

Tanim 3.1.8. F bir cisim ve

, F cismi tizerinde bir norm olsun. Bir S — F kiimesi hem acik

hem de kapaliise S kiimesine kapali-acik (clopen) kiime denir [61].

Onerme 3.1.4. F bir cisim ve ||, F cismi tizerinde bir non-Arsimedyan norm olsun.
0=B(0,1)={xeF:|x<1}

kiimesi K kiimesinin bir alt halkasidir.
P=B(01)={xeF:|x<1

O kiimesinin bir idealidir. Ustelik, 8, O kiimesinin bir maksimal idealidir ve O—3'nin her

elemam O '’da tersinirdir [61].

Tamm 3.1.9. F bir cisim ve ||, F cismi iizerinde bir non-Arsimedyan norm olsun.
O=B(01)={xeF:|x<1jcF

alt halkasina, || normunun degerlendirme halkast denir.
P=B(0.1)={xeF:|x<1}cO

idealine, || normunun degerlendirme ideali denir.

K=0Ip

boéliimiine, || normunun kalan (rezidii) cismi denir [61].

Onerme 3.1.5. F =Q ve |

o P —adik norm olsun. Bu takdirde,

i | . |p normunun degerlendirme halkasi,

O:Zp:{%e(@:p}(b},

ii. | . |p normunun degerlendirme ideali,

a
P = pr:{E: pjbvep|a} ,

iii. Kalan cismi p elemanh K=O/B =T ’dir [61].

11
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3.1.4. Q Kiimesinde Normlar

Tanim 3.1.10. Bir F cismi tizerinde ||l ve ||2 normlari i¢in, bir norma gore agik olan her kiime
digerine gore de agiksa, ||l ve ||2 normlarina denk normlar denir.
Yardimci Teorem 3.1.4. ||1 ve ||2 bir F cisminde iki norm olsun. Boylece

i. ||l ve ||2 denk normlardir.

ii. Her X € F igin,

x|1<1<:>|x|2 <1.

iii. 3Ja € R, a >0 6yle ki her X € F igin, ||l = ||Z
ifadeleri birbirine denktir [61].
Teorem 3.1.2 (Ostrowski). (Q iizerinde tamimh her trivial olmayan norm, p =00 yada P bir

asal say1 olmak tizere bir,

. |p normuna denktir [61].

Onerme 3.1.6. (Carpma formiilii) Her XeQ—{O} icin p=o veya P bir asal say1 olmak

uzere,

[ 11, =1

p<oo
dir [61].
Tanim 3.1.11. F bir cisim ve ||, F cismi tizerinde bir norm olsun.
i. (Xn) < F dizisi verilsin. Her & >0 i¢in, 3N € N vardir, 6yle ki her n,m > N icin,

|Xn - Xm| <¢ ise, (Xn) ye bir Cauchy dizisi denir.

ii. F kiimesinden alinan her Cauchy dizisi (F i¢inde) bir limite sahipse F kiimesine

tamdir denir.

iii. S c F olsun.Her X € F ve her £ >0 icin B(X,S)ﬁS = ise,

S ktuimesine, F kiimesi tizerinde bir yogun alt kiime denir.

Yardimci Teorem 3.1.5. (Q cismi, trivial olmayan herhangi bir norma gore tam degildir [61].

Yardimci Teorem 3.1.6. (Q da bir (Xn) dizisinin P -adik norma gore bir Cauchy dizisi olmasi
icin gerek ve yeter kosul, N — oo iken |Xn+1 - Xn|p — 0 olmasidir [61].

n

Ornek 3.1.7. x, = p" dizisi olsun. |im|p"+1— p

n—oo

Iim|p”(p—l)|p :Iim|pn

p n—w n—ow

p|p—:|.|p =0 dir.

O halde yakinsaktir ve limiti 0 dir.

12
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Uyar:t: Yardimcr Teorem 3.1.6, R nin, ||w genel mutlak deger normuna gére dogru degildir.

Ornegin,

dizisi, Yardimc1 Teorem 3.1.6 daki |X X, |w -0 (n —)oo) kosulunu saglar, fakat Cauchy

n+l
dizisi degildir.
Analizden biliyoruz ki;
i | . LO , R ye genisletilebilir.
ii. R, | . LO normuna gore tamdir.
iii. Q, R de yogundur.

Bagka bir ifadeyle, R, Q nun ||w normuna gore tamlastirilmasidir.

Simdi Q nun | . |p p -adik normuna gore tamlastirilmasini elde edelim.
Tanim 3.1.12. |~|p, Q da bir non-Arsimedyan norm olsun. @ nun biitiin Cauchy dizilerinin
kiimesi C veya C(@) ,
C=C(Q)= {(xn) (%) | -|p ye gore bir Cauchy dIZISIdIr.}

ile gosterilir [61].
Onerme 3.1.7. C = C(@) kiimesi,

tanimlarti ile bir birimli halkadir [61].

n

Tanim 3.1.13. \ = {(Xn) eC:x, > O} = {(X ):lim |Xn|p = O} seklinde tamimlanir [61].
n—oo

Yardimci Teorem 3.1.7. A, C’nin bir maksimal idealidir.

N maksimal ideal oldugundan, C/ N cismi agagidaki gibi tanimlanur:
Tanim 3.1.14. Qp p -adik sayilar cismi, C halkasinin N maksimal idealinin béliim cismi
olarak tanimlanir:

Q,=C/N .

QcQ, dir Ve| . |p , Q, 'ye genisletilebilir.

13
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Yardimci Teorem 3.1.8. (Xn)e C ve (Xn)g N olsun. |xn|p reel say1 dizisi belli bir n’den
sonra sabittir. Yani, 6yle bir N € N vardir ki her n, m> N igin, |xn|p = |Xm|p dir [61].

Tanmim 3.1.15. 1 €Q o Ve (Xn ) , A sayisina karsilik gelen Cauchy dizisi ise,

|ﬁh=ﬁm

n—oo

X |
| nlp
ile tanmimlanir.

Onerme 3.1.8. Q, Q » kKimesinin yogun bir alt kimesidir [61].

Teorem 3.1.3. Her p €7 asal sayisi igin,

-|p, non-Arsimedyan normuna sahip oyle bir Q o

cismi vardir Ki,

i. | . |p nin Q ya kisitlanisi | . |p p -adik normunu verir.
ii. Q, Q, deyogundur.
iii.Q

. |p ye gore tamdir.

i, ii ve iii kosullarini saglayan Q , Cisminormu koruyan izomorfi harig tek tirli belirlidir [61].
3.1.5. Q, Cisminin Ozellikleri

i. Q,debir | . |p normu var ve Q) bu norma gére tamdur.

ii. Q,Q , de yogun ve | . |p 'nin QQ yakisitlanisi P -adik norm ile ¢akisir.
iii. Q ile Q , Nin ||p altindaki deger kiimeleri esittir.

iv.Q,Q , Nin bir alt cismi olarak diistintilebilir [61].

Yardimc1 Teorem 3.1.9. Her x€Q _, X#0icin |X|p =p " olacak sekilde bir N€Z vardir

.
[61].

Yardimci Teorem 3.1.10. Her X € Q o X# 0 icin,

olacak sekilde v (X) tam sayis1 vardir [61].
Bagka bir deyisle, v, p -adik degerlendirmesi Q » ye genisletilebilir.

Tanim 3.1.16. Z , 0 -merkezli ve 1-yarigaph kapali birim yuvarina

ZPZ{XEprﬂqu

14
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P -adik tamsayilar halkasi denir [61].

Yardimci Teorem 3.1.11. Her xe Z ,, 0<b, < p—1 olmak iizere,

x=b, +bp+b,p°+..+b,p" +...
biciminde tek tiirli yazilir [61].
Onerme 3.1.9. pZ o

PZ, Z{XEQp :|x|p <1}={pXZX€Zp}
Z , nin maksimal idealidir [61]. Ayrica,
i QNZ, ={%e@: p}{b}
ii. Z, 7 » de yogundur. Ayrica verilen her xe Z , ve n2 0 igin
0<a<p'"-1lve |X—05|p <p™
olacak sekilde & € Z vardir. « tam sayisi bu 6zelliklerle tek tiirlii belirlidir.
iii.Her X e Z , i¢in, ¢, — X 6zelliinde ve asagidaki kosullarla tek tirli belirli bir
(an ) Cauchy dizisi vardir:
a) a,€Z,0<a,<p"-1,
b) Her neZ" igin, o, = anfl(mod p”_l).
Sonu¢ 3.1.3. Q, =7, []/ p] ‘dir. Yani, her xe Q, i¢in, p"XeZ  olacak bicimde n>0 tam

sayis1 vardir [61].
Sonu¢ 3.1.4. Q , tamamen baglantisiz bir Hausdorff topolojik uzayidir [61].

Sonug 3.1.5. Z , kompaktve Q o yerel kompakttir [61].
Tamim 3.1.17. Her xe Q , 0<b < p-1ve —n; =v (X) olmak iizere,

x=b, p™+..+by+bp+b,p*+..+bp"+..

= > bp"

n-n,

seklinde tek tiirli yazilir [61].

Q, metrik uzayi, a€Q, ve N€Z igin a+ anp :{Xe(@p“X—a|p < p_"} seklindeki

tiim kiimeleri iceren acik kiimlerin temelidir. Bunun anlami Q o nin herhangi bir acik alt kiimesi

bu tipli acik alt kiimelerin birlesimidir.

Tanim 3.1.18. Z \ pZ ,, p tane elemanh bir cisimdir. Bu elemanlar

15
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PZ 1+ pZ ,,2+ PZ ,,....p—1+ pZ , kosetleridir. j e {O,l,..., p—l} icin
j+pZ, :{XEZP :|x—j|p <1}z{XeZp :|x—j|p < p‘l}
ve
j+p"Z, :{XGZp :|x—j|p < p_n+1}:{X€Zp :|x—j|p < p‘”}:{j+ p”y:yeZp}
dir [62].
Tanim 3.1.19. T, p -adik birimlerin kiimesini gostersin. T den alinan her bir eleman Z , nin
terslenebilir elemanlaridir. Boylece,
T,=Z,-pZ, :{XEZP :|x|p :1}

olarak tanimlanir [61].

Hatirlatalim ki Onerme 3.1.3 (iii) den tiim yuvarlar hem agik hem kapalidir. Ciinkii
a+p'Z , nin komplementi (timleyeni) &'+ anp acik kiimelerin ' ¢ a + anp olacak sekilde
tim a'€Q p hin birlesimidir. Ayrica A » dizisel kompaktir. Yani, p -adik tamsayilarin her dizisi
yakinsak alt bir diziye sahiptir. Ayn1 sey herhangi bir yuvarlarin sonlu birlesimi icin dogru

oldugu kolaylikla goriiliir [63].

Sonug¢ 3.1.6. Q , kiimesinden Zak serisi alinsin. Zak yakinsaktir < I!El;lo a, =0 dir [64].
k=0 k=0

Eger p-adik a,,a,,... dizisi interpole edilebilirse onun kismi toplamlar dizisi n — Z a;
j=0

formiiliiyle tanimlanabilir.

Teorem 3.1.4. Ko>Q, ve feC (Z 0 K) olsun. Asagida ifade edilen sekilde tek tiirlii bir

F eC(Zp - K) vardir [64]:

Bu teoremin bir sonucunu verelim:
Sonuc 3.1.7. Eger K da bir dizi interpole edilebiliyorsa onun kismi toplamlar dizisi de interpole
edilebilir [64].

Tanim 3.1.20. Varsayalim ki K o Qp olsun. Siirekli bir f :7Z , = K fonksiyonunun belirsiz

toplami (indefinite)

nHilfG) (neN)

16
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interpole edilen Sf siirekli fonksiyondur [64]. Sf (X) (X ez p) yerine asagidaki formiil
yazilir:
. n-1 i X—1 i
lim> ()= f()-
j=0 j=0
Belirsiz toplam tanimindan asagidaki teorem yazilir:

Teorem 3.1.5. f :Z — K siirekli bir fonksiyon ve Sf de f fonksiyonunun belirsiz toplami
olsun. O halde
Sf (x+1)—Sf (x) = f(x)

tir [64].

3.1.6. C(Z o > K) ve Cl(Z 0 K) icin Mahler Tabani

Bu tez boyunca K > Q o Olsun. p -adik degiskenli stirekli fonksiyonlarin davranislar

reel siirekli fonksiyonlarinkinden oldukga farklidir. Reel analizdeki bir¢cok temel teoremin p -

adik benzeri yoktur. Klasik analizde, bir yuvar iizerinde reel veya karmasik degerli
fonksiyonlara polinomlarla diizgiin olarak yaklasilabilir. Ancak onlar i¢in kanoniksel seri a¢ilim

yoktur. p-adik analizde, Z o ™ K siirekli fonksiyonlar kanoniksel Mahler seri agilimina
sahiptir [64].
1958 de Mahler, 6zel polinomlari kullanarak 7Z o den K ya siirekli fonksiyonlar icin bir

X
n
lima, =0 olmak iizere her bir @, € K dizisi igin

i X
f(x)=nz_(;an(nj (xez,)

serisi Z , — K ya siirekli bir fonksiyon tanimlar. Mahler,

n (n o
an:kz_;(kj(q) “f(k), iuzpz|f(x)|p:max|an|p

agilim tanimlamistir [10]. Ayrica, tim X € Z ; i¢in <1 olacak sekilde Z , den Z , ye n.

p

binom katsayisini incelemistir.

n>0

17
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ile tek turli olarak Z, den K ya siirekli fonksiyonlar1 tanimlamistir. Burada a,, f

= X
fonksiyonunun Mahler katsayilari ve Zan ( ] serisine f fonksiyonunun Mahler agilimi denir
n=0 n

[64].

* * *
Teorem 3.1.6. [OJ,(J,(ZJ,... fonksiyonlar1 C (Z 0 > K) nin bir ortanormal tabanini (Mahler

tabanini) olusturmaktadir ve asagidaki 6zelliklere sahiptir [64]:

3 @ (xez,)

x)=ni

i. fEC(Zp—>K) olsun.

b}

olacak sekilde K nin a,,a,,... tek tirli elemanlar: (f fonksiyonunun Mahler katsayilari)

vardir. Bu seri dlizgiin yakinsaktir ve || f ||w = max {|an| ‘ne {0,1, 2, }} dir.

& X
ii. Eger a,,d,,...elemanlar1 K da bir sifir dizisi ise X +— Zan (HJ fonksiyonu 7 0 > K

n=0

ya siirekli bir fonksiyon tanimlar.

a, katsayisini fark operatori ile bulunabilir. Yani; f €C (Z 0 > K) icin

(Lf)(x)=f(x+1) (XEZp)
Af =L f - f

esitlikleri verilsin. Varsayalm ki, f C(Z - K) ve f Zan { j Mahler agilimina sahip
n=0

0 * 0 *
olsun. O halde Af :Zaml(n] dir. keZ, k>0 igin A*f :Zamk(nj dir. Buradan

n=0 n=0

(Akf)(0)=ak bulunur. A* = Zk: ( jL dir. Burada (Ljf)(x): f(x+j)

j=0

[

dir. 0 halde A*f =) (1) (ﬂ f(j) dir [64].

-0
Teorem 3.1.7. f € C(Z - K) fonksiyonu f Zan( J Mabhler agilimina sahip olsun. a,
n=0

katsayisi

18
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n

n = J_Z_;(—l)"‘j (T) f(j) (n=012,..)

ile elde edilir [64].

n(n -
Yardimci Teorem 3.1.12. f :Z — K sirli bir fonksiyon ve a, = Z[ j(—l)n “ f (k) olsun.
k=0 k

a, bulmanin farkl bir yolu da

0

if = (expx Zan)r(]— (xeE)

n=0
Xn
denklemin esitligidir. Burada E, Z—I kuvvet serisinin yakinsaklik bolgesidir [64].
n:
Teorem 3.1.8. (Mahler katsayilari ile c! -fonksiyonlarin karakterizasyonu)
) *
feC (Zp > K) ve f(*)= Zan (n] fonksiyonu Mahler acgilimina sahip olsun. O zaman
n=0
f eC (Zp - K) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul r|1i_r)1;|<’:1n | N=0 olmasidir [64].
Teorem 3.1.9. feC' (Zp - K) olsun. f fonksiyonunun belirsiz toplami Sf,
1 : . _ 19
Sf <C*(Z,— K) dirve | ], <[S], < p|[f], dir. Burada [ ], = max{[a,||y,|.":ne{0.02,..}] ar

Ayrica, 70=p0:1 ve J,=N-N_ olsun. as;tO olmak {izere n=a0+a1p+....+asps ve

n.=a,+ap+..+a,_p"" dir[64].

Ozellik 3.1.1. Mahler tabani asagidaki 6zelliklere sahiptir [64]:

) o
SR
ii. [} :: nl_njj_l[)_(j (neN)

iv. (), =x(x-1)..(x=n+1) ve (x)" = X(X+1)...(Xx+n=-1) olarak

X

n-1
y
-

tanimlansin. O zaman

S e
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0 *
Ornek 3.1.8. (Belirsiz toplamin Mahler katsayisi) f=zan£nj€C(Zp—>K) olsun. f
n=0

*

fonksiyonunun belirsiz toplam1 Sf , Sf = z a, (n +1j Mahler acilimina sahiptir [64]:
n=0

n

)+ v s o [

formiillerinden

*

elde edilir, O halde tim n igin b =a, , dir. Buradan f=Zan( )GC(ZP—>K) ise

n

0 *
Sf=»a elde edilir.
HZ_(; ”[n +1j

*

Sonu¢ 3.1.8. f :[ je C(Zp - K) ise f in belirsiz toplami

) o

n

dir [64].

3.2. p-Adik Gama Fonksiyonu

Klasik gama fonksiyonu C de 0,-1,—2,...seklinde basit kutup noktalarina sahip
meramorfik bir fonksiyon olup,
r(1)=1,I(z+1)=2I(z), (2eC\{0,-1,-2,..})
seklindeki fonksiyonel bagintiy1 saglar. Boylece, n € N icin,
I(n+1)=n!
olur. s € C, Re(s) > 0 olmak iizere gama fonksiyonunun integral gésterimi
I(s)= Tts‘le“dt
0

dir.
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Teorem 3.2.1. E, Z | nin bir altkiimesi ve E, E nin kapanisi olsun. E iizerinde diizgiin siirekli

bir f:E—>Q , fonksiyonu verildiginde, E iizerinde diizgiin stirekli ve sinirh olan bir tek
FIE->Q, F(x)="f(x), xeE

fonksiyonu vardir [62].

Q, icinde bir a, a,,... dizisi verilsin. Bu dizi, f:N—>Q,, f(n)=a, seklinde
tanimli bir fonksiyon olarak diistinilebilir. N dogal sayilar kiimesi Z ; nin yogun bir alt kiimesi
oldugundan, Teorem 3.2.1 e gore,

F:Z,->Q,, F(n)=f(n),neN

olacak bicimde en ¢ok bir tane stirekli fonksiyon vardir. Eger boyle bir F fonksiyonu varsa,
(an) dizisi interpole edilebilir denir. Eger f (n) = a, fonksiyonu N iizerinde diizgiin siirekli ise,
Teorem 3.2.1 ile (an) dizisinin interpole edilebilecegi kesin olarak sdylenebilir.
Onerme 3.2.1.Bir f :N—>Q b (n) =a, fonksiyonunun N iizerinde diizgiin siirekli olmasi
icin gerek ve yeter kosul, her & > 0 sayisi i¢in,

n=m+p" =|a,-a,| <& (3.3)
esitsizligi saglanacak bicimde bir N (5) dogal sayisinin bulunmasidir.

Gama fonksiyonunun p-adik benzeri igin, n—n! doénisimi p-adik olarak
yorumlanmali ve interpolasyonla elde edilebilecegi gosterilmelidir.

XeZ, ve neN(n:&x) sayist x e yaklastiginda n degeri biiyiirken |n!|p

kiigiileceginden p -adik olarak limn!=0 elde edilir. Bu durumda ise,

n—o0
f(n)=n!, (n=12,..)
kosulunu gergekleyen stirekli bir f :7Z 0 Q , fonksiyonu bulunamaz.

Bu sorunu asmak i¢in, n!’in modifiye edilmesi Y. Morita [5] tarafindan énerilmistir. Bu
yaklasimdaki fikir,
n'=1.2..n

carpiminda P ile b6linen carpanlarin elimine edilmesi iizerine kuruludur.

Tanim 3.2.1. p -adik faktoriyel,

(n),=T1"i

1I<j<n

ile tanimlanir [64]. Burada [, p ile béliinmeyen ¢arpanlarin carpimini gosterir.
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Bu tanima gore,

(n!)p‘ =1 olur.

p

n— (n!)p donilisiimiiniin interpole edilip edilemeyecegi arastirilirken, S nin yeterince

biiyiik degerleri i¢in, ((n + ps‘)!)p ve (n!)'D sayilar karsilastiriilmalidir. Bu sayilar arasinda,

((n+ ps)) =(n! plp_[' (n+j) (3.4)

j=1
esitligi yazilir. Asagidaki 6nermede, (3.4) esitliginin sag tarafindaki carpim icin énemli sonuglar
icerir:

Onerme 3.2.2 (Genellestirilmis Wilson Teoremi) p # 2 bir asal say1 NeZ ve se€N olsun.

Bu takdirde,

s

._\

i_[' (n+j)=-1(mod p*)
j=0
denkligi saglanir [64].
Bu 6nermenin hipotezinde N =0 ve S =1 alinirsa, Wilson Teoremi olarak bilinen,
(p—1)!=—-1(mod p)

denkligi bulunur.

Onerme 3.2.2 ile, ((n+ ps)!) ve (n!)'D sayilar1 arasindaki (3.4) esitliginden,
p

((n+ P )!)p =—(n!), (mod p*)
denkligi elde edilir. Bu denklikteki isaret sorunu icin, ikinci bir diizenlemeyle,
n+l
g(n)=(-1) " (n!), (neN)
fonksiyonu tanimlanirsa, P nin tek bir asal say1 oldugu kullanilarak, 6nceki denklikten,
g(n+p*)=g(n)(mod p°)
bulunur. Buradan & = p~°** ve m=n+ p° olmak iizere,
|g (m)_ g (n)|p < p—s < p—s+1
esitsizligi gerceklenir.
Boylece Onerme 3.2.1'deki (3.3) gerektirmesi dogrulanacagindan, ¢:N—>7Z

fonksiyonunun interpole edilebilecegi sonucu elde edilir.

Tanim 3.2.2. P -adik gama fonksiyonu,

TLi=(' 1 (022

I<j<n 1<j<n

(i.p)=t
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fonksiyonunun Z, ye sirekli genislemesi olarak tammlanir. Burada [I' sembolii, 1< j<n
araliginda yer alan tamsayilardan P ile aralarinda asal olanlarin ¢arpimini gésterir. Baska bir

ifadeile I, : Z , > Q , fonksiyonu,
I =
s ()=lim(=2)" T j
1<j<n
(i.p)-L
ile tanimlanir.
Teorem 3.2.2. P tek asal say1 olsun. Bu takdirde,
i. V XeZ, igin,
—xI,(x) , |x|. =1
r(x+1)={ ° i
p(X) ’|Xh <1
dir.

ii. V' X, y€eZ, igin, |Fp(x)—Fp(y)|p£|x—y|p dir.
iil.  [,(0)=1T,(1)=-1T,(2)=1ve VxeZ, iin, [, (x)| =1 dir [64]

Not 3.2.1. p =2 durumunda 2 -adik gama fonksiyonu,

Tli=()" 17 (n>2)
1<j<n 1<j<n

(i.2)=1

fonksiyonunun Z, ye siirekli genislemesi olarak tanimlanir. Bagka bir ifade ile I',:Z, - Q,

fonksiyonu

r,(x)=lim(-1)" [T"i

ngax
1I<j<n

ile tanimlanir. I', fonksiyonu igin,

1
00Ty, <he-vl (xyezs . byl 24

1
|1“2(x)—1“2(y)|2£2|x—y|2 [x, yeZ,, |x—y|2=zj

esitsizlikleri saglanir [64].
Teorem 3.2.3. n€ N icin,

r,(-n)= (_1)””{3} (T, (n +1))_l

esitligi gerceklenir [64].
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Teorem 3.2.4. p # 2 olmak iizere,

L, (0T, 0-x)=(-)" | (xez,)

saglanir. Burada |, | :Zp —>{1,2,..., p} olup, XGZp yi mod pr ye gore, onun {1,2,..., p}

kalanlarina esler.

p =2 ise her X € Z, igin,
oy(x)+1
I, (X)T, (- %) = (~1)
olur ve burada o,
o, z a, 2 |=a
j=0
formiiliiyle tamimlanir [64].

Not3.2.2. T, (X)Fp (1— X) icin verilen esitlikler,

r(z)r- Z):sin(ﬂz)

1 2
klasik formiiliiniin P -adik benzerini olusturur ve Z = E alinirsa, F(%j = 7 elde edilir.

1
Ayrica, Teorem 3.2.4 ile p # 2 igin, r, (Ej degeri,

bulunur. Burada,

|@:|@(p+1)j:%(p+1)

O o

oldugundan,

olur.

Boylece, klasik durumda 7 =3,14... sayisinin oynadigi rol p-adik durumda 1, -1

sayilarindan biri tarafindan devralinir.

Teorem 3.2.5. (I’ , hakkinda temel formiiller)

S
neNve s, p tabaninda N = Zaj p’ (c’:ls # 0) sayilarimin toplami olsun. O zaman
j=0
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1) Tp(n+1)=(-)"———-
{n}pM
p
" p"!
r =(-1)P ——
2) p(p) ( ) pn—l!pp—l

3) nl=(-1)""(- p)nr%" f[rp ([%}1]

1) p“!=(—1)"(—p)r’1lf[Fp(p")

esitlikleri aglanir [64].
Teorem 3.2.6. (p-adik Euler Sabiti) Klasik Euler sabiti y=-I"(1)/T(1) olarak

tanimlanmustir. P -adik Euler sabiti y, de

B @ T -0

formiiliiyle tammlanmistir. Ayrica Q o de p-adik Euler sabiti y  nin limit gosterimi agagidaki

gibi ifade edilmistir [64]:

n
7o =limp 1= ()" —P— .
n—oo p ! p p

Teorem 3.2.7. (Fp fonksiyonunun Mahler katsayisi)

= X

Fp (X +1) = Z(; a, [n] (X el p) , Fp fonksiyonunun Mahler serisi olsun. Katsayilari da

n=

asagidaki esitlikte verilmistir:

P 1-xP &
L =Y p X" E
exp[x+ p]l—x > bx (xeE)

n=0

ve

a,=(-1)""nlb,

Xn
dir. Burada E, Z—I kuvvet serisinin yakinsaklik bolgesidir [11].
n!

Teorem 3.2.8. (Fp fonksiyonunun Mahler katsayisi)

(X)k = X(X+1)...(X+k—l) ve C, rasyonel sayisi da
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exp[x+—] Zc X"

kuvvet serisinin acilimiyla tanimlansin. X € Z p Ve 0<a< pigin

—a+ pX Z p Ca+pk
dir [65], [66].

Not edelim ki (X)k = (—l)k [;X] k! dir.

3.3. p -Adik Gama Fonksiyonunun ( -Genislemesi

Bu boéliimde (-analiz ve p -adik gama fonksiyonunun (-genislemesinin ve 6zellikleri

ayrintili olarak incelenmistir.

3.3.1. q-Analiz

g-analiz ylizyilldir ¢alisilmasina ragmen 6zel sayilarin ve polinomlarin (-agilimlari
halen ilgi géormektedir. Kuantum analizinde de, analizde iyi billinen binom katsayisinin (-

acilimi da 6nemli bir role sahiptir [67,68].

g-binom katsayilar1 veya Gaussian polinomlari (-serilerinde bir¢ok esitlikte ortaya
cikmaktadir. Kombinasyonda (-binom katsayilari, elle kolay islem yapilabilmesinden dolay:

genellestirilmis polinomlar olarak bu katsayilar1 kabul eden temel kombinatorik yapilar ile

O6nemli bir iine sahip olmustur.
Bu tez boyunca (€ C ise |q| <1;9eC ise |q—1|p < p%fp yada |1—q|p <1 dir.

Tanim 3.3.1. N negatif olmayan herhangi bir tamsay1 i¢cin N nin ( -benzeri

n) = _1:q”‘1+q”‘2+...+1, q=1
a 1
notasyonu ile tanimlanir [67]. Ornegin;
1
(O)q =0, (Z)q =1+q, (—1)q = —a dur.

Ozellik 3.3.1. m,n tamsayilar i¢in
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esitlikleri saglanir.

Tamim 3.3.2. (-faktériyel (k)q I

(K),1=(K), (k-1),-(2), (D), (0),1=1
ile tanimlanir [67].

Omegin; (1),1=1, (2),1=1+G, (3),!=1+20+207+, (n),, 1= (), Idir

Yq qn(n—l%

Tanim 3.3.3. (-binom katsayisina binom katsayisinin (-benzeri ayrica Gaussian katsayisi veya

n
Gaussian polinomu da denir [69]. (-binom katsayisi {kj ,
q

ile tamimlanir. Yani negatif olmayan n,k ve n>K ile

W e HE W

seklinde tanimhidir. Bir baska ifadesi

1) Lo ey

k (qk—l (q"’l—l)...(q—l)

(3.5)

dir [67].
Agiktir ki  — 1 iken ¢ -binom katsayisi genel binom katsayisina indirgenir.

Ozellik 3.3.2. (-binom Katsayilari iki (-Pascal kuralina sahiptir, yani, 1<k <n-1 icin

HEREULS!
HERNELS

Ayrica (-binom katsayisi asagidaki 6zelliklere de sahiptir:

ve

dir [12,67].

Ozellik 3.3.3. Her N€ Z ve 0< j <K icin asagidaki 6zdeslikler vardir [67]:
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- [l e
1. = ki) .
k 1q qk( Ik q
-n ¢ D k=1
— _1 2
ii (k l ( ) q K q

) -1 K
Ozel durumda [k j =(—1) q * [67].
q

i, (x=1)(x=q)..(x-q")= io(—l)“k q(ngk)(m X [70].

k

Z den Z » ye yukaridaki formiiller genisletilmek istenilirse |q —1|p <1 durumunda

tanimli olur. O halde, eger |q —Z|.|p <liseX,yeZ p igin (xy)q = (X)q (y)qx vardir.

X X
Conrad |q—1|p<1 ile p-adik degiskeni Q igin (] ile (j binom katsay1
n n
q

polinomlarinin yerini alarak p-adik analizde siirekli fonksiyonlar i¢cin Mahler a¢ilimin Q-
benzerini incelemistir [12].
Teorem 3.3.1 (( -Mahler Teoremi). |q —1| <lile geK igin f:Z  — K siirekli fonksiyonu

NG

n>0

formiliinde tek tiirlii gésterime sahiptir. Burada a, , € K ve lim qyq = 0 dir. a, q ise
’ n—oo '

)n—k q(n—k)(n—k—l)/zf (k)

QD
=
o
Il
M:
7~ N\
~ S
N
o
|
[BEN

formiiliiyle bulunur [12].

f fonksiyonunun a,, Mabhler katsayisini hesaplamanin bir baska yolu da Yardimcl
Teorem 3.1.12 nin ( -benzeri olan asagidaki teoremdir.

Yardimci Teorem 3.3.1. f ,7Z o Uzerinde stirekli bir fonksiyon ise

X e
2t B2 o

n=0

esitlik saglanir. Eq (X ) exponansiyal serinin ( -benzeridir ve Jackson tarafindan
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ile tanimlanmistir [12].

3.3.2. p-Adik Gama Fonksiyonunun ( -Genislemesi

p -adik gama fonksiyonunun (-genislemesi 1980 yilinda Koblitz tarafindan
tanimlanmistir. Bu kisimda P -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesi incelenmis ve énemli
ozellikleri verilmigtir.

Tanim 3.3.4.  #1 ve |q —ZI.|p <lileqeC , bir parametreye bagh p -adik gama fonksiyonunun

g -genislemesi

1<j<n 1_q

(I,p=1
seklinde tanimlandi [7, 8]. Burada C 0’ Q o un cebirsel kapamigidir. X € Z ; i¢in
. " 1-q
oo () =lim(=2)" [T ——~

X% 1<j<n 1_q
(j,p)=1

formulii ile tanimlanmistir. Burada N, X e pozitif tamsayilarla yaklasir. Not edelim ki

Iqiml“p'q (x)= r, (x) dur.

Ozellik 3.3.4. Fp’q asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i. VXeZ, igin
1-q
- ' (x), |x =1
qu(x+1): 1_q PYQ( ) | |p
_Fp,q(x)' |X| <1

dir.
i [,(1)=1 I, (2)=-1

iii.  VxeZ, icin|T,, (x)|p =178].

iv. Loy (n+1):(_1)n+1
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V. Fp,q ( pn) _ (_l)P pn_(lrzn _1)q !

( p)q ( p" _1)qp !

[26].
_71
Teorem 3.3.2 (I', , fonksiyonunun Mahler agihm). qeC , |q —1|p <p"* olsun. 7,,(Nn),

| (n +l) dizisinin N inci q-Mahler katsayisidir. l"p’q Mahler agilimi

ol S 1] (e,

n=0

seklinde ifade edilir ve katsayilar1 da

n>0

O S S [0)

formiiliiyle bulunur.

£, (X)E, L(X_p] -Tb,, (n)(::—):! 37)

P),
dir ve N —>o iken bp'q(n)—>0. Burada Eq(X) tistel serinin (-benzeridir ve Jackson

tarafindan

seklinde tanimlanmistir [12].

P -adik Euler sabitinin ( -genislemesi ile ilgili birka¢ teorem elde edilmistir. Bunlar;

Teorem 3.3.3. #1 ve |q —ZI.|p <1 ile qeC, olsun. Diamond’nin p -adik Euler sabitinin g -

genislemesiile P -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesi arasindaki iliski

u(0)=-{1-2

p

seklinde verilmistir [7].

Teorem 3.3.4. q € C  iken |q —1|p < p%p’l) olsun. p -adik Euler sabitinin Q -genislemesi

Ypa = _% =Tq (1) =T, (0)

olarak bulunmustur. p -adik Euler sabitinin ( -genislemesinin limit gdsterimi
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| (p"-1),!
Vpq =limp™ 1-(-1)° = L

n—»w (p)q (pn_l_l)qpl

dir [26].

3.4. p -Adik integraller

Reel analizde antitiirev ve integral, f:R — R siirekli fonksiyonunun antitiirevi F

olmak lzere

formuliine baghdir. p -adik analizde P:C (Z ,—Q, ) —->C (Z , > Q p) iyi tanimli antitiirev

doniistimii

jlf(x)dx:: Pf(b)-Pf(a) (abeZ,)

ile tammlanmigtir. Not edelim ki Z ; — Q , ye her sirekli fonksiyon, ct (Z > Q . ) de bir anti

tiireve sahiptir. Ancak bu yaklasimin yararlari heniliz ispatlanmamistir. p -adik integrali
tanimlamanin bir baska yolu da 6l¢ii teorisini kullanmaktir [64].

U Lebesgue olglisiine benzeyecek sekilde Q , nhin ,u(A) elemanimni Q o nin A acik
kompakt alt kiimesiyle isaretleyelim. Bunun i¢in £ asagidaki {i¢ kosulu saglamalidir:
i. y(Au B) = ,u(A)+,u(B) (Am B# @) (toplanabilirlik)

ii. ,u(a + A) = ,u(A) (a eQ p) (6telemeyi koruma)
iii. sup {|,u(A)|p tAcZ,,Aacik kompakt} <oo (smurhlik)

Teorem 3.4.1. Eger u, Q , nin her acik kompakt alt kiimesindeki elemanlari bir p -adik sayiya

déniistiiren bir fonksiyonsa ve g yukaridaki ii¢ kosulu sagliyorsa =0 dir [64].
Yukaridaki teoremden de anlasilacagi gibi QQ o de Lebesgue integralinde veya él¢iisiinde

ciddi engeller vardir. Bu ylizden yukaridaki kosullarin zayiflatilmasi diistiniilmiistiir. Bunlardan

ilki, iii. kosulu zayiflatmaktir. @ (¢arpimsal) bir sabiti tanimlar ve i, ii. kosullarini saglarsa
,u(Z p)zl oldugunda u tam olarak tanimlanir. Buradan da p"Z o hin 6leisinin p~" oldugu

gorulir. Bu da integral teorisinin ortaya ¢ikisinin baslangicidir [64].

31



Ozge Colakoglu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

Teorem 3.4.2. X, @p nin kompakt-agik altkiimesi olsun. X Kkiimesini olusturan yuvarlarin

kiimesinden Q , kiimesine her bir x doniisiimii a + p"Z , © X igin
p-1
+1
y(a+ p”Zp): y(a+bp” +p" Zp)

b=

sagliyorsa X tizerinde tek tirlii bir p -adik 6lgiime genisletilebilir [63].
3.4.1. Volkenborn integrali

Klasik Riemann integralinde calisilan fonksiyonlarin en basit sinifi kompakt bir yuvar
lizerinde strekli fonksiyonlar siifidir. p -adik durumda, daha gii¢lii 6zellik olan stirekli olarak
diferansiyellenebilme kosulu varsayilmalhidir.

Tanim 3.4.1. Eger

f(x)-f

Of (x,y):—( ) (y):é

X=y
olarak tanimlanan iki degiskenli fonksiyon (X, y) - (a,a), X#Y iken (= f’(a) limitine
sahipse f fonksiyonuna aeZ o hoktasinda stirekli diferansiyellenebilirdir denir ve

feC (Z o = K) ile gosterilir.

p -adik degerli fonksiyonlarin integrasyonu ilk kez F. Thomas ve F. Bruhat tarafindan
diistintildii. Ancak bu integraller analitik ve aritmetiksel amaglari icin oldukea sinirliydi. Bunun

lizerine A. Volkenborn, 1972 yilinda yeni bir integral tanimlamistir.

Bir f fonksiyonu i¢cin Riemann toplami

n

EORIESRIIREEN

olarak dusinilmiistiir. Eger bu toplamin limiti (n — o) olarak varsa, Z, tzerinde f in

integrali tanimlanmistir.
Tanim 3.4.2. f ¢ Cl(Z ;> K) icin
. p”—l .
Z{ f (x)dx = lim p; (i)

seklinde p -adik integral tanimlanmistir. Volkenborn’un tanimladig: integral ile yapilan etkili

calismalarin onuruna p -adik integral, Volkenborn integrali olarak adlandirilmistir. Hatirlatalim
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ki, Teorem 3.1.9 de Sf de Cl-fonksiyonudur ve ||Sf ||l < p”f”l dir. Volkenborn integralini

belirsiz toplam ile tanimi

[ fx)dx =lim St (p")-51(0)
pn

n—o0
Z

= (sf)'(0)

seklinde verilebilir.

Ornek 3.4.1. X, Xz, X3, X" fonksiyonlarinin Volkenborn integral degerleri

. et
_[ xdx=limp™> j=-=
Zp n—o j:O 2

ol

n—o

"
I x%dx = lim p‘”pz i’ =
z, =0

n—oo

"
'f x°dx = lim p’“pz i*=0
Z j=0

p

m—oo

pr-1
[xdx=limp™> j"=B, (n=012..)
z j=0

p

biciminde hesaplanir. Burada B, , ninci p -adik Bernoulli sayisidur.

Baz1 6zel fonksiyonlarin Volkenborn integral degeri asagidaki gibidir:

0 *
Ozellik3.4.1. = Z a, (I’J eC (Z 0 K) olsun. O halde Mahler katsayih fonksiyonunun

n=0
Volkenborn integral degeri:

v, (D
Z_[f(x)elx_nz(;an —

p

dir [64].
Ornek 3.4.2. aeC o @#Ligin

dir. Boylece,

z, 1=0 =0 7

e 5o

esitligine ulasilir. Ozellik 3.4.1 den,

33



Ozge Colakoglu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

o g

7 j=0 J + J

yazilir ve logaritma tanimindan

I axdxzi(a_l)j—l (—]_.)j‘1 :i(a—l)i (_1)1—1 ) loga

= ] o a-1 ] a-1

p

elde edilir [64].

Ozellik 3.4.2. f:Z  — K olmak iizere f (x)= Za X" (X Y/ p) analitik fonksiyon olsun. Bir

n
n=0

analitik fonksiyonun Volkenborn integral degeri;

j(ianx“)dx:ian j x"dx

Z, n=0 n=0 7 o

dir [64].
Ozellik 3.4.3. f ECI(Zp - K) ve S€Z, olsun. Volkenbon integrali asagidaki ozelliklere

sahiptir [64]:

i. j f(x+s)dx:(8f)'(s)

ii. J f(x+s)dx—Z_[ f(x)dx=(Sf")(s)
veya
j f(x+s)dx—J f(x)dx:sz_l:f'(J)

Bu 6zellik Volkenborn integralinin 6telemeyi korumadigini (not translation invariant) gosrerir.

iii. I f(x+s+1)dx—j f(x+s)dx=f'(s)

Z,

dir. Ozel durumda

dir.

esitligi saglanir.
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Ek olarak, eger f tek fonksiyon ise J. f (X)dX = —% f'(O) dir [64].

Zy

Teorem 3.4.3. f eCl(Zp - K) ve n e{O,l,...} olsun. | e{O,l,...,p—l} icin
[ f0de= [ f(j+x)dx=p" [ f(j+p"x)dx
i+p"Z, P'Z, Zy

ve

j f(x)dx = p’lJ' (pf (x)— f (px))dx

T Z

p p

esitlikleri vardir [64]. Hatirlatalim ki T, =Z ,\ pZ , dir.

3.4.2. Fermiyonik p -Adik (-integral
1
|1—q|p <p "t ile g eCp ve P tek asal say1 olsun. T. Kim 2002 yilinda, Euler

sayillarini ve polinomlarim1 igeren yararli formiilleri tiiretmek icin p-adik (-integralini

tanimlamustir. T. Kim ( -integrali tanimlamak i¢in Z | tzerinde ( -6l¢tyi

ﬂq(j+p"Zp)=( )

olarak ifade etmistir. [40].

Tamim 3.4.3. Bir f fonksiyonu icin Riemann toplaminin (| -benzeri

G S at0)=3 f0u(i+p'z,)

seklinde ifade edilmistir. Eger bu toplamin limit (n — oo0) varsa Z o Uzerinde f fonksiyonunun
p -adik ( -integrali tanimlanir.
Tanim 3.4.4. f €C (Z 0 C p ) fonksiyonunun p -adik Q -integral ya da baska bir degisle (

-Volkenborn integrali

()= ] f(x)du,(x)=lim

Nn—oo
Z

—_
o
=}
N—
o
i
o

3
ile tanimlanmistir [40].

Tanim 3.4.5. Z ; uzerinde fermiyonik P -adik Q -integrali
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A T P
Lo (1) = [ £ () (x)=lim— f(i)a’ (-1) (38)
Z, (p )7q j=0
1_ N X
olarak tanimlanmustir. Burada (X)_q = 1(+2 dir. feC (Z , > C p) ve NeN igin

(3.8) esitliginden asagidaki esitlik elde edilmistir [29]:

Ly (T () + (D™ Ly (1) =(2)
Ozel durumda n =1 iken

al o (f(x+1))+14(f(x))=(2), f(0) (3.9)

o
—h
—~~
—
~
O
—.
—~~
[N
N—"
>
T
—

dir.

3.4.3. Fermiyonik p -Adik integral

p tek asal sayis1 olsun. Fermiyonik p-adik (-integralinden yararlanilarak,
f eC(Z , — C ) fonksiyonu i¢in Z  tizerinde fermiyonik p -adik integral
P P p
p'-1 J.
()= [ £()dus (x)=lim 3 £ (§)(-1) (3.10)
olarak tamimlanmistir. f EC(Zp —)(Cp) fonksiyonu icin (3.10) esitliginden asagidaki

esitlikler elde edilmistir [29]: N € N igin

n-1

Ly (f (x+n))=(=2)" 1, (f(x))= 22;(—1)“‘1“' f(j) (3.11)
esitligi saglanir ve 6zel durumda
L, (f (x+1))+1,(f(x))=2f(0) (3.12)

dir.
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3.5. Baz1 Ozel Sayilar ve Polinomlar

Son zamanlarda bir¢ok yazar ardisik tamsayilarin toplamlar tlzerine ¢alismistir. Bu
kisimda integraller yardimiyla ifade edilebilen baz1 6zel sayilar ve polinomlar hakkinda bilgiler

verilmistir. Bu sayilar ve polinomlar bulgular kisminda kullanilacaktir. Bunlar Changhee, Q-

Changhee ve ( -Euler sayilar1 ve polinomlaridir.

3.5.1. Changhee Sayilar1 ve Polinomlari

Umbral analizden tiireyen Sheffer dizilerinden Changhee sayilar1 ve polinomlar:
asagidaki gibi tanimlanmistir:

Tanim 3.5.1. Changhee polinomlari

2 ity =ch (05

t+2 ~ n! (3:13)

iirete¢ fonksiyonu ile tanimlanmistir. (3.13) esitliginde X =0 iken Chn (0) = Chn Changhee

sayilar1 denir [71].
Changhee sayilari ve polinomlari ile ilgili asagidaki sonuglar elde edilmistir [33]:
Ozellik 3.5.1. N >0 i¢in Changhee sayilan Ch_,

j (x),du,(x)=Ch,.

Zy

fermiyonik p -adik integral gosterimine sahiptir. Burada (X)n = X(X —1)...(X -n +1) dir [33].
Ozellik 3.5.2. N> 0 i¢in Changhee polinomlari Ch, (X) :

.|'(x+ y), du;(y)=Ch,(x)

Zy

dir [33].
Ozellik 3.5.3. N >0 icin

[(fowco=(5)

p

dir [33].
Ayrica, ikinci tiir n. Changhee sayilarinin iireteg fonksiyonu
o 00 A tn
J @)™ dar, (v) =3 Chn (%)
7 n=0 -

p

dir. [kinci tiir n. Changhee polinomlari
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CAhn(x)zzj(—X—Y)dﬂl(y)

p

ve ikinci tiir n. Changhee sayilari

Chy = [ (~x), de, (x)

Zy

fermiyonik p -adik integral gosterimine sahiptir.
3.5.2. ( -Changhee Sayilar ve Polinomlari

Umbral analizden tiireyen Changhee sayilari ve polinomlarinin ( -genislemesi asagidaki

gibi tanimlanmistir:

Tanim 3.5.2. q-Changhee polinomu,

1+9 > t" :

q(1+t)+1(1+t)x = 2S00y | <™ (3.14)

esitligi ile ifade edilmistir. (3.14) esitliginde X =0 iken Chn’q (0) = Chn'q ( -Changhee sayisi
denir [37].

Not edelim ki (=1 iken Chn,1(x):Chn(X) dir. q=1 ve X=0 iken

Chn’1 (0) = Chn (0) = Chn dir. ( -Changhee sayilari ve polinomlarti ile ilgili asagidaki sonuglar
elde edilmistir [37]:
Ozellik 3.5.4. n >0 icin

.[ (x) du,(x)=Ch,,.

ZP
Burada (X)n = X(X—l)...(x—n+l) dir [37].
Ozellik 3.5.6. n >0 icin

I (X+ y)n du g (Y) =Ch,, (X)

N

dir [37].
Ozellik 3.5.7. n >0 icin

dir [37].

38



Ozge Colakoglu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

T. Kim ve ark. ikinci tiir ( -Changhee polinomlarini asagidaki gibi tanimlamislardir [37]:

1+q : =
(1+ g (X)—
1+O|+t Jl Z; () | H<p” ] (3.15)

Tanim 3.5.3. Fermiyonik P -adik ( -integral ile Q -Changhee sayilari

Chnq—j duo(x) (n>0)

P

ve (| -Changhee polinomlar

Chig (x)= j (—x=y),duq(y) (n=0)

Z p
seklinde ifade edilmistir [37] ve asagidaki 6zelliklere sahiptir:

+q
(1+0a)

Ozellik 3.5.8. N >0 i¢in Chnq = (—1)n — ile ikinci tir  -Changhee sayilari hesaplanabilir

[37].

Ozellik 3.5.9. n >0 icin C/\hn,q (X) =Ch,, (1— X) esitligine sahiptir [37].
3.5.3.  -Euler sayilari ve polinomlari

Bu kisimda ( -Euler saylar1 ve polinomlarinin genellestirilmesi tizerine birka¢ tanim ve

ozellik verilmistir. Bu boliim boyunca q e C o ile |1— q|p <1 varsayalim.

Bilinen tanimiyla Euler sayis;; n € N olmak iizere Taylor acilimi kullanilarak

=2 E (t<7)

e' +1 =

dirve neN ve Xxe R igin Euler polinomu

e =2 E ()= (<)

n>0

olarak tanimlanmustir.

T. Kim, Carlitz'in Q-euler sayilar1 ve polinomlarindan farkl bir -Euler polinomlar1 ve

sayilar1 tanimlamistir ve (3.9) esitligi yardimiyla asagidaki esitlikleri bulmustur [17]:

ijewqtdﬂ )= [ (x+y)du (y) ()Z(LJQ(E]%L

207, n>0 l—q 1+q n!
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> [ (x+y) du, (y) =(2), 2 (-1)"qe"™ =S Ena(X)— (3.16)

n>0 z, n>0 n>0

ve buradan

Enq(x)_ (2), ZUJ (_1?11q"' (3.17)

(1-q)" 1+q
oldugu gorilir. (3.16) dan fermiyonik p -adik Q-integrali yardimiyla q-Euler polinomu n>0
icin

[ (x+y)ld, (y)=Ena(x) (3.18)

Zy

dir. g -Euler sayilar1 (3.17) denkleminde X =0 iken elde edilir ve En,q (O) = En,q ile gosterilir.

Tanim 3.5.4. Fermiyonik P -adik (-integrali yardimiyla  -Euler sayilari

800~ | S0k S ()= e =T

z, | 10 qe' +1 n>0
yazilir. Buradan da
[ ()0d e (%) = Eng (3.19)
ZP
elde edilir.
g -Euler sayilarinin yineleme formiili
~ - s (2), n=0
0 n>0
olarak bulunmustur ve burada Iég ile En,q tanimlanmistir.
Tamm 3.5.5. g e C  ile [L- q|p <1 igin, (3.11), (3.12) ve (3.20) den
k
(it g t" 2 &(n\(-1)
e —d,LL En . ( ] —
I IZO a4 () Z; “n! §(1_q) S\ k)1+g* n!
bulmustur [72]. Buradan
[ ()0du, (x)=E,, (3.21)
ZP
ve
k
2 nin)(-1
n . j( )k (3.22)
(1—q) k 1+q

elde edilir. Buradan da q -Euler sayilar, E (0)= E, o, ve benzer sekilde
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En,q(x)zzf(X+ y),das(y)= 2 Z(DM (3.23)

i (l—q)n k=0 1+q"

ile g -Euler polinomunlari, En'q (X), ile tanimlanmistir. (3.22) ve (3.23) esitliklerinden

E,.(X) :Z”:(quk Eq=(0"E,+1)

k=0
elde edilmistir [72].
Euler sayilarinin ve polinomlarinin genislemelerinden biri de « agirhikli Q-Euler

sayilar1 ve polinomlaridir.

q

E" =1ve q(q"‘ Elﬂff])+lj +E%=0 (n>0) (3.24)

ile a agirlikli q -Euler sayilari tanimlanmistir [73].
(3.24) te X=0 durumunda sifir agirlikli  -Euler sayis1 asagidaki gibi tanimlanmistir.

~0 <
Tanim 3.5.7. Sifir agirlikli (| -Euler sayilart Engq = Eng dirve n >0 igin

Enq= j x"du_, (x)=H, (—q‘l) (3.25)

p

seklinde tanimlanir. Burada H, (—q’l), n. Frobenius-Euler saylaridir.

Tanim 3.5.8. Sifir agirlikli q -Euler polinomlari,

En,q(x)= I(x+ y) du (y)= Hn(—q’l,x) (3.26)

Zy

seklinde tanimlanir. Burada H, (—q'l, X), N. Frobenius-Euler polinomudur ve asagidaki 6zellige
sahiptir [39].

Ozellik 3.5.10. n > 0 icin

(2)q n=0

En, 1+En, =
| q() ’ {0 n>0

dir ve burada En,q (X) = (X+ Eq) dir [39, 40].
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3.6. integraller Yardimiyla Gésterilen p -adik Log Gama Fonksiyonlar:

Bu boliimde Diamond’in log gama fonksiyonunundan, Diamond-Euler p -adik log gama
fonksiyonundan, P -adik log gama fonksiyonunun (-genislemesinden, fermiyonik p -adik
integralle tanimlanan p -adik log gama fonksiyonunun ( -genislemesinden ve agirlikli p -adik

log gama fonksiyonunun ( -genislemesinden bahsedilmistir.
Tanim 3.6.1. [wasawa logaritmasi, Iog Y
i. f,log:C, - {0} — C, bir genislemedir.
ii. Tiim x,y € C_ —{0} icin f(xy)=f(x)+f(y)
iii. f(p)=0
kosullarina saglayan f:C, —{0} — C, fonksiyonudur [64]. log o in temel ozelliklerini

verelim:

Ozellik 3.6.1. xeC, —{0} olsun. log, (X) =0 ancak ve ancak bazi neN i¢in X", p nin

integral kuvvetidir. Ozel durumda, X|p =1 ise |ng(X):0 ancak ve ancak X birimin bir
kokiidiir [64].

Ozellik 3.6.2. x€Q 0 —{O} olsun. log, (X) =0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul x= p"y dir.
Burada N € Z ve Y birimin kokidiir [64].

Ozellik 3.6.3. xe Q - {0},

X|p =1 olsun. O halde,

1 gl
Iogpx_l_pg‘ -

seklinde tanimhidir [64].
Ozellik3.6.4. xeC ,

X| ) <1 olsun.

log, (x+1)= i (_1)n+1 X"

=N

esitlik saglanir [64].

J. Diamond, Volkenborn integrali kullanarak p-adik log gama fonksiyonunu, G,
asagidaki gibi tanimlamistir [15]:
G,(x)= J'((x+u)|ogp(x+u)—(x+u))dx

Zy

Ayrica Diamond,
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I'(x+1) ”+1 B
| | § —n+l ,
Og[ ey j ( jogx+n>ln n+1) x" "

ile Stirling asimptotik serisinin p -adik benzerini vermistir.
M. S. Kim ve S. Hu, Diamond'mn G, fonksiyonunu kurma diisiincesinden yararlanilarak
ve fermiyonik p -adik integrali kullanarak, Diamond-Euler p -adik log gama fonksiyonunu,

LogFD'E,

LogTy e (x) = [ ((x+u)log, (x+u)—(x+u))du, (u)

Zy

seklinde tanimlamislardir ve ayrica yansima formiilii, fonksiyonel denklem, dagilim formiilii ve

Laurent seri acilimini iceren p -adik log gama fonksiyonu i¢in birkag¢ temel sonu¢ vermislerdir
[74].
T.Kim de P -adik log gama fonksiyonunun ( -genislemesini, G,

G,,(x)= j (<x+(u)q)logp (x+(u)q)—(x+(u)q))d,uq (u)

p

ve Carlitz’in -Bernoulli sayilarin1 p -adik ( -integral yardimiyla tanimlamistir [40].
T. Kim ve S. H. Rim, p -adik log gama fonksiyonunun ( -genislemesini, G ,, fermiyonik

anlamda p -adik ( -integrali kullanarak
G,,(x)= I ((x+u)q log, (x+u)q —(x+u)q)dy_q (u)
ZP
seklinde tanimlamis ve Q-Euler sayilarinin p -adik ( -log gama fonksiyonu icin bazi Stirling tipi

serilerin katsayilarindan meydana geldigini ispatlamistir [75].

S. Arac1 ve ark, T. Kim'in fermiyonik anlamda tamimladigi p-adik log gama

fonksiyonunun ( -genislemesinden yararlanarak « agirlikli p -adik log gama fonksiyonunun Q
-genislemesini, ijaq) ,

(a)
G,y (X I( X+U) Iogp(x+u)qa —(x+u)qa)dy_q(u)
ZP
seklinde tanimlamislardir ve « agirhikli Genocchi ve Euler sayilarinin (] -genislemeleri ile

agirhklh p -adik q-log gama fonksiyonu arasinda bir iliski vermislerdir [76].
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu béliimde elde edilen sonuclara yer verilmistir. p-adik gama fonksiyonunun ve
tiirevinin Volkenborn integralleri, fermiyonik p -adik (-integralleri ve fermiyonik P -adik
integralleri altindaki degerleri hesaplanmistir. p -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin
Volkenborn integrali altindaki degeri incelenmistir. Ayrica, p -adik log gama ve p -adik (-log

gama tipli fonksiyonlar tanimlanmis ve bir takim 6zellikleri elde edilmistir.

4.1. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Tiirevinin Volkenborn integralleri

Bu boliimde p -adik gama fonksiyonu ve tiirevi icin Volkenborn integrali altinda degeri
hesaplanmis ve ilgi ¢ekici 6zellikler elde edilmistir.
Teorem 4.1.1. Her X e Z , i¢in

j'l“ (x+1)d ibn
Z

n=0
p

esitligi saglanir. Burada b, Teorem 3.2.7 de verilmistir.

ispat: xeZ , Olsun. Teorem 3.2.7 den I'; (X+1) = ian (Iﬂ (X Y/ p) ve
n=0

P 1-xP &
exp[x+—J ZanXn olsun. Teorem 3.1.8 den Fp(x+1)eC1(Zp—>K) oldugu

goriliir. Ozellik 3.4.1 den

IF (x+1)dx = ian (4.1)
Z

r n+1

p

elde edilir. Fp(x+1) fonksiyonunun yukarida verilen kosullar altinda Teorem 3.2.7 deki

a, = (—1)”1 n'b, esitligi (4.1) de yazilirsa tiim n ler igin

elde edilir.

Teorem 4.1.2. Asagidaki esitlik
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saglanir. Burada b, Teorem 3.2.7 de verilmistir.

. 2 X
Ispat: xeZ ve p#2 olsun. Teorem 3.2.7 den p#2, Fp(X+1)=Zan[nj (XeZp) ve
n=0

xP11-xP & )
exp[x +—J 1 = anx” (X € E) vardir. Ozellik 3.4.3 (iii) 6zelliginin 6zel durumundan
—X n=0

IF (x+1)dx— jF x)dx =T (0) (4.2)
Z p P

esitligi yazilir. Teorem 4.1.1 ve Teorem 3.2.6 dan yararlanilarak (4.2) esitligi
2 b“ n+1 -[ b e

n=0

seklinde yazilir. Buradan da istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.3. Asagidaki esitlik saglanir:

Burada a, Teorem 3.2.7 de verilmistir.

00 p _yb ©
ispat: Teorem 3.2.7 den Fp(x-l—l):Zan[;(J (XeZp) ve exp[x+%J1 XX :anxn
n=0 n=0

olsun. ', nin Mahler agilimindan yararlanilarak

ijrp (X)dx = jza (Xr:ljdx - zaj

X
yazilir. [
n

j Mahler katsayisinin belirsiz toplami Sonu¢ 3.1.8 den [ j dir. O halde,

n+1

I dx=i "(n+1j, (0)

7 n=0

yazilir. Mahler tabaninin tiirevi Ozellik 3.1.1 (iii) den yararlanilarak asagidaki gibi elde edilir:

Jr o303 G o)

J

veya
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dir.
Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 ten asagidaki sonug elde edilir:

Sonuc¢ 4.1.1. p -adik Euler sabitinin seri agilimi
veya

dir. Burada a, ve b, Teorem 3.2.7 de verilmistir.
Asagidaki teoremde X,s€Z, i¢in I’} (X + S) fonksiyonunun Volkenborn integrali

altindaki degeri verilmistir.

Teorem 4.1.4. X,s€Z ; olsun. Asagidaki esitlik

saglanir.
Ispat: Ozellik 3.4.3 (i) 6zelliginden ve Teorem 3.2.7 den
!

[T, (x+s)dx=(sT,) () = gans(xr:lj (s)

Ly

X X
elde edilir. ( J Mahler katsayisinin belirsiz toplami Sonu¢ 3.1.8 den (

dir. Ozellik
n+1

n

3.1.1 (iii) ozelliginden asagidaki esitlik elde edilir:

o0 n X — 1
_[ I, (x+s)dx=|> a Z ( _ j (s)
Z, n=0 j=0 +1 J J
Buradan da teoremin ispati tamamlanir.
Not: Teorem 4.1.4 te S =0 iken Teorem 4.1.3 elde edilir.

Teorem 4.1.5. Asagidaki esitlik saglanir:
k 1 pk—l

I r, (x)dx=—i:;cpk m

Burada C, Teorem 3.2.8 de tanimlanan seri a¢iliminin rasyonel katsayisidur.
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Ispat: Teorem 3.4.3 den

s X+1
I Fp(x)dx:z p"’lcpkk!(—l)k ( ) jdx (4.3)

PZyp k=0 Ly
. | 1) ix degert
dZ1l1r. egerl,
y : K 8
X+1 Xx+1x(x-1
x+1 C\k+1) . k+iklk-1) (-1
I dx =lim———==1im = (4.4)
J LUk x>0 X x—0 X k(k+1)

p

dir. (4.4) esitligi (4.3) esitliginde yerine yazilirsa
k-1
00 - K (_1) 0 k| pkfl
r,(x)dx=3 p o ki(-1) — 2L =S¢, P
p pk pk
pip = k(k+1) k(k+1)
elde edilir. kK =0 da seri agilimi tanimsizdir.

Teorem 4.1.6. X €T, icin

£ k—l

I K=, = nZ(;b n+1 kZ: k+l)

T

esitlik saglanir. Burada bn Teorem 3.2.7 de verilen seri aciliminin katsayisidir ve C, katsayisi
da Teorem 3.2.8 de verilen seri aciliminin rasyonel katsayisidir.
ispat: Tp =7 p \ pZ p oldugu biliniyor. O halde

_[F dx—J'F X Jdx — J' I (x)dx

TD

Zy PZyp

oldugu kolayca goriiliir. Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.5 ten
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k1

J.Fp(x)dxzyp Zb —+Z Pk k+1)

T

elde edilir.

Bilindigi tuzere I', fonksiyonunun negatif degerleri mevcuttur. Bu degerler i¢in I
fonksiyonunun Volkenborn integrali altindaki yansimasi asagidaki teoremde verilmistir:
Teorem 4.1.7. X e Z , i¢in

ZJ'l“p(—x)dx=z_[l“p (x+1)d an

n=i
p

esitligi saglanir.
Ispat: Ozellik 3.4.4 ve Teorem 4.1.1 den istenilen sonug¢ bulunur.

Teorem 4.1.8. X € Z , i¢in
IF “(x)dx =(-1) { Zb }
; P ~ "n+1
esitligi vardir. Burada | (X), X degiskenine bagli ama sabit bir sayidir.

Ispat: xe Zp ve X=a,+apP+.. olsun. p#2 icin Teorem 3.2.4 ten asagidaki esitlik elde

edilir:

0 (x)=T, (1-x)(-2)"

Burada I(x), X e bagh ama sabit bir sayidir. Yani x teki a, dur.

[T, (x)dx= [ T, (1-x)(-1)"dx

ZP ZD

veya
j 7 (x)dx = (-1)" j T, (1-x)dx (4.5)
Z Z

p P

esitlikleri sagladig goriiliir. Ozellik 3.4.4 te f fonksiyonu yerine I', fonksiyonunu ve burada x

yerine X —1 yazilirsa

J.Fp(l—x)dx: IFp(x)dx (4.6)

Z Z

p p

esitligine karsilik gelir. (4.5) denkleminde (4.6) esitligi yazilir ve P -adik gama fonksiyonunun

Volkenborn integral degeri de Teorem 4.1.2 den yazilirsa
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[T, (x)x=(-1) { ~S'h, n+J

n=0

sonucu elde edilir.

Ayni teorem p =2 icin diizenlenirse ve Teorem 3.2.4 ten de yararlanilirsa asagidaki

teorem elde edilir:

Teorem 4.1.9. p =2 olsun. O zaman
J (o= (-7 7,300
; ~ "n+l
esitligi saglanir ve burada X =a, +a, p+... olmak lizere o, (X) =g, dir ve b, Teorem 3.2.7 de

verilmistir.

I', fonksiyonunun tirevi bulunup, Volkenborn integrali altindaki degeri hesaplanilmig

ve buna bagli bazi sonuglar verilmistir.

Teorem 4.1.10. X € Z , i¢in asagidaki esitlik saglanir:

e 1)”1’(x.—1j.

n=1 j=0 - J

>

Burada a, Teorem 3.2.7 de verilmistir.

ispat: [eorem 3.2.7 den asagldaki esitlik yalelI‘:
Z‘” (X —1]
n=0 " n .

r =% anﬁ(xflj

n=0 j=0 n—|j J

Ozellik 3.1.1 (iii) 6zelliginden

esitligi elde edilir. n=0 igin esitlik tanimsizdir. O halde n>1 iken I, fonksiyonunun tirevi

tanimhdir.
Ayrica Ozellik 3.4.3 (iii) de f fonksiyonunun yerine I', fonksiyonu yazilir ve Teorem
3.2.7 den de yararlanilarak ayni sonug¢ bulunur.

Teorem 4.1.10 da X = 0i¢in asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 4.1.2. p -adik Euler sabitinin kuvvet serisiyle gosterimi

7p:zw:§an&

n=1 j=0 n-— J

seklindedir.
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Teorem 4.1.11. F’p fonksiyonunun Volkenborn integralinin degeri asagidaki gibidir:

TS (U ()
J'l“ dx=z a-—— Z[kj[ kjdx
veya denk olarak
- i _1 n-1-k X
Ir’p(x)dx=z Zan%f(kjdx (4.7)
7 n=1 j=0 k=0 J 7
integral yansimasina karsilik gelir.

X
(k] Mahler tabaninin Volkenborn integral degeri;

x—0 X x—0 X k+1

j@jdx:lim (kilj :|imkx+l(xk_1j z(_l)k (4.8)

p

elde edilir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden

sonucuna ulasilir.
X,S€Z o icin F'p (X +S +1) fonksiyonunun Volkenborn integral degerini hesaplamak i¢in

asagidaki teoremin ispati verilmelidir.

Teorem 4.1.12. X,SeZ p i¢in

esitligi saglanir.

ispat: x,se€Z , olsun. Volkenborn integral tanimindan ve Sonug 3.1.8 den

(el

p
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yazilir. Ozellik 3.1.1 (iii) den

dir ve buradan

elde edilir.

Teorem 4.1.13. Eger X,S€Z  ise

frytcesegoc- S8 L)

esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 4.1.10 dan

o n-1 _ n=j-1
I (x+s+1)=>] anL(XTs] (4.9)

Z

o n-1 _ n-j-1
jr’p(x+s+1)dx=z_ anLI(XTdeX (4.10)

p
seklinde yazilir. Teorem 4.1.12 den asagidaki esitlik elde edilir:

o ond L\ q\ik
J'F’p(x+s+1)dx:z a, (-9 —»" ( ) [ij

z n=1 j=0 n—j i Jj+1-k

p

Sonu¢ 4.1.3. X,S € Z , olsun. Teorem 4.1.13 de s =—1 i¢in asagidaki sonug elde edilir:

g et ()
JTe=23 8 e

Not: Teorem 4.1.8 ile Sonug 4.1.3 teki sonucun ayni oldugu goriliir.

Sonu¢ 4.1.4. seZ olsun.

elde edilir.

Ispat: x,s€Z , olsun ve Ozellik 3.4.3 (ii) de f = ', fonksiyonu olsun. Bu durumda

Z_[ Fp(x+s)dx—z_[ Fp(x)dx=(SF’p)(s)

p p
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esitiligi yazilir. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 kullanilarak istenen sonug elde edilir.

Teorem 4.1.14. Asagidaki esitlik saglanir:

[0 3 (P ()

o, k=1 j:Om:O(k_J)(J+1—m)

Ispat: Teorem 3.4.3 den

iliskisi vardir. Teorem 3.2.8 den

oo grmio(]

esitligi vardir. Ozellik 3.1.1. (iv) den

X+k-1
I (-a+ px) {chawk[ ) H

ve Ozellik 3.1.1. (iii) den
o i (-1) x+k-1
I (-a+px)=>Y. ' —( ) p“c,, pk! ( j ]

esitligi yazilir. k = 0iken esitlik tanimsizdir. O halde esitlik k >1 i¢in tanimhidir. Burada a =0

iken
e k1 (1) x+k-1
F'p(px)zz_ %pkcpkk{ _ j

elde edilir. Boylece,

veya denk olarak

esitligi elde edilir.
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T,=7Z,\pZ, oldugu biliniyor. Boylece, Teorem 4.1.11 ve Teorem 4.1.14 den

asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.1.15. X € Tp olsun. O halde

NV 353 30 W e NS 0 )‘““p-lku k-1
Jri(om=35 5, e 35y )

- i) S m(k=0)(j+1-m m

dir. Burada D,, Teorem 3.2.7 de verilen seri agihminin katsayisidir ve C, de Teorem 3.2.8 de

verilen seri aciliminin rasyonel katsayisidir.

4.2. p -Adik Gama Fonksiyonunun ( -Genislemesinin Volkenborn integrali

Bu kisimda p-adik gama fonksiyonunun (-genislemesinin Volkenborn integrali
altindaki degeri elde edilmistir. p-adik gama fonksiyonunun (] -genislemesinin tiirevi elde
edilip onunla ilgili baz1 teoremler bulunmustur. Bu sonuglar aracilifiyla p -adik Euler sabitinin
g -genislemesi i¢in yeni bir gdsterim verilmistir.

p -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin Volkenborn integralini bulmak i¢in bazi

teoremlere ihtiyag vardir. Oncelikle bu teoremler verilmistir.

Teorem 4.2.1. |q —llp <1, ne N olsun. ¢ -Mahler katsayisinin belirsiz toplami1
* *
S =q"
q q

neN ve |q—1|p<1 olmak iizere f(X):irp’q(n)(Xj ve
q

esitligidir.

ispat: xeZ "y

p.q’
n=0

2 X
X):Zapyq(n)(nj oldugunu kabul edelim. Burada sirasiyla 7,  ve o
q

Sf (X) fonksiyonlarinin Mahler katsayilaridir. Teorem 3.1.5 den

Sewiol ) Sl Sl

n=0 n=0 n=0

yazilir. Yukaridaki esitlik (3.6) esitligi ile diizenlenirse

gewiofe (]G ol

veya denk olarak
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n=0

N X—N+ X - X
Zap,q (n)q l[n _J - er,q (n)[ J
q q
elde edilir. Yukaridaki esitlikten

So. 0000 (}] -G

n=0

Sonne( 1] <Se 1)

dir. Budurumda n e N igin

elde edilir. Denk olarak
Opq (n) 35 quMTp,q (n _1) (n < N)

dir. f (X) fonksiyonunun belirsiz toplami

-5 03

veya

- n—Xx X
S ,0y)

yazilir. Yukaridaki esitlik n € N oldugundan n >0 icin saglanir ve
* *
S =q"
q q

Not edelim ki @ — 1 iken ¢ -Mahler katsayis1 Mahler katsayisina indirgenir.

sonug elde edilir.

Teorem 4.2.2. X,S€Z ,, |q —1|p <1 ve neN olsun. g -Mahler katsayisinin tiirevi

X+S ' qx+5|nq n qu j(qx+5k 1) X+S—j—1 X+S_1
( j =Tl 4 n+l Z H +
q q

n+1 q i k=0 n—j n

seklinde ifade edilir.
Ispat: (3.5) den

e e B}

n+1), (a™*-1)(a"-1)...(a-1)

esitligi elde edilir. Bu esitligin tiirevi alinirsa
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(qx+s _l)m(qx+s—n+1 _l)qx+s—n In q

(0™ -1)(a"-1).-(a-1)

+..+

(X-l—S] ! _ qx+s Inq(qx+s—l_1)m(qx+s—n —l)
n+1), (q”*l—l)(q”—l)...(q—l)

bulunur. Elde edilen bu esitlik diizenlenirse

X+s) Ing | (g 1) (x+s— -1 os [ X+S—1
LR e RO
a a a

=1 k=0 q n-|

seklinde yazilir.

Teorem 4.2.3. X,s€Z,, neN ve |q —1|p <1 olmak tizere (-Mahler katsayisinin Volkenborn

integrali altindaki yansimasi

X+5 | n 1 g* (g -1)(s— j-1 s—1
() B e () )
Z q j=1 k=0 " q

p

dir.

. X+S Wy _ [ X+S .
Ispat: Teorem 4.2.1 den ( j nun belirsiz toplam1 "™ S( 1] dir. Bu durumda
n n+
q

X+S AN X+S
J( . ldx: q [n+ll (0) (4.11)

esitligi yazilir. Boylece,

n—X-Ss X+S n-s S
X+S ) k n+1 k n+1
qn—x—s (O)lem q q

n+1 . x>0 x-0

0
esitligi vardir. Esitlikte x — 0 iken 6 belirsizligi ortaya cikar. Bu belirsizlikten kurtulmak icin

g -Mahler tanimindan da yararlanilarak L’hospital kuralindan,

nx_s | X+S nex_s | X+S ,
' —-Inq.q +q
(x+sj (n+lj (n+lJ
qx+s—n ; q q

0)=1I
n+1q () al

lim 1 (4.12)

elde edilir. Teorem 4.2.2 ile (4.12) esitligi diizenlenirse

n_ j-1 qs J (qs_k —1) (S— j —1] qS [S—lj [ S j
I n-s -
nad kaO( " )(qn_k_l) -1 quqml_1 N Jo AN+l

bulunur. Boylece,
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e 0)=Ingg"*
q [n+qu (0)=Ina.q 1] (qml—l)(an—l)( n— | q+qn+1_l n ),

(4.13)

elde edilir. (4.11) ve (4.13) esitsizliklerinden istenilen sonuca ulasilir.
-1

Teorem 4.2.4. Her x€Z , ve |q —1|p < p"*igin

) —nZ+n L
Irp x+1 dX:Zqu n(+1i) ng
7 - q -1

p

esitligi saglanir.

Ispat: xeZ p Olsun. Teorem 3.3.2 kullanilarak

ZIprp,q (x+1)dx :Zf ifp,q (”)Eildx = ifp,q (n) (qu dx (4.14)

n=0
esitligi yazilir. Teorem 4.2.3 de s =0 i¢in

1) -t S0 ()

p

dir. k =0 icin seri toplami 0 dir. Buradan ve Ozellik 3.3.3 (ii) nin 6zel durumundan

—n?+n

2 (1)
J[3) ox- 0 e
nj, q--1

Zy

sonucu bulunur ve (4.14) esitliginden istenilen sonuca varilir.
-1

Teorem 4.2.5. X,S€Z  ve |q—:|_|p < p**igin

- n—s+ n . s—1-j s-1-k i _
e SRS ) (o2
q

7 n=0 j=1 k=0 J ; n

p
esitligi elde edilir.

Ispat: T o.q in Mahler acilimindan yararlanilirsa

n

esitligi yazilir. Teorem 4.2.3 den
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J_ [X_,_S_lj i qn—s+1 Inq| < j-1 qsfl—j <qsfl—k _1)(5_ j _Zj +(S_2j
L) 9" -1 | S (q”"‘ —1) n—j q no),

oldugu biliniyor. Yukaridaki esitlik ve (4.15) esitliginden

> 7. (N)g"*Ing| &2 g (g -1) (s - j-2 s—2
R S e L R
q

j=1 k=0 n—|

i -1k
UL L (g™ -1)(=j-2) .-
ypq:z p’qn+1 q ? + H +q™
n—0o { -1 j=1 k=0 ( ) n—1J n q
q
esitligi yazilir.
Ispat: Ozellik 3.4.3 iin 6zel durumundan asagidaki esitlik yazilir:
Iqu x+1 dx IF dx I ,0). (4.16)
ZP P

Tereom 4.2.5 da s =0 igin

g =0 q -1 =1 k=0 (q”‘k —1)
dir. (4.17) ve Teorem 4.2.4 esitliklerini (4.16) da yazilirsa

o S ST (]

=0 =1 k=0 n—J

elde edilir. Buradan ve Teorem 3.3.4 den p -adik Euler sabitinin (-genislemesi i¢in bir seri

acilim bulunur.

Teorem 4.2.7. P -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin tiirevi

= 7,,(n)ng| &t gl » (s—j—lj i (s—j—Zj
1 - 1
nzzt; " [21: ko d™ k_l[( ) n—j q (q ) n—j q

s 1";'“q[<qn_q>(sn2jq+(;;M

seklinde yazilir.
Ispat: Ozellik 3.4.3 (iii) den
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[ Tpq(x+s+1)dx— [T, (x+5)dx =T, (s) (4.18)

yazilir. I Fp’q (X +S +1) dx degeri; Teorem 3.3.2 den

ZP

o X+S e X+
J‘Fp’q(x+s+1)dx:.|‘ er,q(n)( ] J dx=er’q(n)J‘[ ’ j dx
Z, Z, "= q n=0 Zy a

bulunur. Teorem 4.2.3 ten

w n-s n s—j s—k _ _
[ Tpq(x+s+1)dx erq nf na) {90 1)(8 ) 1] +(S 1)
Zy n= J=1 k=0 ( _1) q

elde edilir. (4.18) esitliginde (4.19) esitligi ve Teorem 4.2.5 deki esitlik kullanilirsa

S (ot o)

=0 i=1 k=0 0 n—J n—J

ey

elde edilir.

p -adik gama fonksiyonunun (-genislemesinin pZ  uzerinde Volkenborn integrali

altindaki yansimasi i¢in Mahler acilimindan yararlanilmalidir. Ancak Conrad’in buldugu Mahler
acilimi bizim igin yeterli degildir. Conradnin Mahler acilimi Barsky gibi Yardimci Teorem 3.3.1
den yararlanilarak bulunmustur. Barsky ve Conrad’in yontemi kullanilarak asagidaki teorem

elde edilir.
-1

Teorem 4.2.8. € C , |q- ) < PP icin ', , Mahler agihmi

alom)=S( | (et

k=0
ve
X XP
-1)" A, ——=Ey (X)E
;( ) P.q (pn)q! 1\q( ) q° (p)q
seklinde ifade edilir. Burada A, ,, I’ (pn) dizisinin N inci -Mahler katsayisidir.

ispat: Ozellik 3.3.4 (iv) den
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()" () ()™ (pn),

Fp,q(pn-i'l): =

(p){'ﬂq qanq ! (o) (n), !

P

yazilir. Ozellik 3.3.1 ve Tanim 3.3.2 den

(—1)"“(pn—1)q!: (1" (pn), (pn-1),! :(—1)"“(pn)q!
(P (n-1), (p), (M (P (n-1), ()" (),

bulunur. Yardimci Teorem 3.3.1 den ve (4.20) esitliklerinden

Iﬂp,q(pn):

(4.20)

elde edilir. A4 ,, ', ( pn) dizisinin N inci (-Mahler katsayisi olsun. Yardimci Teorem 3.3.1

den

. e e (X X7
;(_1) lp,q(pn)q!_Eq( X) Eqp((p)qJE%(X)Eqp[(p)“]

XP ) xx y | |
dur. Ey(X)Eqp ﬁ , € P nin (-benzeridir. (3.7) da N—> oo iken p -adik olarak
a p
q
bpvq(n)—>0 dir, bu yizden n— oo iken 4,, —>0 oldugu gortlir. O halde Fp'q(pn) nin

Mahler ag¢ilimi vardir.

Teorem 4.2.9. X € pZ , i¢in I' ) , min Volkenborn integrali

o (<1 gl [k_l logq”

ok J qkp _1
,[ Fp,q(x)dxzzzﬂ‘p,q k(1)
T (0 -Y(e7 -Y(a-)
seklinde yazilir.
Ispat: Teorem 3.4.3 den
I I, (x)dx= p‘lj L, (px)dx (4.21)
PZ, Zy

dur. Teorem 4.2.8 ve (4.21) den
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[rutser [Fa(Foeega[Te o

esitligi bulunur. I (T(Xj dx degerini hesaplayalim: (3.5) esitliginden
Zp q
) (qpx_q (qpx_qk—l)
(px) _ (9™ -1)(a™*-1)..(q"** -1) B (a™-1) q ) g
q

k (a“-1)(a**-1)..(a-1) - (a“-1)(a**-1)..(a-1)
elde edilir. Ozellik 3.3.3 (iii) kullanilirsa

) L o) ,-
k(k-1) k(kl)
g (¢ -y (@ 1)efa-D) q * (o -2)(a" -1)-(a-1)

k(k-1)

eldeedilir. A*=q 2 (qk —l)(qk’1 —1)...(q —1) olsun. O halde
pX < k=] (kzj)(kj kpx ( )( j kpx
dx=| A) (-1 Pdx = A Prdx
I =g et )
bulunur. a=q", g™ #1 igin Ornek 3.4.2 den

PX) s i 5K logg
j(qudx_AiZ;( 1)’ q [J’l 1 (4.23)

Zy

yazilir. (4.22) ve (4.23) esitliklerinden,

esitligi elde edilir.

Teorem 4.2.10. X € Tp olsun. O halde

4 (g ) -1)(a-)

ispat: (4.17) ve Teorem 4.2.9 dan istenilen sonug elde edilir.
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4.3. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Tiirevinin Fermiyonik p -adik integralleri

Bu kisimda Changhee saylar1 ve polinomlarn ile P -adik gama fonksiyonu arasinda
iligkiler elde edilmis P -adik gama fonksiyonunun integral degeri bulunmustur. Ayrica p -adik
Euler sabiti i¢in yeni esitlikler verilmistir.

Teorem 4.3.1. Xe Z , i¢in

esitlik saglanir.

. - X xP11-xP & nel 0
ispat: xeZ jve I')(x+1)=) a, || exp x+? T =Y (-1)" " nla,x" (xeE)

n=0

olsun. Boylece,

[T, (x+1)du, (x)= ian(;‘]dyl(x):ianzj@dyl(x) (4.24)

X "
yazilir. Not edelim ki (X)n =n ![ j dir. Ozellik 3.5.1 den
n

Irp(x+1)dy_1(x)=ian; (deﬂ_l(x):ian Ch,

Ly n=0 »

elde edilir.
Ozellik 3.5.3 ve (4.24) esitliginden asagidaki sonuc elde edilir.

Sonu¢4.3.1. n>0 ve XeZ , icin asagidaki esitlik saglanur:

j Fp(x+1)dy71(x):§:an (_71)” :

Z, n=0

Teorem 4.3.2. X,s € Z,, i¢in

esitligi saglanir.

Ispat: Teorem 3.2.7 den

erp(x+s)dﬂ_l(x)=zj ian(“s‘ljdﬂ_l(x):ianzj%dh(x)

=0 n

yazilir. Ozellik 3.5.2 den istenilen sonug elde edilir.
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r, (X) fonksiyonunun fermiyonik P -adik integralini bulmak i¢in asagidaki teoreme

ihtiya¢ duyulur.

Teorem 4.3.3. N>0 ve XeZ  i¢in

[

Zy

()

yazilir. Buradan ve Ozellik 3.5.3 ten,

vardir.

ispat: (3.12) esitliginden

elde edilir ve ispat tamamlanir.
. . n+l _1 ’ i o
Sonug¢ 4.3.2. ne N i¢in Ch, (—1) = (2 —1) > n! esitligi saglanir.

ispat: Ozellik 3.5.2 den j (x+ y)n dz,(y)=Ch,(x) oldugu biliyor. Buradan Ch, (—1)

Z

hesaplanilir:

dir. Teorem 4.3.3 ten

elde edilir.

Teorem 4.3.4. X,SeZ 0 olsun.

_[F(x+s d, (x S a

>
Z, nzl j

,_\
[N
~—~—
3
A
@)
=
/—\
|_\
~—~—

Iy
o
=]
/—\
|
—
~—

ispat: Teorem 4.1.10 den asagidaki esitlik yazilir:
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[T, (x+8)du, ()= 3 %](”_S_ljdu_l(x)

Z, n>1 j=0 " (n—J Z, J
n-1 (_1)”‘j = (X+S 1)
= a, - —du , (X).
n>1 j=0 (n_J) Zj J' 1( )

Buradan ve Ozellik 3.5.2 den ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.4 te S =1 iken asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3.3. X € Z , i¢in

n—

(- ch,

N LUES)

J'F’p(x+l)dy71(x): a

1
7 n>0 j=0

p
elde edilir.

Teorem 4.3.5. p -adik Euler sabitinin seri acilimi

l i
=35,
n>l j=0
seklinde ifade edilir.
ispat: (3.12) esitliginde f(x)=T"(x) iken

L, (T, (x+1))+ 1, (T (x)) = 207, (0)

yazilir. Teorem 4.1.10 ve Teorem 3.2.6 dan
ot (1) (X ot (1) (x-1
anL I [ _jd,u_l(x)+ anﬁj[ _ jdﬂ-l(x)=—27p (4.25)
=1 j=0 (n— J) z,\J n=1 j=0 (n_ J) z,\ J
esitligi elde edilir. Ozellik 3.5.3 ve Teorem 4.3.3 kullanilarak p -adik Euler sabiti igin bir seri

acilimi elde edilir.

Teorem 4.3.6. P -adik Euler sabiti ve Changhee sayilari arasindaki iliski
-1
ZZa (=) ————(Ch; +Ch; (1))
n>0 j=0 - J) Jl
dir.
Ispat: (4.25) esitliginde Ozellik 3.5.1 ve Ozellik 3.5.2 kullanilirsa
)n j-1 )n j-1
>Sa, —Ch +ZZa h (-1)=-27,
n>1 j=0 _J JI n>1 j=0 _J J'
elde edilir ve istenilen sonuca ulasilir.

p -adik gama fonksiyonunun negatif degerleri icin birka¢ sonug elde edilmistir:

Teorem 4.3.7. X € Z , i¢in
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00 hn
Z_[l“p(—x+1)dy_l(x)=;an r
ve
=& (-1)"(n-1
Il“p(—x+1)d,u (X)=>>a, Ch;
z, n=0 j=0 Jjv\n—]
saglanir.

Ispat: Teorem 3.2.7 ve ikinci tiir Changhee sayilar1 tanimindan

JF —x+1)d ., (X jZa( ]dyl =ianz_[(_;)”dﬂ1(x)=ian _n

—X n X+n-1
elde edilir. = (—1) oldugundan,
n n

ve

bulunur. Ozellik 3.5.1 den de istenilen sonuca ulasilir.

Sonug 4.3.4. Ozellik 3.5.3 ten asagidaki esitlik elde edilir:

dir.
Ispat: Teorem 3.2.7 den

IF —x—s+1)du,(x)= ZJ‘ian(_X_dey_l(x):ianzj'(_X_S)”dy_l(x)

esitligi yazilir. ikinci tiir Changhee polinomun tanimindan istenilen sonug elde edilir.
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4.4. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Tiirevinin Fermiyonik p -Adik ( -integralleri

Bu kisimda P -adik gama fonksiyonunun ve tiirevinin fermiyonik p -adik (] -integral
altindaki degeri elde edilmistir. Ayrica P -adik Euler sabiti ve (-Changee saylar1 ve polinomlari
arasindaki iliski incelenmistir. P -adik Euler sabiti icin yeni acilimlar ve gosterimler

bulunmustur.
Bu boliimde g € C iy |1—q|p < p%_p olsun.

Teorem 4.4.1. X € Z , i¢in

I o (x+1)du ( ian

Zy n=0

esitligi saglanir.

ispat: x € Z , olsun. Teorem 3.2.7 den

jl‘ (x+1)d g ( IZa[ )d,u_ X) = ianif[;(jdy_q(x) (4.26)

Zy

X ..
yazilir. Not edelim ki (X)n =N !( ] dir. Ozellik 3.5.4 den
n

> X =z Ch,
'[ Lo(x+1)du,(x)= Zan _[ (an,uq (x)= zan nlyq
z, n=0 z, n=0 .
elde edilir.
Ozellik 3.5.7 ve (4.26) esitliginden asagidaki sonuc elde edilir.
Sonu¢4.4.1. N>0 ve xeZ » i¢in asagidaki esitlik saglanir:
o0 q n
I (x+1)du (x)= an(_—j .
[ 7 (e (0= 3ia 5
Teorem 4.4.2. X,S € Z, i¢in
= Ch -1
T, (crs)da ()= g, PreED)
n=0 .
P
esitligi saglanir.
Ispat: Teorem 3.2.7 den
= (x+s-1 = x+s-1
jl‘ x+s)du_,(x)= _[Z;an[ ) jdﬂq(x):z;a” ( — ) 1 (X)
Z, = n= VA

yazilir. Ozellik 3.5.6 den istenilen sonug elde edilir.
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Teorem 4.4.3. X,se€Z, i¢in

esitligi elde edilir.
Ispat: Teorem 4.1.10 den,

bulunur. Burada Ozellik 3.5.6 6zelligi kullanilirsa ispat tamamlanur.
Teorem 4.4.3 te S =1 iken asagidaki sonug elde edilir.
Sonu¢ 4.4.2. X € Z , i¢in
ot (-1)"ch,
I (x+1)d . (x)= B ——
Z'[ P ! >l j-0 " J!(n_J)
elde edilir.

Teorem 4.4.4. P -adik Euler sabiti ve (-Changhee sayilari arasindaki iliski

-1)“(th +Ch, ,(-1))

SRR T

n>0 j=0

seklinde ifade edilir.
ispat: (3.9) esitliginde f (x)=I" (x) iken

Al (T (x+1))+1 (T, (x)) =(2), T, (0) (4.27)

dir. Teorem 4.4.3 te S=0 iken elde edilen esitlik ve Sonug 4.4.2 i, (4.27) esitliginde yazilirsa

elde edilen esitlik ile Teorem 3.2.6 dan

qzz )n " Ch Zl: B )n " Ch ( )

nx1 j=0 j=0 ( _J)

esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa ispat tamamlanur.

= _(Z)q 7o

Teorem 4.4.5. p -adik Euler sabiti icin

L (@
oy§ ,)( s J_i)!j

n>1 j=0 1+q i=0 1+q

gosterimi vardir.

Ispat: Ozellik 3.5.4 ve Ozellik 3.5.7 den ( -Changhee sayilarinin
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ch,, = n!(%j (4.28)

oldugu biliniyor. Ch, (—1) degeri icin Ozellik 3.5.9 ten Ch,, (1—2):6hn,q(2) yazilir.

é\hn,q (2) degerini (3.15) esitliginden:

ZChnq tn 1+q (1+ H_ 1+q z( i j

n' 1+q+t 1+gq+t75
veya
ST A G Y (1_Xj |
Chng(X)—= t t
nz—(; q( ) I = (1+ CI)n ; n
veya
QA tn 1 —1 1—X
Chn — = ~— "
; q(X)n! n=0 i=0(1+q} (n_']

olarak yazilir. Buradan

A n(—1 ) (1-x
Chn,q(x):;(mJ (n—ijn! (4.29)

elde edilir. Hatirlatalm ki x" = (—1)n (—X)n dir. O halde (4.29) esitligi

() Y (L™ ()
Chn,q(x)_§(1+q)i (n—i)!

sekline yazilir. (4.30) esitliginde X =2 degeri icin

n! (4.30)

) & (12 (=)@ (<L)t
Chn,q(z)—g‘ (1+q) (n—i)! §(1+q)i(n—i)!

sonucu bulunur. (4.28) ve (4.31) i, Teorem 4.4.4 te yazilir ve diizenlenirse

ZZa ):{fyﬂ+j qu

n>0 j=0 1+q i=0 1+q

(4.31)

sonucu elde edilir.

Sonugc 4.4.3. (4.30) esitliginden ikinci tir (-Changhee polinomunun seri agilimi

Chna (x)= 3 LX) (A

S (n-i)(1+q)

ifadesidir.
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4.5. p -Adik Log Gama ve p -Adik (-Log Gama Tipli Fonksiyonlar Uzerine

Bu kisimda, fermiyonik p -adik Q-integrali yardimiyla p -adik Diamond-Euler log gama
fonksiyonu, fermiyonik p -adik (-integral ile Kim’'in (-LogI" fonksiyonu ve fermiyonik p -
adik integrali ile Kim ve Rim’in tanimladig1 p -adik (-Log gama fonksiyonu tamimlanmistir ve
onlarin birkac temel 6zellikleri incelenmistir.

log o (l-I-T ) nin kuvvet serisinden yararlanilarak,

1 n+l
(1+T ) log, (l-l—T)—T = Z r(](n)-l-l)Tml oldugunu gosterelim:
n>1

, _1 n+l
IT|, <L igin ((1+T)Iogp(1+T)) =1+Iogp(1+T):1+Z(—)T” dur.

n>1 n

n+l
Buradan (1+T)|ng (1‘|‘T) = Z%TM +T +C bulunur. Burada c sabit sayidir, T =0
nx1

iken ¢ =0 saglanir ve

—l n+l
(1+T)log, (1+T)-T :ZQT“+1 (4.32)

Sn(n+1)
oldugu kolaylikla goriiliir.

Kim ve Hu'nun diisiincesinden yararlanilarak, fermiyonik p -adik ( -integraliile p -adik

Diamond-Euler Log Gama fonksiyonu, X € C o \Z o l¢in

Loglp e (%)= I ((x+u)|ogp(x+u)—(x+u))dy7q (u) (4.33)

Zy

olarak tanimlanir.
Teorem 4.5.1. (Stirling’in Serileri) x € C , Ve |X|p >1 olsun. Asagidaki iliski saglanir.
(_1)n+1 1

LOgFD,E,—q (X) = EWF Em—l,q— |Og b X El,q—(x IOg b X+ X)

ispat: g(x,u)=(x+u)log, (x+u)—(x+u) olsun.

g(xu)= x(1+%)[logp(1+%j—logp xj—(x+u): x((u%jlogp (l+%)—%}—(x+u)(logp x+1)+u

<1 oldugundan (4.32) den
p

olarak duizenlenir. U € Z , i¢in
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g(x.u)= xz((_i—tj)(%jn+l—(x+u)logp X—X

n>1 N

bulunur ve g(x,u) nun fermiyonik p -adik q -integrali altindaki yansimasi

n+lhp
u
Loglp ¢ ( ] I[ 1) (x+u)|ogpx—de,u_q(u)

K n>ln n+1

p

veya

—
o
«
)1
O
m
fle)
—~
~
I
|
H
N
S
T
L
=

FZJ' u™d g g (u)—log, x [ ud e (u)=(xlog, x+x) [ dz(u)

Zy Zy

bulunur ve (3.25) ten

_1 n+l 1 N N
LOgFD,E,—q (X) = éﬁ; En+l,q— |Og b X El,q—(X |0g p X+ X)

sonucu elde edilir.

Teorem 4.5.2. xe C /\Z ; i¢in

I\ = n(n+1)

qLogly e o (X+1)+Logly e (x)=(2) LZ (™ Enaq(-1)- El,q]

esitligi vardir.

ispat: (3.9) esitliginden

qLogl ¢ o (x+1)+Loglpe o (X)=(2), LogTp e ,(0) (4.34)
yazilir. (4.33) esitliginde x =0 yazilirsa
LogTg e o(0)= [ (ulog,u—u)du,(u)= [(((u-1)+1)log, ((u-1)+1)—(u-1)-1)d s, (u)
Z Z

p p

olarak diizenlenir. (4.32) esitliginden yararlanilirsa

LogToe 1 (0)- | (z(‘l):,}rfi;)l)m —1jdﬂ.q<u)=z 0 g ) o (0

>
Z, n>1

esitligi bulunur. (3.25) ve (3.26) ten

_1 n+l N N
LOgFD'E’_q (0) = le rg(n)_’_l) En+l,q (—1)— El,q

esitligi elde edilir ve bu esitligi (4.34) de yazilirsa istenilen sonug elde edilir.

T. Kim'in q-LogI" sinin fermiyonik ¢ -integralile xe C j\Z , icin
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G

p.—q

=Zj((x+(u)q)logp(x+(u)q)—(x+(u)q))d,u_q(u) (4.35)

seklinde tanimlanir. Burada |ng Iwasawa logaritmasidir.

Teorem 4.5.3. xe C \Z  i¢in

n+l
&iénﬂq log, XEsq—(xlog, x+X)

G (X) - Z

Sn(n+1) x"

dir.

ispat: g(x,(u)q):(x+(u)q)logp(x+(u)q)—(x+(u)q) olsun.
g(x,(u)q)—x[[ (Ux)qngp(1+%}_(u%]—(x+(u)q)(logpx+1)+(u)q

diizenlenir. (4.32) ve (4.35) dan

n+1

6, o)~ [ [z%” (x+<u>q)'ogpxx}dﬂq<u>

n>1 n
p

denk olarak

Gp'q(x):zrs(_i):;)%f(u):“dyq(u)—logpxzj (u), daq (u)= [ (xlog, x+x)d s (u)

n>1 7 7

p p

yazilir. (3.19) ve (3.20) esitliklerinden

(_l)n+l 1
prq(X)ZZlm—Em—lq |Og XElq (Xlong+X)

oldugu gorilir.

Teorem 4.5.4. xe C /\Z  i¢in

06, o (x+1)+6, ,(0)=(2), 2V £, (1) (2)

S n(n+1)

iliskisi vardir.
ispat: (3.9) esitliginden
4G, (X +1)+G, 4 (x)=(2),G,4(0) (4.36)

yazilir ve (4.35) esitliginden,

(0= ] (.00, 1), ~(u) o

elde edilir. (u)q =(q (u —1)q +1 oldugu biliniyor ve bu esitlikten
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G, ,(0)= j ((a(u-2), +1)tog, (a(u-1), +1)-a(u-1),~1)du, (u)

p

elde edilir. (4.32) den

6,0~ |z n(?n(ﬂl‘)l)q) o) S (00, 0 0)-2

n>1
Ly

n+l

esitligi bulunur. (3.18) esitliginden

elde edilir ve bu esitlik ile (4.36) esitliginden

4Gs, o (x+1)+ G, (x) =(2), 2,

n>1 n

(_q)n+l N

(n +1) Eniiq (—1) - (Z)q

sonucu bulunur.

Kim ve Rim ‘in tamimladigi P -adik (-log gama fonksiyonunun fermiyonik P -adik
integraliile xe C /\Z  i¢in

Gpvq’_l(x):(!((x+u)q log, (x+u)q —(x+u)q)dy_l(u). (4.37)

p

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.5.5. xe C /\Z  icin

-1 n+l qx(n+1)
Gp,q,—l(x) - Z ( )

E...—q"l E - | -
nzln(n+1) (X): n+l,q q ng(X)q 19 (X)q ng(x)q (X)q

esitligi saglanir.

ispat: g(x,u)=(x+u)q Iogp(x+u)q —(X+U)q olsun. (x+u)q :(X)q +qX(U)q oldugundan

g(x,u) :(x)OI [[H qQ* Eiijlogp [1+qX Ei;: J—qx Ei;: J—((x)q +qx(u)q)(logp (x)q +1)+q‘(u)q
seklinde diizenlenir. (4.37) esitliginden
Gy (=3 8 (), (1), [ (), s (0) - J (), 109, (), (), e ()

= n(n+1) (x): K,

Z Z

P P P

yazilir. (3.21) esitligi kullanilirsa

-1 n+l qx(n+1)
Gp,q,—l(x) - Z ( )

=n(n+1) (x)'

q

En‘*'lxq _qx Iogp (X)q El,q _(X)q Iogp (X)q _(X)q
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bulunur.

Teorem 4.5.6. xe C /\Z  i¢in
(_q)n+l
G 1)+G =2|  ——FE -1)-1
et (1) 46,1 () [;MM) ) j

iliskisi vardir.
Ispat: (3.12) ve (4.37) dan
Gpo1(X+1)+G,q 4 (X)=2G,, 4(0) (4.38)

oldugu gorilur. Gp'qﬁl(O) 1n degeri;

Gpy-+(0)= [((u), log, (), ~(u), s (u)

Zy

yazilir ve burada (u)q =( (u —1)q +1 oldugu biliniyor. Boylece,

G, _f(( - +1)Iog (q(u—l)q+1)—q(u—1)q—1)d,u_1(u)
Zy,
olarak diizenlenir. (4.32) esitliginden

prqﬁl(o):‘[ Z(_l) n((qn(i;)]')q) _1 d,ul(u)zz(_q)m ((u —1)q)n+ldﬂfl(u)—1

>
Z, n>1

yazilir ve (3.23) esitliginden de

elde edilir. (4.38) ten

Cpu (1) Gp,q,-1<x>=z@ ﬁg‘n’ﬂ)enﬂq(—l)—lj

sonucu bulunur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1. Sonuclar

Bu tez calismasinda elde edilen sonuclar matematik, fizik, miihendislik ve diger bilim
dallarina 1s1k tutacaktir. Bulgular kismi bes kisimdan olusmaktadir.

Ik kissmda p -adik gama fonksiyonu ve Volkenborn integrali iizerine ¢ahigilmistir. Bu
boliimin ilk teoreminde p-adik gama fonksiyonunun Volkenborn integral degeri elde
edilmistir. ikinci teoremde, p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integral degeri ile p -adik
Euler sabiti arasinda iliski elde edilmistir. Ugiincii teoremde P -adik gama fonksiyonunun

Volkenborn integral degerinin ifadesi, seri acihm ile bulunmustur. Ikinci ve iigiincii

teoremlerden p -adik Euler a¢iliminin bir baska gosterilimi elde edilmistir. Dordiincii teoremde

bir fonksiyon olarak p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali incelenmistir. Besinci

teoremde, P -adik gama fonksiyonunun pr lizerinde integral degeri arastirilmistir. Bu

boliimiin altinci teoreminde, P -adik gama fonksiyonunun Tp lizerinde P -adik integral degeri

incelenmistir. Yedinci teoremde, P -adik gama fonksiyonunun negatif degerleri icin Volkenborn
integral degeri bulunmustur. Sekinci teoremde, P -adik gama fonksiyonunun tersinin
Volkenborn integral degeri hesaplanmistir. Dokuzuncu teoremde ise sekizinci teoremin p =2
icin degeri bulunmustur. Onuncu teoremde ise bu sefer P -adik gama fonksiyonunun tiirevi
bulunmus ve X =0 degeri hesaplanarak p -adik Euler sabiti i¢in bir kuvvet serisiyle gosterim
verilmistir. Onbirinci teoremde, P -adik gama fonksiyonunun tiirevinin Volkenborn integral

degeri arastirilmistir. Onikinci teoremde ise iki degiskene baglhh Mahler tabaninin Volkenborn

integrali incelenmistir. Onii¢iincii teoremde ise iki degiskene baglh P -adik gama fonksiyonunun

tiirevinin Volkenborn integrali hesaplanmistir. Ondorduncii teoremde ise P -adik gama

fonksiyonunun tiirevinin pZ , uzerinde P -adik integral degeri, Onbesinci teoreminde ise P -

adik gama fonksiyonunun tiirevinin Tp tizerindeki Volkenborn integral degeri bulunmustur.

Bulgular béliimiiniin ikinci kisminda, P -adik gama fonksiyonunun (-genislemesi ve
Volkenborn integrali diisiintilmiistiir. Teorem 4.2.1 de, ( -Mahler katsayisinin belirsiz toplami
bulunmustur. Teorem 4.2.2 de ( -Mahler katsayisinin tiirevi elde edilmistir. Teorem 4.2.3 te ( -
Mahler katsayisinin Volkenborn integrali bulunmustur. Teorem 4.2.4 de ise P -adik gama
fonksiyonunun ( -genislemesinin Volkenborn integral degeri elde edilmistir. Teorem 4.2.5 de
iki degiskene bagli p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali incelenmistir. Teorem

4.2.6 da p -adik Euler sabitinin Q -genislemesi icin yeni bir gésterim elde edilmistir. Teorem

73



Ozge Colakoglu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2018

4.2.7 de P -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin tiirevi bulunmustur. Teorem 4.2.8 de

p -adik gama fonksiyonunun PN degeri icin Mahler agilimi bulunmustur. Teorem 4.2.9 da p -

adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin pZ p Uzerinde P -adik integral degeri bulunmus

ve Teorem 4.2.10 da ise P -adik gama fonksiyonunun ( -genislemesinin Tp lizerinde P -adik
integral degeri incelenmistir.

Tezin bulgular béliimiiniin g¢lincli kisminda ise P -adik gama fonksiyonu ve fermiyonik
p -adik integrali incelenmistir. Bu kismin ilk teoreminde P -adik gama fonksiyonunun
fermiyonik p -adik integral degeri Changhee sayilar ile ifade edilmistir. Teorem 4.3.2 de iki
degiskene bagh p -adik gama fonksiyonunun fermiyonik p -adik integral degeri bulunmustur.

Sonug¢ 4.3.2 de ise Changhee sayisinin -1 deki degeri bulunmustur. Teorem 4.3.3 de Mahler

tabaninin fermiyonik P -adik integral degeri hesaplanmis, Teorem 4.3.4 de P -adik gama
fonksiyonunun tiirevinin fermiyonik P -adik integral degeri verilmistir. Teorem 4.3.5 de P -
adik Euler sabiti icin yeni gosterimi fermiyonik P -adik integral kullanilarak hesaplanmistir.
Teorem 4.3.6 da ise P -adik Euler sabiti ile Changhee sayilar1 arasinda bir iliski elde edilmistir.
Teorem 4.3.7 de ise p-adik gama fonksiyonunun negatif degerleri icin p-adik gama
fonksiyonunun fermiyonik p -adik integral altinda degeri verilmistir. Benzer sekilde Teorem
4.3.8 de iki degiskenli p -adik gama fonksiyonunun fermiyonik P -adik integral degeri i¢in bir

sonug verilmistir.

Bulgular béliimiiniin dérdiincii kisminda p -adik gama fonksiyonunun fermiyonik p -
adik q -integrali lizerine bir ¢alisma mevcuttur. Teorem 4.4.1 de P -adik gama fonksiyonunun
fermiyonik p -adik Q-integral degeri Changhee sayisinin ( -genislemesiyle ifade edilmistir.
Teorem 4.4.2 de iki degiskene bagh p -adik gama fonksiyonunun fermiyonik p -adik ( -integral
degeri bulunmustur. Teorem 4.4.3 de P -adik gama fonksiyonunun tiirevinin fermiyonik p -
adik ( -integrali hesaplanmistir. Teorem 4.4.4 de P -adik Euler sabiti ile Changhee sayilari
arasinda bir iliski verilmistir. Teorem 4.4.5 de p -adik Euler sabiti icin ( sayilarla yeni bir
kuvvet serisi acilimi bulunmustur. Son olarak ikinci tiir -Changhee polinomu icin bir seri

acilimi verilmistir.

Bulgular boliimiiniin son kisimda, fermiyonik p -adik q -integrali yardimiyla p -adik

Diamond-Euler log gama fonksiyonu tanimlanmis ve Teorem 4.5.1 de bu fonksiyonun Stirling’in
seri acilimi ve ayrica Teorem 4.5.2 de bu fonksiyon icin 6nemli bir 6zellik verilmistir. Bu kisimda

fermiyonik p -adik ( -integrali ile Kim’in - LogI" fonksiyonu tanimlanmis ve Teorem 4.5.3 de

bu integral yardimiyla stirling serileri verilmis ve Teorem 4.5.4 de ise bu tanim altinda p -adik
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Euler sayilarinin ( -genislemesiyle ilgili bir sonu¢ verilmistir. Bu kisimda son olarak Kim ve
Rim’in tanimladigi p-adik (-Log gama fonksiyonu fermiyonik P -adik integrali ile

tanimlanmis ve Teorem 4.5.5 de bu fonksiyon yardimiyla Stirling’in serileri bulunmus ve ayrica

Teorem 4.5.6 da tanimlanan fonksiyonun ilgi ¢cekici bir 6zelligi incelenmistir.
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5.2. Oneriler

Bu tezde elde edilen sonuglar kullanilarak cesitli p -adik gama fonksiyonlari, p -adik ( -
log gama fonksiyonlar1 ve bunlarin tlrevleri tanimlanarak Volkenborn integralleri, (-
Volkenborn integralleri, fermiyonik p -adik ( -integralleri altindaki yansimalar1 incelenebilir.
Ayrica, gesitli p-adik (-gama fonksiyonlarinin farkl tiirdeki polinom aileleri ile iliskileri

arastirilabilir.
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