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ÖZET 
 

p-ADİK GAMA FONKSİYONU VE q-GENİŞLEMESİNİN İNTEGRAL GÖSTERİMLERİ  
 
 
Bu çalışmada p -adik gama fonksiyonu ve q -genişlemesinin Volkenborn, q -

Volkenborn, fermiyonik p -adik integral ve fermiyonik p -adik q -integral altındaki değerleri 
incelenmiştir.   

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır: 
İlk bölümde p -adik gama fonksiyonu, p -adik gama fonksiyonun q -genişlemesi, 

Volkenborn integrali, fermiyonik Volkenborn integrali, q -Volkenborn integrali ve fermiyonik q
-Volkenborn integrali hakkında bilgi verilmiştir. Ayrıca q -Euler sayı ve polinomları ile 
Changhee sayı ve polinomları hakkında kısa bilgiler verilmiştir. 

İkinci bölümde, p -adik gama fonksiyonu ve q -genişlemesini, integralleri ve Euler ile 
Changhee sayı ve polinomları üzerine çalışmalardan bahsedilmiştir. 

Üçüncü bölümde, literatürde yer alan ve bu çalışmada kullanılan tanımlar, teoremler ve 
özelliklerden bahsedilmiştir. 

Dördüncü bölüm de, tezin bulgular kısmıdır. Bu bölüm beş kısma ayrılmıştır. İlk kısımda 
p -adik gama fonksiyonu ve türevinin Volkenborn integrali, ikinci kısımda p -adik gama 

fonksiyonunun q -genişlemesinin ve türevinin Volkenborn integrali, üçüncü kısımda p -adik 
gama fonksiyonu ve türevinin fermiyonik p -adik integrali, dördüncü kısımda p -adik gama 
fonksiyonu ve türevinin fermiyonik p -adik q -integrali incelenmiştir. Son kısımda ise p -adik 
log gama ve p -adik q -log gama tipi fonksiyonu üzerine teoremler bulunmuştur. 

Son bölümde, sonuçlar ve öneriler verilmiştir. 
 

 
Anahtar Kelimeler: p -Adik Sayılar, p -Adik Gama Fonksiyonu, p -Adik Gama Fonksiyonunun 
q -Genişlemesi, Volkenborn İntegrali, q -Volkenborn İntegrali, Fermiyonik p -Adik İntegral. 
 
Danışman: Prof.Dr. Hamza MENKEN, Mersin Üniversitesi, Matematik Anabilim Dalı, Mersin. 
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ABSTRACT 
 

THE INTEGRAL REPRESENTATIONS OF p -ADIC GAMMA FUNCTION AND ITS q -
EXTENSION 

 
In this study, Volkenborn, q -Volkenborn, fermionic integrals of p -adic gamma function 

and its q -extension have been investigated. 
This thesis is composed of five chapters: 
In the first chapter, information about p -adic gamma function, q -expansion of p -adic 

gamma function, Volkenborn integral, fermionic Volkenborn integral, q -Volkenborn integral 
and fermionic q -Volkenborn integral are given. In addition, brief information about q -Euler 
numbers and polynomials and Changhee numbers and polynomials were given and also 
information about thesis work was given. 

In the second chapter, p -adic gamma function and its q -expansion, integrals and Euler 
and Changhee numbers and polynomials are discussed. 

In the third chapter, definitions, theorems and properties which is used in this work are 
mentioned. 

In the fourth chapter is findings of the thesis. This chapter is divided into five sections. In 
the first section, the Volkenborn integrals of the p -adic gamma function and its derivative was 
given. The Volkenborn integrals of the q -expansion of the p -adic gamma function and the 
derivative of the q -expansion of the p -adic gamma function in the second section was given. In 
the third section, the fermionic p -adic integrals of the p -adic gamma function and its 
derivative and in the fourth section, the fermionic p -adic q -integrals of the p -adic gamma 
function and its derivative was investigated. In the final section, theorems on p -adic log gamma 
and p -adic q -log gamma type functions have been found. 

In the last section, the conclusions and recommendations were given. 
 
Keywords: p -adic Number, p -adic Gamma Function, q -extension of p -adic Gamma 
Function, Volkenborn Integral, q -Volkenborn Integral, Fermionic p -adic Integral. 
 
Advisor: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Department of Mathematics, University of Mersin, Mersin. 
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1. GİRİŞ 

 

Bilindiği gibi ℝ  reel sayılar cismi (Arşimed prensibini sağladığından) Arşimedyan bir 

cisimdir. Birçok Arşimedyan olmayan cisim vardır. Bunlardan biri,  ℚ𝑝, p -adik sayılar cismidir. 

Şimdi p
⋅  p -adik normunun ve p -adik sayılar cismi ℚ𝑝 nin tanımını hatırlatalım. 

p  keyfi ve sabit bir asal sayı olsun. Herhangi bir 𝑥 ∈ ℚ, 0x ≠  için, 

. ax p
b

α= , |p a b⋅/  

olacak şekilde tek türlü belirli bir  𝛼 ∈ ℤ tamsayısı vardır ve  

p
x p α−=  

ile tanımlanır. Eğer 0x = ise 0 0
p
=  olarak alınır. p

⋅  fonksiyonu bir norm tanımlar ve üçgen 

eşitsizliğinden daha güçlü ve ultrametrik üçgen eşitsizliği olarak bilinen, 

{ }max ,
p p p

x y x y+ ≤  

eşitsizliğini sağlar. Ultrametrik üçgen eşitsizliğini sağlayan normlara Arşimedyan olmayan norm 

ve bu normlu cisimlerde yapılan analize de non-Arşimedyan Analiz denir. ℚ rasyonel sayılar 

cisminin p
⋅  p -adik normuna göre tamlaştırılmasıyla elde edilen cisme, ℚ𝑝 , p -adik sayılar 

cismi denir. Ostrowski teoremi ile ℚ rasyonel sayılar cisminin mümkün olan bütün 

tamlaştırmaları, Arşimedyan olan ℝ reel sayılar cismi ve p  bir asal olmak üzere, Arşimedyan 

olmayan  p -adik sayılar cismi, ℚ𝑝 olarak belirlenmiştir.  

p -adik sayılar cismi, ℚ𝑝 1904’te Kurt Hensel tarafından inşa edilmiş ve sayılar 

teorisinde, cebirsel geometride, cebirsel ve aritmetiksel dinamiklerde ve şifreleme gibi 

matematik alanlarında kullanılmıştır. Tıp, psikoloji, sosyoloji, kontrol teorisi, ekonominin çeşitli 

alanlarındaki gerçek problemler için p -adik metotların gelişmesi büyük fırsat ve şans olmuştur 

[1].  

1987’de I. V. Volovich tarafından bazı fiziksel sistemlerin modellenmesinde ve p -adik 

saçılma genliğinin yapılandırılmasıyla birlikte p -adik sayılar uygulamalı alanlarda 

kullanılmaya başlamıştır. Örneğin; sicim (string) teorisinde, kuantum mekaniğinde, p -adik 

yerçekimi ve kosmolojide, Plank ölçeğinde, p -adik uzay zaman yapısında, dinamik sistemde, 

olasılıksal süreçlerde, genetik kodlamaların yapısında kullanılmıştır. p -adik sayıların, p -adik 

gama fonksiyonunun ve q -genişlemesinin ve p -adik integrallerinin örnekleri [2-4] 

kaynaklarından daha detaylı olarak incelenebilir. 
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1975'te Y. Morita tarafından ortaya atılan p -adik gama fonksiyonu aslında faktöriyel 

fonksiyonunun bir p -adik interpolasyonudur [5]. p -adik gama fonksiyonunun birçok kullanım 

alanı vardır. Bunlardan biri temel parçacıkların modern birleştirilmesi olan sicim teorisindedir. 

Burada temel parçacıkların saçılımını tanımlayan Veneziano genliği Morita’nın p -adik gama 

fonksiyonu ile tanımlanmış ve p -adik gama fonksiyonunun birçok özelliği kullanılmıştır [1]. 

Kuantum teorisi sonlu fark ölçeklemesine bağlıdır. q -analizin tarihi 18. yüzyıla 

dayanmaktadır. Aslında Leonard Euler’e (1707-1783) kadar uzanır. q -analizin geliştirilmesi, 

Euler'in analitik sayı teorisi olarak da adlandırılan parçalar teorisi 1740'lı yıllarda başlamıştır. 

Son zamanlarda bu konuya ilgi artmıştır. q -analizin çeşitli alanlarda son derece verimli 

olduğunun ispatlanması, bilgisayar bilimi ve parçacık fiziği gibi hayati alanlarda geniş uygulama 

alanlarının bulunması ve aynı zamanda analitik sayılar teorisinde çalışan araştırmacılar için 

önemli bir araç olarak işlev görmesi, bu ilginin artmasına neden olmuştur. 𝑞-analiz bir yüzyıldan 

fazladır çalışılmasına rağmen q -Bernstein, q -Genocchi sayıları ve polinomları gibi birçok özel 

sayılar ve polinomlar bugün halen gizemini korumaktadır [6]. 

Morita’nın p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesi 1980 de N. Koblitz tarafından 

tanımlanmıştır [7,8]. p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin uygulamasına örnek 

vermek gerekirse, sicim teorisinin aritmetik benzeri olan p -adik sicim teorisindedir ve ayrıca 

Veneziano genliğinin kuantum’a genişletilmesinde Koblitz’in p -adik gama fonksiyonunun q -

genişlemesi kullanılmıştır [9]. 

Mahler açılımı (Mahler expansion), sürekli fonksiyonların ℤ𝑝 den ℚ𝑝 nin tam 

genişlemelerini temsil eden yaygın bir yöntemdir. Mahler açılımının kısmi toplamları, her 

sürekli fonksiyona yakınsayan polinomların özel bir dizisini verir. 1958’de K. Mahler binom 

katsayısı gibi özel polinomları kullanarak p -adik değerli sürekli fonksiyonlar için bir açılım 

tanımlamıştır [10]. Ayrıca Mahler, p -adik alanında tanımlanmış p -adik değerli fonksiyonların 

önemli özelliklerini de araştırmıştır. D. Barsky, p -adik gama fonksiyonunun Mahler açılımlarını 

incelemiştir [11]. K. Conrad, Barsky’nin yöntemini kullanarak p -adik analizde sürekli 

fonksiyonlar için Mahler açılımının q -benzerini tanımlamış ve p -adik gama fonksiyonunun q -

genişlemesinin q -Mahler açılımını elde etmiştir [12]. 

Volkenborn integrali ilk defa 1971’de A. Volkenborn tarafından ortaya konulmuştur 

[13,14]. Volkenborn integralini kullanarak J. Diamond log  gama fonksiyonu için bir tanım 

vermiştir [15]. 2002’de T. Kim, p -adik q -integralini ( q -Volkenborn integrali) tanımlamıştır 

[16]. Ardından fermiyonik p -adik q -integral ve fermiyonik p -adik integral ortaya çıkmıştır 

[17]. Bu integraller yardımıyla bazı özel sayılar ve polinomlar ifade edilmiştir.  
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Özel sayılar ve polinomlar olasılık, istatistik, matematik, mühendislik gibi birçok alanda 

matematikteki temel işlemlerin yetersizliğinden dolayı kullanılmaktadır. Örneğin hava uzay 

mühendisleri, jet roketlerin izdüşümünü modellemek için polinomları kullanmıştır [18]. İki yüz 

yıldır çalışılan özel sayıları ve polinomları incelemek ve araştırmak için birçok farklı metot ve 

teknik kullanılmıştır. Volkenborn integrali, fermiyonik p -adik integral ve fermiyonik p -adik q

-integrali, bazı özel polinomların çeşitli genelleştirmeleri ve bilinen formüllerinin dışında 

yenilerini elde etmek için güçlü bir araçtır. 

Bu tezde, p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali, fermiyonik p -adik 

integrali ve fermiyonik p -adik q -integrali ile p -adik q -gama fonksiyonunun Volkenborn 

integrali ele alınmış, ilgi çekici teoremler ve sonuçlar verilmiştir. Ayrıca, log gama ve p -adik q -

log gama tipli fonksiyonlar üzerine çalışılmıştır.  

   

  

3 
 



Özge Çolakoğlu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2018 

2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 

1975'te Y. Morita tarafından ortaya atılan p -adik Gama fonksiyonu aslında faktöriyel 

fonksiyonunun bir p -adik interpolasyonudur [5]. Bu fonksiyon büyük bir ilgi görmüştür. J. 

Diamond (1977) [15], D. Barsky (1981) [11], B. Dwork (1983) [19], T. Kim (1997) [20], K. 

Conrad (1997) [21] gibi birçok araştırmacı tarafından çalışılmıştır. B. Gross ve N. Koblitz (1979) 

[22], H. Cohen ve E. Fridman (2008) [23], I. Shapiro (2012) [24] gibi yazarlar tarafından bazı 

özel fonksiyonlar ile p -adik Gama fonksiyonu arasındaki ilişki araştırılmıştır.   

N. Koblitz [7,8] tarafından tanımlanmış olan p -adik gama fonksiyonunun q -

genişlemesi H. Nakazato [25], Y. S. Kim [26],  ve birçok yazar tarafından incelenmiştir. 

Taekyun Kim, 2002 yılında q -Volkenborn integralini ve fermiyonik anlamda q -

Volkenborn integralini tanımlamıştır [16]. 2005’te de fermiyonik anlamda q -Volkenborn 

integralinin bazı özelliklerini araştırmış ve bu integralden yararlanılarak q -Euler sayısını 

tanımlamıştır [17]. 2008’de fermiyonik anlamda q -Volkenborn integralini kullanarak Bernoulli 

ve Euler sayılarına ilişkin Witt formülleri verilmiştir [27]. p -adik sayılar cismi üzerinde Euler 

sayıları ve polinomları ile ilgili Bernstein polinomlarının fermiyonik p -adik integral temsilleri 

üzerine çalışılmıştır [28]. Fermiyonik p -adik integral kullanılarak, Bernoulli polinomları, Euler 

polinomları, Changhee polinomları genellemeleri ve trigonemetrik fonksiyonlar üzerine 

çalışılmıştır [29-32].  

T. Kim ve arkadaşları fermiyonik p -adik integrali kullanarak Changhee sayıların 

integral temsillerini bulmuş ve ikinci tip Changhee sayılarını tanımlamıştır [33]. Y. Şimsek ve A. 

Yardımcı Volkenborn integralini kullanarak Changhee, Euler, Daehee sayılarını içeren özel 

sayılarla ilgili bazı özellikler bulmuşlardır [18]. J. Kwon ve arkadaşları, Changhee 

polinomlarından üretilen fonksiyondan diferansiyel denklemin bir ailesini elde etmişler ve bu 

diferansiyel denklemin çözümü üzerine çalışmışlardır [34]. 

p  üzerinde fermiyonik p -adik q -integrali, q -zeta fonksiyonunun fonksiyonel 

denkleminde, q -stirling sayılarında ve Iwasawa’nın p -adik q -L fonksiyonununda 

kullanılmıştır. Ayrıca fermiyonik p -adik q -integrali kullanılarak, özel Twist polinomları, 

Daehee, Changhee, Euler, Beurnoulli gibi sayılar ve polinomlar ve bunların q -genişlemeleri 

tanımlanmış ve onların ilgi çekici özellikleri elde edilmiştir [35-40]. 

p -adik q -integrali ile bunun integral denklemi kullanılarak özel sayıların ve 

polinomların yeni özel aileleri için fonksiyonlar oluşturulmuş ve ayrıca bunların oluşturduğu 

fonksiyonların kısmi türevli denklemleri, fonksiyonel denklemi ve diğer özellikleri bulunmuştur 
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[41]. q -Volkenborn integrali üzerinde çeşitli değişkenlerin fonksiyonları için modifiye edilmiş 

q -Bernstein polinomları ele alınmış ve bazı özel sayıların ve polinomların yeni özellikleri 

incelenmiştir [42]. 

Euler polinomları, Bernoulli polinomları Leonard Euler (1707-1783) tarafından 

tanımlanmıştır. Sistematik olarak çalışılmaya devam edilmiş ve birçok genellemeleri 

tanımlanmıştır. 1954’te Leonard Carlitz, klasik Bernoulli ve Euler polinomlarını ve sayılarını 

genişleterek q -Bernoulli ile q -Euler polinomlarını ve sayılarını tanımlamıştır [43,44]. L. 

Carlitz’in tanımlamış olduğu q -genişlemeleri üzerine birçok yazar çalışmıştır [45-47]. Daha 

sonra T. Kim, Carlitz’in q -Euler polinomunun farklı bir tanımını vermiştir [48-54]. Son 

zamanlarda bu sayılar ve polinomlar ile ilgili birçok çalışma mevcuttur. Özellikle q -Volkenborn 

integralinin tanımlanmasıyla bu çalışmalar hız kazanmıştır [55-60].  
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

3.1. p -Adik Sayılar 

 

Bu bölümde p -adik analiz ile ilgili tanımlar, teoremler ve özellikler verilmiştir.  

 

3.1.1. Bir Cisim Üzerinde Norm 

 

Tanım 3.1.1. F  bir cisim olmak üzere, [ ). : F 0,→ ∞  fonksiyonu, aşağıdaki üç koşulu  

i. Her x F∈  için, 0x ≥ , 0 0x x= ⇔ =  

ii.  Her ,x y F∈  için, xy x y=  

iii.  Her ,x y F∈  için, x y x y+ ≤ +  

sağlıyorsa bu fonksiyona bir norm denir. 

Eğer bu fonksiyon, 

iv. Her ,x y F∈  için, { }max ,x y x y+ ≤  

koşulunu da sağlarsa bu norma F  üzerinde bir non-Arşimedyan (Arşimed olmayan) norm denir 

[61]. 

( )iv  koşulu, ( )iii  koşulundan daha güçlüdür. Çünkü { }max ,x y x y≤ +  eşitsizliği, 

,x y F∀ ∈  için sağlanır. 

Örnek 3.1.1. 𝑥 ∈ ℚ  olmak üzere, 

    ,    0
 ,    0

x x
x

x x
≥

= − <
 

şeklinde tanımlanan genel mutlak değer normu bir Arşimedyan normdur. Çünkü 1x = , 1y =  

için, { }1 1 max 1 , 1+ ≤  eşitsizliği doğru olmadığından, ( )iv  koşulunu sağlamaz. 

Örnek 3.1.2. F  bir cisim olmak üzere, x F∈  için, 

1 ,    0
0 ,    0

x
x

x
≠

=  =
 

ile tanımlı norm herhangi bir F  cismi için non-Arşimedyan bir normdur. Bu norma trivial 

(aşikâr) norm denir. 

Yardımcı Teorem 3.1.1. Bir F  cismi üzerinde herhangi bir .  normu için aşağıdakiler sağlanır 

[61]: 
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i. 1 1= . 

ii. x F∈  ve { }\ 0n∈  için, 1nx =  ise 1x =  dir. 

iii. 1 1− = . 

iv. Her x F∈  için, x x− = . 

v. Eğer F  sonlu bir cisim ise, .  normu trivialdir. 

 

3.1.2. p -Adik Değerlendirme ve p -Adik Norm 

 

Tanım 3.1.2. p  herhangi bir asal sayı olsun. Sıfırdan farklı bir 𝑛 ∈ ℤ  sayısı için ( )p nν , n  yi 

bölen p nin en büyük kuvvetini göstersin, öyle ki  

( )p nn p nν ′=  ve |p n′/  

biçiminde yazılır ve bu yazılım tektir. Bu takdirde, 

𝑣𝑝:ℤ \{0} → ℤ+ ∪ {0} 

fonksiyonuna  ℤ  de p -adik değerlendirme denir [61]. 

Örnek 3.1.3. 5p =  için 135 sayısı, 1135 5 .27=  olduğundan, ( )5 135 1ν =  bulunur. 

Not 3.1.1. 𝑥 = 𝑎
𝑏 ∈ ℚ\{0}  için, 

                                                           ( ) ( ) ( )p p px a bν ν ν= −                                                                  ( )3.1  

tanımı ile pν  fonksiyonu, ℚ rasyonel sayılar cismine genişletilmiş olur. Burada ( )p xν  değeri, x

değişkeninin kesir gösteriminden bağımsızdır. Yani, a b c d=  ise, 

( ) ( ) ( ) ( )p p p pa b c dν ν ν ν− = −  

eşitliği elde edilir. Kolayca gösterilebilir ki, 𝑥 = 𝑎
𝑏 ∈ ℚ\{0} için, p -adik değerlendirme, 

( ).p x ax p
b

ν ′
=

′
 , |p a b′ ′/  

ile belirlenir. 

Örnek 3.1.4. 5p =  için, ( )5 1 0ν = , ( )5 135 1ν =  ve böylece ( )3.1  ile, 

( ) ( )5 5 5
1 1 135 0 1 1

135
 ν = ν −ν = − = − 
 

 

bulunur. 
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3.1.2.1.  p -Adik değerlendirmenin özellikleri 

 

Yardımcı Teorem 3.1.2. Her 𝑥,𝑦 ∈ ℚ için, pν  fonksiyonu 

i. ( ) ( ) ( ).p p px y x yν ν ν= +      

ii. ( ) ( ) ( ){ }min ,p p px y x yν ν ν+ ≥       

iii. 0x =  ise, ( )0pν = +∞   

özelliklerini sağlar [61]. 

 

Tanım 3.1.3. Her 𝑥 ∈ ℚ için  p -adik norm,  

                                             
( ) ,   0

0         ,  0

p x

p

p xx
x

ν− ≠= 
=

                                          ( )3.2  

ile tanımlı [ ): 0,
p

⋅ → ∞ fonksiyonudur [61]. 

Önerme 3.1.1. 
p

⋅  fonksiyonu (normu), ℚ rasyonel sayılar cismi üzerinde Arşimedyan 

olmayan bir normdur [61]. 

Örnek 3.1.5. 
56
12

 rasyonel sayısının 7 -adik normu kaçtır? 

56 0
12

≠  olduğundan, ( )3.2 ’ten, 

( )
( )7

7

56 12
56 12

7

56 17
12 7

ν
ν−  = =  

 
 

dir. ( )3.2 ’den, ( ) ( ) ( )7 7 756 12 56 12 1 0 1ν ν ν= − = − = . Böylece, 1

7

56 7
12

−=  bulunur. 

Aşağıdaki teorem, bir normun non-Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşuludur: 

Teorem 3.1.1. Keyfi bir F  cismi için, 𝜑:ℤ → 𝐹 olacak şekilde 

𝑛 →

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

1 + 1 + ⋯+ 1���������
𝑛 𝑘𝑒𝑧

,             𝑛 > 0

0,                                        𝑛 = 0

−�1 + 1 + ⋯+ 1���������
𝑛 𝑘𝑒𝑧

� ,       𝑛 < 0

� 

dönüşümü tanımlansın. 𝐴 = 𝜑(ℤ) ⊂ 𝐹 kümesi F cisminin tam sayıları olmak üzere F cisminde 

bir .  normunun non-Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşul, her a A∈ için 1a ≤  

olmasıdır [61]. 
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Özel olarak, ℚ cismi üzerinde bir .  normunun non-Arşimedyan olması için gerek ve 

yeter koşul her  𝑛 ∈ ℤ  için 1n ≤  olmasıdır [61]. 

Bir norm eğer aşağıdaki özelliği sağlarsa Arşimedyandır. 

Arşimedyan Özelliği: F  bir cisim olsun. 

,x y F∀ ∈ , 0x ≠  için, ∃𝑛 ∈ ℤ+  vardır öyle ki nx y>  eşitsizliği sağlanır. 

Uyarı: Arşimedyan özelliği ℚ  ve ℝ  cisimleri üzerinde mutlak değer normu için geçerlidir. 

Sonuç 3.1.1. Bir .  normunun non-Arşimedyansı için gerek ve yeter koşul  𝑠𝑢𝑝{|𝑛|:𝑛 ∈ ℤ } = 1 

olmasıdır [61]. 

 

3.1.3. Bir Norm ile Üretilen Metrik Uzay 

 

Tanım 3.1.4. F  bir cisim ve . , F ’da bir norm olsun. ,x y F∀ ∈  için, 

( ),d x y x y= −  

ile tanımlı 

𝑑:𝐹 × 𝐹 → ℝ+ ∪ {0} 

fonksiyonuna, .  normuyla üretilen metrik denir [62]. 

( ),d x y  fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar: 

i. Her ,x y F∈  için ( ), 0d x y x y= ⇔ = , 

ii. Her ,x y F∈  için ( ) ( ), ,d x y d y x= , 

iii.  Her , ,x y z F∈  için ( ) ( ) ( ), , ,d x y d x z d z y≤ +  (üçgen eşitsizliği). 

Tanım 3.1.5. Küme üzerinde bir metrik tanımlı ise bu metrik ile birlikte bu kümeye bir metrik 

uzay denir [62]. 

Yardımcı Teorem 3.1.3. . , F  cismi üzerinde bir norm ve metrik ( ),d x y x y= −  ile tanımlı 

olsun. Bu takdirde, .  normunun non-Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşul, her 

, ,x y z F∈  için, 

( ) ( ) ( ){ }, max , , ,d x y d x z d z y≤  (ultra metrik eşitsizliği) 

eşitsizliğin olmasıdır [62]. 

Tanım 3.1.6. Yardımcı Teorem 3.1.3 teki eşitsizlik ultra metrik eşitsizliği olarak bilinir ve bu 

eşitsizliği sağlayan metriğe ultra metrik denir [62]. 
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Önerme 3.1.2. F  bir cisim ve . , F  cismi üzerinde non-Arşimedyan norm olsun. Eğer 

,x y F∈  ve x y≠  ise, 

{ }max ,x y x y+ =  

eşitliği sağlanır [62]. 

Sonuç 3.1.2. Bir ultra metrik uzayda bütün üçgenler ikizkenardır. 

Örnek 3.1.6. 3p =  için ℚ kümesi üzerinde 3 -adik norm ile köşeleri  

4
3

x = , 
5
6

y =  ve 
7

18
z =  

olan üçgenin kenar uzunlukları:  

            

( )1 2 (0)
3

3 3

( 2)
3

3 3

4 5 1 3 3 1,
3 6 2

4 7 17 3 =9  
3 18 18

pvx y

x z

− −

− −

− = − = = = =

− = − = =

 

ve 

( 2)
3

3 3

5 7 4 3 9.
6 18 9

y z − −− = − = = =  

Böylece bu üçgen, bir ikizkenar üçgendir. 

Tanım 3.1.7. 𝐹 = ℚ ve 
p

⋅ , p -adik norm, 𝑎 ∈ ℚ  ve  𝑟 ∈ ℝ+ olsun. 

a -merkezli ve r -yarıçaplı açık yuvar, 

( ) ( ){ } { }, : , : 
p

B a r x d x a r x x a r= ∈ < = ∈ − <  ; 

a -merkezli ve r -yarıçaplı kapalı yuvar, 

( ) ( ){ } { }, : , : 
p

B a r x d x a r x x a r= ∈ ≤ = ∈ − ≤   

olarak tanımlanır [62]. 

Önerme 3.1.3.  F =  ve 
p

⋅ , p -adik norm olsun [62]. 

i. Bir açık yuvarda içerilen her nokta bu açık yuvarın merkezidir. Yani; 

( ),b B a r∈  ise ( ) ( ), ,B a r B b r=  dir. 

ii. Bir kapalı yuvarda içerilen her nokta bu kapalı yuvarın merkezidir. Yani; 

( ),b B a r∈  ise ( ) ( ), ,B a r B b r=  dir. 

iii. ( ),B a r  kümesi hem açık hem de kapalıdır. 

iv. 0r ≠  ise, ( ),B a r  kümesi hem kapalı hem de açıktır. 
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v. iki açık (kapalı) yuvar, ya ayrıktır ya da iç içedir. Yani;  ,a b∈  ve 

 { } , \ 0r s +∈  ise, ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,B a r B b s B a r B b s∩ ≠∅⇔ ⊂  veya ( ) ( ), ,B b s B a r⊂ . 

Tanım 3.1.8. F  bir cisim ve . , F cismi üzerinde bir norm olsun. Bir S F⊂  kümesi hem açık 

hem de kapalı ise S  kümesine kapalı-açık (clopen) küme denir [61]. 

Önerme 3.1.4. F  bir cisim ve . , F cismi üzerinde bir non-Arşimedyan norm olsun. 

( ) { }0,1 : 1B x F x= = ∈ ≤  

kümesi K  kümesinin bir alt halkasıdır. 

( ) { }0,1 : 1B x F x= = ∈ <P  

  kümesinin bir idealidir. Üstelik, P ,   kümesinin bir maksimal idealidir ve −P ’nın her 

elemanı  ’da tersinirdir [61]. 

Tanım 3.1.9. F  bir cisim ve . , F cismi üzerinde bir non-Arşimedyan norm olsun. 

( ) { }0,1 : 1B x F x F= = ∈ ≤ ⊂  

alt halkasına, .  normunun değerlendirme halkası denir. 

( ) { }0,1 : 1B x F x= = ∈ < ⊂P   

idealine, .  normunun değerlendirme ideali denir. 

/= P  

bölümüne, .  normunun kalan (rezidü) cismi denir [61]. 

Önerme 3.1.5.  F =  ve 
p

⋅ , p − adik norm olsun. Bu takdirde, 

i. 
p

⋅  normunun değerlendirme halkası, 

:  |p
a p b
b

 = = ∈ / 
 

  , 

ii. 
p

⋅  normunun değerlendirme ideali, 

: |  ve   p
ap p b p a
b

 = = / 
 

P , 

iii.  Kalan cismi p  elemanlı / pT= =P  ’dir [61]. 
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3.1.4.    Kümesinde Normlar 

 

Tanım 3.1.10. Bir F  cismi üzerinde 
1

.  ve 
2

.  normları için, bir norma göre açık olan her küme 

diğerine göre de açıksa, 
1

.  ve 
2

.  normlarına denk normlar denir. 

Yardımcı Teorem 3.1.4. 
1

.  ve 
2

.  bir F  cisminde iki norm olsun. Böylece 

i. 
1

.  ve 
2

.  denk normlardır. 

ii. Her x F∈ için, 
1 2

1 1x x< ⇔ < . 

iii.  α∃ ∈ , 0α >  öyle ki her x F∈  için, 
1 2

. .α=  

ifadeleri birbirine denktir [61]. 

Teorem 3.1.2 (Ostrowski).    üzerinde tanımlı her trivial olmayan norm, p = ∞  ya da p  bir 

asal sayı olmak üzere bir, 
p

⋅  normuna denktir [61]. 

Önerme 3.1.6. (Çarpma formülü) Her { }0x∈ − için p = ∞  veya p  bir asal sayı olmak 

üzere, 

1 
p

p

x
≤∞

=∏  

dir [61]. 

Tanım 3.1.11. F  bir cisim ve . , F cismi üzerinde bir norm olsun. 

i. ( )nx F⊂  dizisi verilsin. Her 0ε >  için,   N∃ ∈  vardır, öyle ki her ,n m N≥  için, 

n mx x ε− <  ise, ( )nx  ye bir Cauchy dizisi denir. 

ii. F  kümesinden alınan her Cauchy dizisi ( F  içinde) bir limite sahipse F kümesine 

tamdır denir. 

iii. S F⊂ olsun. Her x F∈  ve her 0ε >  için ( ),B x Sε ∩ ≠ ∅  ise, 

S  kümesine, F kümesi üzerinde bir yoğun alt küme denir. 

Yardımcı Teorem 3.1.5.    cismi, trivial olmayan herhangi bir norma göre tam değildir [61]. 

Yardımcı Teorem 3.1.6.   da bir ( )nx  dizisinin p -adik norma göre bir Cauchy dizisi olması 

için gerek ve yeter koşul, n →∞  iken 1 0n n p
x x+ − →  olmasıdır [61]. 

Örnek 3.1.7. n
nx p=  dizisi olsun. ( )1lim lim 1 lim 1 0n n n n

pp p pn n n
p p p p p p+

→∞ →∞ →∞
− = − = − =  dır. 

O halde yakınsaktır ve limiti 0 dır. 
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Uyarı: Yardımcı Teorem 3.1.6,   nin, 
∞

⋅  genel mutlak değer normuna göre doğru değildir. 

Örneğin, 

1

1n

n
k

x
k=

=∑  

dizisi, Yardımcı Teorem 3.1.6 daki 1 0n nx x+ ∞
− →  ( )n →∞  koşulunu sağlar, fakat Cauchy 

dizisi değildir. 

Analizden biliyoruz ki; 

i.  ,  
∞

⋅  ye genişletilebilir. 

ii.  ,   
∞

⋅  normuna göre tamdır. 

iii.  ,    de yoğundur. 

Başka bir ifadeyle,  ,     nun 
∞

⋅  normuna göre tamlaştırılmasıdır. 

Şimdi   nun 
p

⋅  p -adik normuna göre tamlaştırılmasını elde edelim. 

Tanım 3.1.12. 
p

⋅ ,   da bir non-Arşimedyan norm olsun.   nun bütün Cauchy dizilerinin 

kümesi   veya ( )  , 

( ) ( ) ( ){ }: ,   ye göre bir Cauchy dizisidir.  n n p
x x= = ⋅   

ile gösterilir [61]. 

Önerme 3.1.7. ( ) =    kümesi, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ). .
n n n n

n n n n

x y x y
x y x y
+ → +

→
 

tanımları ile bir birimli halkadır [61]. 

Tanım 3.1.13. ( ){ } ( ){ }: 0 : lim 0n n n n pn
x x x x

→∞
= ∈ → = =   şeklinde tanımlanır [61]. 

Yardımcı Teorem 3.1.7.  ,  ’nin bir maksimal idealidir. 

  maksimal ideal olduğundan,    cismi aşağıdaki gibi tanımlanır: 

Tanım 3.1.14.  p  p -adik sayılar cismi,   halkasının   maksimal idealinin bölüm cismi 

olarak tanımlanır: 

 p =   . 

 p⊂  dir ve   , pp
⋅  ’ye genişletilebilir. 
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Yardımcı Teorem 3.1.8. ( )nx ∈  ve ( )  nx ∉  olsun. n p
x  reel sayı dizisi belli bir n ’den 

sonra sabittir. Yani, öyle bir  N ∈  vardır ki her ,n m N≥  için, n mp p
x x=  dir [61]. 

Tanım 3.1.15.  pλ∈  ve ( )nx , λ  sayısına karşılık gelen Cauchy dizisi ise, 

lim np pn
xλ

→∞
=  

ile tanımlanır. 

Önerme 3.1.8.   ,  p kümesinin yoğun bir alt kümesidir [61]. 

Teorem 3.1.3. Her  p∈  asal sayısı için, 
p

⋅ , non-Arşimedyan normuna sahip öyle bir  p  

cismi vardır ki, 

i. 
p

⋅ nin   ya kısıtlanışı 
p

⋅  p -adik normunu verir. 

ii.   ,  p de yoğundur. 

iii.  p , 
p

⋅  ye göre tamdır. 

i, ii ve iii koşullarını sağlayan  p  cismi normu koruyan izomorfi hariç tek türlü belirlidir [61]. 

 

3.1.5.   p  Cisminin Özellikleri 

 

i.  p de bir 
p

⋅  normu var ve  p  bu norma göre tamdır. 

ii.   ,  p de yoğun ve 
p

⋅ ’nin    ya kısıtlanışı p -adik norm ile çakışır. 

iii.    ile  p nin 
p

⋅  altındaki değer kümeleri eşittir. 

iv.   ,  p nin bir alt cismi olarak düşünülebilir [61]. 

Yardımcı Teorem 3.1.9. Her  px∈ , 0x ≠ için n
p

x p−=  olacak şekilde bir  n∈  vardır 

[61]. 

Yardımcı Teorem 3.1.10. Her  px∈ , 0x ≠  için, 

( )p x
p

x p ν−=  

olacak şekilde ( )p xν  tam sayısı vardır [61]. 

Başka bir deyişle, pν  p -adik değerlendirmesi  p ye genişletilebilir. 

Tanım 3.1.16. p , 0 -merkezli ve 1-yarıçaplı kapalı birim yuvarına 

{ }: 1p p p
x x= ∈ ≤   
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p -adik tamsayılar halkası denir [61].  

Yardımcı Teorem 3.1.11. Her px∈ , 0 1ib p≤ ≤ −  olmak üzere, 

2
0 1 2 ... ...n

nx b b p b p b p= + + + + +  

biçiminde tek türlü yazılır [61]. 

Önerme 3.1.9. pp ,  

{ } { }: 1 :p p pp
p x x px x= ∈ < = ∈    

p  nin maksimal idealidir [61]. Ayrıca, 

i. : |p
a p b
b

 ∩ = ∈ / 
 

    

ii.  , p  de yoğundur. Ayrıca verilen her px∈  ve 0n ≥  için  

0 1npα≤ ≤ −  ve n
p

x pα −− ≤  

olacak şekilde α ∈  vardır. α  tam sayısı bu özelliklerle tek türlü belirlidir. 

iii. Her px∈  için, n xα →  özelliğinde ve aşağıdaki koşullarla tek türlü belirli bir 

( )nα  Cauchy dizisi vardır: 

a) nα ∈ , 0 1n
n pα≤ ≤ − , 

b) Her ( )1
1 için,  mod n

n nn pα α+ −
−∈ ≡ . 

Sonuç 3.1.3. [ ]1p p p=  ’dir. Yani, her px∈  için, n
pp x∈  olacak biçimde 0n ≥  tam 

sayısı vardır [61]. 

Sonuç 3.1.4. p  tamamen bağlantısız bir Hausdorff topolojik uzayıdır [61]. 

Sonuç 3.1.5. p  kompakt ve p  yerel kompakttır [61]. 

Tanım 3.1.17. Her px∈ , 0 1nb p≤ ≤ −  ve 0 ( )pn xν− =  olmak üzere, 

0

2
0 1 2... ... ...

  

o

o

n n
n n

n
n

n n

x b p b b p b p b p

b p

−
−

≥−

= + + + + + + +

= ∑  

şeklinde tek türlü yazılır [61].  

p  metrik uzayı, pa∈  ve n∈  için { }n n
p p p

a p x x a p−+ = ∈ − ≤   şeklindeki 

tüm kümeleri içeren açık kümlerin temelidir. Bunun anlamı p  nin herhangi bir açık alt kümesi 

bu tipli açık alt kümelerin birleşimidir. 

Tanım 3.1.18.  \p pp  , p  tane elemanlı bir cisimdir. Bu elemanlar  

15 
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,1 , 2 ,..., p 1p p p pp p p p+ + − +     kosetleridir. { }0,1,..., 1j p∈ −  için 

{ } { }1: 1 :p p pp p
j p x x j x x j p−+ = ∈ − < = ∈ − ≤    

ve 

{ } { } { }1: : :n n n n
p p p pp p

j p x x j p x x j p j p y y− + −+ = ∈ − < = ∈ − ≤ = + ∈     

dir [62]. 

Tanım 3.1.19. pT , p -adik birimlerin kümesini göstersin. pT  den alınan her bir eleman p  nin 

terslenebilir elemanlarıdır. Böylece, 

{ }: 1p p p p p
T p x x= − = ∈ =    

olarak tanımlanır [61].  

 Hatırlatalım ki Önerme 3.1.3 (iii) den tüm yuvarlar hem açık hem kapalıdır. Çünkü 
n

pa p+   nin komplementi (tümleyeni) n
pa p′ +   açık kümelerin n

pa a p′∉ +   olacak şekilde 

tüm pa′∈  nin birleşimidir. Ayrıca p  dizisel kompaktır. Yani, p -adik tamsayıların her dizisi 

yakınsak alt bir diziye sahiptir. Aynı şey herhangi bir yuvarların sonlu birleşimi için doğru 

olduğu kolaylıkla görülür [63]. 

Sonuç 3.1.6.  p kümesinden  
0

k
k

a
∞

=
∑  serisi alınsın. 

0
k

k
a

∞

=
∑  yakınsaktır ⇔ lim 0kk

a
→∞

=  dır [64]. 

Eğer p -adik 0 1, ,...a a  dizisi interpole edilebilirse onun kısmi toplamlar dizisi 
0

n

j
j

n a
=

→∑  

formülüyle tanımlanabilir. 

Teorem 3.1.4. pK ⊃  ve ( )pf C K∈ →  olsun. Aşağıda ifade edilen şekilde tek türlü bir 

( )pF C K∈ →  vardır [64]: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

0 0
pF x F x f x x

F

+ − = ∈

=



. 

Bu teoremin bir sonucunu verelim: 

Sonuç 3.1.7. Eğer K da bir dizi interpole edilebiliyorsa onun kısmi toplamlar dizisi de interpole 

edilebilir [64]. 

Tanım 3.1.20. Varsayalım ki pK ⊃  olsun. Sürekli bir : pf K→  fonksiyonunun belirsiz 

toplamı (indefinite)  

( )
1

0
(j)

n

j
n f n

−

=

∈∑   
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interpole edilen Sf  sürekli fonksiyondur [64]. ( )(x) pSf x∈  yerine aşağıdaki formül 

yazılır: 
1 1

0 0
lim (j) (j)

n x

n x j j
f f

− −

→
= =

=∑ ∑ . 

Belirsiz toplam tanımından aşağıdaki teorem yazılır: 

Teorem 3.1.5. : pf K→  sürekli bir fonksiyon ve Sf  de f  fonksiyonunun belirsiz toplamı 

olsun. O halde 

( ) ( ) ( )1Sf x Sf x f x+ − =  

tir [64]. 

 

3.1.6. ( )pC K→  ve ( )1
pC K→  için Mahler Tabanı 

         

Bu tez boyunca pK ⊃  olsun. p -adik değişkenli sürekli fonksiyonların davranışları 

reel sürekli fonksiyonlarınkinden oldukça farklıdır. Reel analizdeki birçok temel teoremin p -

adik benzeri yoktur. Klasik analizde, bir yuvar üzerinde reel veya karmaşık değerli 

fonksiyonlara polinomlarla düzgün olarak yaklaşılabilir. Ancak onlar için kanoniksel seri açılım 

yoktur. p -adik analizde, p K→  sürekli fonksiyonlar kanoniksel Mahler seri açılımına 

sahiptir [64].  

1958 de Mahler, özel polinomları kullanarak p  den K  ya sürekli fonksiyonlar için bir 

açılım tanımlamıştır [10]. Ayrıca, tüm px∈  için 1
p

x
n
 

≤ 
 

 olacak şekilde p  den p  ye n . 

binom katsayısını incelemiştir.  

lim 0nn
a

→∞
=  olmak üzere her bir na K∈ dizisi için   

( )
0

(x) n p
n

x
f a x

n

∞

=

 
= ∈ 

 
∑   

serisi p K→  ya sürekli bir fonksiyon tanımlar. Mahler,  

( ) ( ) ( )
00

1 , sup max
p

n
n k

n n pp nxk

n
a f k f x a

k
−

≥∈=

 
= − = 

 
∑


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ile tek türlü olarak p  den K  ya sürekli fonksiyonları tanımlamıştır. Burada na , f   

fonksiyonunun Mahler katsayıları ve 
0

n
n

x
a

n

∞

=

 
 
 

∑  serisine f   fonksiyonunun Mahler açılımı denir 

[64]. 

Teorem 3.1.6. 
* * *

, , ,...
0 1 2
     
     
     

 fonksiyonları ( )pC K→  nin bir ortanormal tabanını (Mahler 

tabanını) oluşturmaktadır ve aşağıdaki özelliklere sahiptir [64]: 

i. ( )pf C K∈ →  olsun.  

( ) ( )
0

n p
n

x
f x a x

n

∞

=

 
= ∈ 

 
∑   

olacak şekilde  K  nın 0 1, ,...a a  tek türlü elemanları ( f  fonksiyonunun Mahler katsayıları) 

vardır. Bu seri düzgün yakınsaktır ve { }{ }max : 0,1,2,...nf a n
∞
= ∈  dır. 

ii. Eğer 0 1, ,...a a elemanları K  da bir sıfır dizisi ise 
0

n
n

x
x a

n

∞

=

 
 
 

∑  fonksiyonu p K→  

ya sürekli bir fonksiyon tanımlar. 

na  katsayısını fark operatörü ile bulunabilir. Yani; ( )pf C K∈ →  için  

( ) ( ) ( )1

1

( ) 1 pL f x f x x

f L f f

= + ∈

∆ = −



 

eşitlikleri verilsin. Varsayalım ki, ( )pf C K∈ →  ve ( )
0

n
n

x
f x a

n

∞

=

 
=  

 
∑  Mahler açılımına sahip 

olsun. O halde 1
0

*
n

n
f a

n

∞

+
=

 
∆ =  

 
∑  dir. , 0k k∈ ≥  için 

0

*k
n k

n
f a

n

∞

+
=

 
∆ =  

 
∑  dır. Buradan 

( )( )0k
kf a∆ =  bulunur. ( ) ( )1

0
1

k
k k jk

j
j

k
L I L

j
−

=

 
∆ = − = −  

 
∑  dir. Burada ( )( ) ( )jL f x f x j= +  

dir. O halde ( ) ( )
0

1
k

k jk

j

k
f f j

j
−

=

 
∆ = −  

 
∑  dir [64].  

Teorem 3.1.7. ( )pf C K∈ →  fonksiyonu ( )
0

n
n

x
f x a

n

∞

=

 
=  

 
∑  Mahler açılımına sahip olsun. na  

katsayısı  
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( ) ( )
0

1 ( 0,1,2,...)
n

n j
n

j

n
a f j n

j
−

=

 
= − = 

 
∑  

ile elde edilir [64]. 

Yardımcı Teorem 3.1.12. : pf K→  sınırlı bir fonksiyon ve ( ) ( )
0

1
n

n k
n

k

n
a f k

k
−

=

 
= − 

 
∑  olsun. 

na  bulmanın farklı bir yolu da  

( ) ( )
0 0

exp
! !

n n

n
n n

x xf n x a
n n

∞ ∞

= =

=∑ ∑    ( x E∈ ) 

denklemin eşitliğidir. Burada  E , 
!

nx
n∑  kuvvet serisinin yakınsaklık bölgesidir [64]. 

Teorem 3.1.8. (Mahler katsayıları ile 1C -fonksiyonların karakterizasyonu)  

( )pf C K∈ →  ve 
0

*
(*) n

n
f a

n

∞

=

 
=  

 
∑  fonksiyonu Mahler açılımına sahip olsun. O zaman 

( )1
pf C K∈ →  olması için gerek ve yeter koşul lim 0nn

a n
→∞

=  olmasıdır [64]. 

Teorem 3.1.9. ( )1
pf C K∈ →  olsun. f  fonksiyonunun belirsiz toplamı Sf ,

( )1
pSf C K∈ →  dir ve 1 1 1

f Sf p f≤ ≤  dir. Burada { }{ }1

1
max : 0,1,2,...n n p

f a nγ −= ∈  dır. 

Ayrıca, 0
0 1pγ = =  ve n n nγ −= −  olsun. 0sa ≠  olmak üzere 0 1 .... s

sn a a p a p= + + +  ve 

1
0 1 1.... s

sn a a p a p −
− −= + + +  dır [64]. 

Özellik 3.1.1. Mahler tabanı aşağıdaki özelliklere sahiptir [64]: 

i.       ( )
1

1
1

x x x
n

n n n
+     

= + ≥     −     
 

ii. 
0

n

j

x y x y
n j n j=

+    
=    −    
∑  

iii. 
( ) 11

0

1 n jn

j

x x
n jn j

− −−

=

′ −   
=   −   
∑         ( )n∈    

iv. ( ) ( ) ( )1 ... 1
n

x x x x n= − − +  ve ( ) ( ) ( )1 ... 1nx x x x n= + + −  olarak  

tanımlansın. O zaman 

( )
!

n
x x

nn
 

=  
 

, 
( ) ( )

1
1

!
nn

x x x n
n nn

− − + −   
= = −   
   

 ve 
( ) 1

!

n x nx
nn

+ − 
=  
 

 dır. 
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Örnek 3.1.8. (Belirsiz toplamın Mahler katsayısı) ( )
0

*
n p

n
f a C K

n

∞

=

 
= ∈ → 

 
∑   olsun. f  

fonksiyonunun belirsiz toplamı Sf ,  
0

*
1n

n
Sf a

n

∞

=

 
=  + 
∑  Mahler açılımına sahiptir [64]: 

0

*
n

n
Sf b

n

∞

=

 
=  

 
∑  ve 0 0b =  olsun. ( ) ( ) ( )1Sf x Sf x f x+ − =  ve 

1
1

x x x
n n n
+     

= +     −     
 

formüllerinden   

0 1 1

* * 1 *
n n n

n n n
f a b b

n n n

∞ ∞ ∞

= = =

+     
= = −     

     
∑ ∑ ∑  

1
1 0

* *
1n n

n n
b b

n n

∞ ∞

+
= =

   
= =   −   
∑ ∑  

elde edilir. O halde tüm n  için 1n nb a −=  dır. Buradan ( )*
n pf a C K

n
 

= ∈ → 
 

∑   ise 

0

*
1n

n
Sf a

n

∞

=

 
=  + 
∑  elde edilir. 

Sonuç 3.1.8.  ( )*
pf C K

n
 

= ∈ → 
 

  ise f  in belirsiz toplamı 

( )
* *

1
S n

n n
   

= ∈   +   
  

dır [64]. 

 

3.2. p -Adik Gama Fonksiyonu 

 

Klasik gama fonksiyonu   de 0, 1, 2,...− − şeklinde basit kutup noktalarına sahip 

meramorfik bir fonksiyon olup, 

( )1 1Γ = , ( ) ( )1 .z z zΓ + = Γ , { }( )\ 0, 1, 2,...z∈ − −  

şeklindeki fonksiyonel bağıntıyı sağlar. Böylece, n∈  için, 

( )1 !n nΓ + =  

olur. , Re(s) 0s∈ >  olmak üzere gama fonksiyonunun integral gösterimi 

( ) 1

0

s ts t e dt
∞

− −Γ = ∫  

dir. 
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Teorem 3.2.1. E , p  nin bir altkümesi ve E , E  nin kapanışı olsun. E  üzerinde düzgün sürekli 

bir : pf E →  fonksiyonu verildiğinde, E  üzerinde düzgün sürekli ve sınırlı olan bir tek 

: pF E → , ( ) ( )F x f x= , x E∈  

fonksiyonu vardır [62]. 

p  içinde bir 1 2, ,...a a  dizisi verilsin. Bu dizi, : pf →  , ( ) nf n a=  şeklinde 

tanımlı bir fonksiyon olarak düşünülebilir.   doğal sayılar kümesi p  nin yoğun bir alt kümesi 

olduğundan, Teorem 3.2.1 e göre, 

: p pF →  , ( ) ( )F n f n= , n∈  

olacak biçimde en çok bir tane sürekli fonksiyon vardır. Eğer böyle bir F  fonksiyonu varsa, 

( )na  dizisi interpole edilebilir denir. Eğer ( ) nf n a=  fonksiyonu   üzerinde düzgün sürekli ise, 

Teorem 3.2.1 ile ( )na  dizisinin interpole edilebileceği kesin olarak söylenebilir. 

Önerme 3.2.1. Bir : pf →  , ( ) nf n a=  fonksiyonunun   üzerinde düzgün sürekli olması 

için gerek ve yeter koşul, her 0ε >  sayısı için, 
N

n m p
n m p a a ε= + ⇒ − <                                                    (3.3) 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir ( )N ε  doğal sayısının bulunmasıdır. 

Gama fonksiyonunun p -adik benzeri için, !n n→  dönüşümü p -adik olarak 

yorumlanmalı ve interpolasyonla elde edilebileceği gösterilmelidir. 

px∈  ve ( )n n x∈ ≠  sayısı x  e yaklaştığında n  değeri büyürken !
p

n  

küçüleceğinden p -adik olarak lim ! 0
n

n
→∞

=  elde edilir. Bu durumda ise, 

( ) !f n n= ,  ( )1,2,...n =  

koşulunu gerçekleyen sürekli bir : p pf →   fonksiyonu bulunamaz. 

Bu sorunu aşmak için, !n ’in modifiye edilmesi Y. Morita [5] tarafından önerilmiştir. Bu 

yaklaşımdaki fikir, 

! 1.2...n n=  

çarpımında p  ile bölünen çarpanların elimine edilmesi üzerine kuruludur. 

Tanım 3.2.1. p -adik faktöriyel, 

( )
1

!
p

j n

n j
≤ <

′= ∏  

ile tanımlanır [64]. Burada ′∏ , p ile bölünmeyen çarpanların çarpımını gösterir. 
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Bu tanıma göre, ( )! 1
p p

n =  olur. 

( )! p
n n→  dönüşümünün interpole edilip edilemeyeceği araştırılırken, s  nin yeterince 

büyük değerleri için, ( )( )!s

p
n p+  ve ( )! p

n  sayıları karşılaştırılmalıdır. Bu sayılar arasında, 

               ( )( ) ( ) ( )
1

! !
sp

s
pp j

n p n n j
=

′+ = +∏                                           ( )3.4  

eşitliği yazılır. Aşağıdaki önermede, (3.4) eşitliğinin sağ tarafındaki çarpım için önemli sonuçlar 

içerir: 

Önerme 3.2.2 (Genelleştirilmiş Wilson Teoremi) 2p ≠  bir asal sayı n∈  ve s∈  olsun. 

Bu takdirde, 

( ) ( )
1

0

1 mod
sp

s

j

n j p
−

=

′ + ≡ −∏  

denkliği sağlanır [64]. 

Bu önermenin hipotezinde 0n =  ve 1s =  alınırsa, Wilson Teoremi olarak bilinen, 

( ) ( )1 ! 1 modp p− ≡ −  

denkliği bulunur. 

Önerme 3.2.2 ile, ( )( )!s

p
n p+  ve ( )! p

n  sayıları arasındaki ( )3.4  eşitliğinden, 

( )( ) ( ) ( )! ! mods s
pp

n p n p+ ≡ −  

denkliği elde edilir. Bu denklikteki işaret sorunu için, ikinci bir düzenlemeyle, 

( ) ( ) ( )11 !n

p
g n n+= − , ( )n∈  

fonksiyonu tanımlanırsa, p  nin tek bir asal sayı olduğu kullanılarak, önceki denklikten, 

( ) ( )( )mods sg n p g n p+ ≡  

bulunur. Buradan 1spε − +=  ve sm n p= +  olmak üzere, 

( ) ( ) 1s s
p

g m g n p p− − +− ≤ <  

eşitsizliği gerçeklenir. 

Böylece Önerme 3.2.1’deki ( )3.3  gerektirmesi doğrulanacağından, :g →   

fonksiyonunun interpole edilebileceği sonucu elde edilir. 

Tanım 3.2.2. p -adik gama fonksiyonu, 

( )
( )

( )
1 1

, 1

1 1n n

j n j n
j p

n j j
≤ < ≤ <

=

′→ − ≡ −∏ ∏  , ( )2n ≥  
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fonksiyonunun p  ye sürekli genişlemesi olarak tanımlanır. Burada ′∏  sembolü, 1 j n≤ <  

aralığında yer alan tamsayılardan p  ile aralarında asal olanların çarpımını gösterir. Başka bir 

ifade ile :p p pΓ →   fonksiyonu, 

( ) ( )
( )
1

, 1

: lim 1 n
p n x

j n
j p

x j
→

≤ <
=

Γ = − ∏  

ile tanımlanır. 

Teorem 3.2.2. p  tek asal sayı olsun. Bu takdirde, 

i. px∀ ∈  için, 

( )
( )
( )

  ,  1
1

    ,  1
p p

p
p p

x x x
x

x x

− Γ =Γ + = 
−Γ <

    

dır. 

ii. , px y∀ ∈  için, ( ) ( )p p pp
x y x yΓ −Γ ≤ −   dır. 

iii. ( )0 1pΓ = , ( )1 1pΓ = − , ( )2 1pΓ =  ve px∀ ∈  için, ( ) 1p p
xΓ =   dır [64]. 

Not 3.2.1. 2p =  durumunda 2 -adik gama fonksiyonu, 

( )
( )

( )
1 1

,2 1

1 1n n

j n j n
j

n j j
≤ < ≤ <

=

′→ − ≡ −∏ ∏        ( )2n ≥  

fonksiyonunun 2  ye sürekli genişlemesi olarak tanımlanır. Başka bir ifade ile 2 2 2:Γ →   

fonksiyonu 

( ) ( )2
1

: lim 1 n

n x
j n

x j
→

≤ <

′Γ = − ∏  

ile tanımlanır. 2Γ  fonksiyonu için, 

( ) ( )2 2 22 22

1  ,  ,  
4

x y x y x y x y Γ −Γ ≤ − ∈ − ≠ 
 

  

( ) ( )2 2 22 22

12   ,  ,  
4

x y x y x y x y Γ −Γ ≤ − ∈ − = 
 

  

eşitsizlikleri sağlanır [64]. 

Teorem 3.2.3. n∈  için, 

( ) ( ) ( )( ) 111 1
nn
p

p pn n
  −+ − 
 Γ − = − Γ +  

eşitliği gerçeklenir [64]. 
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Teorem 3.2.4. 2p ≠  olmak üzere, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1   ,  l x
p p px x xΓ Γ − = − ∈  

sağlanır. Burada l , { }: 1, 2,...,pl p→  olup, px∈  yi mod pp  ye göre, onun { }1,2,..., p  

kalanlarına eşler. 

2p =  ise, her 2x∈  için, 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 1 1 xx x σ +Γ Γ − = −  

olur ve burada 1σ , 

1 1
0

2 j
j

j
a aσ

∞

=

 
= 

 
∑  

formülüyle tanımlanır [64]. 

Not 3.2.2. ( ) ( )1p px xΓ Γ −  için verilen eşitlikler, 

( ) ( ) ( )
1

sin
z z

z
π
π

Γ Γ − =  

klasik formülünün p -adik benzerini oluşturur ve 
1
2

z =  alınırsa, 
21

2
π Γ = 

 
 elde edilir. 

Ayrıca, Teorem 3.2.4 ile 2p ≠  için, 1
2p

 Γ  
 

 değeri, 

( )
2 1

2
1 1
2

l
p

 
 
 

 Γ = − 
 

 

bulunur. Burada, 

( ) ( )1 1 11 1
2 2 2

l l p p   = + = +   
   

 

olduğundan, 

( )
( )

2 1    ,    3 mod 41
2 1  ,    1 mod 4p

p

p

≡ Γ =   − ≡  
 

olur. 

Böylece, klasik durumda 3,14...π =  sayısının oynadığı rol p -adik durumda 1, 1−  

sayılarından biri tarafından devralınır. 

Teorem 3.2.5. ( pΓ  hakkında temel formüller)  

n∈  ve ,ns p  tabanında 
0

( 0)
s

j
j s

j
n a p a

=

= ≠∑  sayılarının toplamı olsun. O zaman 
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1) ( ) 1 !1 ( 1)

!

n
p n

p

nn
n p
p

+
 
 
 

Γ + = −
 
 
 

 

2) ( ) 1 1

!( 1)
!

n

n
n p

p n p

pp
p p− −

Γ = −  

3) ( )1 1

0

! ( 1) 1
n sn s

n s p
p j

j

nn p
p

−
+ − −

=

  
= − − Γ +  

  
∏  

4) ( ) ( )
1

1

0

! ( 1)
n np

n p jp
p

j

p p p
−
−

=

= − − Γ∏  

eşitlikleri ağlanır [64]. 

Teorem 3.2.6. ( p -adik Euler Sabiti) Klasik Euler sabiti (1) (1)γ ′= −Γ Γ  olarak 

tanımlanmıştır. p -adik Euler sabiti pγ  de 

( )
( ) ( ) ( )
1

1 0
1

p
p p p

p

γ
′Γ

′ ′= − = Γ = −Γ
Γ

 

formülüyle tanımlanmıştır. Ayrıca p  de p -adik Euler sabiti pγ  nin limit gösterimi aşağıdaki 

gibi ifade edilmiştir [64]: 

11

!lim 1 ( 1) .
!

n

n
n p

p n pn

pp
p p

γ −

−

−→∞

  = − − 
  

 

Teorem 3.2.7. ( pΓ  fonksiyonunun Mahler katsayısı) 

( ) ( )
0

1p n p
n

x
x a x

n

∞

=

 
Γ + = ∈ 

 
∑   , pΓ  fonksiyonunun Mahler serisi olsun. Katsayıları da 

aşağıdaki eşitlikte verilmiştir: 

0

1exp
1

p p
n

n
n

x xx b x
p x

∞

=

  −
+ =  − 

∑            ( )x E∈  

ve                   

( ) 11 !n
n na n b+= −  

dır. Burada E , 
!

nx
n∑  kuvvet serisinin yakınsaklık bölgesidir [11]. 

Teorem 3.2.8. ( pΓ  fonksiyonunun Mahler katsayısı) 

( ) ( ) ( )1 ... 1kx x x x k= + + −  ve nc   rasyonel sayısı da 
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0
exp

p
n

n
n

xx c x
p

∞

=

 
+ = 

 
∑  

kuvvet serisinin açılımıyla tanımlansın. px∈  ve 0 a p≤ <  için 

( ) ( )
0

kk
p a pk

k
a px p c x

∞

+
=

Γ − + =∑  

dır [65], [66]. 

Not edelim ki ( ) ( )1 !k k x
x k

k
− 

= −  
 

 dir. 

 

3.3. p -Adik Gama Fonksiyonunun q -Genişlemesi 

 

Bu bölümde q -analiz ve p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin ve özellikleri 

ayrıntılı olarak incelenmiştir. 

 

3.3.1. q -Analiz 

 

q -analiz yüzyıldır çalışılmasına rağmen özel sayıların ve polinomların q -açılımları 

halen ilgi görmektedir. Kuantum analizinde de, analizde iyi billinen binom katsayısının q -

açılımı da önemli bir role sahiptir [67,68]. 

q -binom katsayıları veya Gaussian polinomları q -serilerinde birçok eşitlikte ortaya 

çıkmaktadır. Kombinasyonda q -binom katsayıları, elle kolay işlem yapılabilmesinden dolayı 

genelleştirilmiş polinomlar olarak bu katsayıları kabul eden temel kombinatorik yapılar ile 

önemli bir üne sahip olmuştur.  

Bu tez boyunca q∈  ise 1q < ; pq∈  ise 
1
11 p

p
q p −− <  ya da 1 1

p
q− ≤  dir. 

Tanım 3.3.1. n  negatif olmayan herhangi bir tamsayı için n  nin q -benzeri  

( ) 1 21 ... 1, 1
1

n
n n

q

qn q q q
q

− −−
= = + + + ≠

−
 

notasyonu ile tanımlanır [67]. Örneğin; 

( ) ( ) ( ) 10 0, 2 1 , 1
q q q

q
q

= = + − = −  dur. 

Özellik 3.3.1. ,m n  tamsayıları için 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11

1 1, , mn nq q q q q q q
n n n n mn m n

q q −− = − = =  

eşitlikleri sağlanır. 

Tanım 3.3.2. q -faktöriyel ( ) !
q

k ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )! 1 ... 2 1
q q q q q

k k k= − ,    ( )0 ! 1
q
=  

ile tanımlanır [67].  

Örneğin; ( ) ( ) ( ) 2 31 ! 1, 2 ! 1 , 3 ! 1 2 2
q q q

q q q q= = + = + + + ,  ( ) ( ) ( )11
2

1! !n nq q
n n

q
−

= dir.  

Tanım 3.3.3. q -binom katsayısına binom katsayısının q -benzeri ayrıca Gaussian katsayısı veya 

Gaussian polinomu da denir [69]. q -binom katsayısı 
q

n
k
 
 
 

, 

( )
( ) ( )

!

! !
q

q q q

nn
k n k k
 

=  − 
 

ile tanımlanır. Yani negatif olmayan ,n k  ve n k≥  ile  

( ) ( ) ( )
( )

1 ... 1
, 1

0!
q q q

q q qq

n n n kn n n
k nk

− − +     
= = =     

     
 

şeklinde tanımlıdır. Bir başka ifadesi 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

1

1 1 ... 1

1 1 ... 1

n n n k

k k
q

q q qn
k q q q

− − +

−

− − − 
=  − − − 

                                                               (3.5) 

dır [67].  

Açıktır ki 1q →  iken q -binom katsayısı genel binom katsayısına indirgenir. 

Özellik 3.3.2. q -binom katsayıları iki q -Pascal kuralına sahiptir, yani, 1 1k n≤ ≤ −  için 

1 1
1

k

q q q

n n n
q

k k k
− −     

= +     −     
 

ve 

1 1
1

n k

q q q

n n n
q

k k k
− − −     

= +     −     
                                                      (3.6) 

dır [12,67]. 

Ayrıca q -binom katsayısı aşağıdaki özelliklere de sahiptir: 

Özellik 3.3.3. Her n∈  ve 0 j k≤ ≤  için aşağıdaki özdeşlikler vardır [67]: 
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i. ( )
1

1
k n k

q q

n n
k kq −

   
=   

   
 [67]. 

ii. ( )
( )1
2

1
1

k k
nkk

q q

n n k
q

k k

− −
−− + −   

= −   
   

 

 

Özel durumda ( )
( )1
2

1
1

k k
k

q

q
k

− +− 
= − 

 
 [67]. 

iii. ( )( ) ( ) ( ) ( )21

0
1 ... 1

n kn
n kn k

k q

n
x x q x q q x

k

−
−−

=

 
− − − = −  

 
∑    [70]. 

 
  den p  ye yukarıdaki formüller genişletilmek istenilirse 1 1

p
q − <  durumunda 

tanımlı olur. O halde, eğer 1 1
p

q − <  ise , px y∈  için ( ) ( ) ( ) xq q q
xy x y= vardır. 

Conrad 1 1
p

q − <  ile p -adik değişkeni q  için 
q

x
n
 
 
 

 ile 
x
n
 
 
 

 binom katsayı 

polinomlarının yerini alarak p -adik analizde sürekli fonksiyonlar için Mahler açılımın q -

benzerini incelemiştir [12]. 

Teorem 3.3.1 ( q -Mahler Teoremi). 1 1q − <  ile q K∈  için : pf K→  sürekli fonksiyonu  

( ) ,
0

n q
n q

x
f x a

n≥

 
=  

 
∑  

formülünde tek türlü gösterime sahiptir. Burada ,n qa K∈  ve ,lim 0n qn
a

→∞
=  dır. ,n qa  ise  

( ) ( )( ) ( )1 2
,

0
1

n
n k n k n k

n q
k q

n
a q f k

k
− − − −

=

 
= − 

 
∑  

formülüyle bulunur [12]. 

f  fonksiyonunun ,n qa  Mahler katsayısını hesaplamanın bir başka yolu da Yardımcı 

Teorem 3.1.12 nin q -benzeri olan aşağıdaki teoremdir. 

Yardımcı Teorem 3.3.1. f , p  üzerinde sürekli bir fonksiyon ise   

( ) ( ) ( )0 0
(n)

! !

n n

q n
n nq q

X Xf E X c
n n

∞ ∞

= =

=∑ ∑  

eşitlik sağlanır. ( )qE X  exponansiyal serinin q -benzeridir ve Jackson tarafından  
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( ) ( )0 !

n

q
n q

XE X
n≥

=∑  

ile tanımlanmıştır [12].   

 

3.3.2. p -Adik Gama Fonksiyonunun q -Genişlemesi 

 

p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesi 1980 yılında Koblitz tarafından 

tanımlanmıştır. Bu kısımda p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesi incelenmiş ve önemli 

özellikleri verilmiştir.  

Tanım 3.3.4. 1q ≠  ve 1 1
p

q − <  ile pq∈ bir parametreye bağlı p -adik gama fonksiyonunun 

q -genişlemesi  

( ) ( ),
1
( , ) 1

11
1

j
n

p q
j n

j p

qn
q≤ <

=

−
Γ = −

−∏  

şeklinde tanımlandı [7, 8]. Burada p , p  nın cebirsel kapanışıdır. px∈  için  

( ) ( ),
1
( , ) 1

1lim 1
1

j
n

p q n x j n
j p

qx
q→

≤ <
=

−
Γ = −

−∏  

formulü ile tanımlanmıştır. Burada n , x  e pozitif tamsayılarla yaklaşır. Not edelim ki 

( ) ( ),1
lim p q pq

x x
→
Γ = Γ  dır. 

Özellik 3.3.4. ,p qΓ  aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

i.  px∀ ∈  için   

( )
( )

( )

,
,

,

1 , 1
11

, 1

x

p q p
p q

p q p

q x x
qx

x x

 −
− Γ = −Γ + = 
−Γ <

 

dir. 

ii. ( ) ( ), ,1 1, 2 1p q p qΓ = Γ = − . 

iii. px∀ ∈  için ( ), 1p q p
xΓ =  [7,8]. 

iv. ( ) ( )
( )

( )

1
,

!
1 1

!
p

n q
p q n

p
q

q

n
n

np
p

+

 
 
 

Γ + = −
  
  
  

  [26]. 
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v. ( ) ( )
( )

( ) ( )
1, 1 1

1 !
1

1 !
n

p

n
p qn

p q p n
q q

p
p

p p
− − −

−
Γ = −

−
   [26]. 

Teorem 3.3.2 ( ,p qΓ  fonksiyonunun Mahler açılımı).  pq∈ , 
1
11 p

p
q p

−
−− <   olsun. ( ),p q nτ , 

( ), 1p q nΓ +  dizisinin n  inci q -Mahler katsayısıdır.  ,p qΓ  Mahler açılımı  

( ) ( ) ( ), ,
0

1p q p q p
n q

x
x n x

n
τ

∞

=

 
Γ + = ∈ 

 
∑   

şeklinde ifade edilir ve katsayıları da 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1\q
0

11
! 1 p

n p p
n

p q q
n q q

X X Xn E X E
n X p

τ+

≥

 −  − =
 −  

∑  

formülüyle bulunur.  

( ) ( ) ( ) ( )1\q ,
0 !p

p n

p qq
nq q

X XE X E b n
p n≥

 
  =
 
 

∑                                                   (3.7) 

dır ve n →∞  iken ( ), 0p qb n → . Burada ( )qE X  üstel serinin q -benzeridir ve Jackson 

tarafından  

( ) ( )0 !

n

q
n q

XE X
n≥

=∑  

şeklinde tanımlanmıştır [12].  

p -adik Euler sabitinin q -genişlemesi ile ilgili birkaç teorem elde edilmiştir. Bunlar; 

Teorem 3.3.3. 1q ≠  ve 1 1
p

q − <  ile pq∈  olsun. Diamond’nın p -adik Euler sabitinin q -

genişlemesi ile p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesi arasındaki ilişki  

( ), ,
10 1p q p qp

γ
 ′Γ = − − 
 

 

şeklinde verilmiştir [7]. 

Teorem 3.3.4. pq∈  iken 
1

(p 1)1
p

q p
−

−− <  olsun. p -adik Euler sabitinin q -genişlemesi 

( )
( ) ( ) ( ),

, , ,
,

1
1 0

1
p q

p q p q p q
p q

γ
′Γ

′ ′= − = Γ = −Γ
Γ

 

olarak bulunmuştur. p -adik Euler sabitinin q -genişlemesinin limit gösterimi 
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( )
( )

( ) ( )
1, 1 1

1 !
lim 1 1

1 !
n

p

n
p qn

p q pn n
q q

p
p

p p
γ −

−

−→∞ −

 − = − − 
−  

 

dır [26]. 

 

3.4. p -Adik İntegraller 

 

Reel analizde antitürev ve integral, :f →   sürekli fonksiyonunun antitürevi F  

olmak üzere  

( ) ( ) ( )
b

a

F b F a f x dx− = ∫  

formulüne bağlıdır. p -adik analizde ( ) ( ): p p p pP C C→ → →     iyi tanımlı antitürev 

dönüşümü 

( ) ( ) ( ):
b

a

f x dx Pf b Pf a= −∫        ( ), pa b∈  

ile tanımlanmıştır. Not edelim ki p p→   ye her sürekli fonksiyon, ( )1
p pC →   de bir anti 

türeve sahiptir. Ancak bu yaklaşımın yararları henüz ispatlanmamıştır. p -adik integrali 

tanımlamanın bir başka yolu da ölçü teorisini kullanmaktır [64].  

µ  Lebesgue ölçüsüne benzeyecek şekilde p  nin ( )Aµ  elemanını p  nin A  açık 

kompakt alt kümesiyle işaretleyelim. Bunun için µ  aşağıdaki üç koşulu sağlamalıdır: 

i.  ( ) ( ) ( )A B A Bµ µ µ∪ = +   ( )A B∩ ≠∅  (toplanabilirlik) 

ii. ( ) ( )a A Aµ µ+ =   ( )pa∈   (ötelemeyi koruma) 

iii.  ( ){ }sup : ,pp
A A A açık kompaktµ ⊂ < ∞   (sınırlılık) 

Teorem 3.4.1. Eğer µ , p  nin her açık kompakt alt kümesindeki elemanları bir p -adik sayıya 

dönüştüren bir fonksiyonsa ve µ  yukarıdaki üç koşulu sağlıyorsa 0µ =  dır [64]. 

Yukarıdaki teoremden de anlaşılacağı gibi p  de Lebesgue integralinde veya ölçüsünde 

ciddi engeller vardır. Bu yüzden yukarıdaki koşulların zayıflatılması düşünülmüştür. Bunlardan 

ilki, iii. koşulu zayıflatmaktır. µ  (çarpımsal) bir sabiti tanımlar ve i., ii. koşullarını sağlarsa  

( ) 1pµ =  olduğunda µ  tam olarak tanımlanır. Buradan da n
pp   nin ölçüsünün np−  olduğu 

görülür. Bu da integral teorisinin ortaya çıkışının başlangıcıdır [64]. 
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Teorem 3.4.2. X , p  nin kompakt-açık altkümesi olsun. X  kümesini oluşturan yuvarların 

kümesinden p  kümesine her bir µ  dönüşümü n
pa p X+ ⊂  için  

( ) ( )
1

1

0

p
n n n

p p
b

a p a bp pµ µ
−

+

=

+ = + +∑   

sağlıyorsa X  üzerinde tek türlü bir p -adik ölçüme genişletilebilir [63]. 

 

3.4.1. Volkenborn İntegrali 

 

Klasik Riemann integralinde çalışılan fonksiyonların en basit sınıfı kompakt bir yuvar 

üzerinde sürekli fonksiyonlar sınıfıdır. p -adik durumda, daha güçlü özellik olan sürekli olarak 

diferansiyellenebilme koşulu varsayılmalıdır. 

Tanım 3.4.1. Eğer  

( ) ( ) ( ), y
f x f y

f x
x y
−

Φ = =
−

  

olarak tanımlanan iki değişkenli fonksiyon ( ) ( ), , ,x y a a x y→ ≠  iken ( )f a′=  limitine 

sahipse f  fonksiyonuna pa∈  noktasında sürekli diferansiyellenebilirdir denir ve 

( )pf C K∈ →  ile gösterilir.  

p -adik değerli fonksiyonların integrasyonu ilk kez F. Thomas ve F. Bruhat tarafından 

düşünüldü. Ancak bu integraller analitik ve aritmetiksel amaçları için oldukça sınırlıydı. Bunun 

üzerine A. Volkenborn, 1972 yılında yeni bir integral tanımlamıştır. 

Bir f  fonksiyonu için Riemann toplamı   

( )
1 1

0 0

1 (j) (j)
n np p

n
pn

j j
f f j p

p
µ

− −

= =

= +∑ ∑   

olarak düşünülmüştür. Eğer bu toplamın limiti ( n →∞ ) olarak varsa, p   üzerinde f  in 

integrali tanımlanmıştır.  

Tanım 3.4.2.  ( )1
pf C K∈ →  için  

( )
1

0
lim (j)

n

p

p
n

n j
f x dx p f

−
−

→∞
=

= ∑∫


 

şeklinde p -adik integral tanımlanmıştır. Volkenborn’un tanımladığı integral ile yapılan etkili 

çalışmaların onuruna p -adik integral, Volkenborn integrali olarak adlandırılmıştır. Hatırlatalım 
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ki, Teorem 3.1.9 de Sf  de 1C -fonksiyonudur ve 
1 1

Sf p f≤   dır. Volkenborn integralini 

belirsiz toplam ile tanımı 

( ) ( )
( )

0
(x)dx lim '(0)

p

n

nn

Sf p Sf
f Sf

p→∞

−
= =∫



 

şeklinde verilebilir. 

Örnek 3.4.1. 2 3, , , nx x x x   fonksiyonlarının Volkenborn integral değerleri 

1

0

1lim
2

n

p

p
n

n j
xdx p j

−
−

→∞
=

= = −∑∫


 

1
2 2

0

1lim
6

n

p

p
n

n j
x dx p j

−
−

→∞
=

= =∑∫


 

1
3 3

0
lim 0

n

p

p
n

n j
x dx p j

−
−

→∞
=

= =∑∫


 

1

0
lim

m

p

p
n m n

nm j
x dx p j B

−
−

→∞
=

= =∑∫


   ( )0,1,2,...n =  

biçiminde hesaplanır. Burada nB  , n inci p -adik Bernoulli sayısıdır. 

Bazı özel fonksiyonların Volkenborn integral değeri aşağıdaki gibidir: 

Özellik 3.4.1. ( )1

0

*
n p

n
f a C K

n

∞

=

 
= ∈ → 

 
∑   olsun. O halde Mahler katsayılı fonksiyonunun 

Volkenborn integral değeri:  
 

0

( 1)(x)dx
1

p

n

n
n

f a
n

∞

=

−
=

+∑∫


 

dir [64].  

Örnek 3.4.2.  , 1pa a∈ ≠  için 

log
1

p

x aa dx
a

=
−∫



 

dir. Böylece,  

( ) ( )
0 0

1 1
p p p

j jx

j j

x x
a dx a dx a dx

j j

∞ ∞

= =

   
= − = −   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

eşitliğine ulaşılır. Özellik 3.4.1 den, 
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( ) ( ) ( ) ( ) 1
1

0 1

1 1
1 1

1
p

j j
j jx

j j
a dx a a

j j

−∞ ∞
−

= =

− −
= − = −

+∑ ∑∫


 

yazılır ve logaritma tanımından 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1

1 1

1 1 1 log1
1 1

p

j j j
jx

j j

a aa dx a
j a j a

− −∞ ∞
−

= =

− − −
= − = =

− −∑ ∑∫


 

elde edilir [64]. 

Özellik 3.4.2. : pf K→  olmak üzere ( ) ( )
0

n
n p

n
f x a x x

∞

=

= ∈∑   analitik fonksiyon olsun. Bir 

analitik fonksiyonun Volkenborn integral değeri; 

0 0
p p

n n
n n

n n
a x dx a x dx

∞ ∞

= =

  = 
 
∑ ∑∫ ∫

 

 

dır [64]. 

Özellik 3.4.3. ( )1
pf C K∈ →  ve ps∈  olsun. Volkenbon integrali aşağıdaki özelliklere 

sahiptir [64]: 

i. ( ) ( ) ( )
p

f x s dx Sf s′+ =∫


 

ii. ( ) ( ) ( )( )
p p

f x s dx f x dx Sf s′+ − =∫ ∫
 

  

veya 

                               ( ) ( ) ( )
1

0
p p

s

j
f x s dx f x dx f j

−

=

′+ − =∑∫ ∫
 

. 

Bu özellik Volkenborn integralinin ötelemeyi korumadığını (not translation invariant) gösrerir. 

iii. ( ) ( ) ( )1
p p

f x s dx f x s dx f s′+ + − + =∫ ∫
 

 

dır. Özel durumda 

( ) ( ) ( )1 0
p p

f x dx f x dx f ′+ − =∫ ∫
 

 

dır. 

Özellik 3.4.4. ( )1
pf C K∈ →  olsun. O zaman, 

( ) ( )1
p p

f x dx f x dx− = +∫ ∫
 

 

eşitliği sağlanır. 
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Ek olarak, eğer f  tek fonksiyon ise ( ) ( )1 0
2

p

f x dx f ′= −∫


 dir [64]. 

Teorem 3.4.3. ( )1
pf C K∈ →  ve { }0,1,...n∈  olsun. { }0,1,..., p 1j∈ −  için 

( ) ( ) ( )
n n

pp p

n n

j p p

f x dx f j x dx p f j p x dx−

+

= + = +∫ ∫ ∫


 

 

ve 

( ) ( ) ( )( )1

p pT

f x dx p pf x f px dx−= −∫ ∫


 

eşitlikleri vardır [64]. Hatırlatalım ki \p p pT p=    dir.  

 

3.4.2. Fermiyonik p -Adik q -İntegral 

 
1

11 p
p

q p
−

−− <  ile pq∈  ve p  tek asal sayı olsun. T. Kim 2002 yılında, Euler 

sayılarını ve polinomlarını içeren yararlı formülleri türetmek için p -adik q -integralini 

tanımlamıştır. T. Kim q -integrali tanımlamak için p  üzerinde q -ölçüyü  

( ) ( )
j

n
q p n

q

qj p
p

µ + =  

olarak ifade etmiştir. [40].  

Tanım 3.4.3. Bir f  fonksiyonu için Riemann toplamının q -benzeri   

( ) ( )
1 1

0 0

1 (j) (j)
n np p

j n
q pn

j j
q

q f f j p
p

µ
− −

= =

= +∑ ∑   

şeklinde ifade edilmiştir. Eğer bu toplamın limit ( n →∞ ) varsa p  üzerinde f  fonksiyonunun 

p -adik q -integrali tanımlanır.  

Tanım 3.4.4. ( )p pf C∈ →   fonksiyonunun p -adik q -integral ya da başka bir değişle q

-Volkenborn integrali 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1lim
n

p

p
j

q q nn j
q

I f f x d x f j q
p

µ
−

→∞
=

= = ∑∫


 

ile tanımlanmıştır [40].  

Tanım 3.4.5. p  üzerinde fermiyonik p -adik q -integrali 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1lim 1
n

p

p
jj

q q nn j
q

I f f x d x f j q
p

µ
−

− − →∞
=

−

= = −∑∫


                           (3.8) 

olarak tanımlanmıştır. Burada   ( ) ( )1
1

x

q

q
x

q−

− −
=

+
 dır. ( )p pf C∈ →   ve n∈  için 

(3.8) eşitliğinden aşağıdaki eşitlik elde edilmiştir [29]: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1

0
1 2 1

Np
n n jn j

q q q
j

q I f x n I f x f j q
−

− − −
− −

=

+ + − = −∑ . 

Özel durumda 1n =  iken 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 0q q q
qI f x I f x f− −+ + =                                                   (3.9) 

dır. 

 

3.4.3. Fermiyonik p -Adik İntegral 

 

p  tek asal sayısı olsun. Fermiyonik p -adik q -integralinden yararlanılarak, 

( )p pf C∈ →   fonksiyonu için p  üzerinde fermiyonik p -adik integral  

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 1
0

lim 1
n

p

p
j

n j
I f f x d x f jµ

−

− − →∞
=

= = −∑∫


                                       (3.10) 

olarak tanımlanmıştır. ( )p pf C∈ →   fonksiyonu için (3.10) eşitliğinden aşağıdaki 

eşitlikler elde edilmiştir [29]: n∈  için 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1
1 1

0
1 2 1

n
n n j

j
I f x n I f x f j

−
− −

− −
=

+ − − = −∑                             (3.11) 

eşitliği sağlanır ve özel durumda 

( )( ) ( )( )1 11 2 (0)I f x I f x f− −+ + =                                                                  (3.12) 

dır. 
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3.5. Bazı Özel Sayılar ve Polinomlar 

 

Son zamanlarda birçok yazar ardışık tamsayıların toplamları üzerine çalışmıştır. Bu 

kısımda integraller yardımıyla ifade edilebilen bazı özel sayılar ve polinomlar hakkında bilgiler 

verilmiştir. Bu sayılar ve polinomlar bulgular kısmında kullanılacaktır. Bunlar Changhee, q -

Changhee ve q -Euler sayıları ve polinomlarıdır. 

 

3.5.1. Changhee Sayıları ve Polinomları 

 

Umbral analizden türeyen Sheffer dizilerinden Changhee sayıları ve polinomları 

aşağıdaki gibi tanımlanmıştır: 

Tanım 3.5.1. Changhee polinomları 

( ) ( )
0

2 1
2 !

n
x

n
n

tt Ch x
t n

∞

=

+ =
+ ∑                                                           (3.13) 

üreteç fonksiyonu ile tanımlanmıştır. (3.13) eşitliğinde 0x =  iken ( )0n nCh Ch=  Changhee 

sayıları denir [71].  

Changhee sayıları ve polinomları ile ilgili aşağıdaki sonuçlar elde edilmiştir [33]: 

Özellik 3.5.1. 0n ≥  için Changhee sayıları nCh , 

( ) ( )1

p

nn
x d x Chµ− =∫



. 

fermiyonik p -adik integral gösterimine sahiptir. Burada ( ) ( ) ( )1 ... 1
n

x x x x n= − − +  dir [33]. 

Özellik 3.5.2. 0n ≥  için Changhee polinomları ( )nCh x , 

( ) ( ) ( )1

p

nn
x y d y Ch xµ−+ =∫



 

dir [33]. 

Özellik 3.5.3. 0n ≥  için 

( )1
1

2
p

nx
d x

n
µ−

  − =   
  

∫


 

dir [33]. 

Ayrıca, ikinci tür n. Changhee sayılarının üreteç fonksiyonu 

( ) ( ) ( )1
0

1
!

p

n
x y

n
n

tt d y Ch x
n

µ
∞ ∧− −

−
=

+ =∑∫


 

dır. İkinci tür n. Changhee polinomları 
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( ) ( ) ( )1

p

nCh x x y d yµ
∧

−= − −∫


 

ve ikinci tür n.  Changhee sayıları 

( ) ( )1

p

n n
Ch x d xµ
∧

−= −∫


 

fermiyonik p -adik integral gösterimine sahiptir. 

 

3.5.2. q -Changhee Sayıları ve Polinomları 

 

Umbral analizden türeyen Changhee sayıları ve polinomlarının q -genişlemesi aşağıdaki 

gibi tanımlanmıştır: 

Tanım 3.5.2. q -Changhee polinomu, 

( ) ( ) ( )
1
1

,
0

1 1
1 1 !

n
x p

n q p
n

q tt Ch x t p
q t n

−∞
−

=

 +
+ = <  + +  

∑                                 (3.14) 

eşitliği ile ifade edilmiştir. (3.14) eşitliğinde  0x =  iken ( ), ,q0n q nCh Ch=  q -Changhee sayısı 

denir [37].  

Not edelim ki 1q =  iken ( ) ( ),1n nCh x Ch x=  dır. 1q =  ve 0x =  iken 

( ) ( ),1 0 0n n nCh Ch Ch= =  dır. q -Changhee sayıları ve polinomları ile ilgili aşağıdaki sonuçlar 

elde edilmiştir [37]: 

Özellik 3.5.4. 0n ≥  için  

( ) ( ) ,

p

q n qn
x d x Chµ− =∫



.  

Burada ( ) ( ) ( )1 ... 1
n

x x x x n= − − +  dir [37]. 

Özellik 3.5.6. 0n ≥  için 

( ) ( ) ( ),

p

q n qn
x y d y Ch xµ−+ =∫



 

dir [37]. 

Özellik 3.5.7. 0n ≥  için  

( )
1

p

n

q

x qd x
n q

µ−

   −
=   +   

∫


 

dir [37]. 
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T. Kim ve ark. ikinci tür q -Changhee polinomlarını aşağıdaki gibi tanımlamışlardır [37]: 

( ) ( )
1

1 1
,

0

1 1
1 !

n
x p

n q p
n

q tt Ch x t p
q t n

∞ ∧ −− −

=

 +
+ = <  + +  

∑ .                               (3.15) 

Tanım 3.5.3. Fermiyonik p -adik q -integral ile q -Changhee sayıları 

( ) ( ),

p

n q qn
Ch x d xµ
∧

−= −∫


      ( )0n ≥  

ve q -Changhee polinomları 

( ) ( ) ( ),

p

n q qn
Ch x x y d yµ
∧

−= − −∫


       ( )0n ≥  

şeklinde ifade edilmiştir [37] ve aşağıdaki özelliklere sahiptir:  

Özellik 3.5.8. 0n ≥  için ( )
( )

,
21
1

n
n q n

qCh
q

∧ +
= −

+
 ile ikinci tür q -Changhee sayıları hesaplanabilir 

[37]. 

Özellik 3.5.9. 0n ≥  için ( ) ( ), , 1n q n qCh x Ch x
∧

= −  eşitliğine sahiptir [37]. 

 

3.5.3. q -Euler sayıları ve polinomları 

 

Bu kısımda q -Euler sayları ve polinomlarının genelleştirilmesi üzerine birkaç tanım ve 

özellik verilmiştir. Bu bölüm boyunca pq∈  ile 1 1
p

q− ≤  varsayalım.  

Bilinen tanımıyla Euler sayısı; n∈  olmak üzere Taylor açılımı kullanılarak  

0

2
1 !

n

nt
n

tE
e n≥

=
+ ∑        ( )t π<  

dır ve n∈   ve x∈   için Euler polinomu 

( )
0

2
1 !

n
xt

nt
n

te E x
e n≥

=
+ ∑       ( )t π<  

olarak tanımlanmıştır.  

T. Kim, Carlitz’in q -euler sayıları ve polinomlarından farklı bir q -Euler polinomları ve 

sayıları tanımlamıştır ve (3.9) eşitliği yardımıyla aşağıdaki eşitlikleri bulmuştur [17]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 0

112
! 1 1 !

q

p p

n k xkn nnx y t n
q q kq q

n n k

n qt te d y x y d y
kn q q n

µ µ+

− − +
≥ ≥ =

−   
= + =    − +   
∑ ∑ ∑∫ ∫

 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
0 0 0

2 1
! !

q

p

n n
x n tn n n

n qqq q
n n n

t tx y d y q e E x
n n

µ
≈+

−
≥ ≥ ≥

+ = − =∑ ∑ ∑∫


                    (3.16) 

ve buradan 

( )
( )

( )
( )

, 1
0

2 1
11

ln
q xl

n q n l
l

n
E x q

l qq

≈

+
=

− 
=   +−  

∑                                                               (3.17) 

olduğu görülür. (3.16) dan fermiyonik p -adik q -integrali yardımıyla q -Euler polinomu 0n ≥  

için  

( ) ( ) ( ),

p

n
n qqq

x y d y E xµ
≈

−+ =∫


                                                                 (3.18) 

dır. q -Euler sayıları (3.17) denkleminde 0x =  iken elde edilir ve ( ), ,0n q n qE E
≈ ≈

=  ile gösterilir.  

Tanım 3.5.4. Fermiyonik p -adik q -integrali yardımıyla q -Euler sayıları 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
0 0

2

! 1 !
q

p p

n n
x t n q xt

n qq q tq
n n

t te d x x d x e E
n qe n

µ µ
≈

− −
≥ ≥

= = =
+∑ ∑∫ ∫

 

 

yazılır. Buradan da 

( ) ( ) ,

p

n
n qqq

x d x Eµ
≈

− =∫


                                                                          (3.19) 

elde edilir.  

q -Euler sayılarının yineleme formülü  

0, 1qE
≈

=  ve 
( )

,
2 0

1
0 0

n
q

q n q
n

q q E E
n

≈ ≈  = + + =  
  >

                                               (3.20) 

olarak bulunmuştur ve burada n
qE
≈

 ile ,n qE
≈

 tanımlanmıştır. 

Tanım 3.5.5. pq∈  ile 1 1
p

q− ≤  için , (3.11), (3.12) ve (3.20) den  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
1 1 ,

0 0 0 0

12
! ! 1 !1

q

p p

kn n nnx t n
n q n kq

n n n k

nt t te d x x d x E
kn n q nq

µ µ− −
≥ ≥ ≥ =

− 
= = =   +−  

∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫
 

 

bulmuştur [72]. Buradan 

( ) ( )1 ,

p

n
n qq

x d x Eµ− =∫


                                                                            (3.21) 

ve 

( )
( )

,
0

12
11

kn

n q n k
k

n
E

k qq =

− 
=   +−  

∑                                                                   (3.22) 

elde edilir. Buradan da q -Euler sayıları, ( ), ,0n q n qE E= , ve benzer şekilde 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
, 1

0

12
11

p

k xkn
n

n q n kq
k

n q
E x x y d y

k qq
µ−

=

− 
= + =   +−  

∑∫


                                      (3.23) 

ile q -Euler polinomunları, ( ),n qE x , ile tanımlanmıştır. (3.22) ve (3.23) eşitliklerinden 

( ) ( ), ,
0

1
n nxk x

n q k q q
k

n
E x q E q E

k=

 
= = + 

 
∑  

elde edilmiştir [72]. 

Euler sayılarının ve polinomlarının genişlemelerinden biri de α  ağırlıklı q -Euler 

sayıları ve polinomlarıdır.  

( )
0, 1qE α =


 ve ( ) ( )
, ,1 0

n

n q n qq q E Eα αα 
+ + = 

 

 

      ( )0n >                                              (3.24) 

ile α  ağırlıklı q -Euler sayıları tanımlanmıştır [73].  

(3.24) te 0x =  durumunda sıfır ağırlıklı q -Euler sayısı aşağıdaki gibi tanımlanmıştır. 

Tanım 3.5.7. Sıfır ağırlıklı q -Euler sayıları 
( )0

, ,n q n qE E=
 

 dır ve 0n >  için 

( ) ( )1
,

p

n
n q q nE x d x H qµ −

−= = −∫


                                                                    (3.25) 

şeklinde tanımlanır. Burada ( )1
nH q−− , n .  Frobenius-Euler saylarıdır. 

Tanım 3.5.8. Sıfır ağırlıklı q -Euler polinomları, 

( ) ( ) ( ) ( )1
, ,

p

n
n q q nE x x y d y H q xµ −

−= + = −∫




                                               (3.26) 

şeklinde tanımlanır. Burada ( )1,nH q x−− , n . Frobenius-Euler polinomudur ve aşağıdaki özelliğe 

sahiptir [39]. 

Özellik 3.5.10. 0n >  için  

( )
( )

, ,
2 0

1
0 0

q
n q n q

n
q E E

n

 =+ = 
>

 

 

dır ve burada ( ),

n

n q qE x x E = + 
 

 

  dır [39, 40]. 

 

 

 

 

 

41 
 



Özge Çolakoğlu Havare, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2018 

3.6. İntegraller Yardımıyla Gösterilen p -adik Log Gama Fonksiyonları 

 

Bu bölümde Diamond’ın log gama fonksiyonunundan, Diamond-Euler p -adik log gama 

fonksiyonundan, p -adik log gama fonksiyonunun q -genişlemesinden, fermiyonik p -adik 

integralle tanımlanan p -adik log gama fonksiyonunun q -genişlemesinden ve ağırlıklı p -adik 

log gama fonksiyonunun q -genişlemesinden bahsedilmiştir. 

Tanım 3.6.1. Iwasawa logaritması, log p ,  

i. f , { }log : 0p p− →   bir genişlemedir. 

ii. Tüm { }, 0px y∈ −  için ( ) ( ) ( )f xy f x f y= +  

iii. ( ) 0f p =  

koşullarına sağlayan { }: 0p pf − →   fonksiyonudur [64].  log p  in temel özelliklerini 

verelim: 

Özellik 3.6.1. { }0px∈ −  olsun. ( )log 0p x =  ancak ve ancak bazı n∈  için nx , p  nin 

integral kuvvetidir. Özel durumda, 1
p

x =  ise ( )log 0p x =  ancak ve ancak x  birimin bir 

köküdür [64]. 

Özellik 3.6.2. { }0px∈ −  olsun. ( )log 0p x =  olması için gerek ve yeter koşul nx p y=  dir. 

Burada n∈  ve y  birimin köküdür [64]. 

Özellik 3.6.3. { }0px∈ − , 1
p

x =  olsun. O halde, 

( )1

1

11log
1

np

p
n

x
x

p n

−∞

=

−
=

− ∑  

şeklinde tanımlıdır [64]. 

Özellik 3.6.4.  px∈ , 1
p

x <  olsun.  

( ) ( ) 1

1

1
log 1

n
n

p
n

x x
n

+∞

=

−
+ =∑  

eşitlik sağlanır [64]. 

J. Diamond, Volkenborn integrali kullanarak p -adik log gama fonksiyonunu, pG , 

aşağıdaki gibi tanımlamıştır [15]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )log
p

p pG x x u x u x u dx= + + − +∫


 

 Ayrıca Diamond, 
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( ) ( )
( )

1
1

1

1 11log log
2 12

n
n
n

n

x Bx x x
n n xπ

+

+

≥

Γ + −   = − + −    +  
∑ , 

ile Stirling asimptotik serisinin p -adik benzerini vermiştir.  

M. S. Kim ve S. Hu, Diamond’ın pG  fonksiyonunu kurma düşüncesinden yararlanılarak 

ve fermiyonik p -adik integrali kullanarak, Diamond-Euler p -adik log gama fonksiyonunu, 

,D ELogΓ , 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), 1log
p

D E pLog x x u x u x u d uµ−Γ = + + − +∫


 

şeklinde tanımlamışlardır ve ayrıca yansıma formülü, fonksiyonel denklem, dağılım formülü ve 

Laurent seri açılımını içeren p -adik log gama fonksiyonu için birkaç temel sonuç vermişlerdir 

[74].  

T. Kim de p -adik log gama fonksiyonunun q -genişlemesini, ,p qG ,  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ), log
p

p q p qq q q
G x x u x u x u d uµ= + + − +∫



 

ve Carlitz’in q -Bernoulli sayılarını p -adik q -integral yardımıyla tanımlamıştır [40].  

T. Kim ve S. H. Rim, p -adik log gama fonksiyonunun q -genişlemesini, ,p qG , fermiyonik 

anlamda p -adik q -integrali kullanarak 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), log
p

p q p qq q q
G x x u x u x u d uµ−= + + − +∫



 

şeklinde tanımlamış ve q -Euler sayılarının p -adik q -log gama fonksiyonu için bazı Stirling tipi 

serilerin katsayılarından meydana geldiğini ispatlamıştır [75].  

S. Aracı ve ark., T. Kim’in fermiyonik anlamda tanımladığı p -adik log gama 

fonksiyonunun q -genişlemesinden yararlanarak α  ağırlıklı p -adik log gama fonksiyonunun q

-genişlemesini, ( )
,p qG α ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), log
p

p q p qq q q
G x x u x u x u d uα α α

α µ−= + + − +∫


 

şeklinde tanımlamışlardır ve α  ağırlıklı Genocchi ve Euler sayılarının q -genişlemeleri ile 

ağırlıklı  p -adik q -log gama fonksiyonu arasında bir ilişki vermişlerdir [76]. 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

 

Bu bölümde elde edilen sonuçlara yer verilmiştir. p -adik gama fonksiyonunun ve 

türevinin Volkenborn integralleri, fermiyonik p -adik q -integralleri ve fermiyonik p -adik 

integralleri altındaki değerleri hesaplanmıştır. p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin 

Volkenborn integrali altındaki değeri incelenmiştir. Ayrıca, p -adik log gama ve p -adik q -log 

gama tipli fonksiyonlar tanımlanmış ve bir takım özellikleri elde edilmiştir. 

 

4.1. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Türevinin Volkenborn İntegralleri 

 

Bu bölümde p -adik gama fonksiyonu ve türevi için Volkenborn integrali altında değeri 

hesaplanmış ve ilgi çekici özellikler elde edilmiştir. 

Teorem 4.1.1. Her px∈  için  

( )
0

!1
1

p

p n
n

nx dx b
n

∞

=

Γ + = −
+∑∫



 

eşitliği sağlanır. Burada nb  Teorem 3.2.7 de verilmiştir. 

İspat: px∈  olsun. Teorem 3.2.7 den  ( ) ( )
0

1p n p
n

x
x a x

n

∞

=

 
Γ + = ∈ 

 
∑      ve 

 
0

1exp
1

p p
n

n
n

x xx b x
p x

∞

=

  −
+ =  − 

∑  olsun. Teorem 3.1.8 den ( ) 11 ( K)p px CΓ + ∈ →  olduğu 

görülür. Özellik 3.4.1 den 

( )
0

( 1)1
1

p

n

p n
n

x dx a
n

∞

=

−
Γ + =

+∑∫


                                                        (4.1) 

elde edilir. ( )1p xΓ +  fonksiyonunun yukarıda verilen koşullar altında Teorem 3.2.7 deki 

( ) 11 !n
n na n b+= −   eşitliği (4.1) de yazılırsa tüm n  ler için  

( )
0

!1
1

p

p n
n

nx dx b
n

∞

=

Γ + = −
+∑∫



 

elde edilir. 

Teorem 4.1.2. Aşağıdaki eşitlik 

( )
0

!
1

p

p p n
n

nx dx b
n

γ
∞

=

Γ = −
+∑∫


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sağlanır. Burada nb  Teorem 3.2.7 de verilmiştir. 

İspat:  px∈  ve 2p ≠  olsun. Teorem 3.2.7 den 2p ≠ , ( ) ( )
0

1p n p
n

x
x a x

n

∞

=

 
Γ + = ∈ 

 
∑   ve 

0

1exp
1

p p
n

n
n

x xx b x
p x

∞

=

  −
+ =  − 

∑  ( )x E∈  vardır. Özellik 3.4.3 (iii) özelliğinin özel durumundan  

( ) ( )1 (0)
p p

p p px dx x dx ′Γ + − Γ = Γ∫ ∫
 

                                            (4.2) 

eşitliği yazılır. Teorem 4.1.1 ve Teorem 3.2.6 dan yararlanılarak (4.2) eşitliği 

( )
0

!
1

p

n p p
n

nb x dx
n

γ
∞

=

− − Γ = −
+∑ ∫



 

şeklinde yazılır. Buradan da istenilen sonuç elde edilir. 

Teorem 4.1.3.  Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( )
0 0

1
1

p

nn

p n
n j

x dx a
n j

∞

= =

−
Γ =

+ −∑∑∫


. 

Burada na  Teorem 3.2.7 de verilmiştir. 

İspat: Teorem 3.2.7 den ( ) ( )
0

1p n p
n

x
x a x

n

∞

=

 
Γ + = ∈ 

 
∑   ve 

0

1exp
1

p p
n

n
n

x xx b x
p x

∞

=

  −
+ =  − 

∑  

olsun. pΓ  nın Mahler açılımından yararlanılarak  

( )
0 0

1 1

p p p

p n n
n n

x x
x dx a dx a dx

n n

∞ ∞

= =

− −   
Γ = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

yazılır. 
1x

n
− 

 
 

 Mahler katsayısının belirsiz toplamı Sonuç 3.1.8 den 
1
1

x
n
− 

 + 
 dır. O halde, 

( ) ( )
0

1
0

1
p

p n
n

x
x dx a

n

∞

=

′− 
Γ =  + 

∑∫


 

yazılır. Mahler tabanının türevi Özellik 3.1.1 (iii) den yararlanılarak aşağıdaki gibi elde edilir:  

( ) ( ) ( )
0 0

11
0

1
p

n jn

p n
n j

x
x dx a

jn j

−∞

= =

−−  
Γ =  + −  

∑ ∑∫


 

veya 

( ) ( )
0 0

1
1

p

nn

p n
n j

x dx a
n j

∞

= =

−
Γ =

+ −∑ ∑∫

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dır. 

Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.3 ten aşağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.1.1. p -adik Euler sabitinin seri açılımı  

( )
0 0 0

1 !
1 1

nn

p n n
n j n

na b
n j n

γ
∞ ∞

= = =

−
= +

+ − +∑∑ ∑  

veya 

( ) ( ) 1

0 0 0

1 1
1 1

n nn

p n n
n j n

a a
n j n

γ
+∞ ∞

= = =

− −
= +

+ − +∑∑ ∑  

dır. Burada na  ve nb , Teorem 3.2.7 de verilmiştir. 

Aşağıdaki teoremde , px s∈  için ( )p x sΓ +  fonksiyonunun Volkenborn integrali 

altındaki değeri verilmiştir. 

Teorem 4.1.4.  , px s∈   olsun. Aşağıdaki eşitlik  

( ) ( )
0 0

11
1

p

n jn

p n
n j

s
x s dx a

jn j

−∞

= =

−−  
Γ + =  + −  

∑∑∫


 

sağlanır. 

İspat: Özellik 3.4.3 (i) özelliğinden ve Teorem 3.2.7 den 

( ) ( ) ( )'

0

1
(s)

p

p p n
n

x
x s dx S a S s

n

∞

=

′ −  
Γ + = Γ =   

  
∑∫



 

elde edilir. 
1x

n
− 

 
 

 Mahler katsayısının belirsiz toplamı Sonuç 3.1.8 den  
1
1

x
n
− 

 + 
 dır. Özellik 

3.1.1 (iii) özelliğinden aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

( ) ( ) ( )
0

11
1

p

n jn

p n
n j o

x
x s dx a s

jn j

−∞

= =

 −−  
Γ + =    + −   

∑ ∑∫


 

Buradan da teoremin ispatı tamamlanır. 

Not: Teorem 4.1.4 te 0s =  iken Teorem 4.1.3 elde edilir. 

Teorem 4.1.5.  Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( )
1

1

!
1

p

k

p pk
kp

k px dx c
k k

−∞

=

Γ = −
+∑∫



 

 

Burada nc  Teorem 3.2.8 de tanımlanan seri açılımının rasyonel katsayısıdır. 
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İspat: Teorem 3.4.3 den  

( ) ( )1

p p

p p
p

x dx p px dx−Γ = Γ∫ ∫
 

 

elde edilir. Teorem 3.2.8 den aşağıdaki eşitlik yazılır: 

( ) ( ) ( )1 1

0 0
.

p p p

k kk k
p pk pk

k kp

x dx p p c x dx p c x dx
∞ ∞

− −

= =

Γ = =∑ ∑∫ ∫ ∫
  

 

Hatırlatalım ki ( ) ( )1 !k k x
x k

k
− 

= −  
 

 dır. O halde 

( ) ( )1

0
! 1

p p

kk
p pk

kp

x
x dx p c k dx

k

∞
−

=

− 
Γ = −  

 
∑∫ ∫

 

 

vardır. Özellik 3.4.4 ten  

( ) ( )1

0

1
! 1

p p

kk
p pk

kp

x
x dx p c k dx

k

∞
−

=

+ 
Γ = −  

 
∑∫ ∫

 

                                    (4.3) 

yazılır. 
1

p

x
dx

k
+ 

 
 
∫


 değeri, 

( )
( )

1

0 0

1 11
1 11 1 1

lim lim
1

p

k

x x

x xx x
x k k k k

dx
k x x k k

−

→ →

+ −   +
   + −+ + −     = = =  + 

∫


                                  (4.4) 

dir. (4.4) eşitliği (4.3) eşitliğinde yerine yazılırsa 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

0 1

1 !! 1
1 1

p

k k
kk

p pk pk
k kp

k px dx p c k c
k k k k

− −∞ ∞
−

= =

−
Γ = − = −

+ +∑ ∑∫


 

elde edilir. 0k =  da seri açılımı tanımsızdır.  

Teorem 4.1.6. px T∈   için 

( ) ( )
1

0 1

! !
1 1

p

k

p p n pk
n kT

n k px dx b c
n k k

γ
−∞ ∞

= =

Γ = − +
+ +∑ ∑∫  

eşitlik sağlanır.  Burada nb  Teorem 3.2.7 de verilen seri açılımının katsayısıdır ve nc  katsayısı 

da Teorem 3.2.8 de verilen seri açılımının rasyonel katsayısıdır. 

İspat: \p p pT p=    olduğu biliniyor. O halde  

( ) ( ) ( )
p p p

p p p
T p

x dx x dx x dxΓ = Γ − Γ∫ ∫ ∫
 

 

olduğu kolayca görülür. Teorem 4.1.2 ve Teorem 4.1.5 ten 
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( ) ( )
1

0 1

! !
1 1

p

k

p p n pk
n kT

n k px dx b c
n k k

γ
−∞ ∞

= =

Γ = − +
+ +∑ ∑∫  

elde edilir. 

Bilindiği üzere pΓ  fonksiyonunun negatif değerleri mevcuttur. Bu değerler için pΓ  

fonksiyonunun Volkenborn integrali altındaki yansıması aşağıdaki teoremde verilmiştir: 

Teorem 4.1.7. px∈  için  

( ) ( )
0

!1
1

p p

p p n
n

nx dx x dx b
n

∞

=

Γ − = Γ + = −
+∑∫ ∫

 

 

eşitliği sağlanır. 

İspat: Özellik 3.4.4 ve Teorem 4.1.1 den istenilen sonuç bulunur. 

Teorem 4.1.8. px∈ için 

( ) ( ) ( )1

0

!1
1

p

l x
p p n

n

nx dx b
n

γ
∞

−

=

 Γ = − − + 
∑∫



 

eşitliği vardır. Burada ( )l x , x  değişkenine bağlı ama sabit bir sayıdır. 

İspat: px∈  ve 0 1 ...x a a p= + +  olsun. 2p ≠  için Teorem 3.2.4 ten aşağıdaki eşitlik elde 

edilir:  

( ) ( )( ) ( )1 1 1 l x
p px x−Γ = Γ − − . 

Burada ( )l x , x  e bağlı ama sabit bir sayıdır. Yani x  teki 0a  dır.  

( ) ( )( ) ( )1 1 1
p p

l x
p px dx x dx−Γ = Γ − −∫ ∫

 

 

veya 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
p p

l x
p px dx x dx−Γ = − Γ −∫ ∫

 

                                           (4.5) 

eşitlikleri sağladığı görülür. Özellik 3.4.4 te f  fonksiyonu yerine pΓ  fonksiyonunu ve burada x  

yerine 1x −  yazılırsa  

( ) ( )1
p p

p px dx x dxΓ − = Γ∫ ∫
 

                                                          (4.6) 

eşitliğine karşılık gelir. (4.5) denkleminde (4.6) eşitliği yazılır ve p -adik gama fonksiyonunun 

Volkenborn integral değeri de Teorem 4.1.2 den yazılırsa 
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( ) ( ) ( )1

0

!1
1

p

l x
p p n

n

nx dx b
n

γ
∞

−

=

 Γ = − − + 
∑∫



 

sonucu elde edilir. 

Aynı teorem 2p =  için düzenlenirse ve Teorem 3.2.4 ten de yararlanılırsa aşağıdaki 

teorem elde edilir: 

Teorem 4.1.9. 2p =  olsun. O zaman  

( ) ( ) ( )1 11
2

0

!1
1

p

x
p n

n

nx dx b
n

σ γ
∞

+−

=

 Γ = − − + 
∑∫



 

eşitliği sağlanır ve burada 0 1 ...x a a p= + +  olmak üzere ( )1 1x aσ =  dir ve nb  Teorem 3.2.7 de 

verilmiştir. 

pΓ  fonksiyonunun türevi bulunup, Volkenborn integrali altındaki değeri hesaplanılmış 

ve buna bağlı bazı sonuçlar verilmiştir. 

Teorem 4.1.10. px∈  için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( ) 11

1 0

11 n jn

p n
n j

x
x a

jn j

− −∞ −

= =

−−  ′Γ =  −  
∑∑ . 

Burada na  Teorem 3.2.7 de verilmiştir. 

İspat: Teorem 3.2.7 den aşağıdaki eşitlik yazılır: 

( )
0

1
p n

n

x
x a

n

∞

=

′ −  ′Γ =   
  

∑ . 

Özellik 3.1.1 (iii) özelliğinden  

( ) ( ) 11

0 0

11 n jn

p n
n j

x
x a

jn j

− −∞ −

= =

−−  ′Γ =  −  
∑∑  

eşitliği elde edilir. 0n =  için eşitlik tanımsızdır. O halde 1n ≥  iken pΓ  fonksiyonunun türevi 

tanımlıdır. 

Ayrıca Özellik 3.4.3 (iii) de f  fonksiyonunun yerine pΓ  fonksiyonu yazılır ve Teorem 

3.2.7 den de yararlanılarak aynı sonuç bulunur. 

Teorem 4.1.10 da 0x = için aşağıdaki sonuç elde edilir: 

Sonuç 4.1.2.  p -adik Euler sabitinin kuvvet serisiyle gösterimi 

( ) 11

1 0

1 nn

p n
n j

a
n j

γ
−∞ −

= =

−
=

−∑∑  

şeklindedir. 
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Teorem 4.1.11. p′Γ  fonksiyonunun Volkenborn integralinin değeri aşağıdaki gibidir: 

( ) ( )
( )( )

11

1 0 0

1
1

p

njn

p n
n j k

x dx a
n j k

−∞ −

= = =

−
′Γ =

− +∑∑∑∫


. 

İspat: Teorem 4.1.10 dan, 

( ) ( ) 11

1 0

11

p p

n jn

p n
n j

x
x dx a dx

jn j

− −∞ −

= =

−−  ′Γ =  −  
∑∑∫ ∫

 

 

olduğu görülür. Özellik 3.1.1 (ii) den 

( ) ( ) 11

1 0 0

11

p p

n j jn

p n
n j k

x
x dx a dx

k j kn j

− −∞ −

= = =

−−   ′Γ =   −−   
∑∑ ∑∫ ∫

 

 

veya denk olarak 

( ) ( ) 11

1 0 0

1

p p

n kjn

p n
n j k

x
x dx a dx

kn j

− −∞ −

= = =

−  ′Γ =  −  
∑∑∑∫ ∫

 

                                     (4.7) 

integral yansımasına karşılık gelir. 

x
k
 
 
 

 Mahler tabanının Volkenborn integral değeri; 

( )
0 0

1
11 1

lim lim
1

p

k

x x

x xx
x k k k

dx
k x x k→ →

−   
    −+ +     = = =  + 

∫


                                (4.8) 

elde edilir. (4.7) ve (4.8) eşitliklerinden 

( ) ( )
( )( )

11

1 0 0

1
1

p

njn

p n
n j k

x dx a
n j k

−∞ −

= = =

−
′Γ =

− +∑∑∑∫


 

sonucuna ulaşılır. 

          , px s∈  için ( )1p x s′Γ + +  fonksiyonunun Volkenborn integral değerini hesaplamak için 

aşağıdaki teoremin ispatı verilmelidir. 

Teorem 4.1.12. , px s∈  için  

( )
0

1
1

p

n jn

j

x s s
dx

n jn j

−

=

+ −   
=   + −   
∑∫



 

eşitliği sağlanır. 

İspat: , px s∈  olsun. Volkenborn integral tanımından ve Sonuç 3.1.8 den 

( )0
1

p

x s x s
dx

n n

′+ +   
=   +   

∫

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yazılır. Özellik 3.1.1 (iii) den  

( ) ( )
0

1
0

1
p

n jn

j

x s x s
dx

n jn j

−

=

+ +−   
=   + −   
∑∫



 

dır ve buradan 

( )
0

1
1

p

n jn

j

x s s
dx

n jn j

−

=

+ −   
=   + −   
∑∫



 

elde edilir. 

Teorem 4.1.13. Eğer , px s∈  ise 

( ) ( )
( )( )

11

1 0 0

1
1

1
p

n kjn

p n
n j k

s
x s dx a

kn j j k

− −∞ −

= = =

−  ′Γ + + =  − − +  
∑∑∑∫



 

eşitliği sağlanır. 

İspat: Teorem 4.1.10 dan  

( ) ( ) 11

1 0

1
1

n jn

p n
n j

x s
x s a

jn j

− −∞ −

= =

+−  ′Γ + + =  −  
∑∑                                            (4.9) 

yazılır. (4.9) eşitliğinin Volkenborn integral altındaki yansıması  

( ) ( ) 11

1 0

1
1

p p

n jn

p n
n j

x s
x s dx a dx

jn j

− −∞ −

= =

+−  ′Γ + + =  −  
∑∑∫ ∫

 

                             (4.10) 

şeklinde yazılır. Teorem 4.1.12 den aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

( ) ( ) ( )11

1 0 0

1 1
1

1
p

n j j kjn

p n
n j k

s
x s dx a

kn j j k

− − −∞ −

= = =

− −  ′Γ + + =  − + −  
∑∑ ∑∫



. 

Sonuç 4.1.3. , px s∈  olsun. Teorem 4.1.13 de 1s = −  için aşağıdaki sonuç elde edilir: 

( ) ( )
( )( )

11

1 0 0

1
1

p

njn

p n
n j k

x dx a
n j j k

−∞ −

= = =

−
′Γ =

− + −∑∑∑∫


. 

Not: Teorem 4.1.8 ile Sonuç 4.1.3 teki sonucun aynı olduğu görülür. 

Sonuç 4.1.4.  ps∈  olsun.  

( )( )( ) ( ) ( )
0 0

11
1

1

nn
j

p n
n j

s
S s a

jn j

∞

= =

 − −  ′Γ = − −  + −   
∑∑  

elde edilir. 

İspat: , px s∈ olsun ve Özellik 3.4.3 (ii) de pf = Γ  fonksiyonu olsun. Bu durumda 

( ) ( ) ( )( )
p p

p p px s dx x dx S s′Γ + − Γ = Γ∫ ∫
 
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eşitiliği yazılır. Teorem 4.1.3 ve Teorem 4.1.4 kullanılarak istenen sonuç elde edilir. 

Teorem 4.1.14. Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( )
( )( )

1 11

1 0 0

1 1
!

1
p

k m kjk
pk

p
k j mp

p c k
x dx k

mk j j m

− − −∞ −

= = =

− − ′Γ =  − + −  
∑∑∑∫



. 

İspat: Teorem 3.4.3 den 

( ) ( )1

p p

p p
p

x dx p px dx−′ ′Γ = Γ∫ ∫
 

 

ilişkisi vardır. Teorem 3.2.8 den 

( ) ( )
0

! 1 kk
p a pk

k

x
a px p c k

k

∞

+
=

′ −  ′Γ − + = −  
  

∑  

eşitliği vardır. Özellik 3.1.1. (iv) den 

( )
0

1
!k

p a pk
k

x k
a px p c k

k

∞

+
=

′ + −  ′Γ − + =   
  

∑  

ve Özellik 3.1.1. (iii) den 

( ) ( ) 11

0 0

11
!

k jk
k

p a pk
k j

x k
a px p c k

jk j

− −∞ −

+
= =

+ −−  ′Γ − + =  −  
∑∑  

eşitliği yazılır. 0k = iken eşitlik tanımsızdır. O halde eşitlik 1k ≥  için tanımlıdır. Burada 0a =  

iken 

( ) ( ) 11

1 0

11
!

k jk
k

p pk
k j

x k
px p c k

jk j

− −∞ −

= =

+ −−  ′Γ =  −  
∑∑  

elde edilir. Böylece, 

( ) ( ) 11
1

1 0

11
!

p p

k jk
k

p pk
k jp

x k
x dx p p c k dx

jk j

− −∞ −
−

= =

+ −−  ′Γ =  −  
∑∑∫ ∫

 

 

veya denk olarak 

( ) ( ) 11
1

1 0

11
!

p p

k jk
k

p pk
k jp

x k
x dx p c k dx

jk j

− −∞ −
−

= =

+ −−  ′Γ =  −  
∑∑∫ ∫

 

 

dır.  Teorem 4.1.12 den 

( ) ( ) ( )11
1

1 0 0

11 1
!

1
p

k j j mjk
k

p pk
k j mp

k
x dx p c k

mk j j m

− − −∞ −
−

= = =

−− −  ′Γ =  − + −  
∑∑ ∑∫



 

eşitliği elde edilir. 
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\p p pT p=    olduğu biliniyor. Böylece, Teorem 4.1.11 ve Teorem 4.1.14 den 

aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 4.1.15. px T∈  olsun. O halde 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

1 11 1

1 0 0 1 0 0

11 1 !
1 1

p

n k m kj jn k

p n pk
n j k k j mT

kp k
x dx a c

mn j k k j j m

− − −∞ − ∞ −

= = = = = =

−− −  ′Γ = +  − + − + −  
∑∑∑ ∑∑∑∫  

dır.  Burada nb , Teorem 3.2.7 de verilen seri açılımının katsayısıdır ve nc  de Teorem 3.2.8 de 

verilen seri açılımının rasyonel katsayısıdır. 

 

4.2. p -Adik Gama Fonksiyonunun q -Genişlemesinin Volkenborn İntegrali 

 

Bu kısımda p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin Volkenborn integrali 

altındaki değeri elde edilmiştir. p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin türevi elde 

edilip onunla ilgili bazı teoremler bulunmuştur. Bu sonuçlar aracılığıyla p -adik Euler sabitinin 

q -genişlemesi için yeni bir gösterim verilmiştir.  

p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin Volkenborn integralini bulmak için bazı 

teoremlere ihtiyaç vardır. Öncelikle bu teoremler verilmiştir.  

Teorem 4.2.1. 1 1
p

q − < , n∈  olsun. q -Mahler katsayısının belirsiz toplamı 

** *
1

n

q q

S q
n n

−   
=   +   

 

eşitliğidir. 

İspat: px∈ , n∈  ve 1 1
p

q − <  olmak üzere ( ) ( ),
0

p q
n q

x
f x n

n
τ

∞

=

 
=  

 
∑  ve 

( ) ( ),
0

p q
n q

x
Sf x n

n
σ

∞

=

 
=  

 
∑  olduğunu kabul edelim. Burada sırasıyla ,p qτ  ve ,p qσ , ( )f x  ve 

( )Sf x  fonksiyonlarının Mahler katsayılarıdır. Teorem 3.1.5 den  

( ) ( ) ( ), , ,
0 0 0

1
p q p q p q

n n nq q q

x x x
n n n

n n n
σ σ τ

∞ ∞ ∞

= = =

+     
− =     

     
∑ ∑ ∑  

yazılır. Yukarıdaki eşitlik (3.6) eşitliği ile düzenlenirse 

( ) ( ) ( )1
, , ,

0 0 01
x n

p q p q p q
n n nq q q q

x x x x
n q n n

n n n n
σ σ τ

∞ ∞ ∞
− +

= = =

        
− − =         −        

∑ ∑ ∑  

veya denk olarak 
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( ) ( )1
, ,

0 01
x n

p q p q
n nq q

x x
n q n

n n
σ τ

∞ ∞
− +

= =

   
=   −   

∑ ∑  

elde edilir. Yukarıdaki eşitlikten 

( ) ( ), ,
1 0

1 x n
p q p q

n nq q

x x
n q n

n n
σ τ

∞ ∞
−

=− =

   
+ =   

   
∑ ∑  

bulunur. Burada n∈  olduğundan 1n = −  de tanımsızdır. O halde 

( ) ( ), ,
0 0

1 x n
p q p q

n nq q

x x
n q n

n n
σ τ

∞ ∞
−

= =

   
+ =   

   
∑ ∑  

dır. Bu durumda n∈  için 

( ) ( ), ,1 x n
p q p qn q nσ τ−+ =  

elde edilir. Denk olarak 

( ) ( ) ( )1
, , 1x n

p q p qn q n nσ τ− − += − ∈  

dir. ( )f x  fonksiyonunun belirsiz toplamı  

( ) ( )1
,

0
1x n

p q
n q

x
Sf x q n

n
τ

∞
− − +

=

 
= −  

 
∑  

veya 

( ) ( ),
1 1

n x
p q

n q

x
Sf x q n

n
τ

∞
−

=−

 
=  + 
∑  

yazılır. Yukarıdaki eşitlik n∈  olduğundan 0n ≥  için sağlanır ve 

** *
1

n

q q

S q
n n

−   
=   +   

 

sonuç elde edilir. 

Not edelim ki 1q →  iken q -Mahler katsayısı Mahler katsayısına indirgenir. 

Teorem 4.2.2. , px s∈ , 1 1
p

q − <  ve n∈  olsun. q -Mahler katsayısının türevi 

( )1

1
1 0

1 1 1ln
1 1 1

j x s kx s jn

n n k
j kq q q

q qx s x s j x sq q
n n j nq q

− + −+ −

+ −
= =

′  −+ + − − + −     
 = +     + −− −       
∑∏  

şeklinde ifade edilir. 

İspat: (3.5) den    

( )( ) ( )
( )( ) ( )

1

1

1 1 ... 1
1 1 1 ... 1

x s x s x s n

n n
q

q q qx s
n q q q

+ + − + −

+

′′  − − −+ 
 = + − − −    

 

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin türevi alınırsa 
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( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

1 1

ln 1 ... 1 1 ... 1 ln
...

1 1 1 ... 1 1 1 ... 1

x s x s x s n x s x s n x s n

n n n n
q

q q q q q q q qx s
n q q q q q q

+ + − + − + + − + + −

+ +

′ − − − −+ 
= + + + − − − − − − 

 

bulunur. Elde edilen bu eşitlik düzenlenirse 

( )1

1
1 0

1 1 1ln
1 1 1

x s j x s kjn
x s

n n k
j kq q q

q qx s x s j x sq q
n n j nq q

+ − + −−
+

+ −
= =

′  −+ + − − + −     
 = +     + −− −       
∑∏  

şeklinde yazılır. 

Teorem 4.2.3. , px s∈ , n∈  ve 1 1
p

q − <  olmak üzere q -Mahler katsayısının Volkenborn 

integrali altındaki yansıması 

( )
( )

1

1
1 0

1 1 1ln .
1 1

p

s j s kn s jn

n n k
j kq qq

q qx s s j sq qdx
n n j nq q

− −− −

+ −
= =

 −+ − − −      = +     − − −      
∑∏∫



 

dır. 

İspat: Teorem 4.2.1 den  
q

x s
n
+ 

 
 

nun belirsiz toplamı 
1

n x s

q

x s
q

n
− − + 

 + 
dir. Bu durumda 

( )0
1

p

n x s

q q

x s x s
dx q

n n
− −

′ + +   
=      +    

∫


                                                     (4.11) 

eşitliği yazılır. Böylece, 

( )
0

1 1
0 lim

1 0

n x s n s

q qn x s

x
q

x s s
q q

n nx s
q

n x

− − −

− −

→

+   
−   ′  + ++     

=   + −  
 

eşitliği vardır. Eşitlikte 0x →  iken 0
0

 belirsizliği ortaya çıkar. Bu belirsizlikten kurtulmak için 

q -Mahler tanımından da yararlanılarak L’hospital kuralından, 

( )
0

ln .
1 1

0 lim
1 1

n x s n x s

q qx s n

x
q

x s x s
q q q

n nx s
q

n

− − − −

+ −

→

′+ +   
− +   ′  + ++     

=   +  
                (4.12) 

elde edilir. Teorem 4.2.2 ile (4.12) eşitliği düzenlenirse  

( )
( )( )

1

11
1 0

1 1 1
ln .

111 1

s j s k sjn
n s

nn n k
j k q qq

q q s j s sqq q
n j n nqq q

− −−
−

++ −
= =

 − − − −      = + −     − + −− −       
∑∏    

bulunur. Böylece,  
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( ) ( )
( )( )

1

11
1 0

1 1 110 ln .
1 11 1

s j s kjn
n x s n s

nn n k
j kq qq

q qx s s j s
q q q

n n j nqq q

− −−
− − −

++ −
= =

′    −+ − − −      = +       + − −− −        
∑∏

                                                                                                   (4.13) 

elde edilir. (4.11) ve (4.13) eşitsizliklerinden istenilen sonuca ulaşılır. 

  Teorem 4.2.4. Her px∈  ve 
1
11 p

p
q p

−
−− <  için  

( ) ( ) ( )
2

2

, , 1
0

1 ln
1

1
p

n n
n

p q p q n
n

q q
x dx n

q
τ

− +
∞

+
=

−
Γ + =

−∑∫


 

eşitliği sağlanır. 

İspat: px∈   olsun. Teorem 3.3.2 kullanılarak  

( ) ( ) ( ), , ,
0 0

1
p p p

p q p q p q
n nq q

x x
x dx n dx n dx

n n
τ τ

∞ ∞

= =

   
Γ + = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

                       (4.14) 

eşitliği yazılır. Teorem 4.2.3 de 0s =  için  

( )
( )

1

1
1 0

1 1 1ln
1 1

p

j kn jn

n n k
j kq qq

q qx jq qdx
n n j nq q

− −−

+ −
= =

 − − − −      = +     − − −      
∑∏∫



 

dir. 0k =  için seri toplamı 0 dır. Buradan ve Özellik 3.3.3 (ii) nin özel durumundan 

( )
2

2

1

1 ln
1

p

n n
n

n
q

x q q
dx

n q

− +

+

− 
=  − 

∫


 

sonuçu bulunur ve (4.14) eşitliğinden istenilen sonuça varılır. 

Teorem 4.2.5. , px s∈  ve 
1
11 p

p
q p

−
−− <  için 

( ) ( ) ( )
( )

1 11 1
,

, 1
0 1 0

1ln 2 2
1 1

p

s j s kn s jn
p q

p q n n k
n j k qq

q qn q q s j s
x s dx

n j nq q
τ − − − −− + −∞

+ −
= = =

 − − − −    Γ + = +   − − −     
∑ ∑∏∫



eşitliği elde edilir. 

İspat: ,p qΓ  nın Mahler açılımından yararlanılırsa  

( ) ( ) ( ), , ,
0 0

1 1

p p p

p q p q p q
n nq q

x s x s
x s dx n dx n dx

n n
τ τ

∞ ∞

= =

+ − + −   
Γ + = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

             (4.15) 

eşitliği yazılır. Teorem 4.2.3 den  
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( )
( )

1 11 1

1
1 0

11 2 2ln
1 1

p

s j s kn s jn

n n k
j kq qq

q qx s s j sq qdx
n n j nq q

− − − −− + −

+ −
= =

 −+ − − − −      = +     − − −      
∑∏∫



 

olduğu biliniyor. Yukarıdaki eşitlik ve (4.15) eşitliğinden 

( ) ( ) ( )
( )

1 11 1
,

, 1
0 1 0

1ln 2 2
1 1

p

s j s kn s jn
p q

p q n n k
n j k qq

q qn q q s j s
x s dx

n j nq q
τ − − − −− + −∞

+ −
= = =

 − − − −    Γ + = +   − − −     
∑ ∑∏∫



elde edilir. 

Teorem 4.2.6. 
1

11 p
p

q p
−

−− <   için 

( ) ( ) ( )
( )

2 11
1, 12

, 1
0 1 0

1ln 2 2
1

1 1

n j kn n jn
np q n

p q n n k
n j k qq

q qn q j
q q

n j nq q
τ

γ
− − −− + −∞

+ +
+ −

= = =

 − − − −    = − + +   − − −     
∑ ∑∏  

eşitliği yazılır. 

İspat: Özellik 3.4.3 ün özel durumundan aşağıdaki eşitlik yazılır: 

( ) ( ), , ,1 (0)
p p

p q p q p qx dx x dx ′Γ + − Γ = Γ∫ ∫
 

.                                       (4.16) 

Tereom 4.2.5 da 0s =  için 

( ) ( ) ( )
( )

1 11 1
,

, 1
0 1 0

1ln 2 2
1 1

p

j kn jn
p q

p q n n k
n j k qq

q qn q q j
x dx

n j nq q
τ − − − −+ −∞

+ −
= = =

 − − − −    Γ = +   − − −     
∑ ∑∏∫



    (4.17) 

dir. (4.17) ve Teorem 4.2.4 eşitliklerini (4.16) da yazılırsa  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 11
, 12

, 1
0 1 0

1ln 2 2
0 1

1 1

n j kn n jn
np q n

p q n n k
n j k qq

q qn q j
q q

n j nq q
τ − − −− + −∞

+
+ −

= = =

 − − − −    ′Γ = − − −   − − −     
∑ ∑∏  

elde edilir. Buradan ve Teorem 3.3.4 den p -adik Euler sabitinin q -genişlemesi için bir seri 

açılım bulunur. 

Teorem 4.2.7. p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin türevi 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
, 1

, 1
0 1 0

,
1

0

ln 1 2
1 1

1 1

ln 2 2
11

n jjn
p q s k s k

p q n n k
n j k q q

n s
p q n

n
n q q

n q s j s jqs q q
n j n jq q

n q q s s
q q

n nq

τ

τ

−−∞
− − −

+ −
= = =

−∞

+
=

  − − − −   ′  Γ = − − −     − −− −      
 − −   

+ − +    −−      

∑ ∑∏

∑
 

şeklinde yazılır. 

İspat: Özellik 3.4.3 (iii) den 
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( ) ( ) ( ), , ,1
p p

p q p q p qx s dx x s dx s′Γ + + − Γ + = Γ∫ ∫
 

                                                (4.18) 

yazılır. ( ), 1
p

p q x s dxΓ + +∫


 değeri; Teorem 3.3.2 den 

( ) ( ) ( ), , ,
0 0

1
p p p

p q p q p q
n nq q

x s x s
x s dx n dx n dx

n n
τ τ

∞ ∞

= =

+ +   
Γ + + = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

bulunur. Teorem 4.2.3 ten  

( ) ( ) ( )
( )

1
,

, 1
0 1 0

1ln 1 1
1

1 1
p

s j s kn s jn
p q

p q n n k
n j k qq

q qn q q s j s
x s dx

n j nq q
τ − −− −∞

+ −
= = =

 − − − −    Γ + + = +   − − −     
∑ ∑∏∫



   

                                                                                                                                                                              (4.19) 

elde edilir. (4.18) eşitliğinde (4.19) eşitliği ve Teorem 4.2.5 deki eşitlik kullanılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
, 1

, 1
0 1 0

,
1

0

ln 1 2
1 1

1 1

ln 2 2
11

n jjn
p q s k s k

p q n n k
n j k q q

n s
p q n

n
n q q

n q s j s jqs q q
n j n jq q

n q q s s
q q

n nq

τ

τ

−−∞
− − −

+ −
= = =

−∞

+
=

  − − − −   ′  Γ = − − −     − −− −      
 − −   

+ − +    −−      

∑ ∑∏

∑
elde edilir. 

p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesinin pp  üzerinde Volkenborn integrali 

altındaki yansıması için Mahler açılımından yararlanılmalıdır. Ancak Conrad’ın bulduğu Mahler 

açılımı bizim için yeterli değildir.  Conrad‘nın Mahler açılımı Barsky gibi Yardımcı Teorem 3.3.1 

den yararlanılarak bulunmuştur. Barsky ve Conrad’ın yöntemi kullanılarak aşağıdaki teorem 

elde edilir. 

Teorem 4.2.8. pq∈ , 
1
11 p

p
q p

−
−− <   için  ,p qΓ  Mahler açılımı  

( ) ( ), ,
0

p q p q
k q

pn
pn n

k
λ

∞

=

 
Γ = ∈ 

 
∑   

ve 

( ) ( ) ( ) ( ), 1\q
0

1
! p

pn p
pn

p q q
n q q

X XE X E
pn p

λ
≥

 
 − =
 
 

∑  

şeklinde ifade edilir. Burada ,p qλ , ( ),p q pnΓ  dizisinin n  inci q -Mahler katsayısıdır. 

İspat: Özellik 3.3.4 (iv) den  
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( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )( ) ( )

1 1

,

1 ! 1 !
1

!
!

pn
qp pq

p

pn pn

q q
p q n

q

q

pn pn
pn

p npnp
p

 
 
 

+ +− −
Γ + = =

  
  
  

 

yazılır. Özellik 3.3.1 ve Tanım 3.3.2 den 

( )
( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ), 1 1

1 1 ! 1 1 ! 1 !

1 ! 1 ! !p p p p

pn pn pn

q q q q
p q n n n

q q q q q q q q

pn pn pn pn
pn

p n p n p n p n− −

− − − − −
Γ = = =

− −
                     (4.20) 

bulunur. Yardımcı Teorem 3.3.1 den ve (4.20) eşitliklerinden 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ),

0 0 0

11
! !! pp

n
p

pn
pn qpn

p q n
n n nq qq q

X
pXpn X

pn np n

∞ ∞ ∞

= = =

 
 
 
 − Γ = =∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ),
0

1
! p

pn p
pn

p q q
n q q

X Xpn E
pn p

∞

=

 
 − Γ =
 
 

∑  

elde edilir. ,p qλ , ( ),p q pnΓ  dizisinin n  inci q -Mahler katsayısı olsun. Yardımcı Teorem 3.3.1 

den 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1
0

1
! p p

pn p p
pn

p q q q qqn q q q

X X XE X E E X E
pn p p

λ
∞

−

=

   
   − = − =
   
   

∑  

dur. ( ) ( )1 p

p

qq
q

XE X E
p

 
 
 
 

, 
pXX pe

+
 nin q -benzeridir.  (3.7) da n →∞  iken  p -adik olarak 

( ), 0p qb n →  dır, bu yüzden n →∞  iken , 0p qλ →  olduğu görülür. O halde ( ),p q pnΓ  nın 

Mahler açılımı vardır. 

Teorem 4.2.9. px p∈   için ,p qΓ  nın Volkenborn integrali 

( )
( ) ( )

( )

( )( ) ( )

21

, , 1
0 0 12

log1
1

1 1 ... 1p

kpk j
k j

kpk
q

p q p q k k
k jp k k

k qp q
j q

x dx
q q q q

λ

−
−−

∞

−
= = −

 
−   − 

Γ =

− − −
∑∑∫



 

şeklinde yazılır. 

İspat: Teorem 3.4.3 den  

( ) ( )1
, ,

p p

p q p q
p

x dx p px dx−Γ = Γ∫ ∫
 

                                                              (4.21) 

dur. Teorem 4.2.8 ve (4.21) den 
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( ) 1 1
, , ,

0 0
p p p

p q p q p q
k kp q q

px px
x dx p dx p dx

k k
λ λ

∞ ∞
− −

= =

   
Γ = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

                            (4.22) 

eşitliği bulunur. 
p q

px
dx

k
 
 
 
∫


 değerini hesaplayalım:  (3.5) eşitliğinden 

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1

1 1 1

1 1

1 ...1 1 ... 1

1 1 ... 1 1 1 ... 1

px px k
px

px px px k k

k k k k
q

q q q q
qq q qpx q q

k q q q q q q

−

− − + −

− −

− −
−− − − 

= =  − − − − − − 
 

elde edilir. Özellik 3.3.3 (iii)  kullanılırsa 

( )( ) ( )
( )

( )( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

2
1

0

1 1
1 12 2

1
1 ...

1 1 ... 1 1 1 ... 1

k jk
k j kpx

px px px k
j q

k k k k
k k k kq

k
q q

jq q q q qpx
k

q q q q q q q q

−
−

−
=

− −
− −

 
−  − − −   

= = 
  − − − − − −

∑
 

elde edilir. 
( )

( ) ( ) ( )
1

1 12 1 1 ... 1
k k

k kA q q q q
−

− −= − − −  olsun. O halde 

( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0
1 1

p p p

k j k jk k
k j k jkpx kpx

j jq q q

px k k
dx A q q dx A q q dx

k j j

− −
− −

= =

     
= − = −     

     
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

bulunur. pka q= , 1pkq ≠  için Örnek 3.4.2 den 

( ) ( )2

0

log1
1

p

kpk jk
k j

kp
jq q

px k qdx A q
k j q

−
−

=

   
= −    −   
∑∫



                                                 (4.23) 

yazılır.  (4.22) ve (4.23) eşitliklerinden, 

( )
( ) ( )

( )

( )( ) ( )

21

, , 1
0 0 12

log1
1

1 1 ... 1p

kpk j
k j

kpk
q

p q p q k k
k jp k k

k qp q
j q

x dx
q q q q

λ

−
−−

∞

−
= = −

 
−   − 

Γ =

− − −
∑∑∫



 

eşitliği elde edilir. 

Teorem 4.2.10. px T∈  olsun. O halde 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )( ) ( )

12 1

, , 1
0 1 0

21

, 1
0 0 12

1 2 2ln .
1 1

log1
1

1 1 ... 1

p

j kn jn

p q p q n n k
n j kT q q

kpk j
k j

kpk
q

p q k k
k j k k

q q jq qx dx n
n j nq q

k qp q
j q

q q q q

τ

λ

− − −− − −∞

+ −
= = =

−
−−

∞

−
= = −

 − − − −   
 Γ = +   −− −     

 
−   − 

−
− − −

∑ ∑∏∫

∑∑
 

İspat: (4.17) ve Teorem 4.2.9 dan istenilen sonuç elde edilir. 
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4.3. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Türevinin Fermiyonik p -adik İntegralleri 

 

Bu kısımda Changhee sayları ve polinomları ile p -adik gama fonksiyonu arasında 

ilişkiler elde edilmiş p -adik gama fonksiyonunun integral değeri bulunmuştur. Ayrıca p -adik 

Euler sabiti için yeni eşitlikler verilmiştir.  

Teorem 4.3.1. px∈  için  

( ) ( )1
0

1
!

p

n
p n

n

Chx d x a
n

µ
∞

−
=

Γ + =∑∫


 

eşitlik sağlanır. 

İspat: px∈  ve ( )
0

1p n
n

x
x a

n

∞

=

 
Γ + =  

 
∑ , ( ) 1

0

1exp 1 !
1

p p
n n

n
n

x xx n a x
p x

∞
+

=

  −
+ = −  − 

∑ ( )x E∈  

olsun. Böylece, 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0

1
p p p

p n n
n n

x x
x d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

   
Γ + = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

                               (4.24) 

 

yazılır. Not edelim ki ( ) !
n

x
x n

n
 

=  
 

 dir. Özellik 3.5.1 den  

( ) ( ) ( )1 1
0 0

1
!

p p

n
p n n

n n

x Chx d x a d x a
n n

µ µ
∞ ∞

− −
= =

 
Γ + = = 

 
∑ ∑∫ ∫

 

 

elde edilir. 

Özellik 3.5.3 ve (4.24) eşitliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.3.1.  0n ≥  ve px∈  için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( )1
0

11
2

p

n

p n
n

x d x aµ
∞

−
=

− Γ + =  
 

∑∫


. 

Teorem 4.3.2. , px s∈  için 

( ) ( ) ( )
1

0

1
!

p

n
p n

n

Ch s
x s d x a

n
µ

∞

−
=

−
Γ + =∑∫



 

eşitliği sağlanır. 

İspat:  Teorem 3.2.7 den  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0

11
!

p p p

n
p n n

n n

x sx s
x s d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

+ −+ − 
Γ + = = 

 
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

yazılır. Özellik 3.5.2 den istenilen sonuç elde edilir. 
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( )p xΓ  fonksiyonunun fermiyonik p -adik integralini bulmak için aşağıdaki teoreme 

ihtiyaç duyulur. 

Teorem 4.3.3.  0n ≥  ve px∈  için   

( ) ( )1
1

1 12 1
2

p

n
nx

d x
n

µ +
−

−  − = −   
  

∫


 

vardır. 

İspat: (3.12) eşitliğinden 

1 1

1 0 1
2

x x
I I

n n n− −

   −  −     
+ =        

        
 

yazılır. Buradan ve Özellik 3.5.3 ten,  

( )1

11 2 1
2

n
nx

I
n−

 −  −  + = −   
    

 

elde edilir ve ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.3.2. n∈  için ( ) ( )1 11 2 1 !
2

n
n

nCh n+ − − = −  
 

 eşitliği sağlanır. 

İspat: Özellik 3.5.2 den ( ) ( ) ( )1

p

nn
x y d y Ch xµ−+ =∫



 olduğu biliyor. Buradan ( )1nCh −  

hesaplanılır: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
1 1 !

p p

n n

y
Ch y d y n d y

n
µ µ− −

− + 
− = − + =  

 
∫ ∫
 

 

dır. Teorem 4.3.3 ten  

( ) ( )1 11 2 1 !
2

n
n

nCh n+ − − = −  
 

 

elde edilir. 

Teorem 4.3.4.  , px s∈  olsun.  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

11

1
1 0

1 1
!

p

n jn
j

p n
n j

Ch s
x s d x a

j n j
µ

− −−

−
≥ =

− −
′Γ + =

−∑∑∫


 

İspat: Teorem 4.1.10 den aşağıdaki eşitlik yazılır: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

11

1 1
1 0

11

1
1 0

11

11
.

!

p p

p

n jn

p n
n j

n jn
j

n
n j

x s
x s d x a d x

jn j

x s
a d x

n j j

µ µ

µ

− −−

− −
≥ =

− −−

−
≥ =

+ −−  ′Γ + =  −  

+ −−
=

−

∑∑∫ ∫

∑∑ ∫

 



 

Buradan ve Özellik 3.5.2 den ispat tamamlanır. 

Teorem 4.3.4 te 1s =  iken aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.3.3. px∈  için  

( ) ( ) ( )
( )

11

1
0 0

1
1

!
p

n jn
j

p n
n j

Ch
x d x a

j n j
µ

− −−

−
≥ =

−
′Γ + =

−∑∑∫


 

elde edilir. 

Teorem 4.3.5. p -adik Euler sabitinin seri açılımı 

( )1

1 0

1 jn

p n
n j

a
n j

γ
−

≥ =

−
=

−∑∑  

şeklinde ifade edilir. 

İspat: (3.12) eşitliğinde ( ) ( )pf x x′= Γ  iken 

( )( ) ( )( )1 11 2 (0)p p pI x I x− −′ ′ ′Γ + + Γ = Γ  

yazılır. Teorem 4.1.10 ve Teorem 3.2.6 dan 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 11 1

1 1
1 0 1 0

11 1
2

p p

n j n jn n

n n p
n j n j

x x
a d x a d x

j jn j n j
µ µ γ

− − − −− −

− −
≥ = ≥ =

−− −   
+ = −   − −   

∑∑ ∑∑∫ ∫
 

             (4.25) 

eşitliği elde edilir. Özellik 3.5.3 ve Teorem 4.3.3 kullanılarak p -adik Euler sabiti için bir seri 

açılımı elde edilir. 

Teorem 4.3.6.  p -adik Euler sabiti ve Changhee sayıları arasındaki ilişki 

( )
( ) ( )( )

1

0 0

1
1

2 !

n jn

p n j j
n j

a Ch Ch
n j j

γ
−−

≥ =

−
= + −

−∑∑  

dir. 

İspat: (4.25) eşitliğinde Özellik 3.5.1 ve Özellik 3.5.2 kullanılırsa 

( )
( )

( )
( ) ( )

1 11 1

1 0 1 0

1 1
1 2

! !

n j n jn n

n j n j p
n j n j

a Ch a Ch
n j j n j j

γ
− − − −− −

≥ = ≥ =

− −
+ − = −

− −∑∑ ∑∑  

elde edilir ve istenilen sonuca ulaşılır. 

p -adik gama fonksiyonunun negatif değerleri için birkaç sonuç elde edilmiştir: 

Teorem 4.3.7. px∈  için  
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( ) ( )1
0

1
!

p

n
p n

n

Chx d x a
n

µ
∧

∞

−
=

Γ − + =∑∫


 

ve 

( ) ( ) ( )
1

0 0

11
1

!
p

nn

p n j
n j

n
x d x a Ch

n jj
µ

∞

−
= =

−−  
Γ − + =  − 

∑∑∫


 

sağlanır. 

İspat: Teorem 3.2.7 ve ikinci tür Changhee sayıları tanımından 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0 0

1
! !

p p p

n n
p n n n

n n n

xx Chx d x a d x a d x a
n n n

µ µ µ
∧

∞ ∞ ∞

− − −
= = =

−− 
Γ − + = = = 

 
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

elde edilir. ( )
1

1 nx x n
n n
− + −   

= −   
   

 olduğundan, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0

1
1 1

p p p

n
p n n

n n

x x n
x d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

− + −   
Γ − + = = −   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

yazılır. Özellik 3.1.1 (ii) kullanılırsa  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0

1
1 1

p p

n
n

p n
n j

x n
x d x a d x

j n j
µ µ

∞

− −
= =

−  
Γ − + = −   −  

∑ ∑∫ ∫
 

 

ve 

( ) ( ) ( )
( )

( )1 1
0 0

1
1 1

!
p p

n
n j

p n
n j

xn
x d x a d x

n j j
µ µ

∞

− −
= =

− 
Γ − + = −  − 

∑∑∫ ∫
 

 

bulunur. Özellik 3.5.1 den de istenilen sonuca ulaşılır.  

Sonuç 4.3.4. Özellik 3.5.3 ten aşağıdaki eşitlik elde edilir: 

( ) ( ) ( )1
0 0

1 11 1
2

p

jn
n j

p n
n j

n
x d x a

n j
µ

∞
+

−
= =

−  Γ − + = −   −   
∑∑∫



. 

 Teorem 4.3.8.  , px s∈ için  

( ) ( ) ( )
1

0
1

!
p

n
p n

n

Ch s
x s d x a

n
µ

∧
∞

−
=

Γ − − + =∑∫


 

dır. 

İspat: Teorem 3.2.7 den 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 0

1
!

p p p

n
p n n

n n

x sx s
x s d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

− −− − 
Γ − − + = = 

 
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

eşitliği yazılır. İkinci tür Changhee polinomun tanımından istenilen sonuç elde edilir. 
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4.4. p -Adik Gama Fonksiyonunun ve Türevinin Fermiyonik p -Adik q -İntegralleri 

 

Bu kısımda p -adik gama fonksiyonunun ve türevinin fermiyonik p -adik q -integral 

altındaki değeri elde edilmiştir. Ayrıca p -adik Euler sabiti ve q -Changee sayları ve polinomları 

arasındaki ilişki incelenmiştir. p -adik Euler sabiti için yeni açılımlar ve gösterimler 

bulunmuştur. 

Bu bölümde pq∈ ,  
1
11 p

p
q p −− <  olsun. 

Teorem 4.4.1. px∈  için  

( ) ( ) ,

0
1

!
p

n q
p q n

n

Ch
x d x a

n
µ

∞

−
=

Γ + =∑∫


 

eşitliği sağlanır. 

İspat: px∈  olsun. Teorem 3.2.7 den 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1
p p p

p q n q n q
n n

x x
x d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

   
Γ + = =   

   
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

                       (4.26) 

yazılır. Not edelim ki ( ) !
n

x
x n

n
 

=  
 

 dir. Özellik 3.5.4 den  

( ) ( ) ( ) ,

0 0
1

!
p p

n q
p q n q n

n n

Chx
x d x a d x a

n n
µ µ

∞ ∞

− −
= =

 
Γ + = = 

 
∑ ∑∫ ∫

 

 

elde edilir. 

Özellik 3.5.7 ve (4.26) eşitliğinden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.4.1.  0n ≥  ve px∈  için aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

( ) ( )
0

1
1

p

n

p q n
n

qx d x a
q

µ
∞

−
=

 −
Γ + =  + 

∑∫


. 

Teorem 4.4.2. , px s∈  için 

( ) ( ) ( ),

0

1
!

p

n q
p q n

n

Ch s
x s d x a

n
µ

∞

−
=

−
Γ + =∑∫



 

eşitliği sağlanır. 

İspat:  Teorem 3.2.7 den  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

11
!

p p p

n
p q n q n q

n n

x sx s
x s d x a d x a d x

n n
µ µ µ

∞ ∞

− − −
= =

+ −+ − 
Γ + = = 

 
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

yazılır. Özellik 3.5.6 den istenilen sonuç elde edilir. 
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Teorem 4.4.3.  , px s∈  için 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

11
,

1 0

1 1
!

p

n jn
j q

p q n
n j

Ch s
x s d x a

j n j
µ

− −−

−
≥ =

− −
′Γ + =

−∑∑∫


 

eşitliği elde edilir. 

İspat: Teorem 4.1.10 den,  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

11

1 0

11

1 0

11

11
!

p p

p

n jn

p q n q
n j

n jn
j

n q
n j

x s
x s d x a d x

jn j

x s
a d x

n j j

µ µ

µ

− −−

− −
≥ =

− −−

−
≥ =

+ −−  ′Γ + =  −  

+ −−
=

−

∑∑∫ ∫

∑∑ ∫

 



 

bulunur. Burada Özellik 3.5.6 özelliği kullanılırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 4.4.3 te 1s =  iken aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.4.2. px∈  için  

( ) ( ) ( )
( )

11
,

1 0

1
1

!
p

n jn
j q

p q n
n j

Ch
x d x a

j n j
µ

− −−

−
≥ =

−
′Γ + =

−∑∑∫


 

elde edilir.  

Teorem 4.4.4. p -adik Euler sabiti ve q -Changhee sayıları arasındaki ilişki 

( ) ( )( )
( ) ( )

1
, ,

0 0

1 1
2 !

n j
n

j q j q
p n

n j q

qCh Ch
a

j n j
γ

−
−

≥ =

− + −
=

−∑∑  

şeklinde ifade edilir. 

İspat: (3.9) eşitliğinde ( ) ( )pf x x′= Γ  iken 

( )( ) ( )( ) ( )1 2 (0)q p q p pq
qI x I x− −′ ′ ′Γ + + Γ = Γ                                             (4.27) 

dır. Teorem 4.4.3 te 0s =  iken elde edilen eşitlik ve Sonuç 4.4.2 ü, (4.27) eşitliğinde yazılırsa 

elde edilen eşitlik ile Teorem 3.2.6 dan  

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 11 1
, ,

1 0 1 0

1 1 1
2

! !

n j n jn n
j q j q

n n pq
n j n j

Ch Ch
q a a

j n j j n j
γ

− − − −− −

≥ = ≥ =

− − −
+ = −

− −∑∑ ∑∑  

eşitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa ispat tamamlanır. 

Teorem 4.4.5. p -adik Euler sabiti için 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

11

1 0 0

1 1
2 1 1 !

n j jn

p n j i
n j iq

q
a

n j q q j i
γ

+−

≥ = =

 −
= + 

 − + + − 
∑∑ ∑  

gösterimi vardır. 

İspat: Özellik 3.5.4 ve Özellik 3.5.7 den q -Changhee sayılarının 
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, !
1

n

n q
qCh n
q

 −
=  + 

                                                                            (4.28) 

olduğu biliniyor. ( ), 1n qCh −  değeri için Özellik 3.5.9 ten ( ) ( ),, 1 2 2n qn qCh Ch
∧

− =  yazılır. 

( ), 2n qCh
∧

 değerini (3.15) eşitliğinden: 

( ) ( )1,
0 0

11 11
! 1 1

n
x n

n q
n n

xt q qCh x t t
nn q t q t

∞ ∧ −

= ≥

− + +
= + =  + + + +  

∑ ∑  

veya 

( ) ( )
( )

,
0 0 0

11
! 1

nn
n n

n q n
n n n

xtCh x t t
nn q

∞ ∧

= ≥ ≥

−−  
=  

+  
∑ ∑ ∑  

veya 

( ),
0 0 0

11
! 1

in n
n

n q
n n i

xtCh x t
n in q

∞ ∧

= ≥ =

−   −
=    −+   

∑ ∑∑  

olarak yazılır. Buradan  

( ),
0

11 !
1

in

n q
i

x
Ch x n

n iq

∧

=

−   −
=    −+   
∑                                                           (4.29) 

elde edilir. Hatırlatalım ki ( ) ( )1 nn
n

x x= − −  dir. O halde (4.29) eşitliği 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ),

0

1 1 1
!

!1

i n i n in

n q i
i

x
Ch x n

n iq

− −
∧

=

− − + −
=

−+
∑                                         (4.30) 

şekline yazılır. (4.30) eşitliğinde 2x =  değeri için  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

,
0 0

1 2 1 ! 1 !
2

1 ! 1 !

n i n nn n

n q i i
i i

n n
Ch

q n i q n i

−
∧

= =

− + − −
= =

+ − + −
∑ ∑                                 (4.31) 

sonucu bulunur. (4.28) ve (4.31) i, Teorem 4.4.4 te yazılır ve düzenlenirse 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

11

0 0 0

1 1
2 1 1 !

n j jn

p n j i
n j iq

q
a

n j q q j i
γ

+−

≥ = =

 −
= + 

 − + + − 
∑∑ ∑  

sonucu elde edilir. 

Sonuç 4.4.3. (4.30) eşitliğinden ikinci tür q -Changhee polinomunun seri açılımı 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
0

1 1
!

! 1

n i nn

n q i
i

x
Ch x n

n i q

−
∧

=

− + −
=

− +
∑  

ifadesidir. 
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4.5. p -Adik Log Gama ve p -Adik q -Log Gama Tipli Fonksiyonlar Üzerine 

 

Bu kısımda, fermiyonik p -adik q -integrali yardımıyla p -adik Diamond-Euler log gama 

fonksiyonu, fermiyonik p -adik q -integral ile Kim’in q - LogΓ  fonksiyonu ve fermiyonik p -

adik integrali ile Kim ve Rim’in tanımladığı p -adik q -Log gama fonksiyonu tanımlanmıştır ve 

onların birkaç temel özellikleri incelenmiştir.                                     

( )log 1p T+ nin kuvvet serisinden yararlanılarak, 

( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1 log 1

1

n
n

p
n

T T T T
n n

+
+

≥

−
+ + − =

+∑  olduğunu gösterelim: 

1
p

T <  için ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1

1

1
1 log 1 1 log 1 1

n
n

p p
n

T T T T
n

+

≥

−′+ + = + + = +∑   dır. 

Buradan ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1 log 1

1

n
n

p
n

T T T T c
n n

+
+

≥

−
+ + = + +

+∑  bulunur. Burada c sabit sayıdır,  0T =  

iken 0c =  sağlanır ve  

( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

1
1 log 1

1

n
n

p
n

T T T T
n n

+
+

≥

−
+ + − =

+∑                                                       (4.32) 

olduğu kolaylıkla görülür. 

Kim ve Hu’nun düşüncesinden yararlanılarak, fermiyonik p -adik q -integrali ile p -adik 

Diamond-Euler Log Gama fonksiyonu, \p px∈    için 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), , log
p

D E q p qLog x x u x u x u d uµ− −Γ = + + − +∫


                                      (4.33) 

olarak tanımlanır. 

Teorem 4.5.1. (Stirling’in Serileri) px∈  ve 1
p

x >  olsun. Aşağıdaki ilişki sağlanır. 

( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,, ,
1

1 1 log log
1

n

n q qD E q p pn
n

Log x E x E x x x
n n x

+

+−
≥

−
Γ = − − +

+∑
 

 

İspat: ( ) ( ) ( ) ( ), log pg x u x u x u x u= + + − +  olsun.  

( ) ( ) ( )( ), 1 log 1 log 1 log 1 log 1p p p p
u u u u ug x u x x x u x x u x u
x x x x x

          = + + − − + = + + − − + + +                    
 

olarak düzenlenir. pu∈  için 1
p

u
x

<  olduğundan (4.32) den 
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( ) ( )
( ) ( )

1 1

1

1
, log

1

n n

p
n

ug x u x x u x x
n n x

+ +

≥

−  = − + − +  
∑  

bulunur ve ( ),g x u  nun fermiyonik p -adik q -integrali altındaki yansıması 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

, ,
1

1
log

1
p

n n

D E q p qn
n

uLog x x u x x d u
n n x

µ
+ +

− −
≥

 −
Γ = − + − 

 + 
∑∫



 

veya 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

, ,
1

1 1 log log
1

p p p

n
n

D E q q p q p qn
n

Log x u d u x ud u x x x d u
n n x

µ µ µ
+

+
− − − −

≥

−
Γ = − − +

+∑ ∫ ∫ ∫
  

 

bulunur ve (3.25) ten  

( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,, ,
1

1 1 log log
1

n

n q qD E q p pn
n

Log x E x E x x x
n n x

+

+−
≥

−
Γ = − − +

+∑
 

 

sonucu elde edilir.  

Teorem 4.5.2. \p px∈   için   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,, , , ,
1

1
1 2 1

1

n

n q qD E q D E q q
n

qLog x Log x E E
n n

+

+− −
≥

 −
Γ + + Γ = − − 

 + 
∑

 

 

eşitliği vardır. 

İspat: (3.9) eşitliğinden 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,1 2 0D E q D E q D E qq
qLog x Log x Log− − −Γ + + Γ = Γ                                 (4.34) 

yazılır. (4.33) eşitliğinde 0x =  yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , 0 log 1 1 log 1 1 1 1
p p

D E q p q p qLog u u u d u u u u d uµ µ− − −Γ = − = − + − + − − −∫ ∫
 

 

olarak düzenlenir. (4.32) eşitliğinden yararlanılırsa 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1
, ,

1 1

1 1 1
0 1 1

1 1
p p p

n n n
n

D E q q q q
n n

u
Log d u u d u d u

n n n n
µ µ µ

+ + +
+

− − − −
≥ ≥

 − − −
Γ = − = − − 

 + + 
∑ ∑∫ ∫ ∫

  

 

eşitliği bulunur. (3.25) ve (3.26) ten 

( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,, ,
1

1
0 1

1

n

n q qD E q
n

Log E E
n n

+

+−
≥

−
Γ = − −

+∑
 

 

eşitliği elde edilir ve bu eşitliği (4.34) de yazılırsa istenilen sonuç elde edilir. 

T. Kim’in q - LogΓ  sının fermiyonik q -integral ile \p px∈   için 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ), log
p

p q p qq q q
G x x u x u x u d uµ− −= + + − +∫



                            (4.35) 

şeklinde tanımlanır. Burada log p  Iwasawa logaritmasıdır. 

Teorem 4.5.3. \p px∈   için 

( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,,
1

1 1 log x log
1

n

n q qp q p pn
n

G x E x E x x
n n x

+
≈ ≈

+−
≥

−
= − − +

+∑  

dır. 

İspat:  ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), log pq q q q
g x u x u x u x u= + + − +  olsun. 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( )( ) ( ), 1 log 1 log 1q q q

p pq q q

u u u
g x u x x u x u

x x x

    
 = + + − − + + +           

 

düzenlenir. (4.32) ve (4.35) dan  

( ) ( )
( )

( )
( )( ) ( )

11

,
1

1
log

1
p

nn
q

p q p qn q
n

u
G x x u x x d u

n n x
µ

++

− −
≥

 − = − + −
+ 

 
∑∫



 

denk olarak 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
1

,
1

1 1 log x log
1

p p p

n
n

p q q p q p qn q q
n

G x u d u x u d u x x d u
n n x

µ µ µ
+

+
− − − −

≥

−
= − − +

+∑ ∫ ∫ ∫
  

 

yazılır. (3.19) ve (3.20) eşitliklerinden 

( ) ( )
( ) ( )

1

1, 1,,
1

1 1 log x log
1

n

n q qp q p pn
n

G x E x E x x
n n x

+
≈ ≈

+−
≥

−
= − − +

+∑  

olduğu görülür. 

Teorem 4.5.4. \p px∈   için  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1,, ,
1

1 2 1 2
1

n

n qp q p q q q
n

q
qG x G x E

n n

+
≈

+− −
≥

−
+ + = − −

+∑  

ilişkisi vardır. 

İspat:  (3.9) eşitliğinden 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,1 2 0p q p q p qq
qG x G x G− − −+ + =                                                (4.36) 

yazılır ve (4.35) eşitliğinden, 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), 0 log
p

p q p qq q q
G u u u d uµ− −= −∫



 

elde edilir. ( ) ( )1 1
q q

u q u= − +  olduğu biliniyor ve bu eşitlikten 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ), q 0 1 1 log 1 1 1 1
p

p p qq q q
G q u q u q u d uµ− −= − + − + − − −∫



 

elde edilir. (4.32) den 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

11 1
1

, q
1 1

1 1
0 1 1 1

1 1
p p

nn n
nq

p q qq
n n

q u q
G d u u d u

n n n n
µ µ

++ +
+

− − −
≥ ≥

 − − − = − = − − + + 
 
∑ ∑∫ ∫

 

 

eşitliği bulunur. (3.18) eşitliğinden 

( ) ( )
( ) ( )

1

1,, q
1

0 1 1
1

n

n qp
n

q
G E

n n

+
≈

+−
≥

−
= − −

+∑  

elde edilir ve bu eşitlik ile (4.36) eşitliğinden 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

1,, ,
1

1 2 1 2
1

n

n qp q p q q q
n

q
qG x G x E

n n

+
≈

+− −
≥

−
+ + = − −

+∑  

sonucu bulunur. 

Kim ve Rim ‘in tanımladığı p -adik q -log gama fonksiyonunun fermiyonik p -adik 

integrali ile \p px∈   için 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),q, 1 1log
p

p pq q q
G x x u x u x u d uµ− −= + + − +∫

¢

.                             (4.37) 

şeklinde tanımlanır.  

Teorem 4.5.5. \p px∈   için 

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

,q, 1 1, 1,
1

1
log log

1

n x n
x

p n q p q pn q q q q
n q

qG x E q x E x x x
n n x

+ +

− +
≥

−
= − − −

+∑  

eşitliği sağlanır. 

İspat: ( ) ( ) ( ) ( ), log pq q q
g x u x u x u x u= + + − +  olsun. ( ) ( ) ( )x

q q q
x u x q u+ = +  olduğundan 

( ) ( )
( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )x,u 1 log 1 log 1q q qx x x x x

p pq q q q q
q q q

u u u
g x q q q x q u x q u

x x x

    
    = + + − − + + +
        

 

şeklinde düzenlenir. (4.37) eşitliğinden 

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1
1

,q, 1 1 1 1
1

1
log log

1
p p p

n x n
n x

p p pn q q q q q q
n q

qG x u d u q x u d u x x x d u
n n x

µ µ µ
+ +

+
− − − −

≥

−
= − − +

+∑ ∫ ∫ ∫
  

 

yazılır. (3.21) eşitliği kullanılırsa  

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

,q, 1 1, 1,
1

1
log log

1

n x n
x

p n q p q pn q q q q
n q

qG x E q x E x x x
n n x

+ +

− +
≥

−
= − − −

+∑  
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bulunur. 

Teorem 4.5.6. \p px∈   için 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

,q, 1 ,q, 1 1,
1

1 2 1 1
1

n

p p n q
n

q
G x G x E

n n

+

− − +
≥

 −
+ + = − − 

 + 
∑  

ilişkisi vardır. 

İspat:  (3.12) ve (4.37) dan 

( ) ( ) ( ),q, 1 ,q, 1 ,q, 11 2 0p p pG x G x G− − −+ + =                                                   (4.38) 

olduğu görülür. ( ),q, 1 0pG −  ın değeri; 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),q, 1 10 log
p

p pq q q
G u u u d uµ− −= −∫



 

yazılır ve burada ( ) ( )1 1
q q

u q u= − +  olduğu biliniyor. Böylece, 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ),q, 1 10 1 1 log 1 1 1 1
p

p pq q q
G q u q u q u d uµ− −= − + − + − − −∫



 

olarak düzenlenir. (4.32) eşitliğinden 

( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

11 1
1

,q, 1 1 1
1 1

1 1
0 1 1 1

1 1
p p

nn n
nq

p q
n n

q u q
G d u u d u

n n n n
µ µ

++ +
+

− − −
≥ ≥

 − − − = − = − − + + 
 
∑ ∑∫ ∫

 

 

yazılır ve (3.23) eşitliğinden de  

( ) ( )
( ) ( )

1

,q, 1 1,
1

0 1 1
1

n

p n q
n

q
G E

n n

+

− +
≥

−
= − −

+∑  

elde edilir. (4.38) ten 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

,q, 1 ,q, 1 1,
1

1 2 1 1
1

n

p p n q
n

q
G x G x E

n n

+

− − +
≥

 −
+ + = − − 

 + 
∑  

sonucu bulunur.  
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1. Sonuçlar 

 

Bu tez çalışmasında elde edilen sonuçlar matematik, fizik, mühendislik ve diğer bilim 

dallarına ışık tutacaktır. Bulgular kısmı beş kısımdan oluşmaktadır. 

İlk kısımda p -adik gama fonksiyonu ve Volkenborn integrali üzerine çalışılmıştır. Bu 

bölümün ilk teoreminde p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integral değeri elde 

edilmiştir. İkinci teoremde, p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integral değeri ile p -adik 

Euler sabiti arasında ilişki elde edilmiştir. Üçüncü teoremde p -adik gama fonksiyonunun 

Volkenborn integral değerinin ifadesi, seri açılım ile bulunmuştur. İkinci ve üçüncü 

teoremlerden p -adik Euler açılımının bir başka gösterilimi elde edilmiştir. Dördüncü teoremde 

bir fonksiyon olarak p -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali incelenmiştir. Beşinci 

teoremde, p -adik gama fonksiyonunun pp  üzerinde integral değeri araştırılmıştır. Bu 

bölümün altıncı teoreminde, p -adik gama fonksiyonunun pT  üzerinde p -adik integral değeri 

incelenmiştir. Yedinci teoremde, p -adik gama fonksiyonunun negatif değerleri için Volkenborn 

integral değeri bulunmuştur. Sekinci teoremde, p -adik gama fonksiyonunun tersinin 

Volkenborn integral değeri hesaplanmıştır. Dokuzuncu teoremde ise sekizinci teoremin 2p =  

için değeri bulunmuştur. Onuncu teoremde ise bu sefer p -adik gama fonksiyonunun türevi 

bulunmuş ve 0x =  değeri hesaplanarak p -adik Euler sabiti için bir kuvvet serisiyle gösterim 

verilmiştir. Onbirinci teoremde, p -adik gama fonksiyonunun türevinin Volkenborn integral 

değeri araştırılmıştır. Onikinci teoremde ise iki değişkene bağlı Mahler tabanının Volkenborn 

integrali incelenmiştir. Onüçüncü teoremde ise iki değişkene bağlı p -adik gama fonksiyonunun 

türevinin Volkenborn integrali hesaplanmıştır. Ondorduncü teoremde ise p -adik gama 

fonksiyonunun türevinin pp  üzerinde p -adik integral değeri, Onbeşinci teoreminde ise p -

adik gama fonksiyonunun türevinin pT  üzerindeki Volkenborn integral değeri bulunmuştur. 

Bulgular bölümünün ikinci kısmında, p -adik gama fonksiyonunun q -genişlemesi ve 

Volkenborn integrali düşünülmüştür. Teorem 4.2.1 de, -Mahler katsayısının belirsiz toplamı 

bulunmuştur. Teorem 4.2.2 de -Mahler katsayısının türevi elde edilmiştir. Teorem 4.2.3 te -

Mahler katsayısının Volkenborn integrali bulunmuştur. Teorem 4.2.4 de ise -adik gama 

fonksiyonunun -genişlemesinin Volkenborn integral değeri elde edilmiştir. Teorem 4.2.5 de 

iki değişkene bağlı -adik gama fonksiyonunun Volkenborn integrali incelenmiştir. Teorem 

4.2.6 da -adik Euler sabitinin -genişlemesi için yeni bir gösterim elde edilmiştir. Teorem 

q

q q

p

q

p

p q
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4.2.7 de -adik gama fonksiyonunun -genişlemesinin türevi bulunmuştur. Teorem 4.2.8 de 

-adik gama fonksiyonunun  değeri için Mahler açılımı bulunmuştur. Teorem 4.2.9 da -

adik gama fonksiyonunun -genişlemesinin  üzerinde -adik integral değeri bulunmuş 

ve Teorem 4.2.10 da ise -adik gama fonksiyonunun -genişlemesinin  üzerinde -adik 

integral değeri incelenmiştir. 

Tezin bulgular bölümünün üçüncü kısmında ise -adik gama fonksiyonu ve fermiyonik 

-adik integrali incelenmiştir. Bu kısmın ilk teoreminde -adik gama fonksiyonunun 

fermiyonik -adik integral değeri Changhee sayıları ile ifade edilmiştir. Teorem 4.3.2 de iki 

değişkene bağlı -adik gama fonksiyonunun fermiyonik -adik integral değeri bulunmuştur. 

Sonuç 4.3.2 de ise Changhee sayısının -1 deki değeri bulunmuştur. Teorem 4.3.3 de Mahler 

tabanının fermiyonik -adik integral değeri hesaplanmış, Teorem 4.3.4 de -adik gama 

fonksiyonunun türevinin fermiyonik -adik integral değeri verilmiştir. Teorem 4.3.5 de -

adik Euler sabiti için yeni gösterimi fermiyonik -adik integral kullanılarak hesaplanmıştır. 

Teorem 4.3.6 da ise -adik Euler sabiti ile Changhee sayıları arasında bir ilişki elde edilmiştir. 

Teorem 4.3.7 de ise -adik gama fonksiyonunun negatif değerleri için -adik gama 

fonksiyonunun fermiyonik -adik integral altında değeri verilmiştir. Benzer şekilde Teorem 

4.3.8 de iki değişkenli -adik gama fonksiyonunun fermiyonik -adik integral değeri için bir 

sonuç verilmiştir. 

Bulgular bölümünün dördüncü kısmında -adik gama fonksiyonunun fermiyonik -

adik -integrali üzerine bir çalışma mevcuttur. Teorem 4.4.1 de -adik gama fonksiyonunun 

fermiyonik -adik -integral değeri Changhee sayısının -genişlemesiyle ifade edilmiştir. 

Teorem 4.4.2 de iki değişkene bağlı -adik gama fonksiyonunun fermiyonik -adik -integral 

değeri bulunmuştur. Teorem 4.4.3 de -adik gama fonksiyonunun türevinin fermiyonik -

adik -integrali hesaplanmıştır. Teorem 4.4.4 de -adik Euler sabiti ile Changhee sayıları 

arasında bir ilişki verilmiştir. Teorem 4.4.5 de -adik Euler sabiti için  sayılarla yeni bir 

kuvvet serisi açılımı bulunmuştur. Son olarak ikinci tür -Changhee polinomu için bir seri 

açılımı verilmiştir. 

Bulgular bölümünün son kısımda, fermiyonik -adik -integrali yardımıyla -adik 

Diamond-Euler log gama fonksiyonu tanımlanmış ve Teorem 4.5.1 de bu fonksiyonun Stirling’in 

seri açılımı ve ayrıca Teorem 4.5.2 de bu fonksiyon için önemli bir özellik verilmiştir. Bu kısımda 

fermiyonik -adik -integrali ile Kim’in -  fonksiyonu tanımlanmış ve Teorem 4.5.3 de 

bu integral yardımıyla stirling serileri verilmiş ve Teorem 4.5.4 de ise bu tanım altında -adik 
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Euler sayılarının -genişlemesiyle ilgili bir sonuç verilmiştir. Bu kısımda son olarak Kim ve 

Rim’in tanımladığı -adik -Log gama fonksiyonu fermiyonik -adik integrali ile 

tanımlanmış ve Teorem 4.5.5 de bu fonksiyon yardımıyla Stırling’in serileri bulunmuş ve ayrıca 

Teorem 4.5.6 da tanımlanan fonksiyonun ilgi çekici bir özelliği incelenmiştir. 
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5.2. Öneriler 

 

Bu tezde elde edilen sonuçlar kullanılarak çeşitli -adik gama fonksiyonları, -adik -

log gama fonksiyonları ve bunların türevleri tanımlanarak Volkenborn integralleri, -

Volkenborn integralleri, fermiyonik -adik -integralleri altındaki yansımaları incelenebilir. 

Ayrıca, çeşitli -adik -gama fonksiyonlarının farklı türdeki polinom aileleri ile ilişkileri 

araştırılabilir. 
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