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OZET
p-ADIK SAYILARIN iSTATiSTIiKSEL YAKINSAKLIGI UZERINE

Bu c¢alismada p-adik sayilar cisminde dizilerin istatistiksel yakinsakligi ¢ahisilmistir.
Reel veya kompleks terimli say1 dizilerin istatistiksel yakinsaklig: i¢in verilen &zelliklerin

benzerleri p-adik terimli diziler i¢in elde edilmis ve bazi kargilastirmalar yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: p-adik say), istatistiksel yakinsama, p-adik sayilar cisminde istatistiksel

yakinsama, p-adik sayilar cisminde istatistiksel Cauchy dizileri.

Danisman: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin



ABSTRACT
ON STATISTICAL CONVERGENCE OF P-ADIC NUMBERS

In this thesis, statistical convergence of sequences of p-adic numbers is studied.
Similar properties which are given for sequences of real or complex numbers are obtained
for sequences of p-adic numbers, and some comparisons are given.

Keywords: p-adik number: p-adic number, statistical convergence, statistical convergence
in the p-adic numbers field, statistical Cauchy sequences in the p-adic numbers field.
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1.GIRIS

Reel veya kompleks sayi dizileri igin istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk olarak H. Fast

[1] ve H. Steinhaus [2] tarafindan bagimsiz sekilde 1951 de tanmimlandi (x,) bir reel (veya

kompleks) say1 dizisi olmak iizere, eger V £ >0 igin

lim ~[{k <0 k<, Jx -2 )| =0

n->o p

ise (x,)dizisi x sayisina istatistiksel yakinsaktir denir. Yakinsaklik kavramindan daha zayif

olan istatistiksel yakinsaklik kavrami ile ilgili temel 6zellikler Schoenberg [3] tarafindan

verilmistir.

istatistiksel yakinsaklik kavrami ile birlikte Cauchy istatistiksel yakinsaklik,
istatistiksel sinirlilik, istatistiksel limit, yogunluk kavramlar: gibi kavramlar da tanimlanmig
ve bunlar arasindaki iliskiler bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir. Istatistiksel yakinsaklik
kavramu ile ilgili olarak Fourier analiz teorisinde, ergodic teoride ve sayilar teorisinde bircok

calisma yapilmistir [1-6]

[statistiksel yakinsaklik Fonksiyonel Analizde énemli bir yer tutmakta ve birgok

matematikei tarafindan incelenmis ve incelenmeye de devam edilmektedir.

Rasyonel sayilar cisminin p-adik norma goére tamlastirmasi olan p-adik sayilar
cisminde istatistiksel yakinsama kavrami heniiz literatiirde incelenmemistir. Bu ¢alismada
p-adik say1 terimli dizilerin istatistiksel yakinsaklik kavraminin tartisilarak ézelliklerinin

-verilmesi-hedeflenmektedir:
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2. KAYNAK ARASTIRMASI

Istatistiksel yakinsaklik kavrami dogal sayilarin alt kiimelerinin yogunlugu kavramina
dayanir. Dogal sayilarin bir alt kiimesinin yogunlugu asagidaki sekilde verilir:

Bir K <0 kiimesi i¢in eger -

.1
S(K)=lim—[{k<n:ke K}
n—»c0 n
limiti var ise buna K kiimesinin asimptotik yogunlugu (veya yogunlugu) denir. [6] Dogal
sayilarin her sonlu kiimenin yogunlugu sifirdir. Fakat sonlu kiime olmayip yogunlugu sifir
olan kiimeler vardir.

Yogunluk kavramina bagh olarak bir x = (x, ) reel veya kompleks terimli dizinin
istatistiksel yakinsakligi séyle verilebilir: Eger V& > 0 igin,

5(k:|xk-L|2£)=0 ,
veya

liml {kSn:ka—leg}I:O

n—« p

ise x =(x,) dizisi L noktasina istatiksel yakinsaktir denir [1]. Buna gére, her yakinsak reel

sayi dizi istatiksel yakinsaktir. Fakat tersi dogru degildir [5]. Boylece istatistiksel yakinsaklik
yakinsakliktan daha zayif bir kavram olur. Istatistiksel yakinsaklik kavramina paralel olarak
istatistiksel Cauchy dizisi, istatistiksel sinirlilik, istatistiksel limit kavramlar1 tanimlanmig ve
ozellikleri bircok yazar tarafindan incelenmistir.

Bilindigi-gibi [ reel sayilar cismi (Arsimed prensibini sagladigindan) Arsimedyan bir

cisimdir. Bir¢ok Arsimedyan olmayan cisim vardir. Bunlardan biri, p bir asal say1 olmak

iizere, . rasyonel sayilar cisminin I . lp 7 - adilz nermuna gére tamlagtirilmasi olan [ P

p —adik sayilar cismidir. Simdi l . |p p —adik normunu ve p—adik sayilarin baz1 6zelliklerini

hatirlatalim.

p keyfi ve sabit bir asal say1 olsun. Herhangi bir x €l , x # 0 i¢in,

v 4

xX=p Z,p}’a-b

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir v, (n) el tamsayisi vardir ve bu durumda,
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v ()

I,

ile tanimlanir. Eger x =0 ise |0|p =0 olarak alinir. | . |p fonksiyonu bir norm tanimlar ve

licgen esitsizliginden daha gii¢lii ultrametrik tiggen egitsizligi olarak bilinen
]x + ylp < max {|x|p ,|ylp}

esitsizligini saglar. Ultrametrik tiggen egitsizligini saglayan normlara Arsimedyan olmayan

norm denir. 0 rasyonel sayilar cismi trival olmayan higbir norma gére tam degildir. 0

rasyonel sayilar cisminin Hp p—adik normuna goére tamlastirilmas: ile elde edilen cisme

U » p —adik sayilar cismi denir. Ostrowski teoremi ile [ rasyonel sayilar cisminin miimkiin
olan biitiin tamlastirmalar Arsimedyan olan O reel sayilar cismi ve p bir asal olmak lizere
Arsimedyan olmayan U , p—adik say1 cisimleridir. 1 , p—adik sayilar cismi 1904’te Kurt

Hensel tarafindan insa edilmis ve uzun bir siire bu sayilar sadece sayilar teorisinin 6zel bir
alaninda kullamlmistir [11]. Fizikte neden sadece reel veya kompleks sayilarin kullanildig

sorgulanmis ve 1968'de A.F. Monna ve F. Van der Blij tarafindan p—adik sayilar fizikte
kullanilmistir. 1984’te V.S. Vladimirov ve L. V. Volovich tarafindan p—adik sayilarin stiper
cisim teorisine bagarili bir sekilde uygulanmasi ile birlikte p-—adik sayilar uygulamali
alanlarda da kullanilmaya baslanmigtir [12]. Bununla beraber fizikte p—adik evren modelj,
p-adik kuantum teorisi, p—adik sicim kurami gibi alanlar olusmustur. Matematikte
p—adik sayllarin kullanilmasi ile yapilan gahgmalar p—adik analiz denilen bir alanda
toplanmistir. Reel sayilarla verilen kavramlar p—adik sayillarin kullanilmasi ile yeniden

tanimlanmis ve yorumlanmigtir.
Bu ¢alismada Arsimedyan olan reel (veya kompleks) sayilarda verilen istatistiksel
yakinsak kavraminin Argimedyan olmayan p-adik sayilar cisminde incelmesi yapilacaktir.

Reel durumda saglanan 6zelliklerin p-adik sayilar cisminde karsiliklar1 arastirilacaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde “Bulgular ve Tartismalar “ kisminda kullanilan verilen ézelliklerin
temelini olusturan kavramlara ve 6zeliklere éyrllmlstlr. Once yogunluk ve istatistiksel
yakinsaklik kavramalarini verelim.

3.1. Reel say1 Dizilerin Istatistiksel Yakinsaklig:

Tanum3.1: K ] kiimesini ele alalim.

5(K):1iml|{k3n:ke K}

n—yco n

limiti var ise buna K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir. [6]
Yogunluk kavramina bagh olarak bir reel veya koinpleks terimli dizinin istatistiksel

yakinsaklig1 s6yle verilebilir.

Tanim3.2: x = (x,) bir reel veya kompleks sayilarin bir dizisi olsun.
Eger Ve 20 igin,
5(k:|xk—L|28)=0 ,
veya

lim—l— {kSn:ka~L|28}|=0

n—« n

ise x =(x,) dizisi L noktasina istatiksel yakinsaktir. st—,l‘im x, = L seklinde gosterilir. Eger
]

L =0 ise bu takdirde istatiksel sifir dizisi denir. [1]

Ornek3.1: x =(x,) dizisini

X, =

1, k=n*nel
0, k=n’,nel

bigiminde tanimlayalim. Boylece;
x, =(1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...)
seklindedir. Tanim3.1 den bu kiimenin asimptotik yogunlugunun sifir oldugu goriliir.

Boylelikle limite gecersek st— ’ltim x, =0 dir.
—>0
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Ornek3.2: x=(x,) dizisiigin

N _{\/E, k=n*,nel

1, k# nf,n el

bi¢ciminde tanimlayalim. Boylece;

x=(1,1,1,2,,L,1,3,1,1,...)
seklindedir. V& > 0 igin

{k:|x, -1z} ={4,9.16,..}

oldugundan st - llrim x, =1 dir.
—>0

Ornek3.1 ve Ornek3.2 den de anlagildii tizere simirli iraksak veya sinirsiz iraksak bir takim

diziler istatistiksel yakinsakliga sahip olabilirler.

Teorem3. 1: Yakinsayan her her dizi istatistiksel yakinsaktir; ancak bunun tersine

istatistiksel yakinsayan her dizi yakinsak degildir. [7]

Ispat: x = (x,) dizisi bir L noktasina yakmsasmn. L nin Ve > 0 komgulugunun
disinda x = (x,) dizisinin sonlu sayida elemani bulunabilir. Buda bize {k : |xk - LI > g}

kiimesinin sonlu oldugunu ve yogunlugunun ise sifir oldugunu soyler. Béylelikle x = (x,)

dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak oldugunu verir. Tersi durumda ise Ornek3:1 den

anlagilacag iizere x = (x,) dizisi 0 noktasina istatistiksel yakinsak oldugu durumda

- olmasina ragmen yakinsak degildir.

Tamm3.3: Ve > 0 igin,

liml {ks n:]xk —xN|Zg}| =0

n—0 n
yani

|x, —xy| <

olacak bicimde N = N(&) sayis1varise x dizisi istatistiksel Cauchy dizisi denir. [5]
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Teorem3.2: Asagida verilen 6nermeler denktir.
) x dizisi istatistiksel yakinsaktir.
i) x dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) x, =y, (h.hX) olacak bi¢imde yakinsak bir y dizisi vardir. [5]

ispat: (7) = (ii) : (i) dogru olsunyani & >0 i¢in x, —*— L dir. Bu durumda hhk
. £ £ : .
icin |xk - L| < ) ve eger N,IxN - Ll < 5 olacak sekilde segilirse,

lxk —xN| :|xk —L+L—xN'|

<|x, = L|+|xy — L

<&

olur. Yani

lim—l- {kSn:ka—xN[Z s}l= 0

n—>o p

oldugundan x = (xk) bir istatistiksel Cauchy dizisidir.

(i) = (iii) : simdi de (ii) dogru olsun. I = [xN ~1x, +1] arahigi h.hkigin X terimini

icerecek sekilde bir N sayisi segelim. Yine

T g . ! PR &
I=‘:xM _E’xM+5]

Araligih.hkicin x, terimini icerecek sekilde bir M segelim. $imdi iddia edelim ki
I, =1NI" araligthhkicin x, larigerir. Burdan

{k<nm:x,eInI}={k<n:x el}u{k<n:x, ¢l
oldugundan

|{k$n:xkéIr\I'}|=|{kSn:xke]}u{kSn:xke]'}l
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<[k<n:x el)|+|{k<n:x, eI

olup,
L Ly, NP .1 ,
lgg—};l{kSn:xké]ml}[ﬁlgg;l{kﬁn:xk¢1}|+)111$;Hk£n:xk&I}I:O
dir. O halde

liml|{k3n:xkelr\['}|=0

n—>co n
dir. Boylece I uzunlugu 1 den kiigiik veya esit ve h.h.k icin x, lar1 iceren ve boyu

1

1
llll = [ Xpy +E—XM +§' =1

olan kapali bir arahiktir. Simdi N(2) yi segelim.

I"=|x I Xy + !
N(2) 4’ N Ty
hhkicin x, lartigerirve I, = I, " I" h.hkigin x, terimini iceren ve boyu

1 1
Xy T e eyt n

1
2

IIZl:

olan kapal bir araliktir. Bu sekilde devam ederek Vm i¢in I DI ., seklinde kapah

araliklarin dizisi {Im }:=1 olusturabiliriz. Bu durumda I, x, terimlerini iceren ve boyu,

1 1
Xymy T o T + o

= 2.L =™
2m

I2.]=

olan kapal bir araliktir, Burada I, nin uzunlugu 2" den biiyiik degildir. Hhk i¢in x, € I,

dir. I¢ ice araliklar teoreminden-bir A sayisi-vardir ve bu ﬂ[m, e esittir. Hhk i¢in x, e I |

m=1

oldugundan artan pozitif tamsayilarin 6yle bir {7 ®  dizisi secebiliriz ki n> T ise,
g 1 - mJ =1 et i

-}I;l{kSn:xk Elm}|<%

dir.
Simdi k>7, ve T, <k<T,, oldugunda x, ¢ I, olacak sekilde x in biitiin x, terimlerini

iceren bir z alt dizisini tanimlayalim. Ayrica y dizisini de,

) = A, x. €z
=
X, X &2
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. 1
olarak tanimlayalim. Bu durumda ’lclm yy=Adir. >—>0 ve k>T, ise ya y, =A olacak
—>o m

sekilde x, , z nin bir terimi ya da yvi=x,€l, ve |yk—ﬂ|SIm nin uzunlugu <2

dir.gsimdi iddia ediyoruz ki h.h.kigin y, =x, dir. Eger T, <n <17, ise bu durumda,
(k<n:y,zx)c{k<n:x ¢l,}

yazilir. Ote yandan »n > T, olmak iizere,

%‘{ké nix, & Im}{ <%

1 1 1
;i{kﬁn:yk ¢xk}lszl{k3n:xk élm}|<—n—1
n —> o i¢in limite gecersek

limll{k <n:y, # xk}] =0

n—w pn

elde edilir. Hhk icin x, =y, olur. Burdan x istatistiksel Cauchy dizisi ise h.hk x =y,
olacak sekilde yakinsak bir y dizisi varhig goriiliir.
(#ii) = () : (@) dogru olsun. Hhk i¢in x, =y, olacak sekilde yakinsak bir y dizisi var

olsun ve ;1,me ¥, = L diyelim. Boylece V& > 0 igin
{k_<_n:|xk—L|28}c{kSn:xk¢yk}u{k£n:[yk—L|>8}

olup ve Il{im ¥, = L oldugundan son kiimemiz sabit sayida tam say1 icerir. Bu kiimeye
—w :

I = I(¢g) diyelim. Hhki¢in x, = y, oldugundan

li l{kSn:|xk—‘L|25}|slim—l—l{kérz:xk ¢yk}}+lim—1~=0

o pn n—o p n— g
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elde edilir. Hhk icin |x, — L| < & elde edildi. Ispat biter.
Teorem3.3: x =(x,) dizisibir L sayisina istatiksel yakinsak olsun. Bu durumda
X = y+z olacak sekilde L sayisina yakinsak bir y- dizisi ve istatistiksel sifir z dizisi vardir.

(Connor 1988)

ispat: x—*- L olsun. Bu durumda N, =0 olacak sekilde n> N ,(j=1,2,3,...)
lizere
l{kSn:ka —lel_}<l_
n J) J
olacak bigimde pozitif tamsayilarda artan bir N, dizisi bulunabilir.
Simdi y ve z dizilerini
N, <k <N, oldugunda z, =0 ve y, =x, olsun. j >1 olmakiizere- N, <k <N ,; olsun.

1
|xk —L| < 7 oldugunda z, =0 ve y, = x,;

1
|xk —L| Z; oldugunda z, =x, —L ve y, = L alahm.

Bu durumda x = y + z seklinde yazilabilirdir.

. 1
Iddia edelim ki y, — L(k — o) olsun. & > 0 verilsin ve £ >— olacak sekilde bir j segelim.
J

k> N, igin g, — I <= = |y, ~ [| =|L— ] =0 ve
J

b~ L <L = |y, — I =], - I] < - <6
J J

oldugundan

limy, =L

- N )

elde edilir.

Simdi z dizisinin istatistiksel sifir dizisi oldugunu gésterelim. Bunu géstermek igin

Iimll{ks n:z, # 0}| =0

n>o g
Oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
£ >0 igin
{k<n:z|2e}c{k<n:z =0}

oldugundan
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‘{kSnzlzkIZE}'sl{kSn:zk ¢_0}|

gerceklenir.
1
Simdi 6 >0 ve jell i¢in l.< 6 ise Vn> N, icin —'{kSn:zk # O}I <6 oldugunu
Jj n
gostermeliyiz.

1
N,<k<N,,, olsun.Buradan z, #0 olmasi ancak lxk - LI = — olmasiyla miimkiindiir. O
J

halde
{kSn:zk¢0}={k$n:|xk—L|Zl_}
J

olur. Dolayisiyla

N,<k<N,, vev>jise

{k.<_n:|xk—L|_>_l}
y

<l<£<5

1 1
;]{kSn:zk;tO}lS; y <5

buda ispati tamamlar.

Sonug¢3.1: Bir x dizisi L sayisina istatistiksel yakinsak ise ayni noktaya aligilmis

manada yakinsayan alt dizi vardir. [4-5]
Bu ¢alismada istatistiksel yakinsaklik kavrami Rasyonel sayilar cisminin baska bir
tamlamasi olan p-adik sayilar cisminde ele alinacaktir. Simdi p-adik sayilar cismi dolay1

ayrintili inceleyelim.

3.1 p-ADIK SAYILAR

Tanmim3.1.1: K bir cisim olmak iizere, | | : K—> [0, %) fonksiyonu agagidaki kosullar1 -

saglarsa buna K da bir norm denir:

1) Her xe Kiigin, [x‘20,|xl=0¢:>x:0
2) Her xy € Kigin, |xy|= |||
3) Her x,y € K igin, Ix +y| < |x[ + [y| (Gcgen esitsizligi)

| | fonksiyonu bu ii¢ kosula ek olarak

4) Her x,y € K igin, |x+ y‘ <max {le,

o}

10
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kosulu saglanirsa buna K da bir non-arsimedyan norm denir. (4) kosulunu saglamayan | |
mutlak degerine arsimedyan denir.

(4) kosuluna “ultrametrik esitsizligi” denir ve Gicgen esitsizliginden daha gii¢liidiir. Ciinkii

V¥V x,yeKicin max {|x| +|y|} < lxl+ |y| saglanir.

Ornek3.1.1: 0 cismi iizerinde x €[] olmak iizere

||_ x, x2=0
A= -x, x<0

ile tanimli mutlak deger normu arsimedyandir. Ciinkii x = y =1 segersek (4) kosulu

saglanmaz.

Bu mutlak degere genellikle sonsuz mutlak deger denir ve | |w ile gosterilir.

Ornek3.1.2: K bir cisim olmak iizere, x € K icin,

1, x#0
W=y, *70

ile tanimh norm herhangi bir K cismi tizerinde non-Arsimedyandir. Buna trivial (agikar) norm

denir.

Tanim3.1.2: p sabit fakat keyfi bir asal say1 olmak tizere ‘ |p p-adik normu
asagidaki sekilde tanimlanir:

Herhangi bir x el , x # 0 igin

. a
X=p -—l—)-,pj’a‘b

olacak sekilde tek tiirli belirli bir &z €0 tamsayisi vardir ve bu durumda

(24

¥, =P
ile tamimlanir[7].

Eger x=0ise |0|p =0 olarak alnir.
Ornek3.1.3: p=5 icin |35|5 =57, p=3igin 145[3 =37 dir.
Her p asal sayis1 i¢in | |p non-arsimedyandir.

Teorem3.1.1: (Ostrowski) [ iizerinde tanimh her non-trivial norm,

11
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p=o0o veya p bir asal say1 olmak tizere bir [ Ip normuna denktir.

Ostrowski teoremiile  da miimkiin olan biitiin normlar belirlidir.

Tamlastirma i¢in gerekli olan topoloji kavramlar: hatirlayalim:

Tanim3.1.3: K bir cisim ve | | K da bir norm olsun.
1) (lxn|) < K da bir dizi olsun. Her 0< g i¢cin IN € vardir ki
Vn,m2N iken |x,—x,|<¢ ise (x,) ye bir Cauchy dizisi denir.

2} Knin her Cauchy dizisi ( K da) bir limite sahipse K ya tamdir denir.
B(x,e)nS#0
3) Sc K olsun. Vxe K ve Ve <0 igin B(x,e) NS #0 ise SyeKda yogundur

denir.

Teorem3.1.2: [I cismi herhangi bir trivial olmayan norma gére tam degildir.

Analizden biliyoruz ki

., U ye genisletilebilir.
o[1, ] lm normuyla iiretilen metrige gére tamdir.
o] ,0 deyogundur.

Yani,J U nun | Lo normuna gére tamlastirilmasidir.

0 nun ] [p p-adik normuna goére tamlastirilmasi asagidaki sekilde yapilabilir:
Teorem3.1.3: J nun bir (xn) dizisi non-arsimedyan | |p normuna gore

X

nil — n

bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, lim ]x
n—>w

.= 0 olmasidir.

Tanim3.1.4: f I: [ |p, U dabir p-adik norm olsun. ] nun I |p ye gore

biitiin Cauchy dizilerinin kiimesini C veya C(U )ile gosterelim:

C=CO)={(x,):(x,)]

, Ve gore bir Cauchy dizisidir}

C kiimesi

(%) + ()= (% +2,)
(%)-() = (%,3,)

ile taniml islemlere gére bir birimli halkadir.

12
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Tanim3.1.5: N < C ideal;, | Ip ye gore 0 a yakinsayan dizilerin kiimesi olarak

N ={(xn) eC:x, —> 0} :{(xn):lim|x" = O}

H—>c0
ile tanimlanan kitme C nin bir maksimal idealidir. Buna gére N maksimal ideal

oldugundan C\ N bir cisim olusturur.

Tanim3.1.6: [ | p-adik sayilar cismi, C halkasinin N' maksimal idealine

boliim cismi olarak tanimlanir:

0 ,=C\N
U ,ye p-adik sayilar cismi denir[7].
Her x €l sayisi (x) sabit dizisinin denklik simifinin temsilcisi olarak alirsa

U <l , oldugu gorilir ve [ |p , 1, ye genisletilebilir.

Tanim3.1.7: A€l , ve (x,) A ile gosterilen bir Cauchy dizisi ise

xn

P n—»c0 pr

|/1| = lim

ile tanimhdir.

(O ,bir boliim cismi oldugundan U , nin elemanlar: Cauchy dizilerinin denklik siniflaridir)

Teorem3.1.4: [ ,0  nin yogun bir altkiimesidir.

Sonug¢3.1.1: Her p € Z asal sayisi i¢in, | |p non-arsimedyan norma sahip
bir U ’ cismi vardir oyleki;

1) | |p nin [ ya kisitlanisi I |p p-adik normunu verir.
| Z]D,Dpdeyogundur.wlc R |
3) 0 P,I [P ye gore tamdir.
(1), (2) ve (3) kosullarini saglayan [} » Cismi normu koruyan izomorfizm

harig tek tiirlii belirlidir.

Tanim3.1.8: 0-merkezli kapal birim topuna
u, ={xe[l » :|x|p Sl}

p -adik tamsayilar halkasi denir. Bu kiime hem kapalt hem agiktir.

13
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Teorem3.1.5: (Gosterim)
e Vxel  icin
x=a,+ap+a,p’+..

olacak sekildeki tek tirli

a;, {0,1,...,p —1}
sayilar1 vardir.
e Vxel , icin

x=a_p"+..ta,p ta,tap+..

olacak sekilde tek tiirlii belirli

a,€{0,1,...,p—1}

sayilar1 vardir. Burada, a_,, # 0 ise lx|p = p” dir.

14
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Tanim 4.1:(x de birdizive £ € O olsun. Eger V& >0 igin
n P . P

o1
lim—
n—owm n

ket s, -4, >2)|=0

ise (xn) e, £ ye istatistiksel yakinsaktir denir ve
st—=limx, =/
ko
yazilir.

Eger £=0 ise (xn) e bir istatistiksel sifir dizisi denir.

Teorem4.1: (x,) O, debirdizive £€Q, olsun. Eger (x,),* ye yakmsak ise (x,),

£ ye istatistiksel yakinsaktir.
ispat:

Ve >0 igin lim (xn) = ¢ oldugundan IN €[ odyleki n=> N igin lxn ~—£|p <g& dur.
n—»e

Buna gore {k el :ka - le > 8} kiimesi en fazla N elemanhdir. Béylece

N

%I{kﬁ n: lxk —£|p,2 g}l < -

yazilabilir. Limite gecersek

.1
lim—
n—cwo n

{keD :lxk~£[p25}|=0

NOT4.1: Teorem 4.1 in tersi dogru degildir. Gergekten,

_J1, 3nel k=n?
o, digerdurumda

dizisi 0 a istatistiksel yakinsaktir, fakat yakinsak degildir.

15



Mehmet Cihan Bozdag, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2018

NOT4.2: (xn), Q, istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tek tiirlii belirlidir.

Gergekten £ ve £' (xn) nin istatistiksel yakinsak oldugu iki nokta olsun.

O<e<|t-£]

olsun.

Buna gore

A(z)={keD :|r,—4, 22},

B(g)= {k el :|x, 21, 2 8}
kiimelerinin yogunluklari sifirdir. Boylece

A'() ={ke[} 2|, —£|p < 8}

B'(g)z{kel] :[xk—é'lp <s}

kiimelerinin yogunluklar1 "1" dir. Diger yandan k € B '(8) ise ]xk -/ ']p < g dir.
| =], =[x — £+ 04|
ve
5~ <a<le—o]

oldugundan

16
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e =, =max{le, ¢ Je—e], ) =le-21, 2

elde edilir. Béylece
B'(g) c A(s)

dir. Buise B '(5) nun yogunlugunun sifir olmasini gerektirir ki bu bir ¢eligkidir. O halde

{=1/¢" olmak zorundadir.

NOT4.3: istatistiksel bir p-adik dizisinin sinirli olmasi gerekmez. Ornegin

.- p—n’ n:kl
"\ p", digerdurumlar

dizisi istatistiksel olarak "0" a yakinsar fakat sinirli degildir. Gergekten herhangi bir £ >0

icin

A(z)={keD |5, -0| > s} ={1,22,°,.} = (¥ | ke ]

Kiimesinin yogunlugu sifir oldugundan x, ——g——)O dir. Fakat x, smirh degildir.

4.1 p-Adik Istatistiksel Cauchy Dizileri

Tanim4.1.1: (xn),Qp de bir dizi olsun. Eger V& > 0 i¢in

1
lim—
n—>cw n

ke iy -4, 2 2}|=0

olacak sekilde bir N €[] varsa (x,,) e bir p-adik istatistiksel Cauchy dizisi denir.
Teorem4.1.1: (x,),Q, de bir dizi olsun.
(xn) istatistiksel yakinsak & (xn) istatistiksel Cauchy dizisidir.

Ispat:

" (xn) istatistiksel yakisak ve limiti £ olsun. £ > 0 keyfi olsun. Buna gore

17
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lim l =0

n—wo p

{keD :ka—élpZS}

dir, yani
A(g)= {k el :|x,~4 2 g}

kiimesinin yogunlugu sifirdir. Baska bir deyisle

A'(g)= {k el :|x, —EL} < g}
kiimesinin yogunlugu "1" dir. Béylece

[xN —f{p <&

olacak sekilde bir N el segelim.

B(g)= {k el :|x, —x,| 2 g}
kiimesinin yogunlugunun sifir oldugunu gdsterelim.

B'(¢) ={k el :|x, —xN|p < s}

olsun. k € A'(¢) ise |x, -—é[p <& ve buradan

|xk ——lep <max {]xk —Elp ,[xN —le} <&

saglanir. Boylece

B A'(e)c B'(g) veya B(g) < A(#)

elde edilir. & (A(g)) =0 oldugundan & (B (8)) =0 olur. O halde (xn) bir istatistiksel

Cauchy dizisidir.

"&<"(x,) bir istatistiksel Cauchy dizisi olsun.

Ve >0 igin AN el

18
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lim—l—

n—>o0 n

{k<m|x,-x,|, 2 2] =0
O halde 3N ]
A(z)={keD :|x,~x,| > 2}
kiimesinin yogunlugu sifirdir ve
A(g)={keD ;|5 —x,|, <z}
={kel :x, € B(xy.5)}

kiimesinin yogunlugu "1" dir:

g =p~' secersek AN, €[] &yleki
A= {keD 1 X, € B(le,p“‘)}

= {k el :lxk =Xy IP < p'l}l
kiimesinin yogunlugu "1" dir.
Benzer sekilde £ = p~ igin 3N, e[ édyle ki
A, = {k el :|xk —xNzL < p"z}
kiimesinin yogunlugu "1" yani
A, = {k ell:x, e B(xNz,p‘z)} cl

kiimesinin yogunlugu "1" dir.

Non arsimedyan bir cisimde iki agik top ya ayrik ya da ig igedir. iki kiime 0 nin yogunlugu

"1" olan iki alt kiimesi oldugundan ayrik olamazlar.

O halde

B(xN2 ,p'z) c B(x,\,I ,p‘l)
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_ olmalidir. Genellikten bir sey kaybetmeden N, < N, varsayabiliriz. Bu sekilde devam

edersek Vnell icin
B(xN,p'”) c B(xN_I, p""“)
i¢ ice toplar1 bulabiliriz. Boylelikle
A, ={keD 1 X, eB(xN,p‘")}cD

Kiimesinin yogunlugu "1" dir. Biliyoruz ki

Q (xN ya ) {f}
dir. O halde (xn) , £ ye istatistiksel yakinsaktir.

Teorem4.1.2: (xn) c @, birdizive £ € 0, olsun. Bu takdirde

(xn) , £ noktasina istatistiksel yakmsaktir & 3K cO 8yleki §(K )=1ve llrim x, =4
—o0

keK
Ispat:
= (xn) £ noktasina istatistiksel yakisak olsun.
K, = {nel] e —4, <7} (j=12,.)
Tanimlansin. x, —*> ¢ oldugundan & (K j) =1 ( j=12, )
K>oK,>K;>..0K,5K,,,D.. 1
S(K)=1 (j=12,.) 2)
K, (n
v, € K, keyfi Jv, >v,,v, € K, dylekiher n2v, icin 4 ) >—;: dir.
n
.. K, (n
Ustelik Jv, € K;,v; > v, ve her n2v; igin () >%
n
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Tiime varim ile

V<V, <<y, <. (v,€K))
pozitif tamsayilar dizisi olmustu éyle ki Vn2v, (j=12,..)
K@m j-
4 )> j '1 )
n J

ne {vj,...,ij} icin

[
]
—

v, Sn<v, (2) ve (3) durumlarindan

K(n) K,(n)>j—1

= ok)=1
n n

limx, =2
k-
keK

oldugunu gosterelim.

1
g> 0 verilsin. Fj €[l ,—<g,n2v, ve ne K olsun. 3sell dyleki

v, Sn<v,

dir. Buradan K nin tanimindan z € K ve béylece

xn—€|P<ls—17<g

s
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Béylece Vn2v,,ne K i¢in lx,1 —,[!p < & yani

limx, =/
n—co

<" 3K ={k <k, <..<k,<.}el,6(k)=1ve limx, =¢
nek

olsun.

£ >0 keyfiolsun. In, €0 ,Vr 2 n, i¢in

X, —flp <& 4)

A, :{neD :Ixn —£|p 28} olsun. (4) ten 4, cll —{K K }

ny+1> " my 2300

6(k) =1 oldugundan 5({Kn0+l,Kno+2,...}) =1 ve boylece 6(1 —{K”O+1,K

np 4220t

olur.

O halde 5(4,)=0,x, ——¢
Teorem4.1.3: (x,) 0, ve £ €0, olsun.

x,—2>¢ < IK ={k <k, <..<k,<.}cl dyleki 5(k)=1ve

ispat:

x,—*>0IAK ={k <k <..<k,<.}cO, 5(k)=1 dyleki

limx, =¢ & lim

n—w 7 n—ew

=0

x"k+l - P

s

o
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4.2 p-Adik Zayif Istatistiksel &aklnsakllk

Tamm4.2.1: x,, 0 , debirdizive {e€ll olsun. Eger Ve > 0 icin

K(n,e)= {k el :k< n,|xk —elp-z g}
olmak tizere [1 , de

lim p" ¥l =g

n—»w

ise (xn) ye zayif istatistiksel yakinsaktir ve £ ye (xn) nin bir zayif istatistiksel limiti

denir.

Bu tanimdaki [ » de

. n-{K (n,e)| _
im 1 =0
kosulu 0 de
. |& (n,6)|-n _
i 04" =0
kosuluna denktir. Ciinki
n—lK (n,£)| — p|K(n,s)|—n
»

dir.

Not4.2.1: (xn) » U, de bir zayif istatistiksel yakinsak dizi ise limiti tek tiirli belirli

degildir. Ornegin;

1, n=2k
(x"):{o, n=2k+1

dizisi hem 0 hemde 1e zayif istatistiksel yakinsaktir. Gergekten; Ve > 0 icin

K(n,g)z{keD :kSn,|xk—-1|p 25}:%
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oldugundan

n_ _n
n-|K (n,£)| _ n 290

lim p p* =p

n-»c

dir.

Benzer sekilde (xn) , 1 e zayif istatistiksel yakinsaktir. Benzer sekilde (xn) , 0 da zayif

istatistiksel yakinsaktir.

Tanim4.2.2: (xn) <l , dizisine zayif p-adik istatistiksel simirlidir <

AM el :limp

n—o

{K:kSn,]x,, |P ZM}‘

=0

Tanim4.2.3: (xn) cl , birdizive Lell , olsun. (xn) e zayif p-adik istatistiksel

n—‘{K :kSn,Ix,,—Llp 25}'

yakinsak denir < lim p =0

n—yco

Teorem4.2.1: (xn),[] , de bir dizi olsun. (xn) p-adik yakinsak ise (xn) p-adik zayif

istatistiksel yakinsakfr.

ispat: (xn) bir x el , sayisina p-adik yakinsak oldugundan

Ve>0,IN=N(g)el : Vo2 N igin Ixn—x|p<£ o

K(n,g)z{k:kSn,|xn —x|P Zg}

olsun. Budurumda n< N igin IK (n, 8)| < N ve baylece

— p—n+k,, < p

4

n—k, N-n

P - 0(n — )
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O halde (xn) zayif istatistiksel yakinsaktir,

Not4.2.2: Teorem4.2.1 in.tersi dogru degildir.

o p, k=n
X, = s
n, k#n

dizisi p-adik yakinsak olmayip p-adik istatistiksel yakinsaktir.

Teorem4.2.2: (xn) cl , vex, b5 olsun. (xn) p-adik istatistiksel simirhdir.

Ispat:

x,,—”’—)x:>Vg>0, dN=N(g)el :Ixn—x|p<8

Vnz=N igin |xn|p = |xn —-Xx+ xlp < max {|xn -X x|p} < max{g,!xlp}

P?

dir.

M :max{g,lxlp} secilirse k, =’{k:k£n,

1 n-“ k:]ng(z,[x,,lpZM}l

p

saglanir.
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_ Teorem4.2.3: (x,) <[ ,ve xell , olsun.
x, p-adik istatistiksel yakinsak ise (xn) p-adik istatistiksel sinirhdir.

Ispat: £ > 0 keyfi olsun. (xn) p-adik istatistiksel yakinsak oldugundan ve

kn=‘{k:ksn,

X, —-x|p > 8}|

olmak tizere
nk, 1l
prr—>0

dir. | |p nin non-arsimedyanlik ézelligi ile

X,

mlp

=[x, —x+x| Smax{|xn—x

LR

.
M > max {2, |
secilirse
k, =#{k:k<nlx, -], za} >0, =#{k:k<nls| > M|
béylece
P =" <Pt >0

O halde (xn) p-adik istatistiksel sinirhdir.

Teorem4.2.4: (xn) , 0, debirdizive £el , olsun. Eger (x,), £ ye istatistiksel

yakinsak ise (xn) , £ ye zayif istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: £ > 0 keyfi olmak iizere st—limx, = ¢ oldugundan

n—»c0
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K(n,&) = {k:kSn,lxk —,€|P > 8}

i K@)

. e n
dir. Buna gore 3nell :Vn> N igin
K
Kne)|
n
saglanir. Boylece Vn> N igin
|K(n, £)| <gn 1)
dir. §imdi 0 , de
. n—[K(n,s)l -
LYR
veya denk olarak I de
. |K (n,8)}-n -
i =0

Oldugunu gosterelim. (1) den

llm ps.n—n — pn.(l—s) — 0

n->

dir.

Not4.2.3: Teorem4.2.4 tersi dogru degildir. Ornegin

1, n=2k
X =
" 10, n=2k+1

zayif istatistiksel yakinsak olup istatistiksel yakinsak degildir.
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5.SONUCLAR VE ONERILER
5.1 Sonuglar

Bu tezde p-adik terimli dizler icin istatistiksel yakinsakhk, istatistiksel Cauchy,

istatistiksel sinirlihk gibi kavramlar incelenmis ve asagidaki sonuglar elde edilmigtir: .

1) Bir x=(x,) p-adik terimli dizisi bir £ €[] , noktasina istatistiksel yakinsak ise £

tek tirli belirlidir.

2) Bir x=(x,)p-adik terimli dizisi bir £e€l , noktasma yakinsak ise ('ye

istatistiksel yakinsaktir.

3) Bir x =(x,) p-adik terimli dizisi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel sinirlidir.

4) Bir x =(x,) p-adik terimli dizisi istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul x =(x,) inistatistiksel Cauchy dizisi olmasidir.

5.2 Oneriler

Bu calismanin devami olarak p-adik terimli serilerin istatistiksel yakinsakligi ve p-
adik terimli serilerin toplanabilme o6zellikleri incelenebilir. Reel terimli dizlerin sagladiklar

ozelliklerle karsilastirmalar yapilabilir.
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