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OZET

Bu tezde pargal siirekli bir fonksiyon iceren ve ikinci mertebeden bir (- diferansiyel

denklem ile olusturulan bir sinir deger problemi ele alinmistir. ilk olarak, probleme uygun Hilbert
uzayinda bir i¢ carpim tanimlanmistir. Daha sonra, problemin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zellikleri
incelenmistir. Ayrica probleme uygun Green fonksiyonu insa edilmis ve bu fonksiyonun bazi
ozellikleri verilmistir.

Anahtar Kelimeler: q— Analiz, Sinir Deger Problemi, Ozdeger ve Ozfonksiyon, Green
Fonksiyonu, Diferansiyel Denklemler,  — Sturm Liouville Problemi (6 adet).

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma Ayca CETINKAYA, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim
Dali, Mersin.



ABSTRACT

This work aims to examine a boundary value problem which consists of a second order q—

differential equation together with a piecewise-continuous function. An inner product is
introduced in a suitable Hilbert space. The properties of the eigenvalues and eigenfunctions are
investigated. The Green’s function is constructed and some of its characteristics are given.

Keywords: (-Calculus, Boundary Value Problems, Eigenvalues and Eigenfunctions, Green’s

Function, Differential Equations, ¢ -Sturm-Liouville Problems (6 keywords).
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KISALTMALAR ve SIMGELER

Kisaltma/Simge Tanim

R Reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

<.' > I¢ carpim fonksiyonu

Wq gJ— Wronksiyen

dq f ( x) f fonksiyonunun ( diferansiyeli
Dq f (x) f fonksiyonunun ( tiirevi

| Diferansiyel ifade

P Ozdeger parametresi

g Ispatin bittigini gdsterir

X
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1. GIRiS

g —analiz olarak da bilinen kuantum analizinin temelleri ilk kez 1910 yilinda Jackson

tarafindan ortaya konmustur. (-analiz,  #1 sabitlenmis bir say1, t =0 ve f reel degerli bir

f(at)-f(t)
(a-1)t

bicimindeki Q—notasyona dayanir. Argiimandaki kademeli yer degistirmenin fonksiyonda

fonksiyon olmak iizere

meydana getirdigi degisimi hesaplayan klasik tiirevin aksine, (— tiirev fonksiyondaki degisimi
argimanin ( kadar genislemesini temel alarak hesaplar. f fonksiyonu t=0 noktasinda
diferansiyellenebilirse,
(1) — fim (0= F (1)
f (t) =lim———
g1 (q _l)t

esitliginin saglandig1 aciktir. Klasikte verilen birgok teori ve metot ( — analizine genisletilerek
onemli sonuglar elde edilmistir.  — analizinin 6zel fonksiyonlarda, dinamik sistemlerde, sayilar

teorisinde ve kuantum mekaniginde uygulamalar1 mevcuttur.
Tezde,

I(y)= —é DD,y (x)+Vv(x)y(x)=4r(x)y(x) xe [0,7], 2eC
diferansiyel ifadesi ve
U, (y)=ay(0)+e,D,.y(0)=0
U,(y)=24Yy(x) +,82Dq,1y(7z) =0
sinir kosullari ile olusturulan sinir deger problemi ele alinmistir, burada g € [0,1) sabitlenmis bir
reel sayi, V() sifirda siirekli reel degerli bir fonksiyon, ¢; ve £ (1 =1,2) sifirdan farkli keyfi reel

sayllarve r (X)

rn, 0<x<a
r(x)=
r,, a<Xsr

biciminde verilen parc¢ali stirekli bir fonksiyondur. Ele alinan bu sinir deger probleminin spektral
ozellikleri incelenmistir.

Tez, bes boliimden olusmaktadir. Bu Giris boliimiiniin ardindan, ikinci b6limde tezde ele
alinan sinir deger problemi ile ilgili kaynak incelemelerine yer verilmistir. Ugiincii bliim, tezdeki
sonuglari elde etmek i¢in gerekli tanim ve teoremlerle ilgili detayl bilgi icermektedir. Dordiincii
boliim, tezde ele alinan sinir deger probleminin incelenmesine ve bu problem icin elde edilen
sonuglarin sunulmasina ayrilmistir. Besinci boliimde ise sonuglar ve 6nerilere yer verilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Spektral yontemlerin ve 6zeslenik operatorler teorisinin gelisiminde 6nemli bir rol
oynayan Sturm-Liouville teorisi [1] bircok calismada Sturm-Liouville operatorii ile olusturulmus
sinir deger problemleri olarak ele alinmistir [2]. Simdiye kadar Sturm-Liouville sinir deger
problemlerinde cogunlukla klasik tiirev operatorii kullanilmis olsa da [3] ¢alismasinda (ayrica
bknz [4]) M. H. Annaby ve Z. S. Mansour, Sturm-Liouville sinir deger problemindeki klasik tiirev

operatorint (— Jackson tirevi ile degistirerek konuya farkl bir bakis a¢is1 getirmislerdir.

Annaby ve Mansour’un elde ettigi sonuclar farkli problemlere uygulanmistir ve boylece

g— Sturm Liouville teorisinde énemli gelismeler meydana gelmistir. [5,6] da Sturm-Liouville
tipindeki q — fark denklemlerinin 6rneklendirme teorisi ele alinmistir. [7,8] de ayni mertebeli sol
Riemann-Liouville ve sag Caputo q — Kesirli tlirevi iceren regiiler bir Sturm-Liouville problemi ele

alinmistir ve bu problemin 6zdeger ve dzfonksiyon dzellikleri incelenmistir. [9] da tiim eksende

tanimli singtiler bir — Sturm Liouville operatéri i¢in Parseval esitligi ve 6zfonksiyonlara gore
ayrisim formiili verilmistir. [10] da ikinci mertebeden 6zeslenik olmayan (- fark

denklemlerinin 6zdeger o6zellikleri ve spektral singiilariteleri incelenmistir. [11] de ikinci

mertebeden (—fark denklemi ve Dirichlet sinir kosullar: ile olusturulmus bir sinir deger
problemi degiskenlere ayrilma yontemi ile ikinci mertebeden bir Euler g—fark denkleminin
0zdeger problemine indirgenmistir. [12] de sinir kosulunda spektral parametre igeren bir q-—

Sturm Liouville sinir deger problemi ele alinmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, tezin “Bulgular ve Tartisma” kismindaki sonuclarin elde edilmesi igin
gereken temel tanim ve teoremler, tezin “Kaynaklar” kisminda [4] ile numaralandirilmis kitaptan
yararlanilarak verilmistir.
3.1. GIRIS
3.1.1 q— Fark Operatorii

1 € R sabitlenmis bir say1 olsun ve A c C kiimesi gz 6ntine alinsin. Her Z € A elemani

icin uz € A bagintis1 saglanirsa, Ac C kiimesine bir g — geometrik kiime denir. Eger bir
Ac C kiimesi g — geometrik ise, Z € A olmak tizere, bu A kiimesi tiim {Z,u"}:o geometrik
dizilerini igerir.

f, Q—geometrik bir A kiimesi lizerinde tammli, reel veya kompleks degerli bir

fonksiyon ve |q| #1 olsun. (— fark operatori D,

D,f(z)= fa)-He) . A-{0} (3.1.1.1)
-0z

ile tamimlidir [13].

(3.1.1.1) ile verilen — fark operatorii Jackson (— fark operatorii olarak adlandirilir.
Oe A ise, |q|<1 iken, asagidaki limitin mevcut ve Ze€ A elemanindan bagimsiz olmasi

durumunda

f(zq")- £ (0)

D f(0)=1
o f(0)=lim 2

Ze A—{O}

ile ve |q|>1 iken, f fonksiyonunun sifir noktasindaki - tirevi D, f (O) = Dq,lf(O) ile

tanimhdir.

Altbolim 3.2.1 de verilecek olan 6zeslenik problemin formiilasyonu, Dq,l ifadesini

icerdiginden burada, Xxe A olmak {izere, qu(O) (— tirevinin var olmasi durumunda,

Dq,1 f (X) ifadesinin,

D, f (0), X=0

ile tanimli oldugunu belirtmekte yarar vardir.

g — tiirevin sag tersi olan (— integral
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a

b
[t() =jf(t)dqt—jf(t)dqt, (a,beA)
a 0

olarak verilir [13

], burada esitligin sag tarafindaki seri X=a ve X =Db noktalarinda yakinsak

olmak kosulu ile J. f (t)dqt integrali
0

JX. f(t)d,t :=(1—q)ixq”f (xa")

(xe A) (3.1.1.2)

ile tammlidir. Baz1 0 < « <1 sayilari igin X f (X) fonksiyonunun [O, a] araliginda sinirli olmasi

durumunda, If( )dqt integralinin tiim Xe[O,a] elemanlar1 i¢in var oldugu [14] de
0

b
gosterilmistir. I f (X) dx integralinin yakinsak olmasi durumunda
0

b b
[ £ (x)dx=lim [ f (x)d,x
0 e

esitliginin saglandigi ise [15] de gosterilmistir.

f, q— geometrik bir A kiimesi tizerinde tanimh bir fonksiyon ve X >0 olmak tizere, f

fonksiyonunun [X,oo) araligindaki — integrali

ile tanimlanmistir [16].

Bir fonksiyonun [0, oo) araligindaki — integrali icin tek tiirlii standart bir tanimlama

mevcut degildir. [16] da bir f fonksiyonunun [O,oo) araligindaki g — integrali

T f(t)d,t :(l—q)niq”f (q”)

ile tammlanirken, [17] de bir f fonksiyonunun [ ) araligindaki g — integrali
oo/b

o0

jf( dt—l—z f(a"/b) (b>0)

n=—0

ile tanimhdir. Sonug olarak, bir f fonksiyonunun R kiimesindeki (— integrali esitligin sag
tarafindaki serinin yakinsak olmasi kosulu ile

l/bf(t)dqtzl_Tqiq”(f(q"/bFf(—q“/b)) (b>0)
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ifadesi ile verilebilir.

Tamim 3.1.1.1 f, Q- geometrik bir A kiimesinde tanimh bir fonksiyon olsun. f

fonksiyonunun — integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tiim Z € A elemanlari i¢in

I f (t)dqt integralinin var olmasidir.
0

Tanim 3.1.1.2  — geometrikbir A kiimesinde tanimh bir f fonksiyonu verilsinve 0 € A olsun.
Tim Ze A elemanlan icin !m f (zq") =f (0) esitligi saglanmyorsa, f fonksiyonuna sifir
noktasinda Q- regiiler fonksiyon denir.

Ac Ckiimesi (— geometrik bir kiime ve f fonksiyonu bu A kiimesi iizerinde tanimli

ve sifir noktasinda (— regiiler bir fonksiyonsa f (0*) ve f (0’) fonksiyonlari sirasiyla,

f (0+) = l!m f (qu) ve f (07) = I|£Tolo f (qu) esitlikleri ile tammhdir. f fonksiyonunun sifir
x>0 x<0

noktasinda (— regiler bir fonksiyon olmasi durumunda f (O): f (0+): f (O_) esitliginin

saglandig agiktir.
Bir f fonksiyonunun sifir noktasindaki - regiilerligi, bazi durumlarda klasik

analizdeki siireklilige karsilik gelir. Sifir noktasindaki siireklilik, sifir noktasindaki g — regtlerligi

gerektirirken, bu durumun tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, f : [0,1] ->R

1 x=a —i n asal
f()=4" " " {n'

X, diger durumlarda

biciminde tanmli f fonksiyonu rasyonel ( sayilar icin sifir noktasinda (— regiiler olmasina
ragmen, sifir noktasinda stirekli degilidir.

Sonug¢ 3.1.1.1 Eger Xe A—{O} ise ve A kiimesi X noktasinin, f fonksiyonu X noktasinda

diferansiyellenebilir olacak bicimdeki bir komsulugunu igeriyorsa, o halde, Iin} D, f (X) =f '(X)
q—.

esitligi gerceklenir. X =0 noktasinda f’(O) tiirevi mevcutsa o halde D, f (0) = f'(O) olur.
Sonug 3.1.1.2 f fonksiyonu sifir noktasini iceren — geometrik bir A kiimesinde tanimli bir
fonksiyonsa ve Dq f (0) mevcutsa, o halde f fonksiyonu sifir noktasinda — regiilerdir. Bu

durum, klasik analizde, bir fonksiyonun tiirevlenebilir olmasinin, fonksiyonunun siirekliligini

gerektirmesine benzer bir durumdur.
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Sonug 3.1.1.3 (— geometrik bir A kiimesi lizerinde tanimh bir f fonksiyonun (— tiirevinin
sifir olmasi icin gerek ve yeter kosul tim X e A elemanlar: i¢in f(X)z f (qx) esitliginin

saglanmasidir.

Asagida q— tiirevle ilgili baz1 basit kurallar verilecektir.

Iki fonksiyonun toplammmn (farkinin) (— tiirevi: — geometrik bir A kiimesinde
tanimh f ve g fonksiyonlari tim X € A elemanlari i¢in (— tiirevlenebilir olsun. Bu durumda
f + g fonksiyonu da A kiimesi iizerinde (— tiirevlenebilirdir ve

D,(179)(x)=D,f ()7D,0(x)

esitligi saglanir.

Iki fonksiyonun carpiminin (— tiirevi: — geometrik bir A kiimesinde tammh f ve
g fonksiyonlari tim Xe A elemanlarn i¢cin (— tiirevlenebilir olsun. Bu durumda f-g
fonksiyonu da A kiimesi tizerinde (— tiirevlenebilirdir ve

D, (fg)(x) =D, f (x)g(x)+f (ax) B9 (x)

saglanir.

Iki fonksiyonun béliimiiniin (— tiirevi: — geometrik bir A kiimesinde tamml f ve

g fonksiyonlar1 tim X e A elemanlar1 icin — tlrevlenebilir olsun. Ayrica g(X);éO ve

f
g (qx) # 0 esitlikleri saglansin. O halde — fonksiyonunun q— tiirevi

FOPRALLURGLLU

) 9(x)g (%)

g
esitligi ile tanimhidir.
Simdi, — integraller ile ilgili baz1 kurallar verilsin.
Kismi Q- integrasyon kurali: (— geometrik bir A kiimesinde tanomh f ve @
fonksiyonlar1 tiim X € A elemanlar1 icin (- tiirevlenebilir olsun. Bu durumda kismi Q-

integrasyon kurali

a

[9(0)D,f (1)dt=(fg)(a)-lim(fg)(aa)- [0 () F(a)dt  (31.13)

0

ile tanimhdir. Eger, f ve ¢ sifir noktasinda q— regiiler fonksiyonlar ise, o halde, (3.1.1.3) iin
sag tarafindaki limit ( fg)(O) ifadesiyle degistirilebilir.

Asagidaki teorem, analizin temel teoreminin — benzeridir.
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Teorem 3.1.1.1 f fonksiyonu sifir noktasin iceren — geometrik bir A kiimesi iizerinde
tanimly, sifir noktasinda  — regiiler bir fonksiyon ve C noktasi, A kiimesi lizerinde sabitlenmis

bir nokta olmak tizere F fonksiyonu
F(z) :=I f(t)dt
C

ifadesi ile tammlansin. O halde, F fonksiyonu g— regiilerdir. Her z € A elemani i¢cin D,F (Z)

tiirevi mevcuttur ve DqF(Z)z f(Z) esitligi saglanir. Tersine, eger & ve b noktalar;, A

kiimesinden alinan iki nokta ise o halde,

esitligi saglanir.

Teorem 3.1.1.2 0<a < Xx<b olmak iizere f fonksiyonu [a, b] araliginda tanimli bir fonksiyon
ve 0 <y <1 esitsizligini saglayan her y sayisiigin X’ f (X) fonksiyonu [a,b] araliginda stirekli

olsun. Ayrica, C sayisi [a,b] araliginda sabitlenmis bir say1 iken

F(x)=[ f(1)dgt, xe[ab]

esitliginin saglandig1 kabul edilsin. O halde, F(X) fonksiyonu [a,b] araliginda siirekli bir

fonksiyondur.

3.1.2 Fonksiyon Uzaylan

1< p<oo, a>0 ve 1 herhangi reel sayilar ve LSJ7 (O,a)
a
[t
0

sartini saglayan fonksiyonlarin denklik siniflarindan olusan bir uzay olsun, burada iki

f(t) dt<oo

fonksiyonun denkligi bu fonksiyonlarin {aq” ‘ne NO} kiimesindeki esitligi ile tanimhdir.

Lg’q (O, a) uzayl

1
p

1. Jelrore)

ile tanimlanan norm altinda bir Banach uzayidir.

P =2 durumunda, Lfm (0,a) uzay
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a

(f,g)::'[t”f(t)ﬁ)dqt (f,geLfm(O,a))

0

ile tanimlanan i¢ carpim altinda ayrilabilir bir Hilbert uzay olur.

Cq”[a,b] ile [a,b] araliginda (n—l)— nci mertebeden siirekli q— tiirevli

fonksiyonlardan olusan uzay gosterilsin. C; [a, b] uzayl

|f||‘Z£D§‘3§D f(t) (feCi(ab))

ile tanimlanan norm fonksiyonu altinda bir Banach uzay:dir.

3.1.3 Lineer — Fark Denklemleri

N — nci mertebeden lineer homojen olmayan (— fark denklemi ele alinsin:
a,(x)D,"y(x)+a,(x)Dyy(x)+---+a,(x)y(x)=b(x), xel. (3.1.3.1)
Burada, @ (X) (0 <i< n) ve b(X) fonksiyonlar1 | araliginda tanimli ve sifirda stirekli
fonksiyonlardir ve tiim X € | laricin a, (X) # 0 dir. (3.1.3.1) denkleminin

D *y(0)=h

; (b eC,i=12--n) (3.1.3.2)

baslangi¢ kosullarini saglayan bir ¢éztimiiniin bulunmasina - tipli Cauchy problemi veya (—
tipli baslangi¢c deger problemi denir. (3.1.3.1)-(3.1.3.2) (— tipli baslangi¢ deger probleminin,
h >0 olmak tizere, J = [—h, h] c | altarahiginda taniml tek bir ¢6ziimii vardir. (bknz. [4] Sonug

2.4, 5£50)

Simdi, N — nci mertebeden homojen lineer
a,(x)D,"y(x)+a,(x) Dy y(x)+---+a,(x)y(x)=0 xel, (3.1.3.3)
denklemi ele alinsin ve M < J ile (3.1.3.3) denkleminin ¢éziimlerinin kiimesi gosterilsin. M
kiimesi, C kompleks sayilar kiimesinin bir alt kiimesidir. (3.1.3.3) denkleminin (3.1.3.2)
kosullarini saglayan ¢oziimlerinin varlik ve tekliginden, g€ M ve D("¢(O) =0(i=01---,n-1)

olmasi durumunda J kiimesi tizerinde ¢(X) =0 denkliginin saglandig séylenebilir. Buna ek

olarak, D('4¢ (0<i<n-1)fonksiyonlari her ¢ € M icin sifirda siireklidir.

Tanim 3.1.3.1 (3.1.3.3)-(3.1.3.2) baslangic deger probleminin N tane lineer bagimsiz
¢oziimlerinden olusan sisteme, bu baslangi¢c deger probleminin temel ¢oziimler sistemi denir.
Lemma 3.1.3.1 b; (1<i, j<n) keyfi sayllar ve her j i¢in ¢ fonksiyonunun (3.1.3.3)
denkleminin

D) "¢, (0)=h, (i,j=1---,n)
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baslangi¢ kosullarini saglayan ¢6ziimi olmak iizere, {¢J }:71 kiimesinin (3.1.3.3) denkleminin bir

temel ¢oziimler sistemi olmasi icin gerek ve yeter kosul det(bij ) # 0 olmasidir.

Sonuc 3.1.3.1 M lineer uzay1 N— boyutludur.
3.1.3.1 Temel Coziimler Sistemi
a,, (0 <r <n) keyfi sabitler olmak lizere
. 1
L:=a,D; +a,D;" +:--+a,

diferansiyel operatorii ele alinsin. L diferansiyel operatori yardimiyla (3.1.3.3) diferansiyel

denklemi
Ly(x)=2,D]y(x)+aD;"y(x)+-+a,y(x)=0 (3.1.3.1.1)
biciminde yazilabilir. (3.1.3.1.1) diferansiyel denkleminin P(l) karakteristik polinomu
P(A)=a,A"+aA" " +---+a, (1eC)
ile tanimhidir.

A (1<i Sk),P(/I) karakteristik polinomunun farkh koklerini ve m,, bu koklerin,

k
Zmi =n olacak sekildeki tekrarlanma sayilarim belirtsin. Her A i¢in m, —boyutlu bir
i-1

M, = {V eM: (Dq -4 )mi V= 0} alt uzayi tanimlanabilir. (3.1.3.1.1) in temel ¢6ztimler sisteminin

insasi
M=M&EM,D---®M,
esitliginin saglanmasina baghdir.

3.1.4 q— Tipli Wronskiyen Determinanti

Tanim 3.1.4.1 1<i<n olmak iizere Yy, (— geometrik bir A kiimesi iizerinde tanimlanan
fonksiyonlar olsun. Y, fonksiyonlar1 | araliginda (n—l)— nci mertebeden (— tiirevlenebilir

fonksiyonlar olmak iizere, bu fonksiyonlarin WO| (yl, A (X) ile gosterilen 0 — Wronskiyeni

y:(x) Y, (x) Yo (%)

W () (x)=] D) Pl B ()

Dy (x) DI y,(x) DI, (x)

ile tanimhidir.
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Lemma 3.1.4.1 Yy,,---,y, fonksiyonlari - geometrik bir A kiimesi lizerinde tanmml
fonksiyonlar olsun. O halde, herhangi bir 0 X € A igin
y; (ax) V(x) o Ya(ax)
(qul)(qx) (quz)(qx) (qun)(qx)
Dqu(yl’”"yn)(X)z : : :
(D) (@) (D v )(ax) - (D y, ) (ax)
Dyy. (x) Diy,(x) -+ Dga(X)

saglanir.

Teorem 3.1.4.1 Y,,---, Y, fonksiyonlar1 (3.1.3.3) denkleminin J < | araligindaki ¢6ziimleri

olsun. Bu durumda, Y,,---, Yy, fonksiyonlarinin — Wronskiyenleri asagida verilen birinci

mertebeden (— fark denklemini saglar:
Dqu(X):_R(X)Wq(X)' XE‘J_{O}'

-1
burada R ( X) fonksiyonu R (X) = nZ:(X = qX)k %(? esitligi ile tanimhidir.
k=0 X

Asagidaki teorem (— Wronskiyen i¢in g — tipli Liouville formiiliinii verir:

Teorem 3.1.4.2 Her x € J igin x(l—q) R(X) #—1 olsun. O halde (3.1.3.3) denkleminin {¢I}n

i=1
coziimler sisteminin — Wronskiyeni
W, (0)
W () =Wy (6 4) () =t
(1+x(1—q)q R(xq ))

k=0

formulu ile verilir.

Sonu¢ 3.1.4.3 (3.1.3.3) denkleminin sifir1 igeren bir J < | araligindaki {¢I}In

_, Sozimler

sisteminin temel c¢oziimler sistemi olmasi icin gerek ve yeter kosul, bu fonksiyonlarla

olusturulmus — Wronskiyenin | araligindaki herhangi bir noktada sifirdan farkli olmasidir.

3.2 g— Sturm-Liouville Problemi
V() fonksiyonu, [O, a] araliginda tanimh ve sifir noktasinda siirekli bir fonksiyon olmak

lizere asagida verilen — Sturm-Liouville denklemi ele alinsin:
1
—aDq,quy(x)+v(x)y(x)zﬂ,y(x), (0<x<a<w, 1eC).

(3.2.1)

10
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C§(O) ile y() ve qu(') fonksiyonlarinin sifir noktasinda siirekli oldugu tiim y()

fonksiyonlarin uzayi gosterilsin. C; (0) uzayinin Lil (0, a) Hilbert uzaymin bir alt uzay1 oldugu

aciktir.

(3.2.1) in bir ¢oztimi ile kendisi ve —tiirevi X=0 da 6nceden belirlenmis degerlere
sahip olan ve sifir noktasinda siirekli bir fonksiyon Kkastedilecektir. 3.1.3 ve 3.1.4
altboliimlerinden (3.2.1) denkleminin iki lineer bagimsiz {yl (), Y, ()} cozlmlerinden olusan bir
temel ¢oziimler sistemine sahip oldugu bilinmektedir. Yine bu altbdliimlerde, {yl(-), yz(-)}
sisteminin bir temel ¢oziimler sistemi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun bu iki fonksiyonun -
Wronskiyeninin [0, a] araliginin hicbir noktasinda sifir olmamasi durumu oldugu belirtilmistir.

Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 3.2.1: C,C, € C olmak iizere (3.2.1) in qu (0) uzayinda
#(0,4)=c,, D_.¢(0,4)=c, (1eC) (3.2.2)

kosullarini saglayan tek bir ¢6ziimii vardir. Ayrica ¢(X,/1) her Xe [O,a] icin A nin bir tam

fonksiyonudur.

Ispat: Teoremin ispat1 [3] e benzer sekilde yapilabilir. O
Eger (3.2.1) denklemindeki V() fonksiyonunun [O,a] araliginda stirekli oldugu kabul

edilirse, o halde, asagidaki teoremden de goriilebilecegi tizere, (3.2.1) denkleminin bir ¢6zimi

olan ¢(, /1) fonksiyonu da stirekli bir fonksiyon olur.
Teorem 3.2.2: 0<g<1 olsun ve (3.2.1) de tanimlanan V() fonksiyonunun [O,a] araliginda
siirekli oldugu kabul edilsin. Bu durumda, (3.2.1) denklemi C; [O, a] da
¢(O,l):Cl, Dq_l¢(0,ﬂu)=c2 (/Ie(C)
baslangi¢ kosullarim saglayan tek bir ¢oziime sahiptir. Burada C, ve C, keyfi sabitlerdir ve

¢(X,ﬁ,) her X e [O,a] icin A nin bir tam fonksiyonudur.

ispat. s =1 olarak tanimlanmak lizere 03 (X, ﬂ,) =CO0S (SX; q) ve
sin(sx;q) 120

®, (X, l) = S A7 fonksiyonlar1 W, ((p1 (‘, ﬂ) 0, (-, ﬂ,)) =1 - Wronskiyeni ile
X , 4=0

11
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l Dq,1 D, y(x) + Zy(x) =0 denkleminin bir temel ¢ozliimler sistemini olusturur. Her X e [0, a]

elemani ve her A € C i¢in {ym (., /1)}::1 ardisik yaklasimlar dizisi

yl(X,)u)=Cl¢1(X,l)+CZ(02(X,/I) (3.2.3)

Yt (X%, 2) = o (X, 4) + G0, (%, 4) =0 {0, (%, A) 1 (At 2) — 2, (X, A) 2, (At A) v (lt) v, (at 2) b

0

(3.2.4)

ile tanimlansin. Sabitlenmis her 4 €C i¢cin m—>oo iken Y, (‘,/1) fonksiyonunun diizgiin

limitinin oldugu ve bu limitin (3.2.1)-(3.2.2) probleminin bir ¢6ziimiinii tanimladigl
ispatlanacaktir.

K(4)

2

A € C sayisi sabitlenirse, |y1(x,l)| <K (2), |V(X)| <A, ‘qoi (X,/i)‘ <

(i=12 xe[0,a]) olacak sekilde pozitif K (1), K (1) ve A sayllarinin varhig1 séylenebilir.

Tlmevarim yontemiyle

Viner (X, 2) = ¥ (%, 2)| <K (g)qm(nzm) (AK (2)x(1-q))"

(meN) (3.2.5)

(9;9)"
elde edilir. Weierstrass M — testinden
Yo (X A)+ D Y (% A) =Y (X, 2) (3.2.6)
m=1

serisinin [O, a] araliginda diizglin yakinsak oldugu sonucu ¢ikar. Serinin M— nci kismi toplami
ym+1(-,/1), m — oo iken [0, a] araliginda ¢(-,i) fonksiyonuna yakinsar. Burada ¢(X,ﬂ,) serinin
toplamidir. Teorem 3.1.1.2 kullanilarak, M tizerinden tiimevarimla, Y, (X,/l) ve Dq Y., (X,/i)

fonksiyonlarinin [O, a] araliginda siirekli oldugu ispatlanabilir, burada

Dy Yt (x,4)= ¢,D,» (x,4)+c, D,®, (x,4)

~a[{Dy, (%, 4) @1 (at, )~ Dy (X, 2) @, (At 2)} Y, (A, A)dt  (MeN)

0

dir. Dolayisiyla, hem ¢(-,/L), hem de Dq¢(-,/1) fonksiyonlari [O, a] aralhiginda siirekli olur. Sonug

olarak ¢(, /1) € C; (O) elde edilir. Diizgiin yakinsakliktan, (3.2.4) de m — oo iken

X

$(x, 1) =cp (X, 1)+C,0, (x,/”t)—qj'{go2 (x,A) e (at, A)— ¢, (X, 2) @, (at, A) v (at)$(at, 2)d,t

0

12
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elde edilir. Elde edilen bu ¢(X, /1) fonksiyonunun (3.2.1) denklemi ve (3.2.2) kosullarini sagladigi

aciktir.

(3.2.1), (3.2.2) probleminin tek bir ¢6ziimii oldugunu ispatlamak icin aksi varsayilir.

78 (-, /1) (i=12) fonksiyonlar1 (3.2.1), (3.2.2) probleminin iki ¢6ziimii olsun ve
K(X, ﬂ) =y, (X, l) -V, (X, ﬂ) (xe[0,a]) olarak alinsin. Buradan K‘(X, l) fonksiyonunun
(3.2.1) denkleminin K(O, l) = Dq,llc(O, /1) =0 baslangi¢ kosullarini saglayan bir ¢6ziimii oldugu

gorulur. (3.2.1) den iki kere (— integral alinarak,

X

K(X,A)= —qJ.(x—qt)(;t—v(qt))zc(qt,ﬂ)dqt

0

elde edilir. K(X,l) ve V(X) fonksiyonlari [O,a) araliginda siirekli oldugundan

N, = max

0<x<a

K(x,ﬂ)‘, M, = max

0<x<a

A=v(X)|

olacak sekilde pozitif N,, M, sayilar1 vardir. k ya gore matematiksel tiimevarim kullanilarak

2k
(% 4)|<N,Miq" (1-a)™ (q?(q) (keNy; xe[0,a])
! 2k
2 kXK
elde edilir. l!im N,M;q“ (1-q) @) =0 oldugundan, tim x€[0,a] elemanlar igin
! 2k

K(X, l) =0 olur ve boylece teklik ispatlanir.
Simdi, M >0 sayisinin sabitlenmis keyfi bir say1 oldugu kabul edilsin. X €[0,a] olmak

lizere ¢(X,/1) fonksiyonunun A ya gore bir tam fonksiyon oldugunu ispat etmek icin ¢(X,/1)
nin Q= {/IG(C:|/1|S M} disklerinde analitik oldugu gosterilmelidir. Yani ,M ye gore

tiimevarim uygulanarak

VX e [0, a] icin y,, (X,/i) nin Q,, diskinde analitik (3.2.7)
.0 .
VAeQ,, icin ) Yo (X,/l) nin (O,/i) da stirekli (3.2.8)
oldugu elde edilmelidir. Her X €[0,a] i¢in ¢ (X, /1) ve @, (X, ﬂ) fonksiyonlarinin A4 ya gore tam

0
fonksiyonlar oldugu acgiktir. Hatta, a7¢, (X,l) fonksiyonu her 1€ C igin (0,1) araliginda

siireklidir. O halde, m =1 durumunda (3.2.7) ve (3.2.8) saglanir.

13
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(3.2.7) ve (3.2.8) ifadelerinin meN icin de saglandig1 kabul edilirse, X, E[O, a] ve

A, € QQy, icin
X

I(pl(qt,l)ym (qt,2)d,t
A=jy 0

0

0
aym-#l(XO’l)

0
:ayl(XO’ﬂ“)

_qagpz()(o'/l)

A=lq A=lq

Tcoz (at, 1)y, (qt, 4)d,t —%[Iq(qt,&) Y. (qt,/l)dqt]

0
o )
+q6ﬂ,¢l(xo )/1100

A=

(3.2.9)

o X
+q¢1(xo,ﬂ)87£j¢2 (at, A) Yy, (qt,ﬂ)dth
0 =iy

elde edilir. a%((ol (qt,ﬂ) Yo, (qt,ﬂ)) (i=1,2) fonksiyonunun (0,20) araliginda siirekli oldugu

(3.2.8) den gorilebilir. Buradan, neN, |ﬁ, - /7.0| <o olmak lizere

<C esitsizligi saglanacak bicimde C ve J sabitlerinin varlig

‘%(@ (qun , ﬂ) Y (qun , A))
soylenebilir. Dolayisiyla,

<x%A(1-q)q" (neN,)

% (1-9)q" a%( (%07 4) Yo (%072))

esitsizligi |ﬂ, —/10| < diskindeki her A sayisi i¢in saglanir, yani

9

(2 (at2) v (ot 2))dt (i=12)

O ey X

q —integraline karsilik gelen seriler A = A, komsulugunda diizgiin yakinsak olur. O halde, (3.2.9)
daki tiirev ve integral alma islemlerinin sirasi degistirilebilir. X, ve A, keyfi sayilar oldugundan

her X e[O,a] ve A €Q),, i¢in

X

a% Y (X% 4) =a% yl(x,i)—qj%(coz(x,/l)col(qt,ﬂ)ym (qt,2))v(qt)d,t

0

X

+q'|.(%(go1 (X, 2) @, (at, A)y, (at, 2))v(at)d,t (3.2.10)

elde edilir. (3.2.8) den (3.2.10) daki integrallerin (O, /1) araliginda stirekli olduklar1 sdylenebilir.

0
Sonug olarak, ) ym+1(x,/‘t) fonksiyonlari (0,/1) araliginda stirekli olur. Keyfi X, € [0, a] sayilari

14
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icin |(pi (XO,/l)| < %X) (i=12) ve ‘yl(x,ﬂ,)‘ < I§(XO) (Ae€Q,,) esitsizlikleri saglanacak
bicimde B(XO), LS,»(XO) sayilarinin varligi soylenebilir. Sonug olarak, matematiksel tlimevarim

yontemi kullanilarak,

X, A) =Y. (%, A) < B(x m(n;l)(AB(XOM(l_q))m
‘ym+1( 07/1) ym( 0’1)‘_8( O)q (q;Q)m

esitsizligine ulasilir ve buradan X =X, iken (3.2.6) serilerinin Q,, de ¢(XO,/1) fonksiyonuna

diizglin yakinsadig goriiliir. Dolayisiyla, ¢(X0 ) ﬂ,) fonksiyonu €2,, de analitik, yani tam olur. o

3.2.1 Ozeslenik Problem

Bu alt béliimde (3.2.1) — Sturm-Liouville operatorii ve sinir kosullari ile olusturulan

J— Sturm-Liouville sinir deger problemi tanimlanacak ve bu problemin Lé (O,a) uzayinda

d
ozeslenik oldugunu ispatlanacaktir. Asagidaki lemma, klasik diferansiyel operatorii d— in aksine,
X

Dq operatdrinin 6zeslenik veya skew-6zeslenik olmadigini belirtir. Lemmanin ifadesindeki
I Ay 1 y y
(3.2.1.2) esitligi D, nun esleniginin —— Dq,1 oldugunu soyler.
q

Lemma 3.2.1.1. f (), g () € Lﬁ (0,a) fonksiyonlar1 [O,q’la] araliginda tanimlanmig olsun. O
halde XE[O, a] icin

(D,9)(xa™)= D, 9 (xa™)= D,.9(xa), (3.2.1.1)

(D,f.g)=f(a)g(ag™)~limf (aq“)g_(aqn—1)+<f'_éDq1g> (32.1.2)

<—% D,.f, g> =lim f (ag"*)g(aq")- f (ag™*)g(a)+(f,D,g) (3.2.1.3)

n—o

esitlikleri gerceklenir.
ispat. (3.2.1.1) esitliginin saglandig
g(x)-g(ax) g(xa™*)-g(x)

D.g(x)= iq) 0 =(D,9)(xa*)=D, ,.9(xa")

ifadesinden direkt olarak goriiliir.

(3.1.1.3) ile verilen — kismi integrasyon formiilii yardimiyla

a . -

(D, f.9) ='|.Dq f(x)g(x)dx=f(a)g(a)-limf (aq”)g(aq”)—j f (qt) D,g (t)d,t

nN—o0
0

15
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— f (a)?a)—!iﬁrg f(ag")g (aq“)—q!a f (t)é D,.g ()t
= f(a)g(a)-1im f(aq")g(aq")+aq™ (1-q) f (2) D,.g (a)+i f (t)—% D,.g(t)dt

elde edilir. Boylece (3.2.1.2) ispatlanir. (3.2.1.3), (3.2.1.2) ye benzer bigimde ispatlanabilir. O

Simdi, asagidaki — Sturm-Liouville problemi ele alinsin.

I(y) = —% Dq,1 D, y(x) +v(X)y(x) = 1y(x), (0<x<a<ow,1eC) (3.2.14)

U.(y)'=2,y(0)+a,D,.y(0)=0 (3.2.1.5)
U,(y)=a,y(a)+a,D,_.y(a)=0 (3.2.1.6)
Burada, V() reel degerli fonksiyonu sifirda siirekli bir fonksiyondur ve {aij } 0, je {1, 2} keyfi

sayilari, (aij) . matrisinin ranki 2 olacak sekildeki reel sayilardir.

1<, j<
Teorem 3.2.1.1 (3.2.1.4)-(3.2.1.6) — Sturm-Liouville problemi qu (O)ﬁLi(O, a) uzayinda

ozesleniktir.
Ispat: y(-), Z(-)eLﬁ(O,a) olmak tlizere asagidaki (— Lagrange 6zdesliginin saglandig

gosterilsin:
E(Iy(x)Tx)— y(x)m)dqx =[y, z](a)—!i_r)po[y, z](aq”), (3.2.1.7)

burada [y, Z]() ifadesi

[v,2])(x):=y(x)D,.z(x) - Dq,ly(x)ﬂ (3.2.1.8)

ile tanimhdir. (3.2.1.3) ifadesinde f (X) = qu(X) ve ¢ (X) =2 (X) alinarak

<_§ Dqquy(x),z(x)>:—(qu)(aql)Ta)+ lim(D,y)(29"*)2 (2"} +(D,y.D,2)

=-D,_.y(a)z(a)+lim Dq,ly(aq")z(aq")+<qu, D,2)

bulunur. Benzer bicimde, (3.2.1.2) ifadesinde f (X) = y(x), g (X) = DqZ(X) alinarak

(D,y,D,z)=y(a) qu(aq’l)—Liﬁr[\c y(aq”)qu(aq”1)+<y,—§ Dqquz>

n—o

:y<a>Dq1z<a>—"my(aq")qu(aQ">+<y"§Dq1qu>

16



{lknur Aydin, Yiiksek Lisan Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

elde edilir. Dolayisiyla,
1 l n 1
5 D,.D,y(x),z(x) =[y,z](a)—nm[y,z](aq )+ y,—a D,.D,z) (32.1.9)
olur. (3.2.1.7) ile verilen — Lagrange 6zdesliginin saglandig1 (3.2.1.9) ifadesinden ve V()

fonksiyonunun reel olmasindan goriiliir. y() ve Z() fonksiyonlarinin sifirdaki stireklilikleri

lim [y, z](aq” ) = [y, Z](O) olmasini gerektirir. O halde, (3.2.1.9) ifadesi

<—§ D,. qu(x)12(x)> =[v.z](a)-[y, Z](O)+<y,—% DqquZ>

halini alir. (3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarindaki a;;, ve @, sayillarinin her ikisi birden sifir

olmadigindan (3.2.1.8) den [y, Z](O) = y(O) Dq,lz (0) - Dq,1 y(O) z (O) =0 bulunur. Benzer

bicimde, [y, z](a) = y(a) Dq,lz (a) - Dq,1 y(a) z (a) =0 elde edilir. V(X) reel degerli bir
fonksiyon oldugundan

105)2)=(-2 0, D3R v(x)(9 203 = -2

1
q q

Dqquy(x),z(x)>+<v(x) Y, z(x)>

A
= <y,—a D, qu(x)>+<y,v(x) z(x))=(y.1(z))
saglanir ve boylece | operatoriiniin 6zeslenikligi gosterilir. o

Tanim 3.2.1.1 (3.2.1.4)-(3.2.1.6) — Sturm-Liouville problemi i¢in sifirdan farkli bir ¢* ()
¢oziimi bulunabilecek bicimdeki A" sayisina bu problemin bir 6zdegeri denir. Bu durumda, ¢* ()

fonksiyonu (3.2.1.4)-(3.2.1.6) q— Sturm-Liouville probleminin A" ozdegerine Kkarsilik gelen bir

ozfonksiyonu olur. Bir 6zdegerin tekrarlanma sayisi, bu 6zdegere karsilik gelen lineer bagimsiz
coziimlerin sayisi ile tanimlanir. Ozel olarak, eger bir 6zdegere, lineer bagimsiz tek bir ¢6ziim
denk geliyorsa bu 6zdeger basittir denir.

Lemma 3.2.1.2 (3.2.1.4)-(3.2.1.6) (- Sturm-Liouville probleminin o6zdegerleri ve

ozfonksiyonlar1 asagidaki 6zellikleri saglar:

i) Ozdegerler reeldir.
ii) Farkli 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar diktir.
iii) Tim 6zdegerler basittir.

Ispat: i) Y, () fonksiyonu, A, 6zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyon olsun. O halde,

(1(¥0):¥o) = (%01 (%))

17
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saglanr. | (yo) = A,Y, oldugundan

(%o =70) []9o (¥ dx =0 32110

bulunur. Y, () asikar olmayan bir ¢6ziim oldugundan A, = 70 olur. Boylece (i) ispatlanir.

ii) A ve u birbirinden farkl iki (reel) 6zdeger ve y(-)ve Z() fonksiyonlar1 6zdegerlere karsilik

gelen dzfonksiyonlar olsun. O halde, (3.2.1.10) dan

a

(2-)[ y(x)2(x),x =0

0
yazilabilir. 4 # u kabulii y(-)ve Z() ozfonksiyonlarinin birbirine dik olmasi sonucunu verir.
Boylece (ii) ispatlanir.
iii) yl(-) ve Y, () fonksiyonlari, A, 6zdegerine karsilik gelen iki 6zfonksiyon olsun. yl(-) ve
Y, () fonksiyonlarinin g — Wronskiyenlerinin X =0 noktasinda sifir olmasindan yararlanarak

(bknz. Sonug¢ 3.1.4.3), {yl(-),yz ()} fonksiyonlarinin lineer bagimli olduklar: ispatlanabilir.

Gercekten, yl(-) ve Y, () fonksiyonlari (3.2.1.5) ifadesini sagladigindan
W, (¥1,Y.)(0)=¥,(0) D,Y, (0)— ¥, (0) D,y (0) = v, (0) D2 (0)-v.(0) D% (0)

=[¥..¥.](0)=0

bulunur. Boylece ispat biter. o
¢(.2), #(~A) (3.2.1.4) denkleminin D)4 (-, A)=3; (i,j=12; AeC) baslangi
kosullariyla belirlenen lineer bagimsiz ¢oziimleri olsun. ¢1(X,/1) ¢o6ziimi, (3.2.1.4) de ¢, =1,
¢, =0 alinarak ve ¢2(X,ﬁ) ¢ozlimii ise (3.2.4) de ¢, =0, ¢, =1 alinarak belirlenir. O halde,
(3.2.1.4) denkleminin her ¢éziimiu
y(X,A)=Ad (X A)+Ap(x 1)
biciminde olur, burada A ve A, X e bagl olmayan keyfi sayilardir.(3.2.1.4) denkleminin bir

y(‘, /I) ¢oziimii (3.2.1.5)-(3.2.1.6) siir kosullarini saglarsa, yani eger
A1U1(¢1)+ A2U1(¢2) =0
A&U2(¢1)+A2U2(¢2):O (3.2.1.11)

sisteminin sifirdan farkli bir ¢6ztimii bulunabilirse, bu ¢6ziim bir 6zfonksiyon olur. Dolayisiyla

A € R nin bir 6zdeger olmasi icin gerek ve yeter kosul

18
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~0 (3.2.1.12)

esitliginin saglanmasidir.

A(/I) fonksiyonu (3.2.1.4)-(3.2.1.6) (- Sturm-Liouville probleminin karakteristik
determinantidir. A(ﬁ) fonksiyonunun sifirlar1 (3.2.1.4)-(3.2.1.6) - Sturm-Liouville
probleminin 6zdegerleri ile ¢akisir. ¢1(X,l) ve ¢2(X,l) sabitlenmis her Xe[O,a] icin 4 nin
tam fonksiyonlar1 olduklarindan A(/I) fonksiyonu da tamdir. O halde, (3.2.1.4)-(3.2.1.6) q—

Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri sonlu limit noktasina sahip olmayan sayilabilir bir kiime
olusturur.

Lemma 3.2.1.2 de 6zdegerlerin geometrik olarak basit oldugu ispatlanmistir. Asagidaki

teoremde ise, 6zdegerlerin cebirsel olarak basit oldugu yani, 6zdegerlerin A(/i) fonksiyonunun

basit sifirlar1 oldugu gosterilecektir.

Teorem 3.2.1.2 (3.2.1.4)-(3.2.1.6) — Sturm-Liouville probleminin 6zdegerleri A(l)

fonksiyonunun basit sifirlaridir.

ispat: 01(-,/1) ve 0, (-,/1) fonksiyonlari asagidaki ifadelerle tanimlansin:

{‘91()(’}“) =U,(¢)4(x4)-U. ()¢ (x.2),
0, (xA)=U,(¢,) ¢ (x.1)-U,(¢)d,(x.1).

0 halde, 01(-,/1) ve 0, (',ﬂ) fonksiyonlari (3.2.1.4) denkleminin

(3.2.1.13)

6,(0,1)=ay,, D_.6,(0,4)=-a,, 6,(a,4)=ay, D_.6,(0.1) =2, (3.2.1.14)
kosullarini saglayan ¢éziimleri olur. Ayrica,

W,(6,(:2).0,(A)(X) =AW (A (A4 (-2))()=A(1)  (32115)
oldugu gosterilebilir.

Ay (3.2.1.4)-(3.2.1.6) — Sturm-Liouville probleminin bir 6zdegeri olsun. O halde, 4, bir
reel sayidir ve dolayisiyla Q(X,ﬂo) fonksiyonu (i1=1,2) reel degerli bir fonksiyon olarak

alinabilir. Béylece, (3.2.1.15) ten 91(X,/10), HZ(X,ﬂO) fonksiyonlarinin lineer bagimh
ozfonksiyonlar oldugu sonucuna varilabilir. Yani,

6, (%, 29) =k,0, (%, Ay) (3.2.1.16)
esitligi saglanacak bicimde sifirdan farkh bir K, sabit sayis1 vardir. (3.2.1.14) ve (3.2.1.13)

ifadeleri yardimiyla
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6, (a, 4 ) =kea,, =k.6, (a, 4,); D, (a4)=—ka, =kD_.6,(a 1) (3.2.1.17)

yazilabilir. (3.2.1.7) (— Lagrange 6zdesliginde y( ) (X /1) ve Z( ) @(X,ﬂo)ahmrsa,

(2=%)

O

6,(x,A)0 (%, 4)dx=6,(a,4) D, .6, (a,%,)-D, .6, (a,1)6 (a,4)

~k;(6,(2,2)D,.6,(a )6, (a,4)D,.6,(a 1)) = kW, (6,(- £),6, (- 2)) (a"a) = k,A(2)

elde edilir. A(/I), A ya gore bir tam fonksiyon oldugundan

A(4)= ll'%ﬁ(ﬂo . T (X, 4)dgx#0 (3.2.1.18)

bulunur. Buradan, 4, nin A(/l) fonksiyonunun bir basit sifir1 oldugu sonucuna varilir ve boylece

ispat biter. o

Uyari 3.1.1.1 Uygun I’() ve W() fonksiyonlari i¢in (3.2.1.4) q-fark denklemi

1

-0, (F(9D(3) vy ()= (x)y 3

biciminde yazilabilir ve bu denklem ile olusturulan sinir deger problemleri i¢in de su ana kadar

elde edilen sonuclara benzer sonuclar elde edilir. Burada dikkat edilmesi gereken tek nokta,

3.2.1.4)-(3.2.1.6) q— Sturm-Liouville probleminin ele alindig1 L2 0,a) Hilbert uzayinin,
( )-( ) g p gL y

a
(f.9), :j f(x)g(xw(x)d,x (f,g e(Lf](O,a);w(-)))
0
i¢ carpimiyla tanimh Lé ((0, a) ; W()) Hilbert uzayi ile degistirilmesidir. Benzer sekilde (3.2.1.5)
ve (3.2.1.6) sinir kosullar1 da degistirilerek (3.2.1.4)-(3.2.1.6) — Sturm-Liouville sinir deger

probleminin ¢esitli bicimleri ele alinabilir.

3.2.2 Green Fonksiyonu

Green fonksiyonu, f () 1S Lé (0, a) olmak lizere

1

q D, D,y (X)+{-2+v(X)}y(x)=f(X) (xe[0,a];4eC)  (3.22.1)
homojen olmayan denkleminin (3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarini saglayan ¢6zliimiinii ararken
ortaya ¢ikar.

Lemma 3.2.2.1: 4, (3.2.1.4)-(3.2.1.6) (— Sturm-Liouville sinir deger probleminin bir 6zdegeri

olmasin. O halde, eger (3.2.2.1) denkleminin bir ¢6zlimii varsa, bu ¢6ziim tektir.
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Ispat: Kl(X,Z) ve KZ(X,/I) fonksiyonlarinin (3.2.2.1) denkleminin iki ¢6ziimii oldugu kabul

edilsin. O halde, x (X, /1) —K, (X, i) fonksiyonu (3.2.1.4)-(3.2.1.6) (— Sturm-Liouville
probleminin bir ¢6ziimi olur ve eger A bir 6zdeger degilse, bu ¢6ziim 6zdes olarak sifira esit olur,
yani K (X, ﬂ,) =K, (X, ﬂ) 6zdesligi saglanir. Bu ise (3.2.2.1) denkleminin ¢dziimiiniin tekligini

gosterir ve boylece ispat biter.o
Lemma 3.2.2.1 i¢in baska bir ispat bicimi, asagidaki teoremin ispatinda verilmistir.

Teorem 3.2.2.1 A nin (3.2.1.4)-(3.2.1.6) (— Sturm-Liouville probleminin bir 6zdegeri olmadig1
ve ¢(',/1) fonksiyonunun (3.2.2.1) q—fark denklemini ve (3.2.1.5)-(3.2.1.6) sinir kosullarini

sagladig1 kabul edilsin. O halde, f () IS Lz (0, a) olmak iizere, ¢(-,/1) fonksiyonu

p(x2)=[G(xtA)T (), xefaqhmeN,} (3:222)

0
bicimindedir, burada G(X,t,ﬂ,) (3.2.1.4)-(3.2.1.6) q— Sturm-Liouville probleminin asagidaki

sekilde tanimlanmis Green fonksiyonudur:

1 {Hz(x,l)el(t,l), 0<t<Xx,

G(x,t,i):z—m 6,(x,2)6,(t, 1), x<t<a

(3.2.2.3)

Tersine, (3.2.2.2) ile tanimh ¢(-,/1) fonksiyonu (3.2.2.1) denklemini ve (3.2.1.5), (3.2.1.6) siir
kosullarii saglar. Ayrica, (3.2.2.3) ifadesi ile verilen Green fonksiyonu tek tiirlii tanimhdir. Yani,

eger (3.2.2.2) saglanacak sekilde baska bir G (X,t, /1) fonksiyonu varsa, o halde
G(x,t,1)=G(xt,4) (Vx,te{aqm‘meNo})

olur.Eger, f () fonksiyonu sifir noktasinda  -regiiler ise, o halde, (3.2.2.2) tim X € [0, a] larigin

saglanir.

ispat. Sabitlerin degisimi yoénteminin ¢ —benzeri kullamilarak, (3.2.2.1) homojen olmayan

denkleminin bir 6zel ¢6ziimi
(%, A)=c,(x)0,(x,A)+C,(x)6,(x,4)

biciminde aranabilir. Burada Cl(X) ve C, (X) fonksiyonlari birinci mertebeden

(3.2.2.4)
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g —fark denklemlerinin ¢oziimleridir. Eger qu |( ) (1=12) fonksiyonlari [O,t] araliginda

g — integrallenebilirse, o halde,
H n n+l n+l s
limtg 6.(tg"* ) f (t,q"*)=0 (i=12)
saglanir.

g— geometrik bir A; kiimesi

A I={X€[0,a]1 [

" f(xq")zzo}

ifadesi ile tamimlansin. f € Lé (O, a) oldugundan A; kiimesi {aq”‘;m ENO} elemanlarini iceren

g — geometrik bir kiimedir. Dolayisiyla, D,C; (), (i=12) tim xe A, lerigin [0, X] araliginda

g — integrallenebilirdir ve (3.2.2.4) denklemlerinin uygun ¢oziimleri

cl(x):cl(0)+A&)Jx.ez(qt,;t)f(qt)dqt (xeA)
cz(x)zcl(a)+A(qﬂ)Iel(qt,/l)f(qt)dqt (xeA)

biciminde olur. O halde, (3.2.1.1) denkleminin genel ¢6ziimii

¢(x,/1):clel(x,/l)+c292(x,i)+ﬁ01(x,/1)§92(qt,/l)f (at)d.t

a9 *
e 0, (x,/l)_([el(qt,l)f (qt)d,t (3.2.2.5)

ifadesi ile verilebilir, burada x € A, dir ve C, ve C, keyfi sabitlerdir. $imdi, ¢(X,/1) fonksiyonu

(3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarini saglayacak bicimde C, ve C, ler belirlenmek istenirse,

$(0,2)= 01491(0,2)+(C2 +ﬁiq(qt,;¢) f (qt)dqt}% (0,2)

B ¢(xq”,/1)—¢(0,ﬂ,)_ q 3
D,.#(0,4)= |g/?0 - =¢,D_.6,(0,2)+ c2+A(l)£01(qt,z)f(qt)dqt D,.6,(0,2)

oldugu kolayca gorilir. a,,¢#(0,1)+a,, Dq,1¢(0, A)=0 simr kosulundan

-3

D [6.(at.2) f (qt dtJ W, (6,.6,)(0)=0
O

yazilabilir. Buradan
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a4

e

6, (at,2) f (qt)d,t

O ey

bulunur ve

X

;tj (x,2)6,(at,A)-6,(x A)6,(qt, 2))f (qt)d,t

O

(% 2)=60,(x A)+—~

halini alir.

¢(a,/1) ve Dq,l¢(a,/1) fonksiyonlar1 belirlenmek iizere — integrasyonun (3.1.1.3) ile

verilen tanimindan ve (3.2.2.5) ifadesinden faydalanilirsa

ola.2) =6 (0. 2) s 12 [(8(0.2)6,(0.2) 02208 (00 D) ()3
A T (6(8.2)6,(a0,2)-6,(2.2) (a0 2) (2o
D,.¢(2,4)=D,_.6,(a, [ [ ,(qt,2) f (qt) dtJ—ﬁD 0,(a, 2 fel (t, 4) f (qt)d,t

bulunur. a,,¢(a,1)+a,, Dq,1¢(a, A)=0 smir kosulundan

[cl+A&)qf02(qt,/1)f(qt)dt} (6.6,)(a)=0

yazilabilir ve dolayisiyla

“la

q
clz—i I 6, (at,2)f (qt)d,t
0

A(2)

elde edilir. Bu durumda, X € A, i¢in

¢(x,l)=—ﬁﬁz(x,/l)i@l(qt,/l)f (qt)dqt—ﬁel(x,/l)qjiaﬁz (at, 2)f (qt)d,t

1
Ok 6,(x, /I)IH (t.2) f(t)dt

:_ﬁ@(x,l)iﬂ(t,l)f ()t~

XAIH (t,2)f (t)d,t

olur ki, bu (3.2.2.2) ve (3.2.2.3) i ispatlar.
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Tersine, direkt hesaplamalarla, ¢(X,ﬂ,) fonksiyonunun (3.2.2.2) ifadesi ile verilmesi

durumunda, ¢(X, /1) (3.2.2.1) denkleminin bir ¢oziimi olur ve (3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarini
saglar.

Simdi, Green fonksiyonunun tekligini ispatlamak i¢in
a
w(x4)=[G(xtA)f (t)dt
0
fonksiyonu (3.2.2.1) denkleminin, (3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarini saglayan bir ¢6zlimii olacak
bicimde baska bir G (X, t, /1) fonksiyonunun varligi kabul edilsin ve uygunluk icin

G, (x,1t,1), 0<t<x . G, (x,t,4), 0<t<x
1( ) ) G(X,t,ﬂ)= ~1( )
G,(xt1), x<t<a G,(xt 1), x<t<a

G(x,t,1)= {
alinsin. Buradan, tim f (t) € Lz (0, a) fonksiyonlari ve tiim X {aq”‘ ‘me NO} elemanlari i¢in

{G(xt,4)=G(xt,A)}f (t)d,t =0

q

O ey

elde edilir. f (t) :=G(X,t,ﬁ,)—é(x,t,/1) (x=aq", meN,) alinirsa,

a 2 aq™
”G(aqm,t,ﬂ)—é(aqm,t,ﬂ)‘ d,t= ]. Gl(aqm,t,/’t)—Gl(aqm,t,ﬂ)rdqt
0 0

«J 6. (aa"t.2) -6, (a0t 4)f d

aq™
_ a(l—q)iq” G(aq",aq",4)-G (aq’“,aq“,ﬂb)‘2 =0 (3.2.2.6)
n=0
bulunur. O halde, (3.2.2.6) dan
G(agq",aq",1)=G(aq",aq", 1) (mneN,)

elde edilir. Bu ise tekligin ispatidir. Eger f () fonksiyonu sifir noktasinda ( — regiilerise, o halde,

A = [0, a] olur ve (3.2.2.2) ifadesi tim X € [O,a] elemanlari i¢in taniml olur. o

Teorem 3.2.2.2 (3.2.2.3) ifadesi ile tanimli Green fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

i) G(x,t,1), (0,0) noktasinda stireklidir.

i) G(x,t,4) =G(t, x, A) saglanr.

iii) Sabitlenmis her te(O,qa] icin, X in bir fonksiyonu olan G(X,t,ﬂ,),(O,t) ve (t,a]

araliklarinda (3.2.1.4) g -fark denklemini ve (3.2.1.5), (3.2.1.6) sinir kosullarini saglar.
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iv) 4,, A(/l) fonksiyonunun bir sifir1 olsun. O halde; A;,G(X,t,1) fonksiyonunun bir basit

kutup noktasi olur ve bu durumda

G(x,t,/l)=M+é(x,t,ﬂ)

saglanir. Burada, G (X,t,ﬂ) fonksiyonu, A nin A, komsulugundaki analitik bir fonksiyon ve
¥, () fonksiyonu ise A, a karsilik gelen normlastirilmis bir 6zfonksiyondur.
Ispat: i) Sabitlenmis her 1 e C igin 6, (-, /1) ve 0, (-, ﬂ,) nin sifirdaki siirekliliginden gordliir.
ii) Dogrulugu kolayca goriilebilir.
iii) te (O, qa] sabitlenmis bir say1 olsun. Eger X € [O,t] ise o halde,

G(xt, 1) =2 6,(x 1), (% A)

A(4)

olur. Bu durumda,

ﬁgz (tlﬂ)lel(x,ﬂ,):ﬁﬁz (t,2)6,(x, ) = AG(x.t, 1)

yazilabilir. Benzer bicimde, eger X € [t, a] ise (3.2.1.14) ve (3.2.2.3) den

IG(x,t,4)=

aue<o,t,z>+auoqle<o,m>=Hg(g’j)){auemwwamaq1el<o,z>}=o

(1.2

(4)

—

a,G(at,4)+2,D,.G(at,1)= {a21¢91(a,/z)+azqu,191(a,/1)} =0

B>

bulunur.
iv) 4, G(X,t,/i) fonksiyonunun bir kutup noktasi ve R(X,t), G(X,t,/?,) nn A =4, daki

rezidiisii olsun. (3.2.1.16) ve (3.2.1.18) den

R(x,t):JLTO(Z—%)G(X,t,/I):kolel(x'%)gl(t’%)JL%%
__G0A)G(NA) (0 4)

.Hel(“’i)‘z dgu

0

elde edilir ve boylece ispat biter. o
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu boliimde tezde ele alinan problem ve bu problem icin elde edilen sonuclara yer

verilmistir.

4.1 Bir —Kesirli Sinir Deger Problemi
Asagidaki — kesirli sinir deger problemi ele alinsin:

(y) ::—% D, D,y (x)+v(x)y(x)=Ar(x)y(x), (xe[0,7],2eC) (41.1)

U,(y)=ay(0)+a,D_.y(0)=0, (4.1.2)
U,(y)=Ay(7)+AD,.y(7)=0. (4.1.3)
Burada, g € [O,l) sabitlenmis bir reel say, V() sifirda siirekli reel degerli bir fonksiyon, ¢; ve

. (1=12) sifirdan farkh keyfi reel sayilar ve r (X)

rn, 0<x<a
r(x)=
r,, a<Xsrz«

biciminde verilen parcali siirekli bir fonksiyondur.

@ (- A) ve ¢,(-,A) fonksiyonlari (4.1.1) denkleminin

4(-2)=1, D4(~2)=0, ,(-2)=0, D (-1)=1. (4.1.4)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oztimleri olsun ve A(l) fonksiyonu

A(ﬂ’) ::U1(¢1)U2(¢2)_U1(¢2)U2(¢1) (4.1.5)

seklinde tanimlansin. A (l) fonksiyonu A nin bir tam fonksiyonudur ve bu fonksiyonun sifirlari

(4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri ile ¢akisir. Dolayisiyla, (4.1.1)-(4.1.3) sinir

deger probleminin 6zdegerler kiimesi sonlu limit noktasina sahip olmayan sayilabilir sayi

elemandan olusur.

Lf“ (O, 72') Hilbert uzayindaki i¢ garpim

(.0)=] (80 (x)dx.

ile tanimlansin, burada f (), g () S Lf” (0,7[) dir.
Asagida verilen Lemma, Lemma 3.2.1.1 e benzer bicimde ispatlanabilir.

Lemma 4.1.1 y(-), Z(-)e Lf” (0, ﬂ') fonksiyonlari [O,q_lﬂ'] araliginda tanimli olsun. O hal

Xe [0, 7[] icin

da

de
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D,y(xa™)=D,.y(x)=D, .y(xa*).
<qu,z>:y(7z)r(7r)z(7rq1)—Lmy(ﬂq”)r(ﬂq")z(ﬂq”l)+<y,—%Dqlz> (4.1.6)

<—% D,.Y, z> =lim y(zq"*)r(zq"*)z(7zq")-y(zq*)r (ﬂ'q_l)Tﬂ') +<y, qu> (4.1.7)

Lemma 4.1.2. Keyfi f (), g() € Lf” (0,7[) fonksiyonlar: i¢in asagidaki (-Lagrange 6zdesligi
saglanir:
(I (x), 9 (x))=(f (x).19(x)) =[ . 9](=)-lim[ . g](=a"), (4.1.8)

burada

[f.9](x)=f(x)r(x) Dq,lg(x)—Dq,lf(x)r(x)g(x) (4.1.9)
ile tanimidir.

Ispat: of(x),g(x))—=(f(x),Lg(x farki asagidaki gibi hesaplanabilir:
' (¢ (%), 9 (<)) =( (%), 9(x))

(1 09:9(0) (£ (0 10(0) - ][ ~20,.0.£ () +v(x) £ () | () (0

oL g

_I f (x)[—%Dq-qug (x)+V(X)9(X)jr(X)qu
- M_é D,.D, f (X)Jg (x)-f (X)[—% D,.D,9 (X)ﬂr(x)dqx
1

:<_§ D,.D, f (x), g(x)>—<f (%).~5 Dqqug(X)>-

y(x) =D, f (X), Z=g (X) alinarak (4.1.6) esitligi yukaridaki <—% Dq,l D, f (X), g (X)>

terimine uygulanirsa

(£ (). (x))=(f (x). £ (x)) = lim D f (74" *)r (74" ) g (40" ) =D, (4" )r ()9 ()

1
+<qu (x), Dqg(x)>—<f (x),—a Dqqug(x)>
elde edilir. Benzer bicimde, y(x) =f (X), Z(X) = Dqg (X) alinarak (4.1.7) esitligi yukaridaki

<Dq f (X), D,9 (X)> terimine uygulanirsa ve gerekli islemler yapilirsa

(4F (), 9 ()= (F (x). (%)) =[f, 6] ()~ lim[ f ,g](=a")
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elde edilir ve boylece ispat biter. o

A:D, > Li,r (0, 72') operatori tiim Yy € D, fonksiyonlar igcin Ay =ly olacak bigimde
tanimlansin. Burada, D, < Lf“ (0,72') kiimesi qu(-) fonksiyonu sifir noktasinda (— regiiler

ve quy(-) € Lf” (O, 7[) olacak bicimdeki kompleks degerli tim Y fonksiyonlarindan olusur.
Ayricabu Y fonksiyonlari (4.1.2)-(4.1.3) sinir kosullarini saglar. Dolayisiyla, A operatori (4.1.1)
g -fark denklemi ve (4.1.2)-(4.1.3) sinir kosullar1 tarafindan olusturulan bir g -fark operatoriidiir.

Teorem 4.1.1 A operatori simetriktir.
Ispat: A operatériiniin simetrikligini géstermek icin (4.1.8) esitliginin sag tarafinin sifira esit

oldugu gosterilmelidir. Bunun icin, f(-),g(-)qu2 (O) fonksiyonlarinin (4.1.2)-(4.1.3) sinir

kosullarini sagladigi varsayilsin:

a,f (0)+e,D . f(0)=0,

0.

2,9(0)+a,D_.g(0)

f() ve g() fonksiyonlarimin sifir noktasindaki stireklilikleri Iim[f,g](ﬂq”):[f,g](O)

n—oo

olmasini gerektirir. Bu durumda (4.1.8) esitligi
(¢F (), 9(x))=(f (). ca (x)) =[ . 9](=)~[ . 9](0)
halini alir. (4.1.2)-(4.1.3) sir kosullarindan ve (4.1.10) ifadesinden [f,g](o)zo ve

[ f, g](ﬂ) =0 bulunur. Boylece ispat biter. o

4.2 Ozdeger ve Ozfonksiyon Ozellikleri

Tanim 4.2.1. (4.1.1)-(4.1.3) smir deger probleminin sifirdan farkl bir ¢*() ¢Ozumu
bulunabilecek bicimdeki A° kompleks sayisina (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin bir
ozdegeri denir. Bu durumda, ¢*() fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.3) simr deger probleminin A"

0zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyonu olur

Lemma 4.2.1: (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: A, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve f, () bu 6zdegere karsilik gelen

bir 6zfonksiyon olsun. O halde, Teorem 4.1.1 den,

(tf, (), fo (%)) =( £, (). £f, (X))

yazilabilir. (f; = A,rf, oldugundan

(66, (%), £, (X)) = £, (x). £, (X)) :(}L—Z_O)Ir(x)“o(x)qux:o
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saglanir. f, () fonksiyonu, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin bir 6zfonksiyonu oldugundan

Ay = ﬂ_o bulunur ve boylece ispat biter. o

Lemma 4.2.2. (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen
ozfonksiyonlar1 diktir.

ispat: 1 ve u sayilari, (4.1.1)-(4.1.3) simir deger probleminin birbirinden farkli iki 6zdegeri ve
f () ve @ () sirasiyla bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. O halde, Lemma 4.2.1

den

(A—u)| f(x)g(x)r(x)d,;x=0

O =y N

esitliginin saglandig1 kolayca goriiliir. 4 # ¢ oldugundan < f, g) =0 elde edilir ve boylece ispat

biter. o

Asagidaki lemmaya gecmeden Once, bir 6zdegerin tekrarlanma sayisindan, o 6zdegere
karsilik gelen lineer bagimsiz ¢oziimlerin sayisinin anlasilmasi gerektigi bilgisini vermek yararl
olacaktir.

Lemma 4.2.3 (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin tiim 6zdegerleri basittir.
Ispat. 4;,(4.1.1)-(4.1.3) sir deger probleminin bir 6zdegeri ve f, () ve f, () fonksiyonlari bu
ozdegere Kkarsilik gelen o6zfonksiyonlar olsun. f; () ve f, () fonksiyonlarinin q-—

Wronskiyeninin sifira esit oldugu kolayca goriiliir. Gergekten,
W, (£, 1,)(0)= ,(0)D,T,(0)~ £,(0)D, f, (0) = £,(0) D, . ,(0)~ £, (0) D, £, (0)

=[f., f,](0)=0
saglanir. Sonug 3.1.4.3 yardimiyla, bu esitligin f; () ve f, () fonksiyonlarinin lineer bagimlh

olmasi gerektigi sonucunu verdigi sdylenebilir. Boylece ispat biter. o
Lemma 4.2.3 te, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin geometrik olarak
basit oldugu ispatlanmistir. Asagidaki teorem, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin

0zdegerlerinin ayni zamanda cebirsel olarak da basit oldugunu gosterecektir.

Teorem 4.2.1 (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin 6zdegerleri A(/I) fonksiyonun basit
sifirlandir.

ispat: Asagidaki bicimde tanimlanan (91(-,2,) ve 0, (-,ﬂ,) fonksiyonlari ele alinsin:

{el(x,z):=ul(¢2)¢1(x,x)—ul(¢l)¢2(xw),

62(X'ﬂ’):zuz(¢2)¢1(Xa/1)—uz(¢l)¢2(X,/I). (4-2.1)
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6,(- 1) ve 6,(-, A) fonksiyonlarinin (4.1.1) denkleminin (4.1.2), (4.1.3) sinir kosullarin
saglayan goziimleri oldugu kolayca gosterilebilir:
6,(0,4)=a,, D,.6,(0,2) =~a,, 6,(7,1)=B,, D,.6,(0, 1) =4, (4.2.2)
(4.1.4), (4.1.5) ve (4.2.1) ifadeleri yardimiyla,
W, (6(:2).6, (22)) (x) = AW, (6 (. 4).4, (- 2)) (x) = A(2)
elde edilir.

Simdi A, sayisinin, (4.1.1)-(4.1.3) sinir deger probleminin bir 6zdegeri oldugu kabul
edilsin. Bu durumda 4, bir reel say1 olur ve dolaysiyla 6 (X,ﬂo),(i :1,2) reel degerli bir

fonksiyon olarak alinabilir. Ql(x,ﬂo) ve Hz(x,ﬂo) fonksiyonlarinin (4.1.1)-(4.1.3) sir deger

probleminin lineer bagimli 6zfonksiyonlar1 oldugu agiktir.

Yani;

6, (%, 2y) =k,0, (%, A) (4.2.3)

olacak sekilde sifirdan farkl bir K, sabit sayisi1 vardir. (4.2.2) ve (4.2.3) den

0 (7, 2y) =k, =kob, (7, 1), D,.6 (7, 24) =k, D, .6, (m,2)=—k,5,
yazilabilir. (4.1.8) g — Lagrange 6zdesliginde
f(X)=6,(x2) ve g(x)=6,(x 4)

alinirsa,
(/1—/10)_,[01(x,ﬂ,)91(x,20)r(x)dqx :[‘91("’1)’01('110)](”) =k, [91("1)"92 (J'o)]

= kW, (6,(~2),6,(- 1)) (a7 7) = k,A(4)
bulunur.

A(l) fonksiyonu, A nin bir tam fonksiyonu oldugundan

d o A(2) 1t
A= m—l_% o !@ (%, A)r(x)d x =0

elde edilir. Dolayisiyla, 4, A (l) nin bir basit sifir1 olur ve boylece ispat biter.o

4.3. Green Fonksiyonu

Asagidaki sinir deger problemi ele alinsin:

—é D, D,y() +v(x)y(X) = Ar(x) y(x) + f (x)r(x), (xe[0,z],4€C), (43.1)

a,¥(0)+ e, Dq,l y(0)=0, (4.3.2)
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BY(7)+ B,D,.y(z) =0 (433)
burada f () IS wa (0,72') dir.

Eger A, (4.3.1)-(4.3.3) homojen olmayan sinir deger probleminin bir 6zdegeri degilse, o
halde bu problemin tek bir ¢6ziimii vardir. Gercekten, homojen olmayan sinir deger probleminin
iki ¢6zlimiiniin farkinin homojen sinir deger probleminin bir 6zfonksiyonu oldugu ve bu farkin
0zdes olarak sifira esit olmasi gerektigi agiktir.

Teorem 4.3.1 A nin (4.3.1)-(4.3.3) sinir deger probleminin bir 6zdegeri olmadigi kabul edilsin.
O halde, (4.3.1)-(4.3.2) sinir deger probleminin ¢6ztimii

P(x,A)= TG(x,t;/l) f(t)r(t)d,t (4.3.4)

biciminde verilebilir. Burada, G (X,t; l) fonksiyonu

1 |6,(x,4)6(t,4), t<Xx,
G(XtA)=——~ (4 4)4(t4)

A(2)6,(x4)6,(t,4), x<
biciminde tanimhi Green fonksiyonudur. Tersine, (4.3.4) ile tanimh ¢(-,/1) fonksiyonu (4.3.1)-
denklemini ve (4.3.2), (4.3.3) sinir kosullarini saglar. Eger, f (X) fonksiyonu sifir noktasinda ( -

regiiler bir fonksiyon ise o halde (4.3.4) ifadesi tim X € [0, 72'] elemanlari i¢in saglanir.

Ispat: Sabitlerin degisimi yénteminin ¢ —benzeri kullamlarak, (4.3.1)-(4.3.3) sir deger

probleminin ¢6zlimi asagidaki bicimde aranir:
p(x,A)=c,(X)8,(x,A)+C,(X)6,(x,2).

Burada, Cl(X) ve C, (X) fonksiyonlari

D, ,c (X)= _ﬁ@ (ax,4) f (ax)r (ax)

D,,C, (x)= Lel(qx,}t) f (ax)r(ax)

A(2)

q -fark denklemlerinin ¢oztimleridir. DqYXCl(X) ve D, ,C, (X) fonksiyonlari [O,t] araliginda ¢ -

(4.3.5)

integrallenebilir fonksiyonlarsa o halde

limtq"q (ta"*,2) f (tg™*)=0 (i=12)

g

saglanir. f € Lf” (0,7[) oldugundan

f(xa”)

S, = {xe[o,zz];qu”r(XQ")
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kiimesi {ﬂ'qm; me NO} elemanlarini iceren ( -geometrik bir kiime olur. Dolayisiyla, Dqu (X) ve

D,C, (X) fonksiyonlar1 tiim XeS; elemanlan igin [0, X] araliginda (¢ -integrallenebilir
fonksiyonlardir. x e S; ve €, ve C, keyfi sabitler olmak tizere, (4.3.5) denklemlerinin ¢6ziimleri

sirasiyla

6, (at,2) f (at)r(qt)d,t

0
—_
>
~
Il
O
+

o]
O T X

ve

qﬁ)]j@l(qt,ﬂ) f (at)r(qt)d.t

()
N
—~

x
~

Il
™
—_

biciminde verilir. O halde, X € S, olmak tlizere (4.3.1) denkleminin genel ¢6ziimii

B(x,2) =66, (x 2)+5,0,(x,A)+

Z)Q(X,l)jez(qt,/l) £ (at)r (at)d,t

0

q VA
+ 6,(x,4)16,(qt,A) T (qt)r(qt)d t 4.3.6
O )il(q )f (@r(atd, (4:36)
esitligi ile verilebilir. ¢, ve C,sabitleri (4.3.2) ve (4.3.3) sinir kosullar kullanilarak belirlenebilir.
Gergekten,

o)

$(0,1)=¢6,(0,1) +[c +A(/1 ]['91 (qt, ) )r(qt)dqtjﬁz(o,/l),

V4

D,.#(0,4)=¢D,.6,(0,4) [ A(;tj ) (qt, 2) f )r(qt)dthDqﬁz(O,l)

X

alinirsa (4.3.2) sinir kosulundan
< q 7
=———16(qt,4) f(qt t)d,t
% =) G f (@) (e,

elde edilir. Benzer bigimde, (4.3.3) sinir kosulu kullanilarak,

e O
CA(Y)

bulunur. Bu ifadeler (4.3.6) da yerlerine yazilarak, (4.3.4) ifadesine ulasilir.

0,(qt,A) f (qt)r(qt)dt

O

Tersine, direkt hesaplamalarda, (4.3.4) ifadesi ile verilen ¢(X, /1) fonksiyonunun (4.3.1)-
(4.3.3) simr deger probleminin bir ¢ézimii oldugu kolayca goriilebilir. Eger, f (X) x=0
noktasinda ( -regiiler bir fonksiyon ise o halde S; E[O,ﬂ'] olur ve (4.3.4) tim XE[O, 72']

elamanlar1 i¢in saglanir. O
Teorem 4.3.2 (4.3.1)-(4.3.2) sinir deger probleminin Green fonksiyonu asagidaki 6zellikleri

saglar:
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)] G(X,t;/”t) fonksiyonu (0,0) noktasinda siireklidir.
i) G (X,t; ﬂ,) =G (t, X; i) saglanir.
iii) Sabitlenmis her t € [O,qﬂ] icin, G(X,t;ﬂ,) fonksiyonu [O,t) ve (t,ﬂ] araliklarinda (4.3.1) q

-fark denklemini ve (4.3.2)-(4.3.3) sinir kosullarini saglar.
Ispat: Teorem 3.2.2.2 ye benzer bicimde yapilabilir. o
4.4. Ornekler

Ornek 4.4.1. Asagida verilen q— kesirli simir deger problemi ele alinsin:

1

r D, D,y (x)=4y(x), (4.4.1)
U,(y)=y(0)=0, (4.4.2)
U,(y)=y(x)=0. (4.4.3)

(%, 2) =cos(xa) ve 4,(x.2)- e verilen () ve ¢,(+2)

fonksiyonlari (4.4.1) denkleminin
¢1(0,ﬂ):1, Dq¢1(0,/1)20, &, (O,l):O Dq¢2 (O,/i):l
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢éziimleri olsun.

(4.4.1)-(4.4.3) q— kesirli sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu A (/'L)

sin(VAr;
A(2):=U, (), (¢) -V, (¢)U,(4) = %

biciminde verilebilir.
(6,2)=U, (4,)6 (%.2) U, (4) s (x.2),
0, (% 2):=U, (4) (% 2) =V, ()4, (%, 2)
sin(ﬁx,q)
NE

ile tanimlanan 6, (x,A)= ve

sm(\/_x q)
NR)

alinirsa, bu fonksiyonlarin (4.4.1) denkleminin (4.4.2), (4.4.3) sinir kosullarini saglayan ¢oziimleri

cos(fx q) COS(\Fﬂ' q)

fonksiyonlar1 g6z oOntline

oldugu gosterilebilir.

Eger A bir 6zdeger degilse, (4.4.1)-(4.4.3) q— Kkesirli sinir deger probleminin Green

fonksiyonu 0 <t < X i¢in
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sin(ﬁt;q) sin(ﬁﬂ;q) sm(«/_x q)
G(x,t,A)= cos(\Ax;q)-cos(VAr;q
) S o S e -
ve X<1< 7 icin
sin(ﬁx;q) sin(ﬁyz;q) sm(\/_t q)
G(x,t,A)= cos ﬁt;q cos «/_72' q
e e S ) s
ifadeleri ile verilebilir.
Ornek 4.4.2. Asagida verilen (— Kkesirli simir deger problemi ele alinsin:
1
r D, D,y (x)=4y(x), (4.4.4)
U,(y)= Dq,ly(O) =0, (4.4.5)
U,(y)= Dq,ly(fz) =0. (4.4.6)

Bu durumda, (91(X,ﬂ,) ve HZ(X,/I) fonksiyonlar1 sirasiyla @(x,/l):cos(\/zx;q)

0,(x,2)= cos(ﬁq‘m;z; q)cos(ﬁx; q) +Jqsin (\ﬁq‘mﬂ; q)sin (\/Ix; q) ifadeleri

ve

ile

verilebilir. (4.4.4)-(4.4.6) (Q— Kkesirli sinir deger probleminin karakteristik fonksiyonu

= Wsin (ﬁqfﬂzﬁ; q) ifadesi ile tamimhdir.

Eger A bir 6zdeger degilse, (4.4.4)-(4.4.6) — Kkesirli sinir deger probleminin Green

fonksiyonu 0 <t < X i¢in
cos(\ﬁt q)
Jaz

G(x,t,A)=—r——>

ve X<t <7 igin
cos(\ﬁx q)
o

ifadeleri ile verilebilir.

G(x,t,A)=—r——>

Ornek 4.4.3 Asagidaki ( — Kesirli sinir deger problemi ele alinsin:

1
r D, D,y (x)=2y(x), (4.4.7)
U,(y)=y(0)+ Dq,ly(O) =0, (4.4.8)
U,(y)=y(x)=0. (4.4.9)

(cos(\/_q 2 q)cos(\/_x q)+\/_sm(\/_q V2 q)sm(x/_x q))

(cos(\/_q W q)cos(\/_t q)+\/_sm(\/_q W q)sm(x/_t q))
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Bu problem icin, 6, (X, Z) ve 0, (X, /1) fonksiyonlari sirasiyla

Hl(x,/l)zcos(ﬁx;q)—M ve

NEY:
0, (X, /"t) = MJ%”?Q)COS(\/ZX; q) - COS(\/ZE; q)sin (\/Ix; q) ifadeleri ile verilebilir. (4.4.7)-

(4.4.9) q- kesirli smir deger probleminin karakteristik fonksiyonu

_sin(«/%r;q)
_T

Eger A bir 6zdeger degilse, (4.4.7)-(4.4.9) qQ— Kkesirli sinir deger probleminin Green

A (l) —CO0S (ﬁﬂ', q) bigimindedir.

fonksiyonu 0 <t < X i¢in
(sin(«ﬁﬂ; q)cos(«ﬁx;q)—«/zcos(«/ﬂ_m;q)sin («//_Ix; q)){ﬁcos(ﬂt;q)—
sin(ﬁn;q)—ﬁcos(ﬁﬁ;q)

G(x,t,1)=

ve X<1< 7 icin

T

(sin (ﬁﬁ q)cos(ﬁt; q) - \/Zcos(ﬁrr; q)sin (\ﬁt; q))[ﬁcos(ﬁx; q) -
sin(ﬁn;q)—ﬁcos(ﬁﬁ;q)

sin(ﬁx;q)J

G(x,t,4)=

ifadeleri ile verilebilir.
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5.SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonugclar

Tezde siireksiz katsayili bir — Kkesirli Sturm-Liouville operatorii ve sinir kosullari ile
olusturulmus bir — Kkesirli Sturm-Liouville sinir deger problemi ele alinmistir. Bu sinir deger
problemine uygun Hilbert uzayinda i¢ carpim tanimlanmis ve sinir deger probleminin bazi
spektral o6zellikleri incelenmistir. Ayrica ele alinan sinir deger problemine uygun Green
fonksiyonu insa edilmis ve bu fonksiyonun 6zellikleri verilmistir.
5.2 Oneriler

Degisik sinir deger kosullariyla elde edilen ikinci mertebeden pargali siirekli katsayili g —

kesirli sinir deger problemlerinin spektral 6zellikleri incelenerek literatiire katki saglanabilir.
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