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OZET

DOGAL SAYI KUMELERI iCIN SONSUZLUKTA
UST POROSITY VE UYGULAMALARI

Yakinsaklik Matematiksel Analizin en temel problemlerinden birisidir. Bu calismada,
reel sayilarin alt kiimeleri icin bilinen herhangi bir noktada porosity kavrami kullanilarak dogal
sayilarin alt kiimeleri icin sonsuzlukta porosity kavrami tanimlanmistir. Tanimlanan yeni
kavramdan faydalanilarak reel degerli diziler i¢in porosity yakinsaklik tanimlanmis ve klasik
yakinsaklik ile iliskisi incelenmistir. Ayrica reel degerli diziler i¢in porosity limit supremum-
infimum, porosity yigilma, porosity limit noktasi tanimlanmis ve porosity yakinsaklik ile
aralarindaki iliski incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Porosity, Yakinsaklik, Reel degerli diziler.

Danisman: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali,
Mersin.



ABSTRACT

UPPER POROSITY FOR SETS OF NATURAL NUMBERS AT INFINITY
AND ITS APPLICATIONS

Convergence is one of the most fundamental problem of Mathematical Analysis. In this
study, the notion of porosity at infinity for subsets of natural numbers was defined by using the
notion of porosity at a point for subsets of real numbers. Porosity convergence for real valued
sequences was defined by using this new notion and the relation between clasical convergence
was investigated. Furthermore, porosity limit supremum-infimum, porosity cluster point and
porosity limit point was defined for real valued sequences and the relation between porosity
convergence and these notions was investigated.

Keywords: Porosity, Convergence, Real valued sequences.

Advisor: Professor Mehmet KUCUKASLAN, Department of Mathematics, University of Mersin,
Mersin.

vi



TESEKKUR

Doktora egitimim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren, c¢alisma
motivasyonumuzu strekli yliksek tutan, her tiirlii haksizliga karsi ¢ikan, caliskanhigi, fedakarhigy,
duyarhiligi deger bilen herkes tarafindan takdir edilen saygideger danisman hocam Prof. Dr.
Mehmet KUCUKASLAN’a tiim kalbi duygularimla tesekkiir ederim.

2014 yilinda TUBITAK 2221-Konuk veya Akademik Izinli (Sabbatical) Bilim insan1 Destekleme
Programi kapsaminda ililkemize gelen ve bu tez calismasindaki ana fikrin ortaya cikmasinda
katki saglayan Prof. Oleksiy DOVGOSHEY’e, Tez izleme Komitesinde olan ve bana zaman ayiran
degerli hocalarim Prof. Dr. Mikail ET’e ve Prof. Dr. Hiiseyin YILDIRIM'a, Tez Sinav Jiirisinde yer
alan, tezimi sabirla okuyarak bana fikirleri ile yardimci olan hocalarim Dog. Dr. Tuncay TUNC’a
ve Dog. Dr. Ugur DEGER’e tesekKkiirii bir borg bilirim.

Ayrica manevi desteklerini benden esirgemeyen esim Mesut ALTINOK’a, oglum Yusuf Deha
ALTINOK’a ve aileme tesekkiir ederim.

2211-Yurt i¢i Doktora Burs Programi kapsaminda sagladigi destekten otiirii TUBITAK Bilim
Insan1 Destekleme Daire Baskanlig birimine tesekkiir ederim.

“2016-2-TP3-1921” numarali tez ¢calismamin maddi kisminda desteklerini esirgemeyen Mersin
Universitesi BAP birimine tesekkiir ederim.

vil



ICINDEKILER

Sayfa
IC KAPAK ii
ONAY iii
ETIK BEYAN iv
OZET v
ABSTRACT vi
TESEKKUR vii
ICINDEKILER viii
KISALTMALAR ve SIMGELER ix
1. GIRIS 1
2. KAYNAK ARASTIRMALARI 3
3. MATERYAL ve YONTEM 4
3.1. Temel Kavramlar 4
3.2. Reel Sayilarin Alt Kiimeleri i¢in Porosity Kavrami 5
4. BULGULAR ve TARTISMA 7
4.1. Porosity Sayilar1 ve Pretanjant Uzaylar 7
4.2. Sonsuzlukta Ust Porosity 17
4.3. Sonsuzlukta Ust Porosity icin Uygulamalar 30
4.3.1. Porosity Yakinsaklik 30
4.3.2. Porosity Limit Supremum, Porosity Limit infimum 40
4.3.3. Porosity Yig1lma Noktasi 51
5. SONUCLAR ve ONERILER 57
5.1. Sonuglar 57
5.2. Oneriler 58
KAYNAKLAR 59
OZGECMIS 62

viii



KISALTMALAR ve SIMGELER

Kisaltma/Simge Tanim

R Reel sayilar

N Dogal sayilar

X = (Xn) Reel degerli dizi

H Salimim fonksiyonu

Porosity yakinsaklik

Kuvvetli porosity yakinsaklik

—_—
< |
=
o | T

—_
w
[
=
~—

Porosity yakinsak diziler uzay1

(¢] (g
" » X
x

Kuvvetli porosity yakinsak diziler uzayi

—_~ o~
X
-

Porosity sinirh diziler uzayi

N
x

O
=
X

Porosity Cauchy dizileri uzay:

Porosity alt sinirlar kiimesi

—
o |
—_~
>
~

UE;, (X) Porosity Ust sinirlar kiimesi
inffpy X, Porosity infimum
SUpBH X, Porosity supremum
L ( x) Limit noktalar1 kiimesi
IB ( X Porosity limit noktalar1 kiimesi
p
FBy (X) Porosity yi1g1lma noktalar1 kiimesi
[ Ispat sonu

ix



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami Matematiksel Analizin en temel problemlerinden birisidir.
Literatiirde Kklasik yakinsaklik kavraminin yam sira farkli kavramlar kullanilarak klasik
yakinsakliktan daha genel pek ¢ok yakinsaklik tanimlanmistir. Bunlardan bazilar1 olgiisel

yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik, A-istatistiksel yakinsaklik v.b.

Reel degerli bir x = (X, ) dizisi ele alinsin ve | € R olsun. Eger,
"Ve>0i¢in3n, =n, (g) e N vardir dyle ki Vn > n i¢in |Xn —|| <g" (1.1)
ise (Xn) dizisi | sayisina yakinsaktir denir. Bu yakinsaklik tanimi klasik (veya Cauchy anlamda)

yakinsaklik olarak bilinir.

Leonard Euler (1707-1783) e kadar yakinsaklik kavramu ile ilgili yapilan calismalar
Cauchy anlamda yakinsaklik ile sinirli kalmistir. Ancak giiniimiizde, Cauchy anlamda yakinsak
olan dizilerin kiimesinin farkli anlamlarda genisletilmesi yaygin incelenen problemlerden
birisidir.

Pozitif tam sayilarda dogal yogunluk kavrami kullanilarak Cauchy anlamda
yakinsakliktan daha genel olan istatistiksel yakinsaklik kavrami 1951 yilinda birbirinden

bagimsiz olarak Fast [1] ve Steinhaus [2] tarafindan verilmigtir.

¢(N) dogal sayilarin kuvvet kiimesi olmak iizere, 5 : o(N) —[0,1] déniisimii K <N

olmak tizere eger asagidaki limit varsa

K(n
5(K):=Iimu (1.2)
biciminde tamimlanir. Burada ‘K (n)‘ ile K(n)={k:k<nkeK} kiimesinin eleman sayis

gosterilmektedir. & ( K) sayisina K kiimesinin asimptotik (veya dogal) yogunlugu denir.
X =(x,) reel degerli dizisinin | € R sayisina istatistiksel yakinsakhg: (1.2) de verilen
dogal yogunluk kavrami kullanilarak asagidaki bicimde tanimlanmistir: Her £ >0 igin

K(g)= {k % =1 = g} olmak iizere

5(K(¢))=0 (1.3)
ise (x,) dizisine | € R sayisina “istatistiksel yakinsaktir” denir ve x, — I(st) bi¢iminde
gosterilir.

Dogal sayilarin sonlu her alt kiimesinin dogal yogunlugu sifir oldugundan (1.3) de
verilen kosul (1.1) de verilenden daha geneldir. Yani (1.1) kosulunu saglayan her dizi (1.3)
kosulunu da saglar. Buradan anlagilir ki yakinsak her dizi ayn1 zamanda istatistiksel yakinsaktir.
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Ancak istatistiksel yakinsak oyle diziler vardir ki onlar klasik anlamda yakinsak degildir.

Ornegin; ¢ asal sayilarin kiimesi olmak lizere X = (Xn) dizisi,

« - 1, negp,
"0, negp,

biciminde tamimlansin. Her & >0 icin
K(n,g):{k tk<n,|x,—0| Ze}:go(n)

oldugundan agiktir ki ‘ K (n, g)‘ <log (n) olur ve

LS 1)

nN—oo n n—oo n

=0

bulunur. Dolayist ile X, — 0(st) elde edilir. Ancak, (1.1) saglanacak bicimde n, (&) e N

bulunamayacagindan dizi yakinsak degildir.

Glintimiize kadar dogal yogunluk kavraminin farkli genellemeleri kullanilarak klasik
yakinsakligin pek cok genellemesi yapilmistir [3, 9].

Bu calismada, pozitif reel sayilarin herhangi bir alt kiimesinin porosity sayilari ile bu
kiimenin pretanjant uzayinin arasindaki iliski kurulacaktir. Daha sonra, pozitif reel sayilarin alt
kiimeleri icin 0 daki sag list porosity kavrami kullanilarak dogal sayilarin alt kiimeleri icin
sonsuzlukta iist porosity kavrami tanimlanacak ve (1.1) deki kosul yerine dogal sayilarin alt
kiimeleri icin sonsuzlukta porosity kavrami kullanilarak bir degerlendirme yapilacak, boylece
porosity yakinsaklik tanimlanacaktir. Bu yeni yakinsakligin bazi temel 6zellikleri incelenecek,
klasik yakinsaklik ile karsilastirilacaktir.

Ayrica reel degerli diziler i¢in porosity limit noktasi, porosity yigilma noktasi, porosity
alt sinir, porosity Ust sinir gibi kavramlar tanimlanacak ve porosity yakinsaklik ile iliskileri
incelenecektir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Kiimeler icin porosity kavrami ilk olarak Denjoy [10, 11] ve Khintchine [12] tarafindan
farkli terminolojiler altinda tanimlanmistir. Denjoy reel eksende miikemmel kiimelerin (yi1g1lma
noktalar1 kiimesine esit olan kiime) tlimleyenlerinin siniflandirilmasi ile ilgilenmistir.
Khintchine yogunluk kavraminmi kullanarak cesitli yeni tanimlamalar yapmistir. Daha sonra
1967 yilinda Dolzenko Plesner teoremini keyfi fonksiyonlara genellestirmek icin porosity
kavramindan faydalanmistir [13].

Porosity ile boyut arasindaki iliski ve porosity yardimi ile boyut hesaplamasi porosity
notasyonunun cesitlerinde ortaya ¢ikar [12], [14, 16].

Ayrica, porosity ile konikal yogunluklar ve singiiler integraller arasindaki iliski
incellenmistir [17, 18] ve [19].

1967 yilinda Dolzenko sonlu sayida veya sayilabilir coklukta porous kiimenin birlesimi
olarak ifade edilebilen kiimeleri o-porous kiimeler olarak adlandirmistir [13]. Porous kiimeler
hicbir yerde yogun olmayan kiimeler oldugundan aciktir ki o-porous kiimeler birinci
kategoridendir. Ayrica, sonlu boyutlu uzaylardan alinan o-porous kiimeler sifir olgiilidiir.
Porous ve o-porous kiimelerin temel yapisi ile ilgili bir¢ok calisma mevcuttur [20, 22].

Kiimeler teorisinde o-porosity kavrami kullanilarak bazi teoremler verilmistir [23, 27].

Ayrica, porosity kavraminin kiime idealleri ile ilgili ilging uygulamalar1 vardir. Ornegin,
kompakt kiimelerin ideali i¢in glinlimiizde iyi bilinen sonuglar Kechris tarafindan verilmistir
[28, 29]. Kiimelerin ideali icin farkli karakterizasyonlar bir¢ok yazar tarafindan verilmistir [30,
32]. Reel sayilarin porous alt kiimelerinin asal ideali ile sirali izomorfizmler arasindaki iliski
Semenova ve Florinskii tarafindan verilmistir [33]. Reel sayilarin 0 da porous olan alt kiimeleri
icin iki ideal 6rnegi Bilet ve Dovgoshey tarafindan kurulmustur [34].

Reel sayilarin alt kiimeleri icin porosity kavrami kullanilarak bir siniflandirma Bilet ve

Dovgoshey tarafindan yapilmistir [35]. R" de porosity kavram ile kiimelerin dagilimi ve Collet-
Eckmann Julia kiimeleri i¢in porosity kavrami sirasiyla [36] ve [37] calismalarinda verilmistir.
Ayrica keyfi herhangi metrik uzaylarda da porosity ile ilgili calismalar mevcuttur [38, 39].

Dogal say1 kiimeleri icin porosity kavrami da [12], [14], [40, 41] incelenmistir. Bu
calismada kiimeler i¢in porosity kavraminin analizdeki diger sorulardan farkli bir rol oynadigi
gosterilecektir.

Porosity ile ilgili temel diizeyde bilgiler Thomson tarafindan verilmistir [22]. Ayrica,

porosity hakkinda degisik tanimlarla yapilan karsilastirmalar [42] ve [43] de bulunabilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu béliimde, baz1 temel tanimlar, teoremler ve notasyonlar verilecektir. ilk kisimda
klasik analizden bilinen ve daha sonraki boélimde adi gececek olan temel tanmimlar
hatirlatilacaktir. Ikinci kisimda ise reel sayilarin alt kiimeleri icin herhangi bir noktadaki (sag
ist, sag alt, sol iist ve sol alt) porosity tanimi verilecektir. Sonsuzlukta porosity tanimlanirken 0
daki sag iist porosity kullanilacagindan 6zel olarak 0 daki porosity tanimi yinelenecektir. Ayrica
0 daki porosity sayis1 tanimi verilerek, porosity sayilar1 kiimesi ile porosity kavraminin nasil

ifade edildigi aciklanacaktir.
3.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda Kklasik analizde var olan ve bu tez c¢alismasinda adi gececek olan temel

tanimlar verilecektir.

Tammm 3.1.1. Ac R ve a€R olsun. Her £>0 icin ({XER:|X—a|<5}—{a})mA¢® ise

aeR sayisina A kiimesinin yigilma noktasi denir [44].

Herhangi Ac R kiimesinin y1gilma noktalarinin kiimesi acA ile gosterilir.
Tamm 3.1.2. Tamm kimesi N olan fonksiyonlara dizi denir. Terimleri x, := f (n) biciminde
verilen bir dizi x={x,} _, X= {Xn}:):l veya X =(X, ) _ olarak gosterilir [44].
Tanmim 3.1.3. X =(x,) . reel degerli bir dizi olsun. Eger her £>0 igin 3ny =n, (&) eN vardir
oyle ki Vn=n, icin |Xn - || < & saglanirsa X = (Xn) dizisine, | € R sayisina yakinsaktir (Cauchy
anlamda yakinsak) [44].
Tanim 3.1.4. (Xnk ), X= (Xn)nEN dizisinin bir alt dizisi olsun. (Xnk) dizisi yakinsak ve limiti |
ise, bu | sayisina (x,) dizisinin limit noktas: denir [44].
Tanim 3.1.5. X = (Xn) reel degerli bir dizi olsun. Her n>m dogal sayilar i¢in X, > X, (veya
X, < X,) saglanirsa X, degerine (Xn) dizisinin st (veya alt) u¢ noktasi denir [9].
Tanim 3.1.6. A,B < R olsun. f : A— B fonksiyonu o6rten ve her X,y € A igin

‘ f (X)— f (y)‘ = |X— y| kosulunu saglarsa f fonksiyonuna izometri denir.
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3.2. Reel Sayilarin Alt Kiimeleri i¢in Porosity Kavram

Bu kisimda reel sayilarin alt kiimeleri i¢in herhangi bir noktada porosity kavrami
verilecektir. Ayrica, porosity sayisi tanimi verilerek herhangi noktadaki porosity kavraminin o

noktadaki porosity sayilari ile nasil ifade edilecegine deginilecektir.

Tanim 3.2.1. E cR" bir kiime, a,beR* ve a<b olsun. /I(E, a, b) ile (a, b) — R* araliginin
E ile arakesiti bos olan en biiyiik a¢ik alt araliginin uzunlugu gosterilir [22]. Yani;

A(E,a,b) ::sup{|a'—b'| :(a'b)<=(ab).(a'b)NE=2}

dir.

Tamim 3.2.2. E < R" kiimesi i¢cin herhangi bir X € R noktasinda sag iist porosity

— . A(E, X, x+h
P (E,x):llmsupQ (3.1)
h—0*
dir. X € R noktasinda sol iist porosity
— . A(E,x—=h,x
p (E,x)zllmsupQ (3.2)
h—0*
dir [22].
Tanim 3.2.3. E — R" kiimesi i¢in herhangi bir X € R noktasinda sag alt porosity
N .. A(E,x,x+h
P (E,x):llmlnfQ (3.3)
- h—0"
dir. X € R noktasinda sol alt porosity
N .. A(E,x=h,x
P (E,x):llmlnfQ (3.4)
- h—0"
dir [22].
Bu calismada genelligi kaybetmeden 0 daki sag iist porosity tanimi kullanilacaktir.
Tanim 3.2.4. E < R" olsun. E kiimesinin 0 daki sag iist porosity degeri
— . A(E,Q,h
p (E,0)=I|msupg (3.5)
h—0*
dir.
Bu tanim dikkate alinarak reel sayilarin alt kiimeleri i¢in asagidaki siniflandirma
yapilabilir:

E < R" kiimesi verilsin. Eger,

o E+ (E, O) >0 ise E kiimesi 0 noktasinda porous bir kiimedir.

o _p+ ( E, 0) =1ise E kiimesi 0 noktasinda kuvvetli porous bir kiimedir.
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. 6+ (E, O) =0 ise E kiimesi 0 noktasinda porous degildir (nonporous bir kiimedir).

Bir noktada porosity ile yigilma noktalar1 kiimeleri arasindaki iliski giinlimiizde ¢ok aciktir. Bu
calismada ele alinan ilk nokta, biitiin porosity sayilarinin bir yigilma noktalar1 kiimesinde sag

ist porosity ve sag alt porosity arasindaki bir icermedir.

Tamim 3.2.5. p pozitif bir reel say1 ve E < R” olsun. Eger, her K €N i¢in h, >0 olmak iizere

(h),., dizisi lm h, =0 kosulunu saglayan bir dizi ve

< im AE0.R)

3.6
k—w hk ( )

ise p sayisina E kiimesinin 0 daki porosity sayisidir denir.

E kiimesinin 0 daki biitiin porosity sayilarmin kiimesi P (E) ile gosterilirse, bu kiime

ayni zamanda

A(E,Q,h
q)E(h):% (3.7)

fonksiyonunun y1gilma noktalarinin kiimesidir. (3.6) ve (3.7) den agiktir ki

_p+(E):max p ve p"(E)=min p

peP(E) peP(E)
esitlikleri saglanir.

Su ana kadar verilen tanimlardan, bir kiimenin herhangi bir noktadaki porosity degeri
aslinda s6z konusu kiimenin o nokta civarindaki deliklerin en biiytigii olarak anlasilabilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Bu bélim ii¢ kisimdan olusmaktadir. ilk kisimda reel sayillarin herhangi bir alt
kiimesinin 0 (sifir) daki porosity sayilari kiimesi ile ayn1 noktadaki pretanjant uzay: arasindaki
iliski incelecektir. ikinci kisimda dogal sayilarin alt kiimeleri i¢in sonsuzlukta porosity kavrami
tanimlanacaktir. Ayrica dogal sayilarin alt kiimeleri icin sonsuzlukta porosity sayisi tanimi
verilecek ve aralarindaki iliskiden faydalanilarak dogal sayilarin alt kiimelerinin sonsuzluktaki
porosity degerinin hesabi icin cesitli teoremler ifade ve ispat edilecektir. Ugiincii kisimda, ilk iki
kismin bir uygulamasi olarak, reel degerli diziler icin porosity yakinsaklik tanimlanacak ve
klasik yakinsaklik ile karsilastirilacaktir. Daha sonra reel degerli diziler icin porosity limit
supremum ve porosity limit infimum tanimlar verilecek ve porosity yakinsaklik ile aralarindaki
iliski incelenecektir. Son olarak da porosity yigilma noktasi ve porosity limit noktasi

tanimlanacak ve incelenecektir.
4.1. Porosity Sayilari ve Pretanjant Uzaylar

Bu kisimda pretanjant uzay kurulacak ve herhangi bir kiimenin pretanjant uzay1 ile

porosity sayilar kiimesi arasindaki iliski incelenecektir.

n

Ik olarak E = R" icin pretanjant uzayin yapisi hatirlatilacaktir. r= (r )neN pozitif reel

sayilarin 0 a yakinsayan bir dizisi olsun. r normalleyen dizi olarak adlandirilacaktir. E ile tiim

terimleri E de olan ve limx, =0 Kkosulunu saglayan X:(Xn)neN dizilerinin kiimesi

n—o0

gosterilecektir.

Tanim 4.1.1. X = (Xn )neN VY= (yn) N E E dizilerine r normalleyen dizisine gore eger

ne
Iim—|Xn _ y”| ::‘x— y
r

n—o

(4.1)

sonlu limiti varsa, karsilikli dengelidir denir.

Bir F C E ailesine, eger her X,y € F icin X ile Y karsihkli dengeli ise r normalleyen
dizisine gore 6z dengelidir denir.

Bir F c E ailesine, eger F 06z dengeli ve herhangi bir zeE icin ya zeF ya da Z ile
karsilikli dengeli olacak sekilde X € F yoksa, maksimal 6z dengelidir denir.
Onerme 4.1.1. EcCR", 0 € E olacak sekilde belirlenmis bir kiime olsun. Her r normalleyen

dizisi icin 0:= (0, 0,0,...,0, ) € Eor olacak sekilde bir maksimal 6z dengeli Eo ailesi vardir.
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|.,.|F fonksiyonu EorxEo: Uzerinde tanimlansin. Burada ‘X, y‘N =‘x—y~, (4.1) de
r r

tanimlanmistir. |"'|F fonksiyonu simetriktir, pozitiftir ve her X,Y,Z € Eo i¢in

~g‘x—z‘ﬁ‘z—y~
r r

r

x-y
esitsizligi saglanir. Boylece (Eo,F , |., |r) pseudometrik uzaydir.

Tamim 4.1.2. E cR" kiimesinin r normalleyen dizisine gore 0 € E noktasindaki pretanjant
uzayli (Eo,F , |., |r) pseudometrik uzayinin metriklenmesidir.
Metrik elde etmek i¢in asagidaki yol izlenecektir:

Eor lzerinde ~ bagintis1 “ X~y < ‘X— y‘? =0 ” olarak tanimlansin. ~ bir denklik
bagintisidir. QE,F ile Eor kiimesinin ~ denklik bagintisi altindaki denklik siniflarinin kiimesi
gosterilsin. Herhangi «, f € QE,F ve Xea,Y € f icin
,o(oz,ﬁ)::‘x—y‘F (4.2)

olarak tanimlanirsa p, Q§~ lizerinde bir metriktir ve (QE~,,0) metrik uzayi (Eo,F,|.,.|~)
r 0,r r

pseudometrik uzayinin metriklenmesidir.

Onerme 4.1.2. ECR", 0 E ve Eoy, r normalleyen dizisine gore maksimal 6z dengeli aile
olsun. O halde herhangi iki X,y € Eo; ¢ifti icin X ~ y saglanir ancak ve ancak

X .
I|m—”:llmﬁ

n—oo rn nN—oo r‘n
esitligi saglanir.

Ispat. X ile 0 karsilikli dengeli oldugundan

.o X =0 .. X
=lim=2 =lim—2 <o

I noow n—oo
I r

x-0

saglanir. Benzer bicimde Iimﬁ limiti de sonludur. ~ bagintisinin tanimindan X ~ Yy olmasi

n—w r
.. . |Xn - yn|
icin gerek ve yeter sart lim r— =0 olmasidir.
n—oo
n
X X
lim Xx _ jjm Yo :IlmM (4.3)
n—o0 rn nN—o0 rn n—o rn

oldugundan her X,y € Eo icin
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. X )
I|m—”:llmh

n—-ow r n—-w
n n

S X~y (4.4)

saglanir. m

Sonug 4.1.1. 0e EcCR" ve Eoy, r normalleyen dizisine gére maksimal 6z dengeli aile olsun.

. X
X € E dizisinin Eo; ailesine ait olmasi icin gerek ve yeter sart lim— sonlu limitinin var
n—oo r

olmasidir.

. .. . X
ispat. Onerme 4.1.2 nin ispatinda oldugu gibi X € Eoi olmas1 lim— < oo olmasini saglar. Tersi

n—oo r‘

n

ise (4.4) den elde edilir. m
Bu sonug, her normalleyen r dizisi ve her E c R" icin 0 € E olmak iizere tek bir QE;

pretanjant uzayinin oldugunu gosterir. Bu son 6zellik herhangi metrik uzaylarda gecerli degildir

[45].
(QE,F , ,0) metrik uzayi, g_zgr < R" altuzayi ile asagidaki bicimde ifade edilebilir.

— . X
Herte R icin te QE,F olmasi icin gerek ve yeter sart t = lim— olacak sekilde X € E dizisinin
n—w rn

var olmasidir.

—E
L:Q;. - Qo7 déniisimil

L(a):= lim X (4.5)

n—w r
n

olacak sekilde tanimlansin. Burada X=(Xn), Eo; ailesinin « denklik sinifina ait bir

elemanidir.

Onerme 4.1.3. 0eEcCR" ve QEF ise r normalleyen dizisine karsilik gelen pretanjant uzay

olsun. (4.5) da tanimlanan L dontisimii QE; ile 5§r arasinda
L(cy)=0

esitligini saglayan izometrik bir eslemedir. Burada ¢, QF. nin 0 sabit dizisini iceren denklik

0,r
smifidir. Ayrica, eger 0e ACR" icin F :QgF — A déniisimii F (¢, )=0 kosulunu saglayan

bir izometrik esleme ise o halde A= §_2§r saglanir.
ispat. L déniisiimiiniin birebir ve érten oldugu Sonug 4.1.1 den elde edilir. (4.1), (4.2) ve (4.5)

esitlikleri her o, f QgF icin
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pla.f)=|L(a)-L(B)
olmasini saglar. Boylece L izometridir.

Simdi eger 0c AcRR" ve F :QEF —> A, F (ao) =0 olacak sekilde izometrik bijektif
(birebir, 6rten) bir doniisiim ise, her X e A igin X = F(ﬂ) olacak sekilde bir tek ﬁEQE,F

vardir. Dahasi X =|x—0| = p(f3,, ) oldugundan
—E
A= {p(ao,ﬂ) ; Qo,?}
saglanir. Ancak Qo = {p(ao,ﬂ) B e g_z('fr} oldugundan A=Q; elde edilir. m
Onerme 4.1.4. 0 E — R" olsun. Her r normalleyen dizisi icin QEF pretanjant uzayi tamdir.

ispat. £_2§r nin her r normalleyen dizisi icin R™ nin kapali alt kiimesi oldugunun gosterilmesi
yeterli olacaktir. Aksi kabul edilsin ve X € R" sayisi

—E ===
Xeacor ve X & Qo

olacak sekilde segilsin. Buradan limx, =X olacak sekilde bir (Xm)meN dizisi vardir ve

m—o0

—E
X, € Qo veher meN icin |X — Xm+1| < |X - Xm| esitsizligi saglanir. Her m,n e N i¢in

Xn,m Xn,m

X, = lim

n—oo
rn

ve — X | < [% = X|

n
saglanacak sekilde (Xn’m )nEN € E dizisi vardir. Son esitsizlik kullanilirsa n =m icin

n,n

r

n

=X, <%, —X|

esitsizligi saglanir. Boylece,

X
lim—=—x,[=0
n—oo rn

olmasi

lim—= =limx, =x
n—oo rn n—w

esitligini verir. Sonug¢ 4.1.1 den (Xn’n)n y € Eor elde edilir. Boylece x 655} saglanir. Bu ise

kabul ile gelisir. m
Tanim 4.1.3. E,T cR" olsun. Eger, lime, =0 ve e, € E—{0} olacak sekilde her (en)n eE

n—oo eN

dizisi i¢in

10
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. e
lim=>=1

n—o tn
kosulunu saglayanveher neNi¢in t, T —{O} olacak sekilde (tn )neN dizisi varsa E 0n esittir

T denirve E<T yazilr.

Onerme 4.1.5. E,T cR* icin 0 ENT saglansin ve r normalleyen bir dizi olsun. Eger
E<T veT<Eise

Qo =i (4.6)
esitligi saglanir.

ispat. E<T ve T <E saglansin. Buradan OeacT olmasi icin gerek ve yeter sart 0 € acE
olmasidir. Eger 0 ¢ acT ve O ¢ acE ise

Qo = {0} = Qs

olup esitlik saglanir.

Simdi O e acT ve O €acE olsun. Eger t e 5gr ve t #0 ise Sonu¢ 4.1.1 den

.t
t=lim-=> (4.7)

n—oo r
n

veher ne N i¢in t, € T —{0} olacak sekilde (t,) €T dizisivardir. T < E oldugundan

.t

lim=L =1 (4.8)
olacak sekilde (Sn )neN € E vardir. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden

.S
t=Ilim=>

n—oo r
n

saglanir. Boylece ﬁgr c S_lgr elde edilir. Benzer sekilde E <T oldugu kullanilirsa §_2§r c f_lgr
icermesi elde edilir. Buradan ise (4.6) esitligi elde edilir. m

Sonuc¢ 4.1.2. 0c EcR" ve E, E kiimesinin kapanust olsun. O halde her r normalleyen dizisi
icin

Q67 = i

esitligi saglanir.

ispatlanabilir. Benzer sonu¢ herhangi metrik uzaylarin alt kiimeleri icin de gecerlidir [45].

11
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(nk)kEN dogal sayilarin kesin artan bir dizisi olsun. r =(rnk )keN de I’:(I’n)neN

normalleyen dizisinin alt dizisi olsun. E kiimesinin bir alt kiimesi olan Eoi kiimesi asagidaki

kural ile tanimlansin

- H Xnk
((xn) GEO,r')C) lim—% <o |.
neN k—wo
Ny

Kolayca goriilebilir ki Eor kiimesi r normalleyen dizisine gore maksimal 6z dengelidir. Yani

her X, Y € Eo, icin

_im "

r k—o0
rnk

-y

sonlu limiti vardir ve eger Z € E —Eoi ise dyle bir X € Eo i dizisi vardir ki

Ny an

lim
k—o0 r‘nk

limiti sonsuzdur veya mevcut degildir. Ayrica Eor < Eo oldugu agiktir ve her X,y € Eo igin

oo, ~beoy

» Eo; tlizerinde

’IZ-

esitligini saglayan bir pseudometrik uzaydir. (QE’F,,,O') uzayl (Eo,E',|.,.|;,) pseudometrik

] } —E . ) C~E =k ..
uzayinin metriklenmesi olsun. Qo < R" kiimesi ve L':€Q - — Qo doniisiimi sirasiyla

— X
(t c QE,;') & lim ™ =t olacak sekilde x < Eo; vardir
—>0 r‘nk

ve

XInk

(%) €@ €QF. - L'(@) = lim = & Qo7

k—o0 r‘nk
bigiminde tanimlansin. L' birebir, 6rten, izometrik donlisiimii igin L'(O(0 ') =0 saglanir. Burada

f E A . C e e ek .
a,, QO .. nin 0 sabit dizisini iceren bir elemanidir. Dahasi

: z E L —E
Eos EEEN QF, —t Qoi
N in dem N i,
B T E L —E
Eor — Qi — Qo

12
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diyagrami degismelidir. Burada = ve 7' sirasiyla

H(X)={y€Eo,FZ F:O}

n'(x):{ye Eor :‘x—y‘}l :0}

X=y

dir. in_ (X) =X vein,, (t) =t biciminde tanimlamir. em' ise em"z=in_-7" esitligini saglayan
bir gdmme olsun.

Teorem 4.1.1. 0c ECR" olsun. peR" reel sayis1 E kiimesinin 0 daki porosity sayisi

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

)] r normalleyen dizisinin her r'= (rnk )k . alt dizisi icin
(a,b)"Qoi =@ (4.9)
dir.
(ii) r normalleyen dizisinin her '= (I’nk )k . altdizisi igin (c,d)<=(0,1) olmak iizere
(c.d)"Qor =@ (4.10)

ise |c—d|<|a—b] dir.

kosullarinin saglanmasi ve |a—b|=p esitligi saglanacak bigcimde bir r= (r,),_, normalleyen

neN

dizisinin ve bir (a,b) < (0,1) arahgmnin var olmasidur.

ispat. Eger O ¢ acE ise, P( E) porosity sayilarinin kiimesi yalnizca bir eleman icerir ve her r

—E
normalleyen dizisi igin Qo = {O} dir. Boylece eger O ¢ acE ise teorem agiktir.

Simdi OeacE oldugu varsayisin. Sonu¢ 4.1.2 den E kiimesinin kapali oldugu

varsayllabilir. p, E kiimesinin porosity sayisi olsun. O halde limh =0 ve her meN igin

m—oo

h, >0 olacak sekilde bir h=(h, ) _dizisi vardir ve

2(E.0.h,)

p=Ilim (4.11)

m

saglanir. Burada A ( E,Oh, ), Tanim 3.2.1 deki gibidir.

Her me N igin (0,h,) agik araligimn

13
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(ay,b,)NE=0 (4.12)
kosulunu saglayan en biiyiik acik alt aralik (am,bm) olsun. Eger p =0 ise bu aralik bostur ve
a,, =, dir. 0 halde tanimdan

A(E,0,h,)=b, —a, (4.13)
saglanir. Ayrica, E kapali oldugundan a, € E dir. h dizisinin h'z(hmn )neN alt dizisi her ne N
icin

bmn ek (4.14)

olacak bicimde secilsin. Buradan

b,
b=Ilim— (4.15)

n—o h
My

sonlu limiti vardir. Her neN igin r, ile, h dizisinin h elemanlar: gosterilsin ve QEF de r

normalleyen dizisine gore E kiimesinin pretanjant uzayi olsun. r normalleyen dizisinin her r'

|a—b| = p saglanir.
Simdi her r icin (4.9) in saglandig: gosterilsin. Aksi kabul edilsin. Yani r dizisinin
(a,b) Qo # D
olacak sekilde bir r'= (I‘nk )keN alt dizisi var olsun. X € S_lgr icin
a<x<b (4.16)

—
saglansin. Qo 7 nin tanimindan

X = lim —x

koo
n

Kk

olacak sekilde bir (X, ) _. € E dizisi bulunabilir. (4.16) kullanilirsa

Ny Ny

- bn
<lim—
rnK k—o0 rnk

lim

k—
00 rnk

<lim
k—o0

saglanir. Son esitsizliklerden yeterince biiyiik her K icin
X, €(a,.b, ) (4.17)
elde edilir. X, € E oldugundan (4.17) durumu her n €N igin

(a,b,)NE=0

14
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olmasi ile celisir. Boylece her r normalleyen dizisi icin (4.9) saglanir. Yani (i) elde edilmis olur.

(ii) yi ispatlamak icin aksi kabul edilsin. Yani 0<¢<d <1 olmak iizere (c,d) aralig
icin (4.10) saglanacak fakat |C—d| > |a—b| olacak sekilde r normalleyen dizisinin var oldugu
kabul edilsin. Genelligi kaybetmemek i¢in (c,d) nin (0,1) araligimn (i) kosulunu saglayan en

biiyiik acik alt araligi oldugu kabul edilsin. O halde §_2§,F-, R™ da kapal oldugundan, Onerme

4.1.4 den, ya
—E —E
ceQor ved e Qo (4.18)
ya da
ceQor ved =1 (4.19)

saglanir. Simdi (4.18) in saglandigi kabul edilsin. &£ >0
c<(l+e)c<(l-£)d <d ve |(1+£)c—(1-£)d|>|a—b|=p (4.20)

—I5
saglanacak sekilde segilsin. (4.18) den ¢,d € Qo olmak iizere (C,) _..(d,), , € E dizileri

- an - I']k
c=Ilim— ve d =Ilim

k k—
—>® rn 0 r‘nk

k

olacak sekilde vardir. (4.20) kullanilirsa, yeterince biiyiik her K icin

‘(1+ g)c, —(1-&)d,

>A(E.r, ) (421)
elde edilir. Sonuc olarak
x, €((1+¢)c,, (1-¢)d, )nE

olacak sekilde bir X, vardir. Bu alt dizi gz 6niinde bulundurulursa

- Xn
X =lim— (4.22)

k—
00 rnk

sonlu limiti vardir. (4.22) den X € [(1+ 8)an , (1— 8) dnk ] elde edilir. Ayrica

[(1+ €)an , (1—5) dnk ] c (C, d)

icermesinden

Xe(C,d)

elde edilir. (4.22) den X e 55}- saglanir. O halde X (C, d ) ﬂf_lg,? dir. Bu ise (4.10) ile celisir.

15
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Boylece eger p bir porosity sayisi olup (4.14) saglanirsa (i) ve (ii) kosullar1 saglanir.
Eger kesin artan (mn )neN dizisi yoksa (4.15) saglanir. O halde yeterince biiyiik her m icin
b, =h, ve h, ¢ E dir. Bu durum da benzer bicimde elde edilir.

Simdi r= (I‘n )neN, (i) ve (ii) kosullarimi saglayan bir normalleyen dizi ve (a,b) c (0,1)
olsun. p :|a—b| reel sayisinin E kiimesinin 0 daki porosity sayisi oldugu gésterilsin.

r

n

A(EO0r, )

) dizisi ele alinsin. Bu dizi yakinsak alt dizisine sahiptir.
neN

nk keN
Tanimdan

IO*zlimﬂ(lz,o,rnk)

k—o0
I’nk

reel sayis1 E kiimesinin bir porosity sayisidir. O halde p*=|a—b| oldugunun ispatlanmas

~ ok

yeterlidir. r :(rnk )k . olsun. Teoremin ilk kisminda, I mnr alt dizisinin var oldugu ve r
€

ispatlandi. p* =|a" —b*‘ dir. (ii) kullanihirsa

a’ —b" a’ —b"

<la—h| ve [a-b|<

a’ —b’

esitsizlikleri elde edilir. Boylece p=|a—b|= =p" elde edilir. Yani p=|a—b|, E

kiimesinin bir porosity sayisidir. m

Sonu¢ 4.1.3. E,T c R" olsun. Eger E<T ve T < E ise

P(E)=P(T) (4.23)
saglanir. Yani E ve T kiimelerinin porosity sayilari kiimesi esittir.

ispat. Eger 0 ENT ise Teorem 4.1.1 ve Onerme 4.1.5 den istenilen elde edilir. Aksi taktirde
her X < R" i¢in P(X )= P(X ) {0}) olacagindan ispat elde edilir. m

Sonu¢ 4.1.4. EcR" ve 0 € E olsun. E kiimesinin 0 da kuvvetli porous olmasi icin gerek ve
yeter sart bir r normalleyen dizisinin, her r' alt dizisi icin

(0,2) mg_lgf- =0

olacak sekilde var olmasidir.

16
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ispat. (a,b)=(0,1) ve |a—b|=1 olsun. a=0 ve b=1 oldugunu gérmek kolaydir. Ayrica E
kiimesinin kuvvetli porous olmasi icin gerek ve yeter sart 1eP(E) olmasidir. O halde ispati
tamamlamak icin p =1 ve (a,b)=(0,1) alinarak Teorem 4.1.1 i kullanmak yeterlidir. m

Sonug 4.1.5. 0 E < R" olsun. E kiimesinin 0 da kuvvetli porous olmasi icin gerek ve yeter

olmasidir.
4.2, Sonsuzlukta Ust Porosity

Bu kisimda dogal sayilarin alt kiimeleri i¢in sonsuzlukta tst porosity ve sonsuzlukta alt
porosity tanimlanacaktir. Reel sayilarda bilinen tamimdan faydalanabilmek icin 6zel bir

fonksiyona ihtiya¢ vardir.

#:N—R" kesin azalan bir fonksiyon oyle ki limx(n)=0 kosulu saglansin. Bu

kosullari saglayan g fonksiyonlari bundan sonra salinim fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.

Tanim 4.2.1. E < N kiimesi icin sonsuzlukta list porosity ve alt porosity, sirasiyla

— _ A,(E,n)
p,(E)=limsup—~———+= (4.24)
,L( ) i y(n)
ve
.. A (En)

E)=Iliminf -———= (4.25)
p, (E)=limir 2(n)
dir. Burada,
2, (E,n)= sup{‘y(n(l))—y(n(z)) ‘n<n® < n(z),(n(l),n(z))m E =®} (4.26)
dir.

Bu calismada elde edilen sonuglar dogal sayilarin alt kiimeleri i¢in sonsuzluktaki iist
porosity kavrami kullanilarak verilecektir.

Uyar1 4.2.1. Eger, E dogal sayllarin sonsuz elemanl bir alt kiimesi ise, her neN igin

A,(E,n) sayis, (O,,u(n)) arahgmn x(E) ile arakesiti bos olan en biiyiik agik alt arahiginin
uzunlugudur ve bu aralik n® < n®® olmak iizere (y(n(z) ) : ,u(n(l) )) bicimindedir.

Ayrica, E sonlu ise yeterince bliyiik her n igin ﬂ,ﬂ(E, n) = ,u(n) dir. Sonug olarak E

sonlu olmak tizere her x salinim fonksiyonu icin

17
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P.(E)=p,(E)=1
esitligi saglanir.
(4.24) de tanimlanan {ist porosity ile dogal sayilarin alt kiimeleri, x salimim

fonksiyonuna gore sonsuzlukta asagidaki bicimde siniflandirilabilir:

o Bﬂ (E) >0 ise E < N kiimesi sonsuzlukta porous bir kiimedir.
o Bﬂ (E) =1 ise E < N kiimesi sonsuzlukta kuvvetli porous bir kiimedir.

o E# ( E) =0 ise E < N kiimesi sonsuzlukta porous degildir (nonporous bir kiimedir).

Tanim 4.2.2. 4:N — R bir salimm fonksiyonu ve E — N olsun. Eger, kesin artan bir (nk )keN

dizisi icin
(4.27)

ise peR" sayisina E kiimesinin gz salimm fonksiyonuna gore sonsuzluktaki porosity sayisi
denir.

E <N ve u bir salimm fonksiyonu olmak tizere E kiimesinin sonsuzluktaki tim
porosity sayilarinin kimesi P, (E) ile gosterilsin. Agiktir ki P, (E) kiimesi [0,1] araliginm

kapali bir alt kiimesidir ve

Eﬂ(E):prer;%)p ve p (E)= min p

peP,(E)
esitlikleri saglanir.
Siradaki lemmada dogal sayilarin, elemanlart bir dizi yardim ile ifade edilebilen
herhangi bir alt kiimesinin sonsuzluktaki {ist porosity degerinin kolayca hesaplanmasini
saglayacak formiil verilecektir.

Lemma 4.2.1. (n,) her keN i¢in n <n,, esitsizligini saglayan bir dizi olmak iizere

E= {nl, n,,..,Nn.n.;, } < N olsun. g keyfi bir salinim fonksiyonu olmak iizere,

p,(E) =1-liminf ;((nr:"l)) (4.28)

esitligi saglanir.
ispat. z£:N — R" bir salinim fonksiyonu olmak iizere
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1 timing A(0) _ limsup A (ne)—u(ny)
() e a(ng)
A, (E,
< IimsupM
e ()

slimsup%:Eﬂ(E)

n—o M
dir. Boylece, (4.28) esitligini ispatlamak icin

.. oom(n
py(E)Sl—“mfﬁ (4.29)

oldugunu gostermek yeterlidir. Her n € N i¢in n® ve n(z), n<n® <n® olacak sekilde pozitif

tamsayilar ve
4,(E,n)= y(n(l))—,u(n(z))

olsun. i azalan bir fonksiyon oldugundan

A(EN) 4 (En)
u(n) — p(n®)

esitsizligi saglanir. Dahas

A,(E;n)=4, (E,n(l))

dir. Sonug olarak her ne N icin

/1y(E'”)<’1ﬂ(E’”(l))_1_”(n(2)) (4.30)

u(n) ﬂ(n(n) B y(n(l))

saglanir. n,,,n, € N olmak tizere her neN icin n® = N, ve n® = n, olacak sekilde vardir

ve (4.30) esitsizliginden

A, (E, .
IimsupMsIlmsup(l—#(nk“)j
n—o /,I(n) n—o ,u(nk)

elde edilir. Boylece (4.29) saglanir. m

Siradaki teoremde, dogal sayilarin alt kiimeleri i¢cin sonsuzlukta iist porosity kavraminin

R de bilinen 0 daki sag tist porosity kavrami ile nasil ifade edilecegi verilecektir.

Teorem 4.2.1. E — N olsun. z#:N — R" herhangi bir salimim fonksiyonu olmak tizere

p,(E)=p (u(E)) (431)

esitligi saglanir.
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Ispat. Eger |E| <o ise (4.31) esitligi agiktir. Her K € N i¢in n, <n,,, olmak iizere

E={n,n,,...N,N;,...} sonsuz elemanh bir kiime olsun. Tamimdan [_3+ (,u(E)) > _p# (E)

-+

oldugu agiktir. Tersini yani p (,u ( E)) < B;, (E) oldugunu ispatlamak igin her h e (O, ,u(n))
icin

/I(ﬂ(E)’h) < lu(nkfl)_lu(nk)
h - :u(nk—l)

esitsizligi saglanacak sekilde bir n, =n, (h) € E oldugunu gostermek yeterlidir. Clinkii, Lemma

(4.32)

4.2.1 ve (4.32) dikkate alinirsa

p (u(E))= IimsupM

n—oo

<timsp 0I5, (E)

elde edilir.
Simdi (4.32) esitsizliginin ispatina doniilsiin. Eger, /1(,11( E) , h) =0 ise ispat aciktir. O
halde A(,u( E), h) >0 oldugunu kabul edilsin. h € (O, ,u(nl)) keyfi bir say1 ve X,y ise
0 < x < y < h olacak sekilde pozitif tamsayilar olmak iizere
y—x=A4(u(E),h) (4.33)

ve
(xy)nu(E)=92
olsun. Ayrica, k = k(h) e N sayisi

k:min{j eN:u(n))<xn; e E}
olacak sekilde tanimlansin. Boylece, k = k(h) tanimindan

p(n)<x<p(n,)
elde edilir.

Eger, y(nk ) <X ise

(#(n0).y)=((n)x]o(x y) = ((n), u(n))o(xy)

dir. Sonug olarak

((n).y)a(E)=[(#(n), u(ns)) n e(E) o[ (% ¥) M u(E) ] =2

ve
|y = a(n)| =[x=u(n ) +[x-v|
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saglanir. Son esitlik ve (4.33) esitliginden

|y=p(n)|> A((E).h)

elde edilir. Buise A((E),h) tammu ile gelisir. Boylece,
x=pu(n,)

saglanir. Buradan

(#(n).u(ny)) N p(E)=2

ve

(% y) " u(E)=(u(n).y) " uu(E) =2

y < u(n,_,) esitligini verir. Eger, z(n,_,)<h ise x = z(n,) esitliginin ispatinda oldugu gibi
H(n )=y

oldugu gosterilebilir.

Boylece, A(u(E),h)=p(n_)-u(n) ve u(n_)<h elde edilir. Bu ise (4.32)
esitsizligini verir. h < z(n,_, ) olmasi durumunda y = h elde edilir. Eger, y <h ise
x=yl=[ae(n) = y| <|ae(m) - pe(mic)
dir. Buise A(u(E)—h)=|x—y]| esitligiile elisir.

Sonug olarak, h < u(n,_,) ise

Au(E)R)_y-x_h—u(n)
h h h
elde edilir. Boylece,

f(t)=t_”t(nk)

biciminde tanimli fonksiyon (,u(nk),oo) araliginda artan bir fonksiyon oldugundan

h< u(n,_,) olmas

h_ﬂ(nk) < lu(nk—l)_/u(nk)
h - ,U(nk—1)

esitsizligini verir. Bu ise (4.32) esitsizligi ile denktir. m

Siradaki 6nerme E < N kiimesinin hangi kosullar altinda nonporous, porous veya

kuvvetli porous oldugunu verir.

21



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

Onerme 4.2.1. (n,) her keN icin n <n, esitsizligini saglayan bir dizi olmak iizere

E={n,n,,...n.N,..} dogal saylarm sonsuz elemanli bir alt kiimesi ve x:N—>R"

herhangi bir salinim fonksiyonu olsun. Bu durumda,

(i) E kimesi sonsuzlukta g fonksiyonuna goére nonporous bir kiimedir (yani
p,(E)=0)

ancak ve ancak

. n
ImM:l, (4.34)
k—0 /’l(nk )

(ii) E kiimesi sonsuzlukta x fonksiyonuna gére porous bir kiimedir (yani B# (E)>0)

ancak ve ancak
IimsupM <1, (4.35)
k—o0 U ( nk )

(iii) E kiimesi sonsuzlukta x fonksiyonuna gore kuvvetli porous bir kiimedir (yani
P, (E)=1)
ancak ve ancak
IiminfM:O. (4.36)
e p(ng)

ispat. (i) (<) (4.34) saglansin. O halde Lemma 4.2.1 den

p#(E)=1—|ImlnfM:1_“mM:O
k—o lu(r]k) k—o0 ﬂ(nk)

elde edilir. Boylece E kiimesinin sonsuzlukta g salinim fonksiyonuna gore nonporous oldugu
elde edilir.

(=) B# (E) =0 olsun. O halde Lemma 4.2.1 kullanilirsa

1= timing #(De)
ko ,U(nk

elde edilir. # salinim fonksiyonu azalan oldugundan

IimsupM <1

k—>o0 /J(nk

esitsizligi saglanir. Boylece
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1=Iiminfmglimsupﬂ(nk“)sl
onpu(n) e p(ny)

elde edilir. Yani (4.34) saglanir.
(ii) (<:) (4.35) saglansin. O halde Lemma 4.2.1 den

0<p,(E)=1-liminf #(0ea) <1—Iimsup—’u(n"+1) <1
ka0 ,U(nk) Ko ,u(nk)

elde edilir. Boylece E kiimesinin sonsuzlukta g salinim fonksiyonuna gore porous oldugu elde
edilir.
(:>) E kimesi sonsuzlukta porous olsun. O halde Lemma 4.2.1 den
0 <liminf M <1
koo (N
esitsizligi saglanir. Boylece
0 < liminf M < IimsupM <1
B () e any)
elde edilir. Yani (4.35) saglanir.
(iii) (<) (4.36) saglansin. O halde Lemma 4.2.1 den

N P lu(nk+1)
0 (E)=1—liminf 2 1) _q
/J( ) k—o0 ﬂ(nk)

elde edilir. Boylece E kiimesinin sonsuzlukta x salinim fonksiyonuna gore kuvvetli porous
oldugu elde edilir.
(:>) E kimesi sonsuzlukta kuvvetli porous olsun. O halde Lemma 4.2.1 den
1=p, (E)=1-liminf #(0es)
orH (nk)
esitligi elde edilir. Yani (4.36) saglanir. m

Teorem 4.2.2. ECN, 4#:N—R" salmm fonksiyonu ve E, = x(E)U{0} olsun. Asagidaki

ifadeler denktir
)] E kiimesi sonsuzlukta g salinim fonksiyonuna gére nonporous bir kiimedir. Yani
p,(E)=0. (4.37)
(i) Her r normalleyen dizisi icin
—E, +
Q= R (4.38)

esitligi saglanir.
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~ ~ —E
(iii)  Her r normalleyen dizisinin bir r' alt dizisi vardir déyle ki QO”F, pretanjant uzayi

(O,l) araliginin yogun bir alt kiimesini icerir.

Ispat. (i) saglansin. E kiimesi sonsuzlukta nonporous olsun. O halde her k e N i¢in n, <n,,

olmak uzere E sonsuz elemanhdir. Yani E = {nl, [ I § nk+l,...} bicimindedir. Onerme 4.2.1
den

) n

lim M =1 (4.39)
k—o ﬂ(nk)

elde edilir. h :{hm}meN’ pozitif reel sayillarin limh, =0 olacak bicimde herhangi bir dizisi

m—oo

olsun. Her me N igin k (m) sayis

k(m)=min{k eN: u(n)<h,}

olarak tanimlansin. O halde

#( ) < P < 22(Ny (4.40)

esitsizligi yeterince biiylik her m i¢in saglanir. (4.39) ve (4.40) dan

. h, : h, ; /u(nk(m)—l)_
1S“rnwf“(”k(m))SI”:“LS::ID”(”k(m))S“Tj’yp ”(”k(m)) N

saglanir. Boylece rlnl_rﬂo
()

R*<u(E)<E, (4.41)

=1 saglanir. Buradan

elde edilir. Simdi I bir normalleyen dizi olsun. Onerme 4.1.5 den (4.41) olmasi

—R"

~E. -
QO F = QO,I"

esitligini verir. Boylece (4.38) esitliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart

_R+
Qo =R" (4.42)
olmasidir.

—R"
(4.42) esitligini ispatlamak igcin 0e€€o; oldugu not edilsin. Eger Se(O,oo) ve
X= (SI’n )neN olarak alinirsa

. Sr
lim—=s

n—oo r
n
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elde edilir. Boylece Sonug 4.1.1 den RS,F , Q"OWF ile baglantili olan maksimal 6z dengeli aile olmak

lizere X ERS,F elde edilir. Onerme 4.1.3 den Se Qf‘; saglanir. Sonug olarak (4.42) saglanir.

Boylece (ii) elde edilir.
(ii) = (iii) agiktir.

Simdi (iii) saglansin. Teorem 4.1.1 kullanilirsa
p(E,)=0 (4.43)
elde edilir. _p(E#) = _p(,u( E)) oldugundan (4.43) olmasi
p(u(E))=0
olmasini saglar. Teorem 4.2.1 den _pﬂ (E) = B(,u(E)) elde edilir. Sonuc olarak (4.37) saglanir.

Yani (i) elde edilmis olur. m

Sonu¢ 4.2.1. Ec N, g salimm fonksiyonu ve E, :=,u(E)u{O} olsun. Asagidaki durumlar

denktir:
(i) E kiimesi sonsuzlukta # salinim fonksiyonuna gore porous bir kiimedir.
(ii) r normalleyen dizisi ve (a,b)=(0,1) araligi [a—b|>0 olmak iizere vardir ve her

r'icin

Q% ~(a,b)=2
saglanir.

(iii)  Enazbir r normalleyen dizisi vardir dyle ki

RO 40
saglanir.

Ispat. Teorem 4.2.1 den E kiimesinin sonsuzlukta porous olmas i¢in gerek ve yeter sart ,u( E)
kiimesinin 0 da porous olmasidir. y( E) kiimesinin 0 da porous olmasi icin gerek ve yeter sart

E# kiimesinin 0 da porous olmasidir. O halde Teorem 4.2.2 ve Teorem 4.1.1 kullanilirsa

istenilen elde edilir. m
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Teorem 4.2.3. EcCN, x4 salmim fonksiyonu ve E, = ,u(E)u{O} olsun. Bir p e R sayisinin

E kimesinin sonsuzlukta porosity sayisi, yani p e P, (E) olmasi i¢in gerek ve yeter sart bir
tc ,u(N) normalleyen dizisinin ve (a, b) c (0,1) acik araliginin |a — b| = p olacak ve

1) t normalleyen dizisinin her t' alt dizisi icin (a, b) mﬁsi = dir;

(i) Eger (C, d ) c (0,1) acik araligl t normalleyen dizisinin her t' alt dizisi icin
(c,d)n ﬁs’t # & kosulunu saglarsa |c —d|<|a—b] dir
kosullar1 saglanacak sekilde var olmasidir.

Ispat. Bu Teoremin ispat1 Teorem 4.1.1 ile benzer bicimde elde edilir. m

Lemma 4.2.2. 0 AcR", M ve K kimeleri R* nmn Oe(aCM)m(acK) ve M < K

t= (tn )neN < K normalleyen dizisi vardir 6yle ki (nk )keN dogal sayilarin kesin artan bir dizisi

olmak tizere I~"=(I’nk )k . ve t'= (tnk )k , altdizileriigin

A A
Q= (4.44)
esitligi saglanir.

. ~ . r ~
Ispat. r = (rn)neN c M olsun. < tanimindan lim-*=1 saglanacak bicimde t :(tn) cK

n—w t neN

dizisi vardir. Bu esitlik ayn1 zamanda dogal sayilarin kesin artan her (nk)keN

. r
lim ti =1 olmasini verir. Boylece her X = (Xn) € A igin
k—0
M

. X, . X,

lIim— <o || lim—<w
k= 1 koo t
k k

saglanir. Sonug 4.1.1 kullanilirsa Ao = Aot esitligi saglanir. O halde (4.44) esitligi elde edilmis
olur. m
Onerme 4.2.2. Herhangi bir z2: N — R* salinim fonksiyonu i¢in

jim ("1

=1 (4.45)
= u(n)

kosulu saglansin. Her E ¢ N igin

P(x(E))=P,(E) (4.46)

esitligi saglanir.
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Ispat. Teorem 4.2.2 in ispatinda oldugu gibi eger (4.45) saglanirsa (O,oo)—< ,u(N) elde edilir.
Simdi E < N olsun.

P.(E)=P(u(E))

icermesi saglanir. p, y(E) kiimesinin 0 noktasindaki bir porosity sayisi olsun. Teorem 4.1.1
den |a—b|: p esitligi saglanacak ve teoremdeki (i), (ii) kosullar1 saglanacak sekilde bir
rc (0,00) normalleyen dizisi ve bir (a,b)<=(0,1) agik arahg vardir. Lemma 4.2.2 kullamlirsa
E, =,u(E)u{O} icin Teorem 4.2.3 Un (i) ve (ii) kosullar1 saglanacak sekilde bir fg ,u(N)
normalleyen dizisi vardir. Boylece Teorem 4.2.3 den p, E kiimesinin g salinim fonksiyonuna

gore sonsuzluktaki bir porosity sayisidir. Béylece P (,u( E)) < P, (E) igermesi saglanir. Boylece

(4.46) esitligi elde edilmis olur. m
Siradaki teorem ve sonug herhangi bir E < N kiimesinin farkl iki salinim fonksiyonuna
gore porosity sayilar1 kiimelerinin ayni olmasi i¢in yeter kosullar verilecektir.

Teorem 4.2.4. 14, 1, herhangi iki salinim fonksiyonu icin

m(Mp(m)

lim —————~= (4.47)
n,m—oo ‘le (n)/’ﬁ(m)
saglansin. Bu durumda her E < N igin
P,Ul (E) = P#z (E) (448)

esitligi saglanir.

Ispat. Eger E kiimesi sonlu ise (4.24) ve (4.25) den
p,(E)=p,(E)=p,(E)=p, (E)-1

saglanir. Sonug olarak P, (E)=P, (E)={1} elde edilir.

Simdi E kiimesi sonlu olmasin. (4.47) saglansin ve p e Pﬂ1 (E) olsun. Tanim 4.2.2 den

kesin artan bir (n, ), . dizisi vardir oyle ki

2, (E.ny)

p=lim-~

(4.49)
k—o0 ILL_L (nk )

saglanir. E sonsuz elemanli oldugundan her keN icin n|£1)1nl((2)eN vardir oyleki

n,< nﬁl) < n|(<2) olmak tizere

A, (Ein) = ()= pa (n?) (4.50)

esitligi saglanir. £ >0 olsun. (4.47) den yeterince biiyiik m,n igin

27



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

e () o He(N)
) ) ()~ ) (45

saglanir. (4.50) ve (4.51) kullanilirsa

A, (En) () a(n)
/’Ll(nk) ﬂl(nk) :ul(nk)

n
ﬂz( )_(1_5) ﬂz(nk)

ﬂz(nk)
L ﬂz(nlgl))_%(nf))+2€SM+28

ﬂz(nk) ﬂz(nk)

A, (E.n)

M, (nk)

n?
<(1+¢) e ( )

(4.52)

2, (E.ny)

elde edilir. Her K icin <1 oldugu aciktir. Boylece {”z—] dizisinin
ﬂz(nk) keN

ﬂ’/lz (E’nk')

ﬂz(nk')

A, (E.,n.)

p'=lim £
koo /Jz(nk.)

olsun. (4.49), (4.52) ve (4.53) den p < p'+2¢ elde edilir. £ -0 i¢in p < p"' esitsizligi saglanir.

yakinsak bir { ] alt dizisi vardir.
k'eN

(4.53)

(4.49) yerine (4.53), (n,),_, verine de (n,.), . alnir ve yukaridaki islemler tekrarlamirsa

k'eN

(nk.)k,EN dizisinin bir (nk..)k"GN

/1/1 (E’nk")
alt dizisi elde edilmis olur oyleki | ————— dizisi
M (nk“) k"eN

] dizisinin yakinsak bir alt dizisidir ve
k'eN

A, (E.ne.)

p'< lim -2
k"> ILLl(nk")

A (E,n,. A (E,n
dir. Ayrica [MJ dizisi [MJ dizisinin de bir alt dizisi oldugundan
'Ltl(nk) k"eN M(nk) keN
A, (E,n.
p= ||m M( Ny )
k"—o0 lul (nk")

esitligi elde edilir. Boylece p'< p esitsizligi saglamir. Ayn1 zamanda p < p' esitsizligi de

saglandigindan p'=p elde edilir. Buradan p'eP, (E) oldugu elde edilir. p, P, (E)
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kiimesinin keyfi bir elemani oldugundan P, (E)c P, (E) saglanmis olur. Benzer islemlerle

P. (E)< P, (E) elde edilir. O halde (4.48) esitligi saglamr. m

H - M

) n

Sonug 4.2.2. x4, y, herhangi iki salimm fonksiyonu ve € >0 i¢in IIm% =C saglansin. O
n—o0 ILIZ n

halde, her E < N i¢in (4.48) saglanir.

Simdi, dogal sayilarin alt kiimeleri i¢in porosity kavram ile ilgili birka¢ temel 6zellik
ifade edilecektir. Ayrica sonraki boliimlerdeki ispatlarda kullanilacak bazi lemmalar ve ispatlari
verilecektir.

Lemma 4.2.3. A,B — N herhangi iki kiime olsun. Eger, A B ise her g salimim fonksiyonu
icin

p,(A)=p,(B)

esitsizligi saglanir.

ispat. Ac B olsun. Keyfi neN icin
2,(B,n)<A,(An)

esitsizligi saglanir. Buradan

— A,(B,n) A,(An)

p,(B)=limsup—~ <limsup£>—-~

e e LT

elde edilir.

Sonu¢ 4.2.3. Ac B < N olsun. Asagidaki durumlar saglanir:
(i) p,(B)>0ise p,(A)>0 di.

(i) E# (A) =0 ise By (B) =0 dir.

Uyari 4.2.2. Lemma 4.2.3 {in dogal bir sonucu olarak

(i) Porous bir kiime nonporous bir kiime iceremez.

(ii) A, B c N olmak lizere eger Bﬂ (A) >0 ise 6,, (AF\ B) > 0 saglanur.

Uyar1 4.2.3. AAB:=(A-B)uU(B—A) olmak iizere eger AAB sonlu ise BH(B):_pﬂ(A)

esitligi saglanir.
Uyar1 4.2.4. Herhangi sayida porous kiimenin birlesimi porous olmak zorunda degildir.

Ornek 4.2.1. i €N olmak tizere A = {n ‘n=i*ke N} kiimeleri goz éniine alinsin. Her i € N

icin _p# (A ) > 0 oldugu agiktir. Ancak U A =N olup _p# (N) =0 dir.

i=1
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Lemma 4.2.4. Az{nl,nz,...,nk,...}cN, n, <n,, olacak sekilde verilsin. Eger, A kiimesi

sonsuzlukta porous ise n,eN olmak iizere nOA:{nonl,nonz,...,nonk,...} kiimesi de

sonsuzlukta porous bir kiimedir.

Ispat. Ac N kiimesi sonsuzlukta porous olsun. O halde Lemma 4.2.1 den

o pu(ngny) o ou(n) =
p,(nA)=1-liminf ————==1-liminf ——==p (A)>0
ﬂ( ’ ) koo ;u(nonk—l) ke /u(nk—l) !( )

elde edilir. m
4.3. Sonsuzlukta Ust Porosity i¢in Uygulamalar
4.3.1. Porosity Yakinsaklik

Bu kisimda dogal sayilarin alt kiimelerinin sonsuzluktaki {ist porosity tanimi
kullanilarak reel degerli diziler icin porosity yakinsaklik tanimlanacaktir. Porosity yakinsakligin
temel 6zelliklerinin yani sira onun bir regller toplanabilme metodu oldugu ispatlanacaktir.
Ayrica, porosity siirlilik, porosity Cauchy dizisi tamimlar1 verilecek ve aralarindaki iliski

incelenecektir.

Tanim 4.3.1.1. x=(x,)__, reel degerli bir dizi olsun. Eger, her £>0 icin A, = {n X, 1= 8}
olmak tlizere

p.(A)>0 ve p,(A7)=0, (4.59)

ise (x,) dizisine | €R noktasina Bﬂ- yakinsaktir denir ve X, —)I(p ﬂ) olarak gosterilir.

Burada, A/ ile A, kiimesinin tiimleyeni gosterilmektedir.

Ozel olarak, eger B#(Ag)=1 ve _pﬂ(A§)=O saglanirsa (x,) dizisi | €R sayisia

n

kuvvetli B . - yakinsaktir denir ve X, — I (S - B,,) ile gosterilir.

Teorem 4.3.1.1. Yakinsak her dizi Eﬂ - yakinsaktir.

ispat. x, >, (n— ) olsun. O halde her £>0 i¢in en az bir n, =n;(&)eN vardir dyleki
her n=n, icin |Xn —|| < & saglanir. Buradan

{n:|xn = g} <{12,...,n,}

icermesinin saglandig agiktir. Uyari 4.2.1 ve Lemma 4.2.3 den X, — | (5 ) elde edilir. m

U

Uyar1 4.3.1.1. Teorem 4.3.1.1 in tersi dogru degildir.
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Ornek 4.3.1.1. x =(x, ) reel degerli dizisi ve z:N — R" salinim fonksiyonu sirasiyla

. = n, n=2"meN,
0, diger durumlarda,

ve

1

,u(n):(—j, neN

n
olarak tanimlansin. Her & >0 icin
A ={n:|x, -0z} ={n:|x |z e} ={n:n=2"meN]}
olup p, (A )>0 saglanir.
Ayrica p,,(AS)=0 dir. Yani verilen dizi X, —0(p, ] dir. Ancak verilen dizi 0 a Klasik

anlamda yakinsak degildir.
Uyar 4.3.1.2. Teorem 4.3.1.1 ve Uyar 4.3.1.1 den B”- yakinsakligin regiiler toplanabilme

metodu oldugu anlagilir.

Teorem 4.3.1.2. B# - yakinsak bir dizinin Bﬂ - limiti tektir.
ispat. X=(xn) reel degerli dizisinin 6”— limitinin tek olmadigi kabul edilsin. Yani,

X, —>|(By), X, — L(B#) ve | #L olsun.

1
>0 sayis;, &< E“ - L| biciminde secilsin. p, - yakinsaklik tanimindan

p,({n:[x,~1]=})>0ve p,({n:|x,~L|2 £})>0 saglanir. 0 halde

fn:fe, 1< o} i, L2

icermesi saglanir. Yukaridaki igerme ve Sonug 4.2.3 den p,, ({n:|x, ~1|<£})>0 elde edilir. Bu
ise X, — | (By) olmasit ile celisir. O halde | = L dir. m

Teorem 4.3.1.3. X=(Xn) reel degerli bir dizi olsun. (nk) dogal sayilarin kesin artan bir

neN

dizisi olmak tizere {nk -k eN} kiimesi sonsuzlukta nonporous olsun. Eger, X, —)l(Bﬂ) ise
(Xnk) alt dizisi de | sayisina Eﬂ - yakinsaktir.
ispat. x, > | (BH) olsun. O halde her &£ >0 i¢in

p,(A)>0 ve p,(A)=0
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saglanir. B, = {nk X —|‘ 2 6} kiimesi ele alinsin. A¢giktir ki
B,cA ve AlcB

icermeleri saglanir. Yukaridaki icermeler ve Lemma 4.2.3 den
p,(B,)>0 ve p,(B)=0

elde edilir.

Boylece X, — | (_pﬂ) saglanir. m

Uyari1 4.3.1.3. Teorem 4.3.1.3 {in tersi dogru degildir.

Ornek 4.3.1.2. x =(x, ) dizisi ve (X,, ) alt dizisi sirasiyla asagidaki bicimde tanimlansin:

2% n=2%,
X =43% n=2k-1,

n

0, diger durumlarda,

ve

Xom =

2 m= 2"
- { 0, diger durumlarda,

{2m:meN} kiimesi sonsuzlukta nonporous bir kiimedir. Yani Teorem 4.3.1.3 iin kogullari
saglanir. Ayrica X,, —> O(Eﬂ) saglanir. Ancak (x, ) dizisi 0 a B” - yakinsak degildir.

Uyarnt 4.3.1.4. Teorem 4.3.1.3 deki {nk:keN} kiimesinin nonporous olmasi kosulu

kaldirilamaz.

Ornek 4.3.1.1 deki dizi ve {Zm m eN} kiimesi gbz oOniine alinirsa
B,, ({Zm ‘me N}) >0 saglanir. Eger, (sz) alt dizisi ele alimrsa X, — O(B,,) olmasina
ragmen X, — O(Eﬂ) saglanmaz.
Teorem 4.3.1.4. x=(X,) reel degerli bir dizi ve | €R olsun. Eger, X, —> I (B,,) ise (X,)
dizisinin | € R sayisina klasik anlamda yakinsak olan bir (Xnk ) alt dizisi vardir.

ispat. X, —>|(Bﬂ) olsun. O halde, her £>0 igin A, kiimesi sonsuzlukta porous A ise

sonsuzlukta nonporous bir kiimedir. Eger A kiimesi sonlu ise X, — |, (n - oo) olacagindan

istenilen elde edilir.
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Simdi A, kiimesi sonlu olmasm. Buradan A kiimesi, her KeN i¢in n <n,, ve
k—o0 igin n —oo olmak tizere A ={n,n,,..,N,nNy,..} biciminde ifade edilebilir. Her
keN igin (nk,nm):@ olabilir veya (nk,nkﬂ) araligl sonlu sayida dogal sayi1 igerebilir.
Bostan farkl ilk araliktaki en kiiciik dogal say1 nﬁ ile gosterilsin; bostan farkl ikinci araliktaki

en kiic¢iik dogal say1 nf ile gosterilsin. Eger bu sekilde devam edilirse her i €N icin nik ¢ A ve

i i+1

n, <N/ olmak tzere dogal sayilarin (nL ) dizisi elde edilmis olur. S6z konusu dizi

ieN

kullanilarak olusturulan ), (x,) dizisinin bir alt dizisidir ve X, —1, (n—c0) saglanir. m
Teorem 4.3.L5. x=(x,) ve y=(y,) reel degerli iki dizi olsun. Eger X, >1(p,) ve
Y, —>t(_p#) ise X, + Y, —>I+t(5#) saglanir.

ispat. xn—>l(Bﬂ) ve yn—>t(5ﬂ) oldugundan her >0 igin A ={n:[x —I|>¢} ve

A ={n:|yn —t|28} kiimeleri sonsuzlukta porous kiimelerdir. Kolaylik i¢in z =X +Y,,

‘y
I'=I+tve A, = {n |z, — 1= 8} olarak adlandirilsin. Buradan
A cA UA (455)

icermesi saglanir. (4.55) deki kiimeler sirasiyla

A, ={n keNj, AX={n,f:keN} ve A‘y={n§’:keN} olarak ifade edilebilir.

Exs &, P

A N Agy = olmasi durumunda yeterince biiyiik N € N ve her K e N i¢in

ne,<nl,<n <n/
y X y X

n, <n‘,<n’<n (4.56)

ne,<n:<n’,<n’

n',<n/<n <n

esitsizliklerinden birisi saglanir. Burada (4.56) daki ilk esitsizlik ele alinarak ispat yapilacaktir.

Diger durumlar da benzer bicimde ispatlanabilir:

(i) )] (i) pe(nts)| |, ()
pns) Ju(ns) u(nl)] | a(n)
)| |m(nd) ()
a()] Ju(nr)  u(n)]

)= p(n)] Jelm) - se(s)
() u(n)
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olup yukaridaki esitsizlikte k —> oo i¢in limit supremum degerleri hesaplanirsa esitsizligin sol

tarafi Bﬂ (A‘%y ), sag tarafi ise BH (Agy ) degerlerini verir. Yani

(A, )>P.(A)

esitsizligi saglanir. Buradan ve hipotezden

BH(A€X+y)=_pﬂ({n:|zn—|'|zg})>o (4.57)
elde edilir. Asx M Agy # (& olmasi durumunda ise (4.56) daki esitsizliklerden bir kismi veya
tamami esitlik olur. Bu durumda da (4.57) benzer bigimde elde edilir.

Diger taraftan, X, — | (B”) ve Y, —)t(_p#) oldugundan, (x,) ve (y,) dizilerinin
X, — 1| ve Yo, 21, (n —)oo) olacak sekilde (Xnk) ve (ynk) alt dizileri vardir vardir. Ayrica,

{n, :k e N} kiimesi sonsuzlukta nonporousdur.

oldugu agiktir. Buradan, {nk "2, -1 " < 8} kiimesi nonporousdur. O halde

fn,

icermesinden ve Lemma 4.2.3 den {n:|zn—l'|<g} kiimesinin de sonsuzlukta nonporous

znk—l"<g}g{n:|zn—l'|<g}

oldugu elde edilir. O halde x, +Y, — | +t(6#) saglanir. m

n

Teorem 4.3.1.6. X =(X, ) reel degerli bir dizi olsun. Eger, X, — | (B ) ise 0#a R olmak

H

lizere aX, — al ( pﬂ) saglanir.

ispat. Xn—>|(5”) olsun. O halde Ag:{n:|xn—l|2‘9} olmak iizere pﬂ(A&,)>0 ve

_pﬂ (A;) =0 dir. Ayrica ax =(aXx,) dizisi igin

{n:|axn—allze}={”ilxn"|27lal}:%

ve

{n:|axn—a||<€}={n3|xn—||<7|a|}=A%

saglanir. X = (Xn ) dizisinin E . - yakinsakhgindan
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P (Ag j>0 ve p (ACE j:O
Uk Uk
saglanir. Bu ise (axn) dizisinin al sayisina 6# - yakinsakligini verir. m
Siradaki iki teoremde B . - yakinsaklik ile ilgili karakterizasyonlar verilecektir.

Teorem 4.3.1.7. X :(Xn) reel degerli bir dizi ve x#:N—R" salinim fonksiyonu olsun. Her

.. c M “ .
keN i¢in n, <n.,, n,,n,, €A vem <m,,, m,m_, €A olmak iizere asagidaki durumlar

saglanir:
(i) X, — | (By) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
IimsupM<1 ve Iimsupwzl (4.58)
k—o ﬂ(nk) k—o0 ,u(mk)
olmasidir.

(ii) X, | (S = E P ) olmasi icin gerek ve yeter sart

IimsupM =0 ve Iimsup'u(Lk”) =

k—o0 ,u(nk) k—0 ,u(mk)
olmasidir.

ispat. (i) x, > | (Bﬂ) saglansin. Lemma 4.2.1 den

~ T /u(nk+l)
0<p,(A)=1-liminf ——=<1
ﬂ( ) kK—o0 ll’l(nk)

saglanir. O halde

timinf “0%t) i sup #) g
onu(ng) e pu(ny)

elde edilir. Ayrica, E,, (A‘gc ) =0 oldugundan ve Onerme 4.2.1 den

k—o0 :u(mk)

olacagindan

IimsupM =1
k—o0 ﬂ(mk)
elde edilir.

Simdi (4.58) saglansin. O halde Lemma 4.2.1 den
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S /u(nk+1)
0<p,(A)=1-liminf ——=<1
,U( ) K—so0 ,U(nk)

" c imi ,Ll(m+)
p”(A'):l_“rlp_)IQan:kl):O

saglanir. O halde buradan X, — | (BH) elde edilir.

(ii) durumu da benzer islemlerle elde edilir. m

Teorem 4.3.1.8. x=(x,) reel degerli bir dizi ve #:N—R" sahmm fonksiyonu olsun.

X, =¥ | ( pﬂ) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her KeN i¢in n, <n,,, olmak iizere n.,n,, € A

icin

I|m zu(nk+1)
k—o0 /’l(nk)

olmasidir.

—1 (4.59)

Ispat. (4.59) saglansin. O halde Lemma 4.2.1 den

p.(A) ~1—timing 20 _q_ i #40s) _
k—>o0 /u(nk) k—o0 lu(nk)

elde edilir. Yani A, kiimesi sonsuzlukta nonporous bir kiimedir. O halde X, > | (Bﬂ) dir.

Simdi X, > |(Eﬂ) olsun. Lemma 4.2.1 den

1 timing #(Dea)
k—o0 ’u(nk)

elde edilir. x azalan oldugundan

(nk+l) <1

. H
limsup <
k— ,u(nk)

saglanir. Boylece

1=Iliminf M < Iimsupm <1
() e p(ny)
elde edilir. Yani (4.59) saglanir. m

Tamim 4.3.1.2. x=(X,) reel degerli dizisi verilsin. Eger, her £>0 ve yeterince biiyiik her

n

nmeN icin A(g):{n:|xn—xm|25} olmak fizere _p#(A(g))>0 ve EH(A(g)"):o ise

(Xn) dizisine B# - Cauchy dizisi denir. Burada A(e?)c ) A(g) kiimesinin tiimleyenidir.
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Teorem 4.3.1.9. x = (X, ) dizisi B” - yakinsak bir dizi ise B” - Cauchy dizisidir.

ispat. (x, ) dizisi | € R sayisina B” - yakinsak olsun. Her ¢ >0 i¢in

Ae)={n:|x, —x,|z &} ={n:|x, ~l|z e} U{n:|x, ~1| > £}

icermesi saglanir. Ayrica yukaridaki icermede sag taraftaki kiimelerden birisi digerinin alt
kiimesidir. O halde

(nix, ==&l {n:|x, —l|z e} =A

kabul edilsin. Buradan sag taraftaki birlesim A_ kiimesinin kendisi olur. B . “yakinsakliktan ve
Sonuc 4.2.3 den

p,(A(€))=Dp, ({n %y = X | 2 g}) >0

elde edilir.

Ayrica Al A(g)C icermesi saglanir. O halde B . -yakinsakliktan ve Sonug 4.2.3 den

P, (A(g)c) =0 elde edilir. Boylece (X, ), E# - Cauchy dizisidir. m
Tanim 4.3.1.3. x=(x,) reel degerli bir dizi, M >0 bir reel say1 ve S = {n X, | = M} olsun.
Eger, 6# (S)>0 (veya _py (S) =1)ve E)y (SC) =0 ise (x,) dizisine BN - sinirh (veya kuvvetli

P, - sinirh) dizidir denir.

Aciktir ki her siirli dizi ayni zamanda B .- strh dizidir. Ancak tersi dogru olmak
zorunda degildir.
Ornek 4.3.1.3. Ornek 4.3.1.1 deki dizi ve salinim fonksiyonu ele alinirsa agiktir ki B” - stnirhdir
ancak sinirh degildir.

Teorem 4.3.1.10. E” - yakinsak her dizi E” - sinurhdir.

ispat. x =(x,) dizisi Bﬂ - yakinsak bir dizi olsun. Yeterince biiyiik M >0 sayisi ele alinsin. M
sayisinin  seciminden S = {n :|Xn| >M } C {n : |Xn —|| > g} =A  icermesi ve ayrica
A = {n : |Xn —|| < g} c {n : |Xn| <M } = S° igermesi saglanir.

Lemma 4.2.3 den S kiimesi sonsuzlukta porous, S° kiimesi ise sonsuzlukta nonporous

bir kiimedir.

O halde (Xn) dizisi 6# - sinirhidir. m

Teorem 4.3.1.11. Her B” - Cauchy dizisi ayn1 zamanda B” - sinirhdir.

37



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

ispat. x=(x,) bir 6# - Cauchy dizisi olsun. O halde her &>0 icin A(g) ={n : |Xn —Xm| > 5}
kiimesi sonsuzlukta porous , A(g)c = {n : |Xn - Xm| < g} kiimesi ise sonsuzlukta nonporous bir
kiimedir. Ayrica en az bir M >0 i¢in

S={n:|x|>M}c A(e)

icermesi saglanir. Hipotezden ve Lemma 4.2.3 den S kiimesi sonsuzlukta porous bir kiimedir.

Diger taraftan A(e;)c c S° icermesi de saglanir. O halde hipotezden ve Lemma 4.2.3 den

S kiimesi sonsuzlukta nonporous bir kiimedir. Béylece X :(Xn) dizisinin Bﬂ -sinirl oldugu

elde edilmis olur. m

B . “yakinsak, kuvvetli B . “yakinsak, E , -siurlive B ., ~Cauchy dizilerinin sinifi sirasu ile

S

c,(x), ¢, (x), B,(x) ve C,(x) sembolleri ile gosterilsin. Yani:

cﬂ(x):{x:(xn):ElleRaxn—H(Eﬂ)},

x=(xn):3IeRaxn—>l(s—pﬂ)},

()

w
—~~
x
N
I
—_——

B, (x)= {X =(%,):(x,), p, —Slmrh},
C,(x)= {x =(x,):(x,). p, —Cauchy}
olsun.

Uyar1 4.3.1.5. X = (Xn) reel degerli bir dizi ve x salinim fonksiyonu olmak tizere

¢, (x)= ¢ ()= C, (X) =B, (x)
icermeleri saglanir.

Teorem 4.3.1.12. X = (xn) reel degerli bir dizi, 4 ve u, farkh iki salinim fonksiyonu olsun.

Eger,
jim A4 4(m) (4.60)
nmo g, (1) gy (M)
ise
G, (¥)=¢, (x) ve ¢, (x)=c;, (x) (461)

esitlikleri saglanir.

ispat. x, — | (Bﬂl) olsun ve (4.60) kosulu saglansin. Hipotezden

p,(A)>0ve p,(A)=0 (4.62)
saglanir.
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Eger, |A <o ise P, (A)= P, (A)=1 ve P, (A;) =p, (Af) =0 olacagindan
(4.61) saglanir.
Simdi |Ag| =oo olsun. O halde her £>0 igin N< n® <n® olacak sekilde n(l), n® eN

sayilar1 vardir ve

AM(Ag,n):M(n(l))—M(n(z)) (4.63)

bicimindedir. (4.60) den yeterince biiyiik n,m € N icin

(1-¢) #(n)  4(n) s(1+g)m (4.64)

(M)~ gy (m) (M)

esitsizlikleri saglanir. (4.63) ve (4.64) birlikte kullanilirsa
By (An)_m(n) m(n)
m(n)  m(n)  p(n)

Y ﬂz(n(l))_ 4 ﬂz(n(Z))
<(1+¢) () £) A
< ﬂz(n(l))_luz(n(Z))-i'zg

- ,Uz(n)

<ﬂ’,uz(As’n)+ £

_—,Uz(n) 2

elde edilir. £ >0 keyfi oldugundan
/1/11 (As'n) < /1/—12 (AS’ n)
m(n) e (n)

elde edilir. Son esitsizlikten ve (4.62) 1n ilk kismindan Bﬂz (Ag) >0 elde edilir. Benzer bicimde

_p#Z(Az):O oldugu bulunur. Boylece X, —>|(B#2) elde edilir. O halde c, (x)cc, (X)

ispatlanmis olur.

Benzer hesaplamalar ile ¢, (x)<c, (x) igermesi saglanir. Sonug olarak (4.61) daki ilk

- M

esitlik elde edilmis olur. ikinci esitlik icin de benzer adimlar izlenerek ispat yapilabilir. m

o | —Y ()
Sonu¢ 4.3.1.1. r>0 ve g, u, iki salimm fonksiyonu olsun. Eger, lim (
n—o ILIZ n

=r kosulu

saglanirsa (4.61) saglanir.

Tanim 4.3.1.4. X =(x, ) reel degerli bir dizi olsun. Eger, (x,) _, dizisi monoton olacak sekilde

P, (H ) =0 kosulunu saglayan H — N kiimesi varsa x=(x, ) dizisine Bﬂ - monotondur denir.
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Teorem 4.3.1.13. Her monoton dizi B” - monotondur.
Ispat. x=(x,)monoton bir dizi olsun. O halde her neN ic¢in x <X, (veya X <X )
saglanir. X :(Xn) dizisi N kiimesinde monoton oldugundan ve B# (N) =0 oldugundan soz

konusu dizi B# - monotondur. m
Uyari 4.3.1.6. Teorem 4.3.1.13 {in tersi dogru degildir.

Ornek 4.3.1.4. x =(x,) dizisive :N —R" salinim fonksiyonu sirasiyla
n cift ise

#(n)=

S|

n,
X =<1 o
" 1=, ntekise
n

olacak bicimde segilsin. (x, ) dizisi, H ={n:n=2k, k € N} olmak iizere (X,) . monoton

neH

artan ve _pﬂ (H ) =0 oldugundan, Bﬂ - monotondur ancak monoton degildir.
4.3.2. Porosity Limit Supremum, Porosity Limit Infimum

Bu bélimde reel degerli diziler icin p, - alt sinir ve p, - st sinir tanimlari verilecektir.
Daha sonra verilen bu yeni tammlardan faydalanilarak p,- infimum ve p, - supremum

tanimlanacaktir. Son olarak da B#— infimum ve B”- supremum ile yakinsaklik ve By -

yakinsaklik arasindaki iliski incelenecektir.

Tanim 4.3.2.1. x=(X,) reel degerli dizisi verilsin. | € R sayisina (x,) dizisinin porosity alt
sinir1 denir eger

p,({n:x,<1})>0 ve p,({n:x,21})=0 (4.65)
saglanir ise.

Verilen bir (xn) dizisinin tim By - alt sinirlarinin kiimesi LE (X) ile gosterilir.
"

Tanim 4.3.2.2. x = (X, ) reel degerli dizisi verilsin. L € R sayisina (x,) dizisinin Bﬂ - list sinir1
denir eger

p,({n:x,>L})>0 ve p,({n:x,<L})=0 (4.66)
saglanir ise.

Verilen bir (Xn) dizisinin tim By - list sinirlarinin kiimesi UE (X) ile gosterilir.

H
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Ayrica L(x)={leR:l<x,neN} ve U(x)={LeR:x, <L,neN} kimeleri (Xx,)

dizisinin klasik anlamda alt ve tst sinirlarinin kiimesi olmak tizere Tanim 4.3.2.1 ve Tanim

4.3.2.2 den asagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 4.3.2.1. Eger, | €R says, (Xn) dizisinin bir alt sinir1 ise ayn1 zamanda Bﬂ- alt
siuridir.

ispat. 1 eL(x) olsun. O halde her neN icin | <x  saglamr. Buradan {n:x, <l}=¢ dir.
Boylece _p# ({n DX, < |})=1>0 ve B,, ({n DX, > |}) = B# (N) =0 elde edilir. Yani herhangi bir

(x,) dizisiigin L(X) < LB, (X) igermesi saglanir. m

y?

1
Uyar1 4.3.2.1. Teorem 4.3.2.1 in tersi dogru olmak zorunda degildir. Gergekten (Xn) = (_Hj ve
= 1 olsun.
2
— (1 s (vet we = Loy 5 A1)
P (X0 <=3 =p,({1})=1 ve p, nix, 2= =0
oldugundan | = —% € R sayis1 verilen dizinin B” - alt siniridir ancak alt sinir1 degildir.

Teorem 4.3.2.2. Eger LeR sayisy, (X,) dizisinin bir st smir1 ise ayni zamanda B#- list

siniridir.

ispat. L €U (x) olsun. O halde her neN igin x, <L saglanir. Buradan {n:x,>L} =4 dir.
Boylece B,, ({n X, > L})=1>0 ve _p# ({n X, < L}) = E# (N) =0 elde edilir. Yani herhangi bir

(x,) dizisiigin U (x) < UB,, (X) igermesi saglanir. m
: L . 1
Uyar1 4.3.2.2. Teorem 4.3.2.2 nin tersi dogru olmak zorunda degildir. Gergekten (Xn) = N ve
L= l olsun.
2

w2

1 —
oldugundan L == € R sayisi verilen dizinin p - Gst siniridir ancak st sinir1 degildir.
2 H

Teorem 4.3.2.3. X = (X, ) reel degerli bir dizi olsun. Asagidakiler dogrudur.

(i) Eger | eR BM -altsmirve |'<| ise |'eR sayisida Bﬂ - alt sinirdr.
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(ii) Eger Le R B# -tustsmirve L<L'ise L'e R sayisida B” - Gst sinirdir.

ispat. (i) | €R sayis1 (x,) dizisinin B# - alt simirt olsun. O halde {n:x, <I} kiimesi porous,
{n DX, 2 I} kiimesi ise nonporous bir kiimedir. Ayrica |'<| oldugundan
{nix, <I't<{n:x, <1} ve {n:x, >} ={n:x,>1" (4.67)
icermeleri saglanir. Lemma 4.2.3 ve (4.67) de verilen icermelerden _p# ({n X, <|'})>O ve
_pﬂ ({n X, =1 '}) =0 saglanir.

Boylece |' reel sayis1 da Bﬂ - alt sinirdir.
(i) LeR sayisi (Xn) dizisinin Bﬂ- iist sinirt olsun. O halde {n:xn > L} kiimesi porous,
{n IX, < L} kiimesi ise nonporous bir kiimedir. Ayrica L < L' oldugundan
{n:ix,>L't={n:x,>L} ve {n:x, <L}c{n:x, <L} (4.68)
icermeleri saglanir. Lemma 4.2.3 ve (4.68) deki icermelerden _p# ({n X, > L'}) >0 ve
_pﬂ ({n X, < L'}) =0 saglanir.

Boylece L' reel sayisi da B# - Gist sinirdir. m
Sonuc¢ 4.3.2.1. X:(Xn) reel degerli dizisinin bir By - alt sinin (veya By - Ust sinir1) varsa
sonsuz coklukta B,, - alt sinin (veya B” - Uist sinir1) vardir.
Tanim 4.3.2.3. |eR , L (x) kiimesinin supremumu ise | sayisina (x,) dizisinin B# -

H

infimumu denir ve inf; X, =1 yazihr.
Yani inf; x, =sup Ly (x) dir.
Tanim 4.3.2.4. LeR , UB (X) kiimesinin infimumu ise L sayisina (Xn) dizisinin Bﬂ -
supremumu denir ve supE X, = L yazilr.
Yani sup; x, =infU; (x) dir.
Teorem 4.3.2.4. X = (X, ) reel degerli bir dizi olmak iizere
inf x, < inffpﬂ X, <SUp; X, <SUpX, (4.69)

esitsizligi saglanir.

ispat. Reel degerli diziler i¢in klasik infimum tanimindan
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p,({n:x,<infx })=p,(&)=1>0 ve p,({n:x, =infx})=p,(N)=0

saglanir. Buradan inf x, € Lﬁﬂ (X) oldugu goriiliir. Boylece, info X, =sup LB# (X) oldugundan

inf x, >inf x;

"

elde edilir. Ayrica klasik supremum tanimindan
p,({n:x,>supx,})=p,(@)=1>0 ve p,({n:x, <supx,})=p,(N)=0

saglanir. Buradan Sup X, EUB (X) oldugu goriiliir. Boylece, sup, X, = infUB (X) oldugundan
sup; %, <supXx,

elde edilir. ispati tamamlamak i¢in herhangi | € L5 (X) veL e U5 (X) elemanlari icin

H H

I<L (4.70)
esitsizliginin saglandigini gostermek yeterli olacaktir.

Simdi (4.70) esitsizliginin saglanmadig1 kabul edilsin. O halde L'<|"' olacak sekilde

I'e L (x) ve L'eU (X) elemanlar1 vardir. L' sayisi B#— list sinir oldugundan, Teorem

4.3.2.3 (ii) den |"' de Bﬂ - list sinirdir. Bu ise geliskidir. O halde (4.70) saglanir. m

Sonu¢ 4.3.2.2. (i) x=(X,) sabit dizi olsun. O halde infx = infﬁﬂ X, =Sup; X, =SUpX,
saglanir.

(i) x=(x,) dizisi n€{1,2,3,...,ny} icin X, < a olmak iizere

= X,, N<ng,n,eN
a n>n,

biciminde tanimlansin. O halde Supﬁy X, =Sup X, saglanir.
(i) x=(x,) dizisi ne{1,2,3,..., no} igin X, >a olmak tizere

« - X,, n<ng,n,eN
a n>n,

bigiminde tanimlansin. O halde il’lffp X, =Inf X, saglanir.

H

Asagida verilen iki teoremde bir reel sayinin, verilen bir dizinin P, - supremumu veya

P, - infimumu olmast icin gerekli ve yeterli kosullar verilecektir:

Teorem 4.3.2.5. x=(X,) reel degerli dizi ve | €R olsun. inf. x =l olmasi icin gerek ve
P

"

yeter sart her &> 0 i¢in
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@  p,({n:x <l-¢})>0 ve p,({n:x,=21-¢})=0

i)  p,({n:x,<l+&})=0 ve p, ({n:x,=1+&})>0

olmasidir.
ispat. (=) infB X, =1 oldugu kabul edilsin. Yani sup LB (X):I olsun. Boylece supremum
tanimindan

(a) Her se L (x) i¢in s<I,

(b) Her £>0 iginenazbir s'e L (x) vardir 8yleki | —£ <’

H

saglanir. (b) ve Teorem 4.3.2.3 den | — ¢ de B# - alt sinirdir. Boylece (i) saglanir.
Simdi (ii) saglanmasin. Yani en az bir &, >0 i¢in
P ({n:ix, <l+&})>0

olsun. O halde _p# ({n X, =1 +80}) =0 dir. Buradan | +& €L (X) elde edilir. Buise | <l +¢

"

oldugundan | tizerindeki kabul ile celisir.

(<) simdi her £>0 icin (i) ve (ii) saglansin. O halde | - & € L (x) ve l+& ¢ L (x) oldugu

“ 2

aciktir. Buradan her & >0 i¢in L5 (X) = (—oo,l —8] bulunur. Boylece sup LE (X) =1 elde edilir.

Teorem 4.3.2.6. X = (Xn) reel degerli dizi ve L €R olsun. sup, X, = L olmas i¢in gerek ve

yeter sart her £ >0 icin
@  p,({n:x,>L+e})>0 ve p,({n:x,<L+e})=0
()  p,({n:x,>L-¢g})=0 ve p,({n:x,<L-&})>0
olmasidir.
ispat. (=) sup; X, =L oldugu kabul edilsin. Yani infU_ (x)=L olsun. Béylece infimum

tanimindan

(a) Her SEUB#(X) icin L<s,

(b) Her & >0 igin en az bir s'eU] (x) vardir 8yleki s'<L+¢

H

saglanir. (b) ve Teorem 4.3.2.3 den L+¢& de B# - Uist sinirdir. Boylece (i) saglanir.
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Simdi (ii) saglanmasin. Yani en az bir &, >0 icin
P, ({n:ix,>L-g})>0
olsun. O halde _p# ({n X, < L—SO}) =0 dir. Buradan L-¢ EUE,, (x) elde edilir. Bu ise

L—& <L oldugundan L tizerindeki kabul ile gelisir.

(<) Simdi her £>0 icin (i) ve (ii) saglansin. O halde L+eeU; (x) ve L-ceU; (x)

H K

oldugu agiktir. Buradan her £ >0 igin UB (X) :[L+g,oo) bulunur. Boylece infUE (X) =L

elde edilir. m

Teorem 4.3.2.7. X = (xn) reel degerli bir dizi olsun. O halde asagida verilenler saglanir.

0 Eger, (X, ) dizisi monoton artan ise, inf_ X, =supx, dir.

H

(i)  Eger, (Xx,) dizisi monoton azalan ise, sup, X, =infx, dir.

H

Ispat. (i) (x,) dizisi monoton artan olsun ve SUp X, <o saglansin. O halde, her ne N i¢in
X, <SUp X, (4.71)
dir ve supremum (klasik anlamda) tanimindan her & >0 i¢in en az bir n, € N vardir dyle ki

SUpX, —& < X (4.72)

o

saglanir. (4.71) den SUp X, ¢ LB (X) elde edilir. Ayrica (4.72) dan
{n:x, <supx,—&} ={1,2,...,n,}
dir. Lemma 4.2.3 den SUP X, € LB (X) dir. O halde Teorem 4.3.2.3 den her £ >0 i¢in

L. (x)=(—o0,5Uupx, —¢&)

bulunur. Buradan
inf; X, =supLy (x)=supx,

!

elde edilir.

Simdi supx, =0 olsun. O halde her | €R i¢in en az bir n, = no(g) e N vardir oyle ki
I <X, dirveher n>n, igin X, <X, saglamr. Boylece
{n:x, <1} ={1,2,...,n,}

icermesi elde edilir. Son icermeden ve Lemma 4.2.3 den

p,({n:x,<1})=1>0 ve p,({n:x,>1})=0
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elde edilir. Yani, her | e R icin | € LB (X) dir. Boylece

L, (X)=(-0)
olup sup pr (X) =0 elde edilir. Bu ise ispati tamamlar. Benzer adimlar takip edilerek (ii) de
ispatlanir. m

Sonug 4.3.2.3. x=(x,) reel degerli sl bir dizi olsun. Eger (x,) monoton azalan (veya

artan) ise limx, =sup; X, (Veya inf Xn) saglanir.
" s

N—o0

Teorem 4.3.2.8. x=(x,) reel degerli bir dizi olsun. Eger, X, terimi (x,) dizisi icin bir tst
(veya alt) u¢ noktaise, X, aynizamanda (xn) dizisinin bir B . - ust (veya B .- alt) smindir.
Ispat. X, terimi (x,) dizisinin Gst (veya alt) ug noktasi olsun. O halde, her n>n, icin X, <X,

(veya X, > X, ) saglanir. Buradan

(nix>x e L2} (veya {nix, <x, }<{12...n})

icermesi saglamr. Lemma 4.2.3 den

p.({n:x,>x,})=1>0 ve p,({n:x,<x,})=0

veya

p.({nix <x,})=1>0 ve B#({n X, > xno})zo

saglanir. Buise X, 1 (X, ) dizisiigin P, - iist (veya p, - alt) sinir olmast anlamina gelir. m

Tanim 4.3.2.5. x=(X,) ve y=(y,) reel degerli iki dizi olsun. Eger, A={n:x, =y,} kimesi

_ Pu
sonsuzlukta porous ise (X, ) ve (,) dizilerine p, - denk diziler denir ve X ~ y ile gosterilir.

Teorem 4.3.2.9. Eger x=(x,) ve y =(y, ) reel degerli dizileri B# - denk ise
infﬁﬂ X, = infﬁﬂ Y, Ve sup; X, =sup; Y,
esitlikleri saglanir.

ispat. (Xn) ve (yn) dizileri B”- denk olsun. O halde A:{n:xn # yn} kiimesi sonsuzlukta
porous bir kiimedir. e Lg () olsun. O halde, | €R sayis1 (x,) dizisinin B# - alt sinindr.

Buradan
p,({n:x,<1})>0 ve p,({n:x,21})=0

saglanir. Asagidaki icermeden
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{nix, <l}={n:x, =y, <lbu{n:x, =y, <l}

c Au{n:x, =y, <l}

ve {n:y, >l ={n:x, =y, 21}u{n:x, =y, =1} esitliginden

p,({n:y,<1})>0 ve p,({n:y,21})=0 (4.73)
elde edilir. Boylece, (4.73) den | €R sayis1 y :(yn) dizisinin bir Eﬂ - alt simiridir. Yani
LB,, (X) c LB,, (y) icermesi saglanir. Benzer bicimde LB,, (y) c LE# (X) icermesinin saglandigi
da elde edilir. Boylece,

L; () =1L, () (4.74)
esitligi saglanir. Buradan sup pr (x)=sup LE (y) olacagindan inf6 X, :infﬁ y, esitligi elde
edilir. Benzer islemler ile SUp_ X, =sup. Y, esitligi elde edilir. m

Uyar1 4.3.2.3. Teorem 4.3.2.9 un tersi dogru degildir.

x=(x,) ve y=(y,) dizileri ne N icin

X, :1—1 Ve y, :1+1

n n

olarak tanimlansin. A¢iktir ki

inf, X, = |nf5# y,=1 ve sup; x, =sup; y, =1

!

esitlikleri saglanir. Ancak A= {n X, # yn} =N olup B# (N) =0 dir. O halde verilen dizilerin

Bﬂ - denk olmadigi elde edilmis olur.
Tanim 4.3.2.6. x=(X,) reel degerli bir dizi ve K :={n, :k e N} =N olmak iizere X'= (Xnk)
bir alt dizi olsun. Bundan sonra X' = (Xnk ) yerine basitlik icin (X)K yazilacaktir.

(i) Eger E,, (K)>0 ise (x), dizisine (x,) dizisinin porous alt dizisi denir.
(i)  Eger p (K)=1ise (x), dizisine (x,) dizisinin kuvvetli porous alt dizisi denir.

u
(i)  Eger p,(K)=0 ise (x), dizisine (x,) dizisinin nonporous alt dizisi denir.

Teorem 4.3.2.10. x =(x,) reel degerli bir dizi ve (x), da (x,) dizisinin nonporous bir alt

dizisi olsun. Eger,

(i) inf; x, =m ise MeR sayisi (x), dizisinin de Bﬂ - infimumudur.

u
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(ii) sup; X, =1 ise | R sayis1 (x), dizisinin de B” - supremumudur.

Ispat. (i) inf5 X, =M olsun. O halde Teorem 4.3.2.5 den her & >0 i¢in

p,({n:x,<m=¢})>0 ve p,({n:x,2m-¢})=0

saglanir. {nk DXy, <m-— 5} c {n DX, <m-— 5} icermesinin saglandig1 agiktir. O halde Lemma
4.2.3 den

By({nk 1X, < m—g})>0 ve By({nk IX,, = m—g})zo

elde edilir. Boylece m sayisi (X)K icin B# - infimumdur. (ii) de benzer bicimde ispatlanabilir. m
Uyar1 4.3.2.4. Teorem 4.3.2.10 un tersi dogru degildir.

1:N —R" salimim fonksiyonu her neN igin x(n) = 1 olarak verilsin. X =(x, ) dizisi
n

ve (X,,, ) alt dizisi sirasi ile asagidaki bicimde tanimlansin:

-2, n=2
X =43 n=2k-1

0, diger durumlarda,

ve

X2m

—2 m=2""
{ 0, diger durumlarda.

Agiktir ki (X,,), (X,) dizisinin nonporous alt dizisidir. Yani Teorem 4.3.2.10 un kosullar
saglanir. Ayrica infﬁﬂ X,,, =0 dir. Ancak infﬁﬂ X, # 0 dr.

Uyar1 4.3.2.5. Teorem 4.3.2.10 da alt dizinin nonporous alt dizi olma kosulu atilamaz.

1
1N — R" salimm fonksiyonu her n €N igin ,u(n) = — olarak verilsin. x = (Xn) dizisi
n

" 0, diger durumlarda

{—n, n=2"meN

olarak tanmimlansin. (sz) alt dizisi goz ontine alinirsa agiktir ki (sz), nonporous alt dizi

degildir. Ayrica infa X, =0 olmasina ragmen inf5 X, #0 dr.

Teorem 4.3.2.11. x = (X, ) reel degerli bir dizi olsun. Eger, limx_ =1 ise sup, X, = il‘lfB X, =1
N—o0 H ]

esitligi saglanir.
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Ispat. limx, =1 olsun. O halde her & >0 i¢in en az bir n; =n, (&) € N vardir 6yle ki her n>n,

s
icin

Ix,—l|<e (4.75)
saglanir. O halde (4.75) den

{n:x, <l-&}<{1,2,..,n} ve {n:x,=l-¢}>{1L2,..,n,} (4.76)
icermeleri saglanir. Lemma 4.2.3 ve (4.76) goz éniinde bulundurulursa

p.({nix,<l=¢})=1 p,({n:x,=1-¢})=0

ve

p.({n:x;>1+e})=1 p,({n:x, <l+&})=0

saglanir. Buradan her & >0 icin

l-eels (x), l+eeU. (x)

H H

elde edilir. Ayrica, Teorem 4.3.2.3 den
L (x)=(—o0,1] ve U (x)=[l,)

u u

elde edilir. Boylece,

inf; X, = sup(—oo,1]=1

ve

sup; X, = inf[l,00) =1

dir. Bu ise ispati tamamlar. m

Uyar1 4.3.2.6. Teorem 4.3.2.11 in tersi dogru degildir.

Gergekten, X = (Xn) dizisi ve ¢:N — R" salinim fonksiyonu sirasiyla

{1, n=2k=12,..
X =

0, diger durumlarda '

olarak tanimlansin. Agiktir ki infE X, =Sup; X, = 0 dir. Ancak, s6z konusu dizi klasik anlamda

y?

yakinsak degildir.
Asagidaki teoremde E# - infimum ve B# - supremum degerlerinin esit olmasinin E# -
yakinsaklik icin gerekli ve yeterli olacagi soylenmektedir.

Teorem 4.3.2.12. x=(x,) reel degerli dizi olsun. Eﬂ —limx, =1 olmasi igin gerek ve yeter

n—o

sart infa X, =SUp; X, =1 esitliginin saglanmasidir.
u u

ispat. (=) B# —limx, =1 olsun. O halde, her & >0 icin

nN—oo
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Eﬂ({n:|xn—l|2g})>0 ve Eﬂ({n:|xn—l|<g}):0 (4.77)
saglanir. Ayrica,

{nifx,—l|z e} ={n:x, 21+e}ufn:x <l-&}

ve

{n:fx,—l|<e}={n:x, <l+efu{n:x, >I-&}

oldugundan Lemma 4.2.3 ve (4.77) den

p,({n:ix,21+&})>0, p,({n:x,<l+&})=0 (4.78)
ve
p,({n:ix,<l-¢g})>0, p,({n:x,>1-¢})=0 (4.79)

elde edilir. Boylece her &> 0 icin, sirasiyla, (4.78) ve (4.79) den | +¢ sayisi (x,) dizisi igin B#

- iistsir ve | —¢& sayisi (X, ) dizisi igin B” - alt sinirdir. O halde, her & >0 igin

L, (x)=(-o0,1) ve UBH(X)z(I,w)

H

saglanir. Bu ise

sup LB# (x)=I ve meBﬂ (x)=1

olmasi1 demektir.

(<) Simdi infﬁ,, X, = SUpB# X, =1 oldugu kabul edilsin. O halde sup LB“ (X)ZinfUE# (X) = dir.
Klasik supremum ve infimum tanimindan, her & >0 igin

l—e<I" ve I"<l+¢

olacak bigimde " € L (x) ve I” eU; (x) elemanlari vardur. I" sayisi E# - {ist siir oldugundan

{n:x, >l+e}c{n:x, >1"}

ve

{n:x, <1"f<{n:x, <l+¢}

icermeleri saglanir. Boylece

p,({n:x,>1+&})>0 ve p,({n:x,<l+&})=0 (4.80)
elde edilir. Ayrica, |' sayist p,, - alt sinir oldugundan

{n:x,<l-g}c{n:x <I'}

ve
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icermeleri saglanir. Bylece

p.({n:x, <I-¢})>0 ve p,({n:x,>1-¢})=0 (4.81)
elde edilir. (4.80), (4.81) den ve

{n:fx,—l|z e} ={n:x, 21+e}ufn:x <l-&}

ile

{n:fx, =l <&} ={n:x, <l+efu{n:x, >l -}

esitliklerinden

p.({n:]x,—1[z¢})>0 ve p,({n:|x,~I[<&})=0

elde edilir. Boylece (Xn) dizisi | € R sayisina B# - yakinsaktir. m

4.3.3. Porosity Yig1lma Noktasi

Bu boélimde dogal sayilarin alt kiimeleri i¢in sonsuzluktaki porosity kavrami
kullanilarak reel degerli bir dizinin E , - limit ve E - y18lma noktas1 tanimlar1 verilecektir.
Daha sonra ise bu yeni kavramlar ile ilgili bazi 6zellikler ve teoremler verilecektir.

Tanim 4.3.3.1. Eger x =(X,) dizisinin & € R sayisina yakinsak bir nonporous alt dizisi varsa

a sayisina (x,) dizisinin p , - limit noktasidir denir.

Verilen bir dizinin tiim B” - limit noktalarinin kiimesi |5 (X) ile gosterilir. Ayrica
"

verilen bir dizinin tiim limit noktalarinin kiimesi | (X) ile gosterilsin.

Ornek 4.3.3.1. x =(x,) reel degerli dizisi ve z:N —R" salinim fonksiyonu, sirasiyla,

asagidaki bicimde tanimlansin:

1

= p(n)=-

_{L n=2keN,

0, diger durumlarda '

Verilen dizi icin | (X) = {O,l} ve IB (X) = {O} elde edilir.

Aciktir ki, herhangi bir (Xn) dizisi i¢in IE (X) cl (X) saglanir. Ayrica, belirtilsin ki bu iki

kiime birbirinden tamamen farkl olabilir.

Ornek 4.3.3.2. {rn }::1 deger kiimesi tiim rasyonel sayilar olmak iizere, (X, ) dizisi ve

1N — R" salimm fonksiyonu
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u(n)=

Lt n=2“keN, 1
" |n, diger durumlarda ’ n

biciminde tanimlansin. O halde, {Zk:keN} kiimesi sonsuzlukta porous oldugundan

5 (x) = dir. Ancak {r, :k € N} kiimesi R de yogun oldugundan I(x)=R dir.
Tanim 4.3.3.2. x =(X, ) reel degerli dizi olsun. Eger, her &>0 icin

{n:]x,— Bl <&}
kiimesi sonsuzlukta nonporous ise, (yani B,, ({n :|Xn —ﬂ| < 8}) =0 ) BeR sayisina (Xn)

dizisinin B . - y181lma noktasidir denir.

Bir dizinin tim E# - y1gilma noktalarinin kiimesi FB (X) simgesi ile gosterilir. Herhangi

"

bir (X, ) dizisi i¢in tanimdan

s (x) = 1(x)

H

oldugu agiktir.

Teorem 4.3.3.1. Herhangi reel degerli (x, ) dizisi igin 5 (x) I (x) dir.

! H

ispat. ael (X) keyfi segilsin. O halde, |I<im X, =« olacak sekilde {n, :k N} nonporous

kiimesi vardir. Buradan, her & >0 i¢in 3k, =k, (g) e N vardir 6yle ki her k > k; icin

X, —a‘<g
k

saglanir.

Xo, —a‘ > g} c {1,2,..., K, (5)} oldugundan ve Lemma 4.2.3 den

n

Boylece, {nk :

_pﬂ ({nk ;

elde edilir. Ayrica,

Xk—a‘Za‘}):l

n

{n, :keN}—{nk:

X, —a‘zg}c{nk :

X, —a|< g} (4.82)

saglanir. (4.82) icermesinden ve Sonug 4.2.3 den _p# ({nk :

Xy, — a‘ < g}) =0 elde edilir. Boylece

ae FB (X) saglanir. m

Uyar1 4.3.3.1. Teorem 4.3.3.1 in tersi dogru degildir.

Ornek 4.3.3.3. Genel terimi
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X =%, n=2"*(2q+1)

n

olarak verilen (Xn) reel degerli dizisi géz 6niine alinsin. Burada p—1, n dogal sayisinin asal

carpanlarindaki 2 lerin sayisidir. ,u(n) = l olmak tlizere her p i¢in
n

)

saglandigindan i el- (X) elde edilir.

p
Ayrica _p# [{n 0<x, < i}j = 0 saglanir. Boylece, 0 € FB (X) dir. O halde
Y .
e ..
1“5 (X) e {0} U {—} dir.
H p oo

$imdi (x,) dizisinin 0 a yakinsayan bir (x), alt dizisi goz oniinde bulundurulsun.
6,1 (K)>0 oldugunu gérmek kolaydir. Boylece, 0 ¢ IB (X) elde edilir.
Teorem 4.3.3.2. Herhangi reel degerli X = (xn) dizisi i¢in FB (X) kapali bir kiimedir.
ispat. FB (X) kiimesinin bir yigilma noktasi a olsun. O halde, her & >0 i¢cin a noktasinin
delinmis komsulugunda FB (X) kiimesine ait elemanlar vardir.

Yani en az bir y € FBH (X) elemamvardir. (y—¢',y +¢&') = (a—&,a+¢£)—{a} olacak
sekilde &' < ¢ secilsin. Buradan
{n:x,—y|<&}={n:|x,—a| <&}

saglanir. Lemma 4.2.3 den

pﬂ({n:|xn—a|<g})£6ﬂ({n:|xn—y|<g’}) (4.83)
elde edilir. y 1“5 (X) oldugundan (4.83) esitsizliginden a e FE (X) saglanir. m

Aciktir ki, IB (X) kiimesi kapali olmak zorunda degildir. Ornek 4.3.3.3 den kolayca
gorulir.

Teorem 4.3.3.3. X = (X, ) reel degerli bir dizi olsun. Eger, X, — I(By) ise | eR sayis1 (x,)

dizisinin bir Bﬂ - yigilma noktasidir.
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ispat. x, > I(Bﬂ) oldugundan her & >0 i¢in Eﬂ({n :|Xn —||2 g})> 0 ve

p, ({n : |Xn - || < 6‘}) =0 elde edilir. O halde, B” - yigilma noktasi tanimindan | € R sayisi

verilen dizinin B . - y1gilma noktasidir. m
Sonug 4.3.3.1. Eger, (X, ) dizisi Eﬂ - yakinsakise I'; (x) tek nokta kiimesidir.

Uyari 4.3.3.2. Sonuc¢ 4.3.3.1 in tersi dogru degildir.

Ornek 4.3.3.4. x =(x,) reel degerli dizisi

1 .

=, nciftise
X, =4n ¢

n, ntekise

olarak tanimlansimn. {2k :k e N} < {n |x,—0|< g} oldugundan, x(n)= % olmak iizere

Bﬂ({n X, —O|<g})£5ﬂ({2k :keN})
saglanir. Lemma 4.2.1 den _pﬂ ({Zk ke N}) =0 oldugu agiktir. Boylece 0 I (X) elde edilir.

Ancak verilen dizi B . - yakinsak degildir.

Teorem 4.3.3.4. X = (X, ) reel degerli bir dizi olmak tizere M ={neN:x, <x_,} kiimesi

verilsin. Eger, B,, (N -M ) >0 ve (xn) dizisi M kiimesi tizerinse sinirli ise B” - yakinsaktir.

ispat. (x,) reel degerli dizisi M kiimesi iizerinde monoton artan ve sinirh oldugundan

sup x, <oo saglanir. Kisalik igin supX, =1 olsun. Her & >0 i¢in

&

A ={n:|x, 1|z e} = ({n:]x,~I|z &} "M )u({n:|xn—l|25}m(N—M ))

icermesi saglanir. {n :|Xn - || > 8} m(N— M ) c (N— M ) oldugundan ve Lemma 4.2.3 den
BH({n:|xn—I|25}m(N—M ))>O

elde edilir.

Ayrica !H)Q X, = oldugundan {n :|Xn —|| > g}ﬁ M sonlu bir kiimedir. Sonlu bir kiime ile

neM

porous bir kiimenin birlesimi de porous oldugundan

({n:|xn—l|2g}mM)u({n:|xn—l|25}m(N—M))
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kiimesi de porous bir kiimedir. Boylece,

p,(A)>0 (4.84)

elde edilir. Ayrica,
A ={({n:|xn —l|<efnM)u({n:|x, ~l|<s}N(N-M ))}
oldugundan ve (X, ) tizerindeki kabulden _pﬂ ({n %, —1] < 8} N M ) =0 saglanir. Béylece, Sonug

4.2.3 den _pﬂ (Agc) =0 elde edilir. Son esitlik ve (4.84) den X, — | (B#) elde edilir. m

Sonug 4.3.3.2. x =(X, ) reel degerli bir dizive M ={neN:x, >X_,} olsun. Eger,
B,, (N-M)>0 ve (x), altdizisi M iizerinde sirh ise () dizisi B# - yakinsaktir.

Teorem 4.3.3.5. X = (xn) reel degerli bir dizi ve 4 Ve u, herhangi iki salinim fonksiyonu

olsun. Eger,

i () ss(M)
lim e (V)72 () 1 (4.85)

kosulu saglanirsa

I (x)=T. (x) ve I (x)=L (x) (4.86)

Py 1 " Puy

esitlikleri saglanir.

Ispat. z, ve u, herhangi iki salinim fonksiyonu ve /3 € FE (X) olsun. Her & >0 i¢in

M2

Bﬂz({n:|xn—ﬂ|<g})=0 (4.87)
saglanir. (4.87) den {n :|Xn —,B| < g} kiimesi sonsuz ¢oklukta eleman icermelidir. O halde, her

neN igin n®, n® N vardir oyle ki n< n® <n® ve

. 2
ﬂ,ﬂz({n.|xn—ﬂ|<a},n)=/,z2(n(l))—y2(n( )) (4.88)
saglanir. Ayrica (4.85) den her & >0 ve yeterince biiyiik her m ve n igin

(1-¢) #(n)  #4(0) s(1+g)ﬂ (4.89)

(M) 44 (m) #,(m)

saglanir. (4.88) ve (4.89) dan
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#(n) w(n)  (n)

3 A, ({n:|xn —ﬂ|<g},n)
- ,uz(n)

elde edilir. £ >0 yeterince kiigiik keyfi secildiginden

+2¢

ﬂﬂl({n:|xn—ﬂ|<g},n) < /Iﬂz({n X, —ﬂ|<g},n)
w(n) ) #(n)
elde edilir. Son esitsizlik ve (4.87) den

Bﬂl({n:|xn —,B|<g}):0
elde edilir.

Boylece [ € FB (X) dir. Yani FB (X) c FB (X) icermesi elde edilir.

2

Benzer bicimde FE (X) c FE (X) icermesinin saglandig1 da elde edilir. Boylece (4.86)

deki ilk esitlik saglanmis olur. ikinci esitligin saglandig1 da benzer bicimde gosterilebilir. m

Sonuc 4.3.3.3. ¢ herhangi pozitif reel sayi, 4, ve u, herhangi iki salinim fonksiyonu olsun.

Eger,

Iimw

=C
n—o /’lZ(n)

kosulu saglamirsa reel degerli x =(x, ) dizisi icin (4.86) deki esitlikler saglanur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Bu béliimde, ilk olarak bulgular ve tartisma bdliimiinde ele alinan konu 6zetlenecek

daha sonra ise bu tez ¢alismasindan faydalanilarak ele alinabilecek problemler verilecektir.
5.1. Sonuglar

Bu tez ¢alismasinda, bulgular ve tartisma béliimiiniin ilk kisminda pozitif reel sayilarin
alt kiimeleri icin pretanjant uzay yapisi kurulmus ve daha sonra bir kiimenin pretanjant uzayi
ile porosity sayilari1 kiimesi arasindaki iliski hakkinda bir yorum Teorem 4.1.1 de yapilmistir.

Ikinci kisimda dogal sayilarin alt kiimeleri icin sonsuzlukta iist porosity kavrami
1N —>R" salimm fonksiyonu yardimi ile Tanim 4.2.1 de tanimlanmistir. Dogal sayilarin

herhangi alt kiimesi i¢in sonsuzlukta tist porosity degerini hesaplamada kolaylik saglayan bir
esitlik Lemma 4.2.1 de verilmistir. Ayrica herhangi E N i¢in _p# (E) = E+ (,u(E)) esitliginin

saglandig1 Teorem 4.2.1 de gosterilmistir. Bir kiimenin sonsuzlukta porous, kuvvetli porous
veya nonporous olmasi icin saglanmasi gereken gerek ve yeter kosullar Onerme 4.2.1 de,
pretanjant uzaylar ve sonsuzlukta {ist porosity arasindaki iliski Teorem 4.2.2 de verilmistir.
Herhangi bir kiimenin farkli iki salinim fonksiyonuna gore porosity sayilar1 kiimesinin ayni
olmasi i¢in saglanmasi gereken kosul Teorem 4.2.4 de ifade edilmistir.

Ugiincii kisim, ilk iki kismin bir uygulamasi olarak hazirlanmistir. Bu kisimda ilk olarak,
reel degerli diziler i¢in porosity yakinsaklik kavrami Tanim 4.3.1.1 de tanimlanmistir. Verilen
yeni yakinsaklik kavramu ile ilgili sonuclar Teorem 4.3.1.1, Teorem 4.3.1.2, Teorem 4.3.1.3,
Teorem 4.3.1.4, Teorem 4.3.1.5, Teorem 4.3.1.6, Teorem 4.3.1.7 de elde edilmistir.

Daha sonra porosity limit infimum, porosity limit supremum kavramlari, sirasi ile Tanim
4.3.2.3 ve Tanim 4.3.2.4. de tanimlanmistir. Bu yeni kavramlarin klasik yakinsaklik ve porosity
yakinsaklik arasindaki iliski, sirasi ile Teorem 4.3.2.11 ve Teorem 4.3.2.12 de verilmistir.

Son olarak porosity limit noktasi ve porosity y1gilma noktasi kavramlar: Tanim 4.3.3.1 ve
Tanim 4.3.3.2 de tanimlanmis ve porosity yakinsaklik ile iligkileri Teorem 4.3.3.4 de
incelenmistir.

Boylece, literatiire dogal sayilarin alt kiimeleri icin sonsuzlukta porosity kavraminin
yani sira, reel degerli diziler icin porosity yakinsaklik kavrami ve onunla ilgili bircok kavram

kazandirilmis oldu.
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5.2. Oneriler
Bu tez c¢alismasinda yapilan islemlerde ele alinan porosity kavrami, yogunluk

kavramindan tamamen farklhidir. Dolayisi ile asagida belirtilen problemler bu tez calismasi goz

o6niinde bulundurularak incelenebilir. Ac N olmak iizere

1) B B (A) =d (A) esitligini saglayan kiimeler var midir?
2) B,, (A) =l<d (A) =0 6nermesini saglayan kiimeleri inceleyiniz?
3) By (A) =0<d (A) =1 6nermesini saglayan kiimeleri inceleyiniz?

Bu sorulara cevap bulundugunda, ¢ asal sayilar kiimesi olmak {lizere By (go) degerinin

hesaplanmasi da mimkin olacaktir. Bu ise asal sayilar ile ilgili 6nemli bir bilginin literatiire
kazandirilmasi anlamina gelecektir.

Ayrica bu ¢calismada kullanilan dogal say1 kiimeleri icin sonsuzlukta tst porosity kavrami
yerine sonsuzlukta alt porosity kavramini goéz éniinde bulundurarak yakinsaklik tanimlamak ve
bu iki yakinsakligi karsilastirmak, literatiire 6zgiin degeri yiiksek olan cok sayida calisma

kazandiracaktir.

58



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

KAYNAKLAR

[1]. Fast, H., Sur la convergence statistique. Colloquim Math. 1951, 2, 241-244.

[2]. Steinhaus, H., Sur la convergence ordinaire et la convergence asymptotique. Colloquim Math.
1951, 2, 73-74.

[3]. Fridy, ]. A., On statistical convergence. Analysis 1985, 5, (4), 301-313.

[4]. Fridy, ]. A., Statistical limit points. Proc. Amer. Math. Soc. 1993, 118, (4), 1187-1192.

[5]. Connor, J.; Kline, J., On statistical limit points and the consistency of statistical convergence.
J. Math. Anal. Appl. 1996, 197, (2), 392-399.

[6]. Kosar, C.; Kiiciikaslan, M.; Et, M., On asymptotically deferred statistical equivalence of
sequences. Filomat 2017, 31, (16), 5139-5150.

[7]. Sengli], H.; Et, M., On (/1, | )-statistical convergence of order « of sequences of function.

Proc. Nat. Acad. Sci. India Sect. A 2018, 88, (2), 181-186.

[8]. Miller, 1. H., Statistical cluster points of subsequences of double sequences. Sarajevo J. Math.
2016, 12, (25), 261-266.

[9]. Kaya, E.; Kiiclikaslan, M.; Wagner, R., On statistical convergence and statistical monotonicity.
Annales Univ. Sci. Budapest. Sect. Comp. 2013, 39, 257-270.

[10]. Denjoy, A., Sur une propriété des séries trigonométriques. Verlah v. d. G. V. der Wie-en
Natuur. Afd. 1920, 29, 220-232.

[11]. Denjoy, A., Legons sur les calcul des coefficients d’une série trigonométrique, Part II, Métrique
et topologie d’ensembles parfaits et de fonctions: Gauthier-Villars, Paris, 1941.

[12]. Khintchine, A., An investigation of the structure of measurable functions, (Russian). Mat.
Sbornik 1924, 31, 265-285.

[13]. Dolzénko, E. P., Boundary properties of arbitrary functions. Mathematics of the USSR-
Izvestiya 1967, 1, 1-12.

[14]. Baliaev, D. B.; Smirnov, S. K., On dimension of porous measures. Math. Ann 2002, 323, (1),
123-141.

[15]. Eckmann, ]J. P.; Jarvenpaa, E.; Jarvenpai, M., Porosities and dimensions of measures.
Nonlinearity 2000, 13, (1), 1-18.

[16]. Koskela, P.; Rohde, S., Hausdorff dimension and mean porosity. Math. Ann. 1997, 309, (4),
593-609.

[17]. Dovgoshey, O.; Riihentaus, ]., Mean value type inequalities for quasinearly subharmonic
functions. Glasgow Math. J. 2013, 55, (2), 349-368.

[18]. Karp, L.; Kilpelainen, T.; Petrosyan, A.; Shagholian, H., On the porosity of free boundaries in
degenerate variational inequalities. J. Differential Equations 2000, 164, 110-117.

59



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

[19]. Kdenmaki, A.; Suomala, V., Conical upper density theorems and porosity of measures. Adv.
Math. 2008, 217, (3), 952-966.

[20]. Foran, ]J.; Humke, P., Some set-theoretic properties of o-porous sets. Real Anal. Exchange
1980-81, 6, (1), 114-1109.

[21]. Humke, P.; Vessey, T., Another note o-porous sets. Real Anal. Exchange 1982-83, 8, 262-
271.

[22]. Thomson, B. S., Real functions, Lecture Notes in Mathematics, 1170, Springer-Verlag, Berlin,
Heidelberg, New York, Tokyo, 1985; p 183.

[23]. Urbanski, M., Porosity in conformal infinite iterated function system. J. Number Theory
2001, 88, (2),283-312.

[24]. Yanagihara, N., Angular cluster sets and oriceyelic cluster sets. Proc. Japan. Acad. 1969, 45,
423-428.

[25]. Yoshida, H., Tangential boundary properties of arbitrary functions in the unit disc. Nagoya
Math. . 1972, 46, 111-120.

[26]. Yoshida, H., On the boundary properties and the spherical derivatives of meromorphic
functions in the unit discs. Math. Z. 1973, 132, 51-68.

[27]. Zajicek, L., On o-porous sets in abstract spaces. Abstr. Appl. Anal. 2005, 5, 509-534.

[28]. Kechris, A. Hereditary properties of the class of closed sets of ubiqueness for
trigonometric series. Israel J. Math. 1991, 73, (2), 189-198.

[29]. Kechris, A,; Louveau, A,; Woodin, W., The structure of o-ideals of compact sets. Trans.
Amer. Math. Soc. 1987, 301, (1), 263-288.

[30]. Repicky, M., Porous sets and additivity of Lebesque measure. Real Anal. Exchange 1981,
15, (1), 282-298.

[31]. Zajicek, L.; Zeleny, M., On the complexity of some o-ideals of o-P-porous sets. Comment
Math. Univ. Carolin 2003, 44, (3), 531-554.

[32]. Zeleny, M.; Pelant, ]., The structure of the o-ideals of o-porous sets. Comment Math. Univ.
Carolin 2004, 45, (1), 37-72.

[33]. Semenova, O.; Florinskii, A.,, Ideals of porous sets in the real line and in metrizable

topological spaces. J. Math. Sci. 2000, 102, (5), 4508-4522.

[34]. Bilet, V.; Dovgoshey, O.; Prestin, ]., Two ideals connected with strong right upper porosity
at a point. Czechoslovak Math. J. 2015, 65, (140), 713-737.

[35]. Bilet, V.; Dovgoshey, O., Investigations of strong right upper porosity at a point. Real
Analysis Exchange 2013-14, 39, (1), 1-32.

[36]. Mattila, P., Distribution of sets and measures along planes. J. London Math. Soc. 1988, 38,
(1), 125-132.

[37]. Przytycki, F.; Rohde, S., Porosity of Collet-Eckmann Julia sets. Fund. Math. 1998, 155, 189-
199.

60



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

[38]. Bilet, V.; Dovgoshey, 0., Infinitesimal boundedness of metric spaces and strong one-sided
porosity, (Russian). Repoorts of the NASU 2013, 2, 13-18.

[39]. Bilet, V.; Dovgoshey, O., Boundedness of pretangent to general metric spaces. Ann. Acad.
Sci. Fenn. Math. 2009, 39, 73-82.

[40]. Chousionis, V., Directed porosity on conformal iterated function systems and weak
convergence of singular intervals. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 2009, 34, (1), 215-232.

[41]. Tkadlec, ]., Constructions of some non-o-porous sets on the real line. Real Anal. Exchange
1983-84, 9, (2),473-482.

[42]. Zajicek, L., On cluster sets of arbitrary functions. Fund. Math. 1974, 83, 197-217.

[43]. Zajicek, L., Porosity and o-porosity. Real Anal. Exchange 1987-88, 13, 314-350.

[44]. Wade, W. R,, An introduction to Analysis, Pearson education, 1995.

[45]. Abdullayev, F.; Dovgoshey, O.; Kiiclikaslan, M., Metric spaces with unique pretangent
spaces. Conditions of the uniqueness. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 2011, 36, (2), 353-392.

61



Maya Altinok, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2019

0ZGECMIS

Adive Soyadi :Maya ALTINOK

Dogum Tarihi :09.02.1987

E-mail :mayaaltinok@mersin.edu.tr

Ogrenim Durumu

Derece Boliim/Program Universite Yil

Lisans Matematik Gazi Universitesi 2005-2009
Yiiksek Lisans Matematik Gazi Universitesi 2010-2013
Doktora Matematik Mersin Universitesi 2013-
Gorevler :

Gorev Unvani Gorev Yeri vil
Arastirma Gorevlisi | Mersin Universitesi ~-Matematik Boliimii 2013-
Eserler

1.) Altinok M., inan B., Kiiciikaslan M., On Asymptotically Wijsman Deferred Statistical
Equivalence of Sequences of Sets. Thai Journal of Mathematics, In Press, 2019

2.) Altinok M., Porosity Supremum-Infimum and Porosity Convergence. Konuralp Journal of
Mathematics, 6, 163-170,2018

3.) Altinok M., Kiiciikaslan M., Ideal Limit Superior-Inferior. Gazi University Journal of
Science, 30,401-411, 2017

4.) Altinok M., Dovgoshey 0., Kii¢likaslan M., Unions and Ideals of Locally Strongly Porous
Sets. Turkish Journal of Mathematics, 41, 1510-1534, 2017

5.) Altinok M., Kurtdisi Z., Kiiglikaslan M., On Generalized Statistical Convergence. Palestine
Journal of Mathematics, 5, 50-58, 2016

6.) Altinok M., Kiiciikaslan M., On Porosity-Convergence of Real Valued Squences. An. Sti.
Univ. “Al I. Cuza” lasi Sect. I a Mat., Accepted, 2016

7.) Altinok M., Dovgoshey O., Kiiciikaslan M., Local One-Sided Porosity and Pretangent
Spaces. Analysis, 1, 1-29, 2015

8.) Altinok M., inan B,, Kiiciikaslan M., Deferred Statistical Convegence of Sequence of Sets
in Metric Spaces. Turkish Journal of Mathematics and Computer Science, 1, 1-19, 2015

9.) Altinok M., Kiiciikaslan M., A-Statistical Supremum Infimum and A-Statistical
Convergence. Azerbaijan Journal of Mathematics, 4, 31-42,2014

10.) Altinok M., Kiiciikaslan M., A-Statistical Convergence and A-Statistical
Monotonicity. Applied Mathematics E- Notes, 13, 249-260, 2013

11.) Kiglikaslan M., Altinok M., Statistical Supremum Infimum and Statistical
Convergence. The Alligarh Bulletin of Mathematics, 32, 1-16,2013

62



