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OZET
BAZI p —ADIK TRIGONOMETRIK FONKSIYONLARIN MAHLER ACILIMLARI UZERINE
Bu tezde bazi p-adik trigonometrik fonksiyonlar géz 6niine alinmistir. p-adik degiskenli
trigonometrik fonksiyonlar kuvvet serileri ile taniml fonksiyonlar olarak gézoniine alinmaktadir.
Reel durumda oldugu gibi her siirekli fonksiyona bir polinomla yaklasilabilir. Fakat p-adik

durumda durum daha sadedir. Gergekten her f € C(Z, — C,) fonksiyonu icin (%) binom katsayisi

(n.dereceden bir polinom) olmak tizere,

f@=) a()
n=0

seklinde yazilir. Bu agilima f nin Mahler agilimi denir. Burada a,, sayilari

an = ;)(—1)"* ()f@—k, @=012.)

ile belirlidir ve bunlara f nin Mahler katsayilari denir.

Bu ¢alismada bazi p-adik trigonometrik fonksiyonlarin Mahler agilimlari elde edilmis ve
Mahler katsayilar1 hesaplanmistir. Ayrica, bu fonksiyonlarin Volkenborn integralleri ve

fermiyonik p-adik integralleri icin sonuglar elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Mahler acilimi, Mahler katsayilari, p —adik trigonometrik
fonksiyonlar, Volkenborn integrali, fermiyonik p —adik integral

Danisman: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.



ABSTRACT
ON THE MAHLER EXPANSIONS OF SOME p —ADIC TRIGONOMETRIC FUNCTIONS
In this thesis we consider some p —adic trigonometric funtions. The trigonometric
functions with ap —adic variable are defined by power series. As the real case, for every continous

function can be approximatied by a polynomial functions. But in p —adic case, the situation is

more simple. In fact, for every f € C(Z, — C,) can be writen in the form of

f@=) a()
n=0

where (7) is the binomial coefficient (a polynomial of degree n). This expansion is called as

Mahler expansion of f. The numbers a, are determined by formula

a, = ;(—1)’\* (Z) fn—k), m=012..)

and they are called as Mahler coefficients of f.
Their in this work, Mahler expansions of some p-adic trigonometric functions were
obtained and Mahler coefficients were calculated. In addition, some results were obtained for

Volkenborn integrals and fermionic p-adic integrals of these functions.

Keywords: Mahler expansion, Mahler coefficients, p —adic trigonometric functions,

Volkenborn integral, fermionic p —adik integral.

Advisor: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Department of Mathematics, University of Mersin.
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SIMGE VE KISALTMALAR DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi
Tam sayilar kiimesi
Rasyonel sayilar kiimesi
Reel sayilar kiimesi
Karmasik sayilar kiimesi

p —adik tam sayilar halkasi

Mutlak deger normu

p —adik norm

p —adik sayilar cismi

Q, p-adik sayilar cisminin cebirsel kapanisinin tamlagtirici cismi
p —adik degerlendirme

p —adik faktoriyel

a merkezli r yaricapl agik yuvar

n nin g-analogu

q-binomial katsay1

Mahler tabani

2.tip Stirling sayilari

Klasik Bernoulli sayisi

Klasik Euler sayisi

p-adik Bernoulli sayisi

Euler sayisi

olcli

Z,, uzerinde p-adik integral

q-0lct

p-adik g-integral (q —Volkenborn integrali)

Z,, uzerinde fermiyonik anlamda p-adik q —integral

Z,, uzerinde fermiyonik anlamda p-adik integral
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1. GIRiS

Bilimsel calismalarda ve giinliik yasamda genellikle Q rasyonel sayilar cismi kullanilir. Q
Rasyonel sayilar cismi sadece trivial norma gore tamdir ve Q Rasyonel sayilar cisminin genel
mutlak deger normuna gore tamlastirilmasi ile R Reel sayilar cismi elde edilir. Ostrowski Teoremi

ile Q ‘daki her norm ya genel mutlak deger normuna ya da p bir asal say1 olmak iizere ||, p-adik

normuna denktir [1]. Simdi p-adik normu Kkisaca tanitalim. p keyfi fakat sabit bir asal say1 olsun.

Herhangi bir x € Q, x # 0 icin

ptab

olacak sekilde tek tiirlii belirli bir « € Z tamsayisi vardir ve bu durumda

x|, =p~*
ile tammlamir. Eger x = 0 ise |0],, = 0 olarak alnir. |-|,fonksiyonu bir norm tanimlar ve ii¢ggen

esitsizliginde daha giiclii olan ve ultra metrik liggen esitsizligi adi verilen

lx + Y|p < max{lxlp' b’lp}

esitsizligini saglar. Ultrametrik liggen esitsizligini saglayan bir norma bir Arsimedyan olmayan

norm ve bu normlu cisimlerde yapilan analize de non-Arsimedyan Analiz denir.

p-adik saylar cismi, Q, 1904 te Kurt Hensel tarafindan inga edilmis ve belli bir siire sadece

sayilar teorisinde, cebirsel geometride, cebirsel ve aritmetiksel dinamiklerde ve sifreleme gibi

matematiksel alanlarda kullanilmistir [2].

1987 de Volovich tarafindan bazi fiziksel sistemlerin modellenmesinde ve p-adik sacilma
genliginin yapilandirilmasiyla birlikte p-adik sayilar uygulamali alanlarda kullanilmaya
baslamistir. Ornegin; sicim kuraminda kuantum mekaniginde, yer c¢ekiminde p-adik sayilar
kullanilmistir. Daha sonraki yillarda tip, psikoloji, sosyoloji, kontrol teorisi icin p-adik metodlar

kullanilmaya baslamistir [3-4].
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Q Rasyonel sayilar cismin ||, p-adik normuna gore tamlastirilmasi ile elde edilen cisme
Q, p-adik sayilar cismi denir. Ostrowski teoremi ile Q Rasyonel sayilar cismin miimkiin olan
tamlastirmalar1 Arsimedyan olan R Reel sayilar cismi ve p bir asal olmak {izere Arsimedyan
olmayan Q, p-adik say1 cisimleridir. Q, p-adik sayilar cismi 1904 te Kurt Hensel tarafindan insa
edilmis ve uzun siire p-adik sayilar sadece sayilar teorisinin bir alaninda kullanilmistir [2]. Fizikte
niye sadece reel sayilarin kullanildigl sorgulanmaya baslanmis ve 1968 te iki teorik matematikei
olan A.F. Monna ve F. Van der Blij tarafindan p-adik sayilar fizikte kullanilmaya baslanmistir. 1984
te V.S. Vladimirov ve I. V. Volovich p-adik sayilarin siiper cisim teorisine basarili sekilde
uygulanmasi ile birlikte p-adik sayilar uygulamali alanlarda da kullanilmaya baslanmistir [3].
Bununla beraber fizikte p-adik evren modeli, p-adik kuantum teorisi, p-adik sicim kurami gibi
alanlar olusmustur. Matematikte p-adik sayilarin kullanilmasi ile yapilan ¢alismalar p-adik analiz
denilen bir alanda toplanmistir. Reel sayilarla yapilan kavramlar p-adik sayilarin kullanilmasi ile

yeniden tanimlanmasina ve yorumlanmasina baslanmistir [3-4].

Cp, Q, p-adik sayilari cisminin cebirsel kapanisimin tamlagtirict cismi olmak izere,
Kaplansky Teoremi ile her f:Z, — C, siirekli fonksiyona polinom fonksiyonlarla diizgiin olarak

yaklagilabilir [5]. Burada x € Z, olmak tizere binom Katsayilar1 (’5) =1ve

(icl):x.(x—l)..r.l!(x—n+1)

(n=1,2,...) ile tanimlansin. Buna gore (fl) n. dereceden bir polinomdur ve
X
x—>() (x € Zy,n € N)

n

polinom fonksiyonlar1 C(Z, — C,) uzaymin bir ortonormal tabanini olusturur. Bagka bir deyisle

her f € C(Z, - C,) i¢in tek turlt belirli ay, a4, ay, ... € C,, sayilari vardir ki

f@=>a() (x € Z,)
n=0

dir. {(;) ne N} tabanina C(Z, — C,) nin Mahler tabani ve

@ =2 a()
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deki {a,: n € N} sayilarina Mahler katsayilar1 denir [6]. Bu ¢calismada baz1 p-adik trigonometrik

fonksiyonlarin Mahler a¢ilimlar: ve Mahler katsayilar: belirlenmistir.

Reel degerli stirekli fonksiyonlar uzayindaki 6l¢ii teorisinin aksine olarak C(Z, — Cp)

uzayinda o6telemeyi koruyan tek 6l¢ti u = 0 dlciistidiir. Bunun i¢in p-adik fonksiyonlarda bu

ozellik terkedilmistir. Bir f € C*(Z, — C,) fonksiyonu i¢in

N
lim %> 1)
j=0
limiti var ve bu limit f nin Volkenborn integrali olarak tanimlanir ve

i{ f(x)dx

ile gosterilir. Eger f(x) = c ise

Z{ f(x)dx =c

dir. Ayrica 6teleme altinda invaryantlik 6zelligi yerine

[ re+vax- [ reoax = o
Ly Ly
saglanir. Bunun yaninda eger

flx) = Z a (z) € CY(Z, - Cp)
n=0

ise bunun Volkenborn integrali

[oe]

s

n=0

dir [5-7]. Bu tezde bazi p-adik trigonometrik fonksiyonlarin Volkenborn integralleri hesaplanmis

ve bunlarla ilgili 6zellikler verilmistir.

Volkenborn integrali ilk defa 1971 de A. Volkenborn tarafindan ortaya koyulmustur [8-9].
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Taekyun Kim, 2002 de g-Volkenborn integralini ve Fermiyonik anlamda g-Volkenborn
integralini tanimlamistir [12]. 2005 te de Fermiyonik anlamda g-Volkenborn integralinin bazi
ozelliklerini arastirmis ve bu integralden yaralanilarak g-Euler sayisini tanimlamistir [11]. 2008
de Fermiyonik anlamda g-Volkenborn integralini kullanarak Bernoulli ve Euler sayilarina iliskin
Witt'nin formiilleri verilmistir [12-13]. p-adik sayilar cismi lizerinde Euler say1 ve polinomlari ile
ilgili Bernstein polinomlarinin Fermiyonik p-adik integral temsilleri iizerine ¢alisilmistir [14-15].
Fermiyonik p-adik integral kullanilarak, Bernoulli polinomlari, Euler polinomlari ve trigonometrik

fonksiyonlar lizerine ¢alisiimistir [16-17].

Bu c¢alismanin son kisminda bazi trigonometrik fonksiyonlarin fermiyonik p-adik

integralleri ile ilgili bagintilar elde edilmistir.

Bu tezde baz1 p-adik trigonometrik fonksiyonlar goz 6niine alinmistir. Bu fonksiyonlarin
Mahler agilimlari, Mahler katsayilar1 bulunmustur. Ayrica bunlarin Volkenborn integralleri ve

Fermiyonik p-adik integralleri hesaplanmistir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
Bu boliimde tez boyunca kullanilacak bazi temel tanimlar ve teoremlere yer verilecektir.

3.1. p-ADIiK SAYILAR

3.1.1 Bir Cisim Uzerinde Norm

Tanim 3.1.1. K bir cisim olmak tizere, |-|: K — [0, o) fonksiyonu,

i. Herx € Kicin, ||x]| = 0,||x]| =0 x=0
ii. Herx, y € K icin, |[xyll = [lx|l[ly]l
iii.Her x, y € K icin, ||x + y|| < ||x|| + ||yl

seklindeki li¢ kosulu sagliyorsa bu fonksiyona bir norm denir.

Eger bu fonksiyon,
iv.Her x,y € K i¢in, [|x + y|| < max{||x|, llyll}

kosulunu da saglarsa bu norma K {izerinde bir non-Arsimedyan (Arsimed olmayan) norm
denir [1] . (iv) kosulunu saglamayan bir norma bir Arsimedyan norm denir.

(iv) kosulu, (iii) kosulundan daha giiglidiir. Cinki max{||x||, ||y} < x|l + |[y]| esitsizligi,
V x, y € K icin saglanir.

—x, x <0

v x>0 ile taniml mutlak deger arsimedyandir. Bu mutlak degere

Ornek3.1.1: x € Z, ve |x| = {

genellikle sonsuzda mutlak deger denir ve ||, ile gosterilir.
Lemma 3.1.1. Bir K cismi lizerinde herhangi bir |-| normu i¢in asagidakiler saglanir [1]:

i |11 =1

ii. x € Kven € Z\{0} icin, ||x™|| = 1ise, ||x|| = 1.
iii.]| =1 = 1.

iv.Her x € K igin, ||[—x]|| = ||x]|.

v. Eger K sonlu bir cisim ise, || normu trivialdir.
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3.1.2. p —Adik Degerlendirme ve p —Adik Norm

Tamim 3.1.2: p herhangi bir asal say1 olsun. n # 0 ve n € Z i¢in v,(n),n yi bélen p nin en biiyiik

kuvvetini gostersin:

!

n=p»™n’, pin'.
Bu gosterim tektir.

Bu taktirde, v,: Z\{0} — Z* U {0} fonksiyonuna Z'de p — adik degerlendirme denir.
Ornek 3.1.2: p = 5icin 145 sayisi, 135 = 5. 29 oldugundan, v5(145) = 1 bulunur.

Not 3.1.2: x = % € Q% igin,

vp(x) = vp(a) — vy (b) (3.1

tanimu ile v, fonksiyonu, Q rasyonel sayilar cismine genisletilmis olur. Burada v, (x) degeri,

x in kesir gosteriminden bagimsizdir. Yani, a/b = c¢/d ise,
vp(a) — vp(b) = vy(c) — v,y (d)

Kolayca gosterilebilir ki, x = % € Q* p — adik degerlendirme,

!

a
X = Pv”(x)-y , pta b

ile belirlenir.

Ornek 3.1.3.p = 5icin, vs(1) = 0, v5(145) = 1 ve bdylece (3.1) ile,

Vg (%5) = v5(1) — v5(145)
=0-1
=-1
bulunur.

Lemma 3.1.4 . Her x, y € Q icin,

iy =) +v,©)
i v,(x+y) = min{v,(x), v,»} [1].



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

3.1.3. p —Adik Degerlendirmenin Ozellikleri

Tamim 3.1.3: p sabit fakat keyfi bir asal say1 olmak iizere ||, p-adik normu asagidaki sekilde
tanimlanir:

Herhangi bir x € Q, x # 0 i¢in

x=p“-Tpla-b
olacak sekilde tek tiirli belirli bir a € Z,, tamsayisi vardir ve bu durumda

|x|p =p™

ile tanimlanir [1].

Eger x = Oise |0], = 0 olarak alnir.
Ornek 3.1.4: p=5icin |35|s = 51, p=3i¢in |45|; = 372 dir.

Sonug 3.1.3: Her p asal sayisi i¢in |-|,, non-arsimedyandir.

Arsimed Ozelligi: K bir cisim olsun. V x, y € K, x # 0 icin, 3 n € Z* vardir dyle ki ||nx|| > ||yl

esitsizligi saglanir.

Uyarrt: Arsimed 6zelligi Q ve R deki genel mutlak deger normu igin gecerlidir.

Keyfi bir K cismi icin ¢: Z - K

(1+1+-+1

, n>0
n kez
n->< 0, n=20
L 1+14+--+1
(e
n kez

doniisiimii tanimlansin.
Teorem 3.1.5. A = ¢(Z) c K kiimesine K nin tamsayilari denir. K da bir |-| normunun non-
Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a € A icin |a| < 1 olmasidir [1].

Sonug 3.1.5 Bir |-| normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

sup{||n||:n € Z} = 1 olmasidir.



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

3.2. Metrik Uzay

Tanim 3.2.1. K bir cisim ve |-|, K da bir norm olsun.V x, y € K icin,

d(x,y) = |x =yl
ile taniml

d:K x K » R* = [0, 00)

fonksiyonuna, |-| normuyla iiretilen metrik denir [18].

d(x,y) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar:

i. Herx, y € Kicind(x,y) =2 0ved(x,y) =0 x =y,
ii. Herx, y € Kigind(x,y) = d(y, x),
iii.Her x, y, z € Kicind(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (licgen esitsizligi).

Tanim 3.2.2. Bir kiime tizerinde bir metrik tanimli ise bu metrik ile birlikte bu kiimeye bir

metrik uzay denir.

Lemma 3.2.3 (||, K) cismi lizerinde bir norm ve metrik d(x,y) = |x — y| ile tanimli olsun. Bu

takdirde, |-| normunun non-Arsimedyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her x, y, z € K igin,

d(x,y) < max{d(x,z), d(z,v)} (ultra metrik esitsizligi)
olmasidir [18].
Lemma 3.2.4. ||, ve ||, bir K cisminde iki norm olsun. Asagidaki ifadeler denktir [1]:
i. |-|; ve ||, denk normlardir.
ii. Herx e Kicinl|x|; <1 e x|, <1.
iii. 30 € R, @ > 0 6yle ki her x € K icin, |x|; = |x|,“.

iv. Vx eKicin|x|; <1 e |x], < 1.

Teorem 3.2.5: (Ostrowski) Q lizerinde tanimli her non-trivial norm, p=co veya p bir asal say1
olmak lizere bir ||, normuna denktir [1].

Ostrowski teoremi ile Q da miimkiin olan biitiin normlar belirlidir.

Lemma 3.2.5. K bir cisim ve |. |, K da bir non arsimedyan norm olsun. Eger x, y € K ise

|x + y| = max{|x], |y[}
dir.
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Ornek 3.2.2. p = 5 i¢in Q da 5-p-adik norm ile koseleri

2 17
TV s
olan ilicgenin kenar uzunluklari:
2 1 1 1] 1
d = |— — — = |— = = S_UP( /5) = 5_(_1) = 5
*x,7) |15 5|5 |15|5 115
2 7 -5 —1  |1s
d ) = |— — — :|— :|— :—:50:
%2 =5~ 15. T [, T 131, T B
1 7 —4 |45 1
dy,2)=|z——=| =|=| =mzr =57/ =5 D=5
02 =5~ 151, = |15, = 1515

Sonug 3.2.2. Bir ultra metrik uzayda biitiin tiggenler ikizkenardir [5].
Tamlastirma icin gerekli olan topoloji kavramlari hatirlayalim:

Tanim 3.2.6: K bir cisim ve |-| K da bir norm olsun.

1) (Jx,|) © K da bir dizi olsun. Eger her & > 0 i¢in dyle bir N € N vardir ki

hern,m2>N iken |x,, — x,,| < € ise (x,,) ye bir Cauchy dizisi denir.

2) K nin her Cauchy dizisi (K da) bir limite sahipse K ya tamdir denir.

3) Sc K olsun. Her xe K ve her € > 0 icin B(x,&) NS+ 0 ise

S ye K da yogundur denir.

Teorem 3.2.7:Q cismi, trivial olmayan herhangi bir norma gore tam degildir [1].

Reel analizden biliniyor ki:

* ||, Rye genisletilebilir.

* R, ||, normuyla tliretilen metrige gore tamdir.
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¢ Q, R de yogundur.
Yani,
R, Q nun ||, normuna gore tamlastirilmasidir.

Qnun ||, p-adik normuna gore tamlastirilmasi asagidaki sekilde yapilabilir:
Teorem 3.2.8: Q nun bir (x,,) dizisi non-arsimedyan |-|, normuna gore bir Cauchy dizisi olmasi

icin gerek ve yeter kosul,
lim |xp4q — xnlp =0
n—oo

olmasidir.

Lemma. |-|,,, Q da bir p-adik norm olsun. Q nun [-|,, ye gore biitiin Cauchy dizilerinin kiimesini C

veya C(Q )ile gosterelim:
C=C@Q = {(x,):(x,) I, ye gore bir Cauchy dizisidir.

C kiimesi,

(xn) + ) = (xn + )
(xn)- ) = Cen- )
ile tanimli islemlere gore bir birimli halkadir.

Tamm 3.2.9. V' c C idealj, ||, ye gore sifira (0) yakinsayan dizilerin kiimesi olarak
N ={(x,) € C:x,, » 0} = {(xn): lim|x,|, = 0}
n—-oo

ile tanimlanan kiime C nin bir maksimal idealidir. Buna gore ' maksimal ideal oldugundan C\ V'
bir cisim olusturur.
Tanim 3.2.10. Q, p-adik sayilar cismi, C halkasinin V' maksimal idealine boliim cismi olarak

tanimlanir:

Q, = C\V.

10
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Q, ye p-adik sayilar cismi denir [1]. Her x € Q sayis1 (x) sabit dizisinin denklik siifinin

temsilcisi olarak alinirsa Q c Q,, oldugu goriilir |-|,, Q, ye asagidaki sekilde genisletilebilir.
Tamim 3.2.12. 1 € Q,, ve (x,,), 4 ile gosterilen bir Cauchy dizisi ise
Mlp: = ii_t’?olxnlp

ile tanimlidir.

Qpbir bolim cismi oldugundan @, nin elemanlar1 Cauchy dizilerinin denklik simiflaridir.

Teorem 3.2.13. Q, Q,nin yogun bir alt kiimesidir.

Sonug 3.2.14. Her p € Z asal say1s1i¢in, || ,non-arsimedyan norma sahip bir Q,, cismi vardir
oyle ki;

1) |-|, nin Q ya kisitlanis ||, p-adik normunu verir.

2) Q, Qpde yogundur.

3) Qp, ||, ye gore tamdir [1].

(1), (2) ve (3) kosullarini saglayan Q,, cismi normu Koruyan izomorfizm harig tek turli belirlidir.
Tanim 3.2.15.. 0-merkezli kapali birim topuna
Z,={xeqQ,:|x|, <1}
p -adik tamsayilar halkast denir. Bu kiime hem kapali hem agiktir.
Teorem 3.2.16. (Gésterim)
* VxE€1Z,igin
X =ay+a;p+ap?+--

olacak sekildeki tek tiirli a; € {0,1,...,p — 1} sayilar1 vardir.
e Vx € Q,icin

X=a_p,p ™+ -ta_pt+ayt+ap+-
olacak sekilde tek tiirlii belirli

11
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a; €{0,1,...,p—1}
sayilar1 vardir. Burada,

a_y, # Oise |x|, =p™

dir.

Lemma 3.2.17. Q,,'de bir (a,,) dizisinin bir Cauchy dizisi veya buna denk olarak yakinsak olmasi

icin gerek ve yeter kosul,

lim|a —a =0
n—>oo| n+1 nlp

olmasidir.

Sonug 3.2.18.

[M]s
2

n=0
Qpde bir seri olsun.
o
Z a, yakinsaktir & lima, =0
n—oo
n=0
dir. Bu durumda,
oo
Z ay| < max|a,l,
n
n=0 p

esitsizligi saglanir.
Ornek 3.2.17.

1 .
a) an =+ dizisi i¢in,

1 1

1
li | = lim ————
noe [ + 1 nl, e |n(n+1)|p

vp:<ﬁ)-ﬁ0

oldugundan dizi yakinsak degildir.

12
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a) a, = p"dizisiicin,

lim [p™*! —p"|, = lim [p"(p — DI,
n—oo n—-oo
= [i n [ — =
= fimlp"lp limlp — 11, = 0
oldugundan dizi yakinsaktir ve limiti O dir.

Onerme:

f&x) = i anx"
n=0

olsun ve
1

p=——r—
lim sup’y/|a,|

tanimlansin. Burada limit sifir veya sonsuz oldugunda (0 < p < o0) asagidaki kurallar kullaniriz:
i. p = 0iseozaman f(x) sadece x = 0 icin yakinsar.
ii. p = oo ise f(x) her x € Q,, igin yakinsar.
iii. 0 < p <oove lim|a,|p™ = 0 ise yakinsaktir f(x) & |x, < p.
n—-oo
iv. Eger 0 < p < o0 ve n sonsuza giderken |a,|p™ sifira gitmez ise o zaman
f(x) & |x,| < p yakinsar

[1].

Tanim (Binomial katsayr polinomu): (1 + x)" ifadesini Q[x] in (rasyonel katsayili polinom

halkasi) polinomu olarak disiinelim ve burada n > 0 bir tamsayidir.

(1 + x)™ agiliminda her k > 0 tamsayisi icin x* ve (2) katsayilar1 olmak tzere;

v = () (s (o= Y (7)o

yazilimi vardir. Burada,

binomial esitlikleri vardir.

13
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Tanim (Bernoulli Sayilar1): b,, Bernoulli sayilari sayi teorisi ile 6nemli iliskileri olan ve bir ¢ok

aritmetik 6zellige sahip olan rasyonel sayilar dizisidir.

t S
m=zbnm, |t|<27’[ (Tl>1)
n=0

Ifadesi exponansiyel fonksiyonun genellestirilmesidir. Serideki b,, sayilarina Bernoulli sayilar1
denir.Bu sayilar trigonometrik fonksiyonlarin aciliminda ortaya ¢ikar. Sayilar teorisinde ve

analizde ¢ok 6nemli yere sahiptir.

1 1

Bazi Bernoulli sayilar1 by =1, b; = —7 b, = g,b3 = 0, ... dir. b; den sonraki tiim tek say1

indexleri 0 dir. Bu sayilar trigonometrik seri agilimlarinda goriiliir ve say1 teorisi ve analizinde
onemlidir.
Tamim (Euler Sayilari): Euler sayilari, asagidaki Taylor seri agilimi tarafindan tanimlanan tam

saylilarin g, dizisidir. A¢ihimda g, katsayilari,

2 _°° ¢n
=) e (el <m)
n=0

dir. Her m = 0,1, ... tamsayilari i¢in &€5,,417 = 0 olmak {lizere,

& = 1,81 = _2,82 = _1,84 = 5,...

dir.

Euler sayilari i¢in

k=0
2|m—k

= Y (e
m
dir.
Leonard Euler tarafindan Euler polinomlari ve Bernoulli polinomlari tanimlanmistir. 1954 te
Leonard Carlitz klasik Euler polinomlari ve Euler sayilarini genisletmistir ve g-Bernoulli ve g-Euler

polinomlar ve sayilarini tanimlamistir [19-20].

14
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3.3. Baz1 Trigonometrik Fonksiyonlarin p-adik Kuvvet Seri A¢cilimlari

1.
b (_1)n+1. xn
2
n=1

serisi |x|, < 1i¢in yakinsaktir ve bu seri log(1 + x) ile gosterilir. Buna gore

b —1 n+1. -1 n
g = 3 CU D
n=1

serisi |x|, < 1i¢in yakinsaktir ve buna p-adik logaritma fonksiyonu denir ve log(x) ile gosterilir.

1
kuvvet serisi |x[, < p'-? icin yakinsaktir ve buna p-adik iistel fonksiyon denir ve exp(x)ile

gosterilir.

< Ozellik
1
X €Zy,lx| < p'-? olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur.

i |log(1+x)|,=Ixl, , lexp(x) —1] <1
ii. |exp(x)| = |x|

% Ozellik
. .
|x|, <p-?, |yl, <p'-? ise bu durumda asagidaki 6nermeler dogrudur [1].

i. exp(x+y)=-exp(x).exp(y).
ii. log(exp(x)) =x.
iii. exp(log(1+x))=1+x.

[oe]

(_1)nx2n+1
Z 2n+1)!

n=0

15
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serisi x € E icin yakinsaktir ve bu kuvvet serisi sinx ile gosterilir. Buna gore,

® (_1)nx2n+1

SIE= T 2n+ 1)
n=0

x € E icin yakinsaktir ve buna p-adik siniis fonksiyonu denir.

® (_1)nx2n
(2n)!

n=0

kuvvet serisi x € E icin yakinsaktir ve bu kuvvet serisi cosx ile gosterilir. Buna gore,

b (_ 1)nx2n

cosx =
(2n)!
n=0
serisine p-adik cosiniis fonksiyonu denir.
5.
2, y2ntl

Z 2n+1)!
n=0

serisi x € E i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi sinhx ile gosterilir. Buna gore,

2n+1

X
et
stnax Zn+ 1)
n=0

serisine p-adik hiperbolik siniis fonksiyonu denir.

6.
2n)!
£ (2n)
serisi x € E i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi coshx ile gosterilir. Buna gore,

o X210
coshx = Z 2!
n=0

serisine p-adik hiperbolik cosiniis fonksiyonu denir.

16



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

had (—1)n122n(22n-1) p, -
Z 2n)! x

serisi x € Z,, i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi tanx ile gosterilir. Buna gore,

b -1 n—122n 221’1—1 b
tanx = Z =D (275)! ) 2 x2n-1

X € Zyp igin yakinsaktir ve buna p-adik tanjant fonksiyonu denir. Burada b, n —inci klasik

Bernoulli sayisidir.

o (—1)"22" by,
(2n)!

2n—1
n=0
serisi x € Z,, i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi cotx ile gosterilir. Buna gore,

o (—1)"22% by,
(2n)!

cotx = 2n=g

n=0

serisix € Zj, igin yakinsaktir ve buna p-adik cotanjant fonksiyonu denir. Burada b,, n — inci klasik

Bernoulli sayisidir.

0o n
n=0 k=0
serisi x € Z,, i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi sechx ile gosterilir. Buna gore,

[oe] n
sechx Z Z
n=0 k=0

X € Zy, i¢in yakinsaktir ve buna p-adik hiperbolik secant fonksiyonu denir. Burada & k —

yinct klasik Euler sayisidir.

10.

(2n)! |

serisi x € Z,, i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi cosecx ile gosterilir. Buna gore,

17
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d (_1)n+1(22n—1 _ 1)-b2n -
cosecx = X

Z (2n)!
n=0

X € Zy icin yakinsaktir ve buna p-adik cosecant fonksiyonu denir. Burada b, n — inci klasik

Bernoulli sayisidir.

11.

b (_1)nx2n+1

2n+ 1)!
n=0

serisi x € Z,, i¢in yakinsaktir ve bu kuvvet serisi arctanx ile gosterilir. Buna gore,

® (_l)nx2n+1

arctanx = W
n=0

X € Zy igin yakinsaktir ve buna p-adik tanjant fonksiyonunun tersi denir.

18
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3.4.C(Z, - K) icin Mahler Tabani

Bu tez boyunca K 5 Q, olsun. p -adik degiskenli siirekli fonksiyonlarin davraniglari reel
stirekli fonksiyonlarinkinden olduke¢a farklidir. Reel analizdeki bir¢cok temel teoremin p-adik
analizde karsiigi yoktur. Klasik analizde, bir yuvar iizerinde reel veya karmasik degerli
fonksiyonlara diizgiin olarak yaklasilabilir.

1958 de Mahler, 6zel polinomlari kullanarak Z, den K ya siirekli fonksiyonlar i¢in bir agilim
tanimlamigtir[6]. Ayrica, tim x € Z, i¢in |(f1)|P <1 olacak sekilde Z, den Z, ye n.binomial

katsayi1 polinomunu incelemistir. lim a,, = 0 ile her bir a,, € K dizisi i¢in

n—-oo

f@=>a() (cem)
n=0

serisi Zp, > K bir stirekli fonksiyon tanimlar. Mahler,

an = Z (Z) =D"f k), suplfx)l, = max |anl,

=0 X€eCp

ile tek tiirlii Z, den K ya siirekli fonksiyonlar1 tanimlamistir. Burada ay, f nin Mahler katsayilari

ve

[oe]

> ()

n

serisine f nin Mahler acilimi denir.

Tanim: (i) sembolii x € K,n € {0,1,2, ...},

(x—1..(x—n+1)
(x) =1ve (x) = X
ile tanimlanir. n n!

Teorem 3.4.1. (3), (D, (;), ... fonksiyonlari C(Zp - K) nin bir ortonormal tabamini (Mahler

tabanini) olusturmaktadir. Diger bir deyisle asagidaki 6zelliklere sahiptir [5]:
i. fe C(Zp - K) olsun.

19
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[o¢]

fx) = Z a, (z) (x € Zp)

n=0
olacak sekilde K nin ay, aq, ... tek tiirlii elemanlari ( f nin Mahler katsayilar1) vardir. Bu seri diizgilin
yakinsaktir ve
Ifllc = max{|a,|: n € 0,1,2,...}dir.

ii. Eger ay, ay, ... elemanlari K da sifir dizisi ise
(00}
2, ;)
x - a
"\n
n=0

fonksiyonu (Z, — K) ya stirekli bir fonksiyon tanimlar.
a, katsayisi fark operatort ile bulunabilir. Yani; f € C(Z, - K) i¢in
(Lif)x) = fx +1) (x €Zyp)
Af =Lif = f

tir. Varsayalm ki, f € C(Z, - K) ve f(x)

f@=>) a()
n=0

Mahler agilimina sahip olsun. O halde

Af = T;an+1 (:l)

dir. k € Z,, k = 0igin,

*
kf_
A% f = z an+1 (n)
n=0
dir. Buradan,

(4 £)(0) = a,

bulunur.
k k
a === Y 04 )y
=0

20
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dir. Burada
L)) =flx+))
dir. O halde
k
rk

kf — —1Yk—J i

a¥f ]ZO( DI (1) £
dir [21].

Lemma 3.4.2 (C(Zp - (Cp), || || ) uzay1 ortogonal tabana sahiptir.

Lemma 3.4.3. (C(Zp - Cp), |l ||oo) uzay1 Q, tuzerindeki bir Banach uzayi olarak ortogonal tabana
sahiptir.

Teorem 3.4.4: f € C(Zp - K) fonksiyonu

f@ =) a()
n=0

Mahler a¢ilimina sahip olsun. a,, katsayisi
n
m
ap = Z(—l)”" ( .)f(i) n=012,..)
— J
j=0
ile f fonksiyonundan tekrar elde edilir [21].

Lemma 3.4.5: f € Z, — K sinirli fonksiyon ve

an = (0¥ (1) F(0
k=0

olsun. a,, i bulmanin bir farkl yolu da

x‘l"l.

DW= (o) ) ay—r (xEE)
n=0 n=0

n!

Denklemini kullanmaktir. Burada E,

xn

n!
kuvvet serisinin yakinsaklik bélgesidir [21].
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Ornek 3.4.6. (Siniis ve Cosiniis fonksiyonlari icin Mahler agilimi)

p # 2,a € pZy olsun. O zaman

Burada x € Z,, dir. Her n igin;

1 2n
ayp = (—1)"22"(sin§a) sinna

Aypsr = (—1)”22”+1(sinza) cos(n +E)a

1
byy = (—1)”22”(sinza) cosna

o = (—1)”22”+1(sinza) sin(n +E)a

dir [5].
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3.5.1. Volkenborn integrali

Klasik Riemann integralinde calistigimiz fonksiyonlarin en basit sinifi kompakt bir yuvar
tizerinde stirekli fonksiyonlar sinifidir. p-adik durumda, daha gii¢lii 6zellik olan siirekli olarak
diferansiyellenebilme kosulu varsaymaliyiz.
Tanim 3.5.1: Eger,

_f=fO) _
S

f,y) [

olarak tanimlanan iki degiskenli fonksiyon (x,y) = (a,a), x #y ikenl = f'(a) limite sahipse f
fonksiyonuna a € Z, noktasinda siirekli diferansiyellenebilirdir ve f € C(Z, — K) ile gosterilir.

p-adik degerli fonksiyonlarin integrasyonu ilk kez F. Thomas ve F. Bruhat tarafindan
diistintldii. Ancak bu integraller analitik ve aritmetiksel amaglari i¢in olduk¢a sinirhiydi. Bunun
tizerine A. Volkenborn yeni bir integral tanimladu.

Bir f fonksiyonu i¢in Riemann toplami
p"-1 p"-1

1 o Y .
p—n;f@— ;f(J)u(Hp Z,)

esitligidir. Z,, tizerinde f nin integrali bu toplamin limiti, eger bu limit varsa, tanimlanir.

Tanim 3.5.2: A.Volkenborn 1972 de f € Cl(Zp - K) nin Volkenborn integralini
p"-1

[ redx = timp > £G)
Ly j=0

olarak tanimlanmuistir.

Tanim.3.5.3. f € C(Zp - K) stirekli fonksiyonun belirsiz toplami n € N igin

n-1
n- ) f0)
j=0
interpole edilen Sf siirekli fonksiyondur [21].
X € Zj, olmak tizere Sf(x) su sekilde yazilr:

1

fG) =

0

7
L

X

—

i

-
Il
o

-
i
53
243
\h
<
p——4
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dir.

Teorem 3.5.4. f: Z,, — K stirekli bir fonksiyon ve Sf de f fonksiyonun belirsiz toplami olsun. O
halde,

Sfx+1) =Sf(x) = f(x)

dir [21].
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3.5.2. Volkenborn integralinin Ozellikleri

1) fzp lizerinde K lineer siirekli fonksiyon iizerinde f € Cl(Zp — K) olsun. Gerg¢ekten,

ff@wxﬁpwm (f € C'(Z, - K))
ZP

dir. |Ifll; = {supla,|:n € N U {0}}. Ozellikle, eger f, fi, f2, ... € C*(Z, = K) ve lim f, = f olmak
n—-oo

uzere

gggﬁmw=iﬂmm

dir.

2) (Mabhler katsayilari cinsinden Volkenborn integrali)

f= Zan (Z) € CY(2Z, - K)

n=0

olsun. O halde,

co

Jrom-Fo

n=0

dir.

3) (Analitik bir fonksiyonun Volkenborn integrali)

f:Z, — K analitik fonksiyon olmak tizere

f) = i anx™
n=0

olsun. O halde,
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Zp n n=0
dir.
4) f € Cl(Zp - K) ve s € Z, olsun. Bu durumda
i ff(x + 5)dx = (Sf)'(s)
Lp
ii. ff(x + s)dx — ff(x)dx = (Sf)'(s)
Z, Z,
veya
s—1
i, ff(x +8)dx — ff(x)dx =30
Zp Z, j=0
iv. ff(x +s+ 1dx — ff(x + s)dx = f'(s)
Ty y
dir.
Ozellikle,
[ re+vax- [ reoax = 1o
Lp Lp
dir.

6) fe Cl(Zp — K) olsun. Asagidaki esitlik saglanir:

Z{ f(=x)dx = i{ flx+ 1dx

dir. Ek olarak, eger f tek fonksiyon ise
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1
[ fedx = -5r©

Lp

dir.

3.5.3. Volkenborn integralinin Mahler katsayilar1

f=> an()eciz, k)

olsun. O zaman;

dir [5].

Ornek 3.5.2. x°x, x?, x3 fonksiyonlarinin Volkenborn integral degerini hesaplayalim.
p"-1

dx = limp‘”Zj":l
n =

ZP
p -1 1
jxdxz limp‘”ij——
n-oo 4 2
iy j=0
p"-1 1
fxzdx = lim p™ Z ji==
n—-oo { 6
iy j=0
p"-1
fx?’dx:TlLi_r){)lop‘" Zj3=0
7y j=0

dir.

Tanim[p-adik Bernoulli sayilari]: Bernoulli sayilar, B, B, ... olacak sekilde

B, = fx"dx (n=0,12,..)
Zp
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seklinde tanimlanir. Volkenborn integralini

[ re+vax - [ reoax = r©
L Ty

ozelliginden

1, =1
n _ n
f(x+1) dx fx dx = {O ne{023 3 (3.2)
Zp ZP
yazilir. Burada
n
n .
j(x+1)”dx=2(,) ijdx (3.3)
Iy j=0 y Ly
n
ANL
= ) B;
Jj=0 J
dir. Boylece,
, n=20
n
J(x + Ddx — f x"dx = Z( ) . nef{1,23, .} (3.4)
Zp j=0
yazilabilir. Buradan (3.2) ve (3.4) den B, = 1 ve
n-1
n
(.)Bj=0 (n = 2igin)
—i \]
j=0
esitligi yazilir. Ozellik 5 ve (3.2) den;
Bl + 1 n=1

f( X)" dx = f(x+1)ndx—{ B ner023 .
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dir. Boylece B, = —% ve n = 2icin (—1)"B, = B, esitligi elde edilir. Bu nedenle; B; = By =

B; = =0 dur.

Ornek 3.5.3. a € C}; ,a # 1i¢in

-1
ZP
dir.
Gercekten,
/X x
jaxdxz jZ( )(a—l)fdx—Z(a—l)f f( )
i \j J
Ly Ly J=0 Ty
dir.
Ozellik 3.5.1 den
1)y < 1)i-1
f a*dx = Z(a—l)f( D) Z _qyy EDT )

yazilir ve logaritma tanimindan

RN (T O @-1 (-1 logya
fadx—Z(a—l)J]—_— a—1 j _a—pl

Ly Jj=0 j=0

elde edilir [5].
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3.6.1. Fermiyonik p-Adik g-integral

1
I1—ql, < pr-1 ile q € Cp ve p tek asal say1 olsun . Kim, Euler sayis1 polinomlari iceren yararl

formiilleri tiiretmek icin ve Shriatini ve Yamamoto da p —adik Euler sayilarini interpole etmek
icin p-adik g-integrali birbirinden habersiz bir sekilde tanimlamislardir.

Tanim 3.6.2. Bir f fonksiyonu icin Rieamann toplaminin g —analogu

-1 n1

Z @ f() = Z F(itg( +1",)

n)q

seklinde ifade edilir. Eger bu toplamin limit (n — o) varsa Z, lizerinde f nin integrali tanimlanir.
Tanim 3.6.3. f: C(Z, — C,) fonksiyonunun p-adik g-integral ya da bagka bir deyisle g-

Volkenborn integrali

n 1

f Oy = lim o Z F e

ile tanimlanir.

Tanm 3.6.4. Fermiyonik anlamda Z, Gzerinde g-Volkenborn integrali

LoD = [ FGg() = Jim " F( I (-1 (35)
Vi ~ =0

olarak tanimlanir. Burada (x)_, = ( q) dir. f € (Z, — C,) fonksiyonuven € Nigin (3.5)

esitliginden asagidaki esitlik elde edilir [17]:

V-1
g (fx+ 1)+ D", (F () = (2), 2 f(g/ ("1,
=0
Ozel durumda n = 1 iken
ql_q(fx+ 1)+ 1_4(f(x)) = (2)4f(0) (3.6)

dir.
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3.6.2. Fermiyonik p-Adik Integral
p tek asal sayisi olsun. Fermiyonik anlamda p-adik g-integralde yararlanilarak,
f € C(Z, — C,) fonksiyonu i¢in Z, tizerinde fermiyonik p-adik integral

pN-1

L) = [ f@dn @) = Jim > FOE-1) (37
Cp j=0

olarak tanimlanir. f € C(Z, — C,) fonksiyonu i¢in (3.7) esitliginden yararlanilarak n € N i¢in

n-—1

La(fG+m) = CDMn(F0) =2 ) (D" F() (38)
n=0

Ly (fx+ 1) +1,(f(x)) = 2£(0) dir (3.9

esitlikleri yazilir [17].
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4. BULGULAR ve TARTISMA
4.1. Baz1 p-Adik Trigonometrik Fonksiyonlarin Mahler A¢ilimlari
Baz1 p-adik trigonometrik fonksiyonlarin Mahler acilimlari icin faydali blgiler iceren

asagidaki lemmayi verelim.

Lemma 4.1. ([5]). x € Z, vem € N U {0} i¢in Inm 9 tip Stirling sayilari olmak tizere

n!

(oe]
= ()
X = a
nm\,
n=0

esitsizligini dikkate alahm. n,m € {0,1,2, ... } ise asagidaki 6zellikler saglanir:

) apo=1; aym= ay,=0 (Mmn)#0; ap,=0 (n>miken),

n

i) @ = ) -1 (7)),

j=0

[ii) ap., bir tamsayidir ve n!ile béliinebilir.
) fam@x)=(x %)m(x — 1" (x € Zy,) tanimlansin. Buna gore

Apm = fn,m(l)

17) Apm+1 = n(an,m + an—l,m) (Tl = 1)

m-—1

i m
Vi) Qpyim = <] )an,j (m=1)
=0

p —adik siniis hiperbolik fonksiyonunun Mahler a¢ilimi agsagidaki teorem ile verilmistir.

Teorem 4.1.1: p > 2 bir asal say1, a € pZ, ve

sinh(ax) = i a, CL) (x €EZp)
n=0

olsun. Bu taktirde her n icin a,, katsayilari
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_ 1(expa —1)*".[(expa)®" — 1]
2n =5 (expa)?"

1 (expa — 1)2"*1 [(expa)?™*1 + 1]
Aon+1 = E (expa)2n+1

formiilleri ile elde edilir.

Ispat 4.1.1: Biliyoruz ki,

sinh(ax) = exp(ax) —ZeXp(—ax)

dir. Buradan;

sinh(ax) = %exp(ax) — %exp(—ax)
== Z(exp(a) -0r()- —Z(exp( a-1"()

serisi elde edilebilir. Buradan a,, leri behrleyehm.

l\JIP—‘

[(exp(a) — D™ — (exp(—a) — 1)"] (:Cl)

1 1
an =7 (exp(a) — " — 5 (exp(—a) — 1)

n

exp(a) B 1) ]

NIH

[(exp(@ - 1" -

(1 — exp(a))”

[(exp(a) — D" - (exp(a))"

NI»—\

_ 1(exp(@) — D™ (exp(a))" — (1 — exp(a))”
"2 (exp(aQ™

bulunur. n yerine 2n yazilirsa;

_ 1 (exp(a) — D*™ [(exp(a))*" — 1]
T2 (exp(a))?"
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ve n yerine 2n + 1 yazilirsa;

_1(exp(a) — D™ [(exp(a))?™ + 1]
1 =5 (exp(a))?™+1

bulunur.
Teorem 4.1.2: a,,, (Lemma 4.1 de verilen) 2.tip Stirling sayilar1 olmak iizere, sinh(ax)

fonksiyonunun Mahler katsayilari,

i a2n+1

a,, = - a
m Cn+1) ™"
n=m

dir.

Ispat 4.1.2. a € E olsun. sinh(ax) fonksiyonunun Mahler agilimi,

sinh(ax) = i a, (Z)
n=0

dir. sinh(ax) kuvvet seri agcilimindan

2n+1

a
sinh(ax) = Z mxzn+l
n=0 '

dir.

n < miken a,, =0 oldugundan,

had 2n+1

soner) =) ( Y fioma ) ()

elde edilir. Buna gore sinh(ax) in Mahler katsayilars,

o q2n+1
a, = ——a
n Z @n+1) ™"
n=m

olur.
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Simdi p-adik cosiniis hiperbolik fonksiyonun Mahler acilimini ve Mahler katsayilarini verelim.

Teorem 4.1.3: p tek bir asal say1 olsun. a € pZ, ve x € Z, i¢in

cosh(ax) = i Cn (z)
n=0

olsun. Bu taktirde;

1 (expa — 1)**[(expa)?*" + 1]
Con = 2

(expa)*"

ve
1 (expa — 1)?"*1[(expa)?™**t — 1]
Cont+1 = 2 (expa)2n+t
saglanir.
ispat 4.1.3: Biliyoruz ki;
cosh(ax) = exp(ax) + exp(—ax)

2

dir. Buradan eksponansiyel fonksiyonun Mahler agilimi ile
1 1
cosh(ax) = 3 exp(ax) + > exp(—ax)

dir. Boylece

cosh(ax) = %Z(exp(a) - 1" (:z) + %Z(exp(—a) -t (Z)
n=0 n=0

dir.

Buradan,
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1
cosh(ax) = Z 2 [(exp(a) — D™ + (exp(—a) — 1)"] (;CL)
n=0

bulunur.

Buradan c,, in Mahler katsayilarin1 daha agik yazalim.

1
cn =5 [(exp(a) — D" + (exp(-a) — 1)"]

_1 1" 1)

= _(exp(a) —D'+ (expa - ) .
_ 1-— "

= >|(exp(a) — )" + (%)

1 (expa — 1" ((expa)™ + (1 — expa)™)
Ch ==
2 (expa)™

dir. n yerine 2n yazilirsa;

_ 1(expa — 1)*"[(expa)®™ + 1]
‘=3 (expa)?™

ve n yerine 2n + 1 yazilirsa;

1 (expa — 1)*™* [ (expa)?**1 — 1]
Con+1 = E (expa)2n+1

bulunur. Simdi cosh(ax)’in Mahler katsayilarin Stirling sayilari cinsinden bulalim.

Teorem 4.1.4:a,, (Lemma 4.1 de verilen) 2.tip Stirling sayilar1 olmak tlzere, cosh(ax)

fonksiyonunun Mahler katsayilari,
2, g2n
Im = Z (2n)1 mn
n=m
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dir.

Ispat4.1.4. a € E olsun. cosh(ax) fonksiyonunun Mahler agilimy,

cosh(ax) = z Cn (:1)

olsun. cosh(ax) kuvvet seri acilimindan,

2y g2n
cosh(ax) = z (Zn)lxzn
n=0 '

dir.n < miken a,,,=0 oldugundan,

cosh(ax) = Z (Z %amrn> (:1)

=0

elde edilir. Buna gore cosh(ax) in Mahler katsayilari 2.tip Stirling sayilari cinsinden,

® a?n
‘= (2n)! Amn
n=m

seklinde yazilir.

Teorem 4.1.5. a € E, x € Zj igin

sin(ax) = i a, (Z)
n=1

seri agiliminda (a, ) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. Bu taktirde;

oo

fsin(ax) dx = z an%

Zp n=1

dir.
Ispat4.1.5:. a € E, x € Z,, olsun. Buradan

37



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

f sin(ax) dx = f (Z a, (z)) dx

Ly Ly

dir. Integral ozelligi ile

fsin(ax) dx = i a, f (:1) dx
n=0 1,

ZP
dir.
x ="
f (n) dx = n+1
Zp
oldugundan,
NG
fsin(ax) dx = Z a,——
i e n+1
dir.

Sonug 1: (a,) ler Lemma 4.1 deki gibi olmak {izere,

i D" a
mr1 2
n=1

dir.
Ispat: Lemma 4.1 ve Teorem 4.1.5. ten agiktir.

Teorem 4.1.6.a € E,x € Y/

cos(ax) = i a, (:z)
n=1

ve (a,) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. Bu taktirde;

38



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

dir.

Ispat 4.1.6:

dir. Buradan,

dir.

oldugundan,

dir.

[o¢]

fcos(ax) dx = Z an%

Zp n=1

n=0

fcos(ax) dx = i an, f (z) dx
Zp n=0 1z

ZP
[ costanra i (-D)"
cosax) ax = aAn————
i ] n+1

Sonug 2: (a,) ler Lemma 4.1 deki gibi olmak tizere,

dir.

Teorem 4.1.7: a€ E, x € L,

Z (1)” %

- X
sinh(ax) = z an
n=1

f cos(ax) dx = Z{ (i a, (i)) dx

Zp
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ve (a,,) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. Bu taktirde;

[ snhan) _i 1"
sinh(ax) dx = a"n+1
zp n=1
dir.
Ispat 4.1.7: Teorem 4.1 ile
) B X
sinhax = Z a, (n)
n=1

ve (a,) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun.

f sinh(ax) dx = j <§: a, %) dx

Zp Zp n=1

ve buradan,
_ B x
fsmh(ax) dx = Z a, f(n) dx
Zp n=1 1z
dir.
x (—nn
f (n) dx = n+1
ZP
oldugundan,
f N, W
sinh(ax) X—Z:ann_l_1
Zp n=1
dir.
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4.2 Baz1 p-Adik Elemanter Fonksiyonlarin Volkenborn integralleri

Teorem 4.2.1. x € Z,, a € E ve x # 0 olmak lizere

a
fsinh(ax) dx = —3
ZP

dir.

Ispat 4.2.1: sinh(ax) fonksiyonunun tanimi ve Volkenborn integralinin ézelligi ile

a2n+1. x2n+1
f Sinh(ax) dx = f z de
L, n=0

Zp

2n+1

_ a 2n+1
Z(2n+1)! f * 4
n=0 Z,
dir. Fakat
f x™dx = B,
ZP
oldugundan;
q2n+1
f sinh(ax) dx = Z mB2n+1
Ly n=0
yazilir. n > ligin By,,1 = 0ve By = —% oldugundan,
a
fsinh(ax) dx = —3
Ly
elde edilir.

Teorem 4.2.2: cosh(ax) fonksiyonunun tanimi ve Volkenborn integralinin 6zelligi ile;
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f cosh(ax)dx =1

Zp

dir.

Ispat 4.2.2: Her x € Z,, elemanu icin;

a2m 2
fcosh(ax) dx = fzwdx
Z, n=0

Zp
= Z f x%" dx
n=0

Zp

aZn
(2n)!
dir. Fakat,

j x"dx =B,
Ly

oldugundan;

aZTL
f cosh(ax) dx = Z) man
nz

Lp

elde edilir. Buradan

f cosh(ax)dx =1
Ly

bulunur.

Teorem 4.2.3: a € E olsun. Bu durumda;

n

— N n Zk 2n
fzsech(ax)dx—z (k)Skma By,

14 n=0 k=0

dir. Burada B, n — inci p-adik Bernoulli sayis1 ve £, k — yinct klasik Euler sayisidir.
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ispat 4.2.3: Gercekten;

o] n
ny _ 2k
sech(ax) = z z (k) Ex Fazn

n=0 k=0
oldugundan,
oo n
n 2k
f sech(ax)dx = f Z Z (k) Ek—'azn dx
Zp 7, =0 k=0 n
co n k
n
= ZZ (k)gk—l x™ dx
n=0 k=0 Zy
dir. Boylece,
[ee] n
ny _ 2k
f sech(ax)dx = Z Z (k) Ex Fazn. By,
Zp n=0 k=0 '

bulunur.

Teorem 4.2.4: x € Z,vea€E olmak uzere

a
f arctan(ax)dx = —3
ZP

Burada B,, n — inci p-adik sayisidir.

Ispat 4.2.4: Gergekten,

® (_l)na2n+1

farctan(ax)dx = Znt Dl

Ly n=0

oldugundan,
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( 1)n 2n+1
farctan(ax)dx —f Zn nt D) ————x?"*l(y

had 2n+1
> o [t

n=0 Zp

ve boylece B,,+1 n — inci p — adik Bernoulli sayis1 olmak {izere

® (_1)na2n+1
f arctan(ax)dx = Z WBMH
Zy n=0
dir. Fakat B; = —% ve Bypie1 =0 n =1 oldugundan

a
f arctan(ax) dx = —3
ZP

dir.
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4.3 Baz1 p-Adik Trigonometrik Fonksiyonlarin Fermiyonik p-Adik integrali

Teorem 4.3.1. a) Eger a € F ise buradan;

) sina
fsm(ax) dy_1= “osatl fcos(ax) dy—1(x)
Ly Ly
dir.
ispat 4.3.1.
f(x) = sin(ax) olsun.
f(0) = sin0
= 0 dir.

fsina(x + Ddy—1(x) + fsina d,—1 (x) = 2f(0)

Ly "

= sina f cos(ax) d,_,(x) + cosa f sin(ax) d,,_1 (x) + f sin(ax) d,_1(x) =0

Zp P Zp

= (cosa+1) fsin(ax) d,_1(x) +sina f cos(ax)d,_1(x) =0
v

14 ZP

fsin(ax) dy_1(x) = osat 1 fcos(ax) d,_1(x)

Ly Ly

—sina
dir.

b) a € E olsun. Bu durumda;

f cos(ax)d,_1(x) =1
z

14

ispat 4.3.2.
f(x) = cos(ax) olsun.
f(0) = cos0O

= 1dir.
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fcosa(x + Ddy—1(x) + fcos(ax) d,—1 (x) = 2f(0)

Zp Zp

cosa f cos(ax) d,_,(x) —sina f sin(ax) d,_1(x) + f cos(ax) d,_1(x) = 2
Ly Ly Zp
(cosa+1) fcos(ax) d,_1(x) +sina fsin(ax) dy_1(x) =2
ZP ZP

dir. Buradan sin ax fonksiyonunu yerine koyarsak;

sina.sina
fcos(ax) dy—1(x). (cosa +1——- ) =2
ZP

cosa+1

jcos(ax) dy1(x)=1

Lp
dir.
Sonug:
—sina
. d_ _ _—Sina
f sin(ax) -1 (x) cosa+1
Zp
dir.

Teorem 4.3.2.a) Eger a € E ise buradan;

) sinha
fsmh(ax) dy_1= “oshat 1 fcosh(ax) dy_1(x)

Ly Ly

dir.

ispat4.3.2. a)
f(x) = sinh(ax) olsun. Buna gore,
f(0) = sinh0

=0 dir.

jsinha(x + Ddy—1(x) + jsinh(ax) d,—1 (x) = 2f(0)

Zp Zp
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= sinha fcosh(ax) dy—1(x) + cosha fsinh(ax) dy—1(x) + fsinh(ax) dy_1(x)=0

Ly Ly Ly

= (cosha + 1) fsinh(ax) d,_1(x) +sinha fcosh(ax) dy_1(x)=0
Zp Lp

) —sinha
fsmh(ax) dy—1(x) = osha+1 fcosh(ax) dy—1(x)

Zp Zp

dir.

b) a € E olsun. Bu durumda;

f cosh(ax)d,_1(x) =1
z

D

dir.
ispatb)
f(x) = cosh(ax) olsun. Buna gore,
f(0) = cosO
= 1dir.

f cosha(x + 1)d,_,(x) + f coshad, 4 (x) = 2f(0)
ZP ZP

cosha f cosh(ax) d,_;(x) + sinha fsinh(ax) dy—1(x) + f cosh(ax) d,_1(x) =2

Ly Ly Ly

(cosha+1) f cosh(ax) d,_1(x) + sinha fsinh(ax) dy_1(x) =2
i

P Zp

dir. Buradan sinh ax fonksiyonunu yerine koyarsak;

sinh a.sinha )

jCOSh(ax) dyy—1 (%) (COSh at+1- cosha+1

Lp

jcosh(ax) d,—1(x) =1

Lp

dir.

47



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

Sonug:

—sinha

f sinh(ax) d‘u—l(x) = m

Lp

Teorem 4.3.3. x € Z, vex # 0 olmak lzere

d (_1)n—122n_ (22n _ 1). b2n
ftanxd”_l(x) = Z 2] Eyn_q
Zy n=1

dir. Burada b,, n’inci klasik Bernoulli sayis1 ve E,, n'inci p-adik Euler sayisidir.

ispat 4.3.3. Biliyoruz ki

o (—1)™1220 (227 — 1) b,
(2n)!

2n-1

tanx =

n=1

dir. Burada
o (—1)n122n, (22"—1).b2nf
tanxd, ;(x) = Z n-1g
[ ranxdya 0 = erT 1, ()
Zp n=1 Zp
~ i (D12 @ 1) by
n=
dir.

Teorem 4.3.4.x € Z, vex # 0 olmak uzere

o (—1)"*12. (221 — 1).b
Jcosecxdu_l(x) = Z @) 2n Eypn_1
n=0

Lp

dir. Burada b,, n'inci klasik Bernoulli sayisi ve E,, n'inci p-adik Euler sayisidir.

48



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

ispat 4.3.4. Biliyoruz ki,

o (—1)™*12.(22"1 — 1).b
cosecx = Z D ( ) n y2n-1
n=0

(2n)!
dir. Burada
(=D)L 2. (221 — 1) b
fcosecxd#_l(x) = Z( ) ((Zn)! )-ban fxzn—ld#_l(x)
Zp n=0 Zp
~ i (-D™12. 27— 1. by
- . (27’1)' sb2n—-1
n=
dir.
Teorem 4.3.5. x € Z,, ve x # 0 olmak iizere
d (_1)n22n.b2
cotx = Z T!TIEZn—l
n=0

dir. Burada b,, n'inci klasik Bernoulli sayis1 ve E,, n'inci p-adik Euler sayisidir.

ispat 4.3.5. Biliyoruz ki,

co

—1)*.22" p
cotx = Z ()(ZTM.in_l
n=0
dir. Burada,
— (=1)"22". b )
fcotxdﬂ_l(x) = len fxzn Yd,_q(x)
Zp n=0 »
O (=DM22 by, .
- (Zn)' b2n-1
n=0
dir.

49



Suna CiCEK, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisti, Mersin Universitesi, 2019

5. SONUCLAR ve ONERILER
5.1 SONUCLAR

Bu tezde elementer fonksyonlarin o6nemli sinifini olusturan p-adik trigonometrik
fonksiyonlar gz 6niine alinmistir. p-adik analizde bu fonksiyonlar kuvvet serileri ile tanimlanir ve
yakinsaklik bolgeleri klasik durumdan farklidir. Benzer olarak klasik analizde her siirekli

fonksiyona bir polinomlar yaklasilabilir, fakat p-adik analizde durum sadedir. (i ) binom katsayisi

x € Zyolmak tizere, ()(;) =1ven € Z" igin

(x) :x(x— D (x—m+1) _ (xX)n

n n! n!

. . X . .
ile tanimlanir. Buna gore, (n) n. dereceden bir polinomdur ve

x—>(:§) (x € Zy,n €N)

fonksiyonlar kiimesi C(Z, — C,) strekli fonksiyonlari uzay i¢in bir ortonormal taban olusturur.

Buna gore, her f € C(Zp - (Cp)fonksiyonu icina, € C,

flx) = Z an (z)
n=0

seklinde yazilir. Bu agilima f nin Mahler agilimi denir. a,, sayilari

n

a, = Z(—1)k (:)f(n k), (m=012..)

k=0
ile belirlidir ve bunlara f nin Mahler katsayilar1 denir.

Bu ¢alismada baz1 p-adik trigonometrik fonksiyonlarin Mahler acilimlari elde edilmis ve
Mahler katsayilar1 hesaplanmistir. Ayrica, bu fonksiyonlarin Volkenborn integralleri ve fermiyonik

p-adik integralleri i¢in sonuclar elde edilmistir.
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5.2. ONERILER
Bu calismada elde edilen sonuglarin devami olarak p-adik trigonometrik fonksiyonlarin g-

Volkenborn integralleri hesaplanabilir. Ayrica p-adik trigonometrik fonksiyonlarin g-genislemeleri

incelenebilir ve bunlarin Mahler acilimlar ve integral gosterimleri arastirilabilir.
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