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ÖZET 

 

BAZI 𝒑 −ADİK TRİGONOMETRİK FONKSİYONLARIN MAHLER AÇILIMLARI ÜZERİNE 

 

 

Bu tezde bazı p-adik trigonometrik fonksiyonlar göz önüne alınmıştır. p-adik değişkenli 

trigonometrik fonksiyonlar kuvvet serileri ile tanımlı fonksiyonlar olarak gözönüne alınmaktadır. 

Reel durumda olduğu gibi her sürekli fonksiyona bir polinomla yaklaşılabilir. Fakat p-adik 

durumda durum daha sadedir. Gerçekten her 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) fonksiyonu için (𝑥
𝑛
) binom katsayısı 

(n.dereceden bir polinom) olmak üzere, 

 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 

şeklinde yazılır. Bu açılıma 𝑓 nin Mahler açılımı denir. Burada 𝑎𝑛 sayıları  

 

𝑎𝑛 =∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
) 𝑓(𝑛 − 𝑘),     (𝑛 = 0,1,2,… )

𝑛

𝑘=0

 

  

ile belirlidir ve bunlara 𝑓 nin Mahler katsayıları denir. 

 

 Bu çalışmada bazı  p-adik trigonometrik fonksiyonların Mahler açılımları elde edilmiş ve 

Mahler katsayıları hesaplanmıştır. Ayrıca, bu fonksiyonların Volkenborn integralleri ve 

fermiyonik p-adik integralleri için sonuçlar elde edilmiştir. 

 

 

Anahtar Kelimeler: Mahler açılımı, Mahler katsayıları, 𝑝 −adik trigonometrik 

fonksiyonlar, Volkenborn integrali, fermiyonik 𝑝 −adik integral 

Danışman: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Mersin Üniversitesi, Matematik Anabilim Dalı, Mersin. 
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ABSTRACT 

 

ON THE MAHLER EXPANSIONS OF SOME 𝒑 −ADIC TRIGONOMETRIC FUNCTIONS 

 

 In this thesis we consider some 𝑝 −adic trigonometric funtions. The trigonometric 

functions with a 𝑝 −adic variable are defined by power series. As the real case, for every continous 

function can be approximatied by a polynomial functions. But in 𝑝 −adic case, the situation is 

more simple. In fact , for  every 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) can be writen in the form of  

 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 

where  (𝑥
𝑛
) is the binomial coefficient (a polynomial of degree n). This expansion is called as 

Mahler expansion of f. The numbers  𝑎𝑛 are determined by formula 

 

𝑎𝑛 =∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
) 𝑓(𝑛 − 𝑘),     (𝑛 = 0,1,2,… )

𝑛

𝑘=0

 

  

 

and  they are called as Mahler coefficients of  f. 

 

 Their in this work, Mahler expansions of some p-adic trigonometric functions were 

obtained and Mahler coefficients were calculated. In addition, some results were obtained for 

Volkenborn integrals and fermionic p-adic integrals of these functions. 

 

Keywords: Mahler expansion, Mahler coefficients, 𝑝 −adic trigonometric functions, 

Volkenborn integral, fermionic 𝑝 −adik integral. 

 

Advisor: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Department of Mathematics, University of Mersin. 
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SİMGE VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

 

ℕ                Doğal sayılar kümesi 

ℤ                   Tam sayılar kümesi 

ℚ                   Rasyonel sayılar kümesi 

ℝ                   Reel sayılar kümesi 

ℂ                   Karmaşık sayılar kümesi 

ℤ𝑝                   𝑝 −adik tam sayılar halkası 

||∞                   Mutlak değer normu 

|⋅|𝑝                   𝑝 −adik norm 

ℚ𝑝                   𝑝 −adik sayılar cismi 

ℂ𝑝                                                       ℚ𝑝 p-adik sayılar cisminin cebirsel kapanışının tamlaştırıcı cismi 

𝜈𝑝                   𝑝 −adik değerlendirme 

(𝑛!)𝑝                   𝑝 −adik faktöriyel 

𝐵(𝑎, 𝑟)                                𝑎 merkezli 𝑟 yarıçaplı açık yuvar 

(𝑛)𝑞                                                   𝑛 nin 𝑞-analogu 

(𝑛
𝑘
)
𝑞

                                                   𝑞-binomial katsayı 

(𝑥
𝑛
)                                                     Mahler tabanı 

𝑎𝑛,𝑚                                                   2.tip Stirling sayıları 

𝑏𝑛                                                       Klasik Bernoulli sayısı 

ℰ𝑛                                                      Klasik Euler sayısı  

𝐵𝑛                                                       p-adik Bernoulli sayısı 

𝐸𝑛                                                       Euler sayısı 

𝜇                                                         ölçü 

∫ℤ𝑝
                                                 ℤ𝑝 üzerinde 𝑝-adik integral  

𝜇𝑞                                                      𝑞-ölçü 

𝐼𝑞(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑞ℤ𝑝
(𝑥)             𝑝-adik 𝑞-integral (𝑞 −Volkenborn integrali) 

 𝐼−𝑞(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇−𝑞ℤ𝑝
(𝑥)        ℤ𝑝 üzerinde fermiyonik anlamda  𝑝-adik 𝑞 −integral  

𝐼−1(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝜇−1ℤ𝑝
(𝑥)          ℤ𝑝 üzerinde fermiyonik anlamda  𝑝-adik  integral 
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1. GİRİŞ 

 

Bilimsel çalışmalarda ve günlük yaşamda genellikle ℚ rasyonel sayılar cismi kullanılır. ℚ 

Rasyonel sayılar cismi sadece trivial norma göre tamdır ve ℚ Rasyonel sayılar cisminin genel 

mutlak değer normuna göre tamlaştırılması ile ℝ Reel sayılar cismi elde edilir. Ostrowski Teoremi 

ile  ℚ ‘daki her norm ya genel mutlak değer normuna ya da p bir asal sayı olmak üzere |⋅|𝑝  p-adik 

normuna denktir [1]. Şimdi p-adik normu kısaca tanıtalım. p keyfi fakat sabit bir asal sayı olsun. 

Herhangi bir 𝑥 ∈ ℚ, 𝑥 ≠ 0 için  

 

𝑥 = 𝑝𝛼 .
𝑎

𝑏
 , 𝑝 ∤ 𝑎. 𝑏 

 

olacak şekilde tek türlü belirli bir 𝛼 ∈ ℤ   tamsayısı vardır ve bu durumda  

 

|𝑥|𝑝 = 𝑝
−𝛼 

 

                 ile tanımlanır. Eğer 𝑥 = 0 ise |0|𝑝 = 0 olarak alınır. |⋅|𝑝fonksiyonu bir norm tanımlar ve üçgen 

                 eşitsizliğinde daha güçlü olan ve ultra metrik üçgen eşitsizliği adı verilen 

 

|𝑥 + 𝑦|𝑝 ≤ max {|𝑥|𝑝, |𝑦|𝑝} 

 

eşitsizliğini sağlar. Ultrametrik üçgen eşitsizliğini sağlayan bir norma bir Arşimedyan olmayan 

norm ve bu normlu cisimlerde yapılan analize de non-Arşimedyan Analiz denir. 

 

p-adik sayılar cismi, ℚ𝑝 1904 te Kurt Hensel tarafından inşa edilmiş ve belli bir süre sadece 

sayılar teorisinde, cebirsel geometride, cebirsel ve aritmetiksel dinamiklerde ve şifreleme gibi 

matematiksel alanlarda kullanılmıştır [2]. 

 

1987 de Volovich tarafından bazı fiziksel sistemlerin modellenmesinde ve 𝑝-adik saçılma 

genliğinin yapılandırılmasıyla birlikte 𝑝-adik sayılar uygulamalı alanlarda kullanılmaya 

başlamıştır. Örneğin; sicim kuramında kuantum mekaniğinde, yer çekiminde p-adik sayılar 

kullanılmıştır. Daha sonraki yıllarda  tıp, psikoloji, sosyoloji, kontrol teorisi için p-adik metodlar 

kullanılmaya başlamıştır [3-4]. 
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2. KAYNAK ARAŞTIRMALARI 

 ℚ Rasyonel sayılar cismin |⋅|𝑝   p-adik normuna göre tamlaştırılması ile elde edilen cisme  

ℚ𝑝 p-adik sayılar cismi denir. Ostrowski teoremi ile  ℚ Rasyonel sayılar cismin mümkün olan 

tamlaştırmaları Arşimedyan olan ℝ  Reel sayılar cismi ve p bir asal olmak üzere Arşimedyan 

olmayan  ℚ𝑝 p-adik sayı cisimleridir. ℚ𝑝 p-adik sayılar cismi 1904 te Kurt Hensel tarafından inşa 

edilmiş ve uzun süre p-adik sayılar sadece sayılar teorisinin bir alanında kullanılmıştır [2]. Fizikte 

niye sadece reel sayıların kullanıldığı sorgulanmaya başlanmış ve 1968 te iki teorik matematikçi 

olan A.F. Monna ve F. Van der Blij tarafından p-adik sayılar fizikte kullanılmaya başlanmıştır. 1984 

te V.S. Vladimirov ve I. V. Volovich p-adik sayıların süper cisim teorisine başarılı şekilde 

uygulanması ile birlikte p-adik sayılar uygulamalı alanlarda da kullanılmaya başlanmıştır [3]. 

Bununla beraber fizikte p-adik evren modeli, p-adik kuantum teorisi, p-adik sicim kuramı gibi 

alanlar oluşmuştur. Matematikte p-adik sayıların kullanılması ile yapılan çalışmalar p-adik analiz 

denilen bir alanda toplanmıştır. Reel sayılarla yapılan kavramlar p-adik sayıların kullanılması ile 

yeniden tanımlanmasına ve yorumlanmasına başlanmıştır [3-4]. 

 ℂ𝑝, ℚ𝑝 p-adik sayıları cisminin cebirsel kapanışının tamlaştırıcı cismi olmak üzere, 

Kaplansky Teoremi ile her 𝑓: ℤ𝑝 → ℂ𝑝 sürekli fonksiyona polinom fonksiyonlarla düzgün olarak 

yaklaşılabilir [5]. Burada 𝑥 ∈ ℤ𝑝 olmak üzere binom katsayıları (𝑥
0
) = 1 ve  

(
𝑥

𝑛
) =

𝑥. (𝑥 − 1)… (𝑥 − 𝑛 + 1)

𝑛!
 

(n=1,2,… ) ile tanımlansın. Buna göre (𝑥
𝑛
) n. dereceden bir polinomdur ve  

𝑥 → (
𝑥

𝑛
)                       (𝑥 ∈ ℤ𝑝, 𝑛 ∈ ℕ) 

polinom fonksiyonları 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) uzayının bir ortonormal tabanını oluşturur. Başka bir deyişle 

her 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) için tek türlü belirli 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … ∈ ℂ𝑝 sayıları vardır ki  

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
)                     (𝑥 ∈ ℤ𝑝) 

dir. {(∗
𝑛
): 𝑛 ∈ ℕ} tabanına 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) nin Mahler tabanı ve  

𝑓(𝑥) =∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)  
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deki {𝑎𝑛: 𝑛 ∈ ℕ} sayılarına Mahler katsayıları denir [6]. Bu çalışmada bazı p-adik trigonometrik 

fonksiyonların Mahler açılımları ve Mahler katsayıları belirlenmiştir. 

Reel değerli sürekli fonksiyonlar uzayındaki ölçü teorisinin aksine olarak 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) 

uzayında ötelemeyi koruyan tek ölçü 𝜇 = 0 ölçüsüdür. Bunun için p-adik fonksiyonlarda bu 

özellik terkedilmiştir. Bir 𝑓 ∈ 𝐶1(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) fonksiyonu için  

lim
𝑛→∞

1

𝑝𝑛
∑𝑓(𝑗)

∞

𝑗=0

 

limiti var ve bu limit 𝑓 nin Volkenborn integrali olarak tanımlanır ve 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

ile gösterilir. Eğer 𝑓(𝑥) = 𝑐 ise 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑐

ℤ𝑝

 

dir. Ayrıca öteleme altında invaryantlık özelliği yerine 

∫𝑓(𝑥 + 1)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓′(0)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

sağlanır. Bunun yanında eğer  

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
)  ∈ 𝐶1(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) 

ise bunun Volkenborn integrali  

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛 + 1
ℤ𝑝

 

dır [5-7]. Bu tezde bazı p-adik trigonometrik fonksiyonların Volkenborn integralleri hesaplanmış 

ve bunlarla ilgili özellikler verilmiştir. 

         Volkenborn integrali ilk defa  1971 de A. Volkenborn tarafından ortaya koyulmuştur [8-9]. 



Suna ÇİÇEK, Yüksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

4 
 

Taekyun Kim, 2002 de q-Volkenborn integralini ve Fermiyonik anlamda q-Volkenborn 

integralini tanımlamıştır [12]. 2005 te de Fermiyonik anlamda q-Volkenborn integralinin bazı 

özelliklerini araştırmış ve bu integralden  yaralanılarak q-Euler sayısını tanımlamıştır [11]. 2008 

de Fermiyonik anlamda q-Volkenborn integralini kullanarak Bernoulli ve Euler  sayılarına ilişkin 

Witt’nin formülleri verilmiştir [12-13]. 𝑝-adik sayılar cismi üzerinde Euler sayı ve polinomları ile 

ilgili Bernstein polinomlarının Fermiyonik p-adik integral temsilleri üzerine çalışılmıştır [14-15]. 

Fermiyonik p-adik integral kullanılarak, Bernoulli polinomları, Euler polinomları ve trigonometrik 

fonksiyonlar üzerine çalışılmıştır [16-17]. 

Bu çalışmanın son kısmında bazı trigonometrik fonksiyonların fermiyonik p-adik 

integralleri ile ilgili bağıntılar elde edilmiştir. 

Bu tezde bazı p-adik trigonometrik fonksiyonlar göz önüne alınmıştır. Bu fonksiyonların 

Mahler açılımları, Mahler katsayıları bulunmuştur. Ayrıca bunların Volkenborn integralleri ve 

Fermiyonik p-adik integralleri hesaplanmıştır. 
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3. MATERYAL ve YÖNTEM 

 

Bu bölümde tez boyunca kullanılacak bazı temel tanımlar ve teoremlere yer verilecektir. 

 

3.1. p-ADİK SAYILAR 

3.1.1 Bir Cisim Üzerinde Norm 

 

Tanım 3.1.1. K  bir cisim olmak üzere, |⋅|: 𝐾 → [0,∞) fonksiyonu, 
 

i. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için, ‖𝑥‖ ≥ 0, ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

ii.  Her 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için, ‖𝑥𝑦‖ = ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

iii. Her 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için, ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

 
şeklindeki üç koşulu sağlıyorsa bu fonksiyona bir norm denir. 
 
Eğer bu fonksiyon, 

iv. Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 için, ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝑚𝑎𝑥{‖𝑥‖, ‖𝑦‖} 

 

koşulunu da sağlarsa bu norma K  üzerinde bir non-Arşimedyan (Arşimed olmayan) norm  

 

denir [1] . (iv) koşulunu sağlamayan bir norma bir Arşimedyan norm denir. 

 

(iv) koşulu, (iii) koşulundan daha güçlüdür. Çünkü 𝑚𝑎𝑥{‖𝑥‖, ‖𝑦‖} ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ eşitsizliği, 

∀ 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için sağlanır. 

 

Örnek 3.1.1: 𝑥 ∈ ℤ𝑝 ve |𝑥| = {
−𝑥, 𝑥 < 0
𝑥, 𝑥 ≥ 0

 ile tanımlı mutlak değer arşimedyandır. Bu mutlak değere 

genellikle sonsuzda mutlak değer denir ve |⋅|∞  ile gösterilir. 

 

Lemma 3.1.1. Bir 𝐾 cismi üzerinde herhangi bir  |⋅| normu için aşağıdakiler sağlanır [1]: 

 

i. ‖1‖ = 1. 

ii. 𝑥 ∈ 𝐾 ve 𝑛 ∈ ℤ\{0} için, ‖𝑥𝑛‖ = 1 ise, ‖𝑥‖ = 1. 

iii. ‖−1‖ = 1. 

iv. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için, ‖−𝑥‖ = ‖𝑥‖. 

v. Eğer 𝐾 sonlu bir cisim ise, |⋅| normu trivialdir. 
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3.1.2. 𝒑 −Adik Değerlendirme ve 𝒑 −Adik Norm 

Tanım 3.1.2: p  herhangi bir asal sayı olsun. 𝑛 ≠ 0 ve 𝑛 ∈ ℤ için 𝑣𝑝(𝑛), 𝑛 𝑦𝑖 bölen p nin en büyük 

kuvvetini göstersin: 

𝑛 = 𝑝𝑣𝑝(𝑛)𝑛′ , 𝑝 ∤ 𝑛′. 

 

Bu gösterim tektir. 

 

Bu taktirde, 𝑣𝑝: ℤ\{0} → ℤ+ ∪ {0} fonksiyonuna ℤ′𝑑𝑒 𝑝 − 𝑎𝑑𝑖𝑘 𝑑𝑒ğ𝑒𝑟𝑙𝑒𝑛𝑑𝑖𝑟𝑚𝑒 denir. 

 

Örnek 3.1.2: 𝑝 = 5 için 145 sayısı, 135 = 51. 29 olduğundan, 𝑣5(145) = 1 bulunur. 

 

Not 3.1.2:  𝒙 =
𝒂

𝒃
∈ ℚ𝒙 için, 

 

𝑣𝑝(𝑥) = 𝑣𝑝(𝑎) − 𝑣𝑝(𝑏)                                                           (3.1) 

 

tanımı ile 𝑣𝑝 fonksiyonu, ℚ rasyonel sayılar cismine genişletilmiş olur. Burada 𝑣𝑝(𝑥) değeri, 

𝑥 𝑖𝑛 kesir gösteriminden bağımsızdır. Yani, 𝑎 𝑏⁄ = 𝑐 𝑑⁄  ise, 

 

𝑣𝑝(𝑎) − 𝑣𝑝(𝑏) = 𝑣𝑝(𝑐) − 𝑣𝑝(𝑑) 

 

Kolayca gösterilebilir ki, 𝑥 =
𝒂

𝒃
∈ ℚ𝒙 𝑝 − 𝑎𝑑𝑖𝑘 değerlendirme, 

 

𝑥 = 𝑝𝑣𝑝(𝑥).
𝑎′

𝑏′
        ,   𝑝 ∤ 𝑎′ 𝑏′ 

ile belirlenir. 

Örnek 3.1.3. 𝑝 = 5 için, 𝑣5(1) = 0 , 𝑣5(145) = 1 ve böylece (3.1) ile, 

𝑣5 (
1

145
) = 𝑣5(1) − 𝑣5(145) 

= 0 − 1 

= −1     

bulunur. 

Lemma 3.1.4 . Her 𝑥,  𝑦 ∈ ℚ için, 
 

i. 𝜈𝑝(𝑥. 𝑦) = 𝜈𝑝(𝑥) + 𝜈𝑝(𝑦)            

ii. 𝜈𝑝(𝑥 + 𝑦) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝜈𝑝(𝑥), 𝜈𝑝(𝑦)}  [1].                 
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                  3.1.3.  𝒑 −Adik Değerlendirmenin Özellikleri 

                    

Tanım 3.1.3: p sabit fakat keyfi bir asal sayı olmak üzere  |⋅|𝑝  p-adik normu aşağıdaki şekilde 

tanımlanır:  

Herhangi bir 𝑥 ∈ ℚ, 𝑥 ≠ 0 için  

 

𝑥 = 𝑝𝛼 ⋅
𝑎′

𝑏
, 𝑝|̸𝑎 ⋅ 𝑏 

 

                 olacak şekilde tek türlü belirli bir 𝑎 ∈ ℤ𝑝 tamsayısı vardır ve bu durumda  

 

|𝑥|𝑝 = 𝑝
−𝛼 

 

                ile tanımlanır [1]. 

Eğer  𝑥 = 0ise |0|𝑝 = 0  olarak alınır. 

                 Örnek 3.1.4:  p=5 için |35|5 = 5
−1 , p=3 için |45|3 = 3

−2  dir. 

Sonuç 3.1.3: Her p asal sayısı için |⋅|𝑝  non-arşimedyandır. 

 

Arşimed Özelliği: 𝐾 bir cisim olsun. ∀ 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾, 𝑥 ≠ 0 için, ∃ 𝑛 ∈ ℤ+ vardır öyle ki ‖𝑛𝑥‖ > ‖𝑦‖ 

eşitsizliği sağlanır. 

 

Uyarı: Arşimed özelliği ℚ ve ℝ deki genel mutlak değer normu için geçerlidir. 

Keyfi bir K cismi için 𝜑: ℤ → 𝐾 

 

𝑛 →

{
 
 

 
 
1 + 1 +⋯+ 1⏟        

𝑛 𝑘𝑒𝑧
,             𝑛 > 0

0 ,                                     𝑛 = 0

−(
1 + 1 +⋯+ 1⏟        

𝑛 𝑘𝑒𝑧
)  ,      𝑛 < 0

 

 

dönüşümü tanımlansın.  

Teorem 3.1.5. 𝐴 = 𝜑(ℤ) ⊂ 𝐾 kümesine K nın tamsayıları denir. K  da bir |⋅| normunun non-

Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşul, her 𝑎 ∈ 𝐴 için |𝑎| ≤ 1 olmasıdır [1]. 

Sonuç 3.1.5 Bir |⋅| normunun non-Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşul,  

 

𝑠𝑢𝑝{‖𝑛‖: 𝑛 ∈ ℤ} = 1 olmasıdır. 
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3.2. Metrik Uzay 

 

Tanım 3.2.1. 𝐾 bir cisim ve |⋅|, K da bir norm olsun. ∀ 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için, 

 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

ile tanımlı 

𝑑:𝐾 × 𝐾 → ℝ+ = [0,∞) 

 

fonksiyonuna, |⋅| normuyla üretilen metrik denir [18]. 

 

𝑑(𝑥, 𝑦) fonksiyonu aşağıdaki özellikleri sağlar: 

 

i. Her 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 ve 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦, 

ii. Her 𝑥,  𝑦 ∈ 𝐾 için 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥), 

iii. Her 𝑥,  𝑦,  𝑧 ∈ 𝐾 için 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (üçgen eşitsizliği). 

 
Tanım 3.2.2. Bir küme üzerinde bir metrik tanımlı ise bu metrik ile birlikte bu kümeye bir  

metrik uzay denir. 

 
Lemma 3.2.3 (|⋅|, 𝐾) cismi üzerinde bir norm ve metrik  𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ile tanımlı olsun. Bu 

takdirde, |⋅| normunun non-Arşimedyan olması için gerek ve yeter koşul, her 𝑥,  𝑦,  𝑧 ∈ 𝐾 için, 

 

𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑑(𝑥, 𝑧),  𝑑(𝑧, 𝑦)} (ultra metrik eşitsizliği) 

olmasıdır [18]. 

Lemma 3.2.4. |⋅|1 ve |⋅|2 bir K cisminde iki norm olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir [1]: 

i. |⋅|1 ve |⋅|2 denk normlardır. 

ii. Her 𝑥 ∈ 𝐾 için |𝑥|1 < 1 ⇔ |𝑥|2 < 1. 

iii. ∃𝛼 ∈ ℝ, 𝛼 > 0 öyle ki her 𝑥 ∈ 𝐾 için, |𝑥|1 = |𝑥|2
𝛼. 

iv. ∀𝑥 ∈ 𝐾 için |𝑥|1 ≤ 1 ⇔ |𝑥|2 ≤ 1 . 

Teorem 3.2.5: (Ostrowski)  ℚ üzerinde tanımlı her non-trivial norm, p=∞ veya p bir asal sayı 

olmak üzere bir |⋅|𝑝 normuna denktir [1]. 

Ostrowski teoremi ile  ℚ da mümkün olan bütün normlar belirlidir. 

Lemma 3.2.5. K bir cisim ve |. |, K da bir non arşimedyan norm olsun. Eğer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 ise  

|𝑥 + 𝑦| = max {|𝑥|, |𝑦|} 

dir.  
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Örnek 3.2.2. 𝑝 = 5 için ℚ da 5-p-adik norm ile köşeleri  

 

𝑥 =
2

15
 , 𝑦 =

1

5
 , 𝑧 =

7

15
 

 

olan üçgenin kenar uzunlukları:  

 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |
2

15
−
1

5
|
5
= |

1

15
|
5
=
|1|5
|15|5

= 5−𝑣𝑝(
1
5⁄ ) = 5−(−1) = 5 

 

𝑑(𝑥, 𝑧) = |
2

15
−
7

15
|
5
= |
−5

15
|
5
= |
−1

3
|
5
=
|1|5
|3|5

= 50 = 1 

 

𝑑(𝑦, 𝑧) = |
1

5
−
7

15
|
5
= |
−4

15
|
5
=
|4|5
|15|5

= 5−𝑣𝑝(
1
5⁄ ) = 5−(−1) = 5. 

 

Sonuç 3.2.2. Bir ultra metrik uzayda bütün üçgenler ikizkenardır [5]. 

Tamlaştırma için gerekli olan topoloji kavramları hatırlayalım: 

Tanım 3.2.6: K bir cisim ve |⋅| K da bir norm olsun. 

 

1) (|𝑥𝑛|) ⊂ 𝐾 da bir dizi olsun. Eğer her  𝜀 > 0 için öyle bir 𝑁 ∈ ℕ  vardır ki 

her 𝑛,𝑚𝑁 iken |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀  ise (𝑥𝑛) ye bir Cauchy dizisi denir. 

 

2) 𝐾 nın her Cauchy dizisi (𝐾 𝑑𝑎) bir limite sahipse 𝐾 ya tamdır denir. 

 

3) 𝑆 K  olsun. Her 𝑥𝐾 ve her 𝜀 > 0 𝑖ç𝑖𝑛 𝐵(𝑥, 𝜀)  𝑆 0 ise 

 

𝑆 ye 𝐾 da yoğundur denir. 

 

Teorem 3.2.7:ℚ cismi, trivial olmayan herhangi bir norma göre tam değildir [1]. 

 

Reel analizden biliniyor ki: 

 

         • |⋅|∞, ℝ ye genişletilebilir. 

 

        • ℝ, |⋅|∞ normuyla üretilen metriğe göre tamdır. 
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      • ℚ,ℝ de yoğundur. 

Yani, 

ℝ,ℚ nun |⋅|∞ normuna göre tamlaştırılmasıdır. 

ℚ nun  |⋅|𝑝  p-adik normuna göre tamlaştırılması aşağıdaki şekilde yapılabilir: 

Teorem 3.2.8: ℚ nun bir (𝑥𝑛) dizisi non-arşimedyan |⋅|𝑝  normuna göre bir Cauchy dizisi olması 

için gerek ve yeter koşul, 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛|𝑝 = 0 

 

                 olmasıdır. 

 

Lemma.  |⋅|𝑝 , ℚ da bir p-adik norm olsun. ℚ nun |⋅|𝑝 ye göre bütün Cauchy dizilerinin kümesini 𝐶 

veya 𝐶(ℚ )ile gösterelim: 

 

𝐶 = 𝐶(𝑄) =  {  nx :  nx   |⋅|𝑝 ye göre bir Cauchy dizisidir. 

 

C kümesi, 

(𝑥𝑛) + (𝑦𝑛) = (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

 

(𝑥𝑛). (𝑦𝑛) = (𝑥𝑛. 𝑦𝑛) 

 

ile tanımlı işlemlere göre bir birimli halkadır. 

 

Tanım 3.2.9. 𝒩 ⊂ 𝐶 ideali, |⋅|𝑝 ye göre 𝑠𝚤𝑓𝚤𝑟𝑎 (0) yakınsayan dizilerin kümesi olarak 

 

𝒩 = {(𝑥𝑛) ∈ 𝐶: 𝑥𝑛 → 0} = {(𝑥𝑛): 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑥𝑛|𝑝 = 0} 

 

                 ile tanımlanan küme C nin bir maksimal idealidir. Buna göre 𝒩 maksimal ideal olduğundan C\ 𝒩 

                 bir cisim oluşturur. 

Tanım 3.2.10. ℚ𝑝 p-adik sayılar cismi, C halkasının 𝒩 maksimal idealine bölüm cismi olarak 

tanımlanır: 

 

ℚ𝑝 = 𝐶\𝒩. 
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ℚ𝑝 ye  p-adik sayılar cismi denir [1]. Her 𝑥 ∈ ℚ sayısı (x) sabit dizisinin denklik sınıfının 

temsilcisi olarak alınırsa ℚ ⊂ ℚ𝑝 olduğu görülür  |⋅|𝑝 ℚ𝑝 ye aşağıdaki şekilde genişletilebilir. 

 

Tanım 3.2.12. 𝜆 ∈ ℚ𝑝 ve (𝑥𝑛), 𝜆  ile gösterilen bir Cauchy dizisi ise  

 

|𝜆|𝑝: = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑥𝑛|𝑝 

 

              ile tanımlıdır. 

             ℚ𝑝bir bölüm cismi olduğundan ℚ𝑝 nin elemanları Cauchy dizilerinin denklik sınıflarıdır. 

 

Teorem 3.2.13. ℚ , ℚ𝑝nin yoğun bir alt kümesidir. 

Sonuç 3.2.14. Her 𝑝 ∈ ℤ asal sayısı için , |⋅|𝑝non-arşimedyan norma sahip bir ℚ𝑝 cismi vardır  

öyle ki; 

1) |⋅|𝑝 nin ℚ ya kısıtlanışı |⋅|𝑝 p-adik normunu verir. 

2) ℚ, ℚ𝑝de yoğundur. 

3) ℚ𝑝, |⋅|𝑝 ye göre tamdır [1]. 

(1), (2) ve (3) koşullarını sağlayan ℚ𝑝 cismi normu koruyan izomorfizm hariç tek türlü belirlidir. 

 

Tanım 3.2.15.. 0-merkezli kapalı birim topuna 

 

ℤ𝑝 = {𝑥 ∈ ℚ𝑝 : |𝑥|𝑝 ≤ 1} 

 

             p -adik tamsayılar halkası denir. Bu küme hem kapalı hem açıktır. 

 

Teorem 3.2.16. (Gösterim) 

 

 ∀𝑥 ∈ ℤ𝑝 için 

 

𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑝 + 𝑎2𝑝
2 +⋯ 

 

olacak şekildeki tek türlü  𝑎𝑖 ∈ {0,1, . . . , 𝑝 − 1} sayıları vardır. 

 ∀𝑥 ∈ ℚ𝑝 için 

 

𝑥 = 𝑎−𝑚𝑝
−𝑚 +⋯+ 𝑎−1𝑝

−1 + 𝑎0 + 𝑎1𝑝 +⋯ 

olacak şekilde tek türlü belirli 
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𝑎𝑖 ∈ {0,1, . . . , 𝑝 − 1} 

 

sayıları vardır. Burada, 

 

𝑎−𝑚 ≠ 0 ise |𝑥|𝑝 = 𝑝
𝑚  

dir. 

 

Lemma 3.2.17.  ℚ𝑝’de bir (𝑎𝑛) dizisinin bir Cauchy dizisi veya buna denk olarak yakınsak olması 

için gerek ve yeter koşul, 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛|𝑝 = 0 

 

olmasıdır. 

Sonuç 3.2.18. 

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

 

ℚ𝑝de bir seri olsun. 

 

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

 yakınsaktır ⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0    

 

dır. Bu durumda, 

|∑ 𝑎𝑛

∞

𝑛=0

|

𝑝

≤ 𝑚𝑎𝑥
𝑛
|𝑎𝑛|𝑝 

 

eşitsizliği sağlanır. 

Örnek 3.2.17. 

a)  𝑎𝑛 =
1

𝑛
   dizisi için , 

lim
𝑛→∞

|
1

𝑛 + 1
−
1

𝑛
|
𝑝
= lim
𝑛→∞

1

|𝑛(𝑛 + 1)|
𝑝

 

𝑣𝑝 = (
1

𝑛(𝑛 + 1)
) ↛ 0 

olduğundan dizi yakınsak değildir. 
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a)   𝑎𝑛 = 𝑝
𝑛 dizisi için, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑝𝑛+1 − 𝑝𝑛|𝑝 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑝𝑛(𝑝 − 1)|𝑝 

 

                                                    = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑝𝑛|𝑝 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑝 − 1|𝑝 = 0 

 

olduğundan dizi yakınsaktır ve limiti 0 dır. 

 

Önerme:   

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

olsun ve  

𝜌 =
1

lim𝑠𝑢𝑝√|𝑎𝑛|
𝑛

 

 

tanımlansın. Burada limit sıfır veya sonsuz olduğunda (0 ≤ 𝜌 ≤ ∞) aşağıdaki kuralları kullanırız: 

i. 𝜌 = 0 ise o zaman 𝑓(𝑥) sadece 𝑥 = 0 için yakınsar. 

ii. 𝜌 = ∞  ise 𝑓(𝑥) her 𝑥 ∈ ℚ𝑝 için yakınsar. 

iii. 0 < 𝜌 < ∞ 𝑣𝑒 lim
𝑛→∞

|𝑎𝑛|𝜌
𝑛 = 0  ise yakınsaktır 𝑓(𝑥) ⇔ |𝑥𝑝 ≤ 𝜌. 

iv. 𝐸ğ𝑒𝑟 0 < 𝜌 < ∞  𝑣𝑒 𝑛 𝑠𝑜𝑛𝑠𝑢𝑧𝑎 𝑔𝑖𝑑𝑒𝑟𝑘𝑒𝑛 |𝑎𝑛|𝜌
𝑛 sıfıra gitmez ise o zaman 

 

𝑓(𝑥) ⇔ |𝑥𝑝| ≤ 𝜌 yakınsar   

[1]. 

Tanım (Binomial katsayı polinomu): (1 + 𝑥)𝑛 ifadesini ℚ[𝑥] in (rasyonel katsayılı polinom 

halkası) polinomu  olarak düşünelim ve burada 𝑛 ≥ 0 bir tamsayıdır. 

(1 + 𝑥)𝑛 açılımında her 𝑘 > 0 tamsayısı için 𝑥𝑘 ve (𝑛
𝑘
) katsayıları olmak üzere; 

(1 + 𝑥)𝑛 = (
𝑛

0
) + (

𝑛

1
)𝑥 + (

𝑛

2
)𝑥2 +⋯ =∑(

𝑛

𝑘
)𝑥𝑘

∞

𝑘=0

 

 yazılımı vardır. Burada, 

(
𝑛

0
) = 1, (

𝑛

𝑛
) = 1  

binomial eşitlikleri vardır.  
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Tanım (Bernoulli Sayıları): 𝑏𝑛  Bernoulli sayıları sayı teorisi ile önemli ilişkileri olan ve bir çok 

aritmetik özelliğe sahip olan rasyonel sayılar dizisidir. 

𝑡

𝑒𝑡 − 1
= ∑𝑏𝑛

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
  ,       |𝑡| < 2𝜋    (𝑛 > 1)    

İfadesi exponansiyel fonksiyonun genelleştirilmesidir. Serideki 𝑏𝑛 sayılarına Bernoulli sayıları 

denir.Bu sayılar trigonometrik fonksiyonların açılımında ortaya çıkar. Sayılar teorisinde ve 

analizde çok önemli yere sahiptir. 

Bazı Bernoulli sayıları  𝑏0 = 1, 𝑏1 = −
1

2
, 𝑏2 =

1

6
, 𝑏3 = 0,… dir. 𝑏1 den sonraki tüm tek sayı 

indexleri 0 dır. Bu sayılar trigonometrik seri açılımlarında görülür ve sayı teorisi ve analizinde 

önemlidir. 

Tanım (Euler Sayıları): Euler sayıları, aşağıdaki Taylor seri açılımı tarafından tanımlanan tam 

sayıların 𝜀𝑚 dizisidir. Açılımda 𝜀𝑚 katsayıları, 

2

𝑒𝑡 + 1
= ∑𝜀𝑛

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
  (|𝑡| < 𝜋) 

dir. Her  𝑚 = 0,1,… tamsayıları için 𝜀2𝑚+1 = 0 olmak üzere, 

𝜀0 = 1, 𝜀1 = −
1

2
, 𝜀2 = −1, 𝜀4 = 5,… 

dir. 

Euler sayıları için 

 𝜀𝑚 = − ∑ (
𝑚

𝑘
)𝜀𝑘  

𝑘=0
2|𝑚−𝑘 

 

dir. 

Leonard Euler tarafından Euler polinomları ve Bernoulli polinomları tanımlanmıştır. 1954 te 

Leonard Carlitz klasik Euler polinomları ve Euler sayılarını genişletmiştir ve q-Bernoulli ve q-Euler 

polinomları ve sayılarını tanımlamıştır [19-20]. 
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3.3. Bazı Trigonometrik Fonksiyonların p-adik Kuvvet Seri Açılımları 

1.  

∑
(−1)𝑛+1. 𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

serisi |𝑥|𝑝 < 1 için yakınsaktır ve bu seri 𝑙𝑜𝑔 (1 + 𝑥) ile gösterilir. Buna göre 

 

log (𝑥) = ∑
(−1)𝑛+1. (𝑥 − 1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

  

 

serisi |𝑥|𝑝 < 1 için yakınsaktır ve buna p-adik logaritma fonksiyonu denir ve 𝑙𝑜𝑔(𝑥) ile gösterilir. 

 

2.  

∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

kuvvet serisi |𝑥|𝑝 < 𝑝
1

1−𝑝  için yakınsaktır ve buna p-adik üstel fonksiyon denir ve 𝑒𝑥𝑝(𝑥)ile 

gösterilir. 

 

 Özellik  

𝑥 ∈ ℤ𝑝 , |𝑥| < 𝑝
1

1−𝑝    olsun. Bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur. 

i.  |𝑙𝑜𝑔 (1 + 𝑥)|𝑝 = |𝑥|𝑝  ,  |𝑒𝑥𝑝(𝑥) − 1| < 1 

ii. |𝑒𝑥𝑝(𝑥)| = |𝑥| 

 

 Özellik 

|𝑥|𝑝 < 𝑝
1

1−𝑝  ,  |𝑦|𝑝 < 𝑝
1

1−𝑝  ise bu durumda aşağıdaki önermeler doğrudur [1]. 

i. exp(𝑥 + 𝑦) = 𝑒𝑥𝑝(𝑥). 𝑒𝑥𝑝(𝑦) . 

ii. 𝑙𝑜𝑔(𝑒𝑥𝑝(𝑥)) = 𝑥 . 

iii. 𝑒𝑥𝑝(𝑙𝑜𝑔(1 + 𝑥)) = 1 + 𝑥 . 

 

3.  

∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0
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serisi 𝑥 ∈ 𝐸 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑠𝑖𝑛𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑠𝑖𝑛𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

 

𝑥 ∈ 𝐸 için yakınsaktır ve buna  p-adik sinüs fonksiyonu denir. 

 

4.   

∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

kuvvet serisi 𝑥 ∈ 𝐸  için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑐𝑜𝑠𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

 

𝑐𝑜𝑠𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

serisine  p-adik cosinüs fonksiyonu denir. 

 

5.  

 

∑
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

serisi 𝑥 ∈ 𝐸 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑥 = ∑
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

serisine  p-adik hiperbolik sinüs fonksiyonu denir. 

 6.  

∑
𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

serisi 𝑥 ∈ 𝐸 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑐𝑜𝑠ℎ𝑥 = ∑
𝑥2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

 

serisine  p-adik hiperbolik cosinüs fonksiyonu denir. 
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7. 

∑
(−1)𝑛−122𝑛(22𝑛−1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑡𝑎𝑛𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑡𝑎𝑛𝑥 = ∑
(−1)𝑛−122𝑛(22𝑛−1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  yakınsaktır ve buna  p-adik tanjant fonksiyonu denir. Burada 𝑏𝑛 𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 klasik 

Bernoulli sayısıdır. 

 

8.  

∑
(−1)𝑛22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑐𝑜𝑡𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑐𝑜𝑡𝑥 = ∑
(−1)𝑛22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  yakınsaktır ve buna  p-adik cotanjant fonksiyonu denir. Burada 𝑏𝑛 𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 klasik 

Bernoulli sayısıdır. 

 

  9.  

∑∑(
𝑛

𝑘
)ℇ𝑘

2𝑘

𝑛!

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑠𝑒𝑐ℎ𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑠𝑒𝑐ℎ𝑥 = ∑∑(
𝑛

𝑘
)ℇ𝑘

2𝑘

𝑛!

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

 

𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  yakınsaktır ve buna  p-adik hiperbolik secant fonksiyonu denir. Burada ℇ𝑘  𝑘 −

𝑦𝚤𝑛𝑐𝚤 klasik Euler sayısıdır. 

 

10.  

∑
(−1)𝑛+1(22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 
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𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥 = ∑
(−1)𝑛+1(22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

. 𝑥2𝑛−1 

𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  yakınsaktır ve buna  p-adik cosecant fonksiyonu denir. Burada 𝑏𝑛 𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 klasik 

Bernoulli sayısıdır. 

 

11. 

∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

serisi 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için yakınsaktır ve bu kuvvet serisi 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 ile gösterilir. Buna göre, 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 = ∑
(−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  yakınsaktır ve buna  p-adik tanjant fonksiyonunun tersi denir. 
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3.4. 𝑪(ℤ𝒑 → 𝑲)   için Mahler Tabanı 

 Bu tez boyunca 𝐾 ⊃ ℚ𝑝 olsun. p -adik değişkenli sürekli fonksiyonların davranışları reel 

sürekli fonksiyonlarınkinden oldukça farklıdır. Reel analizdeki birçok temel teoremin p-adik 

analizde karşılığı yoktur. Klasik analizde, bir yuvar üzerinde reel veya karmaşık değerli 

fonksiyonlara düzgün olarak yaklaşılabilir.  

1958 de Mahler, özel polinomları kullanarak ℤ𝑝 𝑑𝑒𝑛 𝐾 𝑦𝑎 sürekli fonksiyonlar için bir açılım 

tanımlamıştır[6]. Ayrıca, tüm 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  |(𝑥
𝑛
)|𝑝 ≤ 1 olacak şekilde ℤ𝑝 den ℤ𝑝 𝑦𝑒 𝑛. 𝑏𝑖𝑛𝑜𝑚𝑖𝑎𝑙 

katsayı polinomunu incelemiştir. lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 ile her bir 𝑎𝑛 ∈ 𝐾 dizisi için 

 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
)      (𝑥 ∈ ℤ𝑝) 

 

serisi ℤ𝑝 → 𝐾 bir sürekli fonksiyon tanımlar. Mahler, 

 

𝑎𝑛 =∑(
𝑛

𝑘
) (−1)𝑛𝑓(𝑘),   sup

x∈ℂp
|𝑓(𝑥)|𝑝 = 𝑚𝑎𝑥

𝑛≥0

𝑛

𝑘=0

|𝑎𝑛|𝑝 

 

ile tek türlü ℤ𝑝 𝑑𝑒𝑛 𝐾 𝑦𝑎 sürekli fonksiyonları tanımlamıştır. Burada 𝑎𝑛, 𝑓  nin Mahler katsayıları 

ve   

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
)  

 

serisine 𝑓 𝑛𝑖𝑛 𝑀𝑎ℎ𝑙𝑒𝑟 𝑎ç𝚤𝑙𝚤𝑚𝚤 denir. 

 

Tanım: (𝑥
𝑛
) sembolü 𝑥 ∈ 𝐾, 𝑛 ∈ {0,1,2,… }, 

 

(
𝑥

0
) ≔ 1 𝑣𝑒 (

𝑥

𝑛
) =

𝑥. (𝑥 − 1)… (𝑥 − 𝑛 + 1)

𝑛!
   

ile tanımlanır. 
 

 

Teorem 3.4.1.  (∗
0
), (∗

1
), (∗

2
), … fonksiyonları 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) nin bir ortonormal tabanını (Mahler 

tabanını) oluşturmaktadır. Diğer bir deyişle aşağıdaki özelliklere sahiptir [5]: 

i.  𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) olsun. 
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𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
)      (𝑥 ∈ ℤ𝑝) 

olacak şekilde 𝐾 𝑛𝚤𝑛  𝑎0, 𝑎1, … tek türlü elemanları ( f  nin Mahler katsayıları) vardır. Bu seri düzgün 

yakınsaktır ve  

‖𝑓‖∞ = max{|𝑎𝑛|:  𝑛 ∈ 0,1,2, … } 𝑑𝚤𝑟.  

ii. Eğer 𝑎0, 𝑎1, … elemanları 𝐾 𝑑𝑎 sıfır dizisi  ise 

 

𝑥 → ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 

fonksiyonu (ℤ𝑝 → 𝐾)  ya sürekli bir fonksiyon tanımlar. 

 
𝑎𝑛 katsayısı fark operatörü ile bulunabilir. Yani; 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) için  

  
(𝐿1𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 1)   (𝑥 ∈ ℤ𝑝) 

 
𝛥𝑓 = 𝐿1𝑓 − 𝑓 

 

tir. Varsayalım ki, 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) ve  𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

Mahler açılımına sahip olsun. O halde  

 

𝛥𝑓 = ∑𝑎𝑛+1

∞

𝑛=0

(
∗

𝑛
) 

 

dir.  𝑘 ∈ ℤ𝑝,    𝑘 ≥ 0 için, 

𝛥𝑘𝑓 = ∑𝑎𝑛+1

∞

𝑛=0

(
∗

𝑛
) 

 

dir. Buradan, 

 

(𝛥𝑘𝑓)(0) = 𝑎𝑘 

 

bulunur.  

𝛥𝑘 = (𝐿1 − 𝐼)
𝑘 =∑(−1)𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

(
𝑘

𝑗
) 𝐿𝑗  
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dir. Burada 

(𝐿𝑗𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 𝑗)  

dir. O halde  

𝛥𝑘𝑓 =∑(−1)𝑘−𝑗
𝑘

𝑗=0

(
𝑘

𝑗
) 𝑓(𝑗)  

dir [21]. 

 
 Lemma 3.4.2 (𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝), ‖ ‖∞) uzayı ortogonal tabana sahiptir. 

 

Lemma 3.4.3. (𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝), ‖ ‖∞) uzayı ℚ𝑝 üzerindeki bir Banach uzayı olarak ortogonal tabana  

 
sahiptir. 
 

Teorem 3.4.4: 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾)  fonksiyonu 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 Mahler açılımına sahip olsun. 𝑎𝑛 katsayısı  
 

𝑎𝑛 =∑(−1)𝑛−𝑗
𝑛

𝑗=0

(
𝑛

𝑗
) 𝑓(𝑗)      (𝑛 = 0,1,2, … ) 

 
ile  𝑓 fonksiyonundan tekrar elde edilir [21]. 
 
 
Lemma 3.4.5: 𝑓 ∈ ℤ𝑝 → 𝐾 sınırlı fonksiyon ve  

 

𝑎𝑛 =∑(−1)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

(
𝑛

𝑘
)𝑓(𝑘) 

 

olsun. 𝑎𝑛 i bulmanın bir farklı yolu da  

 

∑𝑓(𝑛)
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= (𝑒𝑥𝑝𝑥)∑𝑎𝑛
𝑥𝑛

𝑛!
     (𝑥 ∈ 𝐸)

∞

𝑛=0

 

 

Denklemini kullanmaktır. Burada E, 

∑
𝑥𝑛

𝑛!
 

 

kuvvet serisinin yakınsaklık bölgesidir [21]. 
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Örnek 3.4.6.   (Sinüs ve Cosinüs fonksiyonları için Mahler açılımı)   

𝑝 ≠ 2, 𝑎 ∈ 𝑝ℤ𝑝 olsun. O zaman 

 

sin 𝑎𝑥 = ∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

 

cos 𝑎𝑥 = ∑𝑏𝑛 (
𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

 

 

Burada 𝑥 ∈ ℤ𝑝 dir.  Her n için; 

𝑎2𝑛 = (−1)
𝑛22𝑛(sin

1

2
𝑎)
2𝑛

sin 𝑛𝑎 

𝑎2𝑛+1 = (−1)
𝑛22𝑛+1(sin

1

2
𝑎)
2𝑛+1

cos(n +
1

2
)𝑎 

𝑏2𝑛 = (−1)
𝑛22𝑛(sin

1

2
𝑎)
2𝑛

cos 𝑛𝑎 

 

𝑏2𝑛+1 = (−1)
𝑛22𝑛+1(sin

1

2
𝑎)
2𝑛+1

sin(n +
1

2
)𝑎 

 

dir [5].  
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3.5.1. Volkenborn İntegrali 
 

Klasik Riemann integralinde çalıştığımız fonksiyonların en basit sınıfı kompakt bir yuvar 
 
üzerinde sürekli fonksiyonlar sınıfıdır. p-adik durumda, daha güçlü özellik olan sürekli olarak  
 
diferansiyellenebilme koşulu varsaymalıyız. 
 
 Tanım 3.5.1: Eğer, 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)

𝑥 − 𝑦
= 𝑙 

 
olarak tanımlanan iki değişkenli fonksiyon (𝑥, 𝑦) → (𝑎, 𝑎) ,   𝑥 ≠ 𝑦  𝑖𝑘𝑒𝑛 𝑙 = 𝑓′(𝑎) limite sahipse 𝑓 

fonksiyonuna 𝑎 ∈ ℤ𝑝 noktasında sürekli diferansiyellenebilirdir ve 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) ile gösterilir. 

p-adik değerli fonksiyonların integrasyonu ilk kez F. Thomas ve F. Bruhat tarafından 

düşünüldü. Ancak bu integraller analitik ve aritmetiksel amaçları için oldukça sınırlıydı. Bunun 

üzerine A. Volkenborn yeni bir integral tanımladı. 

Bir 𝑓 fonksiyonu için Riemann toplamı 

 

1

𝑝𝑛
∑ 𝑓(𝑗) = ∑ 𝑓(𝑗)𝜇(𝑗 + 𝑝𝑛

𝑝𝑛−1

𝑗=0

𝑝𝑛−1

𝑗=0

ℤ𝑝) 

 

eşitliğidir. ℤ𝑝 üzerinde 𝑓 nin integrali bu toplamın limiti , eğer bu limit varsa, tanımlanır. 

Tanım 3.5.2: A.Volkenborn 1972 de 𝑓 ∈ 𝐶1(ℤ𝑝 → 𝐾) 𝑛𝚤𝑛 Volkenborn integralini  

 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≔ lim
𝑛→∞

𝑝−𝑛 ∑ 𝑓(𝑗)

𝑝𝑛−1

𝑗=0ℤ𝑝

 

 

olarak tanımlanmıştır. 

Tanım.3.5.3. 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → 𝐾) sürekli fonksiyonun belirsiz toplamı 𝑛 ∈ ℕ için  

 

𝑛 → ∑𝑓(𝑗)

𝑛−1

𝑗=0

 

interpole edilen Sf  sürekli fonksiyondur [21]. 

𝑥 ∈ ℤ𝑝 olmak üzere Sf(x) şu şekilde yazılır: 

∑𝑓(𝑗) = lim
𝑛→𝑥
𝑛∈ℕ

∑𝑓(𝑗)

𝑛−1

𝑗=0

𝑥−1

𝑗=0
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dir. 

Teorem 3.5.4. 𝑓: ℤ𝑝 → 𝐾 sürekli bir fonksiyon ve Sf de f fonksiyonun belirsiz toplamı olsun. O 

halde,  

𝑆𝑓(𝑥 + 1) − 𝑆𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

dir [21].  
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3.5.2. Volkenborn İntegralinin Özellikleri 

 

1) ∫ℤ𝒑
üzerinde K lineer sürekli fonksiyon üzerinde 𝑓 ∈ 𝐶1(ℤ𝒑 → 𝐾) olsun. Gerçekten, 

 

| ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

| ≤ 𝑝‖𝑓‖1               (𝑓 ∈ 𝐶
1(ℤ𝒑 → 𝐾))   

 

dir.  ‖𝑓‖1 = {sup|𝑎𝑛| : 𝑛 ∈ ℕ ∪ {0}}. Özellikle, eğer 𝑓, 𝑓1, 𝑓2, … ∈ 𝐶
1(ℤ𝒑 → 𝐾) ve lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 = 𝑓 olmak 

üzere 

lim
𝑛→∞

∫𝑓𝑛
ℤ𝒑

(𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝒑

 

dir. 

2)  (Mahler katsayıları cinsinden Volkenborn integrali)  

 

𝑓 = ∑𝑎𝑛 (
∗

𝑛
) ∈ 𝐶1(ℤ𝒑 → 𝐾)

∞

𝑛=0

 

 

olsun. O halde, 

 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝒑

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

dir. 

 

3) (Analitik bir fonksiyonun Volkenborn integrali) 

𝑓: ℤ𝒑 → 𝐾 analitik fonksiyon olmak üzere 

 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olsun. O halde ,  
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∫(∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

)𝑑𝑥 = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0ℤ𝒑

∫𝑥𝑛𝑑𝑥

ℤ𝒑

 

dir. 

 

4) 𝑓 ∈ 𝐶1(ℤ𝒑 → 𝐾) 𝑣𝑒 𝑠 ∈ ℤ𝒑 olsun. Bu durumda  

𝒊. ∫𝑓(𝑥 + 𝑠)𝑑𝑥 = (𝑆𝑓)′(𝑠)

ℤ𝑝

 

𝒊𝒊. ∫𝑓(𝑥 + 𝑠)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = (𝑆𝑓)′(𝑠)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

veya 

 

            𝒊𝒊𝒊. ∫𝑓(𝑥 + 𝑠)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =∑𝑓′(𝑗)

𝑠−1

𝑗=0ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

            𝒊𝒗. ∫𝑓(𝑥 + 𝑠 + 1)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥 + 𝑠)𝑑𝑥 = 𝑓′(𝑠)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

dir.  

 

Özellikle, 

 

∫𝑓(𝑥 + 1)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓′(0)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

dir. 

 

6)  𝑓 ∈ 𝐶1(ℤ𝑝 → 𝐾) olsun. Aşağıdaki eşitlik sağlanır: 

 

∫𝑓(−𝑥)𝑑𝑥 = ∫𝑓(𝑥 + 1)𝑑𝑥

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

dir. Ek olarak, eğer 𝑓 tek fonksiyon ise  
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∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
1

2
𝑓′(0)

ℤ𝑝

 

dir. 

 

3.5.3. Volkenborn integralinin Mahler katsayıları 

 

𝑓 = ∑𝑎𝑛 (
∗

𝑛
) ∈ 𝐶1(

∞

𝑛=0

ℤ𝑝 → 𝐾) 

 

olsun.  O zaman; 
 

∫(∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
))𝑑𝑥 =  ∑ 𝑎𝑛 ∫(

𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 = ∑𝑎𝑛

(−1)𝑛

𝑛 + 1

∞

𝑛=0ℤ𝑝

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0ℤ𝑝

 

 
dir [5]. 
 
 Örnek 3.5.2.  𝑥0𝑥, 𝑥2, 𝑥3 fonksiyonlarının Volkenborn integral değerini hesaplayalım. 

∫𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑝−𝑛 ∑ 𝑗0 = 1

𝑝𝑛−1

𝑗=0ℤ𝑝

 

∫𝑥𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑝−𝑛 ∑ 𝑗 = −
1

2

𝑝𝑛−1

𝑗=0ℤ𝑝

 

 

∫𝑥2𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑝−𝑛 ∑ 𝑗2 =
1

6

𝑝𝑛−1

𝑗=0ℤ𝑝

 

 

∫𝑥3𝑑𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑝−𝑛 ∑ 𝑗3 = 0

𝑝𝑛−1

𝑗=0ℤ𝑝

 

dir. 

 

Tanım[p-adik Bernoulli sayıları]: Bernoulli sayıları, 𝐵0, 𝐵1, … olacak şekilde  

 

𝐵𝑛 ≔ ∫𝑥𝑛𝑑𝑥         (𝑛 = 0,1,2,… )

ℤ𝑝
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şeklinde tanımlanır. Volkenborn integralini  

 

∫𝑓(𝑥 + 1)𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓′(0)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

özelliğinden 

 

∫(𝑥 + 1)𝑛𝑑𝑥 − ∫𝑥𝑛𝑑𝑥 = {
1,                   𝑛 = 1
0,    𝑛 ∈ {0,2,3,… }

ℤ𝑝ℤ𝑝

                        (3.2) 

 

yazılır. Burada  

 

∫(𝑥 + 1)𝑛𝑑𝑥 =∑(
𝑛

𝑗
) ∫𝑥𝑗𝑑𝑥                                                   (3.3)

ℤ𝑝

𝑛

𝑗=0ℤ𝑝

 

 

                                                             = ∑(
𝑛

𝑗
)

𝑛

𝑗=0

𝐵𝑗 

dir. Böylece,  

 

∫(𝑥 + 1)𝑛𝑑𝑥 − ∫𝑥𝑛𝑑𝑥 = {

 0  ,                  𝑛 = 0

∑(
𝑛

𝑗
)

𝑛

𝑗=0

𝐵𝑗 ,      𝑛 ∈ {1,2,3,… }
            (3.4)     

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

 

yazılabilir. Buradan (3.2) ve (3.4) den 𝐵0 = 1  ve    

 

∑(
𝑛

𝑗
)

𝑛−1

𝑗=0

𝐵𝑗 = 0        ( 𝑛 ≥ 2 𝑖ç𝑖𝑛) 

 

eşitliği yazılır. Özellik 5 ve (3.2) den; 

 

∫(−𝑥)𝑛

ℤ𝑝

𝑑𝑥 = ∫(𝑥 + 1)𝑛

ℤ𝑝

𝑑𝑥 = {
𝐵1 + 1,                𝑛 = 1
𝐵𝑛 ,         𝑛 ∈ {0,2,3,… }
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dir. Böylece 𝐵1 = −
1

2
   ve   𝑛 ≥ 2 için  (−1)𝑛𝐵𝑛 = 𝐵𝑛 eşitliği elde edilir. Bu nedenle; 𝐵3 = 𝐵5 =

𝐵7 = ⋯ = 0  𝑑𝚤𝑟. 

 

Örnek 3.5.3.  𝑎 ∈ ℂ𝑝
+ , 𝑎 ≠ 1 için  

 

∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =
log𝑝 𝑎

𝑎 − 1
ℤ𝑝

 

 

dir.  

Gerçekten, 

 

∫𝑎𝑥𝑑𝑥 = ∫∑(
𝑥

𝑗
) (𝑎 − 1)𝑗𝑑𝑥 =∑(𝑎 − 1)𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0ℤ𝑝ℤ𝑝

∫(
𝑥

𝑗
)𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

dir.  

Özellik 3.5.1 den 

 

∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

∑(𝑎 − 1)𝑗
(−1)𝑗

𝑗 + 1
=∑(𝑎 − 1)𝑗

(−1)𝑗−1

𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

 

 

yazılır ve logaritma tanımından 

 

 

∫𝑎𝑥𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

∑(𝑎 − 1)𝑗
(−1)𝑗−1

𝑗
=∑

(𝑎 − 1)𝑗

𝑎 − 1

(−1)𝑗−1

𝑗

∞

𝑗=0

∞

𝑗=0

=
log𝑝 𝑎

𝑎 − 1
 

 

 

elde edilir [5]. 
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3.6.1. Fermiyonik p-Adik q-İntegral 

|1 − 𝑞|𝑝 < 𝑝
1

𝑝−1  ile 𝑞 ∈ ℂ𝑃  ve p tek asal sayı olsun . Kim, Euler sayısı polinomları içeren yararlı 

formülleri türetmek için ve Shriatini ve Yamamoto da 𝑝 −adik Euler sayılarını interpole etmek 

için p-adik q-integrali birbirinden habersiz bir şekilde tanımlamışlardır. 

Tanım 3.6.2. Bir  f  fonksiyonu için Rieamann toplamının 𝑞 −analogu 

 

1

(𝑝𝑛)𝑞
∑ 𝑞𝑗
𝑝𝑛−1

𝑗=0

𝑓(𝑗) = ∑ 𝑓(𝑗)𝜇𝑞(𝑗 + 𝑝
𝑛ℤ𝑝)

𝑝𝑛−1

𝑗=0

 

 

şeklinde ifade edilir. Eğer bu toplamın limit (𝑛 → ∞) varsa ℤ𝑝 üzerinde f  nin integrali tanımlanır. 

Tanım 3.6.3. 𝑓: 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) fonksiyonunun p-adik q-integral ya da başka bir deyişle q-

Volkenborn integrali 

𝐼𝑞 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝜇𝑞(𝑥) = lim
𝑛→∞

1

(𝑝𝑛)𝑞
∑ 𝑓(𝑗)

𝑝𝑛−1

𝑗=0

𝑞𝑗

ℤ𝑝

 

 

ile tanımlanır. 

Tanm 3.6.4. Fermiyonik anlamda ℤ𝑝 üzerinde q-Volkenborn integrali  

 

              𝐼−𝒒(𝑓) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝜇−𝑞(𝑥) = lim
𝑁→∞

1

(𝑝𝑛)−𝑞
∑ 𝑓(𝑗)

𝑝𝑛−1

𝑗=0

𝑞𝑗(−1)𝑗

ℤ𝑝

                  (3.5) 

 

olarak tanımlanır. Burada (𝑥)−𝑞 =
1−(−𝑞)𝑥

1+𝑞
 dır. 𝑓 ∈ (ℤ𝑝 → ℂ𝑝)  fonksiyonu ve 𝑛 ∈ ℕ için (3.5) 

eşitliğinden aşağıdaki eşitlik elde edilir [17]: 

 

𝑞−𝑛𝐼−𝑞(𝑓(𝑥 + 𝑛)) + (−1)
𝑛−1𝐼−𝑞(𝑓(𝑥)) = (2)𝑞 ∑ 𝑓(𝑗)𝑞𝑗(−1)𝑛−1−𝑗 .

𝑝𝑁−1

𝑗=0

 

 

Özel durumda 𝑛 = 1 iken  

 

                                     𝑞𝐼−𝑞(𝑓(𝑥 + 1)) + 𝐼−𝑞(𝑓(𝑥)) = (2)𝑞𝑓(0)                             ( 3.6) 

 

dır. 
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3.6.2. Fermiyonik p-Adik İntegral  

 p tek asal sayısı olsun. Fermiyonik anlamda p-adik q-integralde yararlanılarak,  

𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) fonksiyonu için ℤ𝑝 üzerinde fermiyonik p-adik integral  

 

                           𝐼−1(𝑓) = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝜇−1
ℂ𝑝

(𝑥) = lim
𝑁→∞

∑ 𝑓(𝑗)(−1)𝑗                            (3.7

𝑝𝑁−1

𝑗=0

) 

 

olarak tanımlanır. 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) fonksiyonu için (3.7) eşitliğinden yararlanılarak 𝑛 ∈ ℕ için 

 

        𝐼−1(𝑓(𝑥 + 𝑛)) − (−1)
𝑛𝐼(−1)(𝑓(𝑥)) = 2∑(−1)𝑛−1−𝑗𝑓(𝑗)                             (3.8)

𝑛−1

𝑛=0

 

 

                                      𝐼−1(𝑓(𝑥 + 1)) + 𝐼−1(𝑓(𝑥)) = 2𝑓(0)   𝑑𝚤𝑟                               (3.9) 

eşitlikleri yazılır [17]. 
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4. BULGULAR ve TARTIŞMA 

4.1. Bazı p-Adik Trigonometrik Fonksiyonların Mahler Açılımları 

Bazı p-adik trigonometrik fonksiyonların Mahler açılımları için faydalı blgiler içeren 

aşağıdaki lemmayı verelim. 

Lemma 4.1. ([5]). 𝑥 ∈ ℤ𝑝 ve 𝑚 ∈ ℕ ∪ {0} için  
𝑎𝑛,𝑚

𝑛!
 , 2.tip Stirling sayıları olmak üzere 

 

𝑥𝑚 = ∑𝑎𝑛,𝑚

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

  

eşitsizliğini dikkate alalım.   𝑛,𝑚 ∈ {0,1,2,… } ise aşağıdaki özellikler sağlanır: 

 

𝑖)     𝑎0,0 = 1 ;    𝑎0,𝑚 = 𝑎0,𝑛 = 0    (𝑚, 𝑛) ≠ 0  ;      𝑎𝑛,𝑚 = 0   (𝑛 > 𝑚 𝑖𝑘𝑒𝑛), 

 

𝑖𝑖) 𝑎𝑛,𝑚 =∑(−1)𝑛−𝑗
𝑛

𝑗=0

(
𝑛

𝑗
) 𝑗𝑚 , 

 

𝑖𝑖𝑖)   𝑎𝑛,𝑚  bir tamsayıdır ve  𝑛! ile bölünebilir. 

 

𝑖𝑣)    𝑓𝑛,𝑚(𝑥) = (𝑥
𝑑

𝑑𝑥
)𝑚(𝑥 − 1)𝑛     (𝑥 ∈  ℤ𝑝) tanımlansın. Buna göre 

 

 𝑎𝑛,𝑚 = 𝑓𝑛,𝑚(1) 

 

𝑣)      𝑎𝑛,𝑚+1 = 𝑛(𝑎𝑛,𝑚 + 𝑎𝑛−1,𝑚)      (𝑛 ≥ 1) 

 

 𝑣𝑖)    𝑎𝑛+1,𝑚 = ∑ (
𝑚

𝑗
)𝑎𝑛,𝑗

𝑚−1

𝑗=0

     (𝑚 ≥ 1) 

 

𝑝 −adik sinüs hiperbolik fonksiyonunun Mahler açılımı aşağıdaki teorem ile verilmiştir. 

Teorem 4.1.1: 𝑝 > 2 bir asal sayı , 𝑎 ∈ 𝑝ℤ𝑝 ve  

 

sinh(𝑎𝑥) = ∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)    (𝑥 ∈

∞

𝑛=0

ℤ𝑝) 

 

olsun. Bu taktirde her 𝑛 için 𝑎𝑛 katsayıları 



Suna ÇİÇEK, Yüksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitüsü, Mersin Üniversitesi, 2019 

33 
 

 

𝑎2𝑛 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛. [(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛 − 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛
 

 

𝑎2𝑛+1 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛+1. [(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1 + 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1
 

 

formülleri ile elde edilir. 

İspat 4.1.1: Biliyoruz ki, 

 

sinh(𝑎𝑥) =
exp(𝑎𝑥) − exp(−𝑎𝑥)

2
 

 

dir. Buradan; 

sinh(𝑎𝑥) =
1

2
exp(𝑎𝑥) −

1

2
exp(−𝑎𝑥) 

                                                                       =
1

2
∑(exp(𝑎) − 1)𝑛 (

𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

−
1

2
∑(exp(−𝑎) − 1)𝑛
∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

                                                                            = ∑
1

2

∞

𝑛=0

[(exp(𝑎) − 1)𝑛 − (exp(−𝑎) − 1)𝑛] (
𝑥

𝑛
) 

serisi elde edilebilir. Buradan 𝑎𝑛 𝑙𝑒𝑟𝑖 belirleyelim. 

 

𝑎𝑛 =
1

2
(exp (𝑎) − 1)𝑛 −

1

2
(exp(−𝑎) − 1)𝑛 

 

=
1

2
[(exp (𝑎) − 1)𝑛 − (

1

exp (𝑎)
− 1)

𝑛

] 

 

=
1

2
[(exp (𝑎) − 1)𝑛 −

(1 − exp (𝑎))𝑛

(exp (𝑎))𝑛
 

 

𝑎𝑛 =
1

2

(exp (𝑎) − 1)𝑛. (exp (𝑎))𝑛 − (1 − exp(𝑎))𝑛

(exp (𝑎()𝑛
 

 

bulunur. 𝑛 yerine 2𝑛 yazılırsa; 

 

𝑎2𝑛 =
1

2

(exp (𝑎) − 1)2𝑛. [(exp (𝑎))2𝑛 − 1]

(exp (𝑎))2𝑛
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ve 𝑛 yerine 2𝑛 + 1 yazılırsa; 

 

𝑎2𝑛+1 =
1

2

(exp (𝑎) − 1)2𝑛+1. [(exp (𝑎))2𝑛+1 + 1]

(exp (𝑎))2𝑛+1
 

 

bulunur. 

Teorem 4.1.2: 𝑎𝑚,𝑛 (Lemma 4.1 de verilen) 2.tip Stirling sayıları olmak üzere, sinh (𝑎𝑥) 

fonksiyonunun Mahler katsayıları, 

 

𝑎𝑚 = ∑
𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛 

 

dir. 

İspat 4.1.2. 𝑎 ∈ 𝐸 olsun. sinh (𝑎𝑥) fonksiyonunun Mahler açılımı, 

 

sinh(𝑎𝑥) = ∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

 

 

dir. sinh (𝑎𝑥) kuvvet seri açılımından  

 

sinh(𝑎𝑥) = ∑
𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

𝑥2𝑛+1 

 

dir.  

    𝑛 < 𝑚 iken  𝑎𝑚,𝑛=0 olduğundan, 

 

 sinh(𝑎𝑥)  = ∑ (∑
𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛)

∞

𝑚=0

(
𝑥

𝑚
) 

 

elde edilir. Buna göre sinh(𝑎𝑥) in Mahler katsayıları, 

 

𝑎𝑛 = ∑
𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛 

 

olur.  
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 Şimdi p-adik cosinüs hiperbolik fonksiyonun Mahler açılımını ve Mahler katsayılarını verelim. 

Teorem 4.1.3: p tek bir asal sayı olsun.  𝑎 ∈ 𝑝ℤ𝑝 𝑣𝑒 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için   

 

cosh(𝑎𝑥) = ∑𝑐𝑛 (
𝑥

𝑛
)    

∞

𝑛=0

 

 

olsun. Bu taktirde; 

 

𝑐2𝑛 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛[(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛 + 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛
 

 

ve 

 

𝑐2𝑛+1 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛+1[(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1 − 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1
 

 

sağlanır. 

 

İspat 4.1.3:  Biliyoruz ki; 

 

cosh(𝑎𝑥) =
exp(𝑎𝑥) + exp(−𝑎𝑥)

2
 

 

dir.   Buradan eksponansiyel fonksiyonun Mahler açılımı ile  

 

cosh(𝑎𝑥) =
1

2
exp(𝑎𝑥) +

1

2
exp(−𝑎𝑥) 

 

dir. Böylece 

 

                                                  cosh (𝑎𝑥) =
1

2
∑(exp(𝑎) − 1)𝑛 (

𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

+
1

2
∑(exp(−𝑎) − 1)𝑛
∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 

dir. 

 

Buradan, 
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                                       cosh (𝑎𝑥) = ∑
1

2

∞

𝑛=0

[(exp(𝑎) − 1)𝑛 + (exp(−𝑎) − 1)𝑛] (
𝑥

𝑛
) 

 

bulunur. 

 

Buradan 𝑐𝑛 in Mahler katsayılarını daha açık yazalım. 

 

𝑐𝑛 =
1

2
[(exp(𝑎) − 1)𝑛 + (exp(−𝑎) − 1)𝑛] 

 

     =
1

2
[(exp(𝑎) − 1)𝑛 + (

1

𝑒𝑥𝑝𝑎
− 1)

𝑛

] 

 

    =
1

2
[(exp(𝑎) − 1)𝑛 + (

1 − 𝑒𝑥𝑝𝑎

𝑒𝑥𝑝𝑎
)
𝑛

] 

 

𝑐𝑛 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)𝑛((𝑒𝑥𝑝𝑎)𝑛 + (1 − 𝑒𝑥𝑝𝑎)𝑛)

(𝑒𝑥𝑝𝑎)𝑛
 

 

dir. 𝑛 yerine 2𝑛 yazılırsa; 

 

𝑐2𝑛 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛[(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛 + 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛
 

 

ve 𝑛 yerine 2𝑛 + 1 yazılırsa; 

 

𝑐2𝑛+1 =
1

2

(𝑒𝑥𝑝𝑎 − 1)2𝑛+1[(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1 − 1]

(𝑒𝑥𝑝𝑎)2𝑛+1
 

 

bulunur.  Şimdi cosh (𝑎𝑥)’in Mahler katsayılarını Stirling sayıları cinsinden bulalım. 

 

Teorem 4.1.4: 𝑎𝑚,𝑛 (Lemma 4.1 de verilen) 2.tip Stirling sayıları olmak üzere, cosh (𝑎𝑥) 

fonksiyonunun Mahler katsayıları, 

 

𝑎𝑚 = ∑
𝑎2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛 
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dir. 

 

İspat 4.1.4.  𝑎 ∈ 𝐸 olsun. cosh (𝑎𝑥) fonksiyonunun Mahler açılımı, 

 

cosh(𝑎𝑥) =∑𝑐𝑛 (
𝑥

𝑛
) 

 

olsun. cosh (𝑎𝑥) kuvvet seri açılımından, 

 

cosh(𝑎𝑥) = ∑
𝑎2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

𝑥2𝑛 

 

dir. 𝑛 < 𝑚 iken  𝑎𝑚,𝑛=0 olduğundan, 

 

 cosh(𝑎𝑥)  = ∑ (∑
𝑎2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛)

∞

𝑚=0

(
𝑥

𝑚
) 

 

elde edilir. Buna göre cosh(𝑎𝑥) in Mahler katsayıları 2.tip Stirling  sayıları cinsinden, 

 

𝑐𝑛 = ∑
𝑎2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=𝑚

𝑎𝑚,𝑛 

 

şeklinde yazılır. 

 

Teorem 4.1.5.  𝑎 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ ℤ𝑝 için  

sin (𝑎𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑥

𝑛
) 

 

seri açılımında (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun.  Bu taktirde; 

 

∫sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 

İspat 4.1.5: .  𝑎 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ ℤ𝑝 olsun. Buradan 
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∫sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫(∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

)

ℤ𝑝

𝑑𝑥 

 

 dir. İntegral özelliği ile 

∫sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛 ∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥

ℤ𝑝

∞

𝑛=0

 

dir. 

 

∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 =

(−1)𝑛

𝑛 + 1
ℤ𝑝

 

 

olduğundan, 

 

∫sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 

 

Sonuç 1: (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olmak üzere, 

 

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
= −

𝑎

2
 

 

dir. 

 

 İspat: Lemma 4.1 ve Teorem 4.1.5. ten açıktır. 

 

Teorem 4.1.6. 𝑎 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ ℤ𝑝 

 

cos (𝑎𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑥

𝑛
) 

 

ve (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. Bu taktirde; 
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∫cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 

 

İspat 4.1.6:  

∫cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫(∑𝑎𝑛 (
𝑥

𝑛
)

∞

𝑛=0

)

ℤ𝑝

𝑑𝑥 

 

dir. Buradan, 

∫cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛 ∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥

ℤ𝑝

∞

𝑛=0

 

 

dir. 

∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 =

(−1)𝑛

𝑛 + 1
ℤ𝑝

 

olduğundan, 

∫cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 

 

 

Sonuç 2: (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olmak üzere, 

 

∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
= −

𝑎

2
 

 

dir. 

 

Teorem 4.1.7:  𝑎 ∈ 𝐸, 𝑥 ∈ ℤ𝑝  

sinh (𝑎𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑥

𝑛
) 
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ve (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. Bu taktirde; 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 

İspat 4.1.7:  Teorem 4.1 ile  

 

𝑠𝑖𝑛ℎ𝑎𝑥 = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(
𝑥

𝑛
) 

 

ve (𝑎𝑛) ler Lemma 4.1 deki gibi olsun. 

 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫(∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
)𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

 ve buradan, 

 

                  ∫ sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

 = ∑ 𝑎𝑛 ∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥

ℤ𝑝

∞

𝑛=1

 

 

dir. 

∫(
𝑥

𝑛
)𝑑𝑥 =

(−1)𝑛

𝑛 + 1
ℤ𝑝

 

 

olduğundan, 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛 + 1
 

 

dir. 
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4.2 Bazı p-Adik Elemanter Fonksiyonların Volkenborn İntegralleri 

Teorem 4.2.1. 𝑥 ∈ ℤ𝑝, 𝑎 ∈ 𝐸 𝑣𝑒 𝑥 ≠ 0   olmak üzere 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= −
𝑎

2
 

dir. 

 

İspat 4.2.1: sinh(𝑎𝑥) fonksiyonunun tanımı ve Volkenborn integralinin özelliği ile 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫∑
𝑎2𝑛+1. 𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑛≥0

𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

                                      = ∑
 𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑛≥0

∫  𝑥2𝑛+1 𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

dir. Fakat 

 

∫  𝑥𝑛 𝑑𝑥 = 𝐵𝑛
ℤ𝑝

 

 

 olduğundan; 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

∑
 𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝑛≥0

𝐵2𝑛+1 

 

yazılır.  𝑛 ≥ 1 için 𝐵2𝑛+1 = 0 ve 𝐵1 = −
1

2
  olduğundan, 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= −
𝑎

2
 

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.2.2: cosh(𝑎𝑥) fonksiyonunun tanımı ve Volkenborn integralinin özelliği ile; 
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∫cosh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

1 

 

dir. 

İspat 4.2.2: Her 𝑥 ∈ ℤ𝑝 elemanı için; 

 

∫cosh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫∑
𝑎2𝑛. 𝑥2𝑛

(2𝑛)!
𝑛≥0

𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

                                  = ∑
 𝑎2𝑛

(2𝑛)!
𝑛≥0

∫  𝑥2𝑛 𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

dir. Fakat, 

 

∫  𝑥𝑛 𝑑𝑥 = 𝐵𝑛
ℤ𝑝

 

 

olduğundan; 

 

∫cosh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

∑
 𝑎2𝑛

(2𝑛)!
𝑛≥0

𝐵2𝑛 

elde edilir. Buradan  

 

∫cosh(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =

ℤ𝑝

1 

 

bulunur. 

 

Teorem 4.2.3:  𝑎 ∈ 𝐸    olsun. Bu durumda; 

 

∫ sec ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = ∑∑(
𝑛

𝑘
)ℰ𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0ℤ𝑝

2𝑘

𝑛!
𝑎2𝑛. 𝐵2𝑛 

 

dir. Burada 𝐵𝑛  𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 p-adik Bernoulli sayısı ve ℰ𝑘 𝑘 − 𝑦𝚤𝑛𝑐𝚤 klasik Euler sayısıdır. 
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İspat 4.2.3: Gerçekten; 

 

sec ℎ(𝑎𝑥) = ∑∑(
𝑛

𝑘
)ℰ𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

2𝑘

𝑛!
𝑎2𝑛 

 

olduğundan, 

 

∫ sec ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = ∫∑∑(
𝑛

𝑘
)ℰ𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0ℤ𝑝
ℤ𝑝

2𝑘

𝑛!
𝑎2𝑛 𝑑𝑥 

 

= ∑∑(
𝑛

𝑘
)ℰ𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

2𝑘

𝑛!
∫  𝑥𝑛 𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 dir. Böylece,  

 

∫ sec ℎ(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 =
ℤ𝑝

∑∑(
𝑛

𝑘
)ℰ𝑘

𝑛

𝑘=0

∞

𝑛=0

2𝑘

𝑛!
𝑎2𝑛. 𝐵2𝑛 

 

bulunur. 

 

Teorem 4.2.4:  𝑥 ∈ ℤ𝑝 𝑣𝑒 𝑎 ∈ 𝐸 olmak üzere 

 

∫arctan(𝑎𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

= −
𝑎

2
 

 

Burada 𝐵𝑛  𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 p-adik  sayısıdır. 

 

İspat 4.2.4: Gerçekten, 

 

∫arctan(𝑎𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∑
 (−1)𝑛𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

 

 

olduğundan, 
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∫arctan(𝑎𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

= ∫ ∑
(−1)𝑛𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0ℤ𝑝

𝑥2𝑛+1𝑑𝑥 

 

∑
(−1)𝑛𝑎2𝑛+1

2𝑛 + 1

∞

𝑛=0

∫𝑥2𝑛+1𝑑𝑥

ℤ𝑝

 

 

ve böylece 𝐵2𝑛+1  𝑛 − 𝑖𝑛𝑐𝑖 𝑝 − adik Bernoulli sayısı olmak üzere  

 

∫arctan(𝑎𝑥)𝑑𝑥

ℤ𝑝

=∑
 (−1)𝑛𝑎2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
𝐵2𝑛+1

∞

𝑛≥0

 

 

dir. Fakat 𝐵1 = −
1

2
  ve 𝐵2𝑛+1 = 0   𝑛 ≥ 1  olduğundan 

 

∫arctan(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝑥 = −
𝑎

2
 

dir. 
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4.3 Bazı p-Adik Trigonometrik Fonksiyonların Fermiyonik p-Adik İntegrali 

Teorem 4.3.1. a)  Eğer   𝑎 ∈ 𝐸 ise buradan; 

 

∫sin(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1 = −
sin𝑎

cos 𝑎 + 1
ℤ𝑝

∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) 

dir. 

 

İspat 4.3.1. 

𝑓(𝑥) = sin (𝑎𝑥) olsun. 

𝑓(0) = 𝑠𝑖𝑛0 

          = 0  dir. 

 

∫𝑠𝑖𝑛𝑎(𝑥 + 1)𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫sin𝑎 𝑑𝜇−1 (𝑥) = 2𝑓(0

ℤ𝑝ℤ𝑝

) 

 

⇒ sin𝑎 ∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + cos 𝑎 ∫sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫ sin (𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 0 

 

⇒ (cos 𝑎 + 1) ∫sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + sin 𝑎 ∫ cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 0 

∫sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) =
− sin𝑎

cos 𝑎 + 1
∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) 

dir. 

 

b) 𝑎 ∈ 𝐸 olsun. Bu durumda; 

 

∫ cos(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1(𝑥) = 1
ℤ𝑝

 

 

İspat 4.3.2.  

𝑓(𝑥) = cos (𝑎𝑥) olsun. 

𝑓(0) = 𝑐𝑜𝑠0 

          = 1 dir. 
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∫𝑐𝑜𝑠𝑎(𝑥 + 1)𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫cos(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1 (𝑥) = 2𝑓(0)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

cos𝑎 ∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) − sin𝑎 ∫sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 2 

(cos 𝑎 + 1) ∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + sin 𝑎 ∫ sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 2 

dir. Buradan sin 𝑎𝑥 fonksiyonunu yerine koyarsak; 

 

∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥). (cos 𝑎 + 1 −
sin 𝑎. sin 𝑎

cos𝑎 + 1
  ) = 2 

 

∫cos(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 1 

dir. 

 

Sonuç:  

 

∫sin(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) =
− sin𝑎

cos 𝑎 + 1
 

dir. 

 

Teorem 4.3.2. a)  Eğer   𝑎 ∈ 𝐸 ise buradan; 

 

∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1 = −
sinh𝑎

cosh𝑎 + 1
ℤ𝑝

∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) 

dir. 

 

İspat 4.3.2. a) 

𝑓(𝑥) = sinh (𝑎𝑥) olsun. Buna göre, 

𝑓(0) = 𝑠𝑖𝑛ℎ0 

          = 0  dir. 

 

∫𝑠𝑖𝑛ℎ𝑎(𝑥 + 1)𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫sinh(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1 (𝑥) = 2𝑓(0

ℤ𝑝ℤ𝑝

) 
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⇒ sinh𝑎 ∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + cosh𝑎 ∫ sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫sinh (𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 0 

 

⇒ (cosh𝑎 + 1) ∫sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + sinh𝑎 ∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 0 

∫sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) =
− sinh𝑎

cosh𝑎 + 1
∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) 

dir. 

 

b)  𝑎 ∈ 𝐸 olsun. Bu durumda; 

 

∫ cosh(𝑎𝑥) 𝑑𝜇−1(𝑥) = 1
ℤ𝑝

 

dir. 

 

İspat b)  

𝑓(𝑥) = cosh (𝑎𝑥) olsun. Buna göre, 

𝑓(0) = 𝑐𝑜𝑠0 

          = 1 dir. 

∫𝑐𝑜𝑠ℎ𝑎(𝑥 + 1)𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫cosh𝑎 𝑑𝜇−1 (𝑥) = 2𝑓(0)

ℤ𝑝ℤ𝑝

 

 

cosh𝑎 ∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + sinh𝑎 ∫sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + ∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 2 

(cosh𝑎 + 1) ∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) + sinh𝑎 ∫sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 2 

 

dir. Buradan sinh𝑎𝑥 fonksiyonunu yerine koyarsak; 

∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥). (cosh𝑎 + 1 −
sinh𝑎. sinh𝑎

cosh𝑎 + 1
  ) = 2 

 

∫cosh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) = 1 

dir. 
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Sonuç:  

 

∫sinh(𝑎𝑥)

ℤ𝑝

𝑑𝜇−1(𝑥) =
− sinh𝑎

cosh𝑎 + 1
 

 

Teorem 4.3.3.  𝑥 ∈ ℤ𝑝 𝑣𝑒 𝑥 ≠ 0 olmak üzere 

 

∫𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝜇−1(𝑥)

ℤ𝑝

= ∑
(−1)𝑛−122𝑛. (22𝑛 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 

dir. Burada 𝑏𝑛 𝑛
′𝑖𝑛𝑐𝑖  klasik Bernoulli sayısı ve 𝐸𝑛 𝑛′𝑖𝑛𝑐𝑖 p-adik Euler sayısıdır. 

 

İspat 4.3.3. Biliyoruz ki 

 

𝑡𝑎𝑛𝑥 = ∑
(−1)𝑛−122𝑛. (22𝑛 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
 𝑥2𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 

dir. Burada  

 

∫𝑡𝑎𝑛𝑥𝑑𝜇−1(𝑥) = ∑
(−1)𝑛−122𝑛. (22𝑛 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
∫𝑥2𝑛−1𝑑𝜇−1(𝑥)

ℤ𝑝

∞

𝑛=1ℤ𝑝

= ∑
(−1)𝑛−122𝑛. (22𝑛 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
. 𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=1

 

 

dir. 

 

Teorem 4.3.4. 𝑥 ∈ ℤ𝑝 𝑣𝑒 𝑥 ≠ 0   olmak üzere 

 

∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝜇−1(𝑥)

ℤ𝑝

= ∑
(−1)𝑛+12. (22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=0

 

 

dir. Burada 𝑏𝑛 𝑛
′𝑖𝑛𝑐𝑖  klasik Bernoulli sayısı ve 𝐸𝑛 𝑛′𝑖𝑛𝑐𝑖 p-adik Euler sayısıdır. 
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İspat 4.3.4.  Biliyoruz ki, 

 

𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥 = ∑
(−1)𝑛+12. (22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
𝑥2𝑛−1

∞

𝑛=0

 

dir. Burada  

 

∫𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐𝑥𝑑𝜇−1(𝑥) = ∑
(−1)𝑛+1. 2. (22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
∫𝑥2𝑛−1𝑑𝜇−1(𝑥)

ℤ𝑝

∞

𝑛=0ℤ𝑝

= ∑
(−1)𝑛+1. 2. (22𝑛−1 − 1). 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
. 𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=0

 

 

dir. 

 

Teorem 4.3.5. 𝑥 ∈ ℤ𝑝 𝑣𝑒 𝑥 ≠ 0   olmak üzere 

 

𝑐𝑜𝑡𝑥 = ∑
(−1)𝑛22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=0

 

 

dir. Burada 𝑏𝑛 𝑛
′𝑖𝑛𝑐𝑖  klasik Bernoulli sayısı ve 𝐸𝑛 𝑛′𝑖𝑛𝑐𝑖 p-adik Euler sayısıdır. 

 

İspat 4.3.5. Biliyoruz ki, 

 

𝑐𝑜𝑡𝑥 = ∑
(−1)𝑛. 22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
.

∞

𝑛=0

𝑥2𝑛−1 

dir. Burada, 

 

∫𝑐𝑜𝑡𝑥𝑑𝜇−1(𝑥) = ∑
(−1)𝑛22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
∫𝑥2𝑛−1𝑑𝜇−1(𝑥)

ℤ𝑝

∞

𝑛=0ℤ𝑝

 

= ∑
(−1)𝑛. 22𝑛. 𝑏2𝑛

(2𝑛)!
. 𝐸2𝑛−1

∞

𝑛=0

 

 

dir. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

5.1 SONUÇLAR  

 

Bu tezde elementer fonksyonların önemli sınıfını oluşturan p-adik trigonometrik 

fonksiyonlar göz önüne alınmıştır. p-adik analizde bu fonksiyonlar kuvvet serileri ile tanımlanır ve 

yakınsaklık bölgeleri klasik durumdan farklıdır. Benzer olarak klasik analizde her sürekli 

fonksiyona bir polinomlar yaklaşılabilir, fakat p-adik analizde durum sadedir. (𝑥
𝑛
) binom katsayısı 

𝑥 ∈ ℤ𝑝olmak üzere, (
𝑥
0
) = 1 ve 𝑛 ∈ ℤ+ için 

 

(
𝑥
𝑛
) =

𝑥(𝑥 − 1) ⋅⋅⋅ (𝑥 − 𝑛 + 1)

𝑛!
=
(𝑥)𝑛
𝑛!

 

 

ile tanımlanır. Buna göre, (
𝑥
𝑛
) n. dereceden bir polinomdur ve  

 

𝑥 → (
𝑥
𝑛
) (𝑥 ∈ ℤ𝑝, 𝑛 ∈ ℕ) 

 

fonksiyonlar kümesi  𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝) sürekli fonksiyonları uzayı için bir ortonormal taban oluşturur. 

Buna göre, her 𝑓 ∈ 𝐶(ℤ𝑝 → ℂ𝑝)fonksiyonu için 𝑎𝑛 ∈ ℂ𝑝 

 

𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛

∞

𝑛=0

(
𝑥

𝑛
) 

 

 şeklinde yazılır. Bu açılıma 𝑓 nin Mahler açılımı denir. 𝑎𝑛 sayıları  

 

𝑎𝑛 =∑(−1)𝑘 (
𝑛

𝑘
)𝑓(𝑛 − 𝑘),     (𝑛 = 0,1,2,… )

𝑛

𝑘=0

 

  

ile belirlidir ve bunlara 𝑓 nin Mahler katsayıları denir. 

 

 Bu çalışmada bazı  p-adik trigonometrik fonksiyonların Mahler açılımları elde edilmiş ve 

Mahler katsayıları hesaplanmıştır. Ayrıca, bu fonksiyonların Volkenborn integralleri ve fermiyonik 

p-adik integralleri için sonuçlar elde edilmiştir. 
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5. 2. ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada elde edilen sonuçların devamı olarak p-adik trigonometrik fonksiyonların q-

Volkenborn integralleri hesaplanabilir. Ayrıca p-adik trigonometrik fonksiyonların q-genişlemeleri 

incelenebilir ve bunların Mahler açılımları ve integral gösterimleri araştırılabilir. 
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