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OZET

ZAMAN SKALASINDA iKINCi MERTEBEDEN UYUMLU DiNAMIiK BiR OPERATORUN
SPEKTRAL OZELLIKLERI

Bu tezde, zaman skalasi iizerinde uyumlu tiirev operatorii yardimiyla tanimlanan ikinci
mertebeden uyumlu dinamik bir operator ele alinmistir. Bu operatér yardimiyla olusturulmus
bir baslangi¢ deger probleminin ¢éziimiiniin varhigi ve tekligi arastirildiktan sonra, ¢oziimleri
insa etmeye yarayan bir yontemden bahsedilmistir. Ele alinan uyumlu dinamik operator icin
Lagrange 0zdesligi ispatlanmistir. Daha sonra, ikinci mertebeden uyumlu 6z eslenik bir dinamik
denklem ve sinir kosullari ile olusturulan bir sinir deger problemi ele alinmistir. Bu problemin
bazi 6zdeger 6zellikleri incelenmis ve Green teoremi ispatlanmistir.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim olan “Giris” boliimiinden sonra, dnceki
calismalara deginilen “Kaynak Arastirmalar1” isimli ikinci boéliimde, ele alinan konu ile ilgili
literatiiriin ézeti verilmistir. Ugiincii béliim olan “Materyal ve Yontem” isimli boliim, sonraki
boliimde kullanilacak olan bazi temel kavramlarin hatirlatilmasina ayrilmistir. Bagsligt “Bulgular
ve Tartisma” olan dérdiincii béliim tezin orijinal kismidir. Besinci boliimde ise sonug ve 6nerilere
yer verilmistir.

Tezden elde edilen sonuclarin, zaman skalasinda uyumlu kesirli tiirev yardimiyla
tanimlanan cesitli problemlerin incelenmesinde yol gdsterici olacag: disiiniilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Zaman Skalasi, Uyumlu Kesirli Tiirev, Sinir Deger Problemi, Lagrange
Ozdesligi, Green Fonksiyonu.

Danigman: Dr. Ogr. Uyesi Fatma Ayca CETINKAYA, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim
Dali, Mersin.



ABSTRACT

SPECTRAL PROPERTIES OF A SECOND ORDER CONFORMABLE DYNAMIC OPERATOR ON
TIME SCALES

In this thesis, we deal with a conformable dynamic operator of second order on an
arbitrary time scale. We define an initial value problem consisting of a dynamic equation which
is generated by this dynamic operator and initial conditions. We prove an existence and
uniqueness theorem for the solutions of this initial value problem equation and we suggest a
method to construct these solutions. Then, we prove the conformable Lagrange identity. After
that, we derive a conformable boundary value problem which consists of the above-mentioned
conformable dynamic equation and boundary conditions. We prove Green’s theorem with the
help of conformable Lagrange identity and we provide a characterization for the eigenvalues of
this conformable boundary value problem.

This thesis, consists of five chapters. After making an introduction in Chapter 1, a
detailed literature analysis about the existing studies is given in Chapter 2. Chapter 3 is devoted
to mention some fundamental notions which will be needed in the sequel. Chapter 4 is the
original part of the thesis. Finally, in chapter 5 some concluding remarks are given.

We believe that the results of this thesis includes novel material that we hope will
achieve an inspirational impact in the field.

Keywords: Time Scale, Conformable Fractional Derivative, Boundary Value Problem, Lagrange
Identity, Green’s Function.

Advisor: Asst. Prof. Fatma Ayca CETINKAYA, Department of Mathematics, University of Mersin,
Mersin.
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1. GiRis

Dogada meydana gelen olaylarin anlasilmasini saglayan yasalarin ¢ogu, bir veya daha
fazla biiyiikliigiin diger bir takim biiyiikliiklere gore degisim hizini icerir. Bu degisim hizi
matematigin temel kavramlarindan biri olan tlirev kavrami ile ifade edilir.

Bilindigi tizere, Ac R, X, € A, A kiimesinin bir y181lma noktasi1 ve f fonksiyonu A dan

f(x)-f
R ye bir fonksiyon olmak tlizere lim M
X—>Xg X — Xo

limiti veya X=X, +h yazmakla elde edilen

f(x+h)—f(x)

Ihim limiti mevcutsa, f fonksiyonu X, noktasinda tiirevlenebilirdir denir ve
—0
o : o ) , df (%, )
bu limit degeri f fonksiyonunun X, noktasindaki tiirevi adini alir. Bu tirev f (XO), q
X

veya Df (XO) sembollerinden biri ile gdsterilir.

Tim pozitif tamsayilar icin f(X) fonksiyonunun n mertebeden tilirevi, Leibniz

d"f(x)

tarafindan, -
X

bigiminde tanimlanmistir. Leibniz’in 1695 yilinda L’'Hopital’e sordugu “Tam

sayl mertebeden tiirevler kesirli mertebeden tiirevlere genisletilebilir mi?” sorusu kesirli
mertebeden tiirevin ortaya ¢ikis tarihi olarak gdsterilebilir. Kesirli mertebeden tiirev, klasik
tliirev kavraminin genellestirilmesidir.

Literatiirde kesirli mertebeden tiirevin bir¢cok tanimi olsa da, bu tanimlarin en meshur
olanlar1 Riemann-Liouville ve Caputo Kkesirli mertebeden tiirevleridir. Riemann-Liouville ve
Caputo kesirli mertebeden tiirev tanimlar1 da dahil literatiirdeki tim kesirli mertebeden tiirev
tanimlarinin klasik tiirev tanimiyla tek ortak yénii hem kesirli mertebeden tiirevlerin hem de
klasik tiirevin lineerlik 6zelligini sagliyor olmasidir. Lineerlik disinda yer alan dzelliklerle ilgili
olarak, Kkesirli mertebeden tiirev ve klasik tirev arasinda herhangi bir uyuma
rastlanmamaktadir.

Yakin zamanda, uyumlu tirev olarak isimlendirilen ve klasik tlrev tanimina
dayandirilarak verilen yeni bir yerel tiirev tanimi ortaya konmustur [1]. Uyumlu tiirev, klasik
tiirevin dogal 6zelliklerini koruyarak, bilinen anlamdaki tlirev tanimlarini genisletmeyi ve bu
tiirev tanimini kullanarak elde edilen uyumlu diferansiyel denklemler yardimiyla diferansiyel
denklemler teorisine yeni bakis a¢ilar1 kazandirmayi amaglar.

Zaman skalasi, reel sayilarin bos olmayan kapali bir altkiimesidir. Bu teori, ayrik ve
stirekli analizi birlestirmek amaciyla Stefan Hilger'in [2] doktora tezinde ortaya konmustur.
Zaman skalasi reel sayilarda tamimli diferansiyel denklemler ile tam sayilarda tanimlh fark
denklemleri i¢in ayri sonuclar elde etmek yerine, zaman skalasinda tanimli dinamik denklemler

icin sonuclar elde etmeye ve dolayisiyla reel sayilardaki siirekli ve tam sayilardaki kesikli



Zeki CEYLAN Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

durumlar genellestirmeye yarar. Zaman skalas1 kavrami sadece reel ve tam sayilar icin degil
ayni zamanda miimkin diger uzaylar icin de sonuglar elde etme imkani saglar.

Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliim olan bu “Giris” boliimiinden sonra,
onceki calismalara deginilen “Kaynak Arastirmalar1” isimli ikinci bdliimde, ele alinan konu ve
denklemlerle ilgili literatiiriin 6zeti verilmistir. Uciincii b6liim olan “Materyal ve Yontem” isimli
boliim, sonraki boliimde kullanilacak olan bazi temel kavramlarin hatirlatiimasina ayrilmistir.

Baslig1 “Bulgular ve Tartisma” olan dérdiincii b6liim tezin orijinal kismidir. Dort alt béliimden

olusan bu bélimde, T =zaman skalasinda tanmimh ikinci mertebeden uyumlu
A, -

Lx(t)=(px* )™ (t)+a(t)x" (t)

dinamik operatérii ele alimmistir, burada p,qeC,, dir ve tim te T elemanlar i¢in p(t) =0

saglanir. Bu operator yardimiyla olusturulan bir baslangi¢c deger probleminin ¢éziimiiniin
varligi ve tekligi arastirildiktan sonra ¢oziimleri insa etmeye yarayan bir yontemden

bahsedilmistir. Ele alinan uyumlu dinamik operator icin Lagrange 6zdesligi ispatlanmistir. Daha
sonra, ikinci mertebeden uyumlu 6z eslenik dinamik Lx=x"" +qx° operatorii ve sinir
kosullari ile olusturulan

Lx+4x° =0, R (Xx)=R,(x)=0

sinir deger problemi ele alinmistir. Burada, uyumlu 6z eslenik dinamik L operatoriindeki g

katsayist q:T—R rd— strekli bir fonksiyon ve y,,7,,6,,8,eR ve (;/12+722)(512+522)¢0
olmak tizere R, (X) ve R, (X)
R, (X)=7x(p(a))+7,x* (p(a))=0,

R,(¥)=8x(p(b) + 5:x* (b)) =0
biciminde verilmis sinir kosullaridir. Bu sinir deger probleminin bazi 6zdeger o6zellikleri

incelenmis ve Green teoremi ispatlanmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Ik kez on yedinci yiizyilda Leibniz’in calismalarinda tam say1 olmayan mertebeden tiirev
kavramina deginmesi sonucunda ortaya ¢ikan kesirli mertebeden tiirev kavrami, ortaya ciktig
andan itibaren sadece matematiksel problemlerin ¢oéziimiinii kolaylastirmakla kalmayip,
mithendislik, fizik, kimya ve biyoloji alanlarindaki uygulamalarda da kendisine dnemli bir yer
edinmistir [3-10]. Ote yandan, klasik tiirevle lineerlik 6zelligi disinda ortak bir 6zellige sahip
olmayan kesirli mertebeden tiirev kavram ile ilgili baz1 eksiklikler mevcuttur. Bunlardan
bazilar1 herhangi bir sabit sayinin (Caputo kesirli mertebeden tiirevi haric) kesirli mertebeden
tiirevinin sifir olmamasi, kesirli mertebeden tiirevlerin, klasik tiirevdeki ¢arpimin ve béliimiin
tirevi kurallarin1 saglamamasi, kesirli mertebeden tiirevlerin hic¢birinin zincir kuralina
uymamasi seklinde siralanabilir.

2014 yilinda Khalil ve arkadaslar1 [1] tarafindan yeni bir yerel tiirev operatorii tanimi
verilmistir. Limit kavram1 yardimiyla verilen ve “uyumlu tiirev” olarak adlandirilan bu yeni
tanim Klasik tiirevin dogal bir genisletilmesidir ve yukarida bahsedilen eksikliklerin hi¢birisini
tasimamaktadir.

Khalil ve arkadaslarinin tanimladigi bu yeni uyumlu tiirev pek ¢ok farkli problem icin
motivasyon kaynag olmustur. Ornegin, Abdeljawad [11] bu yeni tamim igin sag ve sol uyumlu
tiirev kavramlarini, kesirsel zincir kuralini ve Gréonwall esitsizligini ortaya koymustur. Batarfi ve
arkadaslari [12] bu uyumlu tiirev yardimiyla tanimlanan bir diferansiyel denklemden ve
baslangic ve iic-noktali sinir kosullarindan olusan bir sinir deger problemini ele almistir. Batarfi
ve arkadaslari ele aldiklar1 bu problemin ¢6ziimiiniin varlik ve tekligini arastirdiktan sonra,
probleme uygun Green fonksiyonunu insa etmis ve daha sonra da lineer olmayan problemin
bazi 6zelliklerini incelemistir. Kurt ve arkadaslari [13], uyumlu tiirev yardimiyla tanimladiklari
zamana bagli Burger denklemi ve Dirichlet ve baslangi¢ kosullariyla olusturduklari sinir deger
probleminin ¢6ziimini Hopf-Cole dontlsiimi yardimiyla elde etmislerdir. Cenesiz ve Kurt [14]
uyumlu tiirev tanimini kullanarak elde ettikleri iki ve li¢ boyutlu zamana bagh dalga denklemini
incelemis ve boylece uyumlu tlirev taniminin yiiksek mertebeden denklemlerin ¢dziimlerini
bulmakta ne kadar kullanigh oldugunu géstermistir. G6kdogan ve arkadaslari [15] ardisik lineer
uyumlu diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremleri ispatlamislardir. lyiola ve
Nwaeze [16], Khalil ve arkadaslarinin [1] ispatladiklar1 uyumlu ortalama deger teoremini
genisletmis, uyumlu ttrevli fonksiyonlar icin Racetrack prensibini kanitlamis ve ayrica, ikinci
mertebeden uyumlu bir diferansiyel denklem i¢in D’Alambert yaklasimini kullanarak ¢éziimler
elde etmislerdir. Pospisil ve Skripkova [17] uyumlu tilirevle tanimlanan diferansiyel denklemler
icin Sturm ayirma ve Sturm karsilastirma teoremlerini ispatlamislardir. Khudair [18] uyumlu

tiirev ve klasik tiirev arasindaki iliskiyi incelemistir. Al-Refai ve arkadaslar1 [19] uyumlu tiirev
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yardimiyla tanimlanan bir diferansiyel denklem ve sinir kosullari ile olusturulmus bir simir
deger probleminin spektral 6zelliklerini incelemistir. Silva ve arkadaslari [20] uyumlu tiirev
yardimiyla olusturulan sabit katsayili lineer diferansiyel denklemleri ele almis ve Kklasik
diferansiyel denklemler teorisinin bazi argiimanlarini kullanarak, bu denklemin ¢6ziimleri icin
yeterli kosulu uyumlu Laplace doniisiimii metodu yardimiyla elde etmislerdir. Erbey [21]
yliksek lisans tezinde (ayrica bknz. Cetinkaya [22]) uyumlu bir dalga denklemine
genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde edilen uyumlu sinir deger probleminin
ozdeger ve 6zfonksiyon ozelliklerini incelemistir. Mortazaasl ve Akbarfam [23] uyumlu tiirev
yardimiyla tanimladiklar1 ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem ve sinir kosullari ile
olusturulmus sinir deger probleminin diiz ve nodal noktalara gore ters problemini
incelemislerdir. Keskin [24] uyumlu bir boyutlu Dirac tipli integro diferansiyel denklem
sistemini ele almis ve bu sistemin diiz ve nodal noktalara gore ters problemini incelemistir.

Stefan Hilger’in 1988 yilinda yayimladig1 doktora tezinden beri bircok matematikcinin
ilgi odag1 haline gelen zaman skalasi teorisi ile ilgili ilk kitap Kaymakgalan, Lakshmikanham ve
Sivasundaran [25] tarafindan yazilmistir. Daha sonra, Bohner ve Peterson zaman skalasindaki
bir¢ok temel tanim ve teoremin bulundugu iki kitap yayimlamislardir [26, 27]. Zaman skalasiyla
alakali son yillarda yapilan ¢alismalara ilgi duyan okuyucular [28-39] calismalarina ve bu
calismalarda yer verilen kaynaklara yonlendirilebilir.

Zaman skalasinda uyumlu tiirev kavram ilk kez Benkhettou, Hassani ve Torres [40]
tarafindan verilmistir. Bahsi gecen yazarlarin bu ¢alismasi oldukea ilgi uyandirmis ve literatiire
cesitli acilardan énemli élciide katkida bulunulmasinmi saglamistir. Ornegin, Wang, Zhou ve Li
[41] zaman skalasinda uyumlu analizin temel tanim ve teoremlerinden yararlanarak, Sobolev
uzaylart kavramini tanitmislardir ve bu uzaylardaki normlarin denkligi gibi 6zellikleri
incelemislerdir. Giilsen, Yilmaz ve Goktas [42] herhangi bir zaman skalasinda tanimladiklar
uyumlu Dirac sistemi ve ayrik sinir kosullar ile olusturulmus sinir deger problemi ile ilgili
sonugclar elde etmislerdir. Boylece, buradan elde ettikleri sonuglarla, literattirde hali hazirda var
olan, klasik Dirac denklemler sistemi ile ilgili sonuglari, zaman skalasinda tanimli uyumlu tirev
durumuna genisletme imkani bulmuslardir. Zang ve Sun [43] zaman skalasinda tanimli uyumlu
diferansiyel denklemler icin Sturm-Picone Kkarsilastirma teoremini ispatlamistir. Bayour,
Hammoudi ve Torres [44] zaman skalasinda tanimli uyumlu tiirev ve integralle ilgili baz1 tanim
ve teoremlerden bahsettikleri ¢calismalarinda, sabit katsayil lineer diferansiyel denklemleri ve
hiperbolik ve trigonometrik fonksiyonlari inceleme firsati bulmuslardir. Feng ve Meng [45] ise
zaman skalasinda tanimhi bir smif uyumlu dinamik denklemlerin salinim ve asimtotik
ozelliklerini incelemislerdir. Giilsen, Yilmaz ve Kemaloglu [46] zaman skalasinda uyumlu tiirev
operatori yardimiyla tanimladiklar: Sturm-Liouville denklemi ve sinir kosullarindan olusan bir

sinir deger probleminin ¢6zliimiiniin varligini garanti eden yeterli kosulu veren teoremi
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ispatlamislar ve bu sinir deger probleminin bazi spektral dzelliklerini incelemislerdir. Bohner ve
Hatipoglu [47] ise uyumlu tiirev operatorii yardimiyla olusturduklari dinamik Cobweb
modellerini ele almislardir ve bu modellerin genel ¢6ztimleri ve kararlilik kriterleri ile ilgili

sonugclar elde etmislerdir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bolim ii¢ alt bolimden olusmaktadir ve bir sonraki béliim olan “Bulgular ve
Tartisma” baslikli bolimde verilen sonuglarin elde edilmesini saglayan temel tanim ve
teoremleri icermektedir. ilk alt boliimde zaman skalasi ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verilecektir. Bunun i¢in tezin Kaynaklar kismindaki [26] numarali calismadan faydalanilacaktir.
Ikinci alt boliimde uyumlu tiirev ve integralin cesitli 6zelliklerinden bahsedilecektir. Bunun igin
Kaynaklar kisminda verilen [1] numarali makaleden yararlanilacaktir. Ugiincii alt béliimde ise,
bu kez [40] numarali makaleden faydalanarak, zaman skalasinda tanimli uyumlu tiirev ile ilgili
temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

3.1 Zaman SKkalasi ile ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Zaman skalasi, reel sayilarin herhangi bos olmayan kapali bir alt kiimesi olarak
tamimlanir. R reel sayilar, Z tam sayilar, N dogal sayilar, N, negatif olmayan tam sayilar,
[0,1]U]2,3], [0,1]]UN ve Kantor kiimesi birer zaman skalasi iken; Q rasyonel sayilar, R\ Q
irrasyonel sayilar, C karmasik sayilar ve (0,1) acik aralig1 birer zaman skalasi degildir. Reel

sayilarin standart topolojisi ile donatildig1 varsayilan zaman skalas1 T sembolii ile gosterilir.

Zaman skalas1 analizi, ayrik ve siirekli analizi birlestirecek bir teori olusturmak icin ilk
kez 1988 yilinda ortaya konmus bir teoridir. Gergekten, T zaman skalasinda tanimlanan bir f
fonksiyonunun, tammi daha sonra (bknz. Tamm 3.1.2) verilecek olan delta tirevi f* icin
asagidaki ifadeler yazilabilir.

1. T =R ise delta tiirevi klasik tiirev ile cakigir: f* = f'.

2. T =7 ise delta tiirevi ileri fark operatérii ile cakisir: f* = Af .

Bu alt bolimde, bazi temel zaman skalasi kavramlari tanitildiktan sonra, zaman
skalasinda tanimli fonksiyonlar icin delta tlirev tanimi verilecektir ve bu tiirevin bazi

ozelliklerinden bahsedilecektir.
Tanim 3.1.1: [26, sf. 1, Tanim 1.1] T bir zaman skalasi olsun. Her t € T icin ileri sigrama
operatérii o: T — T, o(t) =inf {seT:s >t} biciminde ve geri sigrama operatérii p:T — T,
p(t) =sup {S et:s< t} biciminde tanmimlidir.

Ayrica, & semboli bos kiimeyi belirtmek iizere, inf @ =supT olarak verilir. Yani eger
t noktast T nin bir maksimum noktasi ise o (t) =t olur. Benzer bigimde, sup@ =inf T oldugu
goz oniine alinirsa, t noktasinin T nin bir minimum noktasi olmasi durumunda po(t) =t olur.
Eger o(t) >t ise t noktasina saga sagilmis nokta, p(t) <t ise t noktasina sola sagilmis nokta

denir. Hem saga, hem sola sacilmis noktalara ise izole noktalar denir. Ayrica, eger t <inf T ve



Zeki CEYLAN Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2020

p(t) =t ise t noktasi sag yogun nokta, t>Iinf T ve p(t)=t ise t noktasi sol yogun nokta
olarak isimlendirilir. Ayn1 anda hem sag yogun, hem sol yogun olan noktalara yogun noktalar
denir. Son olarak, x:T —[0,) sicrama (tanecik) fonksiyonu u(t) :=o(t)—t ile tanmimlanir.
Burada, her t € T icin, o(t) ve p(t) fonksiyonlarimin T zaman skalasinin elemanlari oldugunu

belirtmekte yarar vardir. Clinkii, daha once de belirtildigi gibi T zaman skalasi, R reel sayilar

kiimesinin kapali bir alt kiimesidir.

llerleyen béliimlerde ihtiya¢ duyulacak T* kiimesi, eger T sola sagilmis bir m
maksimumuna sahipse T" = ’JI‘—{m}, diger durumlarda ise T* =T biciminde tanimhdir. Bu

durum kisaca asagidaki gibi yazilabilir:
T - T\ (po(supT),supT), eger supT <o
- T , eger supT=oof

Ayrica, f:T— R bir fonksiyon olmak iizere, her t e T elemani i¢cin f?:T — R fonksiyonu
f7(t) = f (o(t)) ile tanimhdir. Yani f? = f oo saglanir.
Tanim 3.1.2: [26, sf. 5, Tamim 1.10] f : T — R bir fonksiyon olsun ve her t € T* elemani goz

ontine alinsin. Bu durumda, her ve t nin U komsulugundaki her seU elemani igin
[f(a®) - f()]- F*Olot)—s]|< elo(t)—s]

esitsizligi saglanacak bicimde bir f*(t) sayisi varsa, bu f*(t) sayisina f fonksiyonunun delta
(veya Hilger) tiirevi denir.

Hilger tiirevininin asagidaki 6zellikleri mevcuttur.
Teorem 3.1.1: [26, sf. 5, Teorem 1.16] f : T — R bir fonksiyon ve t € T* olsun. Bu durumda

asagidaki ozellikler saglanir.

1. f fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilirse, t noktasinda siireklidir.

2. f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t saga sagilmis bir nokta ise, o halde f fonksiyonu t

fo(t) - f ()

noktasinda diferansiyellenebilirdir ve f*(t) = T esitligi saglanir.
y7i
3. Eger t noktasi sag yogun bir nokta ise f fonksiyonunun diferansiyellenebilir olmasi i¢in
. f@)-f(s) ,. ... . :
gerek ve yeter kosul I"Tt]t— limitinin sonlu bir sayiya esit olmasidir. Bu durumda ,
S _S

fA(t) = IimM olur.
t—s

s—t

4. f fonksiyonu t noktasinda diferansiyellenebilirse, o halde f(o(t))= f(t)+ z(t) f*(t)

saglanir.
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f,g:T—>R fonksiyonlar1 her teT*noktasinda diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. O halde, f +g:T —>R fonksiyonu da t noktasinda diferansiyellenebilirdir ve

(f+9)*(t)=f (1) +g"(t)
saglamir. Herhangi bir o sabiti icin, (af)*(t)=af*(t) olur. fg:T — R fonksiyonu da t

noktasinda diferansiyellenebilirdir ve

(fg)* ()= f*Ma®)+ f (c®)g" ) = F(1)g"(t) + F * (V)9 (a(t))
esitligi  gerceklenir. Eger f(t)f(o(t))#0 ise % fonksiyonu t  noktasinda

diferansiyellenebilirdir ve

(o
) f (o)

f
esitligi mevcuttur. Eger g(t)g(o(t))#0 ise o halde — fonksiyonu da t noktasinda

diferansiyellenebilirdir ve

(i] (t) = [l} ) = Mg - f1)g*®)
g g g®a(a(®)

esitligi dogrudur.

“Integrallenebilir”’ fonksiyon siniflarim tarif etmek icin, asagidaki iki kavrama ihtiyac
duyulacaktir.
Tanim 3.1.3: [26, sf. 22, Tanim 1.57] Bir f : T — R fonksiyonu goz éniine ahnsin. T nin tiim
sag yogun noktalarinda bu f fonksiyonunun sag tarafli limiti mevcut ve sonlu, ayni sekilde T
nin tiim sol yogun noktalarinda bu f fonksiyonunun sol tarafl limiti mevcut ve sonlu ise f

fonksiyonuna regulated fonksiyon ismi verilir.

Tanim 3.1.4: [26, sf. 22, Tamim 1.58] Bir f : T — R fonksiyonu goz 6niine alinsin. Bu f
fonksiyonu T nin sag yogun noktalarinda siirekli ise ve T nin sol yogun noktalarinda bu f
fonksiyonunun sol tarafli limiti mevcutsa, bu f fonksiyonuna rd —siirekli fonksiyon denir. T
den R ye tiim rd-siirekli f fonksiyonlar1 C, =C (T)=C,,(T,R) sembollerinden biri ile

gosterilir.
Asagidaki teoremde rd— siirekli ve regulated fonksiyonlarla ilgili bazi sonuglar
verilmigtir.

Teorem 3.1.2: [26, sf. 22, Teorem 1.60] f:T — R bir fonksiyon olsun. Bu durumda

asagidaki 6zellikler saglanir.
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i. f stirekli bir fonksiyonsa, f rd — siireklidir.
ii. f fonksiyonu rd — stirekliise f regulated fonksiyondur.
ili.  Sigrama operatorii o rd — stireklidir.
iv.  Eger f regulated veya rd — siirekli bir fonksiyon ise f° fonksiyonu da regulated veya

rd — siirekli bir fonksiyondur.

V. f siirekli bir fonksiyon olsun. Eger g:T — R regulated veya rd — stirekli bir fonksiyon

ise f og fonksiyonu da regulated veya rd — stirekli bir fonksiyondur.

Tanim 3.1.5 f :T — R bir fonksiyonve t € T* olsun. F*(t)= f (t) sartim saglayan F:T - R

b
fonksiyonuna f fonksiyonunun delta antitiirevi denir. Her a,b e T i¢in I f(t)at=F(b)-F(a)

a

saglanir.

Teorem 3.1.3: [26, sf. 28, Teorem 1.75] Eger feC, ve teT" ise o halde

of(t)
I f (7)A(z) = u(t) f (t) saglanr.

t

3.1.1 ikinci Mertebeden Lineer Denklemler
p,q, f €C,, olmak lizere asagidaki bicimde verilen ikinci mertebeden dinamik denklem

g6z Online alinsin:

y“ 4+ pt)yt +qt)y = f(t). (3.1.1.1)
L,:C3 —C, operatori her te T icin Lzy(t) =y* + p(t)y* +q(t)y biciminde
tamimlanirsa (3.1.1.1) denklemi L,y = f bi¢iminde yazlabilir. Eger y€C,, ve her t e T icin
Lzy(t): f(t) esitligi saglaniyorsa, bu Y fonksiyonu T zaman skalasi iizerinde L,y = f

denkleminin bir ¢6ziimii olur.

Teorem 3.1.1.1: [26, sf. 81, Teorem 3.1] L, : C}, — C’, operatbrii lineer bir operatordiir.

Tamm 3.1.1.1: [26, sf. 81, Tammm 3.3] Her teT* ve p,q,feC, icin
1— u(t) p(t) + £2° (1)q(t) # 0 kosulu saglanirsa (3.1.1.1) denklemi regresif olarak adlandirilir.

Regresif ve rd — strekli tim f :T — R fonksiyonlarinin kiimesi R = iR("JI‘) =N (T, R)

sembollerinden biri ile gosterilir.
Teorem 3.1.1.2: [26, sf. 81, Teorem 3.4] (3.1.1.1) denkleminin regresif oldugu kabul edilsin.

Y, ve Y, sabitler olmak iizere her t, € T* icin

Ly=f(), vy)=Y,, yA(to): YOA
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seklindeki baslangic deger problemin tiim T zaman skalasi iizerinde taniml tek bir ¢oziimii
vardir.

Simdi, t, € T ve Y,,Y, € R olmak iizere

Lzy:O' y(to):yo' yA(to)zyoA

baslangi¢ deger problemi goz éniine alinsin. Eger, y, ve Yy, fonksiyonlar1 L,y =0 denkleminin

iki ¢6ziimii ise, o halde Teorem 3.1.1.1 den y(t)=ay,(t)+ BY,(t) fonksiyonunun da L,y =0

denkleminin bir ¢6ziimii oldugu séylenebilir. Bu durumda
Yo = y(to):ayl(to)+:3y2 (to)'
Yo =Y (t)=ay; (t)+BY: (&)

esitlikleri saglanir. Buradan

( Y1(to) Y, (to)J[aJ :LYOJ

yi (t) ¥2 (6))\B) (Yo

sistemi elde edilir. Bu sistemin tek bir ¢6ziimiiniin olmas1 sistemdeki 2x2 boyutundaki
matrisin tersinir olmasina baghdir. Boylelikle asagidaki tanim verilebilir:

Tanim 3.1.1.2: [26, sf. 82, Tanim 3.5] Diferansiyellenebilir iki Yy, ve Y, fonksiyonunun
W(y,,Y,) Wronskiyeni

W) = Olet[yl(t) Y2(t)j

v )y, (t)

esitligi ile tanimhidir.

Her teT* igin W(Y,,Y,)(t) #0 olmasi durumunda Yy, ve Y, fonksiyonlar1 L,y =0

denkleminin temel ¢dzlimler sistemini olusturur.

3.1.2 Ozeslenik Denklemler

Bu bélimde Lx(t)=(px*)*(t)+q(t)x’(t) olmak iizere asagida verilen ikinci
mertebeden 6zeslenik dinamik denklem ele alinacaktir:
Lx=0. (3.1.2.1)
Burada, pP,q€C, oldugu ve ayrica her t € T i¢in p(t) #0 oldugu kabul edilecektir. D kiimesi

x*:T— R fonksiyonu ve (px*)* :T*" — R fonksiyonlar1 rd —siirekli olacak bicimdeki tim

X:T — R fonksiyonlariin kiimesi olsun. Tiim t € T ler icin Lx(t) =0 olacak sekildeki X €D

fonksiyonlarina (3.1.2.1) denkleminin bir ¢6ziimii denir.

10
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Teorem 3.1.2.1: [26, sf. 136, Teorem 4.5] f rd —siirekli bir fonksiyon, t; €T ve X;,X;

verilmis sabitler olmak lizere
Lx=f@t), x(t)=%, x'({)=x
baslangi¢c deger probleminin T zaman skalasinda tek bir ¢6ziimii vardir.

Teorem 3.1.2.2: [26, sf.139, Teorem 4.12] Eger a,beC, ise ve tim teT~ ler icin
1-a(t) u(t) +b(t) 4’ () = 0

a(t) — u(t)b(t) ve
1—a(t)u(t) +b(t) (1)

esitligi saglaniyorsa, o halde, t, € T* iken p(t) =e,(t,t,), a(t) =
q(t) =e’ (t,t))b(t) = [1+ y(t)a(t)] p(t)b(t) olmak iizere

x* +a(t)x* +b(t)x=0
ikinci mertebeden dinamik denklemi, (3.1.2.1) dzeslenik denklemi bicimde yazilabilir.

Teorem 3.1.2.3: [26, sf. 141, Teorem 4.17]Eger a€ R ise o halde p=¢,(,t,) ve q=bp

olmak lizere
(xA )A +a(t) (xA )G +b(t)x" =0

ikinci mertebeden dinamik denklemi (3.1.2.1) 6zeslenik denklemi biciminde yazilabilir.

Priiffer donlisiimiiniin ikinci dereceden Sturm-Liouville diferansiyel denklemler
teorisinde kullanish bir kavram oldugu sdylenebilir. Bu kavramin zaman skalasina olan

genislemesi ise asagidaki gibi yapilabilir. X fonksiyonunun (3.1.2.1) denkleminin asikar
olmayan bir ¢6zimi oldugu kabul edilsin. O halde, her teT igin Xz(t)+(p(t)XA('[))2 =0

esitligi saglanir ve her t icin
X(t) = p(t)sinp(t), (3.1.2.2)

p(t)x* (t) = p(t) cos p(t) (3.1.2.3)

esitlikleri saglanacak bicimde p(t) >0 ve 0<¢(t) <2z fonksiyonlar1 bulunabilir. (3.1.2.2) ve

(3.1.2.3) dontisiimlerine Priifer dontistimleri ad1 verilir.

Teorem 3.1.2.4: [26, sf. 142, Teorem 4.19] Eger X fonksiyonu (3.1.2.1) denkleminin asikar

olmayan bir ¢6zliimii ise ve p ve ¢ fonksiyonlar1 (3.1.2.2) ve (3.1.2.3) esitlikleri ile tanimliysa, o

halde

11
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ph = p[%cos o(sin @) —qsin p(cos p)” —ﬂ—scos @(cos @) —(sinp)* (sin)” —(cos gD)A(COSgD)Uj

(sin)” (cos ) — (cos p)* (sin ) = %cos @(cos @) +qsin p(sin @) + ﬂ—pqcos o(sin p)°

esitlikleri gecerlidir.
Tanim 3.1.2.1: [26, sf. 143, Tanim 4.21] Bir X: TxT* —R fonksiyonu goz 6niine alinsin.

Sabitlenmis her S € T icin Xx(-,s) fonksiyonunun

s 1
Lx(,s)=0, x(o(s),s)=0, X (o(s)8)= p(o(s))

baslangi¢c deger probleminin bir ¢oziimi olmasi durumunda bu X fonksiyonuna (3.1.2.1)

denkleminin bir Cauchy fonksiyonu denir.

Teorem 3.1.2.5: [26, sf.143, Teorem 4.24] f eCrd olsun ve a€T oldugu kabul edilsin.

Ayrica X(t,s) fonksiyonunun (3.1.2.1) denklemi i¢in bir Cauchy fonksiyonu oldugu varsayilsin.

t
O halde, her teT igin X(t):J.X(t,S)f(S)AS esitligi ile verilen x fonksiyonu Lx= f(t),
a

x(a) =0, x*(a) =0 baslangi¢c deger preobleminin bir ¢ézimidir.
Teorem 3.1.2.6: [26, sf. 144, Teorem 4.26] (3.1.2.1) denkleminin X Cauchy fonksiyonu

t>o(s) icin X(t,s) >0 kosulunu sagladigi kabul edilsin. Eger u,vel) fonksiyonlar1 tiim
te[a,b] ler icin Lu(t) > Lv(t), u(@)=v(a), u*(a)=v*(a) ifadelerini gercekliyorsa, o halde
tim te [a, o’ (b)] ler igin u(t) > v(t) esitsizligi saglanir.

Tanim 3.1.2.2: [26, sf. 145, Tamim 4.27] X,Y:T — R fonksiyonlar1 goz 6niine alinsin. x ve y

fonksiyonlar1 T* {izerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise, bu fonksiyonlarin

x(©  y()
X'y

Lemma 3.1.2.1: [26, sf. 145, Lemma 4.28] X,Y:T — R fonksiyonlar1 goz éniine alinsin. x ve

Wronskiyenleri her t € T* icin W (X, y)(t) = dEI( j biciminde tanimlanr.

y fonksiyonlari T iizerinde diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise her teT* igin

x7(1)  y' ()
X'y

Tammm 3.1.2.3: [26, sf. 145, Tammm 4.29] X,Y:T >R fonksiyonlar1 T* izerinde

W (X, y)(t) = det( j esitligi gecerlidir.

diferansiyellenebilir fonksiyonlar ise, o halde bu X ve Y fonksiyonlarinin Lagrange parantezi

tiim t € T* igin {X; y} (t) = p(t)W (x, y)(t) ile tammlidur.

12
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Teorem 3.1.2.7: [26, sf. 145, Teorem 4.30] X,y DD olsun O halde, tim '[eT"2 ler icin

X7 ()Ly(t) — y° (t)Lx(t) = {X; y}A (t) esitligi saglanr.

3.2 Uyumlu Tiirev ve integral

Bu boélimde uyumlu tiirev ve integral tamimlar1 verilecek ve cesitli 6zelliklerinden
bahsedilecektir. Bunun icin Kaynaklar kisminda verilen [1] numarali makaleden
yararlanilacaktir.

3.2.1 Uyumlu Tiirev Tamim ve Ozellikleri

f :[O,oo) — R bir fonksiyon ve t >0 olsun. f fonksiyonunun t noktasindaki tiirevi
df f(t+e)—f(t) dt”

—=Ilim biciminde tanimlidir. Bu tanima gore, —=nt"" oldugu kolayca
dt -0 £ dt

goriilebilir. Burada, akla su soru gelebilir: O <a <1 olmak iizere, yukarida verilen tiirev

tanimina benzer bicimde tanimlanabilecek « mertebeden bir tiirev var midir? Benzer tiirev

tammi, N € N olmak iizere & e (n,n+1] igin de yapilabilir mi?

T, ile ¢ mertebeden tiirev olarak isimlendirilen operatér belirtilsin. o =1 iken T,

operatori asagidaki 6zellikleri saglar.

i) Tim a,b € R elemanlari ve T1 in tanim kiimesinden alinan her f,g fonksiyonu icin
T,(af +bg)=aT,(f)+bT,(g) dir.

i) Tim peR igin T,(t")= pt** dir.

i) T,(fg)=fT,(g)+gT,(f) dir

T,(f)-fT
1) e,
g g

V) Tim sabit f (t)=A fonksiyonlariigin T, (1) =0 dur.

Asagidaki tanim, « € (0,1] olmak iizere, @ mertebeden tiirevin en basit, en dogal ve en

etkili tanimidir. Burada, bu tanimin, herhangi bir « sayis1 icin genellestirilebilecegini

belirtmekte yarar vardir. Fakat yine de « € (0,1] durumu en 6nemli durumdur ve tlirev tanimi

bu durum icin yapildiktan sonra, diger durumlari elde etmek kolaydir.

Tamm 3.2.1.1: [1] f:[0,.0) >R fonksiyonu verilsin. Tim t>0 ve «<(0,1] igin f

fonksiyonunun & mertebeden “uyumlu tiirevi”

. (f)(t):“mf(t+gtl‘“)—f(t)

@ -0 ol

13
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ile tamimhidir. Eger bazi a>0 sayilan i¢cin f fonksiyonu (O,a) araliginda «

diferansiyellenebilirse ve lim (@ (t) mevcutsa f fonksiyonunun O noktasindaki «

t—0"

mertebeden tiirevi f(® (0)=lim f () (t) bicimindedir.

0"
Bazen, f in & mertebeden uyumlu tirevi T, (f)(t) yi belirtmek icin f () (1)

gosterimi de kullanilabilir. Eger f in « mertebeden tirevi mevcutsa, kisaca f «

tiirevlenebilirdir denir. Burada ayrica T, (t P ) = pt"” oldugunu belirlemekte yarar vardir.
Asagidaki teorem, yukaridaki tanimin bir sonucu olarak verilebilir.

Teorem 3.2.1.1: [1] « €(0,1] olmak iizere, f :[0,00) - R fonksiyonu bir t; > Onoktasinda «

diferansiyellenebilinirse, o halde f fonksiyonu t, noktasinda siireklidir.

Tanim 3.2.1.1 ile verilen T, uyumlu tiirevinin sagladig1 6zellikler asagidaki teoremde
belirtilmistir.

Teorem 3.2.1.2: [1] ae(O,l] olsun ve f ve § fonksiyonlarinin bir t > Onoktasinda «

diferansiyellenebilir fonksiyonlar oldugu kabul edilsin. Bu durumda

1) Her a,beRicin T, (af +bg)=aT,(f)+bT, (g) dir.

2) Her peRicin T, (t")= pt** dur.

3) Tim sabit f (t)=A fonksiyonlariicin T,(1)=0 saglanir.
4) T,(fg)="fT,(9)+gT,(g) dr.

o 7[4)- L0

a g2

saglanir.

g

df

6) Eger f fonksiyonu diferansiyellenebilinirse T, ( f )(t) =t E(t) olur.

Asagida belirli bazi fonksiyonlarin uyumlu tiirevleri verilmistir:
1) Her peRigin T, (tp): pt** dur.

2) T,(1)=0 dur.

3) HerceRiginT, (e“) =cx"e™ dur.

4) Her beRicin T, (sinbx)=bx"* cosbx dir.

5) Her b e Rigin T, (cosbx)=—bx"" sinbx dir.

14
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6) T, (ltj =1dur.
a

Bunlara ek olarak, asagidaki esitlikler de verilebilir:

i) T sinlt“jzcosit“.
(94 o

ii) T coslt"‘jz—sinlt“.
(04 (04

a

1 1
i) T e“t”‘j:e“t“.

Uyumlu tiirevin en énemli durumu & nin (0,1] araliginda oldugu durum olmasina ragmen,
ae (n, n +1] iken uyumlu tiirevin nasil tanimlanmasi gerektigi asagida belirtilmistir.
Tanim 3.2.1.2: [1] ae (n, n +1] olmak tizere f, t>0 noktasinda N mertebeden

diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f in @ mertebeden uyumlu tiirevi
asagidaki gibidir:

f e (t i gtﬂﬂﬂl)_ f e (t)
T,(f)(t)=lim .

“ £—0 E

Burada, [ & | o sayisinin tam degerini belirtir.

Tamm 3.2.1.2 nin 1518inda, o €(n,n+1] ve f, t>0 noktasinda (n+1) mertebeden

[al}-a
diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere T“(f)(t):t( )fm (t) oldugu kolayca

gosterilebilir. Uyumlu tiirev icin yukarida verilen tanimlar, « diferansiyellenebilir
fonksiyonlarin analizini yapmay1 gerektirmese de, klasik analizin Rolle Teoremi ve Ortalama
Deger Teoremi gibi 6nemli teoremlerinin uyumlu tiirev i¢in yapilan genellestirmelerinin
verilmesine engel de degildir.

Teorem 3.2.1.3: (Uyumlu Tirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Rolle Teoremi)

a>0 olsunve f: [a, b] — R fonksiyonunun asagidaki kosullar1 sagladig1 varsayilsin:
i) f, [a,b] de sireklidir.
ii) Baz1 o € (0,1) lerigin f fonksiyonu o diferansiyellenebilirdir.

iii) f(a)=f(b)dr

Bu durumda f ' (c) =0 olacak bigimde bir ¢ € (a,b) sayisi vardur.

Teorem 3.2.1.4: (Uyumlu Tiirevlenebilir Fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoremi)

15
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a>0 olsunve f: [a, b] — R fonksiyonu asagidaki kosullar1 saglasin:

i) f, [a,b] de siireklidir.
ii) Bazi o €(0,1) lerigin f « diferansiyellenebilirdir.
f(b)-f(a
Bu durumda f* (C) = % olacak bigimde bir ¢ e (a, b) sayis1 vardir.
7ba _ - aa
a a

3.2.2 Uyumlu Integral

p+a
o €(0,0) olsun ve a #—p olmak iizere keyfi peR igin J, (tp) = fonksiyonu
P+a
n n n k+a
tammlansin. Eger f (t)= Z:bktk ise J, (f) ifadesi J,(f)=>bJ, (tk ) =>'b, ile ve
k=0 k=0 o k+a
n n k+a

f (t) = Z:bktk ise, serinin diizgiin yakinsak olmasi durumunda J, ( f ) = Zbk kt ile

k=0 k=0 ta

tamimlidir. J, nin tanim kiimesinde lineer oldugu agiktir. Ayrica, eger o =1lise, o halde J,

klasik integral ile ortiisir.

n 2n+§

o (—1)t2
Bu tanima gore, a:% iken, J, (Sint)zz ( )

k=0 [Zn +2j(2n +1)!

icin cost ve e' ifadeleri de benzer bicimde hesaplanabilir. Bu 6rnekler, a > 0 olmak tizere, bir

olur. Herhangi & €(0,1)

f fonksiyonunun « integralini agagidaki gibi tanimlamamiza olanak saglar.

t
Tamm 3.2.2.1: [1] «<(0,1) olmak izerel?(f)(t)=1] (t”‘_lf ) :J 1;1(_):) dx ile tanimhdir.

Burada integral klasik Riemann genellestirilmis integralidir.

Teorem 3.2.2.1: [1] t2a ve f, | nin tamimh oldugu bélgede siirekli bir fonksiyon olmak

tizere T,12(f)(t)= f (t) dur.

3.3 Zaman Skalasinda Uyumlu Tiirev ve integral

Bu alt bolimde, daha onceki iki alt boliimde verilen temel tanim ve teoremlerden
yararlanarak elde edilen, zaman skalasinda uyumlu tiirev ve integral kavramlarina iligskin temel
tanim ve teoremlere yer verilecektir. Bu tanim ve teoremler [40] numarali kaynaktan

faydalanarak verilecektir.
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3.3.1 Zaman Skalasinda Uyumlu Tiirev

T herhangi bir zaman skalasy, teT ve 0>0 olsun. t nin 6- komsulugu
V,=(t-6,t+5)NT kiimesi ile tammhdir. Asagidaki tanim zaman skalasindaki « e (0,1]
mertebeden uyumlu tlirevin tanimidir.

Tanim 3.3.1.1: [40] f :T > R bir fonksiyon, te T* ve a e (0,1] olsun. Bu durumda, her & >0

ve t>0 noktasmin bir V,cT J6- komsulugundaki her s elemam igin

[f(e®)-f ()]t -T.()O)[et)-s]<elo(t)-5
esitsizligi saglanacak bi¢imde bir T,(f)(t) sayis1 mevcutsa f fonksiyonu t noktasinda «

mertebeden uyumlu tiirevlidir denir. 0 noktasindaki uyumlu tirev T, (f)(0)=1limT,(f)(t) ile

s
tanimlidir.
Uyari 3.3.1.1: [40] Tanim 3.3.1.1 de o =1 alinmasi durumunda zaman skalasinda taniml delta
tirev tanimi elde edilir. Sifir mertebeli uyumlu tiirev 6zdeslik operatoriiyle tanimlanir:
T,(f)="f.
Uyar13.3.1.2: [40] T, (f)(t) gosterimi yerine ( f (t))(a) gosterimi de kullanilabilir.

Asagidaki teorem Tanmim 3.3.1.1 ile verilen zaman skalasi lizerinde tanimli uyumlu
tiirevin bazi kullanish 6zelliklerine yer vermesi a¢isindan 6nem tasir.
Teorem 3.3.1.1: [40] a € (0,1] olsun ve T herhangi bir zaman skalas1 olmak tlizere f:T->R
fonksiyonu g6z oniine alinsin. Ayrica teT* oldugu kabul edilsin. Bu durumda asagidaki

ozellikler saglanir:

i) f fonksiyonu t>0 noktasinda a mertebeden uyumlu tiireve sahipse f

fonksiyonu t noktasinda siireklidir.

ii) f fonksiyonu t noktasinda stirekliyse ve t saga sacilmis bir nokta ise o halde f

fonksiyonunun t noktasinda & mertebeden uyumlu kesirli tiirevi

(o)~ 1(),...

T, (F)(t)= (3.3.1.1)

(N0=—"15
esitligi ile tanimhdir.

iii) t sag yogun bir nokta ise ve f fonksiyonunun t noktasinda ¢ mertebeden uyumlu

f(t)—f(s
tiireve sahip olmasi icin gerek ve yeter kosul Iithl’“ limitinin mevcut

—t t—s

olmasidir. Bu durumda

T (1)) =limF =)

* sot t—s
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olur.

iv) f fonksiyonu t noktasinda & mertebeli uyumlu tiireve sahipse

f(e ()= F(O)+(uO) T, (1))

esitligi yazilabilir.

Ispat. i) f fonksiyonunun t noktasinda uyumlu tiirevlenebilir oldugu kabul edilsin. O halde,

s eV, elemanlari icin

[f(e®)-f ()]t -T,()O) o(t)-s] <&l (t) -5

esitsizligi saglanacak bigimde t nin bir V, komsulugu vardir. Dolayisiyla, tiim

seV,N(t-g,t+¢) larigin

[FO-f <[ (o)~ (6)]-T.(HO[e(t)-s]t

esitsizligi yazilabilir ve t sag yogun nokta oldugundan
<[i7@®-1()]- 19O [e)-sT |+| 1 @t -s]

saglanir. s—t iken 0 >0 oldugundan ve t>0 saglandigindan f fonksiyonunun t

[ (o)~ F (O] +|F@|[o)

ta—l

“l<es+t T, (F)(t)0

noktasindaki siirekliligi elde edilir.

ii) f fonksiyonunun t noktasinda siirekli oldugu ve t nin saga sac¢ilmis bir nokta oldugu

varsayilsin. Stireklilikten,

He®)-f(8)uu_Tle®)-f1),._fle®)-T1),.

oo L T et C ()

yazilabilir. Dolayisiyla, verilmis & >0, a €(0,1] ve tiim s €V, ler i¢in

((o())-1(5). _To®)-1()]
o(t)-s W) |

olacak bigimde t nin bir V, komsulugu vardir. Buradan tiim s €V, ler i¢in

(o)~ f (s)]e _Ww (o(t)=5) < (o (1))

yazilabilir. (3.3.1.1) esitligi Tanim 3.3.1.1 den kolaylikla goriiliir.

iii) f fonksiyonunun t noktasinda & mertebeden kesirli tiirevlenebilir oldugu ve t nin bir sag
yogun nokta oldugu kabul edilsin. ¢ >0 verilsin. f fonksiyonu t noktasinda & mertebeden

uyumlu kesirli tiirevlenebilir oldugundan t nin bir V, komsulugundaki tiim s ler icin

[£(o(t)- £ ()] ~T. (1)) e (t)-s) <elo(t) s

18
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esitsizligi yazilabilir. O'(t):t oldugundan, s=#t olacak bicimdeki tim seV, ler i¢in

FO=F) oo 1 (1)) <

t-s “
saglanir. Dolayisiyla, (3.3.1.2) esitligi elde edilir. Simdi, (3.3.1.2) nin sag tarafindaki limitin var

oldugu ve bu limit degerinin bir L sayisina esit oldugu kabul edilsin. Ayrica, t nin sag yogun bir

nokta oldugu goéz éniine alinsin. O halde, tim s eV, ler icin ‘( f(t)—f(s))tm —L(t- S)‘ <elt—5
esitsizligi saglanacak bigimde bir V, komsulugu vardir. t sag yogun oldugundan

(f (1)~ ()t ~L(e(t)-5) < &lo(t) -]

esitsizligi yazilabilir, bu ise f fonksiyonunun t noktasinda « mertebeden uyumlu
tiirevlenebilir oldugunu ve T, (f)(t) =L esitliginin saglandigim gosterir.

iv) Eger t noktasi sag yogun bir nokta ise, yani o(t)=t ise, o halde w(t)=0 olur ve
f(o()= 1 ()= 1 (6)+ a(t)T, (F)(0)E

saglanir. Diger yandan, t nin saga sacilmis olmasi durumunda, yani o(t) >t iken, (iii) den

wtlﬂ
A(t)

yazilabilir ve boylece ispat biter. o

fe(t))= () +p)r = £ (1) + ()T (F)(1)

Uyari 3.3.1.3: [40] Bir T zaman skalasi reel sayilarin alisilageldik topolojisi ile donatildigindan,

bu zaman skalasinda taniml bir f fonksiyonu izole edilmis bir t noktasinda siirekli olur.

Ornek 3.3.1.1: [40] h>0 ve T =hZ:={hk:k € Z} olsun. O halde, her te T i¢cin o(t)=t+h ve
p(t)=h olur. f:ite T —>t*eR fonksiyonuigin T, (f)(t)= (tz)(a) =(2t+h)t"* saglanr.
Ornek 3.3.1.2: [40] g>1 olsunve T —q”=q" U{0} olmak iizere q” = {qk ke Z} biciminde

{qt, t=0 ﬂ(t):{(q—l)t, t=0

Ol t:0 O, t=0

tanimlansin. Bu zaman skalasinda a(t)z ile tanimlidir.

Burada 0 noktasi sag yogun bir minimum noktadir ve T nin diger tim noktalari izoledir. Bir

onceki érnekte ele alinan f :te T —t*eR fonksiyonu igin

T.(HO=()" :{<q+1>t2-a, 0

“ 0, t=0
olur.

Ornek 3.3.1.3: [40] q>1 olsun ve T =q"" := {q” ‘ne NO} olarak tammlansin. Her te T igin

o(t)=qt ve u(t)=(gq-1)t olarak verilsin. Her te T i¢in o(t)=qt ve x(t)=(q-1)t olarak elde
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edilir. ~ f:teT —log(t)eR  fonksiyonu géz onine alnirsa, her teT igin

_ « _ log(a) .
T, ( f )(t) —(|09 (t))( = W elde edilir.

Onerme 3.3.1.1: [40] Eger f: T - R fonksiyonu tim te T ve ceR ler igin f(t)=c
biciminde tanimhysa o halde T, (f)(t)= (C)(a) =0 olur.

Ispat: Eger t noktasi saga sacilmis bir nokta ise, Teorem 3.3.1.1 (ii) den

T, ()= C D (G(;)()t; )

bu kez Teorem 3.3.1.1 (iii) den T, (f )(t) = Iim(t:;ctl’“ =0 bulunur. Boylece ispat biter. o
sot T —§

t** =0 olur. Diger durumda, yani t noktas: sag yogun bir nokta ise,

Onerme 3.3.1.2: [40] Eger f: T —» R fonksiyonu tim te T ler i¢cin f(t)=t biciminde

™ a#1

1, a=1

tanimliysa, o halde T, (f)(t)= (1) ={ olur.

Ispat: Teorem 3.3.1.1 (iv) den o (t)=t+ u(t)t" T, (f)(t) ve u(t)=u(t)t**T, (f)(t) olur. Eger
1(t)=0 ise o halde T,(f)(t)=t"* olur ve boylece istenen sonu¢ elde edilir. $imdi x(t)=0
oldugu yani o(t)=t oldugu kabul edilsin. Bu durumda t sag yogundur ve Teorem 3.3.1.1 (jii)

den T, (f)(t)= Iir‘rtwi_—ztl‘“ =t elde edilir. Dolayisiyla, eger a =1 ise o halde T,(f)(t)=1 ve

eger O<a<lise T (f)(t)=t"" olur. Boylece ispat biter.o
Asagida verilen iki sonug sirasiyla T =R ve h>0 olmak tizere T =hZ durumlariyla
ilgilidir.

Sonug¢ 3.3.1.1: [40] f:R— R fonksiyonunun bir te R noktasinda & mertebeden uyumlu

f(t)—f(s
tiirevlenebiliir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul IimM

st t—s

t"* limitinin sonlu bir sayiya esit
olmasidir. Bu durumda,

f(t)—f(s
Ta(f)(t)zlingwtl‘“ (3.3.1.3)
S—> —S
estiligi saglanir.
ispat. Burada T =R dir ve dolayisiyla, tiim noktalar sag yogundur. Istenen sonu¢ Teorem
3.3.1.1 (iii) den kolayca elde edilir. o
Uyar 3.3.3.4: [40] (3.3.1.3) esitligi [1] de elde edilen ve daha sonra [11] de daha detayh

bicimde incelenen kesirli tiirev tanimiyla aynidir.
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Sonug 3.3.1.2: [40] h>0 olsun. Eger f:hZ — R ise, f fonksiyonu bir tehZ noktasinda «

f(t+h)—f(t)

t* saglanir.
h g

mertebeden uyumlu tiirevlenebilirdir ve T, (f)(t)=

Ispat. Burada T =hZ dir ve dolayisiyla tiim noktalar saga sagilmis noktadir. Dolayisiyla istenen
sonug¢ Teorem 3.3.1.1 (ii) den kolayca elde edilir. o

Asagida verilen teorem zaman skalasinda tanimli uyumlu tirevin kullanish 6zelliklerini
vermesi agisindan 6nemlidir.

Teorem 3.3.1.2: [40] f,g: T — R fonksiyonlari a mertebeden uyumlu tiirevlenebilir

fonksiyonlar olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir:

i) f ve g fonksiyonlarinin toplami olan f +g:T — R fonksiyonu da & mertebeden uyumlu
tirevlenebilirdirve T, (f +9)=T,(f)+T,(9) esitligi saglanir.

ii) Herhangi bir A€ R i¢cin Af: T — R fonksiyonu da & mertebeden uyumlu tiirevlenebilirdir
ve T, (Af)=4T,(f) esitligi saglanur.

iili) f ve g fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olmasi durumunda fg: T — R ¢arpim

fonksiyonu a mertebeden uyumlu tiirevlenebilir olur ve

T,(fg)=T,(f)g+(f-9)T,(9)=T,(f)(g°0)+ fT,(9) esitligi saglanir.

iv) Eger f fonksiyonu siirekliyse, o halde fonksiyonu o mertebeden uyumlu

N
tirevlenebilirdir ve f (t) f (O'(t)) #0 ifadesinin gerceklendigi teT* noktalarinda

T 1 ——ﬂ esitligi saglanir
a f - f(f OO') $ g g .

v) Eger f ve g fonksiyonlarinin stirekli fonksiyonlarsa, o halde i fonksiyonu & mertebeden

uyumlu tiirevlenebilirdir ve g(t)g(c(t))=#0 ifadesinin gerceklendigi teT* noktalarinda

T (ij:Ta(f)g—fTa(g)

“\9g 9(geo)

esitligi saglanir.

ispat: ae(O,l] olsun ve f ve g fonksiyonlarinin teT* noktalarinda uyumlu tiirevlenebilir

oldugu kabul edilsin.

i) € >0 olsun. O halde, sirasiyla, tiim s €V, ve tiim s €U, noktalari i¢in

[f(e®)-f )]t -T.()O)(o)-s)<T|o(t) -

ve
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[9(c(®)-a(s)]t ~T.()O)(e(t)-5) <o (t) 5]

esitsizlikleri saglanacak bigimde t noktasinin V, ve U, komsuluklari mevcuttur. W, =V, "U,
olsun. Bu durumda

[(+0) (o)~ +a)(s) ] ~[T. () +T, ()] (t)-s) < elo ()]

esitsizligi tim s €W, noktalari i¢in saglanir. Buradan, f +g fonksiyonun t noktasinda uyumlu
tiirevlenebilir oldugu ve T, (f +g)(t)=T,(f)(t)+T,(9)(t) esitliginin gerceklendigi goriilebilir.

i) £>0 olsun. O halde, [[ (c(t))- f(s) ]t =T, (f)(t)((t)~s)|<&lo(t) -9 esitsizligi tiim

a

s €V, noktalar i¢in gecerlidir. Buradan, yine tiim s €V, noktalar1 i¢in

[(25)(e(t)~(AF)(s) ]t = AT, (£)(t)(o(t) -5)| < £] Ao (t) ]
esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla, Af fonksiyonu t noktasinda uyumlu tiirevlenebilirdir ve
T,(Af)=AT,(f) saglanr.

iii) t sag yogun bir nokta ise, o halde

T, (fg)(t)= Iim[Mtl‘“}g(tﬁ Iim{wtl‘“} f(t)

st t—s st

=T.(F)(O)g(t)+T.(9)(t) F (t)
=T.(F)(®)g(e()+T.9(1)f (1)
yazilabilir. Eger t saga sa¢ilmis bir nokta ise o halde

T (f0)1) { f (O-(L)()t; f (t)tla} ] (a(t)){g(a(z)()t; g(t)tla} (o

=T, (1)) g(e)+ (1T, (9)()
esitligi saglanir. Teoremde ¢arpimin tiirevi icin verilen diger kural f ve g fonksiyonlarinin
yerleri degistirilerek elde edilebilir.

iv) Onerme 3.3.1.1 den ve Teorem 3.3.1.2 (iii) den Ta£f-%j(t):(l)(a):0 yazilabilir.

Dolayisiyla (iii) den T, (%j (t)f (O'(t)) +T,(f )(t)it) =0 elde edilir. f (a(t)) # 0 kabuliinden

(
1 TE{ ( f )(t) 1

v) (i) ve (iv) kullanilarak, T, (ij(t) =3 [ f ~—j(t) ~F(O)T, (—J(t) o7, (F)(t)

g9
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elde edilir. Boylece ispat biter. o

Teorem 3.3.1.3: [40] c bir sabit say, meN ve o e(0,1] olsun. O halde, asagidaki esitlikler

saglanir:
m-1
i) Eger f(t)=(t— C)m ise, o halde T, (f)(t)= tl""Z(a(t) - C)mflﬁp (t —c)p olur.
p=0
i) Eger g(t):( ! 7 ve (t-c)(o(t)-c)=0 ise, 0 halde
t—-c
m-1 1

T, (9)(t)= —tl‘”pz;;(a(t) - C)"*l T olur.

Ispat: i) Ispat i¢cin matematiksel tiimevarim kullanilacaktir. Eger m=1 ise, o halde f(t)=t—c

dir ve T,(f)(t)=t"" esitligi Onerme 3.3.1.1, Onerme 3.3.1.2 ve Teorem 3.3.1.2 (i) den

m-1

gerceklenir. Simdi, T, (f)(t)=t" Z(a(t) - c)mflﬁp (t-c)” esitliginin
p=0
f(t)=(t- c)rn+1 =(t—c)f(t) fonksiyonu icin saglandig varsayilsin ve

F(t)=(t— C)m+1 =(t—c) f (t) fonksiyonu goz oniine alinsin. Teorem 3.3.1.2 (iii) den
(F(0) =T, (t=c) f (o(t)+T, (F)()(t—c) =t-=> (o (t) =¢)"* (t—c)" yazlabilir.

p=0

Dolayisiyla, (i) deki esitligin matematiksel timevarimdan saglandig: gortliir.

ii) g(t)= ﬁ = % olsun. Teorem 3.3.1.2 (iv) den (t—c)(o(t)—c)#0 olmasi durumunda
T, (f)(t e Ul 1

(@ (t)— ___a __
9 (1) f(t)f(o(t)) p=o(a(t)—c)"”(t—c)’“‘p

yazilabilir. o

Asagida Teorem 3.3.1.3 iin bazi uygulamalar verilecektir.

Ornek 3.3.1.4: [40] «<(01] olsun ve f(t)=t" olarak almsmn. Bu durumda,
m-1

T,(f)(t) :tl’”‘zza(t)m*l*ptp dir. Eger, t sag yogun ise, o halde T,(f)(t)=mt"* olur. T =R
p=0

iken a =1 alimirsa klasik T, (f)(t)=mt™" = f'(t) tiirevi elde edilir.
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Ornek 3.3.1.5: [40] «<(01] olsun ve f(t):tirn olarak almsin. O halde,

3

1
T,(f)(t)=-t"" ﬁ olur. Eger, t sag yogun ise, o halde T, (f)(t)=- M dir. =1
ol(t

tm+a

alimirsa, T, (f)(t) = _t”% elde edilir.
Ornek 3.3.1.6: [40] Eger f(t)=(t —1)2 ise, o halde tim «ae(01] igin

T (D)0 =t (o(0)+1) +(o(0)+1)(t+D)+ (t+1)" | saglamr.

Klasik analizdeki zincir kurali, zaman skalasinda tanimli uyumlu tiirev i¢in saglanmaz.

Bu durum asagidaki 6rnekle gosterilebilir.

Ornek 3.3.1.7: [40] a€(0,1) olsun ve T=N={12,---} alnsin. Bu durumda o(t)=t+1 ve
u(t)=1dir. f,g: T —» T fonksiyonlar1 f(t)=g(t)=t esitligi ile tammlansin. Bu durumda,
T,(feg)(t)=t" iken T, (f)(9(t)T,(g)(t)= £20) olur. Béylece

T,(feq)(t)=T,(f)(g(t))T,(9)(t) oldugu goriliir.

Zaman skalasinda tanimli uyumlu tirev icin zincir kurali ancak asagidaki 6zel hal icin
saglanir.
Teorem 3.3.1.4: [40] « e(O,l] olsun. g: T — R fonksiyonunun siirekli bir fonksiyon oldugu
ve teT* noktalarinda o mertebeden uyumlu tiirevlenebilir oldugu kabul edilsin, ayrica
f:R — R fonksiyonu siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde, [t,a(t)] cR
araliginda
T,(fe9)(t)="f(a(c))T,(9)(t) (3.3.1.4)
esitligi saglanacak bicimde bir ¢ sayisi vardir.

Ispat: t € T* alinsin ve dncelikle t nin saga sagilmis oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

L (feg)t)= (g(a(tf,)()t} f(a(t) ..

olur. Eger g (a(t)) =g(t) ise, o halde T,(f >g)(t)=0 ve T,(g)(t)=0 olur. Dolayisiyla, (3.3.1.4)

[t,a(t):l araligindaki herhangi bir ¢ reel sayisi i¢in saglanir. g (O'(t)) #0 (t) ise ortalama deger

teoreminden

Ta(f Og)(t): g(o-(t))—g(t) ) ,u(t) - f(é)Ta(g)(t)
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yazilabilir, burada & e (g (t).9 (G(t))) dir. g: T — R fonksiyonu siirekli oldugundan g(c)=¢

olacak bicimde bir c e [t, O'(t)] vardir, boylece istenen sonug elde edilir. Simdi, t nin sag yogun

oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

_iim TO®) = (9(s) 9(1)-9(5)
T, (feg)(t)=lim S0-9() | tos t

yazilabilir. Ortalama deger teoreminden T,(fog)(t)= Iirrtl{ f'(&, )Mt”} olacak
S — S

bigimde bir &, e (g (t).9 (a(t))) vardir. g fonksiyonunun sirekliliginden, limé, =g (t) bulunur

ve T,(feg)(t)=1'(g(t))T,(9)(t) saglanmr. t sag yogun oldugundan, c=t=c(t) elde edilir.

Boylece ispat biter. o

Ornek 3.3.1.8:[40] T =2" olsun. Bu durumda, o(t)=2t ve x(t)=t olur.

i) f(t)=t*ve g(t)=t alinirsa Teorem 3.3.1.4 den

T,(fog)(t)=f'(g(c))T,(a)(t) (3.3.1.5)
esitligi saglanacak bicimde bir ¢ €[t,o(t)]=[t,2t] sayisi bulunabilir. Gergekten, Teorem 3.3.1.1

yardmyla T,(fog)(t)=3t", T,(g)(t)=t"“ ve f'(g(c))=2c bulunur. Esitlik (3.3.15),

a

3t = 2ct"* olmasini gerektirir ve dolayisiyla ¢ = gt e[t 2t] bulunur.
ii) Tim te T lerigin f(t)=g(t)=t* alinsin. O halde 15t*“ =T_(fog)(t)=f '(g (C))T (9)(t)

=2¢” -3t*“ bulunur ve béylece ¢ = \/gt e[t,2t] elde edilir.

Bu alt boliim, yiiksek mertebeden tiirev kavrami verilerek bitirilecektir. Daha iyi ifade

etmek gerekirse, n keyfi bir dogal say1 oldugunda ae(n,n+1] elemanlar i¢cin T, uyumlu

tiirevinin tanimi verilecektir.

Tammm 3.3.1.2: [40] T herhangi bir zaman skalasi, neN, ae(nn+1] olsun ve f
fonksiyonunun teT* noktalarinda n kez delta diferansiyellenebilir oldugu kabul edilsin. f
fonksiyonunun « mertebeden uyumlu tiirevi Ta(f)(t):zTa_n(fA“)(t) olarak tanimlanir. Bu
gosterim yerine, ( f (t))(a) gosterimi de kullanilabilir.

Ornek 3.3.1.9: [40] h>0, T =hZ, f(t)zt3 ve a=2.1 alinsin. O halde, Tanim 3.3.1.2 den

T,.(f)= TO.l( fo° ) yazilabilir. o(t)=t+h ve u(t)=h oldugundan
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T. (f)(t)z(t3)(2'l) =(6t+6h)(0'1) elde edilir. Onerme 3.3.1.1 ve Teorem 3.3.1.2 (i) ve (ii) den

21

T,.(f)(t)= 6(t)(0'1) bulunur. Onerme 3.3.1.2 deniise T,, (f)(t) =6t>° elde edilir.

Teorem 3.3.1.5: [40] neN ve e (n, n +1] olsun. O halde, asagidaki esitlik saglanir:

T, (F)(t) =t 2" (t). (3.3.1.6)

a

Ispat: f fonksiyonu n kez delta diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. O halde « € ( n,n +1]
icin @=n+f olacak bicimde bir S<(0,1] sayisi vardir. Tanim 3.3.1.2 den T,(f)=T, ( £ )
yazilabilir. Yiiksek mertebeden delta tlirev tanimi ve Teorem 3.3.1.1 (ii) ve (iii) den

T,(f)(t)=t"" ( fo )A (t) elde edilir ve béylece ispat biter. o

3.3.2 Zaman Skalasinda Uyumlu Integral
Bu alt béliimde, zaman skalasi lizerinde tanimlanan « uyumlu integral (o integral)
tanimi verilecektir ve bu integralin bazi 6zelliklerinden bahsedilecektir.

Tanim 3.3.2.1: [40] f: T — R fonksiyonu regulated bir fonksiyon olsun. O halde, 0 <a <1
olmak lizere, f fonksiyonunun o integrali If(t)A“t :=J. f (t)t“7At esitligi ile tammhdir.

Tanim 3.3.2.2: [40] f: T — R fonksiyonu regulated bir fonksiyon olsun ve « e(O,l] olmak
iizere, f fonksiyonunun o mertebeden belirsiz integrali F, (t)= j f (t)A“t esitligi ile verilsin.

Bu durumda, tim a,be T elemanlar1 igcin f fonksiyonun e« Cauchy integrali

f(t)A“t=F,(b)-F,(a) esitligi ile tammhdir.

D ey T

10%
Ornek 3.3.2.1: [40] T =R, azé ve f(t)=t olsun. O halde j f(t)A”(t)=6 olarak

1
hesaplanir.

Teorem 3.3.2.1: [40] « 6(0,1] olsun. O halde, tim f: T — R rd - siirekli fonksiyonlar: ve
tim teT* elemanlan igcin T, (F,)(t)=f(t) esitligi saglanacak bicimde bir F,:T —>R
fonksiyonu vardir. Bu F, fonksiyonu, f fonksiyonunun « ilkeli olarak adlandirilir.

Ispat: ispatin @ =1 durumu [26] da verilmistir. Bu sebeple, burada sadece ae(O,l) durumu

ispat edilecektir. f fonksiyonunun rd — siirekli bir fonksiyon oldugu kabul edilsin. O halde,

Teorem 3.1.2 (ii) den f fonksiyonunun regulated bir fonksiyon oldugu sdylenebilir. Bu

durumda, F,(t) =I f (t)A“t fonksiyonu T* tizerinde uyumlu tiirevlenebilir bir fonksiyon olur.
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(3.3.1.6) dan ve Tanim 3.3.2.1 den tiim teT* elemanlan igin Ta(Fa)(t):tl’”(F (t))A =f(t)
elde edilir. Boylece ispat biter. o

Asagida verilen teorem, zaman skalasinda tanimli ¢ integralin kullanish 6zelliklerini
vermesi acisindan onemlidir.

Teorem 3.3.2.2: [40] a<(01], ab,ce T, AR olsun ve f ve g fonksiyonlarmm rd -

stirekli fonksiyonlar oldugu kabul edilsin. O halde,
b b b
) [[f(t)+g(t)]a“t=[f()a“t+[g(t)rt

ii) J. /1f A“t—/l.[

iii) T f(t)A"t =—T f(t)A"t

b
w)j A“t_j A“t+j t)A“t

v) Tf(t)A“tzo

esitlikleri saglanir. Ayrica,
vi) Tiim t €[a,b] elemanlar i¢in |f (t)| < g(t) olacak bicimde bir g: T — R fonksiyonu varsa, o
b

[f

a

b
t)A%t[ < I g(t)A%t esitsizligi saglanur.

a

halde

vii) Tim t €[a,b] elemanlari i¢in f (t)>0 oluyorsa,

D C— T

f(t)A“t>0 olur.

Ispat: Teoremde verilen 6zellikler Tanim 3.3.2.1 ve Tanim 3.3.2.2 den, delta integralin benzer
ozelliklerinden ve ayrica alt bolim 3.3.1 de verilen zaman skalasi iizerinde tanimli uyumlu
tiirevin 6zelliklerinden kolayca elde edilir. o

Teorem 3.3.2.3: [40] Eger f:T* — R fonksiyonu rd — stirekli bir fonksiyonsa ve t e T* ise, o

of(t)
halde f f(s)A%s=f(t)u(t)t"* esitligi saglanur.

t

ispat: f fonksiyonu T* {izerinde rd — siirekli bir fonksiyon olsun. O halde, f ayni zamanda

regulated bir fonksiyondur. Tanim 3.3.2.1 ve Teorem 3.3.2.1 den
a(t)

tj f(s)A"s=F,(o(t))-F(t)=T, (F,)(t)a(t)t" = f (t) u(t)t""
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esitligi saglanacak bigcimde bir F, ilkel fonksiyonunun var oldugu sodylenebilir. Boylece ispat

biter. o

Teorem 3.3.2.4: [40] T herhangi bir zaman skalasi olsun ve a<b olmak tlizere a,be T

alinsin. Tim te[a,b]nT elemanlar igin T,f(t)>0 esitsizligi saglamyorsa, o halde f

fonksiyonu [a,b] T tzerinde artan bir fonksiyondur.

Ispat: T (f) tirevinin [a,b]NT iizerinde mevcut oldugu ve tiim te[a,b]NT elemanlari igin
T,(f)(t)>0 esitsizliginin saglandigi kabul edilsin. O halde, Teorem 3.2.1.1 (i) den T, (f)

fonksiyonunun [a,b] NT tuzerinde siirekli oldugu soylenebilir. Dolayisiyla, Teorem 3.3.2.2 (vii)

t
den a<s<t<b esitsizligini saglayan s ve t ler i¢in J.Taf(ﬁ)A“ (£)=0 elde edilir. Tanim

S

t
3.3.22den f(t)="f (s)+J.Taf (£)A“& > f(s) bulunur ve béylece ispat biter. o

3
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliim, tezin 6zgiin kismidir ve dort alt béliimden olusur. Bu béliimde, ilerleyen alt
boliimlerde ise yarayacak bazi hatirlatmalarin yapildigi Giris béliimiinden sonra, uyumlu
dinamik bir operator yardimiyla olusturulan bir baslangi¢c deger probleminin ¢éziimiiniin varhgi
ve tekligi arastirllmis ve bu operator ile ifade edilen denklemin ¢oziimlerini insa etmeye
yarayan bir yontemden bahsedilmistir. Bundan sonra, ele alinan uyumlu dinamik operator icin
Lagrange 6zdesligi ispatlanmistir. Daha sonra, ikinci mertebeden uyumlu 6zeslenik dinamik bir
denklem ve sinir kosullari ile olusturulan bir sinir deger problemi ele alinmis, bu problemin bazi
0zdeger ozellikleri incelenmis ve Green teoremi ispatlanmistir.

Burada, tezin bundan sonraki kisminda, 3.3 numarali alt boliimde yararlanilan [40]

numarali kaynagin aksine, zaman skalasinda tammli uyumlu tiirevi belirtmek igin f* (t)

gosteriminin kullanildigini belirtmekte yarar vardir.
4.1 Giris

Bu tezde, herhangi bir T zaman  skalasi  iizerinde  tanimlanan

A, r
Lx(t) =(px* ) (©)+a(t)x° ) (4.1.1)
ikinci mertebeden uyumlu dinamik operatorii ele alinacaktir, burada tim t € T elemanlart i¢in
p(t) #0 oldugu kabul edilecektir ve ayrica p ve g fonksiyonlarinin rd — siirekli fonksiyonlar
oldugu varsayilacaktir.
Daha 6nce de belirtildigi gibi, herhangi bir T zaman skalasi iizerinde uyumlu tiirev ilk
kez [40] calismasinda asagidaki gibi tanimlanmistir:
f(o(t))—f(t
fo (1) = f‘:( ) f (4.1.2)
. —T1(S
Ilmutl‘“, o(t) =t.
st t—s
Ayrica, eger f fonksiyonu bir t € 11‘[';@] saga sacilmis noktasinda A tiirevlenebilirse, yukaridaki
fFrfO-f@®
o(t)-t

fo(t) =t £ 2(t) (4.1.3)

tanimdan f fonksiyonunun uyumlu tiirevlenebilir oldugu ve f*(t)= olmak tizere

esitliginin saglandigini sdylemek mimkiindiir. Burada, bu béliimiin devaminda oldukea fazla

kullanilacak olan

f(o() = (1) +uO F2 (1) (4.1.4)

formiliinii de hatirlatmakta yarar vardir.
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Bunlara ek olarak, f,g:T — R fonksiyonlarinin ¢ mertebeden uyumlu tiirevlenebilir
olmalar1 durumunda fg:T — R fonksiyonunun da @ mertebeden uyumlu tiirevlenebilir
oldugu ve
(fg)* = frg+(foo)g™ = f*(goo)+ fg™ (4.1.5)

esitliginin saglandigl, ayrica f ve ¢ fonksiyonlarinin siirekli fonksiyonlar olmasi durumunda

— fonksiyonunun o mertebeden uyumlu tiirevlienebilir oldugu ve tim t € T* noktalari icin
g(t)g(o(t)) #0 iken
Ag Aury fryBa
(i) _frg-fg* (4.16)
g g(geo)

formiiliiniin gecerli oldugu séylenebilir.

4.2 Uyumlu Dinamik Denklem

Bu béliimde, (4.1.1) ikinci mertebeden ¢ uyumlu dinamik operatdrii ele alinacaktir. Bu
operatdr yardimiyla tanimlanan bir baslangi¢c deger probleminin ¢6ziimiiniin varligi ve tekligi
arastirilacak ve daha sonra ayni operator yardimiyla verilen denklemin ¢oziimlerini insa etmeye

yarayan bir yontemden bahsedilecektir.

Teorem 4.2.1: f €C , t; €T olsun ve X, ve X sayilarinin herhangi sayilar oldugu kabul
edilsin. Bu durumda,

Lx(t) = f (1), X(t,) =X, X3 (t,) = X (4.2.1)
baslangi¢ deger probleminin T zaman skalasi lizerinde tek bir ¢6ziimii vardir.

ispat y(t) fonksiyonu Y(t) = p(t)x"“ (t) esitligi ile tammlansin. Buradan kolayca

o YO
O=20

yazilabilir. (4.1.1), (4.1.3), (4.1.4) ve (4.2.1) ifadelerinin yardimiyla
Y () = (px*)* () = F () - ()X () = &) —at) (x(t) + 2Ot x" (1))

= (1) - a()x(t) - q() (Ot x™ (1)

(4.2.2)

= (1) - qO)x(t) - gttt Y
p(t)

QY05

= —q()x(t) - o YO+
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. _X(t)} 3 L
elde edilir. z(t)= oldugu kabul edilsin. O halde (4.1.3) kullanilarak
Ly(D)
_ y®
t0,_1ZA(t):ta_{xA(t) {x:(t)}: P()
yOL YOI o -gox0-q@uor XY
p(t)
y®
_ p(t) { 0 }
~qOx0) -quor 22| LT
i p(t)
0 1
_ p®) [x(t)}{ 0 }
_q(t) —qO)a@t* Ly ] [f()
i p(t)

bulunur. Bu, bilesenleri rd — siirekli fonksiyonlar olan bir dinamik denklemler sistemidir. Bu
sistemin ¢6ziimiiniin varligl ve tekligi [26, Teorem 5.24] den kolaylikla gériilebilir. Boylece ispat
biter. O

(4.1.1) uyumlu dinamik operatorii yardimyla tanimlanan Lx=0 denkleminin
¢oziimlerini insa etmek icin Oncelikle X fonksiyonunun bu denkleminin asikar olmayan bir

¢6ziimii oldugu kabul edilsin. Bu durumda her t € T icin

X2 (t) + (px“)?(t) £ 0

esitligi saglanir ve

X(t) = p(t)sin (t) (4.2.3)
p(t)x™ (t) = p(t) cos p(t) (4.2.4)

esitlikleri saglanacak bicimde p(t)>0 ve 0<¢(t) <27 reel sayilar1 bulunabilir. (4.2.3) ve

(4.2.4) esitliklerine Priifer doniisiimii adi verilir.

Teorem 4.2.2: Eger X fonksiyonu Lx=0 denkleminin asikar olmayan bir ¢6ziimiiyse ve p ve

@ (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerini sagliyorsa,

n P _ puqt™”

P ==C0S@(sin @) — pqsin ¢(cos @)’ cos p(cos p)?
p

—p(sin @)* (cos @) — p(cos ¢)" (cos )’ (4.2.5)

ve

(sin @)" (cos @) —(cos @)"« (sin @)° = %cos @(cos ©)° +qsin o(sin @)°
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a-1
+&c05 o(sin @) (4.2.6)
p

ifadeleri dogrudur.

Ispat: (4.2.3) esitligi icin (4.1.5) ile verilen ¢arpimin tiirevi kurall kullanilarak
. . . 1 1
P (sing)” + p(sin p)* = (psinp)* = x* = B(pra) =, PEosY

elde edilir. Ayni yol, (4.2.4) esitligi icin de izlenerek

a-1
P (05 p)” + p(COs )™ = (pCosp)™ = (px)® = —q(x+ ut“ %) = —qx— ”q; (px*)

a-1

Aqt

=—qgpsingp— P COS

bulunur. Burada, x fonksiyonunun Lx =0 denkleminin bir ¢6ziimii oldugu géz 6niine alinmis ve

(4.1.4) formiiliinden faydalanilmistir. Dolayisiyla, asagidaki iki esitlik yazilabilir:

P (sinp)? + p(sin @) = %pCOS(o , (4.2.7)

ﬂqtafl

" (cos @) + p(cos @) = —qpsin ¢ — PCOSQ . (4.2.8)

(4.2.7) esitligi (Sing)? ve (4.2.8) esitligi (COS@)° ile carpilarak ve elde edilen esitlikler
birbirleriyle toplanarak (4.2.5) ifadesine ulasilir. (4.2.6) y1 elde etmek icin ise, (4.2.7) esitligi
(cos@)? ile ve (4.2.8) esitligi ise —(SiN@)? ile carpilmah ve yine elde edilen esitlikler
birbirleriyle toplandiktan sonra, esitliklerin her iki yan1 p >0 ile béliinmelidir. Boylece ispat

biter. O

Burada, ¢ icin yazilan (4.2.6) uyumlu dinamik denkleminin p sayisindan bagimsiz

olduguna dikkat etmek gerekir. (4.2.6) uyumlu dinamik denklemi igin bir ¢6ziim elde etmek

kolay olmasa da, bu denklem icin bir ¢6ziim elde edilmesi durumunda p i¢in yazilan (4.2.5)

uyumlu dinamik denklemi icin de bir ¢6ziim elde etmek oldukg¢a kolay olacaktir.
4.3 Uyumlu Lagrange Ozdesligi

Bu boliimde, bir sonraki boliimde kullanilacak olan bazi tanim ve lemmalar verilecektir.
Bunun i¢in dncelikle o — Wronskiyen determinantindan ve bu determinantin bir 6zelliginden
bahsedilecek, daha sonra iki fonksiyonun Lagrange parantezi tanimi verilecek ve en son uyumlu

Lagrange 6zdesligi ispatlanacaktir.
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Tamim 4.3.1: Eger X,Y:T — R fonksiyonlar1 T* tizerinde uyumlu tiirevlenebilirse, o halde bu

iki fonksiyonun a-— Wronskiyeni tlim teT" elemanlari icin

Xt y() J

W, (x, Y)() = det[x% O v

esitligi ile tanimlanir.

Asagidaki lemma, Teorem 4.3.1 in ispatinda kullanilmasi agisindan 6nemlidir.

Lemma 4.3.1: Eger X,Y:T —>R fonksiyonlar1 T"lzerinde uyumlu tiirevlenebilir

fonksiyonlarsa, o halde tiim t € T* elemanlari icin

W, (x, y)(t) = det[ X7 y7(®) J

X (1) y* ()

esitligi saglanir.

ispat: Tum teT" elemanlari icin, (4.1.4) esitliginden
A X0 Y O)_ o [}OF OO yO+ Oy ©
XM () y*(t) X (t) y* (t)

e[ O y(®) )
- det[XAa (t) yAa (t)j _Wa (X’ Y)(t)

elde edilir. Boylece ispat biter. O

Asagida verilen iki uyumlu tirevlenebilir fonksiyonun Lagrange parantezi tanimi,

uyumlu Lagrange 6zdesligini ispatlamada yardimci olmasi agisindan énemlidir.

Tamim 4.3.2: Eger X,Y:T — R fonksiyonlar1 T* {izerinde uyumlu tiirevlenebilir fonksiyonlar

ise bu iki fonksiyonun Lagrange parantezi tim teT" elemanlar1  igin

Xy} (1) = pOW, (x, )(t)
esitligi ile tanimhdir.

X% T >R fonksiyonlar1 rd —siirekli fonksiyonlar olacak bicimdeki tim x:T — R

fonksiyonlarinin kiimesi D ile gosterilsin. Bu durumda asagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 4.3.1: (Uyumlu Lagrange Ozdesligi) X,y €D olsun. Bu durumda, tiim teT™

elemanlar1 igin

X* (L) -y OLX®) = {x y} ™ ©) (43.1)
esitligi saglanir.

Ispat: (4.1.5) ile verilen carpimin uyumlu tiirevi formiiliinden tiim teT™ elemanlar1 icin

A[l

{X; y}Aa — {XpyAq _ pXAa y}
=X7(py* ) +(py e )x* —y7(px* )t =yt (px*)

=X7(py™)* —y7 (px*)*
=X7(py™ )% —y7 (px* )™ +ax7y” —ax7y”
=x7((py*)* +ay”)=y" ((px*)* +ax°)
= XLy —y°Lx

elde edilir ve boylece ispat biter. O

4.4 Uyumlu Bir Sinir Deger Problemi ve Green Fonksiyonu

Bu boéliimde asagidaki sinir deger problemi ele alinacaktir:
Lx+ Ax° =0, R,(x) =R,(x) =0. (4.4.1)

Burada (:T—>R fonksiyonu rd—siirekli bir fonksiyon olmak iizere L operatorii
Lx = x** +gx° bigiminde tanimlanmistir, ayrica %,7,,5,,6, € R ve (37 +y2)(67 +62)#0

olmak iizere sinir kosullari

R, (X) = 7:x(p(a)) + 7™ (p(a)),
ve
R, (X) = 5x(p(b)) + 5,x* (p(b))
esitlikleri ile verilmistir.
(4.4.1) smir deger probleminin sifirdan farkl bir X ¢6ziimi bulunabilecek bicimdeki
A €R sayisina bu simir deger probleminin bir 6zdegeri denir. Bu durumda X fonksiyonu

(4.4.1) sinir deger probleminin 4 6zdegerine karsilik gelen bir 6zfonksiyonu olur.
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X ve Yy fonksiyonlarimin [p(@),b] aral@ izerindeki i¢  carpim

(xy)= [ x®y®at= [ x®)ymrat
(a (a

p(a) p(a)
esitligi ile tammlamr. (X,y)=0 olmasi durumunda x ve y fonksiyonlar1 [p(a),b] arahg
lizerinde ortogonal fonksiyonlar olarak adlandirilir. X fonksiyonunun normu ||X||= <X, X>
esitligi ile verilir.
Teorem 4.4.1(Green teoremi) X, Y € D olsun. Bu durumda,
(x7,Ly)=(y", Lx) = {x; y} () — {x; y} (a)
esitligi saglanir.
Ispat: Gosterilmek istenen esitlik, (4.3.1) esitligi ile verilen uyumlu Lagrange 6zdesliginin her
iki tarafinin [a@,b] araligi boyunca integrali alinarak ve i¢ carpim tanim kullamlarak kolayca
elde edilir. O

R,(x)=R,(y)=0 ise W_(X, y)(p(a)) =0 oldugu ve R (X)=R,(y)=0 oldugunda ise

W_(x,y)(b) =0 esitliginin saglandigi kolayca goriiliir. Gercekten, Tamim 4.3.1 den

x(p@)  y(p@) | _ [~ (p@) 2y (p@)
)=

x (p(@) y*(p(a) xlAa (p(a)) ;A“ (p(a)

W, (x, y)(p(a)) = det(
saglanir. R (X) =R, (y) =0 esitligiise W_(X, y)(b) =0 olmasindan elde edilir.

Simdi (4.4.1) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin bir 6zelliinden bahsedilecektir.

Bunun i¢in 4 € R olmak iizere
LX+AX° =0, x(p(a))=7,, x*(p(a))=-7 (4.4.2)

uyumlu baslangi¢ deger probleminin tek ¢6ztimii (bknz. Teorem 4.2.1) x(‘,/l) ile gosterilecek ve

ayrica A(4)=R,(x(~1)) oldugu géz 6niinde bulundurulacaktrr.

Teorem 4.4.2: A sayisinin (4.1.1) sinir deger probleminin bir 6zdegeri olabilmesi igin gerek ve

yeter kosul A(1) =0 olmasidur.
ispat: Eger R, (X(-, 2)) =0 ise, o halde X = X(-, 1) fonksiyonu
Lx+Ax° =0, R,(x)=R,(x)=0
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esitliklerini saglar, yani A4 sayisi (4.4.1) sinir deger probleminin bir 6zdegeri olur. Tersine, 4
sayisi (4.4.1) sinir deger probleminin bir 6zdegeri ve X fonksiyonunun da bu 6zdegere karsilik
gelen bir o6zfonksiyon oldugu kabul edilirse, (4.4.2) uyumlu baslangi¢ deger probleminin

¢oziiminin tekliginden (burada R,(x)=0 olduguna dikkat ediniz) X=cX(,4) esitliginin

_rX(p(@)-rx* (p(a))
Y+

iken saglandig1 s6ylenebilir. Bu durumda, R, (X(-, /I)) =0 olur ki

bu elde edilmek istenen sonugtur. Boylece ispat biter. o

Teorem 4.4.2 nin ispati, (4.4.1) sinir deger probleminin 6zdegerlerinin basitligini
gostermesi agisindan da 6nemlidir. Ayrica, Teorem 4.4.1 g6z oniinde bulundurularak farkl

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlarin birbirlerine dik olduklari soylenebilir.
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5.SONUCLAR ve ONERILER
5.1 Sonugclar

Bu tezde, zaman skalasi ilizerinde uyumlu tiirev operatorii yardimiyla tanimlanan ikinci
mertebedenuyumlu dinamik bir operator ele alinmistir. Bu operatoér yardimiyla olusturulmus
bir baslangi¢ deger probleminin ¢6zlimiiniin varlig1 ve tekligi arastirildiktan sonra, ¢éziimleri
insa etmeye yarayan bir yontemden bahsedilmistir. Ele alinan uyumlu dinamik operator igin
Lagrange 6zdesligi ispatlanmistir. Daha sonra, ikinci mertebeden uyumlu 6zeslenik dinamik bir
denklem ve sinir kosullari ile olusturulan bir sinir deger problemi ele alinmistir. Bu problemin
baz1 6zdeger oOzellikleri incelenmis ve Green teoremi ispatlanmistir. Tezin “Bulgular ve
Tartisma” kisminda verilen sonuglar 29 Subat-1 Mart 2020 tarihlerinde Cahit Arfin anisina
Bogazici Universitesi’nde diizenlenen Bahar Matematik Bulugsmalari’nda sunulmustur. Buna ek
olarak, tezden elde edilen sonugclarla hazirlanan bir makale uluslararasi alan indekslerince
taranan Journal of Universal Mathematics dergisine gonderilmis olup, makalenin incelemesi,
tezin savunuldugu tarihte halen devam etmektedir. Bu tez c¢alismasindan elde edilen 6zgiin

sonuglar, matematikgiler icin yardimci kaynak rolii oynayacak niteliktedir.

5.2 Oneriler
Zaman skalasl iizerinde tanimlanan uyumlu dinamik denklemler farkl sinir kosullariyla
ele alinarak olusturulan farkli sinir deger problemlerinin 6zellikleri incelenerek literatiire katki

saglanabilir.
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