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Duz1emde , bir bo1ge uzerinde tan1ml1 bire-bir 
fonksiyon1ara 11 ya11nkat 11 denmesi a11f:?11age1mif:?tir • bze1 
olarak ; birim daire bo1ge :B ={z : lz 1< 1 f ismini verdigimiz :B 
iginde ana1itik fonksiyon1ar Sln1f1 H(:B) , bu Sln1f1n 

f(O) = f/(O)-l;:O 
k0f:?u1unu, sag1ayan fonksiyon1ardan oluf:?an a1 t Sln1f1 
11 norma11enmif:? ana1itik fonksiyon1ar 11 Sln1f1 N(:B) olmak 
tizere; N(:B) nin ya11nkat olan fonksiyon1ardan ibaret a1t 
k1Smlna da " ya1lnkat fonksiyon1ar Sln1f1 " denir ve S i1e 
gosteri1ir • 

:Bu Sln1f i1e,ortaya glk1f:?1 olan 1913 1erden beri bir gok 
matematikgi i1gi1enmif:? , dogrudan yap11an ga11f:?ma1ardan ziyade, 
resim bo1ge1erinin geometri1eri i1e tan1mlanm1f:? fonksiyon1ardan 
oluf:?an a1t Sln1f1ar1a i1gi1eni1mif:?tir . Gergekten , geometrik 
yap1s1 iyi bi1inen dtiz1em bo1ge1erini resim bo1gesi kabu1 eden 
fonksiyon1ar hakk1nda , bo1genin geometrisinden ge1en bir gok 
oze11ik e1de edi1ebi1mektedi r • :Bu konuda en yayg1n ornek1er ;, 
Y1ld1Zl1 ve konveks bo1ge1er i1e Y11d1Z11 ve konveks'" 
fonksiyon1ard1r : 

11 Her noktas1. i1e bir1ikte bu noktaY1 orijine 
bir1ef:?tiren dogru pargas1n1 da ihtiva eden bo1geye 
Y11d1Z11 ; her hangi iki noktas1 i1e bir1ikte bu 
nokta1ar1 bir1ef:?tiren dogru pargas1n1 da bu1unduran 
bo1geye konveks denir " 

Hesim bo1gesi f(:B) , Y11d1Z11 ise ) f G N(:B) fonksiyonuna 
Y11d1Z11 ; f(:8) konveks ise I f c N(:B) fonksiyonuna konveks 
fonksiyon denir • :Bu fonksiyon1ar1n S sln1f1na ait oldugu 
bi1inmektedir • Bu fonksiyon1ar1a i1gi1i bin1erce ga1lf:?ma 
yap11m1f:? , gef:?it1i f:?ekil1erde gene11ef:?tirme1ere gidilmif:?tir • 
Ornegin ; orijin yerine bo1geriin baf:?ka bir Wo noktas1 
al1narak, Wo noktas1na gore Y11dlZ11 bo1ge ve fonksiyonlar 
tan1mlanm1f:?t1r ; Sln1r noktas1na gore Y11d1Z1111ktan 
bahsedilmif:?tir • :Bir dogru1tuda Y11d1Zi1llk ve konvekslik 
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kavramlarl ortaya atllml!;'ltlr . Bunlar geomatrik olarak 
yapllan genelle!;'ltirmelerdir • Ayrlca , analitik olarak 
~-Ylldlzllllk , ~konvekslik gibi genellemeler de vardlr • 

Bunlarln yanlnda , Rahmanov (11)1 taraflndan 1954 Ylllnda 
altl yeni tiir YlldlZllllk ve konvekslik tanlmlanml!;'ltlr • 
Avhadiev ve Aksent' av ['.2.J gall!;'lmalarlnda bunlara yer vermi!;'llar . 

Biz de bu gall!;'lmamlzda , Yl.ldlZll ve konveks bolge 
kavramlarlnl , dogru pargasl yerine bir gember yaYl kullanarak 
genelle!;'ltirdik • Bu genelle!;'ltirmenin dogal sonucu olarak 
ortaya glkan fonksiyonlarl inceledik • Tanlmda , gember yaylnl 
tek tiirlii belirlemek igin , gemberlerin bolge dl!;'llndaki aynl 
bir w noktaslndan gegmelerini !;'la.rt kOf?tuk . Boylece , 
tanlIDladlglmlz bu yeni fonksiyonlala " gember-Ylldlz II ." adlnl 
vererek , ait olduklarl slnlfl CS(w) ile gosterdik ; benzer 
f?ekilde , "gember-konveks " adlnl verdigimiz fonksiyonlarln. 
slnlflnl da CK(w) ile gosterdik • 

Bu doktora gallf?maslnln oziinii , yukarlda belirtilen 
yeni fonksiyon slnlflarlnln daha onceki slnlflarla ili!;'lkileri 
ve bunlarln kendi dogal yapllarlnln sistematik bir f?ekilde 
incelenmesinden ortaya glkarllan sonuglar oluf?turmaktadlr • 

Qallf?mamlza temel olacagl igin , oncelikle , 1.Boliim'de 
Ylldlzll ve konveks fonksiyonlarln karaterizasyonunda rol 
oynayan , B de anali tik , gergel klsml pozi tif ve p( 0) = 1 
olan fonksiyonlarln ; 2.Boliim'de Ylldlzll ve konveks 
fonksiyonlarln onemli ozelliklerini hatlrlattlk • Bu boliimler 
igin Pommerehke [~O , Schober (121 , Duren [51 veya ,: Goodmanf:rJ' In 
hepsi aynl " Univalent Functions " adlnl taf?lyan kitaplarlnda 
ilgili boliimlere bakllabilir • 3.Boliim'de gember-Ylldlzll 
bolge ve gember-Ylldlzll fonksiyon tanlmlarlnl verdik • Bu 
boliimiin birici klsmlnda , gember-Ylldlzll fonksiyonlarJ..n 
analitik olarak nasll karakterize edilebildiklerini , Ylldlzll 
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fonksiyonlarla ilgilerini , degi9ik donu9umler altlndaki 
davranl9larlnl inceledik • Bu bolumlin ikinci klsmlnda ise , 
gember-Ylldlzll fonksiyonlarln kendine ozgU bir tak1m 
distorsiyonlarlnl elde ettik . Son bolum olan 4.Bolum'de 
gember-konveks bolge ve fonksiyon tanlmlarlTIl , bu tanlmlarln 
ilk sonuglarlnl slraladlk • 



1.Boltim 

POZITIF GERQEL KISIMLI J1'ONKSIYONLAR 

Birim dairede anali tik , gergel klsml pozi tif ve z == 0 
noktaslnda 1 degerini alan fonksiyonlarln slnlflnl 

[P::: {p e H(B) Re p(z) > 0 , p(O)= 15 . 
geklinde tanlmlayacaglz • Bu s J.nlfln temel ozellj.klerini 
s lralamadan once 11 subordinasyon 11 j.lkesinden bahs edelim • 

.. TANIlVI 1.1. (SU130RDINASYON) f ve F bj_rim 
dairede anali tik fonksiyonlar ve F yal1.nkat 
olnun 

f(O)=}i'(O) ve f(B)Cl"(J3) 

tse 11 f :f'onkEd.yonu , ]i' fonksj .. yonuna subordine 11 

denir ve bu ili~ki klsaca 

f -< F 

seklinde ifade edilir • • ;> 
p" 

:Bu tanlIDln ilk sonu91arl ola.rak a9a{~ldakj teorE:mi elde 
edebi1trj?, . 

r:PEORENI 1.1. f -< F olsun 0 takdirde ; 

(1) B iginde ana1itik ve Schwarz Lemmaslnl 
gergekleyen oyle bir b fonksiyonu vardlr ki 

/ 
f(z) =F(b(z» 

yaz llabili r • 
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(2) 

( 3) 

2 

lft(O)\ ,IFt(O)1 

01 up , e~li t1ik hali , a E.. \R. olmak liz e re 

-'a 
b(z):::.e.L z 

fonksiyonu i9in var olur . 

Her 0 < r < 1 igin, J3 = ~ z r 
I z I < 'r 1 ise 

f(B ) C J?(B ) 
1" r 

d1r • 

l~emen arkaS1ndan , P Sln1f1na ait blittin fonksiyon1ar 

p(z)==~ 
1-Z 

fonksiyonuna subordine olduklarl igin , a§ag1daki distoTsiyon 
teoremj verilebi1ir . 

TEOREM 1.2. P f. IP olsun 

(I) He r i tE B .. z = re 191n 

(2) 

1-r / I ( ) I / l+r 
~ p z ~ ve l+r' 1-r 

Ip/(O)\ t. 2 dir • 

Ber j,ki. halde de e§i tlik1er, a E IR olmak 
lizere , 

ia 
p(z)= l+e ~ 

ia 
1-e z 

fonksiyonu igj_n soz konusudur 
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Harmonik fonksiyonlar teorisinden yararlanarak , IP 
Sln1f1n1n elemanlar1 iQin bir integral gosterili9i buluna"bilir. 

TEORElVI 1.3. (HERGLOTZ) Her 
negatif olmayan biricik u(t) 
u artan ve u(2l[)":u(O)==1 

pE. lP iQin, oyle 
fonksiyonu vardJ-T ki 

olup ,her z E-B igin 

yazllabilir . 

~:EOREM·l. 4. 

j
QIt" 

p( z) _ l+e-~ t z 

1_e-1 t 
o z 

(/:) 

du( t) 

p(z) = 1 + [, c
n 

zn 
tl::.1 

fonksiyonu 

IP Sln1f1na ait ise n=l,2, ... iQin 

E;;;1 tl i k D a1 j 

Icnl,t: 2 dtr . 

a E; IR olrEak iizere , 

ia 
p(z)= l+e ~ 

ia 
1-e 'z 

fonksiyonu tar8f1ndan elde edilir • 



resim 
denir 

2.Bollim 

YILDIZIL VE KONVEKS FONKSIYONLAR 

Birim dairede anali tik ve l1.Drm~lIenrol9 f fonksiyonuna, 
bolgesi f(B) YlldJ.Zll ise , " YlldlZll fonksiyon " 

Geometrik olarak , 0 ~ t ~ 1 'olmak lizere 

her wEf(B) igin twE.f(B) 

oluyorsa , f fonksiyonuna Ylldlzlldlr denir . ( Burada tanlIYl 
ozel halde verilmi9 oluyor • Daha genel olarak , bir bolge her 
noktas 1 ile birlikte bu noktaYl bolgeni.n sabi t bir Wo 
noktaslna birle9 tiren dog-ru pargaslnl da ihtiva ediyorsa , bu 
bolgeye "wo noktaslna gore YlldlZll 11 denir . 13i.z wo== 0 

'ozel halinialm19 oluyoruz .) Gelenek olduE;u lizere , 

Sfr= ~ f E: N(B) f(B) YlldlZll bolge r 
ile YlldlZll fonksiyonlar slnlfl gosterilecektir . Eu slnlf 
anali ti.k olarak af:?ag;ldakJ gi bi karakterize edilebilir . 

TEOREM 2.1. f £ S ise, asl8.g1da.kiler denktir1er 

( 1 ) f E. Sf< di r • 

(2) Her 0 < r < 1 igin 
bolgedir . (; 

f(B) YlldlZll bir r L 

(3) zf'(z)/f(z) olarak tanlmlan8,n fonksiyon 
f Slnlflna aittir . 

~rEOREM 2.2. f E N(B) olsun: f fonkE.liyonunun 
YlldlZ1l olmasl igin gerek ve yeter ko 9ul , 

2ft 

f ( Z ) = Z e xp (- 2 f log ( 1-e - i t Z) d u ( t ) ) 
o 

olaca.k §eki1de , artan , negatif o1mayan ve 

z E B, 
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u(2~)-u(O)= 1 9artlnl gergekleyen bir u 
fonksiyonunun bulunmasldlr . Bu fonksiyon varsa 
tek ttirlti belirlidir . 

Ylldlzll fonksiyonlarln analitik karakterizasyonu 
yallnkat olduklarlnl gosterir , dolaY:l.sl ile de 

f;"" C S 

olur . 

T!WREl'Il 2. 3 • f E. N ( B ) 
~\ 

olsun \: 0 takdi rde , 
her Z E. B igj_n 

, 5:r( z) 2 > 0 
Re lZf(z)~ 

ise . f fonksiyonu yallnkattlr . 

Yukardaki hat:l.rlatmalarln J-9J.1l al tlnda ,bazEm S* 
olsT8.k doitru.dar dogruya 

t f~ S f(B) YlldlZll} 

s ].nlfJ_ allnlV • 
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Birim dairede anali tik ve nOl"malle.I1Jtii~ f fonksiyonuna, 
resim bolgesi f(B) konveks ise , 11 konveks fonksiyon 11. denir. 
Geometrik olarak , 0 ~ t ~ 1 olmak ko 9ulu ile 

her w
l

,w
2 E f(:8) igin tW

l
+(l-t)W

2 
E f(:8) 

oluyorsa ,f fonksiyonuna konvekstir denir . Klsaca bu slnlf 

K::: \ ff. N(B) f(:8) konveks bolge 1 
olarak gosterilir . Gene geometrik olarak derha:l gorulecegi 
gibi " konveks bir fonksiyon YJ.ldlzlldlr , dolaYlsl ile de 
konveks fonksiyonlar'.da yallnkat olup , 

K C S~C S 

s lras 1 VardJT . 

Analitik olarak , konveks fonksiyonlar a9a~ldaki gibi 
belirlenirler . 

Tl~Oli}~h'J 2.4. f E. S j.se, a9agldaldler clenktirler . 

( l) f E; K cl lr . 

( 2) }-Jer 0.( r.( 1 
-bolgedir . 

igin , f(B ) konveks bir 
r 

(3) l+zfll(z)/f/(z) olarak tanlmlanan fonksiyon 
~ Slnlflna aittir . 

(4) Zf'(Z) fonksiyonuYlldlzllcbr. 

Analitik karakterizasyonlarl da konveks fonksiyonlarln 
yallnkat olduklarlnJ. gosterir . 
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TEOREM 2.5. fE:N(B) olsun: 0 takdirde 
. her z E: B ' igin , 

S" f"(z) Z 
ReI 1+ z f f ( z) ~ > 0 

ise ,f fonksiyonu yallnkattlr . 

TEOREM 2.6. 
her' z t B 

f E K olsun: 0 takdirde 
igin , her t, E. B . igin , 

~ 2zf/(z) _ ztt. l > 0 
Re (f(z)-f(tJ z-t ~ 

e~itsizligi gergeklenir . 

Yallnkat fonksiyonlar slnlfl S igin var olan 
distorsiyonlar , YlldlzJ.l ve konveks fonksiyonlar igin de 
sozkonusu olacaklardlr . 

" TEORETVl 2.7. f E S i.se her 
it 

z= re E: B igin 

(1) . l.-r 3 ~ I f( z) I 4 l+r 

( l-r) 3 (l+r) 

r 2 ~ If(z)j ~ 
r 

-2 
(ltr) - ' ( l-1') 

( 2) 

I 
l-r t. Izf(Z) I & ~ -l+r ...-: f(z) ~ l-r 

( 3) 

Btittinbu e~itsizlikler eri~ilebilirdir 
Koebe fonksiyonu , ya da onun bir rotasyonu igin 
e~itlikler saglanlr . 
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(Bir f fonksiyonu igin e1de edebi1ecegimiz yeni 

ia -ia 
f (z)= e f(e z) 

a 

fonksiyonuna , 11 f fonksiyonunun a-rotasyonu 11 

veya 11 f fonksiyonunun a-donmesi " diyecegiz ; 
burada a E(O,2~) dir . Ornegin ; Koebe fonksiyonu 

igin 

z 
k(z)= - 2 
, ( l-Z) 

z 
k (z)=- )2 

Tt , (l+Z 

olacaktir . ) 

Ancak konveks fonksiyon1ar igin yukardaki 89itsiz1ikler 
eri~i1ebi1ir olmadik1arlndan , konveks fonksiyon1ar igin 
ba9ka distorsiyon1ar veri1ebi1ir . 

.. , TEOREM 2.C3. f E.K ise 

(1) ~ 

h ..:.I' i tr B er z.,.,..re c 

It'(z)( 4 1 
2 

(l-r) 

i gin , 

(2) 2:.. £ If(z)1 ~ 
l-r 

r 
l-r 

Her iki e9i tsiz1ik de .f(z)= 
Z 

l-Z 
fonksiyonu veya 

bu fon~siyonun ,ir donmesi igin eri9i1ebilirdir . 

f(z)=-f(-z) ko 9u1unu gergekleyen , birim dairede 
ana1i tik fonksiyona , ge,rge1 fonksiyon1ard'a oldugu gi bi bir 
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IItek fonksiyonll denir . B.u tip bir analitik fonksiyonun seri 
gosteriliminde Z nin sadece tek kuvvetleri yer allr • 

. TEOHElVI 2.9. 
(1) 

f(z)=z+b a
n 

11::~ 

goz oniine alal lm 

n 
Z fonksiyonunu 

(1) f Ylldlzll bir fonksiyon ise , n = 2, 3, ... 
igin , 

lan! ~n 

olup , er;;itlik hali Koebe fonksiyouu igiu 
soz konusudur . 

(2) f tek, YlldlZll bir fonksiyon ya da 
konveks bir fonksiyon ise , n::2,], ... iqin, 

jan'''l 

,)' 
P" 

olup , er;;itlik hali 
tek" YlldlZll fonksiyonlar igiu K(z)= ~-' 

2 ' 

konveks fonksiyonlar igin t(z)= ~ l-Z 
l-Z 

fonksiyonlarl taraflndan saglaYllr . 

AYTlea', YlldlZll fonksiyonlarln katsa:f11arl iqin 
eri§ile1Jj.li r 

-n ~ Re 8 .. " n n 

tek , YlldlZll ve konveks fonksiyonlarln katsaYllarl iqinse 
gene eri§ilebilir 

-1 ~ Re a .( 1 n . "., 

er;;itsizlikleri gegerlidir . 



3. Boliim 

QEMBER-YILDIZIL FONKSIYONLAR 

Qal1§mam1Z1n esaSlnl olu§turan bu boltimde , Ylldlzl11lk 
kavramlnl , dogru pargasl yerine bir gember yaYl alarak nas11 
genelle§tirecegimizi soyleyecek ; tanlmlarl ve ilk sonuglarln1 
verecegiz . 

,. 

3.1. QEMBER-YILDIZIL J?ONKSIYONLAR YE 6Z}<~]~JJIKLERi 
" 

TANIM 3.1.1. Dlizlemde , orijini iginde bulunduran 
bir bolgeyi ve bu bolge dl§lndaki bir w noktaSlnl 
goz ontine alal1m : Bu bolgenin her noktasl orijine 
w noktas lndan gegen bir gemberin b i51ge iginde 
kalan bir yaYl ile birle§tirilebiliyorsa , bu 
bolgeye , 

11 W noktas l i9 j .n gember yaYlna gore YJ.ldlz 11 11 

diyecegiz . Dog-al olarak w i- 0 dlr . 

. Boyle bir bolgenin her noktasl orijine , w noktaslndan 
da gegen bir gemberin· -k:L tek tiirlii belirlidir - b:ir yaY1 
aracll1i~1 ile tamamen bolge iginde kal1narak bir1ei?tirile-bj.lir. 
Hemen anlarp.laca:g-l gibl w = CD igln ,gember yay1na gc)re 
Y1ldlZll bir bolge , Y1ld1Zl1 bir bolgeden ba§kas1 degildir • 

TANIlVI 3.1.2. Birim dairede anali tik ve normaTI.erltnis , 
bir fonksiyon f olsun: Ustelik: w degeri birim 
dairenin higbir noktasHlda f taraflndan allnmas1n. 
I§te bu fonkFdyon igin f(B) , w noktaS'l igin 
gemberyaYlna gore Y1ldlZ1l bir bolge lse , 
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f fonksiyonuna, 

11 W noktasl igin gember yaYlna gore Yl1dlzl1 11 

diyecegiz . Bu fonksiyon1arln slnlflnl C1( w) i1e 
gosterecegiz . 

Bn ga1l::,=;ma boyunca - aksi soy1enmedikge - fonksiyonlar 
daima birim daire B iginde anali tik ye fl.oYl11alle.nmif olarak 
dii::,=;iinii1eceklerdir . ({ok uzun olan 

11 W noktasl iqin gemrJer yaYlna ge)re Yl1dlzll 11 

deyimi yerine 

11 w-gember Yl1dlzll " 

ya da , adlnl anmadl.~lmlZ ha1cle , w clan ba::,=;ka bir noktanln 
dii§iiniilmeye c e i~i 

11 gember-Ylldlzll 11 

deyLnini kullanacaglz . 

.. ' ,f' 
,J" 

r~EORE1VI 3.1.1. w de ge rini almayan "9i r f f N (B) 
fonksiyonunu goz oniine alallm : ancak ye ancak 

.wf(z) 
w-f(z) 

§eklinde tanlmlanabi1en fonksiyon Ylldlzll ise 
f qember-Ylldlzl1 bir fonksiyondur • 

is:I?AT Once !(w) = wW 
w-if{ 

fonksiyonunu ele a1allm . 

Bu bir Moebius donU§Umii oiup , w noktaSl dl.§lTIda 
dUz1emin her noktaslnda analitik ye 

~(O)=O ~~ 0) = 1 dir . 
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Ustelik, ~ fonksiyonu, w ve oI'ijinden gegen 
gemberleI'i konfoI'm olaI'ak , gene oI'ijinden gegen 
dogI'ulara donli9tlirliI' . 

9imdi ,f gembeI'-YlldlZll biI' fonksiyon olsun : 
9i(f) fonksiyonunun Ylldlzll olacaglnl iddia ediyoI'uz • 
:8u amagla ~(f) (:8) nin biI' r. noktaslnl ele allrsak , bu 
noktanln ~ taI'aflndan veri1en teI's gorQntlisli Wise , 
W € f(:8) diI'. f. fonksiyonu gembeI'-YlldlZll oldugundan 
W noktaslnl oI'ijine bag1ayan(ve w dan gegen)biI' gembeI' 
yaYl tamamen f(:8) iginde kallI' ki , bu gembeI' yaYlnln 
~ al tlndaki goI'Untlisli 4 noktaSll1l orijine biI'le9tiren 
bir dogI'u paI'gaSl olup , bu dogI'u pargasl blitiinii ile 
i(-f7~t-J)) igindedir.:8u ise , 

.t ( f ) ( Z ) = wf ( z) 
~ w-f( Z) 

fOillmiyonul1un Ylldlz II oldu£runu gos teI'iI' • 

Tersine ,~(f) Ylldlzl1 biI' fonksiyon olsun : 
WE f(B) noktaslndan oI'i.jine giden ( w dan da gegen ) 
gembeI' yayJ.nln ~ al tlndaki I'esmi , ori j inden glkan ve 
~(Vv) 110ktaslndan gegen biI' 19lndJ.I' , ve bu J.9,}.nln oI'ijin 
ile p(W) noktasl araslndaki paI'9asl ~(f) (B") iginde 
kalacaktlI' . DolaYlsl ile , bu 191nln ters-goI'iiiltiisti olan 
soz konusu ettigimiz orijini ·W noktaslna biI'le9tiren 
gembeI' yaYl da f(:8) iginde kalmak zoI'undadlI' . :8u ise , 
f fonksiyonunun gembeI'-Yl1dlzll olmasl demektiI' • Boylece 
ispat tamamlanml9 oluI' • 

:8u teoremin hemen aI'kaslndan gembeI'-Ylldlzll fonksiyonlar 
igin gergeklenen biI' taklm ozellikleI'i slralayabiliriz . 

SONUL 

(1) 

/ 

f gember-Ylldlzll biI' fonksiyon ise 

f( z):= wg( z) 
wt g( z) olacak bigimde biI' Ylldlzll 
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g fonksiyonu Vard1r • 

(2) f fonksiyonu yal1nkatt1r . 

Tersine ; g 
almayan Y1Id1Z1l bir 

birim dairede -w degerini 
fonksiyon olsun : 0 takdirde 

( 3) f ( Z ) =' wg(z ) 
wtg(z ) 

fonksiyonu gember-Y1ld1Z1l 

olacakt1r . 

iSPAT (1) Onceki teoremden , 
wf(z) 
w-f(z) 

Y1ld1Z 11 bir 

fonksiyondur ; buna g(z) dersek, buradan w-f(z)f 0 
oldugu da dikkate al1narak ,f(z) yukar1da verildigi 

, ·gi bi bulunur . ( Burada , 
2 

w+ g ( z ) = w / ( w- f ( z ) ) 

oldugundan , g 
aksi takdirde 

birimdairede -w de~erini alamaz , 
w=O olurdu. ) 

( 2) 
(1) den, 

zl,z2f B igin f(Zl) =f(z2) olsun 

w g ( z 1 ) ( w+ g( z 2) ) =' w g ( z 2) ( w+ g ( z 1 ) ) 

olur ki., buradan da 2 2' . 
w g(zJ.) = w g(z2) 

ve sonugta 
g(z )=g(z2) 

1 . 

elde edilir . Oysa , g Y1Id1Z1l bir fonksiyon 
oldugundan yalJ.nkattJ.r ve dolaY1sl. iIe de zJ.= z2 olur 

bu ise f fonksiyonunu.n yaI1nkat olmasJ. demektir . 

(3) Once 
2 

w- f ( z ) ;: W / ( w+ g ( z ) ) 
s lflrdan farklldlr . Teoremin uguncli l;31kklnda f( z) 
igin verilen e~itlikben g(z) 

() 
wf (z) 

g z :::.-...",.,. .......... 

olarak g~ztllebilir . 



14 

Teorein 3.1.1. den ( g Yl1dlZl1 oldugu igin ) , f 
fonksiyonunun gember-Yl1dlZl1 bir fonksiyon oldugu 
sonucu glkarl11r . 

TEOREM 3.1.2. Birim dairede w degerini a1mayan 
f fo~~siyonunun gember-Yl1dlZl1 olmasl igin 
gerek ve yeter ko~m1 , her Z E B noktaslnda , 

Re w f(z) t 
I 

w- f ( z) Z f ( z) 1 > 0 

olmasldlr . 

I, ('-DAT T 3 1 1 d k k () w f( z) 0.£ eorem _. . . en, anca ve anca g Z = f() 

fonksiyonu Y11d1Z1l ise , f fonksiyonu 
olur . bte yandan , Teorem 2.1. e gore 
Y1ld1Z 11 olabi1mesi igin., her Z E B 

Re 5 Z g( Z) l ) 0 
l g(z) ~ 

w--- Z 

gember-Y11d1Z 11 
, g fonksiyonunun 
noktas1nda 

kOi?u1unun gerc;eklerunesi gerek ve yeterdir . Burada hernen 
hesaplanacagl gibi , 

'\ 
\ 

I g(z) W 

Zgrz; = w-f( z) 
l( Z) 

zf(z) 

baglnt1s1 vardlr . Boylece , teoremde ileri stirtilen 
kOi?ul gerek ve yeter bir kOi?uldur . 



15 

~imdi , bazl geometrik gozlem1erde bu1unabi1iriz : 
f gember-Yl1dlzl1 bir fonksiyon olsun . 0 takdirde , 

orijinden glkan ve w noktaslndan gegen l§lnln ,w dan 
sonsuza giden klsml f(B) bolgesi iginde kalamaz • Aksi ha1de 
soz konusu l§lnln w dan sonsuza giden pargasl uzerinde 
f(B) ye ait bir nokta bulunsayd1. , bu noktaYl orijine 
birle§tiren ve w noktaslndan gegen gemberin bu nokta ile 
orijin araslnda kalan yaYl tamamen feB) iginde kalacaktl . 
Oysa burada soz konusu gember , bahsi gegen l§lndan ba§kasl 
degildir ve bu dogru pargaslnln orijin ile i§in ba§lnda ele 
aldlglmlz noktaYl birle§tiren pargasl.tamamiyle f(13) iginde 
kalamaz ; w bu dogru pargasl ilzerinde olup ,f(B) bolgesine 
ait degildir. Ba§ka deyimle , 

D = t W : W f: tw , t ~ l? 

olmak lizere, f(B) C D olacaktlr. 

p(O)=O ve F(B)=D ko§ullarlnl saglayan, B iQinde 
analitik bir 1" fonksiyonunu beli.rlemeye g8.1l§allm : 

t, (-) iN t' 1 ' Db" ·l "Tr .. b f' . ill ' ,'il =- -4 .·OYlr:Sl.yonu,. 0.{Ze8J.nJ. L'..oe e ·-0 -:SJ.yonu VI! ( ...... ~ 

k nln resim bolgesi lizerine resmeder ; yani , 

t.(D)=~t.: t,:/:-%t, t~ll 
,,

,," 

I () Z 
K Z = 2 

(l-Z) 
olur Koebe fonksiyonunu gos termek ·iizere 

k == '(,01" elde edilir ki 1 buradan da 
. -1 

F = ~ ok bulunur. 
Daha aQlk olarak , 

:ti'(z)=- 4w 

§8klinde belir1enir . 

z 
2 

(l-Z) 

/ 

Eu arada , Qember-Yl1d1ZJ.1 fonksiyonlarln ya1lnkat 
olmalarlnc1an do1aYl, I w\ ~ l/4- 01acag1nl s oy1eye1im . 



-,' 

16 

Boylece a9agldaki teoremi verebiliriz . 

'. i~n)AT 

TEOllElVI 3.1.3. f gember-Ylldlzll bir fonksiyon ise 
Schwarz Lemniaslnl gergekleyen ve b' (0) = -l/ (4w) 
olan oyle bir b fonksiyonu vardlr ki , 

f(z)=- 4w b(z) 
(l_b(z)2 

geklinde yazllabi1ir . 

Gozlemlerimizden f -:{ F dj,r. DolaYls l i1e , 

b(z)=(F-lof)(z) 

C::ef'J\"''-;;'J:'z "1-ermn1 <'.C'lnl r'o:>i5'J~r' ve F'(O)- -4VT oldu0~lrla"aYl l...) _~ ... vc ..... _.J .1",.i _,,-do _. ~ \.A.,-l .Gt .. - - , ';'-1~' . - ' 

l 
b'(o)= - 4w dJ,r . ( Us telik b yal J.Ylka,t , ancak 

norm~11et1.me.fTlis bir fpnkf'liyondur . ) Boylece , 
f(z)=::B'(b{z) 

ileri stirtildti~~ bi9imde elde edilir 

9imdi , akla hemen ge1ebileGek olan 9U soruyu sora1J.m : 
Verilen her b fonksiyonu i9in , yukardaki gekilde yazl1abilen 
f fOYlksiyonu gem'ber-YlldlZll mlCbr ? 

Bu soruya a9a~ldaki teorem bir cevap olacaktlr . 

f['EOEElVI 3.1. 4. 
b((O)= -l/( 4w) 

b Schwarz IJemnas lnl gergekleyen ve 
olanbir fonksiyonu gostermek iizere; 

f (z) = _ 4w b (z) 
( l-b (z ) ) 2 
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fonksiyonunu goz onUne a1a1lm ancak ve ancak , 
her z ~ B igin, 

I 

Re i zb(z) l-b(z)] > 0 
1. bTZ1 l.J-b ( z) f 

ise, f gember-y~1dlzll bir fonksiyondur 

ISPAT ~r_eorem 3.1.1. den, ancak ve ancak g(z)= wf(z) 
w-f(z) 

Ylldlzll bir fOnksiyon ise ,f gember-Ylldlzlldlr. 
Burada ,f(z) yerine teoremde verilen ~ekli yazlllrsa , 
kolayca, 

g(z)::. - 4w 
b(z) 

(l+b(z»2 

oldu&"lJ ve dolaYls 1 ile de, 

I I I I 

zg(z)= z(b(Z) 2 b(z) )= zb(z) l-b(z) 
g( z ) b ( z) l+ b ( z ) - b (z) l+ b ( z ) 

olacagl hesaplanJr . }30ylece , 'teorerndeJd ko 9ul1Jn f);erek1l 
oldutl'-u gorlU-Ur . 

Tersine, f b'( z) 
- Re zbTZ)' 

l-b(z) 1 
ltb(z) \ >- 0 

ise , son buldu::'llIIlUZ denklikten g fonkf:;iyonum.m Ylldlzll 
o1du:~~u gorUliir ki , gene Teorem 3.1.1. geregi f nin 
geIIlber~YlldlZll 'bir fonksiyon o1dub'11 sohucuna varlllr 
bubizeko~u1un yeterli oldugunu gosterir • 

Bunlara ek olarak ~u sonug1arl da slra1ayabilj.riz ./ 

SONUL • Schwarz Lemmas lnl saglayan bir bf'onksiyonu 
herz € B :i:gin, 



... ~:. -~-.. ~ 

It) 

~lt 

2 J -it -4w b(z)= z(ltb(z» exp (-2 log(l-e z) du(t» 
o 

denklemini sagllyorsa - burada, u mono ton artan 
ve negatif olmayan gergel bir fonksijondur -

f(z)=- 4w b(z) 
( l-b (z ) ) 2 

fonksi.yonu gember-YlldJ..z lldlr . 

Tersi de dogrudur . Us telik , bu duru.md£i, 

} wf(z) 
g(z)= . f( ) .. w ... z 

y::ldJz:tl fonk:==.iyonu, G( z) == -'4wz/( l+Z) 2 
f'onksiyonUll(}, subordjnedir . 

rr'PAfJ' V' '1 ~ k-' '] b f' 1,' " .• :J • .: erJ. en l1en "leml sa): JiYan . On.1\~8J.yonu 191n 
~lt 

b(y,) ( 21] ( -i.t) " (t\) -4w 2= z exp - ., ,al'.' 'l-e Z CIU ".I 

(ltb(z»'" , 0 

, tJ ' ~, eS;J .... 1!9 

fHl~0; taraf J, 
olu'p buna 

B ' nin her naktaslnda var o~ur . Bu e~itli~in 
Teorem 2.2. ye gore biI' YJ.ldlZll fonksiyon 

g( z) dersek, 

;9;(z)=-4w 
b(z) 

(l+b(z»2 

YlldlZll ve -w degerini almayan biI' fonksiyandur . 
( g , -w degerini alsaydl ,b de 1 de~erini a~lrdl ) 
Ka1ayca gorli.lebiJir ki 

wg(Z) =f(z) 
wi·g( z j 

cHr ve bu iliSlki f fonksiyonunun gember-Ylldlz l1 
oldut;11nu gosteI'ir . 
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Tersine ,f teoremde verildigi gibi ise , bu 
gember-Y1ld1Za kar§lllk gelen 

wf ( z) b (z) 
g ( Z ) = On .0 I _ \ = - 4 w 2 

( 1+ b (Z) ) 

fonksiyonu YlldlZll oldugundan , Teorem 2.2. de bahsi 
gegen integral gosteri1i§e sahiptir ; do1aY1s1 i1e de 
b fonksiyonu 

grr 
. 2 J -i t -4w b(Z)=Z(l+b(z)) exp (-2 log(l-e z) du(t)) 

o 
§ek1inde bir denk1emi saglar . 

Burada yazdl~lmlz §ekli lIe, Teorem 1.2. den, g 
f onks i yOImnllll 

Z 
G(z)::.-4w - 2 

( l+Z) 

fonkffi.iyonuna subordine olduic\U gorli1Ur . 

/ 

;I' ,,' 
, .. 



2D 

xrrr J))\.r.k'e: '1l6l...6£1.Jt'RJ)E! q:sHBsR - YJJ...t:I!:2:tJ..L.~ Ye 

:t>~-13'OWi1".lE ~~ : 
Yl1d1Zl1 fonk$iyon birim dairenin a1t daire bo1ge1erini 

gene Yl1dJ.z ].1 olan bo1ge1ere resmeder . Qember-Yl1dlz 11 
fonksiyon1ar da bu oze1li(ge sahi.ptir1er . :;?oy1e.ki; eger f 
gember-Ylldlzl1 bir fonksiyon ve 

o < r< 1 olmak kos,u1u ile Br == i Z I zl< r ~ 
ise f(B r ) gember-Yl1d1ZJ.1 bir bo1gedir : 

11 Gergekten , hemen w noktaslnln f(B r ) dls,lnda 

ka1acagJ.nl ; daha once tarum1adJ-t'-r,lmlz g=~(f)fonksiyom.mu.n 

Yl1dlzl1 olmHslndan otiirii, g(Br) nin Ylldlzl1 'bir bo1ge 

Olaca~lnl soy1eyebiliriz . ~imdi , WE f(B r ) ise, bu noktanln 

2 [J.ltJ.ndaki goriintLtslj 4('w) e g:(J:T) oIUT) burada ~(W) 

nokt r ;Ol-n'l 01'i -iinn 'D-ir-jeqi-J'Y'en 'lon'TI' pr>r0 '"C'J cr('B) l'01'nde ~- 'C ..... \_I _~.l__ .. ~. () , ...... \_G ......... - ~~ .. ' .. -' .. '--- C:,·1. . Cl.. . ~,Cl.. .... _l - E~' r 'S'" 

kal J_rkj. I bu do i~ru f'8,r~;at.:J.nJ.n ~ a1 tJ.ndakj. ters resmi , -W 

nokta:=', J YG OT:i. j j.ne baglay 8.Yl - VI noktas Hl.dclYl geqen - gemberj.Yl 

b:L:r ya;,r:!dJ.r bu qern'b(:';r Y;:lYJ, 0 fcnkeiyoYLl.1.11Ull kGnforrr. 

oh1 E;' l m(lc'.TI dolaYl f(B r ) iginde kalac(J,h'jar . Eer WE f(B r ) 

igin bu gergeti soy1eyebilece~imizden f(J?r) 
, 

9 ernber-.'nldlz 11 olac8.fp anlaf,n1J.r . 11 

Simdi , It. \ ~ 1 
igin a~agldakj yenj 

olmak Uzere ,YJldJzJ.1bir 
fc.mkEdyonu gciz on-Line alal1Jn 

G(Z)=g(t,z) 
t. 

( t.,=I=o ) 

bolge~3jnj,Yl 

8; fonks i.yonu 

J3uraoa ,z ye gore tUrev allYlJTf;a , der}'jaJ. 

doJ.ayJ.sJ iJ.e , (i fonksiyonv l1Ormane/1mi~. olu:e 
c' (z) == gf(t;Z) ve 

I I 
G(z) -y g(t:z;) 

Z -t.,z;;,;;,· ..,.--...... 
G(z) g(~z) 
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e§i tli&J sat;larnr ; \tzl~ IZ/<l oldu,gu dikkate allnlrSa G 
fonksiY'onunun da YlldlZll oldutf:u anla~;jJ.llr . Benzer donlisJiirn 
gember-YlldlZll fonksiyonlar igin biraz farkll daVranlr • 

"" LElVIlvr.A 3.1.1. fE CS(w) ise, her tEB-fO? igin , 

F(z)=f(tz ) 

fOnksiyonu Cs*( t) s lnlflna ai ttir . 

iSPAT Basit bir hesapla 

(w) I / 
f. F(z) w f(tz) 

(~l<~(Z) z"(zj= w-f(tz) 1;
z
f(tz) 

bab~lntlslnln var oldW111 ve dolaYlsl ile rl'eorem 3.1.2.den 

F fonksj.yonunun 
VI 

noktas 1 igin gember-YJ.ldlz].l oldu/tu 
~ 

sonueu glkarlllr .' (l(,zl~lzl(l oldui2,una dikkat ) 
'-

" ·Yukarlda bahs e konu olan donii§U.m biz e , g 
fonkr:;.iy.cm oldugu zaman , 

(~(z)= z + az
2+ E, 2 

,I' 

yJ.ldlzll biT ,J" 

.,' 

aglllmJ.ndaki a2 katsaYlslnln, g blit'li.n Yl,ldlZll fonksiyonlarl 
dola§tl€;l zaman, 1 zl ~ 2 dairesini tamamen dolduraeaglnl 
soyler . Ba§ka deyirrQe , YlldlZll fonksiyonlar igin a2 nin 
degi§imbolgesi' I Z/' 2 dairesidir ; bu daireni.n :h.er a 
noktasl igin a2 = a olaeak §ekilde bir Ylldu.'.ll fonksiyon 
bulunabilir . Gergekten , k Koebe fori.ksiyon1nu gostermek 
iizere , (::::a/2 alarak elde edileeek olan YlldJ,zll fonksiyon 

~ k ( ~ Z ) = Z + az 
2 + . .. d i r • 
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Qember-Y1ld1Z1l bir f fonksiyonunu. goz oniine alal1m 
oyle ki , seriye ag1l1m1 

2 
f( Z ) := Z + a2z 4-

geklinde olsun . 0 takdirde uygun bir Y1ld1Z1l g fonksiyonu 
vard1r ve bu fonksiyon arac1I1~1 ile 

yaz1labilir . 9imdi , 
basit bir hesapla 

f(z)- wg(z) 
- w+g(z) 

2 
g(z)= ztA2z + 

f(z)= Z + (A 2 
1) 2 
- Z + W • tit • ' 

olacat1 goriiliir . Boylece , 

a 2 == A2 
1 

Vi! 

ise , buradan 

katsaY1lar araS1 bir ilt9ki olarak elde ediltr . bncelikle , 
f ve g fonksiyonlar1n1n her ikisi de yal1nkat oldlJ)~undan 

I a 2 1 , 2 ve I A21 ~ 2 

olma}~ zorundad1r . ,/ ,,' 

. bte yandan , 
." i.d 

w=\w\ e dersek , I w I ~ ~ oldu?i:undan 

I ~1~4 olur. 2 .( 1~1 ~ 4 oldugunu varsayal1m : 0 takdtrde , 

a
2

, I z I ~ 2 ile I z + ~ I ~ 2 dairelertnin arakesi tindedir . 

1':: I > 2 oldubiundan 1 noktas1n1n I z I" 2 dairesine en yak1n 
Itv w 
uzakl1t~lndan bahsedebiliriz . Bu uzakl1k , ori.jinden 91kan ve 
1 

noktas1ndan gegen 191n1n 
w . 
2e.,.-lct/ ile 

Izl :::;2 gemberini kes ti gi nokta 
1 -ia. - -2.. e aras 1ndaki uz akl1kt 1r 
w -Iwl 

bu ise 

2e - - e -- - 2 -ict 1 -i~1 1 

Iw\ -Iw\ dir • 
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A
2
= 2e-

iex 
igin a

2 
nin mutlak degerce alabilecegi 

degerin I a21 =:. I A2 - ~I== ~- 2 olduguna dikkat edilecek 

olursa , bu degerin bir en kugti....1r deger olacagl gorulecektir . 

A
2
= 2e -icX olan ve -wdegerini almayan YlldlZll fonksiyon 

Koebe fonksiyonunun ~donmesi 

Z 

k~(z)= -i~ )2 
(l-e z 

oldub'1.lndan . la
2

1 igin soz konusu en kuglik degere 

wk<X,(z) WZ. 
) - . ~ 2 f(z :::: w+kct(z) - w( l_e-1 z) +z 

-id. 1 2 = Z + (2e - -) Z + 
W 

fonksiyonu taraflndan ulaE,3111r . Ustelik f gember-YJ.ldlZll 

bir fonksiyondur . 

,I a21 igin en bliyLtk det~er olan 2 , gember-YlldlZll bir 

fonksiyon olan k 
1t+ 4X 

igin saglanlr 

k (Z) = 
1r+a; 

Z 

( 

I -i~ 2= Z - 2 -iol 2 
h-e z) e Z + 

dir . 

Boylece, 2 < I~I ~.4 varsaY1IDl 8.1 tlnda gernber-YlldlZ 11 

fonksiyonlarln ikinci katsaYllarln1n eri§ilebilir alt ve list 

slnlrlarlnl bulmu§ oluyoruz . Bu sonuglar1 toplu yazmak 

istersek ; Teorem 3.1.5. i verebiliriz : 
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TEORE1VI 3.1.5. ~ ~ Iw I <. ~ kO~lUlu al tlnda 

f (z) = Z + a
2

z 2+ ••• e m!( w) 

( .2. '- 2 ) 'I a 21 ~ 2 Iwl 
olup , 

e9itsizIikIer eri9iIebiIirdir • 

ise 

UYARI : lwl ~ ~ oldugu zaman I a) nin slflrdan bUyiik 

bir aIt Slnlrlnl buIamaYlz . Gergekten , bu durumda 

12~v I ~ 1 olup, g( z) == 2w k( 2z) gekIindeki fonksiyon 
w 

1 
ylldlzlldlr ye Koebe fo:q.k£;;iyonu k birim dairede 

dei1erini aImadlglndan , bu g fonksiyonu da -w 
Je,~erini aImaz j:ts teIik , 

- '2 

1 2 
g(z):::z+-z+ 

w 

oluu,iundan , bu Y1.IdlZJ.l fon]{f.dyonca tanlmlanacak 

f( z) = wg( z) 
wtg( z) 

gember-Y1IdlZ11 fonksiyonunun ikinci katsaYlsl 

1 1 
a ::: - - - = 0 dlr. 

2 w w 

la2 1 iqin, 2 
1 

Iwl ~ '2 haIinde de en iyi list slnlrdlr . 

( Du Us t s lnlrl k fonksiyonu verir . ) 
It+cX 
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Yeri gelmi 9ken, w noktas J.nln konum11.na bagll olarak· 
gember-YlldlZll fonksiyonlarln S igindeki yerinin nasll 
degi9tigine bir g5z atallm : 

( a) l 
Iwl= 4 ise 

s11.bordinasyon ilkesinden dolaYl , 

* 11) cs (w) n S = ~ kTC+O:' d, = arg w} dir • 

(b) ~ .£ Iw I < CD ise 

c1( w)() S7t iginde birden fazla eleman olacaktlr . 

( c) vV =CD iSB 

b11. durumda tan1.mda yeI' alan gember yaYl 
bi r dogr11. pargas J.na donuf?eceginden , gember
YJ.ldl.zJl fonksj.yonlarla YJ.loJ_zJl fonksiyonlar 
cakl$lrlar : vanj 

OS*( CD ):::: S;I{- o J.I' • 

, KARE-KOK DON'tSijJV!U 

J3ilindi,:;'·j '~11yi fES jse. F(z)::::YfCz2 ) 
t;:Ul:Lf11anabil.en 11 kare-kok 11 donii9umti de yal Hrkat 
fon~siyon gHsterir . Gergekten , oncelikle 

2 
f(z)= z + a

2
z -t ise, 

( 2) 2 
f z . = 1 -l- a

2
z + 

2 
z 

eeklJ.nde 
hir 

fonksiyon11. J3 de art1.k s1.f1.r olmayan bir fonksiyondur , ba[~i t 
baftlant1.l1. olan birtm dairede b11. fonksiyonun anali tLk: kare 
kokU tan1.mlanahilir ; ustelik b11. fonksiyon hir 
11 gift fonksiyon 11 dur . :811. fonksj.yon araCJ.11.gl i1e 
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M 
F(z)= Z ~--;:r = z(l + 

2 1/2 _ . 2 
a

2
z + ... ) ~ z(~ + A~z + ... ) 

oldubJu ve F fonksiyonunun 1'lOrl11al1e"i1lT1i~, bir 11 tek fonksiyon 11 

olacagl anla9l1lr . 

z ve Z2 ' B, nin her hangi iki noktasi ve F(z )=F(z2) 
l 2 2 l 

olsun : buradan f(z ):::: f(z2) ;" f fonksiyonunun yallnkat 
l . 

, olmaslndan da derhal zl= z2 veya zl= -z2 

edili r . Ancak, J!' tek fonks iyon oldugundan 

'(~ergeklegemez : aksi takdirrle , F(-z2)::::.F(z2) 

~t3()yleee sadeee z = z2 sonueunu bulmamJ_z , P 
l _ 

yallnkat olmaslndan ba9ka bir gey s~ylemez • 

sonu91arl elde 

Z l::: -z 2 hali 

olacaktl . 

fonksiyonunun 

Bu d~nu9iim1i Ylldlzll fonksiyonlar i9in ele alalJ_m . 
g f: S)I- olmak iiz ere , bunun kare-k~k donii 9iimiine G ders ek 

G
2

(z)= g(z2) denkJ:.iginden (z:/:O i9in) logaritmik tU.rev 
allr sonra z i1e 9arparsak a9agJJiaki e9i tli,gi elde ederiz 

ki bu esli tlik z == 0 i9in de doi~ru olur - ; 

') 2 G(z _ z zGTZJ-

Z2 f B olaeaglndan Ylldlzll fonksiyonlarln analitik 
karakterizasyonu bize, G fonksiyonunun da YlldJ_z II oldugunu 
g~sterir . 

/ Qember-Ylldlzll fonksiyonlara gelince , bunlarln 
Schwarz Lemr.o.aslnl gergekleyen ve b I (0)= -l/( 4w) olan bir 
fonksiyonu araclllgl ile 

b 
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f(z)":'" -4w b(z) 
( l-b (z) ) 2 

b1gim1nde gosteril1s;lerini goz onune allrsak ,f gember
YlIdu.al fonksiyonunun kare-k01c daniil?limli olarak 

N)=2i./W~ 
l"':b (z ) 

eIde ederiz .f3(Z)=~(Z2)/. dersek , bu fonksiyon da Scb.warz 
Lemmaslnl gergekIer ve (3(0) = l/(21,.'W) olur. ( b ,bli--e-bil'" 

oldu,~'U.ndan kare kale fonksiyonu tanlmIanabiIir . ) 
Sonug olare,k , 

}il (Z)::::/t(Z2)= 2i'vV ,;'3(z) 
" "",VV 2 

l-fJ (z) 

buIunur ki , p fonks1yonu 2i.(W 
z 

2 
l-Z 

fonksiyonuna suborcline 

olu'O ,±0ii degerlerinj alamaz 

(he yandan 
( ) A z) .,jW P z" :. 2 it/W 2 

~w-.E'(z) (},-1(3(z)) ... ,,-
,,' 

:fonks'tyonunun YlIdl7..lI olmasl ig1n bu fonksiyona G dersek 

G'( z ) f3iz) l+ i,t.3( z ) 
z - z' ~ G(z)- ~ l-ij3(z 

fonksiyonlarlnln gergel klS lml'arlnln pozi tif olmar.H gerekir . 

:Benz er geki.lde ,. , 
-0¥P(z) 

-4-'41-lil (z) 
fonksiyonunun YlIdlzll 

olabiImesi kOl?ulundan hareket eierek , 

) (3(z) l-i~(z) l > 0 
Re l zj3(zY l+ij3( z) J 
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'! 
sag1anlyorsa, F E CS (-JW) olacag1 s onucunu e1de ederiz ki 
blitlin bu yapt1k1ar1lU1Z1 a 9agldaki teorem alt1nda top1ayabi1iriz. 

TEOREM 3.1.6. Qember-Y11d1Z11 bir 

f(z)::. -4w 
b(z) 

2 
( l-b (z ) ) 

fonkfliyonunun 

kare-kok donli9limli , (3( z)= W) 

Uste1ik 

r2'. f3(z) 
}I' (z )=~f( Z -) ;; 2hfv7 . 2-

her Z E B 
/ 

S (3( Z ) 
Re l z,i3TZ) 

1-f3 (Z) 

iqj.n 

l+i!3(Z)} > 0 
l-i(.3(z) 

kos;ulu sa,~lanlyorsa P €: CS~¥'W) 

ner z E 13 iqin 
I 

Re ~ zJ3(z) J.-ij3(z) l > 0 
l j.3( 2',) lof- ij3( Z) ~ 

~ 
oluyorsa, li' E CS (-vQ) dJ.r . 

olmak lizere 

d1r . 

RiI' de ,f qember-YJ.1d1Z11 fonJmiyonuna karl?lllk ge1en 

g( z) = wf (Z) - , \ Y1ld1Zll fonksiyonunun kare-kok donii9limli e1e 

al1nabi1ir ki bu daY11d1Z1l ve ± iJW de!~erlerini almayan 
bir fonksiyonduI' . DolayJ.s J. i1e / 

/~ 
G(Z)::;Vg(z) ise , 

i¥WG( Z) -,. vW )f(z2) f CS~ .~-) 
i¥'W+G(z)- Iv f( 2)' .ji(. 2') '- 1 W 

"' w- Z - 1 ... Z 
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i~G(z) ,;wM 
i,v.w-G(z) = /w-f(z2)' + i~ 

E- CS( -iv'W) dlr 0 

Bu bo1limde , gember-Yl1dlzl1fonksiyonlarln 
katsaYl1arlnl ince1eyelim : 

a f' n:. 2, J , .. ) 
n 

f gember-Yl1dlzl1 bir fonksiyon ise 

f( ) --4 b(z) 
z - w 2 

( l-b (z ) ) 

§eklinde yazllabi1ecektir. f(z)-w farklnl hesaplarsak , 

f(z)-w=-w ( 4b(z,) 2 + 1)= -w (l+b(z»2 
(l-b(z» (l_b(z»2 

oldu~?;umJ. gtiriirliz . Burada , p(z)::: J+?~Z~ denirse , 

pE: JP olur ve boy1e ce 

f(z)= w(l_p2(z» 

sonucuna varl1lr . ( -b'(O) = -l/(4w) 01 du l;;,"llnd an pl(O)= -l/(2w) 
dlr .) 

Ote yandan , 

1
~ . 

p(z)= H_e-~tz 
o l-e -l t z 

du( t) = j
2'Jr . t 

1 + 2 e-~i~ du(t) 
o l-e z 

Qtt IX) 

=- 1 +21 L (e -itz )l1 du(t) 
o "n:d 

e9it1iklerinden, P fonksiyonunun seri gosteriliminin 



n=1,2, •.• 

olmak iizere , 

30 

21[ . . 1 -int d (t) 19ln, c
n
= e u 

o 
00 

p( z):: 1 ;. 2 [, C zn 
\1:::{. n 

f}ek1inde oldug1.1 gorii1ebi1ir . J3urada yer a1an u fonksiyonu...., 
nun oze11ik1erinden hemen 

n=1,2, ... igin, ICnl~l 

oldugu aglktlr . §imdi , 

eX) /Xl ()) (l) (}J 

2 ~ r L C< ~. r '\ ~ r+s 
p (z)= (1+2,,=,c ,z )(1+2 Ccoz'-') = 1+4b:,..-c z t4t.-b:.:, C c~z 

~_J r i:) Y'-1 r r I $-' r S • _... .5:::t - =;> - .. 

bai~lnt]_S lndan , gift toplamda n:=. r+s dersek, s;:: n-r olur, 

ve dolaYlsl iIe , Cl> £k:) Cb 11-1 

LLc c z,r-ts = Lt 
'Y'=~ S=i r S n=2 r=1. 

d enk1i ,;:;inden d c yararl~tlarak ~ 
,.. 

co 11 ;' 

p2( z) :::: 1 + 4 [) 1: crb
n

_
r

) 
11=1 1"=1. 

elde ederiz . Sonugta , gember-Yl1dlzll 
a::> 
~ n f( z) =: Z + b a z 

2 
n. n: 

c c z 
r n-r 

n 
z 

n 

i'on;miyonunun katsaYl1arl ,her n=2,3, ... igin, 

f (z) ;:: w( l_p2 (z» /Jaj;llltlS lndan a§a.glCiald f}eki1de bu1unur 

~ 

a = -4w L crcn _ r n Y'=i 
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Eurada , c = 1 ve c = -l/ ( 4 VI') 
o l 

dlr • 

Hemen, her n= 2,3,... igin 

ra 1<. 4lwl n . n . 

e::;li tsj_z1igi e1de edi1ir . Ancak , Bieberbach tahmininin dogru 
oldugu, 1984 Yl1l yazlnda , Louis de Branges taraflndan 
ispat edi1diginden ve 14wl~1 o 1 dugund an , bu e§itsiz1ik 
eri§j_lebi1ir degi1dir . 

I~i~er , birinci turev1eri p'(O)= -l/(2w) olaralc be1ir1i 
gergel klsml pozitif olan fonksiyonlar igin c katsaYllarl 
tamamen be1ir1enebi1iyorsa , yukarlda verdigimfz fonniil 
yardufil ile , I ani igin iyi bir iist SlIllr bulunabileceig;ini. 
talLmin ediyoruz .' 

o ha1d~ burada gerQek1erunesi gereken eri§i1ebilir 
e 9 i ts i z 1 i k n = l, 2 , 3, . . . i gin , 

J'1 

~. C c I£.. nle I I.::.t I' n-Y' .... l 
1'"=i 

v" dir . c katsaYl1arlnln yapl1arl , hakkll1da 
olmayanr u fon~-(siyonuna 'ba,gll 01du,'1undan bu 
do:g;rudan bir ispa tUll veremiyoruz • 

faz1a bilgimiz 
son e§itsiz1i~in 

,. 

/ 
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3.'2. QEl\IDER-YILDIZIL FONKSIYONLAR IQiN DISTORSIYON 

TEOREWLERI : 

Yallnkat fonksiyon1ar Slnlfl S igin bi1inen af?agldaki 
distorsiyonlar , Yl1dlZll ve gember-YlldlZll fonksiyonlar igin 
de soz konusudur . 

0< r< 1 olmak iizere 

m(r)= 
r "l() r 

2 
ve lV r=:-- 2 

(l+r) ( J.-r) 

olarak a11rsak her f E S igin 
. it 

ise . , z;::: re E.:P, 
; 

(1) m(r) " If(z)1 ~ lVI(r) 

( 2) I I I I m(r) ~ f(z)1 -'M(r) 

( 3) In . r / .~ Z / M. ~ r '() I j>'()1 .,..1') 
r-- ~ Z ~r m(r) "i; f(z} "i; M(r) 

Burada , ef?i tIik ha11eriher Z E B noktas lnda , ayrn 
zaman'da -birer YlldlZll fonksiyon olan Koebe fonksiyonu veya 
Koe·be fonks iyonunun bir donmes i igin s OZ konusu olacaglndan 
cu distorsiyonlar YlldlZl1 fonksiyonlar igin de erif?ilel")i1ir 
ol8..caklardlr . ( Klsaca hatlrlatallm : bir fonb:3iyon slnlfl 
ile ilg:L1j. bir ef?i ts izlikte har Z noktas lnda e f?i tJi i:~j.n 
olmas 1nl saglayan s J.nlfa ai t bir fonkBiyon bulunabiliyorsa , 
bu ef?itsizlige sozU edilen slnlf Uzerinde erif?ilebi1ir denir.) 

Ancak bu diston:;iyonlar artlk garnber-Yl1dlZll fonksiyon
lar igin eri9ilebilir olamayacaklardlr ; gunkii , bu slnlf 
donmeye gore kapall degildir . 
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If 
Gene de , CS(w) uzerinde , distorsiyonlardaki e§itlikler 

ex = arg w olmak ko~mlu ile 

z 
k 1t+Ci(Z)= -i« )2 

(l+e z 
fonksiyonu i<;in Z ::±reict. 

noktalarlnda saglanlr ger<;ekten 

k rc+ a. ( re l . ) I = m ( r) I 
. (i 

Ik~+~(reiCX) I=m'(r) 

ve dolaYlsl ile ; 
( id. 

i cl.. k1t+ Ci.( re ) 
re ifi-

kll+<x( re ) 

m/( r) 
= rm( r) 

I ktr+ci-rei~) I =lVI(r) 

I k~+dJ _rei~) I = M( r) 

k' . 
C- re i et) Tt'+ c;t(- re llX") 

krt+~( -re id) 

M( r) 
= r IVI ( r) dir • 

(1) no'lu distorsiyona dikkat edilecek olursa ,bu 
Ciistorsiyon (~?itsj_z1iklEt.i, f'om;:sj.yonun orijine ne kadar yakll1 
ne kadar uzak kalabilece/tini gos termektedir . J3u gorli§ten 
hareketle , qember-YlI6.lzl1 fonksiyonlarln , kendileri i<;in 
ozel bir yeri olan w noktaslna uzakllklarlnl inceleyelim 

Once , c:ember-Ylldlzll bir fonksiyon f igin, 

yazlll§lnl 
1 o_up , 

goz 

f(z)= wg(z) 
w+g( z) 

onUne alallm . Burada 

wg (z) _ w2 
u_ 

'IV-f(z)= W- w+g(z) -wtg(z) 

DolaYls l ile, z == re i t E. J3 ise , 

1
2 . 

I f ( ) I '\ Iw 
w- z /t \w!+ Ig(z )1 

2 
Iwl 

t Iwl+ M(r) 

g bir Ylldlzll fonksiyon 

dir • 

aIt Slnlrl bulunur • 
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0(= arg w ve k(X.. Koebe fonksiyonunun a.-donmesi ise , 

wka.(z) 
f(z)= ,( 

qember-YlldlZll fonksiyonu iqin , 
i(1 

Z = re noktas lnda , 

I
' 2 

w_f(rel<X.)! =1 iOG w ,= Iw12 
Iwle + lVI(r ) let Iwl+ lVl(r ) 

oldugu gorlillir . 

dte yandan , hemen goriHebilecetgi gibi , 

I,w- f ( Z ) I" I w I + lVI (r ) 

olmc'ikta , e~;;i tlik klt+<i 
gerqeklenmektedir 

:Lqin id. k' d z:::; -re no ,,;aSln a 

k (_reiO:) = _}\f(r)ei(l; ve 
rt+~ I vv-k (-rei()!)I=!uw/+ IVI( r) ) eidl 

Ir+« . 

l':;oyle ce 8.9agldaki teoremi i,to pat e t~'Ili 9 oluyoruz . 

'J.lEOREli: 3. 2 • 1 • 
1,-, _ i,t E -u Ler z - re ,1) 

(l-r) 21w~ 
(],-r)2Iwl~r 

. '" ') f E CS (w olsun o takdirde 

iqin , 

" I w- f ( z ) I " 
2 . 

(l-r) lwl+r 
2 

(1-r) 

, 

alr • 

e~itsizlikleri gerqeklenir . E§itlikler , soldan 
sa,;ta sJTa.Enyla , (i=are: wise 

t :=. wkcx:/ (w+k<t) fonkF~ iyonu i c;j,n z =- reicx:. 

noktasJncla 

krc+(t fonks iyonu i Gin 

gerqeklenj,Y.' . 

ict 
z = -re nol{tas lnda 
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Bu teorem S Slnlfl igin.de s6ylenebilir ve a§a~ldaki 
soruya bir cevap olu§turulabilir . 

SOl-m 11 S S lnlflna ai t bir fonksiyon , birim dairerd.n 
hie; bir noktaslnda aJ.madlgl bir w degerine 
ne kadar yakln olabi1ir ? 11 

CEVAP :TEORElVJ 3.2.2. f E-S ve wfff(Jj) olsun: 
o takdirde, Teorem 3.2.1. i1e verilen 
e§itsiz1ik1er gee;er1idir ve eri§i1ebilirdir • 

iSPAT VarsaYlmlarlmlz a1 t.J.nda . c 
g(z)= wf(z) 

w-f(z) 
fonksiyonu dB. S S J.Yllflnda olup , Teorem 3.2.1. in 
ispatlnc1a yapl1anlar t.ekrar18.naliilir ve teoremi.n S 
s:LnlfJ. ie;in de do<,!ru olacagJ. g6rli1ebilir • 

SONUl f' € C S~( Vi) 

2 
( l-r) -Iwl 

( ) 21 I \ l-r w + r ~ 

. ~ it J3 lse , i!.er z = re (;. 

\V-f(Z)]4 
w 

2 
(l-r) Iwl+ r 

2 
(l-r) lwl 

iqin 

e§i t.sizlikleri varcllr . «=. arg 'oN jse 
soldEm sa;i.~-a .r:31raslylc} 

ef?itljkler 

f =. wkal ('>N+ko) fonksiyonu igi.n , 
itt 

z = re 

noktaslnda 

k1t'+rx fonksiyonu igin id t 1 z = -re nok ,as Tne El, 

gerc;eklenir . 
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Qember-YlldlZll bir fonksiyon f 
fonksiyonunun YlldlZll olduh,'unu bir kez 
Birj,nci diEl torsiyon diyebilecegimiz 

igin, g :::wf/ (w-f) 
da.ha hatlrlayallm : 

m(r) ~ Ig(z)\, 1\1(r) 

~ 
e9i tsizligini }~ullanarak , f E CS (w) igin 

m(r) IVl-~;z)1 ~ \f(Z)\.{ M(r) IW-~(Z)I 

i tE }3' Z = re ise 

geklinde bir distorsiyon elde ederiz . Burada slnlrlar f nin 
VI' noktaslna uzakllgJ,na ba,gll olarak ortaya glkmaktadlr • 

f = wJ(ct/(w+k~) fonke.iyonu ic;in, z = _re
i « noktaEllnda 

koJ-reic:t) = m(y) oldut.:una dikkat ederek , 

m( r) IW-f (-re i~) 
v: 

m ( r) I f ( - ye ii:) I_I f ( _ re i IX.) I 
k~(-re ) 

C<rjY1'JC'lY>11 'b1.'·L1'J"''7 l~~ 'j']'r P-Q]'ts1'c7]l'kte eQl'tl;,'Yl'n f'-\'rk..J/(\'r+k\ I,. ,-.JJ,L. .. , .... -1-.£..... IL_ A._ V~.LI 1\ . ..1.. , •• _.1\. _'.~~;"R ... . LJ .• '"' _.';>.' __ .J~ .. .:,; , .~. - :\~'.'\A.- '\ .... Y:J,! 

c;ember-YJ,ldJ.Zll fonY:2jyonu igin z = -3:' exp(ict) noktasJ,nda 
~ c t:} :'~'l ("" :l er - er 0 r~' ,-;. '7 , oU5 HDolblnl b QI~~ • 

" Aynl C{ember-Ylld:!zJ.l fonksiyon ic;;in 
oldulp.md an, z = r exp( id.) noktas J.,nda ~ 

M ( r) I \','- f (re i cl) I ;: If ( re i 'll 

k(l(( re
id

) M( r) 

e9i tli ,Ci;inin geyc;:eklendi ~~i goyuliir . Ba§ka deyimle , bUldugumuz 
distoYsiyonda yeI' alan ikinci e9itsizlikte e9itlik , 

f = wka/(w+k«) gember-Ylld.1Zll fonksiyonu iC{in 

no ktas J.nda. ge rg ekl enj. I' . 

iex. 
z =- re 
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Gene gember-Y1IdlZ11 f fonksiyonunu eIe aIal).m : 
'bu durt:lmda ,YlldlZll g= wf/(w-f) fonksiyonunun tiirevi , 

2 
Vi' g' (z) = . ",f I ( Z ) 

(w-f(z» 

oltip 'f ikinci distorsiyon diyebilecegimiz 

m'(:d 4 I i( Z )' 4 lYI( r) 

e:;li tsizliklerini dfJ kul1anarak , f E cs~( w) j.gin, Z = rei tE, B 
ise 

2 2 
m'( r) t-~( z) I ~ Ifh )14 Iv!( r) IVI-f~ z )1 

e~itsizIikleri iIe 
-iot 

veriJ.rni::;; bir distorsiyon buluruz . 

. f(r.)_ 1+e z 
kcx. Z - . ~ 

(l-e-lC~~z) -
o 1 cl U!~::\)J1 cl an , 

, , I kM. _reHt) ::;. m( r) ve 

I i(t I. 
kcx.(re )=JVl(r) denkljklerj.nden, :f = wkd /( w+kex) g8Ihber-

Y1lcb.Zll fonksiyonu ic:in icx ;.) 
Z == -re noktas J.nu8 

1 
f ( i ex.) 12 . rri( r) w- ~re == \f( _ re J. et) I 

f . .. iOt k ayyn . onkslyon 19ln Z = re no .tas lno.a , 

Ml r) Iw-f (~ei<X)12 = \f( re id), 

e:;li tIiklerinin gergeklendi gini goriirUz . 

Boylece gember-Ylld1ZJ.l fonksiyonJ.arln tiirev! igin 

ikinci distorsiyonu veren bir esli tsizJ.ikler tak1rnJ. bulmu::;; , 
e::;;itlik haIlerini inceleIIli::;; oJ.uyoruz . 
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f gember-YlldlZll f'onksiyonu ve g=wf/(w-f) YlIdlzll 
fonksiyonu igin, her Z E:S noktas lnda 

I ! 
g(z) w fez) z·· - z grzy - w-f(z") f(Z) 

'olchigu hatlrlanlrsa , iigiincii dis torsiyon adlnl verebilece gimiz 

I I I ,I ) I'm ( r) t.. Z g ( z ) I t.. }II ( I' 
mrrJ.... g(z).... lVI(r) 

* e9i tsizliklerinden hareketle, f (; CS (w) igi.n, 
it 

z == re f:S 
ise , 

I ' I I 

I'm ( r) I w- f ( z ) I & I z ~ ( z ) I t.. I'M ( r) I ~ f ( z ) 
m(r) w ~ f(Z)"" lVI(r)· w 

distorsiyonunu eIde ederiz . 

f:= wkC/./( w.J-ka:) gember YJldlZll fonksiyonu igin , 
io:. _ 

z :: -re noktas J.nda 

rill(r) W_f'(_relo:.)1 ilX k(X.(_re
loC

) i / I' I' 
m( r) w = (-re) _ ~-f (-re eX) 

kcx,( -re i et) Vi 

. / . -le . la:') f( la _ -re .~ -re ) 

f(_re iex
) 

er:;;i tIi<sinin var oldug'u gorlUebilir • J3enzer §eldlde , aynJ. 
gember-Ylldlzll fonksiyonun Z:= I' exp( iex:.) noktasl,nda 

. I ' 

rl~/( r) IW-f (re J.CX) f= rei et f' (re la) 
1\'1 ( I' ) W f ( re i et) 

e9i tlLlini verecegini gos terebiliriz • 
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Boylece , biitlin bu sonuglarl a§agldaki teorem altlnda 
topluca ifade edebi1iriz 

TEOREM3.2.]. If( \ f t CS W I olsun it B . z :: re Else 

(1) m(r) IW-f~Z)1 ~ If(z)1 ~ M(r) Iw-~(~I 

(2) rd(r) IW-~(z)i~ \l(z)\ ~ ll(r) Iw-~(Z)f 

( 3 ) rm'( r) I w-f ( z ) I {..\ z f'( z ) I ~ }«( r) 'w-f ( z ) I 
m(r) W ~ fTZ)'" IVl(r) w 

e§itsiz1ik1eri vardlr • Her lig ha1de de , soldan 
saga slra~:nyl8. ; birinci e§j.tlik , Ol::.arg wise, 

f::. wkq/(w+k(l() gember-YlldlZll fonksiyonu igin , 

z = _rei~ noktasJ.nda ; ikinci e§j. tIik , gene aynJ. 

fonln:;j.yon ic;in , z = re
j
·
1X 

noktasJ.nda eIde edilir • 

/ ,,' 



4.Boltim 

QEMBER-KONVEKS FONKSIYONLAR 

Bu son boliimde , gember-Ylld1.zJ.l fonksiyonlarda oldugu 
gibi , konvekslik kavram1n1 da dogru pargas1 yerine bir gember 
yaY.1 kullanarak genif,?letecegiz ve boylece tan1.mlayacag1m1.Z 
fonksiyonlara k1saca bir goz atacag1z . Bu fonksiyonlar1 daha 
sonra , bir btittin olarak - bu teze konu olan gember-Y1ld1Z1l 
fOnksiyonlar igin yapt1g1m1.Z gibi - incelemeyi planl1.yoruz ; 
o nedenle , burada ayr1ntl.ya girmeden sadece gozlem1erimizin 
sonuglar1n1 vermekle yetinecegiz • 

A'ln 

~rANIlVJ 4.1. Duzlemde bir bolgeyi ve d1.f,?J.ndaki bir 
w noktas ).n1 goz ontine alal1m : -bu "b()lgenin 
nerilangi j.ki noktas 1 VV i1e VI,. yi birlef,?tiren , 
Vi noktas lndan gegen bif gem'be~'in yaY1 , tamamen 
bolge iginde kallyorsa , bu bo1geye , 

11 W noktas 1 iqj.n gember yayJ.na gore konveks 11 

ya do, klS8,Ca 

11 qember-konveks 11 

bolge diyece~iz . 

TANIUJ 4.2. 13j rim daire bo1ge B iginde anali tik 
ve rlorrna11eJ1tyll~ bir fonksiyon f ve w tj. f(B) olsun 
f(]j) gember-konveks bj.r 'bolge ise , bu fonksiY'ona , 

11 gember-konveks fonksiyon 11 

diyecegiz . Eu ttir fonksiyon1arJ.n sln1fln1. 

CK(w) 

ile gosterecegiz • ( Burada , 
Hemen goriilebi1ir ki, CK( ex) ) = K 

w :f. 0 olacakt1r.) 
dlr • 
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Tanlmln ilk sonuglarlndan biri de , gember-Ylldlzll 
fonksiyonlarln , gember-konveks fonksiyonlarl bir alt slnlf 
kabul etmeleridir : 

'* CK ( w) C CS ( w) dlr • 

( ancak burada Iwl J. ~ olmak zorundadlr ) 

Daha once de yaptlglInlz gi bi ,f gember-konveks bir 
fonksiyon ise , 

(~of)(z)= wf(z) ) r 

geklinde tanlmlayacaglmlz fonksiyon konveks olacaktJ.r - ki 
bu nedenle Iwl ~ l/2 ko 9ulunu saglamak zorundadlr .- . 

Boylelikle gozlemlerimizi s lralam8.ya ba91ayabiliriz • 

TEOREM 4.1. Bi rim dairede anali tik , normaTIe.P1tnie . 
ve w de,gerini almayan bir f fonksiyonu, 
ancak ve ancak , 

wf (z) 
w-t'[Z1 

" 

... 
,r 

fonksiyonu konveks ise , gember-konveks bir 
fonksiyondur . 

SONtJL 

(1 ) 

f E: CK( w) olsun 

f( z) _ wg(z) 
-w+g(z) 

° takdirde , 

olacak gekjlde bir konveks g fonksiyonu. varchr • 
rl'ersine ; g ltonveks ve w+g( z) '* 0 olan bir 

fonksiyon ise·, (1) ile verilen fonksiyon f 
gember-konvekstir . 

(2) f yallnkat bir fonksiyondur . 
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TEOREWI 4. ~. 13 tqinde ana1i tik , normallet1mi13 ve 
~ .') 

w degerini a1mayan bir f fonksiyonunun 
c;eml)er-konveks 01masl igin gerek ve yeter ko~u1 , 
her z f B igin, 

I1 I 

r 1 + zf(z) + 2 Zf(Z)}) 0 Re 1 f'{ z. ) w- f ( z ) 

e~it8izliginin gergek1enmesidir • 

Hatlr1anaca,~1 gibi konveks bir fonJ:csiyon igin , a1 t 
- datre bo1ge Br leri.n de resimleri birer konvek::.~ bo1gedir ; 
bu oze11ik gember-konveks fonksiyon1ar igin de Vardl.T • (Burada 
a11f?11agelcligi liz,ere , 0 < r.( 1 dtr..) 

ffCK(w) ye' Cr=f(lzl::;r) i8e, ~(Cr) konvek~3 bir 
e ~;ri olacaglndan 

arg f J..(n( it)) l ':t' \ I re - ~ ( f ( re i tJ ) ) } 

t E (to' to + 2rr) nin artan bir fonksj_yonucl,).T . Boylec f; ,. 

a:;;a&';ldaki. lemmaYl elde edebi1iriz : 

LENJMA 4.1. fE CK(w) ve Cr=f(rzl:::r) 018un 

o takdir.de z,tEBr::{z :Izlt..rl, zf.'r. ise 

R { 
2 z f~ z ) w- f ( t) J > 0 d . 

e ..co ( ) f' ( Y) -p'T::\ 1 r . 
.L Z - ~ l. W-I \ Z ) 

Bu Lemrna ve rreorem 2.6. aracl1lgl i1e 

TEOREM 4.3. fE CK(w) ise 
I. 

R ( 2 zf(z) w-f(~) 
e l f(z)-fill w-f(z) 

her z,~~ B iQin, 

z+~ { > 0 dlr. 
- z-t ~ 
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Re w f(z) l ' 
w-f (z) zfTZ) J > et'; 0 ko 5mlunu sa,glayan f 

fonksiyonuna 11 ex: -lnC1 dereceden gember-Y1ld1Z1l 11 diyececgiz • 
Boylece, rreorem 4.3. de ~:::O alarak afiag1daki sonucu 
elde edecegiz • 

SONUL. f E CK( w) ise 

f , ~. -inci dereceden gember~Y1ld1Z1l 

bir fonksiyondur . 

( Daha once geometrik olarak vard1g1ffi1Z ; 
gember-konvekr3 fonksiyonlar1n gember-Y1ldJ_Z1l 
o1dul;u gergeg1 anali tik olarak da dogrulanffi1fi 
olur . ) 

Bi1indi:;;i iizere f konveks bir f'onksiyon ise 

I 
g(z)= zf(z) 

i1e tanlmlanan g fonksiyol1u Y1ld1z1ldlr . Qember-kOhveks 
fonksiyonlarla gember-YlldlZJ_l fonksj_yonlar araslnda da 
benzer bir ilifiki vard1r . 

'rEOREJVi 4.4. f gember-konveks bi r fonks iyon 
olmak [izere . Iw I .11/2 ise her Z E. B i9in, 

2 
w ( w \ / 
~ g ( z) = "' __ -f' ( r7 \) Z f ( Z ) 

bai~lnt1s 1 ile tan17!!le.nabilen eS fonksiyonu 
gember-Y1ldlz1ld1r . 
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bZET 

Dtizlemde , orijini de iginde bulunduran bir bolge 
ve dlf;?lndaki bir . w noktasl goz ontine allnmlf;? , bu 
bolgenin her noktasl orijine w noktaslndan gegen bir 
gemberin bolge iginde kalan bir yaYl ile birlef;?tirilebili
yorsa , bu bolgeye "gember-YlldlZll" adl verilmif;?tir • 
Birim daireyi , gember-YlldlZll bir bolge tizerine resmeden 
norma1lenmif;? ana1itik fonksiyona da 

" gember-Yl1dlZ 11 fonksiyon " 
denerek , bu fonksiyon1ar slnlfl _.CS(w) ile gosterilmif;?tir. 

Bu doktora Ga1l~maSlnda yukarlda adl gegen 
fonksiyonlarln eeometrik ve analitik olarak nasl1 karakte
rize edilebi1dikleri , ;va1lnkat olduk1arl YlldlZll fonksi
yonlarla olan i1if;?kilerinden yara1anl1arak gosterilmif;? ;" 
bir taklm ozellikleri araf;?tlrllarak ortaya glkarl1mlf;? , 
bazl dontif;?timler a1tlndaki davranlf;?larl ve katsaYl1arl 
incelenmif;?tir • Bunlar yaplllrken , ge1ertek olan sistematik 
uygulanmlf;?tlr • Ayrlca , bu fonksiyon1ara ozgU distorsiyon 
teoremleri elde edilmif;?tir • 

Benzer f;?ekilde , gember-konveks bo1ge ve fonksiyonlar 
tanlmlanmlf;? , analitik karakterizasyonlarl , konveks 
fonksiyonlarla bu yeni fonksiyonlarln ilif;?ki1eri , yallnkat 
olduklarl gosteri1mif;? ; gember-Yl1dlZll ve gember-konveks 
fonksiyon1ar araslnda bir baglntl e1de edi1mif;?tir • 


