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0 . Girig

Diizlemde , bir bdlge iizerinde tanimli bire-bir
fonksiyonlara " yalinkat " denmesi aligilagelmigtir . Ozel
olarak ; birim daire bdlge B={z:lzl<1} ismini verdizimiz B
iginde analitik fonksiyonlar sinifia H(B) , bu sinifan

£(0)=£4(0)-1=0
kogulunu saglayan fonksiyonlardan olusan alt sinifa
" normallenmis analitik fonksiyonlar " sinifi N(B) olmak
lzere 3 N(B) nin yalankat olan fonksiyonlardan ibaret alt
kismina da " yalinkat fonksiyonlar sinifi " denir ve S 1ile
gosterilir .

Bu sinif ile,ortaya ¢ikigi olan 1913 lerden beri bir ¢ok
matematikel ilgilenmig , dogrudan yapilan ¢alismalardan ziyade,
resim bblgelerinin geometrileri ile tanimlanmig fonksiyonlardan
olusan alt siniflarla ilgilenilmigtir . Gergekten , geometrik
yapisi iyi bilinen diizlem bdlgelerini resim bolgesi kabul eden
Tonksiyonlar hakkinda , bdlgenin geometrisinden gelen bir g¢ok
0zellik elde edilebilmektedir . Bu konuda en yaygin ornekler 5
yildizil ve konveks bolgeler ile yi1ldizal ve konveks )
fonksiyonlardar :

" Her noktasi. ile birlikte bu noktayl orijine
birlegtiren dojru pargasini da ihtiva eden bdlgeye
y1ldizi1l ; her hangi iki noktasi ile birlikte bu
noktalari birlegtiren dogru pargas1n1 da bulunduran
bolgeye konveks denir ."

Resim bolgesi f£(B) -, yildizil ise , f € N(B) fonksiyonuna
y1ldizil ; f(B) konveks ise , f € N(B) fonksiyonuna konveks
fonksiyon denir . Bu fonksiyonlarin S sinifina ait oldugu
bilinmektedir . Bu fonksiyonlarla ilgili binlerce galigma
yvapilmig , ¢egitli gekillerde genellegtirmelere gidilmigtir .
Ornegin ; orijin yerine b&lgenin bagka bir w, noktasa
alinarak , wo noktasina gbre yildizil bdlge ve fonksiyonlar
tanimlanmigtir ; sinir noktasina gdre yildizillaktan
bahsedilmigtir . Bir dogrultude yildizillik ve konvekslik
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kavramlari ortaya atilmistir . Bunlar geometrik olarak
yapilan genellegtirmelerdir . Ayrica , analitik olarak
o~y1ldazallak , o~konvekslik gibi genellemeler de vardir .

Bunlarin yaninda , Rahmanov 431 tarafindan 19654 yailinda
alti yeni tlr yildizillaik ve konvekslik tanimlanmigtair .
Avhadiev ve Aksent'ev [2] ¢aligmalarinda bunlara yer vermigler .

Biz de bu ¢aligmamizda , yildizil ve konveks bolge
kavramlarini , dogru pargasi yerine bir cember yayi kullanarak
genellegtirdik . Bu genellegtirmenin dogal sonucu olarak ;
ortaya ¢ikan fonksiyonlari inceledik . Tanimda , ¢ember yayini
tek tilirlil belirlemek igin , cemberlerin bblge digindaki ayni
bir w noktasindan ge¢gmelerini gart kogtuk . Boylece ,
tanimladigimiz bu yeni fonksiyonlara " gember-yildizil " adini
vererek , ait olduklara sinifi CS{(w) ile gisterdik ; benzer
gsekilde , "¢ember-konveks " adini verdigimiz fonksiyonlarin -
sinifini da CK(w) ile gdsterdik .

Bu doktora galigmasinin Jzlnid , yukarida belirtilen
yeni fonksiyon siniflarinin daha Onceki siniflarla iligkileri
ve ‘bunlarain kendi dogal yapilarinin sistematik bir gekilde
incelenmesinden ortaya g¢ikarilan sonug¢glar olugturmaktadir .

Caligmamiza temel olacagi ig¢in , Oncelikle , 1.Bolum'de
v1ldizil ve konveks fonksiyonlarin karaterizasyonunda rol
oynayan , B de analitik , gercel kismi pozitif ve p(0) =1
olan fonksiyonlarin ; 2.Bolim'de yildizil ve konveks
fonksiyonlarin onemli o6zelliklerini hatarlattik . Bu bdliimler
icin Pommerenke [#4] , Schober (121, Duren [5] veya :Goodman[¥)'in
hepsi ayni " Univalent Functions " adini tagiyan kitaplarinda
ilgili bollimlere bakilabilir . 3.Bdlim'de cember-yildizail
bolge ve cember-yildizil fonksiyon tanimlarini verdik . Bu
boliimiin birici kisminda , c¢ember-yildizail fonksiyonlaran
analitik olarak nasil karakterize edilebildiklerini y ¥Y1ldaizal
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fonksiyonlarla ilgilerini , deZisik donilisiimler altindaki
davranislarini inceledik . Bu b6 1iimiin ikinei kisminda ise ,
gember-yildizil fonksiyonlarin kendine 6zgli bir takim
distorsiyonlaraini elde ettik . Son bdlim olan 4.Bolim'de
gember-konveks bdlge ve fonksiyon tanimlarini , bu tanimlarin
ilk sonu¢larini saraladik .



1.Bo6liim
POZITIF GERGEL KISIMLI FONKSIYONLAR

Birim dairede analitik , gergel kismi pozitif ve 2=0
noktasinda 1 degerini alan fonksiyonlarin siniafina

lP_:{peH(B) : Re p(z) > 0 , p(o):l}

seklinde tanimlayacagiz . Bu sinifin temel Ozelliklerini
siralamadan Once " subordinasyon " ilkesinden bahsedelim .

. ~ TANIM 1.1. ( SUBORDINASYON ) f wve TF birim
o dairede analitik fonksiyonlar ve F yalinkat
olsun

f(0)=F(0) ve T(B)C#(B)

ise " f fonksiyonu , F fonksiyonuna subordine "
denir ve bu iligki kisaca
< F

seklinde ifade edilir ,
p

. Bu tenimin ilk sonuclari olarak asagidaki teoremi elde
edebiliriz .

"TEOREM 1.1. f£< F olsun : o takdirde i

(1) B idg¢inde analitik ve Schwarz Lemmasini
gercekleyen oyle bir b fonksiyonu vardir ki

/
f(z)=F(v(z))

yazilabilir .



(2) l£+(0)] &]7(0)]
olup , egitlik hali , a€R.
b(z):eiaz |
fonksiyonu ig¢in var olur .

(3) Her 0<{r{1l igin , Brzi(z

f(BT)C f%Br) dir .

Femen arkasaindasn , P sinifina ait bitin

P(Z)=-:'L-:_-;7:

fonksiyonune subordine olduklari ig¢in , asagida
teoremi verilebilir .

TEOREM 1.2. ©pelP olsun

(1) Her z::relté B dig¢in

1-T 14T
et < pta)l ¢ —
(2) [p/(o)l £ 2 air .
Her i1kl halde de egitlikler
lzere , »
' ia
1+e 'z
p(2z) = ———
~la_
i~e 3z

olmak lizere

fzl< r} ise ,

fonksiyonlar

ki distorsiyon

; ve

y a€lR olmak

fonksiyonu ig¢in s6z konusudur .



Harmonik fonksiyonlar teorisinden yararlanarak , P
sinifinin elemanlari ic¢in bir integral gosterilisi bulunabilir.

TEOREM 1.3. ( HERGLOTZ ) Her pelP icin , dyle
negatif olmayan biricik u(t) fonksiyonu vardir ki
u artan ve u(2g)-u(0)=1 olup , her =z €B icin

1ee Yy
p(z)= | ———p du(t)
e Z

yazilabilir .

o
- TEOREN "1.4. plz)= 1 +‘Z; c z" fonksiyonu

P sainafana ait ise , n=1,2,... i¢in ,

c | £ 2 dir .
' n‘v‘
Esitlik hali , a€@® olmak lizere ,
ia
pra/= ia
1-e %

- fonksiyonu tarsfindan elde edilir .



2.R01im
YIIDIZIL VE XONVEKS TFONKSIYONLAR

Birim dairede analitik ve normsllenmis f fonksiyonuna ,
resim bdlgesi f(B) yaildizil ise , " yildazal fonksiyon "
denir . Geometrik olarak , O t{ 1l olmak iizere

her wé€f(B) igin twé f£(B)

oluyorsa , f fonksiyonuna yildizildir denir . ( Burada tanim
0zel halde verilmigs oluyor . Daha genel olarak , bir bdlge her
noktasi ile birlikte bu noktayil bdlgenin sabit bir W,
noktasina birlegtiren dofru pargasini da ihtiva ediyorsa , bu
bolgeye " w, mnoktasina gore yildizil " denir . Biz w =0
bzel halini almig oluyoruz .) Gelenek oldugu ilizere ,

§= § £ eN(B) : £(B) yaldazal bolge |

ile yaldazail fonksiyonlar sinifi gosterilecektir . Bu sinaf
analitik olarak asagidaki gibi karskterize edilebilir .

TEOREM 2.1. f€5 ise , asagidekiler denktirler :

(1) fes" gir ..

(2) Yer 0{r{l igin f(B_ ) wyildazil bir
. A3 . r
bolgedir . *

(3) 2f!(z)/f(z) olarak tanimlanen fonksiyon .
P sanifina sittir . '

TEOREM 2.2. f€N(B) olsun : f fonksiyonunun
yi1ldizil olmasi ig¢in gerek ve yeter kogsul
2z ] ,
f(z)=2 exp (52J.1og(1»e_ltz) du(t) ) , z€B,
[s]
olacak gekilde , artan , negatif olmayan ve



u(2r)-u(0)=1 sartini gergekleyen bir u
fonksiyonunun bulunmasidir . Bu fonksiyon varsa
tek tlirlid belirlidir .

Y1ldiz1l fonksiyonlarin analitik karakterizasyonu
yalinkat olduklarini gtsterir , dolayasi ile de

s*c s

olur .

TEOREM 2.3. yf'eN(B) olsun-+ o takdirde ,

her ze& B igin ;
Re { f«Z)g >0

ZszS

ise , f fonksiyonu yalinkattir .

Yukardaki hatirlatmalarin igsizi altinda , bazsn S
olarsk dogrudan deogruya

1re s+ £() y11d1z11}

ginafi alinie .



Birim dairede analitik ve normsllesmis f fonksiyonuna |,
resim bolgesi f(B) konveks ise , " konveks fonksiyon " denir.
Geometrik olarak , 0£ t£1 olmak kogulu ile

q /™ 2 A .+
her w_,w, € T(B) igin twl-{-(l u)w2 € f(B)
oluyorsa , ¥ Tfonksiyonuna konvekstir denir . Kisaca bu sinaf

K:ﬂfe N(B) : £(B) konveks blge |

N

olarak gbsterilir . Gene geometrik olarak derhal gdrﬁlecegi
gibi ., konveks bir fonksiyon yildizildir , dolayasi ile de
konveks fonksiyonlar'da yalinkat olup ,

K c s"c s

sirasi vardir .
Analitik olarak , konveks fonksiyonlar asaZidaki gibi
belirlenirler .
TEOREM 2.4. feg& ise , asagidakiler denktirler .
(1) f€X dir

(2) Her 0(r<{l igin , f(Br) konveks bir
bolgedir .

(3) 14z2f%(2)/f{(z) olarsk tanimlanan Tonksiyon
P sinifina aittir .

(4) =zf'(z) fonksiyonu yildizildar .

Analitik karakterizasyonlari da konveks fonksiyénlarln
yalinkat olduklarini gosterir



'TEOREM 2.5. f£E€N(B) olsun : o takdirde
"her =z €B - igin ,

e ]oe

ise , £ Tfonksiyonu yallnkatﬁlr .

’

TEOREM 2.6. f€XK olsun : o takdirde
her z€B ig¢in , her € B . igin ,

22T (z) z+¢,
e if(z)—f(ﬂ Tzt f >0

b

egitsizligl gerceklenir .

Yalinkat fonksiyonlar sinifi § i1¢in var olan
distorsiyonlar , yildazil ve konveks fonksiyonlar icin de
g6z konusu olacaklardir .

TEOREM 2.7. T€S dise ; her z=re "¢B icin

b

(1)

< |f Z)’ < ‘1+I‘

-(1+r)3 (1—r)3 ,
(2) < J5(z) .
(147)° , & (2= 1)
, ‘-
i 1-7 f(z) 14T
(3) - Irr Zf - —_

Butin bu egitsizlikler erigilebilirdir :
Kdebe fonksiyonu , ya da onun bir rotasyonu igin
egitlikler saglanir .



‘( Bir f fonksiyonu igin elde edebilecegimiz yeni

a8 —1az)

.fa(z)= e:'L f(e

fonksiyonuna , " f fonksiyonunun a-rotasyonu "
veya " f fonksiyonunun a-dnmesi " diyecegZiz ;
burada a €(0,2w) dir . OrnegZin ; Kbebe fonksiyonu

Z
(1—2)2,

k(z)=

Z

igin = ky(z)= olacaktir . )

- (1+z)°

Ancak konveks fonksiyonlar ig¢in yukardaki egitsizlikler
erigilebilir olmadiklaraindan , konveks fonksiyonlar igin
bagka distorsiyonlar verilebilir

| TEOREM 2.8. f€K ise ; her zs¥re '€ B icin ,
. 1 y; - 1
(1) , & Ir)] ¢ o
- (1-r7) : (1-1)
' T ST
(2) — £ lf(,Z)l < =

Fer iki esiteizlik de 4£(z)= 2 fonksiyonu veya

bu fonksiyonun pir donmesi igin erigilebilirdir .

f(z)=-f(-z) kosulunu gergekleyen , birim dairedé
analitik fonksiyona , gergel fonksiyonlarda oldugu gibi bir



"tek fonksiyon" denir . Bu tip bir analitik fonksiyonun seri
gosteriliminde =z nin sadece tek kuvvetleri yer alir .

. ' m k
"TEOREM 2.9. f(z)=z ¢ 2; a 2" fonksiyonunu
: : : =2
'gbz Oniline alalam :

(1) f yildizal bir fonksiyon ise , n=2,3,...
Jicin
lenl¢m

olup , esitlik hali Koebe fonksiyonu igin
s0z konusudur .

(2) £ tek , yildizil bir fonksiyon ya da
konveks bir fonksiyon ise , n=2,3,... ic¢in,

]anléil

olup , egitlik hali ;

” tek,, yaldazil fonksiyonlar ic¢in K(z)= —<=;
konveks fohksiyonlar icin 8(z)=-f%2>
fonksiyonlari tarafindan saglanir .

Ayraca , yildizil fonksiyonlarin katsayilari icin
erigilebilir '
-n & Re a & n :
tek , vildizil ve konveks fonksiyonlarin katsayilari icinse
gene erisilebilir -

-1 £ Re a {1 .

egitsizlikleri gecerlidir



3.Bolim
CEMBER-YILDIZIL FONKSIYONLAR

Galismamizin esasinl olugturan bu bolimde , yildizillik
kavramini , dogru parcasi yerine bir gember yayi alarak nasail

genellestirecegimizi sOyleyecek ; tanimlari ve ilk sonug¢larini
verecegiz

3.1. CEMBER-YILDIZIL FONKSIYONLAR VE OZELLIKLERI

TANIM 3.1.1., Dizlemde , orijini ic¢inde bulunduran
bir bolgeyi ve bu bolge digindaki bir w noktasina
gbz Onilne alalim : Bu bblgenin her noktasi1i orijine
w noktasindan gegen bir c¢emberin bdlge iginde
kalan bir yaya ile birlegtirilebiliyorsa , bu
bolgeye , ' '

" w noktasi ig¢in c¢ember yayina gore yaildaizail "

diyecegiz . Dogal olarak w#£0O dir .’

. BOoyle Dbir bOlgenin her noktasi orijine , w mnoktltasindan
da gegen bir cemberin -ki tek tirlil belirlidir - bir yaya
araciligl ile tamamen bolge ig¢inde kalinarak birlestirilebilir.
Eemen anlagilacagi gibi w=w 1g¢in , cember yayina gidre .
yi1ldazil bir bdlge , yildizil bir bblgeden bagkasi degildir .

TANIM 3.1.2. Birim dairede analitik ve normsllenmig
bir fonksiyon f olsun : Ustelik w degeri birim
dairenin hicbir noktasinda I +tarafindan alinmasain.
Iste bu fonksiyon icin f£(B) ;, w noktasi icin
cember yayina gore yildizil bir bolge ise ,
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£ fonksiyonuna ,
" w noktasi igin gember yayina gore yildizal "

diyecegiz . Bu fonksiyonlarin sinifina CS?W) ile
gos terecegiz -

Bu ¢aligma boyunca - aksi sOylenmedikge -~ fonksiyonlar
daima birim daire B i1g¢inde analitik ve normallenmigs olarak
diglinileceklerdir . Cok uzun olan

" w noktasi ig¢in c¢ember yayina gore yildizil "
deyimi yerine |
' | . " w-cember yildizil "

ya da , adini anmadigimiz halde , w dan bagka bir noktanin
dilgiiniilmeyecedi
' ' " cember-yildizal "

deyimini kullanacagiz .

. ”,,j
TEOREM 3.1.1. w degerini almayan bir f € N(B)
«  fonksilyonunu goz oniine alalaim : ancak ve ancak

wf(z) \

W-t(2)

gseklinde tanimlanabilen fonksiyon yildizil ise |,
f c¢ember-yildizil bir fonksiyondur .

ISPAT : Once §(W)::%ﬂ% fonksiyonunu ele alalim
- .

Bu bir Moebius doniistmi olup , w noktasi disinda
dilzlemin her noktasinda analitik ve

Joy=0 , oy=1 air
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Yetelik , $ fonksiyonu , w ve orijinden gecen
gemberleri konform olarak , gene orijinden gegen
dogrulara donligtirir .

Simdi , £ c¢ember~-yildizil bir fonksiyon olsun

$(f) fonksiyonunun yaldizil olacafini iddia ediyoruz .
Bu amagla §(f)(B) nin bir & noktasini ele alirsak , bu
noktanin ¢ tarafindan verilen ters goriuntisi W dise ,
We £(B) dir . f fonksiyonu gember-yildizil o6ldujgundan

W noktasini orijine baglayan(ve w dan gecen)bir cember
vay1 tamamen f(B) icinde kalir ki , bu gember yayinin

$ altindaki gorintisil ¢ noktasini orijine birlestiren

. bir dogru parcasi olup , bu dogru parcasi butinid ile

d(f)(B) digindedir . Bu ise ,
wi(z)

¢(f)(z)= w—T(2)

fonksiyonunun yildazil oldugunu gosterir .

Tersine , §(f) yildazal bir fonksiyon olsun
We £(B) noktasindan orijine giden ( w dan da gecen )
gember yayinin & altindaki resmi , orijinden ¢ikan ve
§(W) mnoktasindan gegen bir isindar , ve bu 1ginin orijin
ile ~ §(W) mnoktasi arasindaki pargasi §(f)(Bﬁ) icinde
kalacaktir . Dolayisi ile , bu 1gsinin ters -goriUntisii olan

- 50z konusu ettigimiz orijini W noktasina birlegtiren

cember yayi da f(B) ig¢inde kalmak zorundadir . Bu ise ,
f fonksiyonunun cember-yildizil olmasi demektir . BOylece
ispat tamamlanmis olur .

Bu teoremin hemen arkasindan ¢ember-yildizil fonksiyonlar

icin gercgeklenen bir takim Ozellikleri siralayabiliriz

/
SONUL . f cg¢ember-yildizal bir fonksiyon ise ;

g wg(z) — .
(l) f(z)= wrelz) olacak big¢imde bir yildizil
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g fonksiyonu vardir .
(2) f fonksiyonu yalinkattir .
Tersine ;. g birim dairede -w degerinil
almayan yildiaizil bir fonksiyon olsun : O takdirde ;
- wgl(z) . |
flz)= . Tfonksiyonu g¢ember-yaildizil
(3) (z) wte(z) y ¢ y
Olacaktir .

ISPAT : (1) Onceki teoremden , %g¥%£7 yi1ldizil bir

fonksiyondur ; buna g(z) dersek , buradan w-f(z)# O
oldugu da dikkate alinarak , f(z) yukarida verildigi
~gibi bulunur . ( Burada , '

wig(z) = wg/(w—f(Z))

oldugundan , g  birim dairede -w _ deZerini alamaz
aksi takdirde w=0 olurdu . )

b)

A (2) zlizgeiB_'lgln' f(zl):zf(zg) olsun
(1) den , o

walz,) (whaz,)) = ve(a)) (wha(a,))
olur ki , buradan da , .
' woelz Y=w'glz )

B 2

ve sonugta ol
elde edilir . Oysa , g yildazil bir fonksiyon

oldugundan yalinkattir ve dolayisi ile de z.= 2, olur ;

bu ise f fonksiyonunun yalinkat olmasi demektir

(3) Once w—f(z)::wg/(w+g(z)) LT rmEae
safirdan farkladir . Teoremin {iglincil sakkainda f(z)
igin verilen esitlikten g(z) , '

wf (z)

g(Z)'-:m

olarak ¢oziilebilir .
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Teorem 3.1.1. den ( g yildizil oldugu igin ) , f
fonksiyonunun gember-yildizil bir fonksiyon oldugu
sonucu ¢ikarilir .

TEOREM 3.1.2. Birim dairede w degerini almayan
T fonksiyonunun gember-yildizil olmasi igin
gerek ve yeter kogsul , her zZ€B ,nokta51ndar,

re (W fa)) o
© {w-f(zi Zf(zji >

olmasidair .

ISPAT : Teorem 3.1.1. den , ancak ve ancak g(z)= %j¥§gy

fonksiyonu yaldizail 1se , T fonksiyonu cember-yildizil
olur . Ote yandan , Teorem 2.1. e gdre , g fonksiyonunun
yildazil olabilmesi ig¢in., her z€ B mnoktasainda

SIS

kogulunun gerceklenmesl gerek ve yeterdir . Burada hemen
. hesaplanacaji gibi , : ‘

N
\

. /
Zg'(Z) v =)
glz)  w-T(z) “1(z)
bagintis: vardir . Boylece , teoremde ileri silirilen

kogul gerek ve yeter bir kosuldur .
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Simdi , bazi geometrik gozlemlerde bulunabiliriz

f ¢ember-yildizil bir fonksiyon olsun . O takdirde ,
orijinden ¢ikan ve w noktasindan geg¢en iginin , w dan
sonsuza giden kismi f(B) bolgesi ig¢inde kalamaz . Aksi halde
80z konusu 1ginin w dan sonsuza giden pargasi lzerinde
f(B) ye ait bir nokta bulunsaydi , bu noktayi orijine
birlegtiren ve w noktasindan gegen ¢emberin bu nokta ile
orijin arasinda kalan yayil tamamen f(B) iginde kalacakti
Oysa burada s0z konusu ¢ember , bahsi gegen 1gindan bagkasi
degildir ve bu dogru pargasinin orijin ile igin basinda ele
aldigimiz noktaya birlegtiren pargasi tamamiyle F£(B) ig¢inde
kalamaz ; w bu dogru pargasi iigerinde olup , f(B) bolgesine

"ait degildir -. Baska deyimle ,
D:{W  W#tw , > lz

olmak lzere , f(B)(; D olacaktar .

F(0)=0 wve F(B)=D kosullarini saglayan , B icinde

analitik bir # fogksiyonunu belirlemeye c¢aligalim

(7)) = ~ ;%  fonksiyonu , D 'bdigesini Koebe fonksiyonu

k nin resim,bélgesi‘uzerine resmeder ; yani ,
em)=§&: L#-7v, t2 1§

olur . k(z)= Z P Koebe fonksiyonunu gos termek lizere

(1~2)
k =Y¢oF elde edilir ki , buradan da F =0T Tok bulunur

.

b

Daha agik olarak |,

-

F(z):ﬁ- 4wy
(1—2)2

seklinde belirlenir . Y.

Bu arada , cember-yildizil fonksiyonlarain yallnkat
olmalarindan dolayi , |wl }1/4 olacaginl sOyleyelim .
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Boylece agapidaki teoremi verebilirig

TEOREM 3.1.3. f g¢ember-yildizil bir fonksiyon ise
Schwarz Lemmasini gercekleyen ve b?(0)=-1/(4w)
olan O6yle bir b fonksiyonu vardir ki ,

b
)= - n 2
(1-b(z))
N geklinde yazilabilir .
| . ISPAT : Gobzlemlerimizden f<{ F dir . Dolayisa ile ,
, -1 A,,4 »
b(z)=(F “of)(z)
Schwarz Lemma51n1 saglar ve F’(O):'—4w oldugundan
bl(0)= - f; dir . ( Ustelik b yalankat , ancak

nermallenmemis  bir Fonksiyondur . ) Boylece ,
f(z)=7(b(z))
ileri slirildigi bic¢imde elde edilir .

\

Simdi , akla hemen gelebilecek olan su soruyu soralim
Verilen her b fonksiyonu ig¢in , yukardakl sekilde yazilabilen
f fonksiyonu ¢ember-yildizail midir ?

Bu soruya asagidaki teorem bir cevaep olacaktir .

TEOREM 3.1.4. b Schwarz Lemmasinil gergekleyen ve
b(0)= -1/(4w) olan bir fonksiyonu gistermek iizere;

()=~ 4w ___ESE)__Z
(1-o(z))
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fonksiyonunu gz Oniine alalim : ancak ve ancak ,
her ze¢B i¢in ,

¥(z) 1-b(z)
Re {Zb(ZB 1+b(z§§ > 0

ise , f cgember-yildizil bir fonksiyondur .

. ‘ ' ' wf (z)
AT 1 Te I 1.1, 1cak g =
ISPAT Teorem 3.1.1. den , ancak ve ancak g£(z) e

yi1ldazal bir fonksiyon ise y, T c¢ember-yildizildair .
Burada , f(z) yerine teoremde verilen gekli yazilirsa |,
kolayca , :

b(z)

glz)= — 4w 5
(140(2))

oldugu ve dolaylsi ile de |,

/ 6(z) 1-b(z)

O CORNS CO T
g(z)  ~blz) T40(z) '~ “B(z) 40(z)

olacagl hesaplenir . Boylece , teoremdeki kogulun gerekli
oldufu goriulir . '

Tersiné y , L
' b(z) 1-b(z)
Re{?b(z) e | >0

ise , son buldugumuz denklikten g fonksiyonunun yaildaizil
oldugu gorilir ki , gene Teorem 3.1.1. geregi f mnin
gember-yildazil bir fonksiyon oldugu sohucuna varilair

bu bize kosulun yeterli oldugunu gésterir . |

Bunlara ek olarak su sonuclari da siralayabiliriz ./

SONUL . Schwarz Lemmasini saglayan bir - b. fonksiyonu
‘her. z€3B ' i¢in , '
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an
: 2 -1t
—4w b(z)= z(1+b(z)) "exp (—2J’log(1—e * z) du(t))
- 0
denklemini sagliyorsa - burada , w monoton artan
ve negatif olmayan gergel bir fonksiyondur -

Ple)= - 4w 22
- (- b(z))°

fonksiyohu gember—ylldlzlldlr
Tersi de dofrudur . Ustelik , bu durumda

)(75_‘ wf(z)
S )

2
vildizal ionk51vonv',_ G(z)= ~4wz/(142)
fonksiyonuna subordinedir . ‘

ISPAT : verilen denklemi saflayan fonkeiyonu icin
— A ~jﬁﬁl¥—?:zze XD ( f:hwf —e 7) du(t))
(24b(2))"

esitligl B nin her nokta51nda ver olur . Bu esitligin
sag tarafi , Teorem 2.2. ye gOre bir yildizil fonksiyon

olup buna g(z) dersek ,

b(z)

elz)=-4w 5
(14b(z))
yildizil ve -w defgerini almayan bir fonkeiyondur .
(g, -w degerini alsaydas , b de 1 deZerini alirda )
Kolayca goriulebilir ki

Wg(Z) =f(7>

w+g(zi
dir ve bu iligki f fonksiyonunun gember-yildizal
oldugunu gosterir .
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Tersine , f teoremde verildigi gibi ise , bu

gember-yildiza karsilik gelen

vkl o, b(z)
o) = ity =4 (14b(2))?

fonksiyonu yildizil oldugundan , Teorem 2.2. de bahsi
gegen integral gosterilise sahiptir ; dolayisi ile de
b fonksiyonu
—4w b(z)::z(1+b(z))2eXp (~2j’log(1—e—ltz) au(t))
0 _

seklinde bir denklemi saglar .

Burada yazdigimiz sekli ile , Teorem 1.2. den ,
fonksiyonunun ’

G{z)=~4w
(142)

Tonksiyonuna subordine oldugu gdorilir .
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ALT DATRe POLEGELERDE  CEMBER -YITIZNLIK ve
DANME -BlriivE datelnrls
Y1ldizil fonksiyon birim dairenin alt daire bdlgelerini
gene yildizil olan bdlgelere resmeder . Cember-yildizil

fonksiyonlar da bu Gzellige sahiptirler . $oyle.ki ; eger f
¢ember-yildizil bir fonksiyon ve

0¢r{1l olmak kogulu ile Bp=Jz :lzlcT ¢
ise , f(Bp) cember-yildizil bir bblgedir :

" Gergekten , hemen w noktasinin f(By) dasanda
kalacagini ; daha Once tanimladigimiz g= ¢(f) fonksiyonunun
vi1ldazil olmasindan otird , g(By) nin yildizal bir bdlge
olacagin: sdyleyebiliriz . $imdi , W€ f(By) ise , bu noktanin
$ altindaki gorintisi §(W)e€ g(By) olup , burada &(W)

ktaaz rijine birlestiren dogfru parcasi gl icinde
noktasiny orijine birlegtiren dogru pargasi  g(B iginde

)
r
kalar ki , bu dogru percasinin ¢ altindaki ters resmi , W
noktasini orijine baglayven - w noktasindan gecgen -~ cemberin
vir vayidir ; bu gember vavi , 0 Ffenkeivorunun konform
blugmndan dolayax f(Ey) dginde kalavaktir . Her W€ £(By)

icin bu gerceil sbyleyebilecegimizden , T(Bp) bdlgesinin

cember-yvildizail olacszi anlagilir . M

Simdi IC\(I olmak Uzere , yaldizal bir g fonksiyonu
icin aga@idakl yeni Tonksiyonu gz Online alalim :

G(z):g—(—%?—z . (G#0 ) .

Buresds , .z ye gore tirev slinirsa , derhal Cl(z)=g’(z) ve
dolayais: ile , G fonksivonu normaﬂamﬁg olup ,

6(2)
“5T2)

~—r

\J~g J
N
S



21

esitligl saglanir ; 16z 12]<1 olduju dikkate alinirsa G
fonksiyonunun da yildizil oldugu anlasilir . Benzer ddniigiim
cember-yildizil fonksiyonlar ig¢in biragz farkli davranir .

LEMMA 3.1.1. fE€ CS*(w) ise , her z,éB—{OZ igin ,
£(Lz)
ol —
(z)= 7

fonksiyonu CS?E) sinifina aittir .

ISPAT : Basit bir hesapla ,

w 7 /
G vl W N
(\',_Z)‘;:F(Z) F—(Z) w-1 Z;Z) f(t7j

bagintisinin var olduZu ve dolayisi ile Teorem 3.1.2.den .
: w A . ‘ .
F fonksiyonunun a noktasi ig¢in cember-yildizil oldugu

sonucu ¢ikarilir . (|rz|<Iz]<¢1 olduzuna dikkat )

a
I’

- - Yukarida bahse konu olan doniigim bize , g yildizil bir
Ionkclyon olduau zaman g

' 2
glz)=2z + a, z 4+

2
agilimindaki 52 katsayisinin , g bitin yildizal fonksiyonlari
dolagtify zaman , [Z|{2 dairesini tamamen dolduracagini
soyler . Bagka deyimle , yildizil fonksiyonlar ig¢in ap nin
dezigim bolgesi |2]/£2 dairesidir ; bu dairenin her a

noktasi ig¢in ap =a olacak gekilde bir yildizil fonksiyon
bulunabilir . Gergekten , k Kbebe fonksiyonynu gtstermek
lizere , C=2/2 alarak elde edilecek olan yildizil fonksiyon

é k(gz):.z + a22+...‘dir .
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Cember-yildizal bir f fonksiyonunu gtz Oniine alalim :
byle ki , seriye agilima

f(z)=2z + agz2+

gseklinde olsun . O takdirde uygun bir yildizil g fonksiyonu
vardir ve bu fonksiyon aracilagi ile

£(z)= Wg(z)

~ wrg(z)

yazilabilir . Simdi , g(z)=2z + A222+ ... 1ise , buradan
basit bir hesapla

1, 2
f(z)= 2z + (A2 - ;V)z Foens

olacagl gorilir . Boylece

- katsayilar arasi bir iliski olarak elde edilir . Oncelikle
f wve g Tfonksiyonlarinin her ikisi de yalinkat oldugundan

?

]a2]42 ve ’A21é2

olmak zorundadar . ,
. i . 1
. Ote yanden , w=z=wle dersek , lwl;z oldugundan
[;2144 olur . 2 < lv}vl {4 oldugunu varsayalaim : o takdirde ,

a, , lz2]¢2 ile |z +%|42 dairelerinin arakesitindedir

nNe

1 . 1 . .
]‘-H > 2 oldugundan , o noktasinin IZI £ 2 dairesine en yakin
vzakligindan bahsedebiliriz . Bu uzeklik , orijinden ¢cikan ve

1 ) s s
- noktasandan geg¢en 1sinin |Z[=2 cemberini kestigi nokta

-— ‘_l N
2e 1¢/ ile r=le @ arasindaki uzakliktair ; bu ise

-1 1 -1
Se O‘—-—-e 0&_1

wl = jwl
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'A2= pe & igin a, nin mutlak degerce alabilecegi
- . _ _ 3_— ___i
degerin |azl~‘ A, wl_;wy

olursa , bu degerin bir en kiiclik defer olacagi godrilecektir

- 2 olduguna dikkat edilecek

A2= 2e—ld dlan ve ~-w deferini almayen yildizil fonksiyon

Koebe fonksiyonunun o-~donmesi

k - 7
alz)= —iox (2
(1~e "g)
oldugundan , |a2| igin s0z konusu en kiiglk degere
- wkd_(z) _ e
Wl () w(l—e"laé)2+z
=2 + (Qe“ldL %)22+ .

Tonksiyonu tarafindan ulasilir . Ustelik T c¢ember~yaldazil

bir fonksiyondur

~[a2|_igin en biiyik deger olan 2 , cember-yildizil bir

fonksiyon olan kﬁ+ ig¢in saglanir :

o
k (z)= —f ~ - 2e_ldz2+ ee. dir .
r4+0 -l 2
(1+e z )
e ‘ 1 . ,
Boylece , 2 < Nﬂ‘$A' Varsaylml altinda gember-yildizal

fonksiyonlarin ikinci katsayilarinin erisilebilir alt ve ist
sinirlarini bulmus oluyoruz . Bu sonuglar: toplu yazmak

istersek ; Teorem 3.1.5. i verebiliriz
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TEOREM 3.1.5. %]élw|( % kogulu altinda |,

f(z)=2 4 a z2+ ...E.CS*(W) ise ;

2

(I-V-l\-(-“—2 ) 4la2l\(2 olupr,

esitsizlikler erigilebilirdir .

UYART : lw().%

bir alt sinirini bulamayiz . Gercekten , bu durumda

oldugu zaman la2‘ nin sifirdan biyilk

1-2-%—7} é 1 olup , g(z)=2w k‘(—g%)' seklindeki fonksiyon

yildizaldir ve Koebe fonksilyonu k Dbirim dairede -~ 5
degerini almadifindan , bu g Tonksiyonu da -W
degerini almaz ; iistelik , '

glz)=2 + =~ 27+

W
oldugundan , bu yildaizail fonksiyonce tanimlanacak
£(z) = elz)

wtg(z)
¢ember-yildizil fonksiyonunun ikineci katsayisa

1 1
8= = - ~==0 dir .
27 w w

]a2] igin , 2, lwl)% nalinde de en iyi ist sinirdir

( Bu tUst sanara krc+oc fonksiyonu verir . )
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Yeri gelmigken , w noktasinin konumuna bagli olarak
¢ember-yi1ldizil fonksiyonlarin S ig¢indeki yerinin nasail
degistigine bir gbz atalim :

1
4

subordinasyon ilkesinden dolayi ,

(a) |w|= ise ,

* * A
CS(W)(\S:ik : d=-arg w} dir .

LG SR
(b) %.élwl( ® ise ;
Cgﬁw)r\Sx icinde birden fazla eleman olacaktir .
(¢) w=m ise ;

bu duvrumda tanimda yer alan cember yaya

bir dogru parcasina donlisecefinden , cember-
yildazil fonksiyonlarla yildizil fonksivonlar
cakisirlar : vani '

*
cs(w )= s* dir .

+ KARE-KOX DORISTWT

Bilindixi eihi , f€5 ise . ,F(z):r\/f(z2) seklinde

taninlanabilen " kare-kdk " dOniigimi de yalinkat bir
fonksiyon ghsterir . Gercekten , Oncelikle
2
. 2 _ f(z") 2
f(z)=2 + a.2 + ... ise, ( “=1l 4+ a2 ¥ ...
2 Z2 2

fonksiyonu B de artik saifir olmayan bir fonksiyondur , basit
baglantili olan birim dairede bu fonksiyonun analitik kare
kokili tanimlanabilir ; istelik bu fonksiyon bir

" ¢ift fonksiyon " dur . Bu fonksiyvon araciligi ile
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oldugu ve F fonksiyonunun nsrmsllenmig, bir " tek fonksiyon *
olacagir anlagilair . ‘

z Ve 7, 4 B . nin her hangi iki noktasi ve F(zl)ziF(zg)

olsun : buradan f(zi):;f(zg) ;- £ fonksiyonunun yalinkat
“olmasindan da derhal 2 /= %, veya z = -z, sonuclari elde‘
edilir . Ancak , F tek fonksiyon oldugundan zlz -2, hali
‘@érgékle§emez : aksi takdirde , F(—z2)=:F(22) olacakty !
Riylece sadece z = 7z, sonucunu bulmamiz , F fonkgiyonunun

yalinkat olmasindan baska bir sey sOylemez .

Bu donligiimii yi1ldazil fonksiyonlar ic¢in ele alalim
* o e e e
g€ 5" olmak lzere , bunun kare-kok doniligimine G dersek
2 2 s o N y
G (z)= z(z") denkliginden ( z#0 igin ) logaritmik tiirev
alir sonra =z 1ile garparsak agafidaki egitligi elde ederiz
- ki bu esitlik 2z=0 ig¢in de dogru olur - ; ‘

) / ), 2
(z 2 glz)

o)

7

—
—

N

o)
N
no

2 . . . o
7z €& B olacagindan yi1ldizil fonksiyonlarin analitik
karakterizasyonu bize , G fonksiyonunun da yi1ldizil oldugunu
gosterir .

Qembér—ylldlzll fonksiyonlara gelince , bunlarin /
- Schwarz Lemmasini gergekleyen ve b'(0)= -1/(4w) olan bir b
fonksiyonu aracilagi ile
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b{z) |
(1-b(2))°

bigiminde gosterlllslerlnl gdz Oniine alirsak , T cember-
ylldlzll fonksiyonunun kare-~kidk donugumu olarak

/ )_21J-Nb(z

1- ~b(z )

f(z)= -4w

elde ederiz . wé dersek , bu fonksiyon da Schwarz
Lemmasini vergekler ve /3(0)—-1/(21y” olur . ( b, bire-lir
oldugundan kare kok fonksiyonu tanlmlanablllr <)

Sonug¢ olarsk , -

n(s)= >_2J'ﬁz)
15 (2)

-

bulunur ki , F fonksiyonu 2iyw fonksivonuna subordine
1-7

olup , +¢w degerlerini alamaz .

Ote vandan
J uw-r(

fonksiyonunun yildizail olmasa igin , bu fonksiyona G dersek

( ) ﬁWZ) 1+18(z
‘Gz T p(z 1- 1/3(ZT

~ ) . 5 . . .
fonksiyonlarinin ger¢el kasaimlarinin pozitif olmasi gerekir .

—mf(z )
-1 (z

4

derek

" Benzer gekilde., fonksiyonunun yaildazal

‘olabilmesi kogulundan hareket e

Reéﬂz)llﬂ i)o

%) 1+3p
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saglaniyorsa. , F € CS(-4W) olacagl sonucunu elde ederiz ki

biitiin bu yaptiklarimizi asagidaki teorem altinda toplayabiliriz.

TEOREM 3 1.6. Qember—ylldlzll bir
b(z)
(1-b(z))
kare—kbk dontigiimi , 3(z)=¢/bl 2) olmak tlizere ,

Pz )=4/T( );21/f Az dir .

1~ (Z)

Ustelik ; her =z € B igin

/32) 1+1/3(z)
Re{ Blz) - 1ﬂz)}>o

kosulu sazlanivorsa , Fe oW

f(z)= ~4w fonksiyonunun

2

her 7613 igin
| ] Alz) 1Bz
Regzﬁ ) 1-—1ﬁ(z)%>o

*
oluyorsa , F€ CS(-vw) dar

Bir de , f c¢ember-yildizil fonksiyonuna karsilik gelen

wf (z)

glz)= w—-1(z)

vildiazil fonksiyonunun kare-kok doniisimil ele

alinabilir ki bu da yildizil ve * idw degerlerini almayan
bir fonksiyondur . Dolayisi ile /

0(z)=¢/5(z%)  ise ‘,
1w e z) fvf(z )
N - o

(14/W) ;
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14WG(z) S VE(27) ¢ oFloivi)
LG (z) \Jw—-f(za) ¢ ik (22)

dair o

Bu bolimde , gember-yildizil fonksiyonlarin a {n=2,3,.

katsayilarini inceleyelim :

f g¢ember-yildizil bir fonksiyon ise ,
b(z)

f(g) = 4w —0
(1-b(z))°

seklinde yazilabilecektir . f(z)-w farkini hesaplarsak ,

2
£(2)-w = —w (..f‘_‘lL(f:.)___Z + )= - L%:_._ll
: (1-v(z)) (1~ (Z))
oldusunu goririz . Burada , p(z)= %igég% denirse |,

p€lP olur ve boylece
" : 2
flz)=w(i-p (2))

sonucuna varilir . ( b/(0)=-1/(4w) olduzundan p(0)= -1/(2w)
dir .)

Ote yandan ,

2rzu-e_itz an_itz
Z Z
>}

o -

=1 +2/ Coy® gu(t)

esitliklerinden , p fonksiyonunun seri nosterlllmlnln

)
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.. ~-int
n=21,2,... icin , c :f e M qu(t) ,

. . )
plz)=1 4+ 2 Z, c
N=4 n

seklinde oldugu gorilebilir . Burada yer alan u fonksiyonu-
nun O6zelliklerinden hemen ' ‘

olmak izere ,

n=1,2,... dic¢in', ‘cn'\(l
oldugu agiktir . $imdi ,

&
+5
Z,ccz
r’s

8=1

N

( (1+QLC Z ) l+2Lc 7" —l+4}— c 2 Sy
=4

-
i
-

‘bagintisindan g:ift toplamda n=r+s dersek , s=n-r olur

ve dolayisi ile , o @ h- N
F e 38 oo
Y=q4 S=4 L n=2 r=4 T N-x
denkliginden de yararlanarak .,
4
. n »
; 2 n
. p(z)=1 z
h =1 V=4 I' n-r
elde ederiz . Sonuc¢ta , gember-yildizail
3 n
f(z)=2 4 Z a %
n.
n=2

fonksiyonunun katsayilari , her n=2,3,... ic¢in ,

f(z)=w(i-p (z)) /bagglntlsnldan , agsafidaki gekilde bulunur :

n
a = -4w Z , CL.C :
n s} n-r

¥
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Burada , c = 1 ve 01::—1/(4w) ~ dar .
- Hemen , her n=2,3,... 1ig¢in ,
lanl< 4N4n"

egitsizligi elde edilir . Ancak , Bieberbach tahmininin-dogru
oldugu , 1984 yila yazinda , Louis de Branges tarafindan
ispat edildiginden ve [4wl)1l oldugundan , bu egitsizlik
erigilebilir degildir . ‘

Lger , birinei tirevleri p'(0)= -1/(2w) olarak belirli

~gercel kasmi pozitif olan fonksiyonlar igin c katsayilari

temamen belirlenebiliyorsa , yukaride verdigimlz formil
yvardimi ile , lanl i¢in iyi bir Ust sinir bulunabilecegini
tahmin ediyoruz .

0 halde burada ger¢eklenmesi gereken erisilebilir

esitsizlik . n=1,2,3,... 1icin ,
n
(]
, c_c nic
Z; T n-r é‘ l J
=i

. : . R &
dir . ¢ katgayilarinin yapilari , hakkinda fazla bilgimiz ”
olmayan” u - fonksiyonuna bagli oldujundan bu son egitsizligin
doZrudan bir ispatini veremiyoruz .
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3.2. QEMBER;YILDIZIL PONKS [YONTAR ICIN DISTORSIYON
TREOREMLERL

Yalinkat fonksiyonlar sinifa 8§ ig¢in bilinen agagidaki
distorsiyonlar , yildizil ve gember-yildizil fonksiyonlar icin
de s06z konusudur . '

0« r( 1 “olmak Uzere ,

m(r)= r ve M(r)= L
(147) ' _ (1-1)
olarak alirsak , her €8 i¢in , Z::reltEﬁB ise
(1) mn) e me
() ale) ¢ Jela)] gule)
o wl(r) | (z) (e
(3) D) < “T(z) érﬁ(rj

Burada , egitlik halleri her z€ B noktasinda , ayni
zamanda birer yildazil fonksiyon olan Kdebe fonksiyonu veya
Koebe fonksiyonunun bir donmesi igin sz konusu olacagindan
vu distorsiyonlar yildizil fonksiyonlar icin de erigilebilir
olacaklardar . ( Kisaca hatirlatalim : bir fonksiyon sinifa
ile 1lgili bir esitsizlikte her 2z noktasainda egitligin
olmasini saglayan sinifa ait bir fonksiyon bulunabiliyorsa ,
bu egitsizlige sozi edilen sinif lUzerinde erigilebilir denir.)

Ancak bu distorsiyonlar artik gember-yaildizil fonksiyon-
lar i¢in erisilebilir olamayacaklardir ; ¢inkd , bu sinif
donmeye gdore kapali degildir .
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Gene de |, Cg?w) iizerinde , distorsiyonlardaki egitlikler
« =arg w olmak kosulu ile ,
z ial
(1+e—l“z)2

kKnea(z)= fonksiyonu ig¢in =z =#re

noktalarinda saglanir : gergekten ;

ia iot
nealre D = n(r)  |egedret | =uz)
1o id ,/ '
o ‘k;+a(re )|=Hﬁr) , Ik;+d1‘re )|=Nﬂr) :
ve dolayisi ile ;
! iy /o, o ia
/ _ ,
reid’km+d(re ) __rm(r) ¢ reia)km+d( e -—TM(T> dir
i iey | Tm(T) g i, | T TM(r
Krpalre ) Kpsal-Te ) (x)

(1) no'lu distorsiyona dikkat edilecek olursa , bu
distorsiyon esiteiszliklers , fonksiyonun orijine ne kadar yakin
ne kadar uzak kalabilecegini gbstermektedir . Bu gdristen
nareketle , c¢ember-yildizil Tonksiyonlarin , kendilerli ic¢in
Ozel bir yeri olan w mnoktasina uzakliklarini inceleyelim

Once , c¢ember-yildazil bir fonksiyon f ig¢in ,

_wgl(z)
fle)= 05w

vazilisinl g0z Online alalim . burada g bir yildizail fonksiyon
olup ,

wg(z) _ we
wte(z) ~ wiglz)

w-(z)= w- dir .
. it :
- Dolayisai ile , z=re €B ise ,

. o 5
()] ) fwi .
w-T(2) 2’Wﬂ+1g(z7l"WH*-M(r) alt siniri bulunur .




od=arg w ve kg

f(z)=

cember-yildizil fonksiyonu ig¢in ,

e

{6ebe Tonksiyonunun d-donmesi ise |,

wkelz)

WiKalz )

fw-f(re

)| =

oldugu gorilir .

[wle™

z::reld noktasinda ,
W _ Il
* ()| M)

Ote yandan , hemen goriilebilecegi gibi ,

. le—\f(Z)l £

oilmekta , esitlik Kp, 4

gerceklenmektedir :

. oeidy s il
Kn+d( rel®) = _M(r)e

boylece agagidakl teoreml lspat etmig

bwl 4 1 ()

C o i ,
igin =z =-re noktasinda

‘w-k (-re dﬂ:khﬂ+m(r))eid[ dir . -

T+ &

oluyoruz .

TEOREN 3.2.1. T€0s{w) olsun : o takdirde ,
her =z = 11;(5 B dig¢in , |
2 N2 ’
(1—r)lw? .,Z)‘é (1-7) dwl+

z
(1-7)"lwl+

egitsizlikleri
safa siresiyla

= wka/ (wtky)

noktasinda

SR s
Kg+q Tonksiyonu igin

gerceklenir

£ w-1(
(1-1)

Bgitlikler , soldan

gergeklenir
ad=arg w 1ise ,
. . o ia
Torksiyonu ig¢in 2z =re
H
i .
7z =-Tre noktasinda
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Bu teorem 'S sinifi ig¢in.de sOylenebilir ve asajgidaki
soruya bir cevap olugturulabilir

SORU : " S sinifina ait bir fonksiyon , birim dairenin
‘ hig¢ bir noktasinda almadiZir bir w . degerine
ne keadar yakin olabilir 7 "

CEVAP :TEOREM 3.2.2. f€S ve wgf(B) olsun
o takdirde , Tecrem 3.2.1. dle verilen

esitsizlikler gecerlidir ve erigilebilirdir .

s - S wf(z
ISPAT : Varsayimlarimiz altinda .g(z):\N é(;
fonkeiyonu da S sinifainda olup , Teorem 3.2.l1l. in
ispatinda yapilanlar tekrarlenabilir ve teoremin S
sinafi ig¢in de dogru olacagy gorilebilir .

. . , , it . L .
S[ONUL . f‘E“Sﬁw)_ ise , her z=re €1B ic¢in

(1—r)2[w[

w—T(z) (1—r)%wH?r
2 ¥
(2—-7)"lwl + W (1~r)%w(
egitsizlikleri vardar o=zarg w ise

soldan sasfs

, esitlikler
fa sirasiyla

*
= wky/ (vitky) T . R ' ia
= wky/ (wiky onksiyonu ig¢in , 2z=rTe
- noktasainda ;
. - ia
kﬂ+a. fenksiyonu icin , zZ=-Te noktasinda

gerceklenir .



Cember-yildizal bir fonksiyon f d¢in , g=wf/(w-T)
fonksiyonunun yildizil olduZunu bir kez daha hatlrlayallm :
Birinci distorsiyon diyebilecegimiz

m(r) ¢ |e(z)] ¢ Mlxr)
K o ivt,. . .
esitsizligini kullanarak , € CS(w) igin , z=re” '€ B ise ,

< | e [tz

seklinde bir distorsiyon elde ederiz . Burada sinirlar f nin
w  noktasina uzekligina bagli olarak ortaya c¢ikmaktadir .

. . . it
fonkeiyornu igin , 2z=-re noktaginda |,

f= Wl{a/( W+kfu)
dikkat ederek ,

kd(—relaﬁ = mf{r) olduZuns
ig 1ol .
—T(-1e f-re .
m{ ) wflor >|: m(r) £ T ) :lf(—relgﬂ
W
I’q(—I‘P )
X ilk esitsizlikte esitligin , f =wko/(welky

onucunu buluruz ki |,

L

ember vi1ldizil fonksivonu ic¢in 2z =-» exp(id) noktasinda

sailandi1Ziniy goririz .

cember-yildizil fonksiyon icin , ka(reld) = N(r)

Ayna
7z =1 explio) nokta51nda ,

oldugundan ,

vt (

i(r) |-

egitliginin Jergeklendlgn gorulir . Baska deyimle , bulduiumuz

dlstorglyonda yer alan ikinci egitsizlikte esitlik ,
Lot

f = wka/(wtky) 7 = 1e

noktasirdea gergeklenir .

cember-yi1ldizil fonksiyonu igin
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Gene c¢ember-yildizil f fonksiyonunu ele alalim :
bu durumda , yildizal g=wf/(w-f) fonksiyonunun tirevi |,
, E
g' ()= ————£1(2)
(w-£(2))

olup . ikinci distorsiyon diyebilecegimiz

) ¢ |el=)] € )

' : ¥ o i
esitsizliklerini de kullanarak , f¢ CS(w) ig¢in |, z::relte B
ise ,
2 2
/ w=T(2z P 7 w-f (2
slt) PR o] oo 2020
w W
esitsizlikleri ile verilmis bir diStorsiyon buluruz
' j+e~io;
k&(z)::—;—-—f—i—} oldugundan , k&( Jc")-—-m(r) ve
(1—e~10%) " :

frc )-w r) denkliklerinden , f =uwky/(vwtky) cember-

y1ldizil fonksiyonu igin ) z:-»reld noktasainda ,

4y fw=f (-7 ‘

m(r) £ ;

wooo T
. .. 1o
ayni fonksiyon ic¢in , z=re noktasinda ,
fo 2 .
P w-f(re ¢ 1o
M(r) ——~£Wf——2 = [f(re ﬂ

egitliklerinin gerceklendigini goririz .

/

Boylece g¢ember-yildizil fonksiyoniarln tirevi igin
ikinci djstor%lyonu veren bir egitsizlikler takima bulmuq )
esitlik hallerini incelemigs oluyoruz



f cember-yildizil fonksiyonu ve gz=wf/(w-Ff) y1ldizil
fonksiyonuv ig¢in , her 2z € B noktasinda ,

g(z) w {z2)

2oz) " wor(z) %F(2)

oldugu hatirlanarsa , ligiincl distorsiyon adini verebilecegimiz
!
,8(2)

(€D
ol ks

]( )
esitsizliklerinden hareketle , fe€CS(w) icin , Z::relte B
Cise , '

w—1(z)

/
m r) w-f(z) ¢ Zf(z) M (r)
m(r) W (z) M(r W
distors yonunu elde ederiz .

f::wkq/ w+ka) cember yaldizil fonksiyonu ig¢in ,

72 =-re " noktasinda ,
o e .
: i . kol -1e i
.,nm/(:r-) w—T (—re” %) _l¢ Th1,oc> ol -re” ) w-f (=re d)l
“m(r W T ' i ;
m(r) rgl-re D) W |
, .
io, Fl-ret®)
= «—Te ) —~*——-§ar
f(-re” )

egltli finin var oldugu gorilebilir . Benzer gekilde , aynai
cember-yi1ldizil fonksiyonun =z=r exp(ia) noktasinda

/

M(r)
()

'i

. ’ ’ I .
w—f(rela) i f(reld)
- =lte ———
1d)

W T(re

esltligini verecegini gost@rpblljrlz .
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Bdylece , bltin bu,sonuglarl agsagidakl teorem altinda
topluca ifade edebiliriz :

TEOREM 3.2.3. fé€CS{w) olsun : z = re” e B ise ,

(1)  m(r) .W;'_]Z_(.E.Z\lf 2)| ¢ m( )IW £(z)
. . W
w—T z)r

(2) mkr) - (Z) <‘f?z)‘g Mzr)

W
(1) |w-F(z) z) Mﬁr) w—-T(2)
(3) rm(r) W $ Zf(z) N M(?j W ’

egltsizlikleri vardir . Her ii¢ halde de , soldan
saga sirasiyla , birinci esitlik , od=arg w ise |,

f = wke/(wtky) gember-yildazil fonksiyonu igin ,
il
z=-re  noktasinda ; ikinci egitlik , gene ayna

, o le o
fonksiyon i¢in , =z =re noktasinda elde edilir .



4 .Bolim
GEMBER-KONVEKS FONKSIYONLAR

Bu son boliimde , gember-yildizil fonksiyonlarda oldugu
gibi , konvekslik kavramini da dogru parg¢asi yerine bir ¢ember
vayl kullanarak genisgletecegiz ve bOylece tanimlayacagimiz
fonksiyonlara kisaca bir goz atacagiz . Bu fonksiyonlari daha
sonra , bir blitin olarak - bu teze konu olan cember-yildizil
fonksiyonlar ig¢in yaptigimiz gibi - incelemeyi planliyoruz ;

0 nedenle , burada ayrintiya girmeden sadece goOzlemlerimizin
sonuglarini vermekle yetinecediz .

TANI# 4.1. Dizlemde bir bdlgeyi ve disindeki bir
w - noktasini goz oOnline alalim : bu bdolgenin
herpangi ikl noktasa W1 ile WP vi birlegtiren ,
w noktasindan gecen bir cemberin yayai , tamamen
‘bolge icinde kaliyorsa , bu bdlgeye ,

" w noktasi ic¢in gember yayina gore konveks "

3

va ds , kisaca
" gember-konveks "

bolge diyeceziz .

TANTH 4.2. Birim daire bSlge B idic¢inde analitik
ve normallenmig bir fonksiyon f ve w¢gf(B) olsun
f(B) c¢ember—~konveks bir bdlge ise , bu fonksiyona ,

- " g¢ember-konveke fonksiyon "
diyecegiz . Bu tir fonksiyonlsran sinifini
CK(w)

ile gosterecesiz . ( Burada , w#O olacaktir .)
Hemen goriilebilir ki , CK(oo)=X dir .
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Tanimin iik sonuglarindan biri de , ¢ember-yildizil
fonksiyonlarin , g¢ember-konveks fonksiyonlari bir alt sinaf
kabul etmeleridir :

ck(w) ¢ CS(w)  dir .
( ancak burada lwl}-% olmak zorundadir )
Daha Once de yaptigimiz gibi , f cember-konveks bir
fonksiyon ise |, o :
wf(z)
(1o ()= 52

geklinde tanlmlayaoaglmlz fonksiyon konveks olacaktir - ki
bu nedenle lwlz.;/Q kogulunu saglamak zorundadir .-

Boylelikle gézlémlerimizi siralameya baslayabiliriz .

TEOREM 4.1. Birim dairede analitik , mormallenmis
ve w defgerini almayan bir £ fonksiyonu |,
ancak ve ancak , .

wf (z) ”

woE(2) 7

.

fbnksiyonu konveks 1ise , cember-konveks bir
fonksiyondur

SONUL . feCK(w) olsun : o takdirde |,

, wglz)
1 f{z)=
W)= ey
olacak gekilde bir konveks g <fonksiyonu vardair .
Tersine ; g Xonveks ve wig(z)s% 0 olan bir
fonksiyon ise., (1) ile verilen fonksiyon f
cember-konvekstir .

(2) f yalinkat bir fonksiyondur
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TEOREM 4.2. B i¢inde analitik , normiallenmis ve
w degerini almayan bir £ Tfonksiyonunun
cember-konveks olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul ,
her z€é 3B id¢in ,

" /

egltsizliginin gerceklenmesidir .

Hatirlaenacazl gibi konveks bir fonksiyon ig¢in , alt
.daire bdlge By lerin de resimleri birer konveks bdlgedir ;
bu dzellik gember-konveks fonksiyonlar igin de vardir .(Burada
aligilageldizi tizere , O0<r<dl dirv .) :

f€CcK(w) ve Cyp=f(lzlzr) ise , §(Cyp) konveks bir
esri olacagindan '

arg { @(f(relt)) ~ é(f(relt3)>}
t € (to, o 4 2r) nin artan bir fonksiyonudur . Bdylece K

agagidaki lemmayl elde edebiliriz

LEMMA 4.1. T€CK(w) ve Cr=f(zl=r) olsun

o takdirde , z,Z€Br={z :lzl(:r} , z#t ise ,

/
2 zf(z) w-f(L) NN
e {f(zT—th) WoE(z) } 20 dar

Bu Lemma ve Teorem 2.6. aracilisi ile ;

PEOREM 4.3. f€ CK(w) dise , her 2z,5£ B icin ,

2 2tls) wf(Z) _ 4
e g £(z)-1(C) w-i(z) =~ Z—C§> 0O dir .
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R W Zf'(z)
S\ w-T(z) °Flz)

fonksiyonuna " o —1inci1 dereceden cember-yildizail " diyeceZiz .
Boylece , Teorem 4.3. de (=0 alarak agagidaki sonucu
elde edecegiz . '

} > o/.> 0  kosulunu saglayan T

SONUL . f€CK(w) ise ,
T, % ~inci dereceden gember-yildizil

bir fonksiyonduxr

( Daha Once geometrik olarak vardigimiz ;
gcember-konveks fonksiyonlarin ¢ember-yildizail
olduigu ger¢eiil analitik olarak da dogrulanmig
olur . ) '

Bilindizi lzere , f konveks bir fonksiyon ise

/
z(z)=21(z)

ile tanimlanan g fonksiyonu yildizaildir . Cember-konveks

fonksiyonlarla cember-yildizil fonksiyonlar arasinda da
benzer bir iliski vardir . '

TEOREM 4.4. f g¢ember-konveks bir fonksiyon
olmak iizere , |w|»1/2 ise , her z€B icin ,

bajigintisi ile tanamlaznabilen g fonksiyonu
cember-yildizaldir :
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OZET

Diizlemde , orijini de ig¢inde bulunduran bir bdlge
ve disindaki bir 'w noktasi gbz Oniine alinmis , bu
b6lgenin her noktasi orijine w noktasindan gegen bir
gemberin bdlge ig¢inde kalan bir yayi ile birlegtirilebili-
yorsa , bu bdlgeye " ¢ember-yildizil " adi verilmigtir .
Birim daireyi , gember-yildizil bir bolge lizerine resmeden
normallenmig analitik fonksiyona da

" gember-yildizil fonksiyon "

denerek , bu fonksiyonlar sinifa .CS(w) ile gbsterilmistir.

Bu doktora c¢aligmasainda yukarida adr gecgen
fonksiyonlarin geometrik ve analitik olarak nasal karakte-
rize edilebildikleri , valinkat olduklari yildizil fonksi-
yonlarla olan iligkilerinden yaralanilarak gosterilmig ; =
bir takim ¢zellikleri aragtirilarak ortaya cikarilmig ,
bazi1 donligimler altindaki davraniglari ve katsayilara
incelenmigtir . Bunlar yapalairken , gelenek olan sistematik
uygulanmigtir . Ayrica , bu fonk81yonlara oz gl dlstor31yon
teoremleri elde edilmigtir .

Benzer gekilde , cember-konveks bolge ve fonksiyonlar
tanimlanmig , analitik karakterizasyonlari , konveks '
fonksiyonlarla bu yeni fonksiyonlarin iligkileri , yalinkat
olduklari gosterilmis ; ¢ember-yildizil ve cgember-konveks
fonksiyonlar arasinda bir baginti elde edilmigtir .



