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GiRi;l 

brnekleme dag1l1m1 kullanilarak parametrelerin belirlenrni9 bir 

olas1l1k dahilinde hangi degerler arasinda olabileceginin belirlenrnesi 

arahk takdiri konusunu olu.;;turur. Teorik ternelde arahk takdiri ile 

bir parametre i~in alt ve iist s1n1rlar1 olu.;;turan istatistiklerin 

tespiti yapilir. Bir ana ktitleden alinan s1n1rl1 sayida gozlerne daya

narak bilinrneyen pararnetrenin ger~ek degerinin belirli bir olas1l1kta 

bulunacagi araliga Giiven aral1g1 denir. 

Giiven arahgi olu.;;turmada ve giivenilirlik seviyesinin takdirinde 

yeni bir yontern olarak Efron (1979) tarafindan Bootstrap yonterni 

geli9tirilmi9tir. Bu yontem pivot olarak · ahnan gozlern degerlerinin 

bir fonksiyonunun dag1l1m1na yakla91lll i~errnektedir. Yakla91k olarak 

bulunan bu dag1l1ma Efron tarafindan Bootstrap dag1l1rn1 ismi konmu.;;tur. 

Bootstrap dag1l1m1n1n bulunu.;;unda parametrik ve nonparametrik (pare- · 

metrik olmayan) yakla91rnlar kullanilabilrnektedir. 

Pararnetrik olrnayan yakla91rnla Bootstrap dag1l1rn1n tespitinde 

bilinmeyen dag1l1m yerine istatistiksel f onksiyonun tan1m1na gore 

gozlemlerin deneysel dag1l1m1 konularak i.;;e ba.;;lanir. Ardindan Monte

. Carlo benzetimi ile .tekrar-tekrar deger tiiretilerek yakla9t1rma 

yapihr. 

Parametrik yakla91mda ise ba9lang1~ta deneysel dag1l1m yerine 

varsayilan bir dag1l1m konulur. 

Bootstrap yonteminin iyi anla91labilrnesi i~in daha eski ve 

bootstrap yontemine gore daha dar alanda kullaninn clan Quenouille

Tukey' in Jackknife yontemi anla91lmal1d1r. Jackknife yontemi, bootstrap 

yonternine lineer a~ilimla yakla91m olarak dii9iiniilebilir. 

Bootstrap giiven aral1klar1n1n kar91la9t1r1lmas1nda ise Edgeworth 

a~ihmi ve Cornish-Fisher tersi ii;;ik tutmaktadir. 

<;al19man1n birinci boliimlinde arahk takdiri, giiven arahgi a~1k

lanm19 ve Jackknife, Bootstrap yontemlerin genel tanimlari verilmi.;;tir. 
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Bootstrap, Jackknife' in ba.;;aramad1g1 bilinen . bir durum olan orneklem 

medyanin varyans takdirinde (asimtotik olarak) tam dogru oldugu 

gorlili.ir. 

<;ah.;;manin ikinci bol.i.imi.inde Bootstrap yontemleri ve gliven arahgi 

olu.;;turmadaki i.;;levi ac;:1klanm1.;;tir. Ozetle Bootstrap yontemi, gtiven 

arahklarin kapsama olas1l1klar1n farkh gori.i.;; noktalarindaki prob

lemde, kolayca uygun c;:ozi.imli bulmada avantajlara sahiptir. 

<;al1.;;mam1z1n Uc;:i.inci.i boli.imiinde de Bootstrap gi.iven aral1klar1n 

teorik kar.;;1la.;;t1r1lmas1, Bootstrap kritik noktalari ve bunlarin 

ozellikleri incelenmi.;itir. 
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1. ARALIK TAKDiRi ve GUvEN ARALIGI 

B~~Js.~ll_~gin~~-~~-i-klgri_~! __ t:)!"_~_ay (3i ___ 51]c_?.rm9k 

ic;:in _}_Cl_~~~ozlernleyl.e ,~is__t_at__iatik __ _y_eU,l_er_.--·e-ld-e-· e·d-ilrni9 olur. Bu 

verilere dayanarak ~ kUtlenin belirli bir ozelligini yansi tan bilinrneyen 

bir pararnetrenin, gerc;:ek degeri saptarnaya c;:al191l1r. Fakat gozlernler, 

ana klitle c;:ok btiyiikse bu saptama i9lerni · c;ok zorla9ir. Bu nedenle 

ana kiitleden ornekleme yapilir ve bu ornek degerlerine dayanilarak 

parametrenin degeri saptanir. Ana klitlenin bilinrneyen pararnetresinin 

verilen olasilik terirnleri ile.ic;inde bulundugu araliga "gtiven aral1g1" 
. / 

denir. 

Yani Gtiven Araligi; Bir ana ktitleden alinan, sinirli sayida ornege 

dayanarak, ana ktitlenin bilinrneyen pararnetresi ic;in, parametrenin 

gerc;ek degerini belli bir olasilikla kapsayan araliga denir. 

Nokta takdirinde bilinmeyen parametre a'nin yerine kullanilabile

cek, orneklerni olu.;;turan rassal degi.;;kenlerin fonksiyonlari olan ve 

degeri bir ornek noktasinda hesaplanan istatistigi belirleme esps 

alinmi.;;tir. Bu istatistik pratikte parametre yerine kullanilarak 

hesaplamada bir bo.;;lugu doldurur. Ancak list tin ozelliklere sahip olsun 

veya olmasin her istatistik bir rassal degi.;;kendir. Bir . dagihmi ve 

varyansi vardir. Hesaplamalarda, bu ornekleme dagil1m1 kullanilarak 

parametrelerinin belirlenrni9 bir olasihk dahilinde . hangi degerler 

arasinda olabileceginin belirlenmesi arahk takdiri konusuna girer. 

Genelleme yapilarak teorik temelde ise aralik takdiri ile bir para

metre ic;in alt ve list sinirlari olu.;;turan istatistiklerin tespiti 

yapilir. X1, x2 , ••• , Xn bir rassal orneklem Y = t(X) istatistigi 

a'nin taktircisi, n = (a, b) ktimesi parametre uzayi olsun. L(x) < U(x) 

olmak lizere (L(x), U(x))G:(a,b) ve Y€.(L(x), U(x)), 

P[L(x) < e<U(x)] = 1- a olsun. Burada (L(x), U(x)) arahgina a'mn 

gtiven arahgi, ( 1- a) 1 ya giiven katsayisi denir. Gozlem degerlerinden 

hesaplanan reel alt ve list sinirlardan olu.;;an aralik sabittir. Rassal 

degi.;;ken1eri ic;:eren L(x) ve U(x)' in olu.;;turdugu arahk ise rassal 

araliktir. 

" 
··•-:e~ 
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1.1. PARAMETRiK YAKLA:;iIM 

Pararnetrik yakla.;;1rn1n ba.;;lang1c1nda bir dag1l1rn varsay1rn1 vardir. 

Ornegin,, xl, ••• ,xn orneklerni N( µ' i) gibi kesin belli bir dagilirndan 

al1nrn1.;; oldugunun kabulu vardir. 

1.1.1. Test istatistigi Kullanilmasi 

istatistiksel vardarna da (inference) arahk takdiri ile hipotez 

testleri konusu i~-i~edir. Hipotez testleri konusu bu ~al1.;;rnan1n 

kapsami di.;;inda tutuldugundan bu yontern ileriki boli.imlerde kullanil

rnayacaktir. 

Bu yonterni bir ornekle a~iklamaya ~al1.;;al1m; x1 , x 2 , ••• ,Xn rassal 

orneklemi n( µ, a2) dag1hrn1ndan a11nrn1.;; olsun. Sabit a hata ytizdesi 

ile hipotezirniz H0 : µ = µ 0 ve alternatif hipotezimiz H1 : µI: µ 0 olsun. 

Bu durumda a hatasi ile H0 hipotezini reddetrne oolgesi {x: lx-iJ0 l>za/2ci..{ri} 
olacaktir. Diger bir deyi.;;le 

arahgi a hatasi ile H ' ri kabul bolgesidir. Hipotez testi mant1g1 
0 

ile buradaki a , dogrudan hipotezin reddedilme olas1hg1 (birinci tip 

hata) dir. Matematiksel olarak 

P(H red/ µ = µ ) = a 
0 0 

.;;eklinde ifade edilir. Bu ifadenin tlimleyeni olarak 

:--: C1 C1 

P(X-za,1 2 ./n ~. µ0 ' X+za/ 2 Jn ) = 1 - a 

yazilir. Bu olas1l1k ifadesi her µ 0 sabit degeri 1~1n dogrudur. Bu 

arahga kabul bolgesi denir. Bu kabul bolgesinden hareketle µ para

metresi i~in 

- C1 - C1 
P(X-za;2 - ~ µ ~X+za;2 - ) = 1 - a rn rn 
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yaz1labilir. Boylece test istatistiginden hareketle µ i<;.in 

(X - zr:J2 ° . Jn 

gtiven aralig1 bulunmu.;; olur. Genel olarak giiven bolgesi ile hipotez 

testindeki kabul bolgesi aras1ndaki ili.;;ki a.;;ag1daki gibi ifade edile

bilir. 

Hipotez testinde; H0 : µ = µ 0 hipotezi i<;.in kabul bolgesi orneklem 

uzayi i<;.inde bir ktime olup 

(J (J 

{(xl,x2, ••• ,xn): µo- z"'/2 'n $. X~µo + z~·/2 J .... v .... n 

.;;eklindedir. Dig er taraf tan µ ic;.in gtiveh bolgesi parametre uzay1 

i<;.inde bir ktime olup 

x -

.;;eklindedir. Boylece, bu iki bolge aras1ndaki ili.;;ki 

(x1 , x2 , ••• , x) 8 A(µ)~ µ 8 G.(x1 , ••• ,x) n o o ·· . n 

.;;eklinde bir totolojidir. Gerek test ic;.in, gerekse arallk i<;.in ayn1 

sorulara cevap aranmakta ancak meseleye f arkl1 perspektif lerden bak1l

maktadir. Hipotez testinde parametre 1 nin sabit degeri i<;.in orneklem 

degerinin ne olmas1 gerektigi sorulmaktad1r. Gtiven bolgesinin bulun

mas1nda ise sabit bir orneklem degeri i<;.in parametre degerinin ne 

olmas1 gerektigini sorulmaktadir. Bu kar.;;1hkli ili.;;kiyi .;;eklen gos

termek i<;.in yukarda verilen ornege bagli kahnarak a.;;ag1daki .;;ekil 

c;.izilmi.;;tir. 
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1.1.2. Pivot Degi~ken Kullan1lmas1 

Gliven aral1g1n1n olu~turulmas1nda pivot degi~ken kullanrna yonterni 

hassas bir konudur. G.A. Barnard (1980) bu yontemin sonuQlar1ndan 

hareketle bu konuya Pivotal Inference (vardama) ismini koyrnu9tur. 

D.A.S Fraser ( 1968) vardamanin yap1s1 (The Structure of Inference) 

isimli eserinde bu konu lizerinde ag1rl1kl1 olarak durmu9tur, Fraser 1 in 

yakla91m1 ile pivot degi9ken tan1m1 §oyledir. 

X1 , x2 , ••• ,Xn rassal orneklem ve Y = f(X 1 , X2,...,Xn) bir istatis

tik 1 S Orneklem uzay1 1 0 parametre 1,lZayl OlSUil, Y 1 nin 8 parametre

Sine bagl1 dag1l1m1ndan tliretilebilen, 8 1 ya bagl1 olmayan (sabit bir) 

dag1l1ma sahip ve (SXO) lizerinde tan1ml1 t = Q(Y, e) 9eklindeki fonk

siyona pivot degi9ken denir. 

Bu tamma gore eger Y "' F(x I e) ise Q(Y, 8) 1 mn dag1hm1da blitlin e 

degerleri ic;in aymdir. Burada, pivot degi9ken hem istatistik hem de 

parametreyi ic;ermektedir. Ancak herhangi bir A ktimesi ic;in P9(Q(Y' 8) e A) I 

n1n degeri e I ya bag1mh degildir. Ornegin xl' x2' •• '..!. xn orneklemi 

ic;in orneklem ortalamas1 ve standard sapmas1 s1ras1yla X ve S olsun, 

f(x-µ) yogunlugu ic;in pivot degi9ken (X-µ), a-l f(Xa-1) yogunlugu ic;in 
-1 -

pivot degi9ken (X/a), a f((X-µ)/a) yogunlugu ic;in pivot degi9ken 
-

( (X-µ) /S) olur. Bunlarin ispat1 ic;in yogunluk fonksiyonlarinin para-
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metrelerden bagimsiz olduklarini gostermek yeterlidir. Bilinen bir 

dagilimdan ornek verirsek; orneklemimiz n( µ, a2) dagihmindan ahnmi§ 

olsun. a2 1nin·bilinmemesi durumund~ t = (X-µ)/(S/nl/Z) degi§keni pivot· 

tur. Qtinkti t dag1l1mi µ ve a2' den bag1ms1zdir. Genellikle eksen 

degi§imi oldugunda farklar (X- µ gibi); olc;ek degi§imlerinin oldugu 

problemlerde ise oranlar veya c;arpimlar ex/ a gil:i,i) pivot <legi§ken 

olmaktadir. 

Ornek: xl, X2,··· xn rassal orneklem 1 i 1 parametreli listel dag1l1m

dan ahnmi§ olsun. Bu durumda Y = }) . istatistigi 1 i<;in yeterli 
]_ 

istatistik olup dagihmi Y"' Gamma (n, 1) olur. 

yogunluk f onksiyonunda y ve 

Gamma (n,1) yogunlugu, 

e -y/X 

birlikte olup y/X 

Gamma dagiliminin 

§eklinde yer alir. 

olup c;e§itli olc;eklerde bir yogunluk ailesidir. Dolayisiyla eger 

Q(Y,1) = 2Y/1 alinirsa, 

Q(Y, 1) "' gamma (n, "A (2/1)) = gamma (n, 2) 

olup, bu da 11 ya bagimh degildir. Boylece Q(Y,>..) bir pivot degi§ken 

olup dagihmi gamma (n,2) veya xz2n) olur. 

Elimizde bir pivot varsa, bazen yogunluk fonksiyonunun. §eklini 

gormeye c;ah§Hl.Z. Yukandaki ornekte' yogunluk fonksiyonunda ( y I>...) 

ifadesi yer . aldigindan bunu bir pivot degi§kene donli§tilrmek kolay 

olmaktadir. Normal dagilimda ((X-µ)/a) degi§keni pivot degi§ken olarak 

ortaya c;ikmaktadir. Genel olarak, g herhangi bir fonksiyon ve Q, 81 nin 

degerinden bagimsiz y'nin monoton fonksiyonu olmak tizere Y istatistigi

nin ko§ullu yogunluk fonksiyonu f (y/e). 

f ( y I e) = · g ( Q ( y , e) ) I -8- Q ( y , e) I 
ay 

§eklinde ifade edilir (1). 

(1) Casella G., Berger. _R.L. ,Statistical Inference, Wadsworth Co. 
California 1990, s. 414 
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Bir pivot'a sahip oldugumuzda bununla giiven aral1g1n1 olu9turmak 

olduk~a basittir. Q(Y, 8) pivot olmak iizere verilen bir a degeri i~in 

e'dan bag1ms1z olarak bulabilecegimiz a,b sabitleri ile 

P8 (a~ Q(Y, e) ~ b) ~ 1- a 

olur. Her 8 6 n i~in H : 8 = e hipotezinin ex seviyesindeki kabul 
0 0 0 

bolgesi 

A(e ) = { y : a~ Q(y, e) -:Sb} 
0 0 

olur. Buradan, test istatistigini kullanma yonteminde oldugu gibi 

giiven bolgesi bulunabilir; veya dogrudan pivot degi9keni kullanarak 8 

i~in (1-cx)' lik giiven bolgesi 

C(y) = { 8 

olur. 

0 
a~ Q(y,8 )-:Sb} 

0 

-
1.2. PARAMETRIK OLMAYAN YAKLA9IM 

Parametrik olmayan (nonparametrik) yakla91mda ba9lang1~ta dag1l1-

m1n bilinen bir dag1l1m olma kabulu yoktur. Yani X1, ••• ,Xn orneklemi 

herhangi bir dag1l1mdan ahnm19t1r. 

1.2.1. Jackknife Yontemi 

Bilinmeyen . bir F olasihk dag11im1ndan X = (X1 , x2, ••• , Xn) 

rassal orneklemi verilince, gozlenen x veri$i (data) esas alinarak, 

R(X,F), bazi rassal degi9kenlerin ornekleme dag1l1m takdiridir. ,,... 
(Standart Jackknife teorisi R(X,F) = 8 (F) - 8(F) durumunda yakla91k 

ortalama ve varyansi verir). Bu durumda ileri siiriilen Bootstrap olarak 

adlandirilan bir metod, takdir problemlerin ~e9itliliginde uygun bir 

§ekilde ~al191r. Jackknife, bootstrap i~in dogrusal (linear) bir 

yakla91m olarak goriiliir (2). Temelde ise Bootstrap metodunun Jackknife 

dan daha geni9 bir uygulama alani vardir. 

(2) EFRON, B., Bootstrap methods: another look at the Jackknife., 
Ann. Statist. 7, 1979, s. 1-26 
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The Quenouille-Tukey Jackknife'i, ilgili istatistigin varyans 

ve tarafl1 takdirleri i~in parametrik olmayan metodla ilgilenir. 

1.2.2~ Bootstrap Yontemi 

n ol~iisiinde rassal bir orneklemin, tamamen ozel olmayan F olas1l1k 

dag1l1m1nda gozlenen tek orneklem durumunu tart19al1m. 

x. = x. 
l l 

i = 1,2, ••• ,n (1.2.2.1) 

~al19rnam1zda, F, ya ger~el dogru veya diizlem iizerinde bir dag1l1m 

olacaktir. Arna bunun teoride hi~bir rolii yoktur. X = (X1, x2, ••• , Xn) 

rassal orneklerni, x = (X1 , x2, ••• , Xn) de onu ger~ekleyen gozlemleri 

tan1mlas1n. 

~ozrneye ~al19acag1m1z problernirniz 9udur : hem X'e hem de bilinmeyen 

bir F dag11im1na bagli olmas1 miirnkiin olan, verilen bir R(X, F) oz el 

rassal degi9kenin, gozlern degeri X'in temelinde, R ornekleme dag1l1m1-

n1n takdirinin bulunmas1d1r. 
JI( 

Geleneksel Jackknife teorisi, R' nin se~ilen 2 ozelligi iizerinde 

durur. 8 (F), ortalaman1n, korela:;;yonun veya F 1 in standart sapmas1 

gibi ilgilenilen baz1 parametreleri olsun ve t(X) de, orneklem orta

lamas1, orneklern korelasyonu veya orneklem rang1n bir katsay1s1 gi bi 

8(F) 1 in bir takdircisi olsun. 0 zaman 

R(X, F) = t(X) - s (F) (1.2.2.2) 

in orneklerne dag1hm1 ya da daha dogrusu onun ortalamas1 ( t tarafl1) 

ve varyans1, standart Jackknife teorisi kullanilarak hesaplanir. Taraf 
" " ve varyans takdirleri Bias(t) ve Var(t), her defa X'in bir elemamni 

devre d191 birakip, t(.) 1 yi n kez yeniden hesaplayarak elde edilen, 

ak1ll1ca birle9tirilmi9 X'in fonksiyonlar1d1r. R'nin ikinci geleneksel 

se~imi 

A 

t(X) - Bias(t) - 8(F) 
R(X,F) = 

(V~r(t))l/2 
(1.2.2.3) 

dir. 
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Tek ornekler problemi iyin Bootstrap metodu oldukya basittir. 

Kurallari : 

" 1) x1 , i 2, ••• , xn noktalarinin herbirine l/n (kiitleden) konularak, F 

orneklem olasilik dagil1mi birle9tirilir. 

" " 2) F sabiti ile F den n olyiilii bir rassal orneklem seyilir ve bunun 

):< >:c 
x. = x. 

i i 

.,,.. ,.. 

X~ "'ind F i 1,2, ••• ,n 

* .,:< * >:C 5':c * ·* * oldugu soylenir •. Buna X = (X1 , X2 , ••• , Xn), x = (x1 , x2 xn) 

bootstrap orneklemi denir. (xl' ·x2' ••• 'x ) kiimesinden yerine konul-* . n 
masiyla seyilen X 1 in degerlerinden bir permlitasyon dagilimi elde 

edilemiyecektir. Kiyaslama ayisindan, bilinen Jackknife, yerine koy

maksizin n-1 olyiisiinde orneklem yekilir gibi dli9iinlilebilir. 

(1.2.2.5) 

''/( A 

R' 'in bootstrap dagilimiyla, R(X,F)'in yakla9ik ornekleroodagilimi, F'in 

ileri siirlilen degerde sabit tutulmu9 haliyle ( 1. 2. 2. 4) rassal yonte

miyle sonuca ula9ilir. 

>'< 
Teoride bir kez data x ileri sliriildiigiinde hesaplanabilecek R' 'in 

dagilimi, F = F oldugu takdirde R' nin istenilen dagilimina e9itlenir. 

R dagilimlarinin her parametrik olmayan takdircileri, y ni F 9eklinde 
" onceki simr ko9ulla.ri olmaksizin iyi takdir i9i ya pan biri, F = F 

oldugu zaman dogruya yakin bir cevap vermelidir. 

<;iinkli · F, ileri slirlilen X = x 1 e sahip olan uygun F' ler sinih 

"' arasinda merkezi bir noktadir. F = F iyin cevabi tamamen dogrulamak, 

belli takdir problemlerimiz iyin uygulanan Fisher uyumlulugudur. 

Bootstrap metodunun mlimkiin olan en basit ornegi gibi, bir F olasi

lik dagilimi tiim kiitlesini sihr veya bire konuldugu di..i9iiniilsiin ve 

ilgilenilen parametre 8(F) = ProbF {X = l} olsun. ilgilenilen rassal 

degi9kenin en belirgini 

R(X,F) = X - s(F) 
n 

X= ( L X./n) 
i=l i 

(1.2.2.6) 
/ 
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>:c ':< :>:c :;::-:: 
X = x oldugu gi::izlenir ki, X (X1 , X 2, ••• , X J bootstrap i::irnek-- ,.. 

lemin her bir elemani bagimsiz olarak X = 8(F) olasigiyla l'e, 1-X 

olasigiyla da sifira e§ittir. Standart binom sonu~lari 

* * ,.. -* -
R = R(X , F) = X - x (1.2.2. 7) 

nin 

, .. 
E(:t-x) 0, 

:i:c -

Var*(~ - x) = i(l-i)/n (1.2.2.8) 

ortalamasina ve varyansina sahip oldugunu gi::isterir. ("E,~" , "Var*", 
,. :i:c 

"Prob,:," gibi notasyonlar, x ve F sabitiyle X 1 in bootstrap dag1l1m1yla 

ilgili olan olasilik hesaplarini gi::isterir). 

n - 2 
2. i::irnek olarak t(X) = l (x.-X) /(n-1) takdircisini kullanarak 

ger~el dogru lizerindeki keyfi ·j,=lbir 1 dag1limrn varyans1, e(F) = VarFX 

takdiri dli§linlilslin. Belki 

R(X,F) = t(X) - e (F) (1.2.2.9) 

' in ornekleme dag1l1m1n1 da i::igrenebiliriz. 

k 
µk(F) , µk(F) = EF(X-EFX) olan F' in k. merkezli momentini ,.. ,... ,.. 

gi::istersin ve µk = ~(F), F' tin k. merkezli momenti olsun. Standart 

i::irnekleme teorisi 

>:.::: '"J1C A 

R = R(X 0 ,F) 
>l< ' ,., 

t(X ) - 8(F) 

nin 

µ4 - ((n-3)/(n-l))µ~ 
(1. 2 .2 .10) 

n 

oldugunu gi::isterir. 

* VarF t(X) % Var*R yakla§1m1, VarFt i~in (hemen hemen) Jackknife 

takdiridir. 

Bootstrap yontemin zor yi::inli, bootstrap dag1l1m1n ger~ek hesapla

r1d1r. Hesaplamada 3 metot mlimktindlir. 
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1. Metod Yukaridaki 2 ornek gibi, dogrudan teoriksel hesaplama 

:.:~ 

2. Metod Bootstrap dagilimi i<;in Monte Carlo yakla~nmi ,. X 1 in -tekrarlanan geri;ekle§tirimleri, F den n oli;iilii (elemanli), diyelim ki 
*l *2 *N x X , ••• , X rassal orneklemler alarak meydana getirilir. Ve 

*1 *2 A *N A I R(X , F), R(X , F), ••• , R(X , F) e kar§ilik gelen degerlerin his-

togramlari, geri;ek bootstrap dagilimlarin yakla§imlari olarak alinir. 

>:< 
3. Metod : Taylor serisinin a<;ilim metodlari, R ' in bootstrap dagi-

liminin yakla§ik ortalamasi ve varyansini elde etmede kullanilabilir. 

1.2.3. Bootstrap Takdirleri ii;in Jackknife Yakla91mlar1 

""' ,,._ A ""' 

Tn, Tn = T(Fn) 9eklindeki takdir olsun. Burada Fn' i.i.d 

(indepent identically distributed)' den n elemanli gozlemin cdf 

. (cummulative distribution function) (birikimli dagilim fonksiyon)'nun 

orneklemi ve T, cdf' de tanimlanan yerel (bolgesel) kuadratik fonk

siyondur. 0 zaman, i;arpikligin, tarafliligin Jackknife takdirleri ,.. 
ger<;ekle§tirilir ve Tn' in varyansi, hemen hemen ayni olan bootstrap 

kar9iliklarina yakla9ir (3). Bu yakla91mlarin herbiri sabittir. Dahasi, 

Varyansin, Jackknife ve bootstrap yakla§imlari asimtotik olarak normal 

ve asimtotik olarak minimax dir. Ba§lica sonui;lar, birinci-mertebe 

Edgeworth aphmi, n1/ 2 (T - T(F)) dagihmi i<;in takdiri, ki burada 
n 

F her gozlemin geri;ek birikimli dag1l1m fonksiyonudur. Ve ai;ilim kat-

sayilari Jackknife takdiriyle bulunur, n1/ 2 mertebesine kadar olan 

terimlere ve bunlari kapsayarak kar9ilik gelen bootstrap dagilim 

takdirine asimtotik olarak denktir. Her iki dagilim, asimtotik olarak 

minimakstir. Jackknife Edgeworth ai;ihm takdiri, T(F) 1 nin taraf llllgrn 

ve <;arpikhgin alt ile iist giiven s1n1rlari i<;in yararli diizeltmeleri 

onerir. 

1.2.4. Tekrarli Ornekleme i91emleri 

,.. A 

8 = e(F) istatiksel fonksiyonu gozoniine alinsin. Tekrarh ornek-

leme vektorii 

(3) BERAN, R.J., Estimated Sampling Distributions: the boststrap 
estimates, Ann. Statist. 12, 1984, 101-118 
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* p ) 
n 

herbiri basit n-boyutlu vektordlir. 

= {p'~ 
q>n * P. ~ O , 

l 

n 
I 

i=l 
* P. ;::: 
l 

1 } (1.2.4.1) 

~~ 

diger bir anlamda herbiri olas1l1k vektorlidli~ (4) Her P 'ya kar91l1k 
A~C 

bir bagil degerine ait deneysel olas1l1k dag1l1m1 F gelir. 

"~:: * F : Her.bir x. I de yogunlugu P. i = 1,2, ••• ,n l l (1.2.4.2) 

e'nin 
"'':< 

ve degeri, bir tekrarli orneklemdir. e ic;in 

":i:c A * -·-
e = e(F(P )) = scp··-) (1.2.4.3) 

soylenir. Ornekleme vektorlerin baz1lar1, bootstrap ve Jackknife 

teorilerinde ozel roller oynarlar. Ozellikle 

(_1_. , . 1 1 ) (1.2.4.4) ' ... ' 
n n n 

p 1 in herbiri ve e = 8 (P0 ) istatistigin gozonline alinan degerine kar-

91l1k gelir. istatistik 1 in S(i) I e kaT§lllk gelen degeriyle 

1 1 
p(i) = (n-1 ' n-1 ' ••• ' 0' 

(i 1,2, ••• ,n). (i. yerde 0 dir). 

1 
n-1 

Jackknife vektorleri gozonline al1n1r. 

' ... ' 1 ) 
n-1 

(1.2.4.5) 

* * Bootstrap µ /n formlilli, tiim P vektorlerini dikkate alir. Qok 

terimli dagilim alt derecesi ic;in uygun sec;ilen tekrarli ornekleme 

vektorlerini soylemek ic;in bootstrap algoritmasi diger bir yonden 

tan1mlan1r. 

(4) EFRON, B., The Jackknife, the Bootstrap and Other Resampling Plans, 
SIAM, Philadelphia, 1982, 37-39. 
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(1.2.4.6) 
n 

1/n olasiligina sahip her bir n kategorisinden n bag1rns1z olarak 

k ·1· II 'VII c;e 1 ir. >:< sembolii, 

meydana getirir. Burada 

>:< 
x.} -·- #{X. 

'0 1 
pi = n 

::~ 

gerc;ek (dogal) degil, P da 

I 
Xj_ e e9it olan bootstrap orneklemin oran1d1r. Bootstrap standart 

sapmasi ve tarafli takdirleri basit olarak 

A A >!C 

SD Sd,:< e(P ) 

ve 

,-...,.. I\ * A 

BIAS E* 8(P ) - 8 

dir. Sd,:< ve E,:<, ( 1. 2, 4. 6) dakinin standart sapmas1 ve beklenilen 

degeri gosterir. ( 1. 2. 4. 6 ) dag1hm1, ortalama vektore ve kovaryans 

matrisine sahiptir. 

. I pO'pO ,,. "' 0 
p * (P '-2 - ) 

n n 

Burada I, nxn boyutlu ozde9 matristir. 

1.2.4.1. Standart Sapmanin Bootstrap Takdirleri ve Jackknife 

ile Aras1ndaki Bag1nt1 

A * Bu, P(i)' de S(P) ile kabul edilen tek lineer fonksiyon 

dir. (i 1,2, ••• ,n) 

(i 1,2, ••• ,n) 

I\ 

Teorem 1 Jackknife standart sapmas1 a i<;in takdiri, 

dir. 

(1.2.4.7) 
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dir. · Diger anlamda SD JACKCer, yaklai;ik olarak SD' nin bir bootstrap 

takdirinin kendisidir. [ n/(n-1) J112 SDBOOT(eLIN) 'e ei;itlenir. [ n/(n-1) J112 

i;.arpani, eger S bir lineer fonksiyon ise [Sd(S) J2 ir;in tarafsiz 
A A 2 A 2 

[SD JACK( a)] yapihr. Lineer durumda taraf siz [ SDBOOT( 8)] yapmak 

ir;in bazi r;arpanlari kullanabiliriz. 

Teorem 1, 

oldugu halde 

bir onemli durumda ~anilticidir. ,.~p(i)- P0 11 

(l.2.4.6)'ya gore llP - Pll;; 0 (l/..;n) dir. 
p 

1.2.5. Tekrarli Ornekleme ii;leminde Varsayimlar 

( A ) E 
* 

o, bagimsiz 

0 (l/n) 

alt 

kiimesinde, k parametrelerin sayisidir. (A), (B) ile kolaylikla anla-

9ilir. 

::i:< n 
(B) 1. {Pi}l , n rassal degii;kenleri, degii;tirilebilinir (5). 

* * 2. Prob* (P ~ k' in bliyiikliigii ispat edilir) > O, burada p''in 

* ispat edilen degeri, P. > 0 ile i. 1nin toplam sayisidir. 
l 

(Bl) koi;ulu ir;in tekrarli ornekleme plani, simetriktir. (B2), 

k' dan ~ olan ispatlanm19 deg ere sahip bazi tekrarli orneklemlerin 

en az birinin saglanmasi ir;in bir koi;uldur. 

Teorem 2 : Her tekrarli ornekleme metodu ir;in, (A) varsayimini ger

i;.ekleme : 

Burada 

lanir. 

T :i:c :i:c 
E,:, I x D x IB 
E* I xTD':'x I 

T * * IX D x I B , Eger 
T :i:c 

X D X tek ise, ifade sifir olarak tanim-

(S) BERAN, R.J., Estimated Sampling Distributions: the bootstrap 
estimates, Ann, istatist. 12, 1984, 101-118. 
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ispati i~in 2 yard1rnc1 rnatris onerrnesiyle belirtebiliriz. 

Lemma 1 : X ve Z, n ~ k olrnak tizere nxk boyutlu rnatrisler olsun. 

O zarnan 

(i) 11 x II z I I 
k s s 

(ii) her r ~ k i~in, 

Burada L , r degerin turn alt ktimelerinin tizerindeki toplamayi tanim-

lar. 
r 

Lemma l(i), Binet-Cauchy a~1hm1dir. Lemma l(ii) her IX~ Z8 1 ve 

IXTZI terim i~in Lemma l(i)' e uygulanarak elde edilir. 

Lemma 2 X, nxk boyutlu matris olsun. (n ~ k) 0 zarnan r ~ k 

adj XTX ( n-k+l -1 1 adj XT.x :::: 
r-k+l) s s r 

Eger XTX 
s s' (r ~ k) r deg er in ti.im s'leri i~in tek degildir. 

1.2.5.1. Tekrarli Ornekleme Farklar1 i~in Bir Genel Metod 

Tekrarli ornekleme metodu, i. uygun degerle, i. farkdaki Jackknife' a 

benzer. 

Burada 

T 
Wi= Xi ( 

r. :::: 
l 

x~ 13 + ---:r=1=· ===- t: 
../ 1-w. 

l 

T ,.. 
y.- xi B l 

i. farkdir. 

T.x)-lx. * ~:c: n 
ve t = (ti)l l 

i::::l, ••• ,n 

(kalandir) • 

gereksinimle 

leme metodunu uygun olarak elde edilir. 

(1.2.5.1) 

bir tekrarli ornek-
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(1.2.5.2) 

* Yi da LSE (least squares estimator)'e dayanir. 

* * * y = (yl'"""' Yn) (1.2.5 .3) 

( 1 . 2. 5 • 1) de 

a veya 0 = g(a) hakk1ndaki vardama (1.2.5.3) de s* ic;indeki 

degi~kenliklerden olu~turulabilinir. Ornegin Var (0) takdiri 

"* "*I A ,,.,,. 

0 = g(6 ), 8 = g(~) 

ile yapilabilir. 

9 = ~ line er parametreleri ic;in bu kolaylik (1.2.5.2) den kolay-

likla gosterilir ki 

"* " E* (B ) = B 

ve 

2 

(XTX)-1 
n r. T (XTX)-1 v* 1 l 

= xi 'i 
i=l 1-w. 

l 

dir. Lineer olmayan 8 = g ( B) ic;in, V * · takdircisi, sec;ilen tekrarli 

ornekleme * plan1na bagl1d1r. 

( 1. 2. 5. 2) saglayan * t.ekrarl1 ornekleme metodun iki ornegini vere-

lim. 

(i) Denge Farklarin Metodu (Metod of Balanced Residuals) 

(1.2.S.S) 
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saglayan [ 6~k)] Hadamard matrisinden se<;ilir. Hadamard matrislerin 

yap1s1n1 ve varl1g1ndaki geni§ incelemeleri, Hedayet ve Wallis (1978) 

de yapm1§lard1r. y(k) = (y~k))~=l olan k. orneklem 

y~k) = T ,., r. 
6~k) l 

x. ~ + 
}1-wi 

l l l 

gibi tan1mlan1r ve 

gibi LSE' ye kar§1l1k gelir. V* , 

1 

R 

ifadesinin varyans takdircisidir. 

i 

,., (k) 
8 

1,2, ••• ,n 

"(k) 
g (f3.. ) 

(1.2.5.6) 

(1.2.5.7) 

Bu metod, katmanh rassal orneklemler i<;in "McCarthy' nin ( 1969) 

onderligindeki "dengeli yari-orneklemler" metoduyla aynidir. Burada 

V* tarafs1zl1g1, R'nin tekrarli hesaplamalarinda bir takdirci i<;indir. 

R a§agi yukari n' e e§ittir. Halbuki bootstrap, tarafs1zl1k sonucunu 

veya diger kli<;lik orneklem sonu<;lar1n1 devami i<;in sonsuz tekrarli 

hesaplamalari gerekli bulur. 

(ii) Jackknife-Bootstrap Karmasi 

M 

l 
1 

a.= 0 
J 

1 

M 

M 
I 
1 

2 
a.= 1 

J 

'M 
ile {aj~j=l bir sonlu ana klitleden (yani i.i.d) bir bootstrap ornek-

lemidir. {a . }' nin se<;imi, metodun list dtizeydeki performans1n1 etkile
J 

yecektir. 

a. = (r .- r)/ [ - 1-
J J . n 

j=l, ••• , n 

gibi se<;ilmesi bir olanaktir. 
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L3. PARAMETRiK OLMAYAN GUVEN ARALIKLARI 

Sik sik kar§ila§ilan parametrik olmayan gi.iven araligin yakla§imi, 

nl/2 T(O) (Fn) ~Jr(O,l) yakla§imina dayanir (6). Burada 

t-dagilim. (Studentised) istatistigidir. Bu, 1- a ~ 1- a= 1't ( x) di.izeyinde 

T(F) i<;in tek-tarafli gi.iven araligi tekrar di.izeltilerek 

A : veya 

verilir ve 1- a 1\11- a= 2 l't(x)-1 di.izeyinde T(F) i<;in iki-taraf h gi.iven 

araligi yeniden di.izenlenerek 

. ~ 
gibi verilir. Yakla§ik gi.iven araliklarin 1- a-(1- a) hatasi tek-taraf-

li durumda n-l/2 bi.iyi.ikli.igi.ine ve iki-tarafli durumda n-l bi.iyi.iklligi.ine 
( -1/2 sahiptir. Bi.iyi.ikliigi.in iki-tarafli olanda yalnizca n olmamasrnin 

nedeni h1 ' in sabit bir fonksiyon olmasidir. Her j ~ 1 i<;in hatalar 

n-j/2 bi.iyi.ikli.igi.ine indirgenir. Bu T(oy{Fn)'e n-i/2 T(i)(Fn) §eklindeki 

birbirini takip eden di.izeltme terimleri· eklenerek yapilir. Burada 

T(i)' yukanda gibi u'nin terimlerinde tanimlanan x'e baghdir. Bu 

nedenle Tn (F n) §eklindeki istatistikleri gozoni.ine almaya gereksinim 

vardir. Burada 

x 
l 

i=o 

-i/2 
n T(i) (G), 

Ornegin T(F) = µ(F) i<;in 

G, Pfo: de 
s 

P( 1/2 T ( ) ) -1/2 a -1 n (O) F n ~ x = ¢1 (x) - n 1U(x)h1 (x) + O(n ), 

Burada h1(x) =- l3µ2 312 (1+2x2)/6 
ii; in 

( 6) HALL, P. , Inverting on Edgewarth expansion. , Ann. Statist 11, 1983, 5©-SJ.6 
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uygun 9artlar altinda 

T (F ) dag1hm1 i<rin bir a<rihm elde etmek i<rin ilk once bunun 
n n r 

birikimlerini (cumulants) a<rmamiz gere~ir. Bu~ T(.) = _l AiT(i)(.) ve 
Jo Jq 1=0 

A keyfi sayilar oldugunda a . de A ••• A 1 in katsay1lar1 ve 
i ri o q 

]· 0 + jl + ••• + j = r, (a .) . =(a .) . . ,'in terimlerinde yapila-r ri J ri JO ••• Jq 
bilir. 

Lemma 3 T (F )' de· r. birikim, bi<rimsel 
n n 

K (T (F ) ) % 
r n n 

~ b n-j/2 
I. rk 

k ~2r-2 

a<rilma sahiptir. Burada l l 
r-1~ i~ k/2 k-2i 

(a . ) . dir. 
ri J 

ve j = (J ••• J) i<rin {J + ••• + Jq= r, O.J + 1.J1+ ••• +qj = q} 
. 0 q 0 0 q 

tizerindeki toplamdir. Ozellikle 

ve 

bl4 = C3 12)1+ ( 8 11)001+ (8 10)00001' b25= (a22)11 + (a21)11 +(a21)10~1' 

b36" = Ca33)3+ C3 32)12 + Ca32)201' b47= Ca43)31 hss= Ca54)5 
J 

Teorem 3 : T(.), F' den bag1ms1z _t;8 'de bir ger<rel fonksiyon olsun. 

J ~ 1 i<rin F de bag1ms1z, 
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{qr(G,x) :t8x~ de r ~ 1 iyin} geryel fonksiyonlari mevcuttur. 

P(V. (F , x) ~ T(F)) = ~ (x) + O(n-j/ 2 ) 
Jn n 

tilm dilzglin, yerinde (T,F) iyin 

Burada V. (G,x) = T(G) + t 
Jll . r=l 

-r/2 n q (G,x) 
r 

=- [11]/2 + [1 2 ]-l{ [13] (1+2x2) + 3 [l,2,12] (l+x2)} /6, 

[1]112 (x+x3)/2 + [12]-l/2 (4 [1,11] + [12 2 ]+ 2 [l,122])x/4 

-[12r312 { [14J (5 x + 3x3) + 6 [1,22,12 ](5x + 2x3) + 6 [l,2,13,23](3x+x3) 

+ 2 [1,2,3,123] (3x + )) }/12 + [12r 512{ [13J2 (23x + 16 x3 ) 

+ 48 [13] [l,2,12] (2x + x3 ) + 18 [1,2,12] 2 (5x+2x3)}/72 

1.4. BigiMSEL EDGEWORTH AvILIMIN GEvERLiLiGi 

{Yn} n -~l , m boyutlu rassal vektorlerki (i.i.d) 1 in dizisi olsun 

ve f 1 , ••• ,fk' Rm de geryel degerli Borel olyillebilir fonksiyonlari 

olsun (7). Zn == (f 1 (Yn), ••• , ff (Yn)), S ~ 3 iyin sonlu momentlere sahip 

oldugu varsayilir. W = n1/ [H(Z)-H (µ)] biyiminin istatiksel dagi-
n 

11m1n1n asimtotik ayil1m1 ve normal yak1nsamas1n1n oranlari, µ = EZ1 'in 

kom§ulugunda S 1 nin slirekli tlirevlerine sahip Rk da H fonksiyonlar 

iyin el de edilir •. Bu asimtotik ay1l1min, w dagil1m fonksiyonun bir 
n 

biyimsel Edgeworth ay1l1m1 ile benzer oldugu gorlillir. istatistik 

s1n1f1n, orneklem momentlerin tlim uygun dtizglin fonksiyonlarini iyer

digi gozonline alinir. 

1/2 -
wn = n (H(Z) - H (µ)) 

istatistigini dil§linelim. Burada H, Rk de geryel degerli Borel olyti

lebilir fonksiyonlarid1r ve 

(7) BHATTACHARYA, R.H. and GHOSH, J .K., On the validity of the· formal 
zdgeworth expansion., Ann. Statist. 6, 1978, 435-451. 
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z ::: 
1 n 

I zi I µ ::: EZn 
n i:::l 

dir. Orneklern momentlerin tlim fonksiyonlari H(Z) §eklindedir. Ornegin 
- - (1) (2) (1) 2 H(Z), eger m:::;2, k:::S, f 1(y) = y , f 2(y) = Y , f 3(y) = (y ) , 

f 4(y)::: (y( 2)) 2, f 5(y) = y(l)y( 2), (y = (y(l), y( 2)) i~in) lardan biri 

alinirsa orneklern korelasyon katsayisi iki degi9kenli olur. 
H(Z) ::: (z(S)_ 2 (1)2 (2)) (z(3)_ (z(l))2)-l/2 (z(4)_ (z(2))2)-l/2 1 

(. (l) (k)) ... ) µ::: (EY(l) EY(Z) E(Y(l))Z E(Y(Z))Z (Z ::: z ' ••• ' z i~in 1 ' 1 , 1 ' 1 , 

(EYCl)yi 2))) I nlin N korn9uluguna aittir ve { zeR5 : z( 3) > (zo» 2• 

2 C4J > (z( 2)) 2 , -1 < H(z) < l} klimesini de i~erir. H, N di9inda keyfi 

olarak tanimlanabilir. Eger z1 , sonlu ikinci momentlere sahip ve H, µ '-

nlin korn9ulugunda slirekli tlirevli ise w , ortalarnas1 sifir ve varyansi 
n 

k 
o 2 ::: I 

i, j=l 
\I .. 1.1. 
l] l J 

ile bir lirnitli normal dagilima sahip olur. Burada V 

dagilrna (dispersion) rnatrisidir ve 

( (\I .. ) ) 1 Zl I in lJ 

1. ::: (D.H)(µ) 
l . l 

::: aH(z) I · 
az(i) · z= µ 

. . (1) (k) 
1 ~ l ~ k ; Z= ( Z • • • , Z ) 1 

(Bu ~al19rna boyunca 21 nin pozitif oldugu kabul edilir). 

Teorem 4: Eger z 1 sonlu li~lincli rnomentlerine sahip ise ve eger H' in 

turn li~lincli rnertebedeki tiirevleri, µ = EZ1 ' in kom9ulugunda slirekli ise 

s u PBe ~ J (a B) e: 0 0-2 ( \)) d \) = 0 ( e:) ( e: + 0) 

saglayan Borel ktimelerin her B ktirnesi i~in 

Sup I P b ( 6B) - f n. 2 ( v)dvl= O(n-l/2 ) B8 n ro wn VJ 
r B O' 

Burada oB, B 1 nin siniridir, (a B) e: ise B' nin e: -korn9ulugudur ve 

_m<v<co 

dir. 
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-
H(Z) 1 nin asimtotik dag1hm1n1n 

2 
o / n varyansi ve H( µ) ortalamasi, 

H(Z)' nin varyansi ve ortalamasi degildir. Ger<;:ekten bazi ortak ornek

lerde (yani t-istatistigi, orneklem korelasyonu gibi) H(Z) 'nin list 

momentleri ve ortalamasi sonlu bile olamaz. Bu µ etrafinda H(Z) 

ai;:1l1m1yla 

tik<;:ilerin 

w 1 nin yakla§ik mornentlerinin hesaplamalari i<;:in istatis-
n . 

uygularnalari arasindaki genel pratikliktir. Terimlerin 

belli bir sayida korunarak, beklenen terim alinir ve uygun bir iisse 

ylikseltilir. Bu Delta Metod di ye adl,andinhr. Bu yakla§ik 

(approximate) rnomentler, w 1 nin dagilirn fonksiyonun bir bi<;:irnsel 
n 

Edgeworth a<;:1l11111n1 elde etrnek i<;:in bazen kullanilir, 
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z. BOOTSTRAP YONTEMLERi 

X X X i~i.d F 
1' 2'"""' n v 

ve 
A 

uzere e istatistiginin standart sapmasi 

Sd = o (F,n, e) = o(F) (2.1) 

olur (8). o(F,n, e) bir fonksiyondur. (F,n, ve e'ya bagimll bir fonk

siyon) Buradaki standart sapma bilinmeyen F dag1l1minin fonksiyonu 
A 

olmaktadir. Standart sapmanin bootstrap takdircisi F = F olmak i.izere 

SD A 

o(F) (2.2) 

,,.. 
olmaktadir. Buradaki F, F'nin parametrik olmayan maksimum olabilirlik 

takdiridir. 

Ornek 1 X olursa X' in standart sapmasi 

[ µ2 Jl/2 
o (F) = --;--

olup, buradaki µ 2 = EF [X-EF(X)] 2 yani F' in ikinci merkezlenmi.;; 

momentidir. Dolay1s1yla 

,. ,. __ [ ~. n ]1/2 SD = o (F) (2.3) 

n 
olup I olur. 

i=l 

A 

VAR µ2/n Bootstrap varyans takdiri olup sola sapmalidir. 

EF (VAR) = ~ [ ~ ] = 
n-1 µ2 

n n 

n-1 Var {X} -
n 

(8) EFRON, B., daha once adi ge~en kitabindan 



- 25 -

e = x oldugunda VAR tarafsizdir (unbiased) yani SD = [ n/(n-1)]112 cr(F) 

olur. Fakat bu Sd' in en iyi takdiri degildir. 

(i) SD 1 nin Monte-Carlo Degerlendirilmesi : 

Genellikle cr(F) fonksiyonu ac;:ik olarak if ade edilemez. Bu durumda · 

SD' nin hesaplanmasi ic;:in Monte-Carlo algoritmas1n1 uygulamak zorunlu 

olur. 

a) F' in parametrik olrnayan MLE (Monte Carlo Evaluation) u bulunur. 

A 

F : her 

A. 

x. noktasinda yogunlugu 
l 

b) F den bir bootstrap orneklemi c;:ekilir. 

* * * iid x1 , x , ... , x "" :F w . n 

hesaplanir. 

1 dir, 
n 

i=l, 2, •• , , n (2.4) 

(2.5) 

c) b. basarnak B defa tekrarlanarak 

ten sonra 

"*l "*2 "*3 . e , e , ..• , e elde edildik-

A 

SD _1_ { ~ [ a*b _ 8* ]2 } 1/2 
B-1 b=l 

B 
hesaplanir. Burada e = I "*b e /B 

b=l 

(2.6) 

dir. 

B -;> 00 ic;:in (2. 6) = (2.2) olur. Pratikte bootstrap i.;;lemi erken 

veya gee;: bitirilebilir. Erken bitirrne tercih edilir. <;tinkli hesaplarna 

rnaliyeti az olur. 

2.1. BOOTSTRAP YONTEMi ve GtivEN ARALIKLARI 

(ON THE BOOTSTRAP CONFIDENCE INTERVALS) 

"t" istatistiklerin c;:ok geni.;; sinifi ic;:in uygulanan pararnetrikJ 

olmayan bootstrap teknigi ic;:in kapsama olasiligini, ko.;;ulsuz Edgeworth

tipi ac;:ilirnrndaki ilk terimin formiil degerini kesin olaral< c;:Jkannz (9). 

(9) HALL, P., On the Bootstrap and Confidence Interials, Ann Statisc., 
14, 1986 ' 1431-1452. 
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Bu s1n1f, orneklem ortalamas1n1, k. orneklem ortalamas1n1, orneklem 

korelasyon katsay1s1n1 ve ortalama vektoriin fonksiyonu gibi tariflenen 

maximum olabilirmlik takdircilerini ii;:erir. Oner;Llen bootstrap, bir 

Edgeworth ai;:1l1m1ndaki birinci terimin tamam1yle takdiri clan bootstrap 

similasyonlar1 ile geri;:ekten Edgeworth tersinde deneysel bir terimdir. 

<\ 

Bootstrap yontemi, gi.iven aral1klarin kapsama olas1liklarin farkli l 
gorii.;; noktalarindaki problemde, kolayca tersini alma bakim1ndan iki 

onemli avantaja sahiptir. Bu avantajlardan biri dtizgi.inliik ( smooth)j 

(yani tek bii;:imde) digeri de otomatikliktir (yani ai;:ihmin birinci 

terimin ba.;ilangii;:ta teoriksel hesaplamaya ihtiyai;: duyulmaz). ·. 

( 
Bootstrap, kendiliginden olu.;;an, ktii;:i.ik bir yontem hatas1ndan ger-

i;:ege yakin tahmin olu.;;turmak ii;:in tekrarlanir. Bootstrap · iterasyonu, 

Abromovitch ve Singh, Hall veya Withers tarafindan savunulan Edgeworth 

dtizeltmelerinden i;:ok farklidir. Bu tekniklerin hepsi terimlerin kesin 

heaplanmasin1 gerektirir. Kiyaslanirsa bootstrap iterasyonu hesap 

gerektirmez. Ttim d tizel tmeler, tekr ar li ornekleme i§ lemlerin sirali 

ktimelenrneleriyle kesindir. 

Bootstrap'a Cornish-Fisher'in baki.;;i 

S -- n112 (a"-a)/ "cr, 1 b' . . · 0 · 1 B" k d gene ir t istatisti6 i o sun, ir ~o urum-

da S, bir Edgeworth ai;:ilimini · X' de ayni tarzda kabul eder, 

P { n1 / 2 (8-e)/~ ~ x} = iti (x) .+- ~ n-j/ 2 ( ) l/J ( ) 0( -k/2) , j~l' Jtlj x x + n · 

Burada Jt .. , 3j-l derecEde bir polinomdur, Bu oldugu zaman bu lJ 
ai;:ilim, Cornish-Fisher (ters)'in bir ai;:ilimini olu9turmak ii;:in tersine 

i;:evirilir, 

P {n1/2ca"-a)/: ~x; . ~ -j/2 C )} C ) . oc -k/2) 
v ~ +- l n Jt 2 j x = iti x + n 

j=l 

kompakt araliklarda bu ayni tarzdadir. Burada {R 2j l, polinomlarin yeni 

s1ras1dir. Alteinatif olan denk .;;ekil 
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p[n112 (e-e)/~~ z(a) + 
k \ -j/2 -k/2 
l n n2j {z(a)}]=CY.+ O(n ) 

j=l 

a6 (c:, 1-c:) de aym tarzdadir (her E > 0) Burada z, ~ (z) 

c;ozlimlidi.ir. 

CL 1nin bir 

n2 j 1 nin katsayisi, momentlerden dolayi ornekleme dagilimina 

baglidir. n2 ., her ana klitle momentinin yerini tutan orneklem momenti
J 

nin yer degi9mesi ile 

her k (modlil dlizenlik 

n2j' nin tanimini gostersin. Her aE(O,l) 

ko9ullari) yi gostermek zor olmaz. 

i<;in 

(n ~cc giderken) Bu durumda, bootstrap kritik noktasi tCY., Cornish

Fisher 1 in deneysel ters a<;ihmlariyle elde edilen kritik nokta takti

rine asimtotik olarak denktir. 

2.2. PARAMETRIK ve PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP YONTEMLERI 

" " e ve o 1 nin rassal n-orneklemli c_x' den kuruldugunu kabul edelim. 

Parametrik durumda, ornekleme dagiliminin J:_Ogunlugu kabul edilen h A' 

bilinmeyen parametrelerin 

edilir. A takdiri i<;in 'X 
bir A. vektorli hari<;, tamamiyla tespit 

kullanilir. (Max olabilirlik gibi) ve hA 

* yogunlugu ile ana klitleden <;ekilmi9 rassal n orneklemi ic;in ')< yaz1-

lir. Biz c;.."r I ya bir 11 tekrarll orneklem" olarak adland1r1n1z. Para-

* metrik olmayan durumda, ')( , 

kolaylikla c;ekilir (10). Her 

takdircileri olabilir. (Fakat 
ge<;mesiyle) 

'X' dan (yerine konularak) 
,.. * "* iki durumda e ve 'cr 

.... .,.. 
Cf. orneklem yerine 9< 

rassal olarak 
" " 8 ve o'nin 

tekrarli orneklem 

Bootstrap yonteminin parametrik ve parametrik olmayan tan1mlar1n1n 

a<;1klanmas1nda iki ornek bize yard1mc1 olur. 

(10) HALL, P., Theoritical Comparision of Bootstrap Confidence 
Intervals, Ann. Statisc., 16, 1988, 927-953. 
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ilk olarak bir parametrik ortamrn ic;inde oldugurnuzu kabul edelim ve ,. 
e ile a, bootstrap ybntemin takdircileri olsun (ki bu deneysel fonk-

' siyonlar dagilim fonksiyonun yerine gelen fonksiyonlarla elde. edilir). 

Bilinmeyen parametre vektbru ;\ , S 'nin merkezi ve blc;ek fonksiyonu 

olsun ve n112c e- e)/ ave n112ce - e)/~ istatistikleri merkezi,lik ve 

blc;ek bakimindan degi.;;mezlik (invariant) bzelligine sahip olsun. Durum

lar; N(e, a 2 ) ana kutlesindeki 8 1 nin sonucunu ic;eren noktada ve bir 

ustel dagihmin e ortalamasi hakkindadir. Daha sonra n112c8'l< -e) /~ 
ve n1/ 2ce*-e)/;* dagilimlari sirasiyla n 1 / 2 (e-e)/~- ve n 1 / 2 (6-e)/~ 
degerlerine e.;;ittir. (~ 'de ko.;;ullu veya ko.;;ulsuz her iki durumda). 

~imdi parametrik varsayimlar yapmaksizin bir surekli dagilimin, 8 

ortalama takdirini du.;;unelim. e ve ; 2 ' sirasiyla brneklem ortalamasi 

ve brneklem varyansini tanimlasin. Varyans n-1 den ziyade n bblenli

dir. 0 zaman ')('de ko.;;ullu n 1 / 2 c8*-e)/~ ve n1/ 2c8*-6'>;;-:< dagilim-

lari, sirasiyla n112Ce-e)/cr ve n 112 <e-e)/o ko9ulsuz dagilim-

larina yakla:;iir. 

" ~unu da belirtmemiz gerekir ki bootstrap ana kutle momentleri, p 

ve q gibi bootstrap polinomlarin katsayilarina bagli olanlarda, para

metrik ve parametrik olmayan durumlar farkli ac;iklamalara sahiptir. 

Parametrik durumda bootstrap ana kutle momentleri h 
A 

yogunlugu ile 

ilgili momentler, parametrik olmayan durumda da ~ brneklemin moment-

leridir. Parametrik durumda f x h;\(x)dx ifadesinin 

e.;;it oldugunu kabul ederiz. brnegin eger hA, ilstel 

maksimum olabilirlik takdiri ise bu dogrudur. 

~in X ortalamasina 
A 

ailesinden ve ;\ 

2.3. PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP GtivEN ARALIKLARI 

Bu bblum, parametrik olmayan hallerde kilc;uk brneklemde, yakla.;;ik 

guven araliklar olu.;;turulmasiyla ilgilenen son derece tahmin niteligi 

olan durumu ic;ermektedir. 

Reel dogru uzerindeki bir F dagiliminin medyam ic;in, bir guven 

araligi olu.;;turma olan ve bilinen bir sahadan ba.;;layalim. Tipik deger 

teoremi, bu durumda medyan ic;in standard sirali istatiksel araliklara 

indirgenir. brneklem medyanin bootstrap dagilimi alinir. Bu, bootstrap 
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dag1hm1nin teorik hesabi mlimklin oldugu bir durumda olur. Buradan 

anla§ilacagi gibi medyan ic:;:in bootstrap dagihminin ylizdebirlikleri 

(percentile) klasik gliven araliklarini da saglamaktadirlar. Percentile 

metod olarak adlandirilan ve bootstrap dagilimlannda kullanilan bu 

metod, gorlinlimlin farkli teorik noktalarinda kanitlanir ve ilerlemeler 

onerilir. 

2.3.1. Medyan 

F, 8 = inft [Prob { X" t} = 5 } §eklinde tanimlanan 8 med yam. 

ile 1R1 de bir dagihm olsun. Kolayhk olsun diye F' in slirekli oldu

gunu farzedelim. F'den i.i.d (independent identically distributed) 

bir X.= x., 
]. ]. 

(i = 1,2, ... ~) orneklemini dikkate alallm. x(l) < x(2) < x(3) < ••• 

< x(n) sirali istatistigini kullanarak 8 ic:;:in dogru gliven arahk-

larini kurabiliriz. 

n k n-k 
bk,n (p) = ( k ) p (l-p) (2.3.1.1) 

Dikkate alinan k' nin binom olasiligi, ba§ta P olasiligina sahip bir 

paranin n kere bagimsiz atilmasiyla (2.3.1.1) tanim1anir. Rassal 

degi§ken 

Z = I=/: { X. < 8} 
]. 

(2.3.1.2) 

1 
p = -- ' 2 

ile bir binom (binomial) dagihmina sahip-

tir. {X(kl) < Q ~ \k2)} olayi {k1 .$ z < k2} olayi ile ayni oldugundan 
dolayi 

b ~5) k,n (2.3.1.3) 

dir. (2.3.1.3)' in kullaniminin ornegi ic:;:in, n=l3, k1= 4, k2= 10 alin

sin. 0 zaman bir binom tablosu 

(2.3.1.4) 

verir. 
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Bu iki takibeden olasiliklari e9ittir. 

ProbF{e>X(lO)}= Prob {Z ~ 10} = OJ46 (X( 4), X(lO)] bu durumda, 

e i~in '1 90.8 gilven araligin bir merkezidir. 

2.3.2. Medyan i~in Bootstrap Teoremi 

Bir orneklem medyanin bootstrap dagilim1 teorik olarak, Monte 

Carlo metoduna ba9vurmaksizin hesaplanabilmektedir. Bu~ada tek degerli 

orneklemi dil9ilnmek uygundur. n=2m-l diyelim. 0 zaman e orneklem med

yani X(m) orta sirali istatistige (middle order statistic) e9itlenir. 

* * * iid A. ~ * X1 x2, ••. , X0 ~ F bootstrap orneklemi, 8 = X(m) 

bootstrap orneklem medyanina yani Xi_* nin m. sirali degerine sahiptir. 

j=l,2, ••• ,n 

tanimlanir. {X~m) > X(k)} 

Dolayisiyla 

(2.3.2.1) 

k *· olayi { I µj ~ m-1} 'e e9degerdir. 
j=l 

k .... 
I /f~ ~ m-ll 

j=l J 

= Prob {Bi (n, .t_) < m-1} 
n ' 

m-1 
I b. c.L) 

j=o J,n n 

(2.3.2.2) 

Burada I µ~ ~ Bi(n, _L) ifadesini ve (2.3.1.1) tanimini kullani-
j=l ~* 

yoruz. Bundan dolayi 8 ' in bootstrap dagilim1, bootstrap olas1l1gi 

ile X(l) < X( 2) < ••• <X(n) degerleri ilzerinde toplanir. X(k)'a e9it

ligine P(k) diyelim. 
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"* Prob.,. { e .... \k)} 

m-1 
I fb. ck-1)- b. C_l_)l c2.3.2.3) 
. J,n n J,n n J=O 

Ornek n = 13 iyin bootstrap dagilimi a9~gidaki gibidir • 

p(k) .0000 .OOlS .0142 .OSSO .1242 • 1936 .2230 

k 1 2 3 4 s 6 7 

p(k) .1936 .1242 .OSSO .0142 .OOlS .oooo 

8 9 10 11 12 13 

Standart sapmanin bootstrap takdiri 

- =[I p (k)x~k) 
2 1/2 

0 BOOT CI P(k)x(k)) J dir. 

2.3.3. Percentile Me to du 

;limdi de, e = e cf)' in bootstrap dagihmi lizerine bahsedilen 

herhangi bir reel degerli 8 = 8(F) p~rametresine yakla91k gilven ara

l1klar1 tahsis edilmesi iyin basit bir metoddan bahsedecegiz. 

CDF(t) = Prob* { 8* ~ t l (2.3.3.1) 

"'* if adesi, 8 I ].Il bootstrap daglllffilillil birikimli dagJ.lJ.ffi fonksiyOilU 

(cumulative distribution function) olsun. (Eger bootstrap dag1l1m1, 
A A*b 

Monte Carlo metodu ile elde edilirse o zaman CDF( t) ifadesi, # {8 ~ t/B} 

ile yakla9t1r1hr. 0 ve • S arasinda verilen bir a. iyin genellikle 
A A 

basit, olsun diye eLOW' eup ile 

,. ,.. 1 
e (a.) = CDF- (1- a) 

up 
(2.3.3.2) 

ifadeleri tanimlanir. Percentile metod, 8 iyin l-2a yakla91k merkezi 

gliven araligi olarak 
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(2.3.3.3) 

nm ahnmaslnl i<;ermektedir. ex= CDF (SLOW), 1- ex = CDF (sup) oldugun

dan, percentile metod, bootstrap dagiliminin, l-2ex merkezine oranini 
------------~--~--~-·-~~,·---~·--,-···---~~·----· -~- --

ii;.erir • ....__-
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3. BOOTSTRAP YONTEMLERiNiN KAR~ILA~TIRILMASI 

Tek degi9kenli bir dag11im1n 8 parametresi ii;in giiven arahk

lar1 olu9turmada, literatlirde i;ok sayida bootstrap yontemi vardir. 

Genel kullan1m1nda en az 5' ini tanimlayabiliriz. Bunlar; Ylizdelik 

(percentile) metodu olarak adland1r1lan metod (bu bollimde kritik 

noktas1 "' 8 BACK 
ile gosterilecektir). Ylizdelik-t metodu ( eSTUD ile 

gosterilmektedir). Karma metod (bu bollimde 8 HYB ile gosterilmektedir). 
- ~ 

Tarafl1-dlizeltme (bias-corrected) metodu (bu boliimde SBC ile gi:iste-

rilmektedir) ve ivmeli tarafh-dlizeltme (accelerated bias-corrected) 

( 8 ABC ile gi:isterilmektedir). [ Teknik olmayan istatiksel i;ah.;;malarin 

biiyiik i;ogunlugu, giiven aral1klar1n1n olu.;;turulmasinda kullanilan 

bootstrap metodlann kullan1ld1g1 5 istatiksel teknigin ai;1klamas1n1 

yapmamaktadir. Bizim ara.;;t1rmam1z, yiizdelik metodunun (ylizdelik-t 

degil) yaridan i;ok kullan1ld1g1n1 ve hemen hemen geri kalanlarin tlimlin

de de karma metodunun kullan1ld1g1n1 gi:istermi.;;tir.] Bu bi:illimdeki ama

c1m1z degi.;;ik bootstrap kritik noktalarin tart191lmas1, kar91la.;;t1r1l

mas1 ve degerlendirilmesiyle birle9tirilmi9 teorik yap1y1 geli.;;tir

mektir. Biz i;e.;;itli sonui;larin olu9turulmas1 ve bootstrap kritik 

noktalarin tayin edilmesiyle ilgili bir kai; yi:intem lizerinde i;ah.;;a

cag1z. 

I " -1 2 e nin takdircisi 8, asimtotik vary ans n <J ile n elemanl1 

orneklemeye dayanir. a2 'nin takdircisi o2 olsun. Teorik kritik nokta

larda i;e.;;itlilik vardir ki bunlar bilinen n 112cs-e)/ a ve n112(e-e)/ a 
nin dag1l1mlar1, ideal durumlarda kullanilabilir. Eger o'y1 bilirsek 

n1/ 2(s - 8)/o 'mn dag11im1 ii;in "normal dagihrn" tablolanna bakabili-

. b"l" · 1/2("" )/"" t 11 11 riz ve eger <1 i inmiyorsa n 8 - e a n1n dag1l1m1 ii; in t tab-

lolarina bakabiliriz. ~u bir geri;ektir ki eger elde ettigimiz bu tab

lolar1 kar19t1r1r veya alt kartille list kartili .;;a91r1rsak, hatalar1m1z 

olacaktir. Bununla birlikte eger yanli9 tablolar1 kullanmaya devam 

edersek, i;ok az farkl1 ihtimal dlizeylerini gozonline alarak bazi hata

larimiz telafi edilebilir. Ornegin t-tablolari kullamlmas1 gerekli 

oldugu zaman eger standart normal tablosu kullan1l1rsa ve 5 elemanl1 

orneklem ii; in % 5 1 in listlinde kri tik noktas1n1 arad1g1m1zda f,.. 5 

noktas1 yerine % 2 _!_ noktas1na bakt1g1m1zda hatam1z1 dtizeltebilirdik. 
2 
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Bizim tart19t1g1m1z bir c;ok bootstrap kritik noktalar1, teorik 

kritik noktalar1n sadece temel bootstrap taktiridir ve bunlar s1k 

sik yanl19 tablolara bak1lmas1yla elde edilir. Bootstrap -yakla91m1 

o kadar iyidir ki; eger teorik kritik noktalar1n ha tali bootstrap 

takdirini kullanirsak, gaze c;arpan hatalar belirir. Karma metodunun 

genel kullan1m1nda bootstrap kritik noktalari, yanli§ tablolardan 

bakildigi degere e9ittir ve ylizdelik metod kullaniminda kritik nokta, 

yanl19 tabloya tersinden bakmakla bulunur. Tarafli diizeltme metodlari, 

yanl1§ tablolarin tersinden bakilmasindan olu9an hatalann bazilarin 

dlizel tmek ic;in, ihtimal seviyesindeki dlizel tmeleri kullanir. Birle9-

tirilmi§ c;atiyi geli§tirmeye uygun olmamalarina kar91n bootstrap kritik 

noktalarini gostermenin ba§ka bir c;ok yolu vardir. "Normal· dagilini." 

ve "t-dagilim" tablolarina baktigimizda aralarindaki farkliliklar 

tarti§ilarak bazen §U 9ekilde gosterilebilinir; eger 

n1/ 2(B-8)/o onemlidir. Halbuki eger o bilinmiyorsa 

o biliniyorsa 

n112cs-a)/ a 
onemliydi. Bununla birlikte sik sik or ta ya c;ikan bu durumda bu nice

liklerin hic;biri, sonuc;ta ortak kullanilan terim durumunda tamamen 

onemli degildir (11). 

Qah9mamizdaki teknik yardimlardan biri, takdircilerin c;ok degi§

kenli ortalama vektorlin fonksiyonlari gibi ifade edilebilen durumdaki 

parametrik olmayan bootstrap ve c;ok degi9kenli iistel aile modellerin

deki parametrik bootstrap gibi 2 onernli durumda Efron 1 nun varsayim

larini dogrularnak yoniindedir. $imdiye kadar varsayimin dogrulanrnasi tek 

degi§kenli ve parametrik modellerle s1n1rlanm19tir. 

Bizim tart1§rnam1z ikinci mertebedeki dogruluklarin, tek tarafli 

gliven araliklari ic;in fazlasiyla onemli olmasidir. Fakat bu durum 

c;ok sik tart191lrn19 olsa bile c;if t tarafli araliklar ic;in bunun etkisi 

azalmaktadir. l§te aralik uzunlugu, ikinci-mertebe karakteristik 

ozelligin kapsama etkisine sahip olmasina ragmen, i_kinci-rnertebenin 

ozelliginden c;ok, lic;iincii rnertebeden etkilenrnektedir. Bizim iddiamiz, 

ylizdelik-t' nin lic;lincli mertebedeki dogru terirn almada, ivmeli tarafli

dlizeltrneden daha iyi i§ yapmasidir ve dogru sec;ilen varyans takdiri 
A.2 
a ispatlanmi§tir. 

(11) HALL, PETER; SPECIAL INVITED PAPER; Theoretical Comparison· of 
Bootstrap Confidence Intervals, Ann. Statist. 1988, 927-953. 
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Kural olarak gosterilmi9tir ki; Booststrap araliklarin <;ogu veri

len kapsamda minimum uzunluga sahip olmasi i<;in tan1mlanmad1gindan 

kapsam, aralik uzunluguna direk bagli degildir. Bununla beraber 

ytizdelik-t araliklarindan daha dar, en dar bootstrap gtiven araligini 

kurmak mlimklin olabilir. Tuhaftir ki; bu dar araliklar onemli durumlarda 

daha dar araliklara kadar indirgenir. 

Kritik noktalarip kar91la9tirilmasinda vurgulamamiz gereken nokta, 
·--~----···--"-~--- -.----'·-~ .. ---------........_;·--~-------·-·-- .. --_ ----·-· -~·----" -- .. ~-----·_,.,,,..,.~~---

bootstrap metodlarrn tamamen --~ege~didlm-e.si ___ ic;j_J!__gerekli ___ ~~~~ 

~lgilerin sadece bir bol~I_?_li..EiLJ~§:Q~c.1:!!1~-sid~.E_· S_imi~_a_§.YQD .. -~~a}.,;i,§Jll.<;lls:t£1 · 
---~-----------~~_._.~------ \ 

ve ger<;ek veri i<;in uygulamalar, degerli ek bilgiler sag1f:lrnC!!<~adir. 
_ ,,.,.. . ~-"'-' __ ._..,.,._,.,, .,;u•"-•-•·~__....,~-.·,..='"-~"'-·..,_,,...,.-.. ,....~-= ~-,-,·-o-.<....,-..-.,.~~-,.,. -,-,--,o.···.- --, .. ,-, .-_., .. ,·,-· >r.T~ •~ ---"""r•··· _ .. .,.~~--~"'~"'··-....-,,_.,..,.,.,~"'''""'"''~--.-•; _, .•. , ... _ --~ .,, •·•.--." _,_., .,, ··"'· -· · ····• .,,- ,,., 

Bununla beraber, genellikle ana ktitlesinden yararlandigimiz; Y~~delik 

meted (yiizdelik-t metodundan ayri olarak) Karma metod ve Tarafli-,,___ __ ".-~-----~---~----------~-.. ~~~------- -

dtizeltme meted (ivmeli tarafh-dtizeltmeden ayn olarak) gibi bir.ka<; -----·- - ---- -·------~ .. ·--~--~~.,. __ ,,__,_ 

boo tstr_cu:> _ _!lleto~l!__i:!ze~Jnde __ g_ii~Jii __ J) tr__c!__ll_!'_l1_f!!.~ __ y_~r.!1Q.bg1l!l._,_Q_~_<;_al_i,;imada 

ileri slirmekteyiz. Se<;imimiz tamamen net olmasada, i vmeli tarafli-
. -- ·-----------~ 

dtizel tmeden ilstlin clan ytizdelik-t' yi tercih ederiz •. Bizim kararimiz, 

iki taraf li giiven araliklarin ozellikleri ti<;lincti mertebede dayandigi

dir. Tekrar ornekleme yapmaksizin ikinci mertebeyi meydana getirmek 

ve hatta analitik dtizeltmeler yoluyla kritik noktalarin li<;iincti-m~rte

bede dogrulugu i<;in bazi planlar bulunmaktadir. Analitik oldugu kadar 

tekrarliornekleme ile bulunan sonu<;larda dogrudur. Diger bir taraftan, 

ivmeli tarafli-dlizeltme, ytizdelik-t tarafindan par<;alanmam19 transfor

masyonlari altindaki degi9mezlik prensibinin (invaryansinin) kullan19li 

ozelliklerinden yararlanmaktadir. 

:~:~~::~::~::::~:m :::: n::::::::;::l~::~~:E.:::~::::~:~:~·::::::: l 
anormal dar araliklar meydana getirilebilir. $unu da belirtmemiz )' 

gerekir ki bazi durumlarda "Suboptimal" (alt optimal ~oztim) i9lemini 

kullanmak i<;in pratik nedenler vardir. Yilzdelik metod'la ilgili ele9-

tirilerimiz ve ivmeli tarafli-dtizeltmeden tistiln clan ytizdelik-t i<;in./1 

tercihimiz 0 21 nin sabit takdiri ge<;erli olmadigi zaman, etkisinin 

<;ogunu kaybeder. 
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... 
Ileriki boliimde, 8 

A 
ve o takdircileri i<;in genel bir modelini 

tarti.~n.p, Edgeworth a<;ilirni ve Cornish-Fisher a<;ilim teorisinin eleman

larini yeniden gozden ge<;irecegi. Iddialarimizin <;ogu, bootstrap kritik 

noktalarin Cornish-Fisher ters a<;1l1mlar1na ·ve kapsam hatalarin 

Edgeworth a<;1l1mlar1na dayandigidir. 

3.1. EDGEWORTH A~ILIMI ve CORNISH-FISHER TERSI 

sonra 

A(µ) = 0 1 yi saglayan siirekli fonksiyon A: Rd ---?R olsun. Daha 

U = n1/ 2 A(X)' in birikimleri 

ve 

dir. 

dir. 

Sonu<;ta 

k1(U) = E(U) = n1/ 2 Al+ O(n-3/ 2) 

k2(U) = E(U2)- (EU) 2= o2+ O(n-l) 

/r(u:~ :-::~:)~-~:;/Z ~l (x){(:) + o c n - l ~j 
--·- -··------· - ... ____ ,, _______ ,,, ..J 

,8' 

Burada -p1 (x) = a-1A1 + + a-3A2 (x2-l) dir ve ): ile fl> sirasiyla 

Eger a2 takdircisi, a2 = g(X) olarak kullanirsak (3.1.1) ifadesi 

§U hale gelir. 
--------·----~------· -. . ,er 

I /A -1/2 JJ 
~~=-~-:~:':L.:: __ n .. -- gl(x_}.fl>-(x) 

-1 +.O(n ), 
... ·---._ 

(3.1.2) 
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Burada B = A/g1/ 2 , b. . = B(. . ) , i, ••• ip i, ••• ip 
B1 = - 1- L L b .. µ. . ve 

2· lJ lJ 

ile 

1 2 
-q1(x) = B1 + ~ B2(x -1) ne sahibiz. 

~1 -1 1 ( b. = a. 0 ve b .. = a .. CY - -2 a. c . l l lJ lJ l J 

Ci : g(i)(µ) alinsin. Bu 

-3 + a.c.)o olarak gosterilebi-
J l 

lir ve bu nedenle 

1 -3 . J. 2 P1 ( x) - q 1 ( x) =- - a ( \ a . c . µ . . x ) 
2 l l J lJ 

(3.1.3) 

dir. Ac;:rkc;:a eger xa , ya 

ile tanimlanirsa o zaman 

ve z 
CY. 

P(U/o ~ x ... ) = P(U/o ~ y"') = cl> (z~)= a 

.---------· --
x = z -a. a (3.1.4) 

olur. (3.1.1) ve (3.1.2) 1 nin sonuc;:lari Edgeworth ac;:ilimlaridir. 

(3.1.4) sonuc;:lari, Cornish-Fisher ters ac;:ihmlaridir. za. = '1)-1ca) 

tanimi bu c;:ali9ma boyunca kullanilacaktir. 

Daha genel olarak bazi v ~l ic;:in 

\) 

P(U/o ~ x) =fl) (x) + L n-i/2 pi (x). 0 (x) + O(n-(v +l)/2), 
i=l 

\) 

P(U/cr ~ x) = fl) (x) + 1 
i=l 

. /2 n-i q. (x) 
l 

(x) + O(n-(v+l)/2) 

olarak kabul edilsin. 0 zaman p. ve q. sirasiyla indisli (indexli) 
l l 

polinomlari tek iken c;:ift; c;:ift iken tek olan ve 3i-l derecesindeki 

polinomlardir. xa. ve ya. kartilleri daha once kabul edilmi9 olan 9u 

ifadelerle tanimlanir. 

x = z + a. a. 
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Burada ve ic;:in p. ve q.' li terimlerle tanimlana-
J J 

bilir. Ozellikle 

(3.1.5) 

q ic;:in benzer ili§kiler vardir. pil ve qil polinomlari c;:ift indisine 

kar§illk tek, tek indisine kar§illk c;:ift olan fonksiyonlar ve i+l 

derecededir. 

3.2. TEORiK KRiTiK NOKTALAR 

Bu boliimde bilinen 

H(X) p { nl/2 (S-8)/a~x} ve 
(3.2.1) 

K(X) = p { nl/2 cs-8)/;~xl 

dag1l1m fonksiyonlar1n1n tahminleri altinda c;:al1§acag1z. Bazi noktalar 

"teorik kritik noktalar" olarak adland1r1l1r. Bu noktalarin baz1lar1 

mant1ks1zd1r ve bu durum noktalarin bootstrap takdircisindeki yapisal 

zorluklarin c;:ogunu ac;:iklar. 

3.2.1 Normal Dagilim, t-Dag1l1m1, Karma ve Ters Kritik Noktalar 

-1 -1 
Allnan xCY. = H (a) ve y CY. = K (ct.) ifadeleri sirasiyla H ve 

" "' K' mn a - seviyesindeki kartilleri tanimlar. p{8:5 8(a.)} - a ozelli-

giyle S(a) kritik noktasi ara§tird1g1m1z1 varsayahm. Eger a bilini

yorsa 

" " -1/2 
8 ord (a) = e-n ° xl- a 

normal dagilim kritik noktasi kullanilir. 

Eger o bilinmiyorsa, t-dagilim noktasi 
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-i/2 A 

~Stud (a) = e- n °Yi- a 

olan uygun sec;ilecektir. Bu noktalarin herbiri .;;u · durumda kesindir. 

xi ve Yi kartillerini yerlerini degi.;;tirirsek, karma nokta-
-cx -a 

sini kullanabiliriz. 8Stud' un yerine 

A -i/2 A 

= 8 - n oXi- et 

alinabilir. ~_normal ortalamasindaki problemlerin neticeleri 

ic;in t-dagihm tablolari yerine normal tablolara bakilmasindan dogan 

hatalara benzerdir. Bu altiist olmu.;; tablolara bakmaya devam ederek 

-x;la Yi-a kari.;;tirarak ters kritik noktalarini elde ederiz. 

A A -i/2 A 

8back (a ) = 8 + n me CL 

Bu nedenle yanli.;; tablolara tersten bakarak 2 hatanin sonucu 

dir. 

3.2.2. Tarafl1-Diizeltme Kritik Noktalar1 

" 

A I 
8 -

back 

Tarafli-diizeltme, 8 b k 1 daki hatalarin c;aresini bulmaya c;ah.;;-
ac ,. 

maktadir. Bunlar a.;;agidaki gibi kolayla.;;tirabilir. Ac;ikca 8 back(et) 

uygunsuz sec;imdir. Fakat eger yanl19 tablolara tersinde bakmaya devam 

edersek, a yerine ba.;;ka degerleri kullanarak hatalarimizi azalta

biliriz. Belkide, eger B 1 yi dogru sec;ersek, 8 back ( B) daha iyi ola

bilir. Ornegin B'yi - xB =- Yi-a gibi sec;mek i9leri diizeltecektir 
~ ~ 

ve eback(B) bu durum ic;in, 8Stud(a) dogru kritik noktasidir. Daha 

genel olarak eger 

• 8 ( D) -i ( -1/2)2 t b • . • . " ( ) 1 ise o zaman back µ , n = n mer e es1 ic;in 8Stud a a ayn1 

kabul edilir ki bu ikinci mertebededir. Bu durumda §unu soyleyebiliriz 



- 40 -

ki ~back(B), ikinci mertebede dogrudur. Bu tart19ma, tarafl1-dlizeltme' 

nin sahip oldugu kritik noktalardaki deg~9mezlik donli9limlerinin ozel

liklerini onemsemez. 

0 

H ve K Edgeworth a~1l1mlar1n1 kabul ettigini varsayal1m. 

-1/2 . . -1) H(x) = ~(x) + n p1(x), 0(x) + O(n 

( ) ( ) -1/2 ( ) ( ) O(n-1) K X = ~ x + n q1 x 0 x + 

zaman x 
Ct 

= z -
Ct 

-1/2 -1 A 

n p1 (za) + O(n ) ve (- 00 , 8 back(o.)] aral1g1 da 

1/2 ~ A -1/2 -1 
=P{n (e-e)/a_>...za+n p1(za)+O(n )} 

. -1 
q1 (z ) } 0 (z ) + 0 (n ) 

Ct Ct 

(3.2.2) 
durumuna sahiptir. 

Bu ylizden hatal1 kapsam, bliylik orneklerdeki p1(za) + q1(zet) ile 

orantihdir. Bu fonksiyon z a da tam bir kuadratik polinomdur. Tarafl1-

dlizel tme p 1 ( z ) + q 1 ( z ) da sabit terimi c;ikanr; i vmeli tarafl1-

dlizeltme p1 (zeta) + q1 (z a)a mn tlimlinli ~ikanr ve boylece O(n-l/2) den 

O(n-1) a kadar tek-yanl1 aral1k i~in bu hatalar1 azalt1r. Bu 2.merte

bedeki dogruluga e§ittir. Bootstrap tan1mlar1n1n, tarafli-dlizeltme 

ve i vmeli . tarafl1-dlizel tme ile tamamen ayn1 durumda ~al191r oldugunu 

ileriki boltimde gosterecegiz. 

G(x) = P(s ~ x) · ve m = ~-l {G(e) }= <i°1{H(O)} = ~l {-}-+ n-l/2 p1(0).0.(0) + O(n-1)} 

-1/2 -1 
= n p1 ( 0) + 0 ( n ) 

olsun, B = ~(z°'+ 2m). 0 zaman z = z + 2m ve B at 
bOylece 

-1/2 -1 
x B = z 8 - n p 1 ( z 8) + 0 ( n ) 

(3.2.3) 

= z 13 + n-l/2 {2p1(0) - p1(zcx)} + O(n-1) 

(Teorik) Tarafli-dlizeltme kritik noktasi 
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,.. 
8bc (CL) 

,.. ,.. -1/2" -1/2 { . } -1 ] 
eback ( 8) =e + n o [ zCL + n 2p1 (O)-p1 (zCL) + O(n ) 

,.. 
dlr. (3.2.2) I deki tartl§IDaDlil Onerni (- 00 , 8 be (CL)) arallgllllll §U 

dururna sahip oldugunu gosterir. 

(3.2.4) 

Bu - { p1 (zCL) + q 1 (zCL)} aym dilzeydeki kuadratik polinomundaki 

ifadenin sabit parc;as1n1 dengeleyen 2p1(0) terimi haric; (3.2.2) dekiy

le ayn1d1r (p 1(0) = ~(O) o zaman H(O) = K(O)] (3.2~4) bulunan 
-1/2 } I n (2p 1(0) - p1(zCL) - q1(zCL) degerine, a n1n zCL ya bagl1 olrnad1g1 

yerde -az~ yaz1labilir. Bu terimi (3.2.4)' den tamam1yla kald1rarak, 

$ herhangi bir numarayla B'nin yerine yerle.;;tirilir ve 
CL 

2 -1 
8 CL = ~ { z CL + 2m + a z CL + 0 ( n ) } (3.2.5) 

saglanir. 

1 -1/2 -1 I (3.2.3) e gelen iddia x = z + n q1(z,,,) + O(n ) i gosterir. 
$CL .. CL '"" 

(Teorik) ivmeli tarafl1-diizeltmenin kritik noktas1 

,. ,. 
8abc(CL) = 8 back($a) 

,. -1/2 ,. -1/2 -1 
= e + n o{z CL + n q 1 ( z CL) + 0 ( n ) } 

ve buna kar91hk gelen (-oo , e b (a)] tek tarafh arahg1 a+ O(n-l) 
a c ,. ,. 3/2 

e e.;;it duruma sahiptir. Ek olarak 8 b (CL) = e S d(a) + 0 (n- ) a c tu p 
dir o zaman 

A 

Bu yiizden Babe' ikinci mertebede dogrudur. 

3.2.3. ivme Sabiti 

Biz a' y1 ivme sabiti olarak adland1r1r1z. Bizim iddia ettigimiz 

a, en azindan baz1 onemli durumlarda n1/ 2 (e-e)/a 'ye ilk mertebedeki 

yakla91m1n lic;tincli momentin sadece 1/6 s1dir. Slirekli fonksiyon i<;in 

model (3.2.2) boliimtinde tan1t1lm1.;;t1r. 
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ve boylece iddiamiz 

(3.2.6) 

Bunun kontrolu i~in (3.1.4) deki sonu~lardan 

. 1/2 3 . . 3 -2 
b = n 6oa = 60 za {p1Czc) + q1(za)- 2p1(0)} 

= 3 }J:ai jµij - 2}'.liaiajakµijk- 61II L 8 i 8 j 8 klµikµjl (3•2·7) 

takip edilen son e~itlik hatirlanir. Pararnetrik ve pararnetrik olmayan 

durumlarla ayri ayri ilgilenilir. 

DURUM ( i). : DSTEL AILE MODELI 

Varsayalim ki X 

T hX (x) =exp {Xx-'¥ (X)} h0 (x), 

yogunlu~una sahip olsun. Burada ! v~ h bilinen fonksivonlar ve >.: , 0 J . 

bilinrneyen parametrelerin d - elemanli vektortidUr. 
(i) 

0 zarnan µ ='l'(i)()..), µij = 'i'(ij) (:),) ve µijk ='l'(ijk)(X) 

M = (µ .. ) ve aµ(i) /ax (j) = µ .. 
lJ lJ 

a 
(k) '(ij)Cx) 

aµ 

den ax (i) /aµ(j) = v .. 
lJ 

sonucuna variriz. 
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g(µ) hat1rlanarak 

2 I I a.a "kµ" . + L L La.a ·'-'klµ. ·1 
i j l J lJ i j k l J lJ 

ck i~in bu formlilden yola ~1karak ve 9u ger~ege 

var1l1r. 

2 L L L I a.a .ak,µ "k µ.l + L L L a.a .akµ. "k 
i j k 1 l J i l J i j k l J lJ 

d1r. Bu sonu~ (3.2.7) yerine konulursa (yerle9tirilirse) 

(3.2.6) denk olan b = L L L a. a .akµ. "k degerini buluruz. 
l J lJ 

DURUM (ii) PARAMETRiK OLMAYAN VARDAMA : (INFERENCE) 

(3.1.4) bollimden hat1rlan1r. 

(3.2.8) 

Eger X(i) X(j), X vektorlinlin bile9enleri degilse, her zaman X ile 

birle9tirebiliriz. xCk) = xCi) xCj) gibi k index'ini < i,j > tan1mla

s1n. 0 zaman 

g(µ) = CJ2 = t ~ f(i)(µ)f(j)(µ)(/<i,j>) - µ(i) µ(j)) 
i J 

dir. Bu durumda kli~lik bir cebir bize 9u ili9kiyi verir. 
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l la.a .kµ .. _. 2akI a. µ(i) + l l 
i j l J lJ l i j (k) a.a. 

l J 

Burada Li Lj(k) , <. i,j> = k gibi (i,j) degerleri lizerinde toplamayi 
- (i) (j) (summation) tanimlar. Bu formtilden ve µ .. 1 - µkl- µ µ . - µ µ. 1 lJ J l l 

e9itliginden eger < i,j > = k ise (3.2.8) deki ifadeyi sonw;landiririz. 

bnceki gibi (3.2.6) yol gosterir. 

3.2.4. En Dar Araliklar 

1 1/2 " " 0 < a <-2- olsun n (8-8)/o 1 nm dag1hmm1 bildigimizi varsay1-

m1zdan dolayi, v,w' yi v+w' nin minimum olacak 9ekilde se~ebiliriz. 

P{ -w~ n112 Ce-e)/~~v}= l-2a (3.2.9) 

A -1/2" A -1/2" I 
I 0 =[ 8 - n a v, 8 + n aw] a "en kisa giiven aral1g1" olarak adlan-

d1rir1z. Bu, e9it uzantih [eStud(a), 8,..Stud (1-a)J arahk gibi ayni 

tapsama sahiptir. Fakat genellikle (yakin simetrik durumu hari~) tarna

miyla daha dar arahga sahiptir. Eger n1/ 2 (e-e) I~ nm dag1hrn1 tek 

bir model (unimodal) ise o zaman en dar gliven aral1g1, maximum olabilir

lige dayanan gliven aral1g1na denktir. 

· K dag1l1m fonksiyonun ~u a~1l1m1 i~erdigini varsayalim. 

i ~ 1 

( ) ( ) -1/2 ( -1 -3/2 K x = q, x + n q1 x) 0 (x) + n q2(x) 0 (x) + O(n ) 

i~in r/J.(x) = q.(x) r/J(x) 
l . l . 

k 
ahnsin. r/J (x) =<Ii (x), r/J.k= (a/ax) r/J.(x) 

0 l l 

ve '¥ ik = r/J.k(z1 ). Kii~iik bir i9lem, (3.2.9)'e bagh 
l -CY. 

v+w' yi minurnum 

yapan v,w say1lar1n1 gosterir ki bunlar 

v -1/2 O(n -(v+l)/2), v = 2 1-a + l Il V.-

i=l l 

v 
(-n-l/2)i + O(n-(v+l)/2), (JJ zl- a + l v. 

i=l l 

saglar. Burada 
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(3.2.10) 

dir ve vi' nin iist mertebesi, daha fazla komplex formiilleri i<;erir. 

3.3. BOOTSTRAP KRiTiK NOKTALARI 

Bu boliimde onerdigimiz ortakla9a kullanilan bootstrap kritik nok

talari, (3.2) boliimdeki teorik kritik noktalarin temel takdircileridir. 

Tarti9tigimiz bootstrap yakla9imi o kadar iyidir ki hatali teorik 

kritik noktalarin bootstrap tanimlari da hatalidir. 

H ve K dagilim fonksiyonlarin Bootstrap tanimlari sirasiyla 

A 1/2 "*· A A 

H(x) ·~ P{n (8 -8)/o~ x lcxl ve 

-1 { dir. Herhangi bir F dagilim fonksiyonu i<;in, F (x) E Sup x: F(x)~cx} 

tanimlanir. 

3.3.1. Normal Dagilim, t-Dagitim, Karma ve Ters Kritik Noktalar 

xcx ve y ex 'nin Bootstrap takdircileri sirasiyla ~ - H-l (or.) ve 
,.. ,,,. -1 Ct 

Ya = K ( a) dir • 1i ord, estud, ~yb ve aback 'in Bootstrap tanimlari, 
bu takdircilerle xcx ve y or. dogru kartiller yerlerine konularak elde 

edilir. 

,.. ,.. -1/2 " ,.. 
" -1/2" ,.. 80RD(a) =8 - n o x1 , 8STUD(a) =8 - n o y 1- a ' -ex 

A " -1/2 A A A " -1/2 "" 8HYB(a) =8 - n ·· o xl-ex' 8BACK(a) =8 + n ox ex 

"" "' Literatiirde, 8HYB ve 8BACK' genellikle diger tarti9malarin kullanil-
.. "-1 

masina neden olur. Ornegin; bazi istatistik<;iler G (a) y1, bir kritik 

nokta gibi kullanirlar, 

Burada 

6-(x) =Pee*~ x l':K> 
A*' 
8 in ko9ullu dagilim fonksiyonudur. 
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,.. ,.. 
Bu ise ylizdelik-metod kri tik noktasi gi bi bilinir. 8 ORD, 8STUD' 

8iiYB ve ~ACK' in herbiri ylizdelik-metod noktalari olarak adlandi-
,. ,. { 1/2 " "} A -1 A . 

nhr. G(x) ~ H n (x-8)/cJ oldugundan G (a), 8sACK(a)'dan farkh 

degildir. Bazi istatistikc;iler' e - E;; 1 I Illil uygun kartil oldugunu * A -Q. . 

tartl§lrlar • E;; 1_ CL ifadesi burada 8 - 8 I Illil e§i t kartili Olan ( 1-a) dir • 

"* A E;; 1 = Sup { x: P(8 -8~xl~ )~ 1-a.} -a 

"* A A 

8 ° -8 I Illil kO§UllU dag11J.m1yla e§it oldUgU SOylenen bu ifade 8 - 8 
A* " ..... 1/2 ,,._ . \,; ,. 0 

nin dagihmi ic;in iyi bir yakla§imdir. P( 8 - 8~xl9(.) = H(n x/ cJ) oldu-

gundan, o zaman S - E;;1_ a, SHYB(a.) den ba§ka degildir. Bu yanh9 tab

lolara bakmanin bootstrap tammi oldugu ic;in yanh§ bir sec;im olarak 

gosterilir. Diger bir taraftan tart19mam1z (J bilinmediginde eSTUD I un 

mantikh bir sec;im ve a .bilindiginde e ORD 'nin iyi bir sec;im oldugunu 

onerir. 

3.3.2. Tarafli-Dtizeltme Kritik Noktalari 

Hatirlanirsa tarafli-dlizeltme ve ivmeli tarafh-dlizeltme, kritik 

noktalarinin teorik tanimlari sirasiyla ~ack (a ) ve aback (a a. ) dir. 

Bootstrap benzerlerini elde etmek ic;in a· ve aa. ile bootstrap tak-
,. A A 

dircileri a Ve a 0. basi t<;e yer degi§tirilir, Ve 8 back I lil yerine ,. 
eBACK kullanilir. 

a I yi tam.mlamak ic;in, hatirlayin ki a = lb ( z a. + 2m) idi. Burada 

m = Cll-l{G(e)} dir. G'nin bootstrap takdircisi elbette ki G dir ve boyle-
,., -1 A A A A 

ce m =ell {G(S)} ve a = Cll(z + 2m) ahriz.· 
CL 

- -1/2 -2 a, ivme sabit takdiri ic;in a= n z~ {p1(za) + q1(zCL)- 2p1(0)} 

hatirlanir. 

Burada ve q 1 , H ve K' nin Edgeworth ac;1l1mlar1n1n her kuad-

ratik polinomlarinda gorlinmektedir. Bu polinomlarin bazi katsay1lar1, 

dag1l1m1n bilinmeyen karakteristik fonksiyonlari olabilir. Bu miktarlar, 

bootstrap takdircileriyle yerdegi§tirilir ve sonu<; polinomlari s1ras1yla 

P1 ve q1 olarak adlanir. ilerideki gorecegimiz gibi, 

nomlari H ve K'nin Edgeworth ac;1l1m1nda gorlinlir. 

,.. A 

P1 ve q1 poli-
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(3.3.1) 
A A A A A -1 
8 = ~ [ m + (m + z ) {1-a (m + z ) } ]. 

a a a 

ahm .. r .' Elbette 

A A A A -1 
m + (m + z ) { 1-a(m + z )} 

a a 

A A 2 -1 = z + 2m + az + 0 (n ) 
a a P 

d1r ve b6ylece (3.3.1), B~nin (3.2.5) tan1m1yla direkt kar91la9t1r1l1r. 
A A 2 -1 I 

( 3. 3. 1) deki ~ 'nin ~1kar1m1 ,. ana sonu~lar bozuJnadan z + 2m + az + 0 (n ) i a a p · 
saglayan bir ~ok degerden herhangi biriyle yer degi9tirilerek i vmeli 

tarafli-dtizeltmenin 6zelliklerine ula9abiliriz. Ozel (3.3.1) se~imi 

Efron (1987) tarafindan transformasyon teorisinin dli9linme yoluyla uygu

lanm19t1r ve olduk~a mant1kl1d1r. 

Taraf 11-dlizeltme ve ivmeli taraf 11-dlizeltmenin kritik noktalar1n1n 

Bootstrap tan1mlar1 s1ras1yla 

ve 

,.. 
dir. SBC' Efron (1987)'la tarafll-diizeltme nokta 6nerisi i~in benzer 

oldugu kolayca g6rtillir. 

3.3.3. ivme Sabiti 

B6llim (3.2.3) deki ~al191lan durumdan hat1rlan1rsa 

-1/2 1 -3 l l l ' I a - n ~- a a a a di a nin takdirimiz tabiki - 6 i j kµijk • 

. . 
du. Burada "§apkalar" bootstrap takdirini tanimlar. Efron ( 1987) de 

verilenle rastlanan a'n1n bu takdirini ispatlayal1m (3.4). B6liimde 
,.. 

g6stericektir ki 9 ABC' ikinci-mertebe dogrudur ve digerleri burada 

~al191lan durumlardan en az birinde ivmeli tarafl1-dlizeltme kritik 

noktalar1n1n ikinci mertebe diizeltmeleri hakk1nda Efron' nun ~all9mala

r1n1n dogrulanrn19 sonu~lar1d1r. 
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DURUM (i) USTEL AILE MODEL! Efron'nun takdircisi 

dir. Burada ~(j)(O) = (a/at)j'I' (~ + t~) I dir. 
A 

A., A. 1 nin takdiridir 
A A t=O 

ve 'Y, A. ile A. yerdegi9tirdiginde, a§agidaki tanimlanan 'Y = ( 'Y ( i)) 

d elemanli vektorden elde edilir. 

:;;imdi 

ae. = l ~ aJk) 

alJ) k a/k) a/j) 

-1 dir. (v . . ) = (µ .. ) oldugundan 
lJ lJ 

'Ye i) (A.) = \ \ \) µ a - a j f ij jk k - i 

Bu 9imdi daha kolay ispatlanir. 

o2 eger i 2 ise 

t=o 

A 

I I Ia.a.akµ .. k eger i=3 ise, 
i j k l J lJ 

ve boylece a Ef 1 n1n teorik tan1m1, bizim a' d1r. Sonuc;ta 

dir. 

DURUM (ii) PARAMETRiK OLMAYAN VARDAMA Efron'nun takdircisi 

n n -3/2 
rt"Ef = ~1~ c I u?2c I u~) 

6 i=l l i=l l 

dir. Burada 

-"' = a 
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U. 
l 

lim [ f (l-11)x + 11x. l - f cX) J 6. -l 
l 

dir. Ek olarak 

-1 
n 

n d 

I u2 = I 
k=l k i=l 

n 

I 
k=l 

brnek momentleriyle ttim ana ktitle momentleri yerdegi9tirerek elde edilen 
2 A 2 

o = Ilf(i)(µ)f(j)(µ)jij 'mn sadece bootstrap takdircisi o dir. 

Benzer olarak n-1 L Uk , I 1 l:a. a .akµ .. k mn bootstrap takdiridir. Boy
l J lJ 

lece 

3.3.4. En Dar Araliklar 

Hatirlanirsa v ve w sayilari, K(v) - K(-w) = l-2et 'a bagh 

olan v + w · '· .nin Iilinirnuml.l ic;in tan1mlanm1.;; onceki boltimde 
,._ -1/2 "" A -1/2 ,.._ •1 If d 11 1 Io :::[ 8- n <JV I 8 + n 0 w] n ideal en dar araligi kurma a ku anl ir I 

Bu bootstrap t,akdiri a.;;agidakiler gibi tanimlanir. R(x) ~ 1-2 et daki 

gibi her x ic;in, K(x)-K(-y) deki gibi sec;ilen y:::y(x), l-2et ya mtimktin 

oldugunca yakindir. x+y degerini minimuma indiren ( x, y) degeri olarak 
_..A 

(v,w) yi alinsin. 0 zaman En dar gtiven araligi .;;oyledir. · 

I [ A ,;_ 1 I 2 A A As + 11-1 I 2 :,~,l 1 = 8 - n ov, un 

Buckland (1980), buradakinden farkh .;;ekle ragmen en kisa bootstrap 

gtiven araliklarin verilen kurallara aykir1 bir i.;;leyi9e sahiptir. 

3.4. BOOTSTRAP KRITIK NOKTALARIN OZELLIKLERI 

Bu c;ali.;;ma boyunca "yanli.;; tablolara bakmak" a dayanarak sahip 

oldugumuz kritik noktalarin zorluklarina degindik. Tart19man1z1 ac;ik

lamak ic;in onceki boliimde bahsedilen Orneklemimizi N(e,o2) ana kiitle

sinden sec;ildigi kabul edilirse 8 ve o 2 takdircilerimiz maximum 

olabilirlik lizerindedir. Bollim (3.2,1) de amacimizin di9inda oldugundan, 
A A 

H ve H dagilim fonksiyonlari bu durumda benzerdir ve K ile K dagihm 

fonksiyonlari da benzerdir (her ikisinde, n-1 serbestlik derecesiyle, 
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t-dagiliminda ol~lim-degi9imi mevcuttur). Bu ylizden 

oldugundan G( e) = H( 0) = H(O) = + dir ve 

,.. -1 A A 

m = if> { G( e)} 

Sonu~ta, 

" " 
eordCet) 80RD(et) 

A 

B = et a 

" 
ehyb(et) 

" eb/et) = ebc(et) 

A " 
,., 

Boylece 8 HYB' 8sACK' 8 BC ve 

A " " = 8HYB(et) 8back(et) 8BACK(et) 

A " A A 

8abc(et) = 8ABC(et) = e- ox1 - Ct 

" 
8ABC bootstrap kritik noktalarin 

0 

her 

biri i~in t-dagilim tablolara bakrnak gerektiginde normal standart 

"' tablolara bakilmasindan ayni degerdedir. Sadece e STUD, dogru tabloya 

bakilmasindaki degere denktir. Bu bollimde bootstrap kritik noktalarin 

ozelliklerini kar9ila9tirmak ve a~iklamak i~in Edgeworth a~ilim teori-

sini kullanacagiz. e STUD ve eABC her ikiside, ikinci-mertebe dogru 

oldugu gosterilir. Fakat iddiamiz, tek tarafh gliven arahk1arin teori

sinde onemli bir rol oynadigi halde bu onem ~ift-tarafli araliklar 

i~in azalmaktadir. Burada, ikinci mertebe ozelliklerin etkisi oldugu 

halde gliven aralik uzunlugunu tespit etmede, onemli rolli ti~lincti-merte

bedeki ozellikler alir. t-dagilim tablolari ve normal standart tablolari 

arasindaki fark, ti~tinc~-mertebe sonu~tur. Sozli edilen e Stud' a, SABC' 

dan daha yakin olan e STUD 1 un li~tincti mertebeden ozelliklerini tarti-

9ihr. Ornegin iki tarafli [ e STUD( et), eSTUD(l- et) 1 arahgin beklenen 

uzunlugu, [ 8 ABC( et), 8 ABC(l- et)] beklenen uzunlugundan daha yakin olan 
A A . . 

[e Stud(et), ~stud(l-c:t)] beklenen uzunlugudur. Bu bollimtin ba9indaki ornek-

te e STUD li~i..incli-merte be ozellikleri tamamen dogru; e ABC yanli9 dege

rine sahipti. Bootstrap gliven araligi, verilen duruma direkt bagli 

degildir. Gariptir ki (3.3.4) boltimde tanimlanan en dar bootstrap ara-
" liklari, bizim ornegimizde eSTUD' a dayanan e9i t uzantih araliklardan 

daha dar uzunluga ve daha kti~lik hata durumuna sahiptir. Ornegin en 

kisa ortalama ana ktitle i~in 3 95 1 lik boot~trap gi..iven araliklari geni9 

orneklerde, e STUD' a dayanan e9it uzantili rakiplerinden hemen hemen 

% 50 lik daha kti~tik hata durumuna sahiptir. 
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3.4.1. Kritik Noktalarin Ozellikleri A~isindan Edgeworth 

A~ilimlari ve Cornish-Fisher Tersi 

\) 

-i/2 p.(x) 0(x) + O(n-(v+l)/2) H(x) = ~ (x) + I n 
i=l l 

\) 

-i/2 q.(x) 0(x) + O(n-(v+l)/2) K(x) = ~ (x) + I n 
i=l l 

(3.4.1) 

form' un Edgeworth a~1l1mlar1 benzer bootstrap ybntemine sahiptir. 

\) 
:.....i/2 0 (n-(v+l)/2) " I 

,., 
H(x) = ~ (x) + n p. (x) 0(x) + 

i=l l p (3.4.2) 

" 
\) -i/2 ,., 0(x) + 0 (n-(v+l)/2) K(x) = ~ (x) + I n q. (x) 

i=l l p 
(3.4.3) 

Burada ~· ve ~., bootstrap takdircilerinin yerdegi9mesiyle katsayi-
1 l 

daki bilinmeyen degerlerin d191nda p1. ve q. ile aynidir. Ayni §ekilde, 
l . 

teorik degerlerin Cornish-Fisher tersi 

-1 
\) 

-i/2 p. (z ) + O(n-(v+l)/2) x = H · (a) z + I n 
Ci ct 

i=l 
il Ci 

-1 \) -i/2 q. (z ) + O(n-(v+l)/2) y ~ K (ct) z + l n 
ct CY_ 

i=l il Ci 

gibi a9ag1daki benzer ifadeye sahiptir. 

,.. "-1 \) 

'"-i/2 (z ) + 0 (n-(v+l)/2) l 
,., 

x = H (ct) z + n pil Ci ct 
i=l ct p (3.4.4) 

"-1 
\) 

-i/2 ,.. (z ) + 0 (n-(v+l)/2) " l Ya = K (et) ::: zct + n qil 
i:::l Ci p (3.4.5) 

,.. 
Pi1'ler, p. 

J 
ile ilgili ve olagan durumda qj ile ilgilidir. 

3.4.2. Bootstrap Kritik Noktalarin A~1l1mlar1 

I9e Tarafli-dtizeltme noktalarla ba9larsak (3.4.2) ile 

oldugundan p2(0) ::: 0 not edilir, 

,.. 
p2 tek 
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" ' -i " 
z13 = za + 2m = z a + 2~ { H( 0)} 

za + 2~-i { ++p1(0) 0(0)n-1f8p(n - 312)} 

= za + n-i/2 2pi(O) + Op(n-3/2) 

sahibiz. Bu ytizden (3,4,4) ile 

i/2 " ,.. -i " ,.., " -3/2 
= zex + n- {p11(za) + 2pi(O)J + n f p2i(za) + 2p11(zjpi(O)} + Op(n ) 

(3 .4 .6) 
" -i/2 -2 " " " a = n zex {Pi (zex) + qi (zex)-2p1 (0)} de ve 

A . A A A -1 
z" = m + (m + z ) {i-a (m + z )} 
~ a a 

.... ,.. 2 2 """) ~2 3 0 ( -3/2) = z + 2m + a(z + z m + a z + n a ex. ex a p 

-1/2 A ' A -i A " ..... A,. ..... -i 
= za + n {Pi (z,) + qi (zex)} + n {P1 (zex) + qi (za )}{Pi (zex) + qi Cz)-2pl (0)} zex 

+ 0 (n-3/2) 
p 

dir. Bu yiizden (3.4.4) ile 

2 
,,.. \ -i/2.... ( ) ( -3/2) 
xB = z 8 + .l n pil z8 + 0 n 

ex ex l=l ex p 
(3.4.7) 

Diger, tiim kartil takdirleri (3.4.4)-(3.4.7) sonu~larinda verilen a~1-

limlar1, 6 bootstrap kritik noktalarin kurulmasinda kullanilir. Bu 

formiiller kullanilarak ve §U notlar al1n1r. 

A A 

Pii Pi ve qli =- qi dir. ~u a~1l1mlar1 elde ederiz. 
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A -1/2 {• -l/2A ( ) -lA ( )} 0 ( -2) e+ n o za + n p1 za + n p21 za + p n , 

A 

8HYB (a) 

SBACK(a) 

e+ n-l/2~(za + n-1/2 { 2pl (0)- Pi (2a)}+ n-1 P21 (za)-2p{(za)pl (0)1] + Op(n-2), 

A -l/2A -l/2A -1 A . A } 
= e+ n o{za + n q1 (za) + n ( p1 (za) + q1 (za) 

A 

X[{pl(za) + ql(2a)-2pl(O)}z~l- pl(za)] 

-2 
+P21C2a))}+OP(n) 

Elbette, q21 i~in bir benzer formlille 

Pz1Cx) 

dir. ~ ord ve ·~Stud kritik noktalann "ideal" a~ihmlari, benzer 

sonu~ ~ikarabilir. (Arna daha sade bi~imde) Onlar ; 

A A -1/2 -1/2 -1 -2 
eord(a) = e+ n a {za + n p1 (z<X) + n p21 (za)} + O(n ) , 

A A -l/2A -1/2 . -1 ~2 
eStud(a)= e+ n o{ za + n q1(z0 ) + n q21 (za)} + OP(n ), 

dir. 

Bu bu .. tu··n 1 1 k 1 k " o ( -1/2) " ( -1/2) a~i im ari e o ara p1 = p1 + ~ n ve q1=q1+ OP n 

kar.!ilila.!iltl.rihrsa I eSTUD - sstud I ve I eABC - Bstud I sonu~larimizin 
h 'k' · · d o ( -3/ 2) b 1 B ·· d a"' e" " 1 er i isini e p n · u uruz. u yuz en HYB, BACK ve SBC gene -

likle sadece birinci-mertebe dogru iken SSTUD ve SABC ikinci ·-mertebe 
dogrudur. Bu kritik noktalarin teorik tanimi i~in (3.2) bollimdeki se~kin 

i.!illeyi.!ilin tamamidir. Teorik kritik noktalari i~in Bootstrap yakla.!ilimi, 
,,. ~. . A . 

ehyb' e back ve ebc gibi noktalarin alt ozelliklerini boylece iyi 
gostermektedir. 
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Eger p1 ve q1 polinomlari tesadufen benzer ise o zaman elbette 

karma kritik nokta ikinci-mertebe dogrudur. Ger~ekten, karma ve ivmeli 

tarafli-duzeltme kritik noktalari bu durumda u~uncu rnertebeye denk 

olur. Bunu gormek i~in, onceki a~1l1mlar1 gozlenir. Bu 

3/2 A A 

n- o{pl(zex) +.ql(za)} 

X [~ 1 (zex) + q1Cz)-2p1(0)} z:1-pi(zex)]+ Op(n-2) 

A 

p1 ;. q1 oldugu zaman, turn x i~in c1 ve c2 ras 8al degi§kenleri i~in 

~ 1 (x) = ~ 1 (x) e1+ e2x2 'e sahip oluruz. Bu yuzden 

Sonu~ta e HYB( ex) e ABC( ex) 0 (n - 2) dir. Dolay1s1yla anlatihr ki 
A A p 
eHYB ve a ABC u~uncu rnertebeye denktir. C::ok degi§kenli lineer veya 

regresyon polinornlari gibi genel regresyon problernlerin de egim para

rnetresi e oldugunda bu durum ortaya ~ikar. Her ne kadar regresyon 

problemleri, bu ~al1.;;rnan1n tarti.;;ma dahilinde kolayca uygun dururna 

getirilrnesede, bununla beraber u~uncu rnertebeye e.;;it olan egirn para

metreleri i~in, karma ve i vmeli tarafli-duzel trne kri tik noktalari da 

dogrudur. 

Farkli diger bootstrap kritik noktalari, er bilindiginde kullanirn 
A 

i~in 8 Qm tanirnlanir ve boylece SStud 1 dan ziyade 
A 

8 Ord· ile kar§l-

la.;;t1r1lmal1d1r. 

A 

I 0oRD - 0ord I = 0 (n -3/2) 
p oldugundan, BORD terirnleri ikinci-mer-

tebede dogrudur. 

ORNEK 1 ORTALAMANIN PARAMETRiK OLMAYAN TAKDiRi 

Y1, ••• ,Y , bag1rns1z ve standart edilen bas1kl1k K ~ o-4E(Y1-e)4-3 
n . -3 3 2 2 

ve standart edilen ~arpiklik 'Y;; o E(Y1-'-8) , varyans o = E(Yi-8) , 

ortalarna 8 = E(Y 1) ile surekli . tekdegi§kenli ana kutleden gozlenen 

dag1l1rnla ayni olsun. Bu degerlerin orneklern tan1rnlar1 s1ras1yla 
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A -1 ·2 -1 • - 2 A -3 -1 - 3 
8 = n I Yi, a :: n I (Yi-Y) , 'Y:: a n I (Yi-Y) ve 

A •-4 -1 4 K ~a n I (Yi-Y) -3 dir. Bizi ilgilendiren polinomlar bu dururnda 

1 2 P1 (x) ; - - 6-r (x -1). 

1 2 
_ ~ 'Y ( 2x + 1), 

1 2 1 2 4 2 
_ x{24 K(x -3) + n r (x -lOx +15) }, 

A A ~ ~ 

dir. pl' p2 , q 1 ve q2 polinomlari, 'Y ve K sirasiyla 'Y ve K ile 

yerine konulmasi haricinde teorik kar.;;1l1g1yla aynidir. Ek olarak 

~ = 'Y + O (n -l/2 ) ve K = K + 0 (n-l/ 2) dir. 
p p 

Kritik noktalarin a.;;agidaki a~1l1rnlar1n1 ~ikarabiliriz. 

eSTUD(o.) = e+ n-1/2; [zo. + n-1/2 t ;(2z~+ 1) 

+ n-1z {- L K(z2 - 3) + _:l_ r2c4z2 - 1) 
0. 12 0. 72 0. 

1 2 } ] -2 + - (z + 3) + 0 (n ) , 
4 a P 

~YB(o.) = s+ n-l/2o2 [ zo.-n-1/2 +; (z~-1) 
+ n-1z {-1-K(z2- 3) --1-·/c2z2- S)}]+ o (n-2) 

o. 24 a 36 o. P 

-1 J 1 2 1 2 2 } ] -2 
+ n zo. '24 K(2cx- 3) - 36 r (2zo. -5) + Op(n ) , 

-1 { 1 2 1 2 . 2 -2 + n za - K(z - 3) - - 'Y (27_ -9)}] + O (n ) 
24 0. 36 \lt p ' 
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X [z + n-l/ 2 -1-~ (2z2+ 1) 
ex 6 ex 

" -1/2" 8+ n o 

X[z,,, + n-l/ 2 - 1--y(2z2+ 1) 
... 6 ex 

,.. ,.. 
Benzer a~ilimlar SORD ve 80rd i~in ~ikarilabilinir. 

ORNEK 2 USTEL ORTALAMANIN TAKD1R1 

Y1 , Y2 , ... ,Yn bagimsiz ve h8 (y) = 8-l exp(-8-ly), [ y > O i~in] 
yogunluk dagilimindan gozlenen dagilimla ayni olsun, 8 1 nin Maximum 

olabilirlik takdircisi S = n-11 Y. ortalama orneklemidir, ve o (= 8) nin 
. l ....... 

maximum olabilirlik takdiridir. H ile H dagihm fonksiyonlan ve K 
,,.... 

ile K dagihm fonksiyonlan bu durumda aymdir. Bu yiizden bootstrap 

. kri tik · noktalari bunlarin teorik kar~nliklariyla aynidir. Polinomlar 
2 4 2 

p1(x) !! (-1/3) (x -1), p2(x) =- (1/36) x (2x -llx +3), q1(x) = (1/3) 
2 4 2 (2x + 1) ve q2(x) ~-(1/36) x (Sx -llx + 3) dir. Sonu~ta 

~YB(a) 

~ACK(ex) 

= 8+ n- 1 / 2 ~{ z + n-1/ 2 _l_ c2z2+ 1) + n-1 - 1- z (132-2 + 17)} 
ex 3 ex 36 ex ex . 

-2 
+ OP(n ) , 

"' n-1/20" {z _ n-1/2 _!_ (z2- -1 1 2 -2 8+ 1) + n - z (z - 7)} + 0 (n ) 
. ex 3 ex 36 ex a p 

= S+ n -1/2~{ z + n-1/2 
ex 

1 

3 
2 -1 1 2 2 (z - 1) + n - z (z - 7)} + 0 (n- ) 
ex 36 ex ex p 
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e+ n -112; { z + n-1/2 _l_ (z2+ 1) + n-1 _l_ z cz2+ 9)} + 0 (n-2) 
ct 3 ct 36 ct ct p 

A A -1/2 A -1/2 1 2 -1 1 2 
eABC(ct) =8 + n o{z,,. + n -(2z +l) + n - z (13z + 17)} 

"" 3 . ct 36 ct ct 

~ ""' I dir. Bu yiizden eSTUD ve eABC nin her ikiside li<;iincii-mertebede dog-

rudur. Bu, bollim (3.4) de konu ettigimiz parametrik ornekle farkl1d1r. 
" Burada li<;iincii Slrada dogrulugu ihmal edilen eABc' yi gosteririz. 

3.4.3. Qift-Tarafli E9it-Uzant1l1 Araiklarin Uzunlugu 

A " 

eABC ve 8Stud kritik noktalarin herbiri 

3 
S (ct) 

A -1/2,. { \ 
= 8+ n a ZCt + l n-i/2 ~.(z )} + 0 (n-5/2) 

l ct p (3.4.10) 
i=l 

A 
for mun a<;1l1mlar1n1 kabul eder. Burada s 1 

.,.. . 

ve s 3 <;ift polinomlar ve 
A 

s 2 tek polinomdur. Qift-tarafli e§it uzant1l1 ro-2o<) =[e Ca),a ci-ct)J 

gliven aral1g1 bu ylizden 

L(l-2ct) - e(l-ct) S(ct) 

- . -l/2A lA 5/2 
2n o{zl-ct + n- s 2(z1_a)} + Op(n- ) (3.4.11) 

uzunluguna sahiptir. Ozellikle dikkat edilmesi.gereken, ikinci-mertebe-

deki terimlerin tamamen kisaltmaya sahip olmasidir. a 

dayanan e§it-uzant1l1 araliklar daima ayni uzunluga, fakat genellikle 

farkli merkezlere sahiptirler. 

eStud I un durumunda, s 2 polinomu elbette deterministdir. Bunu 
.,._ . I "' _.... s 2,Stud gibi yazariz. eSTUD un durumunda 82 nin s2,STUD tan1m1, 

bunlarin bootstrap takdircileriyle s 2 S d un katsay1lar1nda bilinme-
' tu A A 

yenlerin yerdegi9mesiyle olu9ur. Bu ortalarralardald-le Stud (ex), 8stud (1-ct)] 

ve [eSTUD(cx),_ SSTUD(l-ct)] araliklarin 1Stud(l-2ct) ve 1STUD(l-2a) 

uzunluklari, sadece 0 (n-2) terimiyle farklldir. Genelde bootstrap p 
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araliklann hic;biri "ideal" eljlit uzantili [ estudCa), estud(l-a)J ara

hgim bu kadar yakin izlemez. Uzunluktaki hata genellikle 0 (n-3/ 2 ) 
p 

dir. 

Eger ortalama aralik uzunlugunda kar91la9t1rmam1z temel i8e, 
A -1 A · -1 

E( crS2 , STUD) = a s2 , Stud + O(n ) = E(a) S2 , Stud + O(n ) oldugundan 
-572 

E { 1STUD(l-2a)} = E { lStud (l-2a)} + O(n ) dir. Genelde 9artlara gore 

E{ 1ABC(l-2a)} E {1Stud(l-2a)} + O(n-3/ 2) 

e(a), (3.4.10) ac;ihmlarim ic;eren bir kritik nokta ol8un ve 81 

ile 82 , ~l ile ~ 2 1 nin teorik tammlanni tarum1ar U(a)=n112 {S]_(za)-s1(zCL), 

s = n1/ 2 (e-e )/a ve T = S + n-1U(CL) ahnsin (-a> , 8 (a)] gliven arahgi 

9u duruma 8ahiptir. 

Jt(a) = P{e ~ e(CL)} 

2 
= P {O< T + z + I n-i/ 2S.(z) + 0 (n-3/ 2 )} 

CL i=l l CL p 

=P{T>-z
CL 

2 
I 

i=l 

(3.4.12) 

T dagihmin Edgeworth ac;ihmlar geli9tirilerek x durumu ic;in for

mlilli daha az ve oz anliyabiliriz. Bu ac;ihm, daima bildigimiz S ic;in 

birine c;ok yakindir. Gerc;ekten 

P(T ~ x) = P(S ~ x) - n-1ux0(x) + O(n-3/ 2 ) (3.4.13) 

X' de tek bic;imdir. Burada u = u(CL), n ~CX) giderken E{ SU(a )} = U+O(n-1) 'i 

8aglayan sabittir. Bazi cebirsel i9lemlerden 8onra 9u go8terilebilinir. 

-L 1 2 J - n L - 81 (z ) z + 81(z ) {q1' (z ) - q1(z )z } 
2 aa a a aa (3.4.14) 
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~ift olan n-112 t~rimin katsay1s1nda goriinen s 1-q1 polinomu bizim 

i~in zordur. Bu gozlem e9it-uzant1l1 ~ift-tarafl1 giiven aral1klar1n 

hesap yap1lma durumunda onemlidir. 

Ek olarak n-l/2 mertebeli terim (3.4.14), eger e (a) bootstrap 

kritik noktas1, teorik tamm1yla yer degi9tirmi9 ise bunun gibi ayn1-

d1r. Ger~ekten 8(a)' n1n teorik tan1m1 

i saglar, ve (3.4.1) ile 

P{ " ()} P{S>-z -l/2S() O(n-1 )} 8 ~ 8 theor a = a - n 1 2 a + 

Burada, ~al1§mam1zdaki alt1n1 ~izecegimiz konu takviye edilir, Bootstrap 

yakla91m1 o kadar iyidir ki hatah teorik kritik noktalar1n bootstrap 
' tan1mlar1n kendileride hatal1d1r. 

Bu durum, iki tarafl1 aral1klar1n durumundan her yoniiyle farkl1dir. 

Ek olarak (3.4.14) de goriinen s 1-q1 polinomu ~ift dir ve ki bu (3.4.14) 

de artan n-312 n-3/ 2r(2oc_)0(z,(.) + O(n-2) gibi yaz1labilir. Burada 'Y, 

~ift polinomdur. Bu yiizden I(l-2a) =[ e (a) e(l-a)] e.;;it uzant1h ara

l1k §U kapsama sahiptir. 

(3.4.15) 

/Ikinci-mertebe dogrulugun sonucu, bu haldeki kapsamda nispeten daha 

az sonuca sahiptir. 

(3.4.14) ve (3.4.15) formiilleri, durumun farkl1 geni.;;liginde 

bootstrap giiven aral1klar1n hatal1 kapsam1 i~in tahmin geii.;;tirmede 

kullan1l1r •. 
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ORNEK 1 ORTALAMANIN PARAMETRIK OLMAYAN TAKDIRI 

Burada U' nun degeri 

deki n(a)' nin tan1mlar1 

-1/2 1 2 -1 1 2 1 2 4 2 
R ra) = Cl. - n -r z 0(z ) - n z {- - K(7z -13) + -r (3z ... + 6 z - 11) HYB ~ 2 a a 24 a 24 .,.. a 

+ _1_ (z2+ 3)} 0 (z ) + O(n-3/2) 
4 Cl. Cl. 

( ) n-1/2 _61 .., (z2+ 2)r1.(z ) 
R BACK Cl. =Cl. - I Cl. VJ Cl. 

+ - 1- (z2+ 3)}0(z ) + O(n-3/ 2)} 
4 Cl. Cl. 

) -1/2 1 2 r!.( ) 
n BC ( ci = a - n - 6- r z VJ z a 

-1 1 2 1 2 4 2 1 2 - n z {- K(z + 13) + - r (z - 2z - 41) + - (z + 3)} 0(z ) 
a24 a· 72 a a 4 a a 

+ 0 (n-3/2) 

-1 1 2 1 2 2 1 2 nABC(a) =a - n z t-=- K(5z + 13) - -r (2z + 5) + - (z + 3)} 0 (z ~ 
. et.24 Cl. 8 Cl. .4 Cl. oc 

+ O(n-3/2) 

olarak k1sal1r. 

Elbette nStud (a) = a dir. 

Iki-tarafh bootstrap gliven aral1klar1n olas1l1k kapsanu onlarin 

aralik uzunlugu ile kar§1la§t1r1ld1g1 zaman daha anlaml1d1r. Iki tarafli 

% 95 lik aral1klar1n durumunda bunu yapmal1y1z. Aralik uzunlugu l(l-2a) 
A A 

oldugu (3.4.,11) ve (3.4.14) den ileri slirlillir ve[e(a),e (1-a)] ara-

l1g1n n(l-a) - n(a) kapsami s vet polinomlari i~in 



Kritik Nokta 
Tipleri 

STUD 

HYB 

BACK 

BC 

ABC 

Norm 

Stud 
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_Tabla 1-

s(z1 ): uzunlugu -a 

-0.14K + 1.96 ·l + 3.35 

2 O.Ofi9K - 0.15'Y 

O.Ofi9K - o.15-y2 

0.069K + 0.072'Y2 

0.069K + 0.8l'Y2 

0 

-0.14K + l.96l+3.35 

t(z1_a): hata durumu 

-2.84K + 4.25,/ 

1.13K -

-0.72K -

2 4 .6,0y -3. 35 

2 0.37y -3.35 

-l.38K + 0.92y2-3.35 

2 -2 •. 63K + 3.ll'Y -3.35 

2 0.14K - 2.12y -3.35 

0 

-1/2"{ -1 } 0 (n-2) l-2a = 2n o z1_ a+ n s(z1_et.) + p 

-1 rn -2 n(l-et.) - n(et.) = l-2et. + n 2t(z1_et.)~(z 1_et.) + O(n ) 

9eklinde yazilabilir. i 95 araliklarin durumu i~in, et = 0.025 ve 

z1 = 1.95996 dir. Kapsamda alu9an hata ve arahk uzunlugu tabla 1 de 
- et 

gosterilmi9tir. 

[ ,. -1/2,- ,. -1/2,. . ] 
INorm(l-2 et) = 8-n o Zl-a' e+ n O' z 1_et. giiven arahgrn basit normal 

teorisi, kar91la9t1rmay1 i~erir. 

9una e9ittir. 

A -1/2 A ] 

(- m , 8+ n o z 
Ct 

arahgin kapsami 

-1 1 2 1 2 4 2 1 2 . -3/2 
+ n z ~ K(z - 3) - - y (z + 2z - 3) - .::-<z + 3)} 0 (z ) + O(n ) 

et.12 Ct 18 Ct Ct 4et. Ct 

"" Eger y ~arpikhgin ve K basikhgin her ikiside sifir ise 8 STUD, 

O(n -l) ile degil O(n-2) ile olu9an. ha.tayla iki-yanh gtiven arahk

larin art191n1 verir. Dig er tlim e9i t-uzantili bootstrap gtiven aralik

lari, O(n-1) kapsam hatalarina sahiptir. Ger~ekten ·'Y = K = 0 oldugunda 
-1 

diger bootstrap araliklari, 3.35. n ~ (1.96) miktariyla .gizlidir. 

Tabla l' in 3. kolonunda gorlinen -3.35 terimi, t-dagilim fonksiyonun 
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ac;1l1m1 ve standart normal dag1l1m f onksiyonlari arasindaki farkl1l1k

tan or ta ya c;ikar. Qarp1kl1g1n veya bas1kl1g1n sifirdan farkhl1g1yla, 

dag1l1m1n kapsaminda tabla 1. den gordiigiimiiz durum altindaki onem 

olu~abilir. Eger SHYB kullanirsak, K ~ 0 dlir ve eger SBACK kullanirsak 

K > 0 dir. 

8 STUD' a day ah arahklar, genellikle daha uzun olabi1meye yonelir 

ve diger e~it uzantih bootstrap aral1klar1n herhangi birine dayali 

arahklardan ve nonral teorik aral1g1ndan daha bliylik kapsama sahiptir-

ler. 

Tabla 2 

Kritik Nokta s(z1--a): uzunlugu t(z1 ): hatali durum -a 
Tipleri 

STUD, ABC, Stud 3.64 0 

HYB -0.17 -8.24. 

BACK -0.17 -2.44 

BC 0.70 -1.21 

Norm 0 -4.29 

Kapsam hatasi ve arahk uzunlugu arasinda genel bir ili~ki yoktur. 

Ornegin, s1f1rdan farkli c;arpik dag1hmlar1n durumunda normal dag1l1ml1 

tarafli-diizeltmeli aralik, ivmeli tarafli-diizeltmeli araliktan daha 

dar olabilmeye yonelir. Fakat sadece . K < 1. 74 l- oldugu durumda daha 

kiic;iik bir araliga sahiptir. 

ORNEK 2 USTEL ORTALAMANIN TAKDIRI 

,. ,. " " 
8HYB' 8 BACK' 8BC ve e ·'a 

Norm dayali e~it uzant1l1 iki-tarafh 

arahklar 
A A 

e Stud' e STUD ve eABC I ye dayah arahklardan daha a~agi 

duruma ve daha dar \.lZUnluga sahip olmaya yonelirler. · Son soylenen Uc; 
A A 

l<;ritik noktalarin tiimii lic;iincii mertebeye denktir fakat e Stud ;; 8STUD 
oldugundan bu noktalar gibi tamamen benzer degildir. 
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3.4.4. En dar Araliklar 

(3.2.4). boltimde anlatilan en dar arahgin teorik ozellikleri ve 

bu araliklarin bootstrap yontemi de ayni ozelliklere sahiptir. Ozellikle 
,. " v ve w'nin bootstrap takdircileri v ve w , 

3 -j/2 ,,.. 
0 (n-2) ""' r v = zl-CL + n v. + ve 

j=l J p 

3 
( -l/2)j " -2 ,,,... l w = zl-a + -n v. + 0 (n ) 

j=l J p 

saglar. Burada v . 1 nin bootstrap takdiridir. Aralik uzunlugu 
J 

2 -1/2~ ( -1 ) 0 (n-2) 
= n a zl-a + n v2 + p 

(3.4.17) 

dir. 

Ve ortalama aralig1 uzunlugu 

-1/2 A A A -l/2A -lA -5/2 
E { n o(v + w)} = E{2n a (z1_CL + n v2)} + O(n ) 

Kapsam olasihk, (3.4.15) ile yol gosterilen benzer hususla buluna

bilinir ve 81 5 l-2a + n-12uz1_CL + 0 {z 1 ~a) + O(·n-312) dir. 

Burada U, elveri~li durumda 

E { S 1/2 (~ ) } O(n-1) n v1-v1 = u + 

ile verilir. En dar bootstrap gliven araligin uzunlugu, n-3121 nin mik

tariyle !STUD e~it uzantih araliginkinden daha azdir. Bu, standart 

normalli ve t-dagil1ml1 kritik noktalarin (N (a,a2) ana klitlesinin a 
ortalamasi i~in) arasindaki farklilik gibi ayni mertebededir. 
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ORNEK 1 ORTALAMANIN PARAMETRIK OLMAYAN TAKDIRI 

Burada - 1 (2 2 3) v 1 = r-6- zl-cx - ' 

v 2 = z1 {--1-K(z21 - 3) +-1-../(2oz21 -21) +-1- cz21 + 3)} (3.4.18) 
-ex 12 -ex 72 -ex 4 -ex 

ve Bu yiizden, durum 

-1 1 3 2 2 -3/2 B 1 = 1-2 ex-n - (K- - 'Y )z1 (2z1 -3)0(z1 ) + O(n ) 
3 2 -ex --« -« 

dir. Eger 

ISTUD(l-2ex) ;; [ ~STUD(cx), ~STUD(l-ex)] ei?it uzantih arahgin kapsamrn 

ve B0 = l-2ex onemsiz (sozde) kapsami tanimlar ise o Z8lI0Il (B1-BJAB2-B 0 ) 

hatanin orani (2z~-O: 3)/(21.~cx + 1) n ---?(I) i<;:in yakinsar. Bu degerler 

B > 0. 78 i<;:in daima pozitif tir ve onemli durumlarda 0. 38, 0. 54 ve 
0 

0.72 sirasiyla B0 = 0.90, B0 = 0.95 ve B 0 = 0.99 degerlerine ei?ittir. 

Bu yiizden en dar giiven arahgi, ISTUD . (l-2cx) ei?it-uzantih arahk 

ile uzunluk kar91la9t1rmada kli<;:liltme, yalniz sonu<;: degildir. 

Arahk uzunlugu i<;:in (3.4.17)' deki formlile v2 ' i i<;:in (3.4.18) 

formiiliinli yerle9tirilir ve e9it uzantih aral1klar1n uzunluklari i<;:in 

( 3. 4 .11) ile kar 91la9tir1larak, arahk uzunlugunun n-312( 4/9)!t?z1 + 0 (n-2) 
-a p 

k1salt1lm19 degerine sahip oldugunu gorliPiiz ve ei?it uzant1l1 ISTUD(l-2a) 

aral1g1 ile kar91la9t1r1l1r. 

ORNEK 2 CTSTEL ORTALAMANIN TAKD1R1 

Burada en dar bootstrap arahgi ve ISTUD(l-2a) nin her ikiside 

kapsam hatasi sihra sahiptir. Bi<;:imlendirici, n - 3/ 2 (16./9) zl-cx + Op ( n - 2) 

miktariyla en dar uzunluguna sahiptir. 
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4. SONU<; 

Quenouille-Tukey Jackknife'i ile ilgili istatiksel degi9kenlerin 

standart sapmalarinin hesaplanmasinda ve ayni zamanda istatistigin 

dagiliminin onceden belirtilen bir noktada merkezlenen, ge~ersiz 

hipotezleri kontrol etmede onemli, pir parametrik olmayan metoddur. 

Jackknife, bootstrap'in 

Temelde bootstrap metodunun 

alani vardir. 

dogrusal bir yakla9imi olarak gortillir. 

Jackknife 1 dan daha geni9 bir uygulama 

Bootstrap kendiliginden olu9an kil~Uk bir dilzen hatasi ile birlikte 

ger~ege yakin tahminler verir. Bootstrap iterasyonu similasyonlarin 

similasyonlarina neden olur. Uygulamada dagilim analitik olarak takdir 

edilemiyorsa bootstrap yontemi kullani9li olmaktadir. Edgeworth a~ilim

lari gibi bir~ok teknikliklerde terimlerin kesin hesaplanmalari gerekir. 

Bu tekniklerle bootstrap iterasyonu kiyaslanirsa, bootstrap kesin hesap 

gerektirmeyen bir teknik oldugundan, diger tekniklerden bir~ok farklilik 

gi:isterir. 

Kisaca bootstrap yi:intemi hatalarin dtizeltimleri i~in tekrarlanmasi 

ile hatayi en aza ve dogruya en yakin tahmini vermesinden, bunlari 

yaparkende i:irneklemleri benzetimle (yani similasyonla) olu9turdugundan 

~al19malardaki maliyetin dil9mesini saglar. 

Aynca parametrik olmayan ·9artlarda da bu yi:intemi kullanabildigi

mizden dagilim varsayimina gereksinim duyulmadan gilven araligi olu9tur

mak milmkilndilr. 



- 66 -

YARARLANILAN KAYNAKLAR 

1. ABRAMOVITCH, L. and SINGH, K. (1985); Edgeworth corrected pivotal 

statistics and the bootstrap. Ann. Statist. 13, 116 -132 

2. ARMUTLULU, i.H.;_ istatistiksel Takdir. Bas1lmam1~ ders notlar1 

3. BABU, G.J. and SINGH, K. (1983); Inference on means wing the 

bootstrap. Ann. Statist. II, 999-1003 

4. BERAN, R.J. (1982); Estimated Sampling distributions; the bootstrap 

and competitors. Ann. Statist. 10, 212-225 

5. BERAN, R.J. (1984); Jackknife approximations the bootstrap estimates 

Ann. Statist. 12, 101-118 

6. BHATTACHARYA, R.N. and GHOSH, J.K. (1978). On the validity of the 

formal Edgeworth expansion. Ann. Statist. 6, 435-451 

7. BICKEZ, P.J. and FREEDMAN, D. (1981). Some asymptotics on the 

bootstrap. Ann. Statist. 9, 1196-1217 

8. EFRON, B. (1979). Bootstrap methods : another look at the Jackknife. 

Ann. Statist. 7, 1-26 

9. EFRON, B. (1982) The Jackknife, the Bootstrap and Other Kesampling 

Plans. SIAM, Philadelphia 

10. HALL, P. (1983) Inverting on Edgeworth expansion. Ann. Statist. 11, 

569-576 

11. HALL, P. (1988) Theoretical Comparison of Bootstrap Confidence 

Intervals, Ann. Statist. 1 , 927-953. 

12. WITHERS, C.S. (1983) Expansions for the distribution and quantiles 

of a regular functional of the empirical distribution 

with applications to nonparametric confidence intervals. 

Ann. Statist. 11, 577-587. 


