T.C.
MARMARA UNIVERSITESI
SOSYAL BILIMLER ENSTITUSU _
ISLETME ANABILIM DALI ,
SAYISAL YONTEMLER BIiLIM DALI

GUVEN ARALIGI OLUSTURMADA TEKRARLI ORNEKLEME
VE
BOOTSTRAP YﬁNIEMlEHiNiN_ KARSILASTIRILMAS!

YUKSEK LiSANS TEZi

GUNES ISIK

DANISMAN : YRD. DOC. DR. i, HAKKI ARMUTLULU

ISTANBUL — 1993



ICINDEKILER

GIRIS
ARALIK TAKDIRI VE GUVEN ARALIGI
1.1. PARAMETRIK YAKLASIM

1.1.1, Test Istatistiginin Kullanilmasi

1.1.2. Pivot Degiskenin Kullanilmasi
1.2. PARAMETRIK OLMAYAN YAKLASIM

1.2.1. Jackknife Yontemi
1.2.2, Bootstrap Yontemi
1.2.3. Bootstrap Takdirleri Icin Jackknife
Yaklasimlari
1.2,4. Tekrarla Ornekleme Islemleri
1.2.4.1. Standart Sapmanln Bootstrap Takdirleri
ve Jackknifé ile Arasindaki Baginti
1;2.5. Tekrarli Ornekleme Isleminde Varsayimlar
1.2.5.1. Tekrarli Ornekleme Farklari Igin
- Bir Genel Metod

1.3. PARAMETRIK OLMAYAN GUVEN ARALIKLARI
1.4, BIGIMSEL EDGEWORTH AGILIMIN GEGERLILIGI

BOOTSTRAP YONTEMLERI
2.1. BOOTSTRAP YONTEMI ve GUVEN ARALIKLARI

2.2, PARAMETRIK ve PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP YONTEMLERI

2.3. PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP GUVEN ARALIKLARI
2.3.1, Medyan
2.3.2. Medyan I¢in Bootstrap Teoremi
2.3.3. Percentile Metodu

BOOTSTRAP - GUVEN - ARALIKLARIN- TEORIK KARSILASTIRILMASI

3.1, EDGEWORTH ACILIMI ve CORNISH-FISHER TERSI
3.2, TEORIK KRITIK NOKTALAR

3.2,1, Normal Dagilim, t-Dagilimi, Karma ve Ters
~ Kritik Noktalari '

Sayfa No

O o ® ;s W

12
12

14
15

16

19
21
24
25

28
29
30
31

oy

36
38

38



Sayfa No

3.2.2, Tarafli-Diizeltme Kritik Noktalara 39

3.2.3. Ivme Sabiti 41

3.2.4, En Dar Aralaklar 44

3.3. BOOTSTRAP KRITIK NOKTALARI | 45
3.3.1. Normal Dagilim, t-Dagilimi, Karma ve Ters

Kritik Noktalara ' " : 45

3.3.2. Tarafli-Diizeltme Kritik Noktalari ‘ 46

3.3.3. Ivme Sabiti 47

3.3.4. En Dar Araliklar 49

3.4. BOOTSTRAP KRITIK NOKTALARIN OzﬁLLiKLERi. 49

'3.4,1. Kritik Noktalarin Czellikleri Acisindan

A Edgeworth Agilimlari Qe Cornish-Fisher Tersi 51

3.4.2, Bootstrap Kritik Noktalarain Ag¢ilimlari _ 51

3.4.3, Cift-Tarafla E§itkUzant111 Araliklarin Uzunlugu 57

3.4.4, En Dar Araliklar ‘ 63

3.4.4,1, Ornekler 64

4, SONUG ‘ , : : 65

YARARLANILAN KAYNAKLAR : ' 66



GIRIS

Ornekleme daglllmi kullanilarak parametrelerin belirlenmis bir
olasilik dahilinde hangi degerler arasinda olabileceginin belirlenmesi
aréllk takdiri konusunu olusturur. Teorik temelde aralik takdiri ile
bir parametre iéin alt ve iist sinirlari olusturan istatistiklerin
tespiti yapilir. Bir ana kiitleden alinan sinirli sayida gdzleme daya-
narak bilinmeyen parametrenin gergek degerinin belirli bir olasilikta

bulunacagi araliga Giiven araligi denir.

Giiven araligil olusturmada ve giivenilirlik seviyesinin takdirinde
yeni bir yontem olarak Efron (1979) tarafindan Bootstrap yontemi
gelistirilmistir, Bu ydntem pivot olarak alinan gozlem degerlerinin
bir fonksiyonunun dagilimina yaklasim igermektedir. Yaklasik olarak
bulunan bu dagilima Efron tarafindan Bootstrap dagilimi ismi konmustur.
Bootstrap dagiliminin bulunusunda parametrik ve nonparametrik (parq—'

metrik olmayan) yaklasimlar kullanilabilmektedir.

Parémetrik olmayan yaklasimla Bootstrap dagilimln tespitindé
bilinmeyen dagilim yerine istatistiksel fonksiyonun tanimina gore
gozlemlerin deneysel dagilimi konularak ise baslanir. Ardindan Monte-
-Carlo ©benzetimi ile tekrar-tekrar deger tiiretilerek yaklastirma

yapilar.

Parametrik yaklasimda ise baslangicta deneysel dagilim yerine

varsayilan bir dagilim konulur.

Bootstrap yonteminin iyi anlagilabilmesi i¢in daha eski ve
bootstrap yontemine gore daha dar alanda kullanimi olan Quenouille-
Tukey'in Jackknife yontemi anlasilmalidir. Jackknife yontemi, bootstrap

yontemine lineer ag¢ilimla yaklasim olarak diisiiniilebilir.

Bodtstrap giiven araliklarinin karsilastirilmasinda ise Edgeworth

agilimi ve Cornish-Fisher tersi isik tutmaktadir.

Calismanin birinci boliiminde aralik takdiri, giiven araligi agik-

lanmis ve Jackknife; Bootstrap yontemlerin genel tanimlari verilmistir.



Bootstrap, Jackknife'in basaramadigi bilinen bir durum olan &rneklem
medyanin varyans takdirinde (asimtotik olarak) tam dogru oldugu

goriliir.

Calismanin ikinci bOliimiinde Bootstrap yodntemleri ve giiven araliga
olusturmadaki islevi aciklanmistir. Ozetle Bootstrap yontemi, giiven
araliklarin kapsama olasiliklarin farkli goriis noktalarindaki prob-

lemde, kolayca uygun ¢dziimi bulmada avantajlara sahiptir.

Calismamizin ﬁgﬁncﬁ‘ bolimiinde de Bootstrap giiven araliklarin
teorik karsilastirilmasi, Bootstrap kritik noktalari ve bunlarin

ozellikleri incelenmistir.



1. ARALIK TAKDiRI ve GUVEN ARALIGI

Bir ana kiitlenin bilinmeyen baza—&zelliklerini ortaya cikarmak
i¢in yapilan gozlemlerle, istatisti :ngj;ﬂ;/e&de """ edilmis olur. Bu
verilere dayanarak éama kiitlenin belirli bir 6zelligini yansitan bilinmeyen
bir parametrenin, gergek degeri saptamaya calisilar. Fakat gozlemler,
ana kiitle ¢ok biiyilkse bu saptama islemi ¢ok zorlasir. Bu nedenle
ana kiitleden Ornekleme yapilir ve bu Ornek degerlerine dayanilarak
parametrenin degeri saptanir. Ana kiitlenin bilinmeyen parametresinin

verilen olasilik terimleri ile iginde bulundugu araliga "giiven araliga"

denir.,

Yani Giliven Araligi; Bir ana kiitleden alinan, sinirli sayida Ornege
dayanarak, ana kiitlenin bilinmeyen parametresi  ig¢in, parametrenin

gercek degerini belli bir olasilikla kapsayan araliga denir,

Nokta takdirinde bilinmeyen parametre 6'nin yerine kullanilabile-
cek, 76rnek1emi olusturan rassal degiskenlerin fonksiyonlari olan ve
degeri bir Ornek noktasinda hesaplanan istatistigi belirleme esas
alinmistir. Bu istatistik pratikte parametre yerine kullaﬁllarak
hesaplamada bir boslugu doldurur. Ancak iistiin 6zelliklere sahip olsun
veya olmasin her istatistik bir rassal degiskendir. Bir dagilimi ve
varyansi vardir. Hesaplamalarda, bu 6fnek1eme dagilimi kullanilarak
. parametrelerinin belirlenmis bir olasilik dahilinde ‘hangi degerler
arasinda olabileceginin belirlenmesi araliak takdiri konusuna girer.
Genelleme yapilarak teorik temelde ise aralik takdiri ile bir para-
metre ig¢in alt ve {ist sinirlari olusturan istatistiklerin tespiti
yapilar. Xl’ XZ""’ Xn bir rassal Orneklem Y = t(X) istatistigi
e'nln taktircisi, Q= (a,b) kiimesi parametre uzayi olsun. L(X) < U(x)
olmak iizere (L(X), U(X))€(a,b) ve YE(L(X), U(R)),

PIL(x) < 6<U(x) 1= 1- o olsun. Burada (L(X), U(X)) araligina @'nin
gliven araligi, (l-a)'ya giiven katsayisi denir. Godzlem degerlerinden
hesaplanan reel alt ve iist sinirlardan olusan aralik sabittir. Rassal

degiskenleri igeren L(E) ve U(E)' in olusturdugu aralik ise rassal

araliktar,



1.1. PARAMETRIK YAKLASIM

Parametrik yaklasimin baslang1c1nda bir daglllm varsayimi vardir.

Ornegin," Xl""’xn orneklemi N(yu, o ) gibi kesin belli bir dagilimdan

alinmis oldugunun kabulu vardair.
1.1.1. Test Istatistigi Kullanilmasi

fstatistiksel vardama da (inference) aralik takdiri ile hipotez
testleri konusu ig¢-ig¢edir. Hipotez testleri konusu bu ¢alismanin
kapsami disinda tutuldugundan bu yodntem ileriki boliimlerde kullanil-

mayacaktir, -

Bu yontemi b1r ornekle agiklamaya ¢alisalim; Xl’ XZ""’Xn rassal
orneklemi n(u, d ) dagilimindan alinmis olsun. Sabit o hata yiizdesi
ile hipdte21mlz HO: =u, ve alternatif hipotezimiz 1:11# Mo olSﬁn._
Bu durumda o hatasi ile H0 hipotezini reddetme béhgsi{xﬂi?%J>aV2¢Qﬁ}
olacaktir. Diger bir deyisle

(%

o

Za/z ,__n < uo X + Za/z -

araligls a hatasi ile H ' r1 kabul bolgesidir. Hipotez testi mant1gi
ile buradaki dogrudan hipotezin reddedilme olas111g1 (b1r1nc1 tip

hata) dir. Matematiksel olarak
P(HO red/ u= uo) =
seklinde ifade edilir. Bu ifadenin tiimleyeni olarak

P(X—za/2 JE_ < ) i+z Y=1-«a

a/2 T J——

yazilir. Bu olasilik ifadesi her M, sabit degeri ig¢in dogrudur. Bu
araliga kabul bolgesi denir. Bu kabul bolgesinden hareketle p para-

metresi igin

P(i—z /2 2 Lu <i+z _:i_ Y=1-a
Qo J_n\ < 0,/2‘]_?1. =



yazilabilir. Boylece test istatistiginden hareketle wu igin

(X_Z‘U/Q,J.L—n ’ X+Za/2

_9_ )
Jn
giiven araligi bulunmus olur. Genel olarak gliven bolgesi ile hipotez

testindeki kabul bdlgesi arasindaki iliski asagidaki gibi ifade edile-

bilir.

Hipotez testinde; HO:u = M hipotezi igiﬁ kabul bdlgesi orneklem

uzayl i¢inde bir kiime olup

v Y .
A( l-lo) = {(xl :X2s~--9xn): PO" ZOt/Z —J: £ Xg K,
seklindedir. Diger taraftan u igin giiven bdlgeéi parametre uzayl

iginde bir- kiime olup

C(XI’XZ""’xn)={u: E"'z —-Susx-}-za/z——;—}
seklindedir. Boylece, bu iki bolge arasindaki iliski
(Xl’ x2""’ xn) e A(uo) é# IJO e Q._(-Xﬂl,..-,xn)

seklinde bir totolojidir. Gerek test igin, gerekse aralik igin ayni
sorulara cevap aranmakta ancak meseleye farkli perspektiflerden bakil-
maktadir. Hipotez téstinde parametre'nin sabit degeri ig¢in ©rneklem
degerinin ne olmasi gerektigi sorulmaktadir. Giiven bdlgesinin bulun-
masinda ise sabit bir Orneklem degeri ig¢in parametre degerinin ne
olmasi gerektigini sorulmaktadir. Bu karsilikli iliskiyi seklen gos-

termek ig¢in yukarda verilen Ornege bagla kalinarak asagidaki sekil.

Gizilmistir.
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1.1.2. Pivot Degisken Kullanilmasi

Gliven araliginin olusturulmasinda pivot degisken kullanma yéntemi

hassas bir konudur. G.A. Barnard (1980) bu yo6ntemin sonuglarindan

hareketle bu konuya Pivotal Inference (vardama) ismini koymustur.
D.A.S Fraser (1968) vardamanin yapisi (The Structure of Inference)
isimli eserinde bu konu iizerinde agirlikli olarak durmustur. Fraser'in

yaklasimi ile pivot degisken tanimi sdyledir.

Xl’ XZ""’Xn rassal orneklem ve Y = f(Xl, XZ”*Xn) bir istatis-
tik, S orneklem uzayi, Q parametre uzayi olsun. Y'nin 6 parametre-
sine bagli dagilimindan tiiretilebilen, 6'ya bagli olmayan (sabit bir)
dagilima sahip ve (SXQ) ﬁzerindé tan1m11 t = Q(Y, 0) seklindeki fonk-

siyona pivot degisken denir.

Bu tanima gore eger Y v F(xle) ise Q(Y, 6)'nin dagilimida biitiin ©
degerleri i¢in aynidir, Burada, pivot degisken hem istatistik hem de
parametreyi igermektedir., Ancak herhangi bir A kiimesi igin Pe«XY;Q)GA)'
nin degeri 0'ya bagimli degildir. Ornegin Xy X5,4..,X  Orneklemi
ig¢in Orneklem ortalamasi ve standard sapmasi sirasiyla X ve S olsun.
f(x-y) yogunlugu igin pivot degisken (i—po, o1 f(Xd_l) yogunlugu ig¢in
pivot degisken (i/c), o™l f((i—n)/a) yoguhlugu i¢in pivot degisken

((i—u)/S) olur. Bunlarin ispati i¢in yogunluk fonksiyonlarinin para-



metrelerden bagimsiz olduklarini godstermek yeterlidir. Bilinen bir
dagilimdan Ornek verirsek; orneklemimiz ’n(u,oz) dagilimindan alinmis
olsun, & 'nin bilinmemesi durumunda t = (i—p)/(S/nl/z) degiskeni pivot
tur.  Ginki t dagilimi ﬁ ve 02' den bagimsizdir. Genellikle eksen
‘degisimi oldugunda farklar (i; i gibi); 6lgek degisimlerinin 6ldugu

problemlerde ise oranlar veya c¢arpimlar (X/o gibi) pivot degisken

olmaktadir.
Ornek: Xl’ XZ"" Xn rassal orneklem'i A parametreli iistel dagilim-

dan alinmis olsun., Bu durumda Y = ZXi istatistigi A igin yeterli
istatistik olup dagilimi Y~ Gamma (ny,2) olur. Gamma dagiliminin
yogﬁnluk fonksiyonunda y ve A Dbirlikte olup y/A seklinde yer alir.

Gamma (n,\) yogunlugu,
(r(m a7yt e

olup g¢esitli Olgeklerde bir yogunluk ailesidir., Dolayisiyla eger
Q(Y,r) = 2Y/x alanirsa,

Q(Y,A) ~ gamma (n, A(2/A)) = gamma (n,2)

olup, bu da  A'ya bagimli degildir. Boylece Q(Y,A) bir pivot degisken
olup dagilimi gamma (n,2) veya X%Zn) olur,

Elimizde bir pivot varsa, - bazen yogunluk fonksiyonunun. seklini
gormeye c¢alisiriz. Yukaridaki oOrnekte, yogunluk fonksiyonunda (y/A)
ifadesi yer aldigindan bunu bir pivot degiskene doniistiirmek kolay
olmaktadir. Normal dagilimda ((i—LO/a) degiskeni pivot degisken olarak
ortaya ¢ikmaktadir. Genel olarak, g herhangi bir fbnksiyon ve Q, ©'nin
degerinden bagimsiz y'nin monoton fonksiyonu olmak iizere Y istatistigi-

nin kosullu yogunluk fonksiyonu f£(y/6).

£(y/6) = g(Q (y,8)) | fy— Q(y,0) |

seklinde ifade edilir (1).

'(1) Casella G., Berger. R.L. Statlstlcal Inference, Wadsworth Co.
California 1990, s. 414



Bir pivot'a sahip oldugumuzda bununla giiven araligini olusturmak
oldukga basittir. Q(Y, 6) pivot olmak iizere verilen bir o degeri igin
@'dan bagimsiz olarak bulabilecegimiz a,b sabitleri ile

Py, (a < Q(Y,8) gb) > -«

olur. Her 90 € 01 igin HO: 6 = Bo hipotezinin o seviyesindeki kabul

bolgesi

ACe)) ={y:agQQy,e) b}

olur. Buradan, test istatistigini kullanma yoOnteminde oldugu gibi
giiven bolgesi bulunabilir; veya dogrudan pivot degiskeni kullanarak 6
icin (1-o)' lik giiven bdlgesi ' '

Cly) =16 :a<Q@y,0)<b}

olur.

1.2. PARAMETRIK OLMAYAN YAKLASIM

Parametrik olmayan (nonparametrik) yaklasimda baslangic¢ta dagili-
min bilinen bir dagilim olma kabulu yoktur. Yani Xl"“’Xn orneklemi

herhangi bir dagilimdan alinmistir.

1.2.1, Jackknife Yontemi

Bilinmeyen bir 'F olasilik dagilimindan X = (Xl’ X2,..., Xn)
rassal orneklemi verilince, gozlenen x verisi (data) esas alinarak,
R(X,F), Dbazi rassal degiskenlerin Ornekleme dagilim takdiridir.
(Standart Jackknife teorisi R(X,F) = 6(%) - 6(F) durumunda yaklasik
ortalama vé varyansi verir). Bu durumda ileri siiriilen Bootstrap olarak
adlandirilan bir metod, takdir problemlerin g¢esitliliginde uygun bir
sekilde ¢alisir. Jackknife, _bootstrap i¢in dogrusal (linear) bir
yaklasim olarak goriiliir (2). Temelde ise Bootstrap metodunun Jackknife

dan daha genis bir uygulama alani vardair.

(2) EFRON, B., Bootstrap methods: another look at the Jackknife.,
Ann, Statist. 7, 1979, s. 1-26



The Quenouille-Tukey Jackknife'i, ilgili istatistigin varyans

ve tarafli takdirleri i¢in parametrik olmayan metodla ilgilenir.

1.2.2. Bootstrap Yontemi

n 6lgiisiinde rassal bir orneklemin, tamamen 6zel olmayan F olasilik

dagiliminda gozlenen tek orneklem durumunu tartisalim.

. =x. , X. ~ _F i=1,2,...,n (1.2.2.1)

Ca11§mamizda, F, ya gercel dogru veya diizlem iizerinde bir dagilim
olacaktir. Ama bunun teoride hig¢bir roli yoktur. X = (Xl’ X2,..., Xn)
rassal Orneklemi, x = (Xl’ Xz,...,Xn).de onu gergekleyen gozlemleri

tanimlasin,

Gozmeye calisacagimiz problemimiz sudur : hem X'e hem de bilinmeyen
bir F dagilimina bagli olmasi miimkiin olan, verilen bir R(X,F) o&zel
rassal degiskenin, gozlem degeri X'in temelinde, R ornekleme dagilimi-

X
nin takdirinin bulunmasidar.,

Geleneksel Jackknife teorisi, R' nin se¢ilen 2 ©zelligi iizerinde
durur. 6 (F), ortalémanln, korelasyonun veya F'in standart sapmasi
gibi ilgilenilen bazi parametreleri olsun ve t(X) de, orneklem orta-
lamasi, Orneklem korelasyonu veya Orneklem rangin bir katsayisi gibi

&F)'in bir takdircisi olsun. O zaman

R(X, F) = t(X) - 6(F) (1.2.2.2)

in 6rnekleme dagilimi ya da daha dogrusu onun ortalamasi (t tarafli)
ve varyansi, standart Jackknife teorisi kullanilarak hesaplanir. Taraf
ve varyans takdirleri Bi;s(t) ve Vé}(t), her defa X'in bir elemanini
devre disi barakip, t(.)'yi1 n kez yeniden hesaplayarak elde edilen,
akillica birlestirilmis X'in fonksiyonlaridir. R'nin ikinci geleneksel

segimi

£(X) - Bias(t) - 6(F)

R(X,F) = . (1.2.2.3
(Var(t))L/2 )

dir,
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Tek ornekler problemi ig¢in Bootstrap metodu oldukg¢a basittir.,
Kurallari :
1) X1 xz,..., X noktalarinin herbirine 1/n (kiitleden) konularak, F

orneklem olasilik dagilimi birlestirilir.

2) F sabitivile F den n 0lgiili bir rassal o6rneklem seg¢ilir ve bunun

X =x. , X. ~.  F i=1,2,00.,n (1.2.2.4)

' * * * * s Kk *
oldugu sdylenir, Buna X = (Xl , X2 ,...,%1), X = (xl, Xg eee xn)
bootstrap Orneklemi denir. (xl, Xz,...,xn) kiimesinden yerine konul-
masiyla segilen X4' 1in degerleriﬁden bir permiitasyon dagilimi elde
edilemiyecektir. Kiyaslama agisindan, bilinen Jackknife, yerine koy-
mak5121n n-1 olgiisiinde orneklem ¢ekilir gibi diisiiniilebilir.

X LN . .
R =RX , F) : (1.2.2.5)
X . A
R 'in bootstrap dagilimiyla, R(X,F)'in yaklasik orneklemedagilimi, F'in
ileri siiriilen degerde sabit tutulmus haliyle (1.2.2.4) rassal yonte-

miyle sonuca ulasilar.

Teoride bir kez data x ileri siiriildiigiinde hesaplanabilecek R*fln ,
dagilimi, F = F oldugu takdirde R' nin istenilen dagilimina esitleni;.
R dagilimlarinin her parametrik olmayan takdircileri, y ni F seklinde.
Snceki  sinir kosullari olmaksizin iyi takdir disi yapan biri, F = F

oldugu zaman dogruya yakin bir cevap vermelidir,

Ciinkii - F, ileri siiriilen X = x'e sahip olan uygun F'ler sinifi
~ .
arasinda merkezi bir noktadir. F = F ic¢in cevabi tamamen dogrulamak,

belli takdir problemlerimiz i¢in uygulanan Fisher uyumlulugudur,

Bootstrap metodunun miimkiin olan en basit ornegi gibi, bir F olasi-
lik dagilima tiim kiitlesini sifir veya bire konuldugu diisiiniilsiin ve
ilgilenilen parametre 6(F) = ProbF {X = 1} olsun. Ilgilenilen rassal

degiskenin en belirgini

— — n
R(X,F) = X - 0 (F) X=( )

X;/n) (1.2,2.6)
i=1
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X = x oldugu gozlenir ki, XP = (Xf, Xé,...,X}Q bootstrap Ornek-
lemin her bir elemani bagimsiz olarak X =6 (F) olasigiyla 1l'e, 1-X

olé51glyla da sifira esittir, Standart binom sonuglari

s % %K

R =R(X, F)=X-x (1.242.7)
nin

EX - x) =0, Varg(x - x) = x(1-x)/n (1.2.2.8)
ortalamasina ve varyansina sahip oldugunu gdsterir. ("E," , "Var,",

"Prob," gibi notasyonlar, x ve F sabitiyle X ' in bootstrap dagilimiyla
ilgili olan olasilik hesaplarini gosterir).
n -
2. ornek olarak t(X) = & (xi—X)z/(n—l) takdircisini kullanarak
gergel dogru ﬁzerinddd.keyfiislbir dagilimin varyansi, 6(F) = VarFX
takdiri diisiiniilsiin. Belki

R(X,F) = t(X) - 6 (F) _ | | | (1.2.2.9)

in ornekleme dagilimini da 6grenebiliriz,

uk(F) , uk(F) = EF(X—EFX)k olan F' in k. merkezli momentini
gostersin ve ﬁk = Lm(%), F' iin k. merkezli momenti olsun. Standart

ornekleme teorisi

sk

R = R(K,P) = e(x) - o(f)
nin .

~ a2
e By - ((1-3)/ (1))

E,R =0, VarR = (1.2.2.10)
n

oldugunu gosterir.

*
VarF t(X) % Var,R  yaklasim, VarFt igin (hemen hemen) Jackknife

takdiridir.

Bootstrap yontemin zor yonii, bootstrap dagilimin gergek hesapla-
ridir. Hesaplamada 3 metot miimkiindiir.



- 12 -

1. Metod : Yukaridaki 2 ornek gibi, dogrudan teoriksel hesaplama

2. Metod : Bootstrap dagilimi i¢in Monte Carlo yaklasimi,. X' 1in
E P
tekrarlanan gergeklestirimleri, F den n 0lgiili (elemanli), diyelim ki

X*l X*z,..., X¥N rassal oOrneklemler alarak meydana getirilir. Ve

*1 *2 Ay AN & 5 ; ;
R(X ~, F), RX “, F),.e., R(X 7, F)'e karsilik gelen degerlerin his-

togramlari, gercek bootstrap dagilimlarin yaklasimlari olarak. alimir.

v . )
3. Metod : Taylor serisinin agilim metodlari, R ' in bootstrap dagi-

liminin yaklasik ortalamasi ve varyansini elde etmede kullanilabilir.

1.2.3. Bootstrap Takdirleri fcin Jackknife Yaklasimlari

~ ~

Tn, %n = T(E;) seklindeki takdir olsun. Burada Fn’ i.i.d
(indepent identically distributed)' den n elemanly: gdzlemin cdf
(cummulative distribution function) (birikimli dagilim fonksiyon)'nun
orneklemi ve T, cdf' de tanimlanan yerel (bbigesel) kuadratik fonk-
siyondur., O =zaman, ¢arpikligin, tarafliligin Jackknife takdirleri
gergeklestirilir ve fn' in varyansi, hemen hemen ayni olan bootstrap
karsiliklarina yaklasir (3). Bu yaklasimlarin herbiri sabittir. Dahasa,
Varyansin, Jackknife ve bootstrap yaklasimlari asimtotik olarak normal
ve asimtotik olarak minimax dlf. Baslica sonug¢lar, birinci-mertebe
‘Edgeworth agilim, nl/2 (%n— T(F)) dagilimx ig¢in takdiri, ki burada
F her gézlemin gergcek birikimli dagilam fonksiyonﬁdur. Ve agilim kat—
sayilara Jackknife takdiriyle bulunur, nl/2 mertebesine kadar olan
terimlere ve bunlari kapsayarak‘ karsilik gelen bootstrap dagilim
takdirine asimtotik olarak denktir. Her iki dagilim, asimtotik olarak
minimakstir., Jackknife Edgeworth agilim takdiri, T(F)'nin tarafliligin
ve c¢arpikligin alt ile iist giiven sinirlari i¢in yararla diizeltmeleri

onerir,

1.2.4. Tekrarly Ornekleme Islemleri

’~ A ‘
6 = o(F) distatiksel fonksiyonu gozoniine alinsin, Tekrarli ornek-

leme vektori

(3) BERAN, R.J., Estimated Sampling Distributions: the boststrap
estimates, Ann, Statist. 12, 1984, 101-118
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e

l ’

K

l2,o-c’

e
3K

- (P, P *
P =( Pn)

herbiri basit n-boyutlu vektordiir.

3 n 4 A
v =P ;P 20, ) P =1) (1.2.4.1)

x*)
diger bir anlamda herbiri olasilik vektoriidiir. (4) Her P 'ya karsilik

bir bagil degerine ait deneysel olasilik dagilimi P gelir,

ﬁh : Herbir xi' de yogunlugu PZ i=1,2,4u4,n (1.2.4.2)

%)

ve 8'nin degeri, bir tekrarli drneklemdir, 8 dicin

A

6 = a(F(P™)) = 8P (1.2.4.3)

soylenir. Ornekleme vektdrlerin bazilari, bootstrap ve Jackknife

teorilerinde 6zel roller ojnarlar. Ozellikle

P® = (— , — i, =) (1.2.4.4)
. n

f 'in herbiri ve ? =‘§(PO) istatistigin gozoniine alinan degerine kar-
silak gelir. Istatistik'in ‘6(1)' e karsilik gelen degeriyle

1 1 L1 1

n—l ’-r:fgcnn, O,E:T gee ey n—l

P(i) = ( ) : (1.?.4.5)

(i =1,2,...,n) . (i. yerde O dar).

Jackknife vektdrleri gozoniine alinir,
b3 b
Bootstrap p /n formiilii, tiim P vektorlerini dikkate alir. Cok
‘terimli dagilim alt derecesi i¢in uygun segilen tekrarli Ornekleme

vektdrlerini soylemek icin bootstrap algoritmasi diger bir yonden

tanimlanair,

(4) EFRON, B., The Jackknife, the Bootstrap and Other Resampling‘Plans,
SIAM, Philadelphia, 1982, 37-39.
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, Mult (n,p°)
P:< ’:‘ _——rl—_——— (1.2.4.6)
n

1/n olasiligina sahip her bir n kategorisinden n bagimsiz olarak

*
gekilir. " ¥ " sembolii, gercek (dogal) degil, P da rassallig:

meydana getirir. Burada
%K }
#f{Xj = x,1

Pi— n ]

ﬁf e esit olan bootstrap orneklemin oranidir. Bootstrap standart

sapmasi ve tarafli takdirleri basit olarak

SD = Sd, 8(P )
ve
N

A o : A
BIAS = E, 6(P) - &

dir. Sd, ve E,, (1.2.4.6) dakinin standart sapmasi ve beklenilen
degeri gosterir. (1.2.4.6) dagilimi, ortalama vektdre ve kovaryans

matrisine sahiptir.

5 = ) , (1.2.4.7)
Burada I, nxn boyutlu O0zdes matristir.

1.2.4,1, Standart Sapmanin Bootstrap Takdirleri ve Jackknife

ile Arasindaki Baginta

' R * . ’ ) . . A x)
Bu, P(i) de ©(P ) ile kabul edilen tek lineer fonksiyon eLIN(P )
= 1,2,-.:’“)

" A sk I sk o
eLIN(P ) = 9(.) + (P -P ) U)

U = (=D y= 8y 5 (= L2ew)

A A

Teorem 1 : Jackknife standart sapmasi © i¢in takdiri, SDJACK(é)
dir. '
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1

2 sdy (opy(P ),

dir. Diger anlamda SDJACK(a)} yaklasik olarak SD'nin bir bootstrap
1/2 1/2

SDyack(®)

takdirinin kendisidir. [ n/(n-1)] SDBOOT(BLIN) e eﬁilemuu[rd(n 1)]
garpani, eger © bir lineer fonksiyon ise [Sd(G) ] igin tarafsiz
[sﬁJACK(é)]Z yapilir. Lineer durumda tarafsiz [SDBOOT(Q)]2 yapmak

i¢in bazi ¢arpanlari kullanabiliriz.

Teorem 1, bir onemli durumda yan11t1c1d1r. ||P (1) POH = 0 (1/n)
oldugu halde (1.2.4. 6)'ya gore ||P - P|l= O (1//n ) dar.

1.2.5. Tekrarli Ornekleme Isleminde Varsayimlar

(A) Ex ( @ P?j ) = a, 0, (il, 12,..., ik) bagimsiz alt
3= .

kiimesinde, k parametrelerin sayisidir. (A), (B) ile koldyllkla anla-

silir.

(B) 1. {Pz}? , n rassal degiskenleri, degistirilebilinir (5).

o5

b
2, Prob, (P > k' an biiyiikliigii ispat edilir) > O, burada P 'in

%k
ispat edilen degeri, Pi > 0 ile i.'nin toplam sayisidar.

(Bl) kosulu i¢in tekrarli ©ornekleme plani, simetriktir. (B2),
k'dan > olan ispatlanmis degere sahip bazi tekrarli &drneklemlerin

en az birinin saglanmasi ig¢in bir kosuldur.

Teorem 2 : Her tekrarli Ornekleme metodu ig¢in, (A) varsayimini ger-—

cekleme :

E, | X'0'x|B*

Ex | XTD*XI

>

b
Burada IX D Xl B , Eger XTD X tek ise, ifade sifir olarak tanim-

lanar.

(5) BERAN, R.J., Estimated Sampling Distributions: the bootstrap
estimates, Ann, Istatist, 12, 1984, 101-118,
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Ispati ig¢in 2 yardimci matris Onermesiyle belirtebiliriz.

Lemma 1 : X ve Z, n» k olmak lizere nxk boyutlu matrisler olsun.
O zaman
. T
(i)  xz|= 1§I>cs|lzs| ,
@) x¥z]= T z %l z| her r 3 k igin,

Burada { , T degerin tiim alt kiimelerinin iizerindeki toplamayi tanim-

r
lar.

Lemma 1(i), Binet-Cauchy aglllmldlr. Lemma 1(ii) her |X§ ZS| ve

|XTZ| terim i¢in Lemma 1(i)' e uygulanarakr elde edilir,

- Lemma 2 : X, nxk boyutlu matris olsun. (n > k) O zaman r

- digin

A\
=

T n-k+1

3 - -1 T
adj X'X = ( 107 L adj XL.Xg
) r

Eger XZXS, (r > k) r degerin tiim s'leri i¢in tek degildir.
T Tyy-1 _ n-k+1 (-1 T wlv =1
XX] (0™ = ( r—k+1 ) §'|szsl (XSXS)
1.2.5.1, Tekrarli Ornekleme Farklari I¢in Bir Genel Metod

Tekrarli ornekleme metodu, i. uygun degerle, i. farkdaki Jackknife' a
benzer,

5k T A rl b3 .
i
T a .
Burada r; = y;- x; B, i, farkdir. (kalandir),

Y

_ T T - . o3 £
vi= X5 ( °.%) 1Xi ve t = (ti)? , gereksinimle bir tekrarli G&rnek-

1

leme metodunu uygun olarak elde edilir.,



- 17 -

B

. N
E,t =0 s Var,(t ) =1 (1.2.5.2)
sk ‘

Vi da LSE (least squares estimator)'e dayanir.

(e C SRl G AN CANP (1.2.5.3)
(1.2.5.1) de s

B veya 6 = g(B) hakkindaki vardama (1.2.5.3) de B igindeki
degiskenliklerden olu§turulabilinir. Ornegin Var (8) takdiri

o

Ak A A AT ask Ak’ a A
V=B, (6 -0 6-8" , & =26), 6=8@

ile yapllabilir;

6 = B lineer parametreleri ic¢in bu kolaylik (1.2,5.2) den kolay-
likla gosterilir ki

A

ve

2

r.
1

Toy-1- T Toy-1
L R

1 i

I =

dir. Lineer olmayan 6= g(B) igin, V.  takdircisi, secilen tekrarli

ornekleme * planina baglidar,

(1.2.5.2) saglayan * tekrarll ornekleme metodun iki Ornegini vere-

lim,

(i) Denge Farklarin Metodu (Metod of Balanced Residuals)

. .
ts hatalari, [ng)]= +1, 1lgign, 1g kg R olan ve

R
)) ogk)= 0 tim i igin
k=1 (1.2.5.5)

R
1 (k) . (k) .
R kzl 6 bj =0 i4j dgin
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saglayan [égk)]Hadamard matrisinden se¢ilir. Hadamard matrislerin

yapisini ve varligindaki genis incelemeleri, Hedayet ve Wallis (1978)

de yapmislardar. y(k) = (ng))§=1 olan k. Orneklem

(k) XT ﬁ + _1—_' 6(k) ’ i = 1,2,...,“ (1.2.5‘6)
i i
l-w. .
i
gibi tanimlanir ve
B(k) (X X)~ T (k) (1.2.5.7)

gibi LSE' ye karsilik gelir. V, ,
R A A A A A A
Ly W Z 30 - pT, 8 - g™y
R 1 ’ ,
ifadesinin varyans takdircisidir.

Bu metod, katmanli rassal orneklemler igin "McCarthy' nin (1969)
onderligindeki '"dengeli yarl—orneklemler metoduyla aynidir. Burada
V, tarafsizligi, R'nin tekrarli hesaplamalarinda bir takdirci 1g1nd1r.
R asagr yukari n'e esittir. Halbuki bootstrap, taraf81zl;k sonucunu
veya diger kiigik Orneklem sonuglarini devami i¢in sonsuz tekraril

hesaplamalari gerekli bulur.

sk .

(ii) Jackknife-Bootstrap Karmasi : (ti)? hatalari

M M

2 a.=0 ’ —l—' 2 82_=1

1 J M 1 J-
ile {a. }? ; Dbir sonlu ana kiitleden (yani i.i.d) bir bootstrap Ornek-
lemidir. {aJ Fnin se¢imi, metodun iist diizeydeki performansini etkile-
yecektir.

- 1 )271/2 :
aJ. = (I'J.— r)/[-n_ % / ’ j=l,e¢eyn

gibi seg¢ilmesi bir olanaktir.
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1,3. PARAMETRIK OLMAYAN GUVEN ARALIKLARI

Sik sik karsilasilan parametrik olmayan giiven araligin yaklasimi,

nl/2 T(O) (F) ~ N(0,1) yaklasimina dayanir (6). Burada

t-dagilim (Studentised) istatistigidir. Bu, l-a & l-a=® (x) diizeyinde
T(F) icin tek-tarafli giiven araligi tekrar diizeltilerek

- 1/

. 2 +, 1/
A.f n" " T(O)(Fn) £x veya A:n

2
T(O)(Fn) 2

verilir ve 1l-a Ml-a= 28(x)-1 diizeyinde T(F) ig¢in iki-tarafli giiven

araligl yeniden diizenlenerek
o+
- 1/2
A" :n _|T(0)(Fn)| < x

. n
gibi verilir. Yaklasik giiven araliklarin 1- o—(l- a) hatasi tek-taraf-

1/2

11 durumda n~ biiyiikliigiine ve iki-tarafli durumda L biiyiikliigiine
sahiptir. (Biiyiikliigiin iki-tarafli olanda yalnizca n_'l/2 olmamasinin
nedeni hl'in sabit bir fonksiyon olmasidir. Her j 2 1 di¢in hatalar
-3/2 i/2 . .
n T(i)(Fn) sekl;ndekl

birbirini takip eden diizeltme terimleri eklenerek yapilir. Burada

biiyiikliigiine indirgenir. Bu T(O)(Fn)'e n

T(i)’ yukarida gibi a'nin terimlerinde tanimlanan x'e baglidir. Bu

nedenle Tn(Fn) seklindeki istatistikleri godzOniine almaya gereksinim
vardir. Burada

‘ X
ORI
1=

n—i/2 T(i)(G)’ G, ffg,de

(0]

Ornegin : T(F) = u(F) igin

P(nl/z T(O)(Fn) € %) = 0(x) - ,m1/2 B(x)h (x) + O(n_l)v

?urada hy(x) =- u3u53/2 (1+2x2)/6 Dolayisiyla T(z)(F) == hy(x)
igin

(6) HALL,P., Inverting on Edgewarth expansion., -Am, Statist 11, 1983, 560-576
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1/2

P(n T(O)(Fn) »+ Y

2T 5y (F) € %) = 0(x) + 0™

uygun gartlar altinda

Tn(Fn) dagilimi i¢in bir agilim elde etmek i¢in ilk Once bunun

r

pirikimlerini (cumulants) agmamiz gerekir. Bu, T(.) = 2 kiT(i)(') ve
J J i=0

li keyfi sayilar oldugunda a.y de loo... qu'_ln katsayilari ve

jo + Jp ot oees v =1, (ari)j =,(ari)jo jq,'in terimlerinde yapila-
bilir.
Lemma 3 : Tn(Fn)' de r. birikim, bigimsel
: -i/2
DK (T (F )% ) b nd
r''n'n k>,2r—2rk,
ggllma sahiptir. Burada brk = Y y (ari)j dar.

r-1€ig k/2 k-2i

ve j = (JO...Jq) igin {JO + see + Jq= r, O.JO+ 1.J1+.o.+qjq= q}
izerindeki toplamdir. Ozellikle-
b1o = (ayp)y » Py = (319)gp » Py = (8y1)y
b1y = (81101 * (319)gg1s B3 = (ag1)yy » gy = (ag))

by = (B9)9 + (ay)pot (231)101

o
I

= (a1 Do+ (81000001

byg = (ag9)) » byg = (a43),

ve

—
~
I

= (a19)1% (219)001% (210)00001+ P25™ (8220 11+ (3510 11+ (351) 1001

P36-= (833)3+ (a39)1p + (a3p)p01s  Pyy= (a43)3y bsg= (asy)s
f

Teorem 3 : T(.), F' den bagimsiz ng'de bir gergel fonksiyon olsun.

J>1 i¢in F de bagimsiz,
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{qr(G,x) ﬂ%ngl de r »1 i¢in} gercel fonksiyonlari mevcuttur.

P(an(Fn,x) < T(‘F)) =0 (x) + O(H—j/Z)

tiim diizgiin, yerinde (T,F) i¢in

L a2 g (6,0

Burada V. (G,x) = T(G) +
Jn : r=1

q,(F,x) = 23t/2

x ile ilk G verilir.

ap(F,x) = [13/2 + 12T 01%) (ex®) + 3 01,2,121 ()} /6,

a5(F,x) = (M2 Gady/2 4 (2777 410+ 2% 2 [1,122 /4
2T M 5 x4 39 46 11,2212 1(5x + 20) + 6 [1,2,13,23] (Gri)

¢ 2 [1,2,3,123] Gx + D) Y12 + D2TY2(11372 23x + 6 )

b 48 131 0,2,127 (2% + x3) + 18 [1,2,121° (5x + 20172

1.4, BICIMSEL FEDGEWORTH ACILIMIN GEGERLILIGI

(3,
n>1
ve fl""’fk’ R" de gercel degerli Borel 0lgiilebilir fonksiyonlari
leun (7). Zn = (fl(Yn),...,ﬁF(Yn)), S # 3 igin sonlu -momentlere sahip

oldugu varsayilir, W_ = nt/ [H(Z)-H (u)] biciminin istatiksel dagi-

, m boyutlu rassal vektdrlerki (i.i.d)'in dizisi olsun

liminin asimtotik agilimi ve normal yakinsamasinin oranlarl, H= EZl'in
komsulugunda S'nin siirekli tiirevlerine sahip Rk da H fonksiyonlar
i¢in elde edilir. Bu asimtotik agilimin, w dagilim fonksiyonun bir
bigimsel Edgeworth a¢ilimi ile benzer oldugu goriiliir. Istatistik
sinifin, Orneklem momentlerin tiim uygun diizgiin fonksiyonlarini iger-
digi gozoniine alimir,

_ 172

n

(H(Z) - H ()

istatistigini diisiinelim. Burada H, Rk de gergel degerli Borel &lgii-

lebilir fonksiyonlaridir ve

(7) BHATTACHARYA, R.H. and GHOSH, J.K., On the Validity of the formal
zdgeworth expansion., Ann. Statist. 6, 1978, 435-451.
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— 1 n
Z,= (£, )yeeey £,(Y)) , Z=—— .Z Z. , n =»EZ

dir. Orneklem momentlerin tiim fonksiyonlari H(Z) seklindedir. Ornegin
D), eger m=2, k=5, £.(y) = vV, £, = vy, m = M)
£,(¥) - {92, £c(y) = y My iy = W, 53y sgin) tardan birs
alinirsa orneklem korelasyon katsayisi iki degiskenli olur.

0D - @O DD O N2l W) (22172,
@ = P, 25y sein) w= @D, (P, 52, er®)?,

(EY(l)Y(Z))) "'niin N komsuluguna aittir ve { 7€R: 2(3) > (z(l) 2,

1
L3 )2

> (z -1 < H(z) < 1} kimesini de igerir. H, N disinda keyfi

olarak tanimlanabilir. Eger Zl,’sonlu ikinci momentlere sahip ve H, pn'-

niin komsulugunda siirekli tiirevli ise w ortalamasi sifir ve varyansi

o2 = R
j=

i,j=1 1 13

ile bir limitli normal dagilima sahip olur. Burada V = ((vij)), Zl'in

dagilma (dispersion) matrisidir ve

1 - (g = 2 11k z=(zD,..,20),
9z z=y

2,

(Bu ¢alisma boyunca nin pozitif oldugu kabul edilir).

Teorem 4: Eger Zl sonlu iiciincii momentlerine sahip ise ve eger H'in

tim {iciincli mertebedeki tiirevleri, p= EZl' in komsulugunda siirekli ise

Sngeﬁ S (aB)¢ B, (Mdv=0(e) (e40)

saglayan Borel kiimelerin her B kiimesi ig¢in
Sup | Prob (w €B) - J @ , (vdv|= O(n_l/z)
BEB “n B o2 =
Burada 8B, B' nin siniraidair, (aB)s ise ‘B' nin e -komsulugudur ve

¢02 (v) = (21{02)—1/2 exp{—vz/(Zo’?‘)} —®<y< @

dir.
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H(Z)' nin asimtotik dagiliminin 02/n varyansi ve H( u) ortalamasi,
H(E)' nin varyansi ve ortalamasi degildir. Gergekten bazi ortak dfnek—
ljerde (yani t-istatistigi, Orneklem korelasyonu gibi) H(Z)'nin iist
momentléri ve ortalamasi sonlu bile olamaz. Bu u etrafinda H(Z)
acilimiyla (nn'nin yaklasik momentlerinin hesaplamalari i¢in istatis-
tikgilerin wuygulamalarai arasindaki genel pratikliktir. = Terimlerin
belli bir sayida korunarak,: beklenen terim alinir ve uygun bir {isse
yikseltilir. Bu Delta Metod diye adlandairilar., Bu yaklasik
(approximate) momentler, mn' nin dagilim fonksiyonun bir bigimsel

Edgeworth agilimini elde etmek i¢in bazen kullanilar,
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2. BOOTSTRAP YONTEMLERI

X[s Xpaoeees X P00 F ve B(X[, Xy,...,X) bir istatistik olmak

A
iizere O istatistiginin standart sapmasi

Sd = o(F,n, é) = o(F) ' . (2.1)'

olur (8). o(F,n, @ bir fonksiyondur. (F,n, ve B'ya bagimli bir fonk-
siyon) Buradaki standart sapma bilinmeyen F dagiliminin fonksiyonu

olmaktadir., Standart sapmanin bootétrap takdircisi F = F olmak iizere
sD = o(F) (2.2)

~
olmaktadir, Buradaki F, F'nin parametrik olmayan maksimum olabilirlik
takdiridir,

greses X ) = X olursa X' in standart sapmasi

Ornek 1 : é(X 0

10 X

ol ow, J1/2
n

olup, buradaki My = EF [X—EF(X)] 2 yani F'in ikinci merkezlenmis
momentidir, Dolayisiyla . '

. [ e -

A n —
olup My = Y [xi—x]z/n olur,

VAR = ﬁz/h Bootstrap varyans takdiri olup sola sapmalidir.,

n My M
2 n-1 2
E (VAR) = E [———] = —_——, ——
F Fl n n n
= n-l Var {i}
n

(8) EFRON, B., daha 6nce adi gecen kitabindan



= X oldugunda VAR tarafsizdir (unbiased) yani SD =[ n/Q}J)]l/zéxﬁ)

olur. Fakat bu Sd' in en iyi takdiri degildir.

(i) SD_'nin Monte-Carlo Degerlendirilmesi :

Genellikle o(F) fonksiyonu agik olarak ifade edilemez. Bu durumda’

SD' nin hesaplanmasi ig¢in Monte-Carlo algoritmasini uygulamak zorunlu

olur.

a) F' in parametrik olmayan MLE (Monte Carlo Evaluation) u bulunur.

F : her X4 noktasinda yogunlugu —%— dir. i=1,2,...,n (2.4)

b) ¥ den bir bootstrép orneklemi gekilir,

Xp o Xopeeny X 7R Fo, (2.5)

ve § = e(XI » Xoyeney Xn) hesaplanir,

3

A*l Aq~2 A*3‘7

c) b, basamak B defa tekrarlanarak 6 ~, 8 “,.4., O elde edildik-
' .ten sonra

A « 2 1/2 '

SD = ——1{% [e%_ 6" 17} | (2.6)
B-1p
NG B b)) .
hesaplanir, Burada 6 = ) 6 /B dir.
b=1

B—>« i¢in (2.6) = (2.2) olur. Pratikte bootstrap islemi erken

veya ge¢ bitirilebilir. FErken bitirme tercih edilir. Ciinki hesaplama

maliyeti az olur,

2.1. BOOTSTRAP YONTEMI ve GUVEN ARALIKLARI
(ON THE BOOTSTRAP ~ CONFIDENCE INTERVALS)

"t" Istatistiklerin ¢ok genis sinifi i¢in uygulanan parametrik

olmayan bootstrap teknigi i¢in kapsama olasiligini, kosulsuz Edgeworth-

tipi agilimindaki ilk terimin formiil degerini kesin olarak ¢ikaririz (9).

¢)) HALL P., On the Bootstrap and Confidence Interials, Ann Statlsc.,
14, 1986 1431-1452,
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Bu sinif, Orneklem ortalam551n1, k. Orneklem ortalamasini, Oorneklem
korelasyon katsayisini ve ortalama vektdriin fonksiyonu gibi tariflenen
maximum olabilirmlik takdircilerini igerir. Onerilen bootstrap, bir
Edgeworth a¢ilimindaki birinci terimin tamamiyle takdiri olan bootstrap

gimilasyonlari ile gergekten Edgeworth tersinde deneysel bir terimdir,

Bootstrap yéntemi,.guven araliklarin kapsama olasiliklarin farkli
goriis noktalarindaki problemde, kolayca tersini alma bakimindan iki
pnemli avantaja sahiptir., Bu avantajlardan biri diizgiinlik (smooth)
(yani tek bigimde) digeri de otomatikliktir (yani agilimin birinci

terimin baslangigta teoriksel hesaplamaya ihtiya¢ duyulmaz).

Bootstrap, kendiliginden olusan, kiigiik bir yontem hatasindan gerﬁ
cege yakin tahmin olusturmak ig¢in tekrarlanir, Bootstrap iterasyonu,

Abromovitch ve Singh, Hall veya Withers tarafindan savunulan Edgeworth

IS

N

diizeltmelerinden ¢ok farklidir, Bu tekniklerin hepsi terimlerin kesin
heaplanmasini gerektirir, Kiyaslanirsa bootstrap iterasyonu hesap
gerektirmez, Tim diizeltmeler, tekrarli Ornekleme islemlerin sirali

kiimelenmeleriyle kesindir,

Bootstrap'a Cornish-Fisher'in bakisi :

S = nl/2 (é-e)/ ; s genel bir t istatistigi olsun, Bir ¢ok durum-—

da S, bir Edgeworth agilimini X' de ayni tarzda kabul eder.

“ n k .
Pinl/2(B-0)/5gxt-0() + } o2 5 (00 + 0P
j=l ’
Burada nij’ 3j;1 derecede bir polinomdur. Bu oldugu zaman bu

ac1lim, Cornish-Fisher (ters)'in bir agilimini olusturmak igin tersine

cevirilir,
/2,8 0 % 5/ /2
P {n""“(p-0)/0 gx" +‘.21 n nzj(x)} =9 (x) + 0(n )
. J=

kompakt araliklarda bu ayni tarzdadir. Burada {nzj}, polinomlarin yeni
sirasidir, Alternatif olan denk sekil
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: k .
PL 1/2 (6 6»/0 z(a) + ) n_J/2 ™3 {z(a)} 1= a+-0(n_k/2)

3=1

o8 (e, 1-€) de ayn1 tarzdadir (her e >0) Burada z,®(z) = e'nin bir
¢ozimiidir.

sz’vnin katsayisi, momentlerden dolayir ©Ornekleme dagilimina
baglidair. L her ana kiitle momentinin yerini tutan Orneklem momenti-
“nin yer degismesi ile nzj' nin tanimini gdstersin., Her «€(0,1) i¢in

her k (modiil diizenlik kosullari) yi1 go&stermek zor olmaz.

| ko
to = 2(0) + ] n_J/z

-k/2
RS sz {z()} + Op(n )

(n —>= giderken) Bu durumda, bootstrap kritik noktasi t_, Cornish-

Fisher'in deneysel ters agilimlariyle elde edilen kritik nokta takti-

rine asimtotik olarak denktir.

2.2. PARAMETRIX ve PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP YONTEMLERT

B ve ‘; 'nin rassal n-drneklemli ox'den kuruldugunu kabul edelim,
Parametrik durumda, O&rnekleme dagiliminin yogunlugu kabul edilen h,,
bilinmeyen parametrelerin bir X  vektdri hari¢, tamamiyla tespit
~edilir., A takdlrl icin & kullanilir, (Max olabilirlik glbl) ve hy
yogunluou ile ana kiitleden ¢ekilmis rassal n orneklemi igin 9( yazi-
“lir. Biz 9?' ya bir '"tekrarli &rneklem" olarak adlandiriniz. Para-

metrik olmayan durumda, ‘){F, X'dan (yerine konularak) rassal olarak .

kolaylikla gekilir (10). Her iki durumda 6" ve © 6 ve

Al
, 0'nin

b
=

_takdircileri olabilir. (Fakat & Orneklem yerine ¢
gecmesiyle)

tekrarli Orneklem

Bootstrap ydnteminin parametrik ve parametrik olmayan tanimlarinin
agiklanmasinda iki ornek bize yardimci olur.

(10) HALL, P., Theoritical Comparisionvof Bootstrap Confidence
Intervals, Ann, Statisc., 16, 1988, 927-953,



- 28 -

i1k olarak bir parametrik ortamin ig¢inde oldugumuzu kabul edelim ve
8 ile 3, bootstrap yontemin takdircileri olsun (ki bu deneysel foﬁk—
~siyonlar dagilim fonksiyonun yerine gelen fonksiyonlarla elde edilir).
Bilinmeyen parametre vektori A, é'nln merkezi ve Olgek fonksiyonu
olsun ve nl/z(e 0)/ o 1/2(6 9)/0 istatistikleri merkezilik ve
6lcek bakimindan deglsmezllk (invariant) 6zelligine sahip olsun. Purum-
lar; N(oe, 02) ana kiitlesindeki e' nin sonucunu igeren noktada ve bir
iistel dagilimin 6 ortalamasi hakkindadir. Daha sonra nl/z(e 9)/0

ve l/2(6 6)/8* dagilimlari sirasiyla nl/z(e 9)/ ve 1/2(6—6)/0

deperlerine esittir. (& 'de kosullu veya kosulsuz her iki durumda).

Simdi parametrik varsayimlar yapmaksizin bir siirekli dagilimin, ©
ortalama takdirini dﬁ@ﬁnelim. é ve 8 2, sirasiyla odrneklem ortalamasi
ve orneklem varyansini tanimlasin, Varyans n-1 den ziyade n bolenli-
dir. O zaman &'de kosullu /2(6 e)/o_ ve 1/2(9 - 9)/0 dagilim-
lari, sirasiyla nl/z(é—e)/o ve n”2 (6-0)/¢c

kosulsuz dagilim-
larina yaklasir.

A

Sunu dé belirtmemiz gerekir ki bootstrap ana kiitle momentleri, p
ve a gibi bootstrap polinomlarin katsayilarina bagli oianlarda, para-
metrik ve parametrik olmayan durumlar farkli agiklamalara sahiptir.,
Parametrik durumda bootstrap ana kiitle momentleri hk yogunlugu ile
ilgili momentler, parametrik olmayan durumda da & 6rneklemin moment-—
leridir. Parametrik durumda f x h (x)dx 1fades1n1n qfln X ortalama31na
esit oldugunu kabul ederiz. Ornegln eger hk’ iistel ailesinden ve k

maksimum olabilirlik takdiri ise bu dogrudur.
2.3, PARAMETRIK OLMAYAN BOOTSTRAP GUVEN ARALIKLARI

Bu b&lim, parametrik olmayan hallerde kiigiik Orneklemde, yaklasik

giiven araliklar olusturulmasiyla ilgilenen son derece tahmin niteligi

olan durumu icermektedir,

Reel dogru iizerindeki bir F dagiliminin medyani ig¢in, bir gliven
araligi olusturma olan ve bilinen bir sahadan baslayalim. Tipik deger
teoremi, bu durumda medyan i¢in standard sirali istatiksel araliklara

indirgenir. Orneklem medyanin bootstrap dagilimi alinir. Bu, bootstrap
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&

dagiliminin teorik hesabi miimkiin oldugu bir durumda olur. Buradan
anlasilacaglr gibi medyan ig¢in bootstrap dagiliminin yiizdebirlikleri
(percentile) klasik giiven araliklarini da saglamaktadirlar. Percentile
metod olarak adlandirilan Qe bootstrap dagilimlarinda kullanilan bu

metod, gorinimin farkli teorik noktalarinda kanitlanir ve ilerlemeler

pnerilir,
2.3.1, Medyan

F, 6= inft [Prob {Xg t} =5} seklinde tanimlanan ) medyani
ile"TRl de bir dagilim olsun. Kolaylik olsun diye F'in siirekli oldu-
gunu farzedelim, F'den i.i.d (independent identically distributed)
bir X;= x;, (= 1,2,....'n) orneklemini dikkate alalim, X1y < Xy <Xz < oo
<:X(n) slrall istatistigini kullanarak ©6- igin dogru giiven aralik-
larini kurabiliriz,

b n () = () PCL-p)™ R B 5

Dikkate alinan k' nin binom olasiligi, basta P olasiligina sahip bir

paranin n kere bagimsiz atilmasiyla (2.3.1,1) tanimlanir. Rassal

degisken

Z = # {Xi< e} (2.3.1.2)

P = —%— sy Z v Bi (n,—%—) ile bir binom‘(binomial) dagilimina sahip-
tir, {X(kl) <Q é'x(kZ)} olay1 {k1 L z <:k2} oléyl ile ayni oldugundan
dolaya

k2—1

Probg {X(kl) <8 < x(kz) = kzkl bk,n (5) (2.3.1.3)

dir. (2.3.1.3)' in kullaniminin ornegi i¢in, n=13, k4= 4, ko= 10 alin-
sin, O zaman bir binom tablosu

Proby {x(4)<» ® < X190 b= ,908 (2.3.1.4)

verir,
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Bu iki takibeden olasiliklari esittir.
. < - <3} =
ProbE,{e_ X(A) V= Prob {Z & 3} 046 ve

ProbE‘{e:>X(1O)}= Prob {Z > 10} = 0846 (X(4), X(lO)] bu durumda,

@ icin 7% 90.8 giiven araligin bir merkezidir.

2.3.2. Medyan I¢in Bootstrap Teoremi

Bir Orneklem medyanin bootstrap dagilimi teorik olarak, Monte
Carlo metoduna basvurmaksizin hesaplanabilmektedir. Burada tek degerli
orneklemi diisiinmek uygundur. n=2m-1 diyelim. O zaman P orneklem med-
yani X(m) orta sirali istatistie (middle order statistic) esitlenir.
* * iid o

s X;,..., X, "A" F bootstrap drneklemi, iR

*
X =X‘
: (m)
bootstrap Orneklem medyanina yani %. nin m. sirali degerine sahiptir.

— 3

o,

j = 1,2’0oo,n

a2 . k X -
“tanimlanir. {X(m) > X(k)} olay1l { jZl M < m-1} 'e esdegerdir.
Dolayisiyla ' o

. A k *
PrOb*{ e > X(k) }= PrOb* leﬂjé m—l}

m-1
= Prob {Bi (n, %‘) < m-1} = §} b, (k—)

~ j=0 Jy0 'n
(2.3'2'2)
ko, K : ‘
Burada ) M v~ Bi(n, —) ifadesini ve (2.3.1.1) tanimini kullani-
j=1 n |

AX . )
yoruz. Bundan dolayr © ' 1in bootstrap dagilimi, bootstrap olasiligi
ile X(l) < X(2) < ven <X(n)vdegerleri lizerinde toplamir. X(k)'a esit-
ligine P(k) diyelim.
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- m-1

b3

- 5" = - k-1, Kk
(ky = Proby {8 = x 3} = jzo by o 9= by ()} (2.3.2.3)

P

Ornek : n = 13 igin bootstrap dagilimi asagidaki gibidir.

P(k) .0000 .0015 0142 .0550 1242 .1936  .2230
- * .- —8- . . ae
k 1 2 3 4 5 6 7
P(k) .1936 <1242 .0550 .0142 .0015 .0000
- *— ° > . -
8 9 10 11 12 13

Standart sapmanin bootstrap takdiri

- 2 2.1/2 )
9 B00T =L} P(k)x(k) -} P(k)x(k)) ] dir.

2.3.3, Percentile Metodu

Simdi de, 5=0 (%)' in bootstrap dagilimi {izerine bahsedilen
herhangi bir reel degerli 6 = O(F) parametresine yaklagik giiven ara-

liklari tahsis edilmesi ig¢in basit bir metoddan bahsedecegiz.

Cf)F(t) = Prob, {8*5 t} ' (2.3.3.1)

%
ifadesi, © ' in bootstrap dagiliminin birikimli dagilim fonksiyonu

(cumulative distribution function) olsun. (Eger bootstrap dagilimai,
A Ak

Monte Carlo metodu ile elde edilirse o zaman CDF(t) ifadesi, #{6 bi;/B}

ile yaklastirilir. O ve .5 arasinda verilen bir a dig¢in genellikle

A

basit olsun diye eLOW’ eup ile

B ou(e) = CBF @) Sup(®) = cdF ! (1-9) (2.3.3.2)

ifadeleri tanimlanir. Percentile metod, © igin 1-2a yaklasik merkezi

gliiven araligi olarak
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[ 8@y B,p(e) ] (2.3.3.3)

nin alinmasini igermektedir. a = CDF (GLOW)’ l1-a = CDF (eup) oldugun-

dan, percentile metod, bootstrap dagiliminin, 1-2a merkezine oranini

igerir.

[
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3. BOOTSTRAP YONTEMLERININ KARSILASTIRILMASI

Tek degiskenli bir dagilimin 6 parametresi ig¢in giiven aralik-
lari1 olusturmada, literatiirde ¢ok sayida bootstrap yontemi vardir,
Genel kullaniminda en az 5' ini tanimlayabiliriz. Bunlar; Yiizdelik
(percentile) metodu olarak adlandirilan metod (bu bolimde kritik
noktasi 6BACK ile gbsterilegektir). Yﬁz%ﬁlik—t metodu (éSTUD ile
gosterilmektedir). Karma metod (bu b&liimde (3HYB ilg gésferilmektedir).
Tarafli-diizeltme (bias-corrected) metodu (bu boliimde eBC ile goste-
rilmektedir) ve ivmeli tarafli-diizeltme (accelerated bias-corrected)
(%ABC ile gosterilmektedir). [ Teknik olmayan istatiksel g¢alismalarin
biiylilk ¢ogunlugu, giiven araliklarinin olusturulmasinda kullanilan
bootstrap metodlarin kullanildigi 5 istatiksel teknigin ag¢iklamasini
yapmamaktadir. Bizim arastirmamiz, yilizdelik metodunun (yiizdelik-t
degil) yaridan gok kullanildigini ve hemen hemen geri kalanlarin tiimiin-
de de.karma metodunun kullanildigini gostermistir.] Bu boliimdeki ama-
cimiz degi§ik bootstrap kritik noktalarain tért1$1lma81, kar§11a$t1r11—
masi ve degerlendirilmesiyle birlestirilmis teQrik yapiyi gelistif—
mektir. Biz ¢esitli sonuglarin olusturulmasi ve bootstrap kritik
noktalarain tayin edilmesiyle ilgili bir ka¢ yontem iizerinde ¢alisa-
cagiz. |

‘ 6'nin takdircisi é, asimtotik Varyans _,ﬁ_loz ile n elemanli
orneklemeye dayan;r. oz'nin takdircisi 32 olsun, Teorik kritik nokta-
1/2(6—9)/0 ve nl/z(é—e)/a

nin dagilimlari, ideal durumlarda kullanllébilir. Eger o¢'y1i bilirsek

larda c¢esitlilik vardir ki bunlar bilinen n

nl/z(é-e)/a 'nin dagilimi igin "normal dagilim" tablolarina bakabili-
riz ve eger o bilinmiyorsa nl/z(a—e)/g 'nin dagilimi ig¢in "t" tab-
lolarina bakabiliriz., Su bir gergektir ki eger elde ettigimiz bu tab-
lolari karaistirir veya alt kartille iist kartili sasirirsak, hatalarimiz
olacaktir., Bununla birlikte eger yanlis tablolari kullanmaya devam
edersek, cok az farkli ihtimal diizeylerini g&zoniine alarak bazi hata-
larimiz telafi edilebilir. Ornegin t-tablolari kullanilmasi ‘gerekli
oldugu zaman eger standart normal tablosu kﬁllanillrsaAve 5 elemanla
orneklem ig¢in % 5 'in {istiinde kritik noktasini aradigimizda % 5

noktasi yerine % 2 %— noktasina baktigimizda hatamizi dﬁzeltebilirdik.
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Bizim tartistigimiz bir ¢ok bootstrap kritik noktalari, teorik
kritik noktalarin sadece temel bootstrap taktiridir ve bunlar sik
sik yanlis tablolara békllmas1ylé elde edilir. Bootstrap -yaklasimi
o kadar iyidir ki; eger teorik kritik noktalarin hatali bootstrap
takdirini kullanirsak, goze ¢arpan hatalar belirir. Karma metodunun
genel kullaniminda bootstrap kritik noktalari, yanlis tablolardan’
bakildigi degere esittir ve yiizdelik metod kullaniminda kritik nokta,
yanlis tabloya tersinden bakmakla bulunur. Tarafli dﬁzeltme metodlara,
yanlis tablolarin tersinden bakilmasindan 01ﬁ§an hatalarin bazilarin
diizeltmek igin, ihtimal'seviyesindeki diizeltmeleri kullanir. Birles-
tirilmi$ gatiyi gelistirmeye uygun olmamalarina karsin bootstrap kritik
noktalarini gostermenin baska bir ¢ok yolu vardir. "Normal dagilim"
- ve "t-dagilim" tablolarina vbaktlglmlzdé aralarindaki farkliliklar
tartisilarak bazen su sekilde gosterilebilinir; eger o Dbiliniyorsa
nl/z(é—e)/o onemlidir. Halbuki eger o bilinmiyorsa nl/z(é—e)/ o
onemliydi. Bununla birlikte sik sik ortaya ¢ikan bu durumda bu nice-
liklerin higbiri, sonugta ortak kullanilan terim durumunda tamamen
onemli degildir (11).

Qallsmamlzdaki'teknik yardlmlardan biri, takdireilerin ¢ok degis-
kenli ortalama vektériin fonksiyonlara gibi ifade edilebilen durumdaki
parametrik olmayan bootstrap ve gcok degiskenli iistel aile modellerin-
deki parametrik bootstrap gibi 2 o6nemli durumda Efron'nun varsayim-
laraini dogrulamak yoniindedir, Simdiye kadar varsayimin dogrulanmasi tek

degiskenli ve parametrik modellerle sinirlanmistir,

Bizim tartismamiz ikinci mertebedeki dogruluklarain, tek tarafli
giiven aralaklari ig¢in f321551y1a onemli olmasidir., Fakat bu durum
cok sik tartisilmis olsa bile ¢ift tarafli araliklar ic¢in bunun etkisi
azalmaktadir. Iste aralik uzunlugu, ikinci-mertebe karakteristik
ozelligin kapsama etkisine sahip olmasina ragmen, ikinci-mertebenin
o6zelliginden c¢ok, iiglincii- mertebeden etkilenmektedir. Bizim iddiamiz,
ylizdelik-t' nin iciincii mertebedeki dogru terim almada, ivmeli tarafli-
diizeltmeden daha iyi is yapmasidir ve dogru segilen varyans takdiri

I\2 .
o ispatlanmistair.

(11) HALL, PETER; SPECIAL INVITED PAPER; Theoretical Comparison:of
Bootstrap Confidence Intervals, Ann. Statist. 1988, 927-953.
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Kural olarak gdsterilmistir ki; Booststrap araliklarin gogu veri-
len kapsamda minimum uzunluga sahip olmasi i¢in tanimlanmadigindan
kapsam, aralik wuzunluguna direk bagli degildir. Bununla beraber
yiizdelik-t araliklarindan daha dar, en dar bootstrap giiven araligini
kurmak miimkiin olabilir. Tuhaftar ki;bbu dar araliklar Onemli durumiarda

daha dar araliklara kadar indirgenir.

Kritik noktalarin karsilastirilmasinda_vurgulamamiz gereken nokta,

bootstrap metodlarin tamamen degerlendirilmesi icin gerekli olan

bilgilerin sadece bir boliimini kapsamasidir. Similquonwwga%;ﬁmalggg‘

_— S
e e it bt A

ve gercek veri icin uygulamalar, degerli ek bilgiler saglamaktadir.

Bununlanﬁéraber, genellikle ana kiitlesinden yararlandigimiz; Yiizdelik
metod (ylizdelik-t metodundan ayri olarak) Egzmgm”Qg§9g¢_xgﬁglggg£};e,
diizeltme metod (ivmeli tarafli-diizeltmeden ayri olarak) gibi birkac

bootstrap metodu ilizerinde giicli bir duruma varaldigini, bu calismada

'ileii,WEEEEEEEEXEZ: Secimimiz tamamen net olmasada, ivmeli tarafli-
diizeltmeden {istiin olan yiizdelik-t' yi tercih ederiz. Bizim kararimiz,
iki tarafli giiven araliklarin bzellikleri'ﬁgﬂnéﬁ mertebede dayandigi-
dir. Tekrar Ornekleme yapmaksizin ikinci mertebeyi méydana getirmek
ve hatta analitik diizeltmeler yolﬁyla kritik noktalarin {glincii-merte-
bede dogrulugu igin bazi planlar bulunmaktadlr. Analitik oldugﬁ kadar
tekrarli6rnekleme ile bulunan sonuglarda dogrudur. Diger bir taraftan,
ivmeli tarafli-diizeltme, yiizdelik-t tarafindan parcalanmamis transfor-
masyonlari altindaki degigmézlik prensibinin (invaryansinin) kullanisla

ozelliklerinden yararlanmaktadlr.

Kiigiik 6rneklem i¢in esit-uzantili ivmeli yanla diizeltme araliklarin ~
similasyonlari ve esit genis kapsam, verilen 6rneR1em igin, kapsamin
artmas1 nedeniyle bir noktada araliklarin daraltilma gergegi yiiziinden
anormal dar araliklar meydana getirilebilir. $Sunu da belirtmemiz
gerekir ki bazi durumlarda "Suboptimal" (alt optimal ¢6ziim) islemini
kullanmak ig¢in- pratik nedenler vafdlr. Yiizdelik metod'la ilgili eles-
tirilerimiz ve ivmeli tarafli-diizeltmeden {iistiin olan yiizdelik-t i¢in
tercihimiz oz'nin sabit takdiri gegcerli olmadigi =zaman, etkisinin

cogunu kaybeder.
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Ileriki béliimde, % ve ¥ takdircileri i¢in genel bir modelini
tartisip, Edgeworth a¢ilimi ve Cornish-Fisher agilim teorisinin eleman-
larini yeniden gozden gegirecegi. Iddialarimizin gogu, bootstrap kritik
noktalarin Cornish-Fisher ters agilimlarina ‘'ve kapsam hatalarin

Edgeworth agilimlarina dayandigidar.
3.1. EDGEWORTH AGILIMI ve CORNISH-FISHER TERSI

A(n) = O‘ yi saglayan siirekli fonksiyon A: Rd —> R olsun. Daha
1/2 :

sonra U =n A(X)' in birikimleri

k,(U) = EU) = nt/2 &) + 0%

ky(U) =‘E(U2)— (EU)%= 0%+ 0(nh)
ve

kg(0) = BUY) - 3EUHEW) + 280 272 4k 02

dir.

) _ . 2
Burada eger ail"fip = A(il"'ip)(u) ise ¢ = ZEZaiaj"ij ,

. |
Ap = Lleggpy ve Ay =Ll lejagay g+ 3111Naage0ug g

dir.
Sonugta

T . o bt e bt b = ,,,,b‘“ L ‘\ﬁ

_ “1/2 ol =1y |

P(U/ogx) =0 (x) + n P (x)0(x) + O(n ) jl (3.1.1)
dar. A - - ;% |

| -l 1 -3, ,.2 =
Burada —pl(x) =0 A1 + & o A2 (x“-1) dir ve & ile ¢ sirasiyla

standart normal yogunlugu ve dagilim fonksiyonudur.

Eger 02 takdircisi, 82 = g(i) olarak kullanirsak (3.1.1) ifadesi
su hale gelir.

j/M ,- ﬁa |
| P(U/Ggx) =6(x) +“‘I'vl—l,.{.qu.(“x_)».cbw(x).+.0(n—1“)>, L (3.1.2)
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/2 . _ L
Burada B = A/g by i =B, i B, = > YYb, . m. ve

p

= LLLb;bby 1Jk SEDDMLILE R T

ile‘
—ql(x) = By +-%— B2(x2-1) ne sahibiz. C; =.g(i)(u) alinsin, Bu
- ' -1 1 -3 y . )
bi =a,0 ve bij = aijo' -3 (aicj + ajci)o olarak gosterilebi-
lir ve bu nedenle
’ 1 —3 2
p(x) - (0 == == o (JTage g gx (3.1.3)

dir. Acikca eger x .,y  ve z ., P(U/o £ x,) = P(U/0<<y ) = @ (zq)= a

ile tanimlanirsa o zaman

' Q—f; z - 1/2 Pi(z,) + O(n_l),

1 Cocnfsh-Fiher (3.1.4)

Vo = 2 - 0P ay(z) + 067,

olur. (3.1.1) ve (3.1.2)' nin sonuglari Edgeworth agilimlaridir.
(3.1.4) sonuglari, Cornish-Fisher ters ag¢ilimlaridir. z, = Q_l(u)
tanimi bu galisma boyunca kullanilacaktir,

Daha genel olarak bazi Vv 21 igin

R )
PU/o s x) =0 (0 + L 02 () 000 + 0 ’°’+1)/2>,
. i=
v . .
PUG s e + L 02 0 (0« 0@ /2
i=1

olarak kabul edilsin. O zaman P; ve 4, sirasiyla indisli (indexli)v
polinomlara tek iken ¢ift; ¢ift iken tek olan ve 3i-1 derecesindeki
- polinomlardair. x, ve y, kartilleri daha Once kabul edilmis olan su

ifadelerle tanimlanir.
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Burada p;; Ve 447, J i dicin p. ve qj' 1i terimlerle tanimlana-

.. J
bilir. Ozellikle
py1(x) == p (%),
1 L (3.1.5)
D01 (x) = py () p(x) = == xp; ()%= p (%)
P21 =P P1 ) P 1) ’
q 1¢in benzer iliskiler vardar. P Ve 44 polinomlari ¢ift indisine

karsilik tek, tek indisine karsilik ¢ift olan fonksiyonlar ve i+l

derecededir.

3.2. TEORIK KRITIK NOKTALAR
‘Bu boliimde bilinen

1/2

H(X) = (6-6)/o g ve

(3.2.1)

K(X) W2 6_ey/6<

dagilim fonksiyonlarinin tahminleri altinda g¢alisacagiz. Bazi noktalar’
"teorik kritik noktalar" olarak adlandirilir. Bu noktalarin bazilari
mantiksizdir ve bu durum noktalarin bootstrap takdircisindeki yapisal

zorluklarin ¢ogunu agiklar.
3.2.1 Normal Dagilim, t-Dagilimi, Karma ve Ters Kritik Noktalar

Alinan x = H—l(a) ve y, = K_l(a)'.ifadeleri sirasiyla H ve
K' nin o - seviyesindeki kartilleri tanimlar, P{6< 6(a)} Yo bzelli-
giyle é(a) kritik noktasi arastirdigimizi varsayalim. Eger o bilini-
yorsa

» A -1/2
9.rd (o) = 6-1 / o Xy

normal dagilim kritik noktasi kullanilair.

Eger ¢ bilinmiyorsa, t-dagilim noktasi
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olan uygun segilecektir. Bu noktalarin herbiri su durumda kesindir.

P{eo f éord(&) = P{e < Aestud(d)} = o

X1_q Ve Vi, kartillerini yerlerini degistirirsek, karma nokta-

e Qe 1 .
sini kullanabiliriz, eStud un yerine

A A _1/2 IS
Opypla) = 0= n 70 dhy

alinabilir. Bu bir normal- ortalamasindaki problemlerin neticeleri
igin t-dagilim tablolari yerine normal tablolara bakilmasindan dogan

hatalara benzerdir. Bu altiist olmus tablolara bakmaya devam ederek

_xafla ‘yl—a karistirarak ters kritik noktalarini elde ederiz.

-1/2 o

eback(a) =8 +n o

Bu nedenle yanlis tablolara tersten bakarak 2 hatanin sonucu éback'_

dar.

3.2.2. Tarafli=Diizeltme Kritik Noktalari

2 1
eback

maktadir. Bunlar asagidaki gibi kolaylastirabilir. Agikca 6 back(a)

Tarafli-diizeltme, daki hatalarin c¢aresini bulmaya ¢alis-

uygunsuz sec¢imdir. Fakat eger yanlis tablolara tersinde bakmaya devam
edersek, o 7yerine baska degerleri kullanarak hatalarimizi azalta-
biliriz. Belkide, eger B'yi dogru segersek, é'back(ﬂ) daha iyi ola-
bilir. Ornegin B'yi - x, =- Vi—a gibi seg¢mek isleri diizeltecektir

~ B
ve 6, (B) bu durum icin, EStud(“) dogru kritik noktasidir. Daha

genel olarak eger

_ -1
_XB_yl—d+ O(n )

) -1 -1/2,2 I
ise o zaman eback(B)’ n = (n / )" mertebesi icin GStud(a) la aynma

kabul edilir ki bu ikinci mertebededir. Bu durumda sunu sdyleyebiliriz
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ki éback(e)’ ikinci mertebede dogrudur. Bu tartisma, tarafli-diizeltme'
nin sahip oldugu kritik noktalardaki degismezlik doniisiimlerinin &zel-

liklerini Onemsemez.

H ve X Edgeworth agilimlarini kabul ettigini varsayalam.

H(x) = 0(x) + 072 p () B(x) + 0(n™h)
KOO = o) + 072 q () p(x) + 0(a7h)
0 zaman X, =2, - n_l/2 pl(za) + O(n—l) ve (- , 0 back(a)] araligl da

/ 1/

PLo <6 () = P{nTRB-0)/ Gz, + 0 P (2) + 007}

1/

=o0-1

2 py(z) + (210 () +0 ()

(3.2.2)

durumuna sahiptir.

Bu yﬁzden hatall kapsam, biiylik orneklerdeki 'pl(za) + ql(za) ile
orantilidir. Bu fonksiyon =z  da tam bir kuadratik polinomdur. Tarafli-
diizeltme pl(za) -+_q1(z a) da sabit terimi ¢ikarair; ivmeli tarafli-
diizeltme pl(zu) + ql(za) nin tiimini ¢ikarir ve boylece O(n—l/z) den
0(n"") a kadar tek-yanli aralik i¢in bu hatalari azaltir. Bu 2.merte-
bedeki dogruluga esittir. Bootstrap tanimlarinin, tarafli-diizeltme

ve ivmeli . tarafli-diizeltme ile tamamen ayni durumda ¢alisir oldufunu

ileriki boliimde gosterecegiz.

69 =PE <) ve m= 07 (GO)}= ¢ EHO) ) =0 (4572 p @00 + 06T

=2 p () 4 0e7h

olsun. B = @(za-+ 2m). O zaman zg=2 % 2m ve bdylece

o -1/2 -1
Xg = 2zg - O / pl(zB) + 0(n ™)

(3.2.3)

zg + n-l/2 {Zpl(O) - pl(za)} + O(n—l)

(Teorik) Tarafli-diizeltme kritik noktasi
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ébc(u) = éback () =8 + n_l/za [z, + n_l/z {2p1(0)—p1(za)} + O(n_l)]

dir. (3.2.2)' deki tartismanin Onemi (- , N be (a)] aralipinin su

duruma sahip oldugunu gosterir.

o 1
12 {2p1(0) - py (z) - ql(za)};{(za) +0(n7)  (3.2.4)

P{Qslébc(a)} = a4+ n
Bu - {py(z,) + ql(za)} ayni diizeydeki kuadratik polinomundaki
ifadenin sabit pargasini dengeleyen 2p1(0) terimi hari¢ (3.2.2) dekiy-
le aynidair (pl(O) = qéO) o zaman H(O) = K(0)]  (3.2.4) bulunan
n_l 2 (2pl(0) - pl(za) - ql(za)} degerine, a' nin z, ya bagli olmadigy
yerde -az, yazilabilir. Bu terimi (3.2.4)' den tamamiyla kaldirarak,

B herhangi bir numarayla g'nin yerinelyerle§tirilir ve

By = @ {za + 2m + azi + O(n—l)} (3.2.5)
saglanir.
(3.2.3)'e gelen iddia Xg = 2o ¥ n_l/2 q,(z,) + O(n—l)'l gosterir.,
o .

(Teorik) ivmeli tarafli-diizeltmenin kritik noktasi

A -1/2 1/

A A . -1/2 -1
eabc(“) = eback(sa) =0 +n o{za + 1 ql(za) + 0(n ")}

ve buna karsilik gelen (-, éabc(a)] tek tarafli araligy o+ O(nfl)

. ' o A oA -3/2
e esit duruma sahiptir. Ek olarak eabc(a) = 9 Stud(a) + Op(n )

dir o zaman

Ogryqle) = 0 +‘ni1/23 {Za'+ n~1/2 q,(z ) + 0(n™)}

”~
Bu yiizden eabc’ ikinci mertebede dogrudur.

3.2.3. Ivme Sabiti

Biz a' y1 ivme sabiti olarak adlandiririz. Bizim iddia ettigimiz

a, en azindan bazi Onemli durumlarda nl/2 (6-0)/ g 'ye ilk mertebedeki

yaklasimin ii¢linci momentin sadece 1/6 sidir. Siirekli fonksiybn icin
model (3.2.2) boliiminde tanitilmistar.
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. X 4 . |
(9 9)/ (1'11/2/0) E (X—U)(l)ai + Op(n—l/z),

i=1

nl/2
ve boylece iddiamiz

——E {(nl/z/o) Z (X- u)( )

i=1

8]
]

(3.2.6)
—1/2 1

= ZE ) alaJak
dar.

Bunun kontrolu i¢in (3.1.4) deki sonuglardan

b. — 1/2603 = 60 Za {pl(z() + ql(Z )"‘ ZPI(O)}

3Ly guyg — 2hLILesegay g BLLLL agagaguyuy  G27)

taklp edilen son esitlik hatirlanir. Parametrik ve parametrik olmayan

durumlarla ayra ayri 11g11en111r.

DURUM (i) : USTEL AILE MODELI :

Varsayalim ki X

hy (x) = exp{ ATX—‘Y )} ho(x),

yogunluguna sahip olsun. Burada ¥ ve ho bilinen fonksiyonlar ve A ,

bilinmeyen parametrelerin d - elemanla vektoriidiir.

. (i i
0 zaman m 1) W(i)(l), uij = w(ij) (A) ve Mgk = w(ijk)(k) dar.

Bu(i)/al(j) -

M= (pij) ve = M5 yazilar,

a a1 8 R
O BRI & B R CE R A Lt

den ax(l)/ap(J) = v;; sonucuna variriz.
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glu) = 02 = ZE:f(i)(LOf(j)(u)W (ij)(x) hatirlanarak

Ck = g(k)(l-l) z }[{f(lk)(U)f(})(u) + f(l)(U)EJk)(u)}‘P (13)0)
0
+ Egy(E 5w au(k)w(ij>(*)]

=2 ) Y aa,m.+ ¥V Y Yaav qu,.
i g i“jk"ij 5K i jkl%ijl

) i¢in bu formiilden yola g¢ikarak ve su gercege

.~

% aiajvkluijk)“pk = z § E 81858141

a ( z
% 12< P g
Varlilr .

((“ij) = (“ij)—l oldugu igin) Vardigimiz sonug

vy a;C4H; 4 = 2 z } % g ajaa gy Wy § % E 8 8 3 M g

(3.2.8)

dir. Bu sonu¢ (3.2.7) yerine konulursa (yerlestirilirse)

(3.2.6) denk olan b =7J)}} aiajékuijk degerini buluruz.

DURUM (ii) PARAMETRIK OLMAYAN VARDAMA : (INFERENCE)

2 _ g (D)y(D_ (1), ()
= f, . . i, -
(3.1.4) bélﬁmden.hatlrlanlr.
Eger X(i) X(j), X vektoriiniin bilesenleri degilse, her -zaman X ile

birlestirebiliriz. x() X(i) X(j) gibi k index'ini < i,j > tanimla-

sin. O zaman
- 2 o (<1,33) _ @) (D
g(u) 0, Yl_ % f(i)(u)f(j)(u)(‘u u )

dir. Bu durumda kiiciik bir cebir bize su iliskiyi verir.
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= -2 _ (1)
cp = 8(k)(u) = 2 g } 338 M, Zaki a;w’ o+ % % 1 4%

Burada Zi zj(k) , <1i,j> =k gibi (i,j) degerleri iizerinde toplamayi

. . oy (D) (3)
(summation) tanimlar. Bu formiilden ve uijl =M~ M ujl_ H Mg
esitliginden eger <i,j>= k ise (3.2.8) deki ifadeyi sonug¢landiririz.
Onceki gibi (3.2.6) yol gbdsterir.

3.2.4. En Dar Aralaklar

nl/z A "

0< a<—%?— olsun (6-8)/0 'nin dagilimini bildigimizi varsayi-

1

mizdan dolayi, v,w' yi v4w'

nin minimum olacak sekilde segebiliriz.

1/2

P{ -wg n'“(6-6)/ogv}=1-2a (3.2.9)

-1/2~»

I, =[é - n o v,é + n—l/2

cwl’a"en kisa giiven araligi" olarak adlan-
diririz. Bu, esit uzantila [éstud(a), éétud (1-a)] aralik gibi ayni

tapsama.sahiptir. Fakat genellikle (yakin simetrik durumu harig¢) tama-
miyla daha dar araliga sahiptir. Eger nl/2 (6-6)/ ¢ nin dagilim tek
bir model (unimodal) ise o zaman en dar giiven araligi, maximum olabilir-

lige dayanan giiven araligina denktir.
'K dagilim fonksiyonun su aglllml'igerdigini varsayalim.
K() = 000 + 172, (x) 8 () + 07l (0 0 (x) + 0™ ?)

. 1 e . ; k
i >1 idigin Qi(x) = qi(x)VQ(x) alinsin. ¢O(x) =0 (x), ¢ik= (@ /ax) ¢i(x)
ve ¥, = ¢ik(zl-a)' Kigiik bir islem, (3.2.9)'e bagli v+w' yi minumum
yapan v,w sayilarini gosterir ki bunlar

1/2

E -
v =2__+ n v, - 0(
l1-a 121 i

n—(v+1)/2)’

~1€

=z + (a7 O(n‘(vfl)/z),

i=1

saglar. Burada
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-1 ' 1 .2 -1 -1
Vi =T ¥y ¥y 0 v = (¥ Y p T ¥ (3.2.10)

1

dir ve v nin iist mertebesi, daha fazla komplex formiilleri igerir.,

3.3. BOOTSTRAP KRITiK NOKTALARI

Bu bélﬁhde onerdigimiz ortaklasa kullanilan bootstrap kritik nok-
talara, (3.2) boliimdeki teorik kritik noktalarin temel takdircileridir.
Tartistigimiz bootstrap yaklasimi o kadar diyidir ki hatalil teorik

kritik noktalarin bootstrap tanimlari da hataladir.

H ve K dagilim fonksiyonlarln Bootstrap tanimlari sirasiyla

1/2 A% A A?‘(

fi(x) = (6 -8)/0g x |o¢} ve K(x) = P{ nl/z(e —e)/o x e},

, -1 -
dir. Herhangi bir F dagilim fonksiyonu igin, F ~(x) = Sup {x: F(x)ga}
tanimlanir, »

3.3.1. Normal Da§111m, t-Dagitim, Karma ve Ters Kritik Noktalar

Xa ve Va 'nin Bootstrap takdircileri 31ras1yla §u = H l(a) ve

o~
Yo = X (a) dar. Bord’ E%tud’ ehyb. ve eback »1n Bootstrap tanimlara,
bu takdircilerle X, Ve ¥, dogru kartiller yerlerine konularak elde

edilir.

-1/2

A =A A N A _1/2A 'S
Sopp(®) =€ - n Tox)_ o,  Bgpyp(e) =6 - Sl o
a A ]_/2 A A IS : A =1/2 aa
eHYB(U-) =? - n Y X].—C!’ eBACK(Ot) _=9 + n / UXC(. .

Literatiirde, GHYB ve 6BACK’ genellikle diger tartismalarin kullanil-
. masina neden olur. Ornegin; bazi istatistike¢iler &_1(a) y1, bir kritik
nokta gibi kullanirlar,

Burada

5(x) = P(‘é*s D l:.x)

® 1n kosullu dagalim fonksiyonuduf.
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Bu ise YUzdelik—mefod kritik noktasi gibi bilinir, éORD’ 6STUD’
eHYB ve eBACK' in herbiri yiizdelik-metod noktalari olarak adlandi-
rilir. &(x) = { {nl/z(x é)/a} oldugundan é_l(a), éhACKQx)'dan farkla
deglldlr. Bazi istatistikgiler, 9 - 51 'nin uygun kartil oldugunu

tartisirlar. El o ifadesi burada 9 8 'nin esit kartili olan (l-a) dar.

Ey_q = Sup {x: P(é_*—é\<x|9()\< 1-a}

é*—é ' nin kosullu dagilimiyla é@it oldugu sdylenen bu ifade ) -9
nin dagilimi i¢in iyi bir yaklasimdir. P(é*— 65349() = E(nl/zxfa).éi&u_
gundan, o zaman 6 - El_a éHYB(a) den ba@ka-degildir. Bu yanlis tab-
lolara bakmanin bootstrap tanimi oldugu i¢in yanlis bir se¢im olarak
gosterilir. Diger bir taraftan tartlémamlz o bilinmediginde 6STUD'un
vmantlkll bir se¢im ve o bilindiginde E)ORD'nln iyi bir se¢im oldugunu

onerir.
3.3.2. Tarafli-Diizeltme Kritik Noktalari

Hatirlanirsa tarafli-diizeltme ve ivmeli tarafli-diizeltme, kritik
noktalarinin teorik tanimlari s1ra31yla eback(B) ve eback(B ) dar.
Bootstrap benzerlerlnl elde etmek icin B ve Ba ile bootstrap tak-

A

d1rc11er1 B ve Ba basitge yer deg1§t1r111r, ve é back' 1n yerine

éBACK kullanilir.

g' y1 tanimlamak i¢in, hatirlayin ki B = ¢(z + 2m) idi. Burada
m=a¢ {G(e)} dir. G'nin bootstrap takdircisi elbette ki G dir ve boyle-

A

ce m=290 -1 {G(e)} ve B = Q(z + 2m) aliriz,

a, ivme sabit takdiri igin a = n_l/2 z;2 {pl(za) + ql(zu)— 2p1(0)}-

hatirlanair,

Burada Py ve 4y, H ve X' nin Edgeworth ac¢ilimlarinin her kuad-
ratik polinomlarinda goriinmektedir. Bu polinomlarin bazi katsayilari,
‘dag1limin bilinmeyen karakteristik fonksiyonlari olabilir. Bu miktarlar,
bootstrap takdirtileriyle yerdegistirilir ve sonu¢ polinomlari sirasiyla
ﬁl ve al ‘olarak adlanir., flerideki gorecegimiz gibi, -61 ve al poli-

nomlari1 H ve K'nin Edgeworth agiliminda goriiniir,



- 47 -

- _ -2 2

a

W]
I

{pl(za) + ql(za)— 2p1(0)} ’
(3.3.1)

A

3u=¢[§1 +(m+z) {l-a (m+ z ) yi.

alinir, Elbette
A a A A _]_ ' A A 2 _1
m+ (m+2z ){l-a(m+2z )} =2z + 2m+ az” + 0 (n )
) o . o a o p

dir ve bdylece (3 3.1), B nin (3.2,5) tanimiyla direkt karsllastlrlllr.
(3.3.1) deki ¢ 'nin glkarlml, ana sonu¢lar bozulmadan =z +-Zn4-azzi-0 01 ) i
saglayan bir ¢ok degerden herhangi biriyle yer deg1§t1r11erek 1vme11
tarafli-diizeltmenin 06zelliklerine ulasabiliriz. Ozel (3.3.1) segimi
Efron (1987) tarafindan transformasyon teorisinin diisiinme yoluyla uygu-

lanmistir ve olduk¢a mantiklidir.

Tarafli-diizeltme ve ivmeli tarafli-diizeltmenin kritik noktalarinin

Bootstrap tanimlari sirasiyla

Opcla) = Oppcx(B)  ve  gypcla) = oppcg(B )

dir. 6BC’ Efron'(1987)'1a tarafli-diizeltme nokta onerisi ig¢in benzer

oldugu kolayca goriiliir.
3.3.3. Ivme Sabiti

Bolim (3.2.3) deki g¢alisilan durumdan hatirlanirsa

a=n /2 —%— 63 ) a,a. akuljk di. a'min takdirimiz tabiki

A
a aaa

- 172 1 s-3 Aaa s
= / Zz kl»lle ’

dir. Burada "§apka1ar" bootstrap takdirini tanimlar. Efron (1987) de
verilenle rastlanan a'nin bu takdirini ispatlayalim (3.4). Boliimde
gostericektir ki 8 ABC? ikinci-mertebe dogrudur ve digerleri burada

galisilan durumlardan en az birinde ivmeli tarafli-diizeltme kritik

noktalarinin ikinci mertebe diizeltmeleri hakkinda Efron'nun calismala-
rinin dogrulanmis sonuglaradir,



DURUM (i) : USTEL AILE MODELI : Efron'nun takdircisi

- 3/2
2 = 1/2 1

B = s AROI O

dir. Burada @<j)(0) = (a/at)jw (i + t;) | 0 dar. i, A'nin takdiridir
t=

(1),

A

ve v, A ile X yerdegistirdiginde, asagidaki tanimlanan y= (y

d elemanli vektorden elde edilir.

(Dyy = T oo o _
O = § e o))

ax(J)
Simdi
69_269 ak) " T a
(3 () kK'kj = ik
3 kg 5, Kk bk
. 1.
dir. (vij) = (uij)_ oldugundan
(D)) = ~ _
v = 32 lz:vijujkak = a;
dir.
Bu simdi daha kolay ispatlanar.
02 eger 1 =2 ise |,
G@/at) Yy (r+ty) | = |
t=0 \ .
Z 2 ¥y ajaau y  eger i=3 ise,
i j k

! 1

ve boylece & g nin teorik tanimi, bizim a' dir. Sonugta A, = a

Ef
dir.

DURUM (ii) : PARAMETRIK OLMAYAN VARDAMA : Efron'nun takdircisi

P WU R -3/2
ape = 7 (b WL U

dir. Burada
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. 4 _

- 14 Y N Gl 71(3) 3
Uy = Lim [f (1-0)X + AX,} - £(0)1277 = .2_ (X;-X) f(j)(x) ,
A—>0 j=1
dir. Ek olarak

-1 I 9 d d — -
n kZl Uk = 121 jZl f(i)(X)f(j)(X)n

;] D - (1) _ (.5
LD Hxex

Ornek momentleriyle tiim ana kiitle momentleri yerdegistirerek elde edilen
02 =‘sz(i)(u)f(j)(“)”ij 'nln sadece bootstfap takdircisi s 2 dir.
Benzer olarak n‘l{_Ui ) Eiiaiajakuijk nin bootstrap takdiridir. Boy-

lece apg = a dir.

3.3.4. En Dar Aralaklar

Hatirlanirsa v ve w sayilari, K(v) - K(-w) = 1-2a 'a bagla
olan v+ o ''nin winimumu d¢in tanlmlénmls onceki bodliimde
IO =[6- n_llz'av{gi-n_l/zgm]" ideal" en dar araligi kurmada kullanmilar.

Bu bootstrap takdiri asagidakiler gibi tanimlanar, R(x) > 1-2a daki
gibi her x igin, k(x)—k(—y) deki gibi segilen y=y(x), 1-2¢ ya miimkiin
oldugunca yakindir. x+y degerini minimuma indiren (x,y) degeri olarak
(V,Q) y1 alinsin. O zaman En.dar giliven araligir soyledir. -

1, =06 - 0 Y2 5, b e a2
Buckland - (1980), buradakinden farkli sekle ragmen en kisa bootstrap

giiven araliklarin verilen kurallara aykiri bir isleyise sahiptir.

3.4. BOOTSTRAP KRITIX NOKTALARIN OZELLIKLERI

Bu caligma boyunca '"yanlis tablolara bakmak" a dayanarak sahip
oldugumuz,kritik noktalarin zorluklarina degindik. Tartismanizi agik-
lamak i¢in ©nceki boliimde bahsedilen Orneklemimizi N(e,oz) ana kiitle-
sinden segildigi -‘kabul edilirse 6 ve 02 takdircilerimiz maximum
olabilirlik iizerindedir. Boliim (3.2.1) de amacimizin disinda oldugundan,
ﬁ ve H dagilim fonksiyonlara bu durumda benzerdir ve i ile K dagilim

fonksiyonlari da benzerdir (her ikisinde, n-1 serbestlik derecesiyle,
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. A _1 A A
t-dagiliminda dlgiim-degisimi mevcuttur). Bu yiizden m =¢ {G(e)} =

oldugundan G(6) = H(0) = H(0) = — dar ve
A - _1/2 _2 A A A _
a=n ZC! {Pl(za) + ql(zu) - 2P1(O)} =0
oldugundan ﬁlvE'pl = ﬁl =q = 0 dar.
Sonugta, B=B =5, =B, =a ,  6gyue(e) = bgpyple) =B-Tyy_, ve

Oprale) = Bopple) = 8 p(a) = Oyyp(e) = 6, (a) = opycgla)

]
1

ebC(a) = Bbc(a) = eabc(a) eABC(U-) = 06— Oxl_
Boylece eHYB’ eBACK’ eBC ve GABC bootstrap kritik noktalarin her

biri di¢in t-dagilim tablolara bakmak gerektlglnde normal standart
tablolara bakilmasindan ayni degerdedir. Sadece STUD’ dogru tabloya
bakilmasindaki degere denktir. Bu bdlﬁmde bootstrap kritik noktalarin
6zelliklerini kar§11a§t1rmak ve aglklamak i¢in Edgeworth aglllm teori-
sini kullanacaglz e sTup Ve eABC hervlklslde, ikinci-mertebe dogru
oldugu gosterlllr. Fakat iddiamiz, tek tarafli giiven araliklarin teori-
sinde ©nemli bir rol oynadigr halde bu Onem ¢ift-tarafli araliklar
i¢in azalmaktadir., Burada, ikinci mertebe ©zelliklerin etkisi oldugu
halde giiven aralik uzunlugunu tespit etmede, ©nemli rolii iigiincii-merte-
bedeki 6zellikler alir. t-dagilim tablolari ve normal standart tablolara

ar d k. f k s as T ‘ . T . ~ 1 L
asindaki fark, uguncu mertebe sonugtyr. Sozii edilen 6 Stud 2@ eABC

dan daha yakin olan eSTUD '2n liglinci mgftebeden O0zelliklerini tarti-
silir. Ornegin iki tarafli [ eSTUD(a)’ STUD(l o)l araligin beklenen
uzunlugu [ eABC(u), eABC(L—a)] beklenen uzunlugundan daha yakin olan
[9 Stud(“) 4 tud(1 o) ] beklenen uzunlugudur. Bu boliimiin basindaki Grnek-
te eSTUD iiciincii-mertebe 6zellikleri tamamen dogru; © ABC.yan11$ dege-
rine sahipti. Bootstrap giiven araligi, verilen duruma direkt bagli
degildir. Gariptir ki (3.3.4) bolimde tanimlanan en dar bootstrap ara-
liklari, bizim Ornegimizde BSTUD'a dayanan e§it:uzant111 araliklardan
daha dar uzunluga ve daha kiiciik hata durumuna sahiptir. Ornegin en
kisa ortalama ana kiitle i¢in % 95'lik bootétrap gliven araliklari genis
orneklerde, é’STUD'a dayanan esit uzantili rakiplerinden hemen hemen
% 50 1lik daha kiigiik hata durumuna sahiptir.
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3.4.1. Kritik Noktalarin Ozellikleri A¢isindan Edgeworth

Acilimlara ve Cornish~Fisher Tersi

Hoo =000 + 1 02 500 000 + 0 (VD2
i=1 '

-1/ ~(v1)/2y (3.4.1)

v
HORLIOE N 2 q,() B(x) + O(n
1=

form' un Edgeworth agilimlari benzer bootstrap ydntemine sahiptir.

Y . R _

i <o 0o+ LR e0 000 + 0,67 gy
1=

R(x) =0 (x) + .El 24 (0 B0 + Op(n_(v+1)/2) (3.4.3)
1= .

Burada '?i ve ﬁi’ bootstrép takdircilerinin yerdegismesiyle katsayi-
daki bilinmeyen degerlerin disinda p; ve q; ile aynidir. Ayni sekilde,

teorik degerlerin Cornish-Fisher tersi

1
N .
+

<

H_l(a)

%
m

1 n—i/2 pil(zu) + O(n—(v+1)/2)

-i/2

= K—l(a) n qil(za) + O(n—(v+1)/2)

a o =1

<
Il
I
N
+

| < ) BV

gibi asagidaki benzer ifadeye sahiptir.

A A_ v —7 A -—

%y = Tl = 2y + Lo M2 e+ 0 ) (34
v . N : .

Vo = K_l(a) = Zu,+ izl n—l/2 441 (zy) + Op(n—(v+1)/2) (3.4.5)

ﬁil'ler, ﬁj ile ilgili ve ail'ler olagan durumda aj ile ilgilidir.
3.4.2, Bootstrap Kritik Noktalarin Ag¢ilimlara

' Ise Tarafli-diizeltme noktalarla baslarsak (3.4.2) ile 52 tek
oldugundan ﬁz(O) = 0 not edilir,
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2g = 2o + om = z, + 2¢-1 {ﬁ(O)}

A -1/2 -
z. + 2¢_1{4—%—+pl(0) @(0)n +Op(n 3/2

)}

(¢}

1/2

=z + 2p1(0) +0 (n /2)

sahibiz. Bu yiizden (3.4.4) ile

o >

B

dir.

X n—l/zp 1(zﬁ) +0 (n /2)

z + _1/2
o

() + B,0) +5 i) + By ) @) + 0@

(3.4.6)
—1/2 -2

=1 {Pl(Z ) + ql(z )= zpl(o)} de ve

Re(hez) {1 (2}

PV ay oA -3/2
2ot 2+ B(ze ¥ 220) + 223 + 0 (0P

- A A -1~ A ~ PPN -1
eg + T2 (hy(2) + (2} + 17 bz + 8 (e HB () + §(2)-2B,@) 2,

3/2)

0 (n
+ p(n
Bu yiizden (3.4.4) ile

Xa =2z, + % —1/2
By By ic1

a o

Braeg) + Oy w32

(3.4.7)

=2y + 0 V25 () + T (2) + Byp(e))

+ D () + 4y(2)) Ky (2) + y(2 )20, (012 + Bly(2)] + By (7))

+ 0 (n -3/2y

Diger; tiim kartil takdirleri (3.4.4)-(3.4.7) sonuglarinda verilen agi-

~limlari, 6 bootstrap ~ kritik noktalarin kurulmasinda kullanilir. Bu

formiiller kullanilarak ve su notlar alinar.

A

py; == Pp Ve all =— al dir. Su a¢ilimlari elde ederiz.
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éORD (o) = 6+ n—l/20 {za +n 1/2p1(z ) + n p21(z )} + 0 (n ),

barup(e) = 6+ 0% G+ 2 ) Ty (2 )y + 07D,

6HYB (a) = o+ n_l/2 Glz, + n—l/zﬁl(z ) + n—lﬁzl(z )} + 0 (n—z),

bacg(e) = o+ 0oz - 1/2p1(z ) + 0 p21<z )+ 07,

g (@) = 4 T afa g VR 25,0 Bita e i BB )R O+ 0,670,

A A —_ A _1 A _]_ A . A
6,pcla) =6+ n 1/20{Za +n /2q1(za) 0Py (7)) + ay(z)

A - N -1 A
X[{py(2) + dy(2)-25, O}z, - B(z)]
o -2
+ By (2,) 1+ 0, (7)
Elbette, a21 igin bif benzer formiille
A A Ay 1 A 2 A
le(x) = Pl(X)Pl(X) - '_2— XPl(X) - Pz(x)

dir. ord Ve 'éStud kritik noktalarin "ideal" ag¢ilimlari, benzer

 sonu¢ cikarabilir. (Ama daha sade bigimde) Onlar ;

A . 1/2 “1/2 -1 -

Borg(e) = 8+ 07 otz + 072 (2) + n7lpy (2} + 07D,

A -1/2s /2,y -1 -2,

O e I e HER R S ER I Op(n s
dir.

Bu biitiin agilimlary ek olarak p1 =p; + 0_ (n~ 1/2 ) ve q1 qq+ 0 (n 1/2)

kar§1la§t1r111rsa 'eSTUD eStudl ve |6ABC eStudl sonuglarlmlzln
-3/2 A

her ikisini de O ( ') buluruz. Bu yiizden eHYB’ GBACK ve 6p- genel-

likle sadece b1r1nc1—mertebe dogru iken eSTUD ve eABC ikinci —mertebe
dogrudur, Bu kritik noktalarin teorik tanimi icin (3.2) bélﬁmdeki seckin
1$ley1§1n tamamldlr. Teorik kritik noktalari ig¢in Bootstrap yaklasimi,

Dad
hyb’ back ve 6, gibi noktalarin alt Ozelliklerini bdylece iyi
gostermektedir.,



Eger Pp Ve 4 polinomlari tesadiifen benzer ise o zaman elbette
karma kritik nokta ikinci-mertebe dogrudur. Gergekten, karma ve ivmeli
tarafli-diizeltme kritik noktalara bu durumda iigiinci mertebeye denk

olur. Bunu gormek i¢in, Onceki agilimlari gdzlenir. Bu

372

Oyp(®)=8ypc(®) = o {hy(z) + q;(z )}

A A N _l Ay _2
X [ﬁ)l(za) + ql(za)'ZPl(O)} Za ‘Pl(za)]'l' Op(n )
P = 4 oldugu zaman, tim x i¢in C1 ve 62 rassal degiskenleri igin

ﬁl(x) = al(x) = éi+ ézxz'e sahip oluruz. Bu yiizden
(p(z ) +a;(z) = 25,(0)} 2= Bl(z ) = 20,222 L om 28z = O
P1Y 142 P1 a 1'% 2% %o " 2

%onugta 6HXB(a) - BABC(a) = 0p(n—2) dir. Dolayisiyla anlatilir ki
qyp Ve  Opc iiclinci mertebeye denktir. Cok degiskenli lineer veya
regresyon polinomlari gibi genel regresyon problemlerin de egim para-
metresi © oldugunda bu durum ortaya e¢ikar. Her ne kadar regresyon
problemleri, bu ¢alismanin tartisma dahilinde kolayca uygun duruma
getirilmesede, bununla beraber iigiincii mertebeye esit olan egim para-
metreleri igin; karma ve ivmeli tarafll—dﬁzeltme'kritik noktalarlbda

dogrudur.

Farkli diger bootstrap kritik noktalafl, o bilindiginde kullanim
i¢in éORD tanimlanir ve bdylece éStud‘ dan ziyade véord-ile karsi-
lastirilmalidar. ’

-3/2
™%

'6ORD —.6Ord| = oldugundan, éORD terimleri ikigci—mer—

tebede dogrudur.

ORNEK 1 : ORTALAMANIN PARAMETRIK OLMAYAN TAKDIiRI

Yl""’Yn’ bagimsiz ve standart edilen ba41k11k K=o E(Y —e) —3
ve standart edilen garpiklik y= o E(Y —e) , varyans cg = E(Y —e)
ortalama 6 = E(Yl) ile siirekli tekdeg1§ken11 ana kiitleden gozlenen

dagilimla ayni olsun. Bu degerlerin Orneklem tanimlari sirasiyla



D>
n

-1 A “le ;v SN2 - -3 - b

R T N S LA RS P ORI
~_l,

(9]

=

n_lz (Yi—Y)4—3 dir. Bizi ilgilendiren polinomlar bu durumda

-y (P,

py(x) 6

1l

1l

1 2
ql(x) '_6_—7(2}( + 1):

) 1 2,4 .2
py(x) == x5 K(x*-3) + == 4/ (x"-10x7415) },

1(x) = x (- K(x?—3) - P20t 2x2o3)- ——(% 3))

dar.. Bl’ 1;2, al ve 62 polinomlari, ¢ ve K sirasiyla 4 ve K ile
yerine konulmasi haricinde teorik karsiligiyla aynidir. FEk olarak
'; =4+ Op(n_l/z) ve K=K + Op(n—l/z) dir.

Kritik noktalarain asagidaki agilimlarini ¢ikarabiliriz.

~1/2~ -1/2 1
o [Za +n 3

+ n—lz {- L K(22 -3) +—5—72(422 -1
o 12 o 12 a '

A A A 2
eSTUD(“) =6+ n 7(22a+ 1)

1 2 ~2
+T (Za+ E) Op(n ),

byp(®) =8+ 0/ 26? [z—n7t/2 LY (22)

b2 K ) - o1 g S 0
8y (@) =0+ n 250z 4 072 72

e K ) - 2 T4 0@,
opg (@) =8+ V250, 4 a2 —é—?(223+ 1)

-1 .1 2 1 2,2 -2
+ n "z —K(z°- 3) - — _
ay Ko D~ 3y Qe + 0,0
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A A __1 2A
8,pcle) = 6+ n /%
-1/2 1

. » 2
X [Za +n —E—'Y (2Za+ 1)

-1 1 2 1 2,2 -2
b0 2 K(zm3) + =2 vz D11+ 0 (27),

é\)Stud(m) = o+ n—l/Z&‘
KLz + 0% Loyl )
+n z{——-—K(z 3)+ Y(Az—l)+——-\z+3)}]+0(n ),

Benzer agilimlar eORD ve .eOrd i¢in ¢ikarilabilinir.

ORNEK 2 : USTEL ORTALAMANIN TAKDIRI

Yl’ Y2,...,Yn bagimsiz ve hg(y) = gt exp(—-B_ly), [y >0 igin]
yogunluk dagilimindan gozlenen dagilimla ayni olsun, 6'nin Maximum
olabilirlik takdircisi 6= 12 Y ortalama orneklemidir, ve o (= e) nin
maximum olabilirlik takdiridir. H ile H dagilim fonk31yonlar1 ve K
ile 'IZ dagilim fonksiyonlari bu durumda aynidir. Bu yiizden beotstrap
kritik  noktalari bunlarln teorlk karslllklarlyla aynldlr. Polinomlar
pl(X) (-1/3) (x*-1), py(x) = (1/36) x (2x*-11x%43), q;(x) = (1/3)
(2x + 1) ve qz(x) =~(1/36) x (8x _11x% + 3) dair. Sonugta

8gryp(®) = Bgpyqla)

~1/2~ S1/2 1

A 1 1
6+ n olz +

Lo @3 )
36 @ o

(?‘ZZ"' 1) +n
2
+ Op(n ) -

5 LA -1/2a “1/21 2 11,2 -2
BHYB(a) = 6+ n O{.Zu_ n 5 (Za- 1) +n -3—6-za(za -} +Op(n ),

-1/2~ -1/2 % 2 z(z -ND}+ 0( )s

-1 1
O{Zu*'n (%f-l)+-n 7&;

E‘BACK("‘) = 6+ n
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Ao 1/28 . -1/2 1,2 11,2 -2
eBC(“) o+ n o {za+ n . (za+ 1) +n 26 Z, (za+ N} + Op(n )
oA A -1/2~ -1/2 1 2 -1 1 2
eABC(“) =@ +n G{ZOL+ n 5 (?Za+1) +n o Za(l?’za +171)}
+ Op(n_z)

. [y ~ t . . PRI ie e i 5
dir. Bu yilizden eSTUD ve eABC nin her ikiside f{iclincii-mertebede dog
rudur. Bu, bolim (3.4) de konu ettigimiz parametrik ornekle farklidar.

Burada iigiincii sirada dogrulugu ihmal edilen §ABC' yi gOsteririz.

3.4.3. Cift-Tarafla E@it*UZéntlll Araiklarin Uzunlugu

"OoTup eHYB » Opacke Oapc Ve Ogpygq Kritik noktalarin herbiri

a2 g 8,(z,)} + 0 (n -5/2y (3.4.10)

formun acilimlarini kabul eder. Burada gi ve gé ¢ift polinomlar ve
32 tek polinomdur. Cift-tarafli esit uzantili I(1-2) L6 (u);é (1-a)]
gliven araligi bu ylizden ‘

L(1-20) é(l-a) - 8(a)

m

_1/20 { -5/2)

~1~
zy_o, tm SZ(Zl-a)} + Op(n (3.4.11)

uzunluguna sahiptir, Ozellikle dikkat edilmesi gereken, ikinci-mertebe-
‘deki terimlerin tamamen kisaltmaya sahip olmasidir, 6HYB ve EBACK a
dayanan esit-uzantili araliklar daima ayni uzunluga, fakat genellikle

farkli merkezlere sahiptirler.

eStud' un durumunda, 52 polinomu elbette deterministdir. Bunu
PO v

SZ,Stud gibi yazariz, eSTUD' un durumunda gz nin gé gTyp tanimi,

bunlarin bootstrap takdircileriyle Sy ,Stud un katsayllarlnda bilinme-

yenlerin yerdegismesiyle olusur. Bu ortalamﬂankmlteStud(a) %hmd(l_a)]

ve EGSTUDQ“)'« eSTUD(l—a)] araliklarin 1g,  .(1-2a) ve laryp(l-2a)

uzunluklari, sadece Op(n_ ) terimiyle farklidir. Genelde bootstrap
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araliklarin hig¢biri "ideal" esit uzantaili [ éStud(a)’ éstud(l—a)] ara-
li1gini bu kadar yakin izlemez. Uzunluktaki hata genellikle Op(n—3/2)
dir, ’

Eger ortalama aralik uzunlugﬁnda karsilastirmamiz  temel ise,
B(3S, srup) = 52,5t * O = B@) S

E{ 1gpyp(1-2e)} = E{1g, 4(1-20)} + O(n"

2,Stud + O(n_l) oldugundan

/2) dir. Genelde sartlara gore

-3/2
B{1,,.(1-20)} = E {1, (1-20)} + 0(n">/?)

é(u), (3.4.10) agilimlarini igeren bir kritik nokta olsun ve S
ile s, é ile ;2' nin teorik tanimlarini tammlar Ue) =n1/2 {é‘l(za)-sl(za)},
S = 1/2(6—9)/0 ve T=S+ n—lU(u) alinsin (-« , é(a)] giiven araligi
su duruma sahiptir.

n(a) = P{o < 8(a)}
=P{O<T+z+z Y25 (2 + 0 (7))
(3.4.12) -
-i/2 -3/2
=P{T> -z~ 121 n s (z ) + 0(n"Y)

T dagilimin Edgeworth ag¢ilimlar gelistirilerek =n durumu i¢in for-
mili daha az ve 6z anliyabiliriz. Bu a¢ilim, daima bildigimiz S igin

birine ¢ok yakindir. Gergekten
< x) =P(S <x) - n uxf(x) + 0(n ) (3.4.13)

X' de tek bigimdir. Burada u = u(e), n —>« giderken E{SU(a)}= U+O(d4)'i

saglayan sabittir. Bazi cebirsel islemlerden sonra su gOsterilebilinir.
R(@) = ok 02 {s)(2) - qp(z)0} B(z,)
; 1V 91124 o
L a8 )% +5(2) 1)z - 4 (2)2 Y] 3.4.14
n 2 1Y "o T1Va 9827 — %)% (3.4.14)

- ay(z)- sy(2)) + Iz ) + O %)
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1/2

Cift olan n~ terimin katsayisinda goriinen s1-4 polinomu bizim
i¢in 2zordur. Bu gézlem esit-uzantila ¢ift—tarafla giiven araliklarain

hesap yapilma durumunda Onemlidir.

Ek olarak n—l/zb mertebeli terim (3.4.14), eger 6 (a) bootstrap
kritik noktasi, teorik tanimiyla yer degistirmis ise bunun gibi ayni-

dir. Gergcekten 6(a)' nin teorik tanimi

étheér(a) =0 + 1/20 {z + n 1/281(2_0‘ ) + 0(n—1)}

i saglar, ve (3.4.1) {ile

PLS> -z, - n /%8 (2) + 0(n™H))

P{O< 6 peor(®)}

o+ 02 (s (2 )-qy (2 )+ 07

Burada, ¢alismamizdaki altini ¢izecegimiz konu takviye edilir, Bootstrap
yaklasim1 o kadar iyidir ki hatalia teorik kritik noktalarin bootstrap

tanimlarin kendileride’hatalldlr.

Bu durum, iki tarafli araliklarin durumundan her yoniiyle farklidir.
Ek olarak (3.4.14) de goriinen s1-q pollnomu ¢ift dir ve ki bu (3.4.14)
de artan n~3/2, n-3/27(z )B(z )+ 0(n~ ) g1b1 yazilabilir. Burada v,
¢ift polinomduf. Bu yiizden I(l1-2a) =[E)(a)_ 6(1—&)] esit uzantili ara-

11k su kapsama sahiptir.

7 (l-a)-n(a) =1—2a—2n_l[ —;— s.l(zl_m)2 zl—oz+_sl(zl—a)

X g (z1) - ql(zl-a)zlqi a4z ) (3.4.15)
IR ELICe

,Iklnc1—mertebe dogrulugun sonucu, bu haldeki kapsamda nispeten daha

az sonuca sahiptir.

(3.4.14) ve (3.4.15) formiilleri, durumun farkll genisliginde
bootstrap giiven -araliklarin hatalr kapsami i¢in tahmin gelistirmede

kullanilair.
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ORNEK 1 : ORTALAMANIN PARAMETRIK OLMAYAN TAKDIiRi

Burada U' nun degeri (K - g—-xz) Y_lsl(zu) dir ve sonucta (3.4.14)°

deki n(a)' nin tanimlara

Rgrup(®) =x- 1 (K- -y 7, (222410(z) + 07D,
HHYB(Q):“"H_I/Z_;—YZi(é(Z)— {——-—K(7 -13)+ 4 (3z +6z 11)

+——-@+<n}¢(z)+0(4y%

| o -1/2 1 2
tpack(®) =e-n 5 v (7t D0z )

-1 1 2 1 2, 4 2
- n za{-Tl; K(Za+ 5) + 5 Y (Zu+ 220‘— 9)

+ L (2 30 0(z) + 072
| §
-1/2 1

S ORLELIN ST (P

{—K( +13)+ 'Y(z—?_z 41)+—-——(z+3)} ¢(z)

+0 (n—3/2)
nmm@)=a—d4%E§K6%+B)—éﬁ%béﬁ)+i%(%+$}¢@Q
+ O(n—3/2)

olarak kasalar.

Elbette nStud(a) =oa dir.

Iki-tarafli bootstrap giiven araliklarin olasilik kapsamy onlarin
aralik uzunlugu ile karsilastirildigil zaman daha anlamlidir., Iki tarafli
% 95 lik araliklarin durumunda bunu yapmaliyiz. Aralik uzunlugu 1(1-2u)
oldugu (3.4.,11) ve (3.4.14) den ileri siiriilir ve[® (a}6 (1-o)] ara-

11gin n(l-a) - n(a) kapsami s ve t polinomlari icin
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~Tablo 1-
Kritik Nokta S(Zl—a): uzunlugu t(zl_u): hata durumu
Tipleri
STUD 014K 4 1.96 Y4+ 3.35  ~2.84K + 4.25¢°
HYB 0.069K - 0,15+ 1.13K - 4.60y>-3.35
BACK 0.069K - 0.15y? _0.72K - 0.37y*-3.35
BC 0.069K + 0.072y° ~1.38K + 0.92¢°-3.35
ABC 0.069K + 0.8172 ~2.63K + 3.11¥*-3.35
Norm 0 0.14K - 2.12v%-3.35
Stud ~0.14K + 1.969%43.35 0
1-2a = 2n_1/23{ 2] o nfls(zl_a)} + Op(n—z) ,
(3.4.16)
x(1-a) - x(a) = 1-2a + 0 2t(z;_)B(z;_) + 0(n™°)
seklinde yazilabilir. % 95 araliklarin durumu i¢in, a = 0.625 ve

Z1_ o= 1.95996 dir. Kapsamda olusan hata ve aralik uzunlugu tablo 1 de
gosterilmistir,

INorm(1-2<g =[é—n—l/23 Zl—a’ 6+ n'l/zé-zl_a] giiven araligin basit normal

teorisi, karsilastirmayi icerir. (-«, 6+ n_l/za %x] araligin kapsami

suna esittir.

*orm(®) = oo 2y 2 + 1) 0z

+ n-lza{-i—z— K(zg— 3) - —ié- 72(22} 222— 3) - %—(z§+ 3@ (Za) +.O(n_3/ 2)

Eger v carpikligin ve K basikligin her ikiside sifir ise"asTUD,
O(n—l) ile degil O(n_z) ile olusan hatayla iki-yanli giiven aralik-
larain arti$1n1 verir, Diger tiim egit-—uzantili bootstrap giiven aralik-
lara, O(H—l) kapsam hatalarina sahiptir. Gergekten v = K = 0 oldugunda
diger bootstrap araliklari, 3.35. n_IQ (1.96) miktaraiyla gizlidir.

Tablo 1' in 3. kolonunda goriinen -3.35 terimi, t-dagilim fonksiyonun
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acilimi ve standart normal dagilim fonksiyonlari arasindaki farklalik-
tan ortaya ¢ikar. Qarpikligin veya basikligin sifirdan farklaligiyla,
dagilimin kapsaminda tablo 1. den gordiigiimiz durum altindaki ©&nem

olusabilir. Eger éHYB kullanirsak, K £ O diir ve eger éBACK kullanirsak
K>0 dir, ‘

éSTUD' a dayala araliklar, genellikle daha uzun olabilmeye yonelir
ve diger esit uzantili bootstrap araliklarin herhangi birine dayalx

araliklardan ve normal teorik araligindan daha biiyiikk kapsama sahiptir-

ler.
Tablo 2
Kritik Nokta S(Zl—a): uzunlugu | t(zl_u): hatali durum
Tipleri :

STUD, ABC, Stud 3.64 0

HYB -0.17 , -8.24.

BACK . -0.17 -2.44

BC ' 0.70 -1.21

Norm _ 0 ' -4,29

Kapsam hatasi ve aralik wuzunlugu arasinda genel bir iliski yoktur.
Ornegin, sifirdan farkli carpik dagilimlarain durumunda normal dagilimla
tarafli-diizeltmeli aralaik, ivmeli tarafll—dﬁzeltmeli, araliktan daha
dar olabilmeye yoOnelir. Fakat sadece K < 1.7472 oldugu durumda daha

kiigiik bir araliga sahiptir.

ORNEK 2 : USTEL ORTALAMANIN TAKDIRI

A A

eHYB’ eBACK’ eBC ve eNorm 'a dayali esit wuzantili iki-tarafla
aralaklar éStud’ éSTUD ve éABC'ye dayala arallklai"dar_l daha asagi

duruma ve daha dar uzunluga sahip olmaya yonelirler.  Son sidylenen iig
kritik noktalarin tiimi Fguncu mertebeye denktir fakat GStud = eSTUD
oldugundan bu noktalar eABC gibi tamamen benzer degildir,



3.4.4, En dar Arallklaf

(3.2.4). bolimde anlatilan en dar araligin teorik Ozellikleri ve

bu araliklarain bootstrap yéntemi‘de ayni 5zelliklere sahiptir. Ozellikle

. . . . ”~ ~
v ve w'nin bootstrap takdircileri v ve w ,

s 3 ~3/2 5 |

v=z) o+ ) v.+ 0 ( ) ve
=1 i

~ + % (_n—l/Z)j & 40 (n—Z)

w = z].-(! J=1 \)j p

saglar., Burada QG, vj' nin bootstrap takdiridir., Aralik wuzunlugu

—1/2

1/2A 5 ( -5/2

o (V+ W) = Z)_o + nwlgé) + Op(n )

_ (3.4.17)
2% (24 M) w0 (07D

dir,

Ve ortalama araligi uzunlugu

E{n -1/2 ¢ o(v + W)} E{2n—1/23 (21 o + n"1$2)},+ O(n—s/2

)

- E {22 o(z o n‘lvzj} + 0(n~>/2y

- E{n -1/2 2

(v + W)} + 0(n 5/2y

Kapsam olasilik, (3.4.15) ile yol gosterllen. benzer hususla buluna—
bilinir ve B; = 1-2a+ n 12uz1 ot 0( o)t 0(n~ /2) dir.

Burada U, elverisli durumda

E{ Snl/2

~ -1

(vl-vl)} =u+ 0(n ")

ile verilir, En dar bootstrap giiven araligin uzunlugu, n_3/2'nin mik-
tariyle ISTUD esit uzantili araliginkinden daha azdir. Bu, standart
normalli ve t-dagilimli kritik noktalarin (N (9,02) ana kiitlesinin ©

ortalamasi i¢in) arasindaki farklilik gibi aynmi mertebededir.A
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ORNEK 1 : ORTALAMANIN PARAMETRIK OLMAYAN TAKDIRI

- 1 2
Burada vy =‘Y—g—‘ (2z

l-a ~ 3),

1 .2 1 2.2 1,2 | |
v, = Zl—a{ SET) K(Zl—u_ 3) +—7-é' Y (2021_0721) +—4— (Zl—u+ 3)} (3.4.18)
ve U =- 7%— (K- —%— 72)(2Z%—u73) Bu yiizden, durum
-1 1 2 2 -3/2
Bl = 1-2a-n 1 T (X- —3——7 )Zl—-u (Zzl—a-3)®(zl—a) + 0(n / )
dir. Eger
-1 1 3 2 2 ' -3/2
By = 1-2a-n —5—(K— - )Zl— Ol(221_0‘+1») 1) (21_0)+ o(n~"")

ISTUD(l—Za) = [éSTUD&!)’ 6STUD(1—a)] esit uzantili araligin kapsamin
ve B, = 1-2a 6nemsiz (sdzde) kapsami tanimlar ise o zaman (BI—BJABZ-BO)
hatanin orani (22%_; 3)/(2{iu-+ 1) n —« ic¢in yakinsar. Bu deperler
Bo > 0.78 igin daima pozitiftir ve onemli durumlarda 0.38, 0.54 ve
0.72 sirasiyla BO = 0,90, BO = 0,95 ve B 0 = 0.99 degerlerine esittir.
Bu yiizden en dar giiven araligi, ISTUD (1-20) esit-uzantila aralik

ile uzunluk karsilastirmada kiiciiltme, yalniz sonug¢ degildir.

Aralik uzunlugu igin (3.4.17)' deki formiile v2' i dic¢in (3.4.18)
formiiliini yerlestirilir ve esit wuzantili araliklarain uzunluklari igin

(3.4.11) ile karsilastirilarak, aralik uzunlugunun n—3/2(4/9)ﬂzzl_a+ Op(n_z)

kisaltilmis degerine sahip oldugunu goriiriiz ve esit uzantili ISTUD(l—Za)

araligil ile karsalastaralar.

ORNEK 2 : USTEL ORTALAMANIN TAKDIiRI

Burada en dar bootstrap araligi ve ISTUD(I—Za) nin her ikiside
kapsam hatasi sifira sahiptir. Bigimlendirici, n—3/2(1&/9) zl_a+_0p(n_2)

miktariyla en dar uzunlufuna sahiptir.
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4. SONUG

Quenouille-Tukey Jackknife'l ile ilgili istatiksel degiskenlerin
standart sapmalarainin heséplanma31nda ve aynl. zamanda istatistigin
dagiliminin Onceden Dbelirtilen bir noktada merkezlenen, gegersiz

hipotezleri kontrol etmede Onemli, bir parametrik olmayan metoddur.

Jackknife, Bootstrap'ln dogrusal bir yaklasimi olarak gﬁrﬁlﬁf.
Temelde bootstrap metodunun Jackknife' dan daha genis bir wuygulama

alani vardar.

Bootstrap kendiliginden olusan kiigiik bir diizen hatasi ile birlikte
gercege yakin tahminler verir. Bootstrap iterasyonu similasyonlarin
similaéyonlarlna neden olur. Uygulamada dagilim analitik olarak takdir
edilemiyorsa bootstrap yontemi kullanisli olmaktadir. Edgeworth agilim-
lari gibi birgok teknikliklerde terimlerin kesin hesaplanmalari gerekir.
Bu'tekhiklerle bootstrap iterasyonu kiyaslanirsa, bootstrap kesin hesap

gerektirmeyen bir teknik oldugundan, diger tekniklerden birgok farklilik
gosterir,

Kisaca bootstrap yontemi hatalarin diizeltimleri ig¢in tekrarlanmasi
ile hatayir en aza ve dogruya en yakin tahmini vermesinden, bunlari
yaparkende 6rnek1emleri benzetimle (yani similasyonla) olusturdugundan

calismalardaki maliyetin diismesini saglar.

" Ayrica parametrik olmayan sértlarda da bu yontemi kullanabildigi-

mizden dagilim varsayimina gereksinim duyulmadan giiven araligi olustur-

mak miimkiindiir.
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