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OZET

Sira sumrh dikligi koruyan operatérlerin kendilerinin ve terslerinin varhg
terslerinin dikligi koruyan operatér olmalan ile ilgilenilmigtir. iki Riesz uzay
arasindaki sira smirli operator dikligi koruyan iken bunlarin merkezler
arasinda f-cebir homomorfizmasi vardir. Bu durumun karsit1 elde edilmigti
Son olarak, diklifi koruyan operatoriin tersinin de dikligi koruyan operaté

olmasi iizerine bir teorem verilmistir.
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1. GIRIS

Dikligi koruyan operatorler kullamilarak literatirde degigik ispatlar ve
genellemeler yapilir. Dikligi koruyan operatérlerin  ¢ogu &zellikleri
orthomorfizma tamim yapildiktan sonra ortaya ¢ikanlmigtir. f-cebiri ile
orthomorfizmalann arasinda ¢arpma doniiglimityle iligki kurulmus, birimli
f-cebiri ile orthomorfizmalarinin Riesz ve cebir izomorfizinalan altinda aym
oldugu gosterilmis ve daha sonra yapilanlar dikligi koruyan operatérler igin
uygulanmgtir. ’

D.R. Hart iki Riesz uzayr arasinda sira smurh dikligi koruyan operatére
kargihk olarak, bu uzaylarin merkezleri arasinda f-cebir homomorfizmasinin
varligim gostermis ve 6zelliklerini incelemigtir. B. Turan f-orthomorfizmasim
tammlamg, f-lineer doniigiimle iligkisini vermis ve bunlarla dikligi koruyan
operatérler arasindaki gegigi saglamigtir.

Bu ¢aligmada ilk olarak dikligi koruyan operatérler igin temel kavramlar ele
alinmig, f-cebirleri ile orthomorfizmalar arasindaki iligkiler verilmigtir.

Ugiincii bolimde, 7 dikligi koruyan operatériine bagh olarak tanimlanan &
iligki operatérii olarak adlandirilan f-cebir homomorfizmasina yer verilmis ve

T ile @ arasindaki cebir ve topolojik 6zellikler incelenmigtir.

Son béliimde ise, bir 7" sira sinirh operatorii igin @7 f-cebir homomorfizmasi
verildigimie T nin dikligi koruyan operator oldugu f-orthomorfizmalarindan
yararlamlarak gosterilmis ve genelde dikligi koruyan operatdriin tersinin de
dikligi koruyan operatér oldugu ispatlanmgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE BAZI SONUCLAR

2.1. Riesz Uzaylan

2.1.1. Tanum ( sirah vektor uzay: )

E reel vektér uzay: ve iizerindeki siralama bagintisi < olmak iizere, x <
iken her ze E veher AelR" igin x+z<y+z ve Ax< Ay oluyorsa, E 1

sirali vektor uzayr denir.

2.1.2. Tamm ( Riesz uzay1 )

E siral1 vektor uzayi olmak iizere, her x,y € E igin x vy = sup {x,y} €
(veya x Ay = inf {x,y} € E) oluyorsa, E ye Riesz uzay: denir.

2.1.3. Tanim ( bir elemamn pozitif kism, negatif kismn ve modiilii )

Bir Riesz uzaymin herhangi bir x elemam i¢in; x*=xv 0, x " =xA0
|x|=x v (-x) esitlikleriyle verilen elemanlarina sirasiyla, x in pozitif kismi

x in negatif kismi ve x in modiilii denir.

2.1.4. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

Bir Riesz uzayimin herhangi bir x elemam igin agagidakiler saglanir:
Dx=x"-x";

) |x|=x"+x";

) xtAax =0



2.1.5. Tanmim ( iki elemamn dikligi, bir kiimenin diki )

E Riesz uzay1 olmak iizere, x, yeFE igin |x| A |y]| =0 oluyorsa, x ve y
birbirlerine diktir denir ve bu durum x L y ile gosterilir. £ nin D

altkiimesinin diki ise, D¢ = { xe E: Her yeD igin x Ly } ile tammlanir.

2.1.6. Tamim ( sira yakinsakhk )

E Riesz uzay1 olmak iizere, §x,} c E ve xeE igin [x,—x| <y, 1 0
({7} azalan ve infimumu 0) olacak sekilde {y,} < F af varsa, {x,} ag1 x

elemanina sira yakinsak denir.

2.1.7. Tanmm ( diizgiin yakisakhk, goreceli diizgiin yakinsakhk, diizgiin
Cauchy dizisi )

E Riesz uzay, {x,} c E ve xeE olmak iizere,

(a) 0 < u eE alindiginda, her £>0 igin n,<n iken |x,—x| < eu olacak
sckilde n, €IN varsa, {x,} dizisi x elemamna wu-diizgiin yakinsak ( diizgiin
yakinsak ),

(b) x, = x (u-diizgiin yakinsak) olacak sekilde 0 < u €E varsa, {x,} dizisi

x elemamna goreceli diizgiin yakinsak ,

(c) Her £>0 igin n,<nm iken |x,—x,| < eu olacak sekilde n,cIN wve

(¢dan bagimsiz) 0 < u € E varsa, {x,} dizisine diizgiin Cauchy dizisi denir.

2.1.8. Tamm ( diizgiin kapah kiime, diizgiin tam Riesz uzay )

E Riesz uzay1 olmak iizere,



(@) E nin D altkiimesindeki herhangi bir {x,} dizisi i¢cin x, — x (gdrece.
diizgiin yakinsak) iken x € D oluyorsa, D ye diizgiin kapal: kiime,,

(b) E nin her diizgiin Cauchy dizisi goreceli diizgiin yakinsak oluyorsa, £y
diizgiin tam Riesz uzay: denir.

2.1.9. Tammm ( Arsimedyan Riesz uzayl, Dedekind tam Riesz uzayi, Ries

altuzay, sira yogun Riesz altuzay, ideal, band )

E Riesz uzayr olmak iizere,
(@) Her xeE* igin n”' x 1 0 oluyorsa, E ye Argimedyan Riesz uzay1,

(b) E nin iistten sinirh her altkiimesi supremuma sahipse, £ ye Dedekind tar
Riesz uzay

(c) G altuzay1 i¢in x,y eG iken xvyeG (veya xAyeG ) oluyorsa, G ye .

nin Riesz altuzayi,

(d) G Riesz altuzay1 i¢in 0 <xeF iken 0 <y <x olacak sekilde y e(
varsa, G ye E nin sira yogun Riesz altuzayt,

(e) I altuzayi igin |x| <|y| ve yel iken xel oluyorsa, / ya E de (sirc
ideal ,

(f) B ideal ve herhangi bir {x,} = B;0<x,Tx ({x,} artan ve supremumu (
ag1 igin xe B oluyorsa, B ye E de band denir.

2.1.10. Tanmmm ( bir kiimenin iirettifi Riesz altuzay: (ideal, band))

E Riesz uzaymin bogtan farklt D altkiimesini kapsayan en kiigiikk Ries

altuzayina (ya da ideale, banda) D nin iirettigi Riesz altuzay: (ya da idea
band ) denir.



e Bir Riesz uzayr Dedekind tam ise, Arsimedyandir. £ Riesz uzaymn L

altkiimesinin drettifi ideal ve band sirasiyla,

b= {xeE:|x|< Y, A, x| olacak sekilde Ay,...,An€ IR Ve X1,....x,€D) var }
Bp={xeE:0< x,T|x| olacak ekilde {x,} =D var}

bigimindedir. £ nin herhangi bir x elemanimn iirettigi ideal ve band sirastyla,

I,={yeE:|y|< A]x| olacak gekilde AeiR var }
B.={yeE:|y|an|x|T|y|}

bigiminde elde edilir.

2.1.11. Tamm ( sira birim, zayif sira birim )

E Riesz uzay, 0< e € E olmak iizere,

(a) 1. = E oluyorsa; yani her xe E* igin x < Ae olacak sekilde AeIR" varsa,

e ye E nin sira birimi,

(b) B, = E oluyorsa; yani her xeE™ igin x Ane Tx oluyorsa, e ye E nin

zayif sira birimi denir.

e E Riesz uzayinin zayif sira birimi, ayn1 zamanda sira birimidir. £ nin her
x >0 elemam, @irettigi idealin sira birimi; iirettigi bandin zayif sira birimidir.
Argimedyan Riesz uzayinda e >0 elemanmnin zayif sira birim olmasi igin

gerek ve yeter gart x | e iken x =0 olmasidir.



2.1.12. Tamim ( Banach drgiisii, soyut M-uzay )

E Riesz uzay iizerindeki norm || - || olmak iizere,

(a) £ bu normla Banach uzay1 ve x,yeF igin x| <|y| iken ||x|| < ||yl
(ll- Il Riesz normu ) oluyorsa, E ye Banach orgiisii,

(b) £ Banach Grgisii ve x,ye E igin x Ay=0 iken ||x vy]| =
mak {||x|I,lI¥)|} esitligi saglamyorsa, E ye soyut M-uzay: denir.

2.1.13. Teorem (Luxemburg and Zaanen, 1971)
E, e sira birimli Argimedyan Riesz uzayi olmak iizere,

Ix)le =inf{ A>0:|x]<Ae}
bigiminde tamimh norm, Riesz normudur (e-diizgiin Riesz norm). E igindeki
herhangi bir dizinin e-diizgiin yakinsaklif1 ile goreceli diizgiin yakinsakligi
denktir.
2.1.14. Sonug

Stra birimli Argimedyan Riesz uzaymmin Banach orgiisii olmas: igin gerek ve
yeter gart diizgiin tam olmasidur.

2.1.15. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Banach orgiistiniin sira birimli soyut M-uzay:1 olmasi igin gerek ve yeter
sart, C (X)) e Riesz izomorfik olmasidir (X H-kompakt topolojik uzay).



2.1.16. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Banach orgiisit ve xe E* olmak iizere, I, ideali ||y|l,=inf{2>0:|y|<Ax}
(vel,) bigiminde tanimlanan norm ile soyut M-uzayidir.

2.1.17. Sonug

E diizgiin tam Riesz uzay1, xe E* olmak iizere, I, ~ C(X) (Riesz izomorfik)
olacak gekilde X H-kompakt topolojik uzay1 vardir.

2.2, Sira Sinirl: Operatirler

2.2.1. Tamm ( sirah arakk, sira stmirh kiime )

x ve y, E Riesz uzayinda x <y olacak gekilde iki eleman iken [x,y] =
{zeE:x<z<y} kiimesine sirali aralik ; E nin bir sirali arahif tarafindan

kapsanan altkiimesine de sira simirli kiime denir.

2.2.2. Tanm ( sira simrh operatiér, pozitif operator, arahk koruyan

operatir, Riesz homomorfizmasi, sira siirekli operator )

E ve F Riesz uzaylan, T: E— F operator (lineer doniigiim ) olmak iizere,

(a) E deki her D sira sinirh kiime igin F de 7°(D) sira sinirli kiime oluyorsa,

T ye swra simrl operator ,

(b) E nin her x > 0 elemani igin F de Tx 2 0 oluyorsa, T ye pozitif operator ,



(c) E de x,—> O (sira yakinsak) iken F de Tx,—> 0 (sira yakinsak) oluyorsa

T ye sira siirekli operator ,

(d)Her x,yeE ig¢in T(xvy)=Txv Ty oluyorsa, T ye Ries.
homomorfizmasi ,

(e) T pozitif operatdr ve her xe E* igin 7[0,x]=[0,7x] ohiyorsa, T y

aralik koruyan operator denir.

o E Riesz uzaymdan F Riesz uzaymna sira smirh operatdrlerin kiimesi
Ly(EF) ile gosterilir. T,T, € Ly(EF) igin

T\ <T, < Her 0 < xeFE igin Tix < Tox

ile tammlanan siralama bagintisiyla Ly(EF ) sirali vektor uzayidir. Pozitif
operatodrler sira sinirhdirlar. F' Dedekind tam oldugunda, L,(EF) Dedekind
tam Riesz uzayidir ve bu durumda her swra simrh operatér, iki pozitif
operatériin farki olarak yazilabilir. Bu tezde her operator lineer olarak
alindiindan ve Riesz uzaymdan Riesz uzayina tammlandigindan, operatériin
pozitifli§i ile monoton artanlif denktir.

¢ {x,} c E ve xeE olmak iizere, T: E— F pozitif operatoriiniin sira siirekli
olmasi; x,Tx iken Tx,T Tx olmasi veya x,4 0 iken 7x,4 0 olmasiile
denktir. 7 sira siirh operatér olarak alimrsa, 7" nin sira sirekli olmas: da,
xe 40 iken inf {{Tx,|} =0 olmasna denktir. £ Riesz uzaymdan F Riesz
uzayina sira siirekli operatérlerin kiimesi L,(EF) ile gosterilir ve bu kiime

Ly(EF) nin altuzayidir. ' Dedekind tam oldugunda L, (EF), Ly(EF) iginde
banddur.



e F=IR almirsa Ly(E,IR) E ninsira duali, L,(E,IR) E nin sira siirekli duali
olarak tammlanir ve bu dualler sirasiyla £~ ve E, ile gosterilir. Sifirdan

farkhh her xeE igin f (x) # 0 olacak sekilde fe E~ varsa, £~ E nin

noktalarim ayiran sira dual olarak adlandmlir.

2.2.3. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E~, E Riesz uzayinin noktalarim ayiran sira dual ise, herhangi bir xeE nin

x 20 olmas: igin gerek ve yeter sart her 0 <feE™ igin f(x) 20 olmasidir.

2.2.4. Teorem (Luxemburg and Zaanen, 1971)

1) Her Riesz homomorfizmasi pozitif operatordiir.

2) Tersi olan bir operatoriin Riesz homomorfizmasi olmasi i¢in gerek ve yeter

sart kendisinin ve tersinin pozitif operatér olmalandar.

2.2.5. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw,1985)

E ve F Riesz uzaylan, T: E— F operatér olmak iizere asagidakiler denktir:
1) T Riesz homomorfizmasidir

2) Her xeE igin T(x*) = (Tx)"

3)Her x,yeFE ig¢in T(xAy)=TxATy

4)x,yeE igin xAy =0 iken 7xATy =0

5)Her xeE igin T|x| = |Tx]|.
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2.2.6. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw,1985)

E ve G Riesz'uzaylan, F Dedekind tam Riesz uzayl, S : £ > G poziti
operatér olmak {izere

vs: L(G,F) — Ly(EF)
T - ws(T)=TS

operatdrii igin agagidakiler saglanir:
1) § aralik koruyan operatér ise, s Riesz homomorfizmasidir.

2) S Riesz homomorfizmasi ise, s aralik koruyan operatordiir. |

2.3, Dikligi Koruyan Operatérler

2.3.1. Tamm ( dikligi koruyan operator )

E ve F Riesz uzaylan, T: E— F operatér olmak iizere, herhangi iki x, y €/
igin x Ly iken Tx 1 Ty oluyorsa, T ye dikligi koruyan operator denir.

2.3.2. Lemma (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylan olmak iizere 7: E—> F operatériihiin Ries:

homomorfizmasi olmas: igin gerek ve yeter sart 7 mnin pozitif ve diklig
koruyan operat6r olmasidur.
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Ispat

(=):Her xeE" igin Tx =T(xv0) =Txv T0 =Txv0 =0 oldugundan ]
pozitiftir. Her x, y € E* ; |x|A|y|=01igin |Tx|A|Ty|= T|x|A T|y|=(
oldugundan 7 dikligi korur.

(<):Her x,yeE" ;xAy=0 i¢in x=|x|,y=|y| oldugundan, |x|A]y|=(
dir. Budurumda 0< Tx A Ty < |Tx|A|Ty| =0 oldugundan 7 Ries:

homomorfizmasidir.

e Bir Riesz uzay: iizerinde tamimlanan dikligi koruyan operatorlerin kiimesi
vektor uzay olmak zorunda degildir.

2.3.3. Ornek

S, T:C[0,1] > C[0,1] ; S(fH=fO)1,T(fH=f(1)1 (1eC[0,1] ve he
x€[0,1] igin 1(x) =1) olsun. Her f, g €C[0,1] ve her x[0,1] igin
S(fvg)x) = (fvg)(0)1(x) = mak { f(0), g(0)}
= mak { f(0) 1(x), g(0) 1(x) } = (f(0)1v g(0)1)(x)
= (S(f)vS(g))x

oldufundan S ve benzer olarak 7 Riesz homomorfizmasidir. 2.3.2
Lemmasindan S ve T dikligi koruyan operatérlerdir.

2 . 1 1.
0 , x<=ise ——x , x<— ise
f.ge€C[0,1]; f(x) = 3 , g() = 3
2 2 . 1.
x—g R ng ise 0 . nglse

igin | f|A]g|=0 bulunur. Ancak,
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S+ DIfIAS+D)gl = (1110 +[f1(1))1 A (Ig](0) +]gl(]))1

=(fOI+1/DD1A(gO)]+]g(MD1

=—1-1¢0
3

oldufundan S+ 7 dikligi koruyan operatér degildir.

e Tezin buradan sonraki kissminda Riesz uzaylan, Argimedyan olarak kabul
edilecektir.

2.3.4. Lemma (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylan olmak iizere 7: E— F sira simrh ve dikligi koruyan
operatér ise, her x,y e E* igin (Tx)" A (Ty) =0 dir.

ispat

x,yeE", eelR;0<g<1 olsun. T sira simirl oldugundan her ze E£;0<z<x

igin |Tz|<w olacak sekilde w eF vardir.

A={AelR" :[(TxX)'A(Ty) —ew]" L T((Ax-y)")} kiimesi almsin.

() 0<sy=(y—ex)+ex <(y—ex)"+ex oldugundan (Aliprantis, 1985; Thm.
1.9) 0<y, <(y—ex)",0<y, <ex ve y=y, +y, olacak gekilde y,,), €E
vardir. |T(e7'y;)| = €| Ty2| <w oldugundan | Ty, | < ew dir. Buradan

[(TX) A(Ty) - ew]” < (ITy] - ew)" < (1T | +[Ty2| - ew)" < |Ty]
bulunur. Her 6; 0 < 6 < £ igin

0 S ABx—)) S (y—ex)' A(ex—)' = (y—ex)'A(y—ex) =0
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oldugundan y; L (6x—))" dir. T dikligi korudugundan Ty, L T(6x —y)'
dir. Bu durumda '

[(TX)* A(Ty) —ew]® L T(6x—y)*
oldugundan SeA dir. Béylece [0,6] < A dir.

(i) AeA;A2¢e, 0s56<¢? ve a=mak{],A'} olsun. 221, al>1 ve
herhangi bir Riesz uzayinda #*Av* = uAv)vO0 < 2(uAv)" < (u+v)'
oldugundan
(TxX)" A(Ty) £ (@ATX) A (aTy)
= a[(TAx)" A (Ty)]
= a[(TAx)" A (-Ty)']
< a[TUAx-p]1*
< a[|IT(Ax~y)' | +|T(y-4x)"|]
dirr y—-Ax = y—-(A+8)x+6x < [y—-(A+6)x]" + 6x oldugundan
(y=Ax)" < [y-(A+6)x]* + Sx bulunur. (Aliprantis, 1985; Thm.1.9.) dan
0<y S[y-(A+8)x1,0<y, < 6x ve (y—Ax)" =y +), olacak sekilde y,,
y2 € E vardir. Bu durumda | T(y—Ax)*| < |Tyi| +|Ty2| dir. Aynca as <1
ve 0<y, < dx< &’x oldugundan, @|Ty:| < ag’w < ew dir. Buradan
[(Tx)* A (Ty) - ew]® < [@|T(Ax-p)' |+ a|Ty |+ a|Ty| - ew]”
< a|T(Ax-y)' |+ a|Tn|

bulunur. 4 € A ve herhangi bir Riesz uzayinda # L v ve ac/R igin u L av
oldugundan, [(7x)' A (Ty) —ew]* L a|T(Ax~-y)*| dir. Bu durumda

(T A(TYY = ew]® =[(Tx)' A(Ty) — ew]* A (a|T(Ax-y)' | + a|Tyi|)
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S [(TX)'A(Ty)y —ewl]l* A a|Ty|
< a|Tyh]|

bulunur. Diger yandan 0 < yy A((A+8)x—-y) < (y—-(A+8)x) A
((A+8)x-y)' = 0 oldugundan

NnL((A+8)x-y) = Ty L T((A+8)x-y)"

dir ve dolayistyla [(7x)" A (Ty) — ew]® L T((A+8)x—y)" oldugundan,
her 6;0<6<¢? igin A+5eA dir. Boylece her A; A2 ¢ igin[4, A+£2] < A
dir.

[0,e]Ule,e+6] = [0,e+e2]c A ve [0, e+62 U [8+82,(£+£2)+82]
= [0, £4+282] c A olduBu goz oniine alinirsa, timevanmla her neIN igin
[0, e4ne®]1 < A dir. Sonug olarak, A =[0,0) bulunur.

T nin sira simrhiligindan her ze £; 0 <z <y igin |Tz| <v olacak sekilde
veF vardir. Her 6elR; 6>0 iqin x = (x —0y)"+ x A 8y oldugundan
[(Tx)" A (Ty) - ew]™ < (T%)*
ST =38y)'|+1T(x Ady)l
= |T(x=8))"|+8|T(5" x A )|
< |T(x—8y)t|+ 6v
dir. 6'eA oldugundan [(TX)" A(TY) —ew]* L ST (6 'x Ay) = T(x A Sy)*
dir. Bu durumda her de/R; 6>0 igin
[(Tx)" A (Ty) —ew]” = [(Tx)" A(TY) — ew]* A(|T(x = 8y)"| +6V)
S[(TX)"A(Ty) —ew]t A Sy
< ov Le, )
DOKDMANTASy i 1 UMULS

R caate,
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oldugundan, F nin Arsimedyanhigindan [(Tx)* A (Ty) — ew]* =0 dir. Son
esitlik, 0 <£< 1 olacak gekildeki her £ €IR igin dogru oldugundan, yine I
nin Argimedyanhifindan (7x)" A (Ty)" =0 bulunur.

2.3.5. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylan, T:E—F sira simirh operator olmak iizere, agagidakiler
denktir:
1) T dikligi koruyan operatordiir

2) |T| vardir, her xeFE igin |T||x|=|Tx|=|T|x|| dir ve |T] Riesz
homomorfizmasidir

3) T = T*"-T " dir, T* ve T~ Riesz homomorfizmalandir, her xe £ * igin
T'x = (Tx)", T"x = (Tx)” veher xeE igin T'x L T"x dir.

Ispat

(D) =(2):
() x,yeE;0<y<x igin 2.1.4. teoreminden

Tx =Tx-y)+Ty = [(Tx-») +(Ty)'1-[(TEx-»)) +(Ty)]
ve&
0 < [(TE=-N)Y+(T'IA(TE-») +(Ty)]
S(TE-)VA(T(E=-y)) +(T(x=-y)) A(Ty)"
+ (T(x—y))*A(Ty)' + (T A(Tyy =0

oldugundan



16

|Tx| = (T(x=y))" +(TY)" +(T(x~ )Y +(Ty)
=|Tx-)|+|Ty| 2 |Ty]
dir.
(@) x,yeE;|y|<x olsun. Ty* L Ty~ oldugundan ve (i) den
| Tyl = |Ty" = Ty"| = |Ty* + Ty"| < |T|y|| < |Tx|

bulunur. Béylece her xe E™ igin |7x | =sup { | Ty|: |y| <x} dir. (Aliprantis,
1985; Thm.1.10.) |T| vardir ve her xeE* igin |T|(x) = |Tx| dir. xeE igin
Tx* L Tx~ oldugundan

IT1x{| = |Tlix| =TI +|T|(x7) = [Tx*|+|Tx7|
= |Tx*|v|Tx™| + |Tx*|A|Tx"| = |Tx* = Tx"| = |Tx|

dir. Ayrica x,y€E;xAy=0 igin |T|X)A|T|(}) = |[Tx|A|Ty| =0
oldugundan, | 7| Riesz homomorfizmasidir.

2)=>@): R =%(|T|+T) ve S=—;—(|T|—T) alimirsa, 7=R- S ve bu

esitlifin boyle yazahig1
RAS =%[(|T|+T)A(|T|—T)1 = 0TI+ (TA-T)]

[IT|--TvT)]=0

N |

oldugundan tektir, yani 7"=R ve 7™ =S dir. x,yeE; xAy =0 igin
OST'xAT'y <|T|xA|T|ly =0

oldugundan 7 ve benzer olarak 7~ Riesz homomorfizmasidir. Her xe E* igin
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T'x =[~;—(|T|+T)](x) = %(|T|x+Tx) = %(ITx|+Tx)

%((Txv—Tx)+Tx) = -;—(ZTXVO) = (Tx)"

dir ve benzer olarak T x = (Tx)" dir. Ayrica, 2.2.5. teoreminden her xe &
igin
IT* | AT x| = T*|x| A T7)x| = (T|x|)* A(Th|) = 0

oldugundan 7*x L 77x dir.
B)=>(): x,yeE;x Ly igin
0 <I|Tx|A|Ty| = |T*x-Tx|A|Ty-Ty|

= (T%IvIT ) ATy vITy])

= (Tlx|v TIx|) ATyl v T7Ip1)
= (T ATy D V(T XA Ty v (TIx | A Ty 1) v (T7]x] A T71y))

= [(TIx1)" A(TIyIY TV (TIx]) A(TIp])"]1 =0

oldugundan 7 dikligi korur.

2.4, Orthomorfizmalar ve Ozellikleri

2.4.1. Tanim ( merkez operatorii, ideal koruyan operatér, band koruyan

operatér, orthomorfizma )

E Riesz uzayi, T: E— E operator olmak iizere,



18

(a) Her xeE ve bir AelR" igin |Tx| < A|x| oluyorsa, 7 ye merkez

operatori,

(b) Her xeE igin |Tx|< A,|x| olacak gekilde A,eIR" varsa, T ye ideal
koruyan operator, |

(c)Her x,yeFE igin x L y iken Tx L y oluyorsa, T ye band koruyan
operator,

(@ T swra smrh operatér ve band koruyan operatér oluyorsa, 7 ye

orthomorfizma denir.

e 7. E— E operatériiniin ideal koruyan operatér olmasi, her xeFE igin
Tx el, olmasi ile; band koruyan operatér olmasi, her xcE igin Tx €B,
olmasi ile denktir. Merkez operatorii, ideal koruyan operatér; ideal koruyan
operatdr, sira simirhi ve band koruyan operator; band koruyan operator, dikligi
koruyan operatérdiir. £ Riesz wuzayr iizerinde tanimlanan merkez
operatorlerinin, ideal koruyan operatorlerin ve orthomorfizmalann kiimeleri
sirastyla, Z(E), Con(E) ve Orth(E) ile gosterilit. Z(E) ¢ Con(E) <

Orth(E) ¢ Ly(E) dir. E Dedekind tam ise, Z(E), Con(E) ve Orth(E)
Dedekind tam Riesz uzaylaridir. Bu durumda / € Ly(E) o6zdeslik operatorii

Orth(E) nin zayif sira birimi, Z(E) nin sira birimi oldugundan, L,(F) iginde
bu operatériin tirettigi band Orth(E), trettigi ideal Z(E) dir ve ayrica Con(E)
idealdir.

2.4.2. Teorem (Zaanen, 1983; Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Arsimedyan Riesz uzayi olmak iizere, Orth(E) noktasal siralama altinda
Argimedyan Riesz uzayidir.
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ispat

Orth(E) sirah vektor uzayidir. 7e Orth(E) igin 2.3.5. teoreminden |7 var

ve her xeE igin |T||x|=|Tx| oldugundan |7’| sira simrhdir. Ayrica x 1L y
iken

0 <ITIx| Ayl = ITlIxIAly] = |Tlx|Aly] = |Tx[A]ly| =0

oldugundan | T|eOrth(E) dir. S, T € Orth(E) igin
SvT= %(S+T+|S—T|) ve SAT= —;-(S+ T-|S-T1)

esitlikleri saglandigindan Orth(E) Riesz uzayidir ve her xeE" igin
SvIE=SEVTE ve SAT)X) =SEx) A T(x) dir. Te Orth(E)"
iken, her neIN* igin

(W' TA0)YX) = (W' TX)AO=T(n'x)A0 =0

oldugundan Orth(E) Arsimedyandir.

2.4.3. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw,1985)

Bir ( Argimedyan ) Riesz uzay: iizerindeki her orthomorfizma sira siireklidir.

Ispat

E Riesz uzay1, T: E— E pozitif orthomorfizma ve E de x,4 0 olsun. Her a
igin 0 <x, <x olacak gekilde xe E ve 0 <y < Tx,<Tx olacak gsekilde ye £
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alimirsa, her £ >0 igin (x, —&x)' A (xo,—£x)” = 0 ve T orthomorfizma
oldugundan

0L (V—eTx)" A(xga—&x) STGa—€x) ' A(xeg—€x) =0

dir. Dier taraftan, her £ > 0 ve her a<f igin (x; — ¢x)” < (xg — €x)
oldugundan (y —&Tx)* A (x,—¢&x)” T dir ve ayrica

(xg—€x) = (ex—x,)" < &x

(P—eTx)' A(xg—6x)y <z => (y—eTx)' Anex <z
oldugundan,
V-eTx) ' A@a—ex) T (y—€Tx)" nex

dir. Boylece, her £>0 igin (y—&Tx)" A ex =0 bulunur. €21 igin 0<
(y—eTx)" Ax < (y—eTx)" Aex =0 ve bununla beraber 0 < &< 1 igin
(y—eTx)" Ax< &' (y—&Tx)" Ax oldugundan, her £>0igin (y — & Tx)" Ax
=0 dir. £ nin Argimedyanhindan y A x =0, dolayistyla y A Tx =0 ve
buradan Tx,4 0 elde edilir.

Herhangi bir 7T € Orth(E) dikligi koruyan operatér oldugundan, 2.3.5.
teoreminden 7 = 7*-T" dir ve yukanda yapilanlardan 7,7 sira siirekli
oldugundan, 7 de sira siireklidir.

e E ve F Riesz uzaylan olmak iizere, 7: E — F sira sirh operatérii igin
|7'| varken, Ny = {xeE:|T||x]|=01} olsun. |x| <|y| ve yeNr igin
0<|T||x| £|T]ly] =0 oldugundan xeNr dir. x,yeNr i¢in |T|(|x|+]|y|)
=|T||x|+|T|ly| =0 oldugundan |x|+|y| eNr ve bununla beraber
|x+y|<|x|+]|y| oldugundan x+y e Ny dir. AeIR, xe N7 igin |T||Ax|=
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ITI(1Allx]) =] Al T)|x| =0 oldugundan Ax e Nr dir. Boylece N, E iginde
idealdir. Ny, T nin null ideali olarak bilinir.

2.4.4. Tamm ( Dedekind tamlayan )

E Argimedyan Riesz uzayi, E Dedekind tam Riesz uzayt olmak iizere; F, E
nin bir (yine F olarak tanmimlanan) Riesz altuzayma Riesz izomorfik ve her

xeE igin x=sup{yeE:y<x}=inf{zeE:x<z} oluyorsa, £ ya E nin
Dedekind tamlayar denir. ’

2.4.5, Teorem (Zaanen, 1983; Aliprantis and Burkinshaw,1985)

E Riesz uzay iizerindeki herhangi bir 7' Orth(E) birtek T e Orth(E)
geniglemesine sahiptir.

2.4.6. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Aryimedyan Riesz uzayr ise, Orth(E) = { T e Orth(E) : T(E)c E }
esitligi saglanur.

2.4.7. Teorem (Zaanen, 1983; Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

Herhangi bir orthomorfizmamn ¢ekirdegi banddir. Ozellikle bir kiime iizerinde
iki orthomorfizma egit ise, o kiimenin iirettigi band iizerinde de egittir.
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Ispat
T € Orth(E ) olsun. Orthomorfizmalar dikligi korudugundan 2.3.5.
teoreminden CekT = Ny dir. T sira siirekli oldugundan, {x,} < CekT ;

0<x,Tx igin Tx, = Tx (stra yakinsak) ve buradan x € CekT ; yani
CekT sira kapah bulunur. Béylece Cek 7" banddir.

S,Te Orth(E) ve E nin D altkiimesi iizerinde S=7 olsun. R=S-T
orthomorfizmas1 D iizerinde sifir oldugundan D < CekR dir. (CekR band

oldugundan D nin iirettigi band: kapsar. Boylece D nin iirettigi band iizerinde
de S=T bulunur.

2.4.8. Sonug

e, E Riesz uzayin zayif sira birimi ve 7, S € Orth(EF) olmak iizere,
Te=Se iken T'=S dir.

2.4.9. Onerme (Pagter, 1981; Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Dedckind tam Riesz uzay1 olmak iizere, x,y €E igin 0<x <y iken 7x=y
ve 0 < T </ olacak sekilde 7 e Orth(E) vardir.

2.4.10. Lemma (Luxemburg and Schep, 1978)

E ve F Dedekind tam Riesz uzaylan 7'e Ly(EF) sira siirekli operatér olmak
tizere, asagidakiler denktir:

1) |T| aralik koruyan operatérdiir.
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2)Her R: E — F;0<R<|T| pozitif operatoriiigin 0<S</ ve R=|T|-S
olacak sekilde S e Orth(E) vardir.

2.4.11. Teorem (Zaanen, 1983)

E normlu Riesz uzay: (£ iizerindeki norm, Riesz norm) ve 7eOrth(E) iken
T nin norm smirh olmasi igin gerek ve yeter sart 7 €Z(E) olmasidir. E
Banach 6rgiisii ise, Orth(E) = Z(E) dir.

2.5. /- Cebirleri ve Ozellikleri

2.5.1. Tamm ( Riesz cebiri, /- cebiri )

(a) A Riesz uzay1 ve cebir olmak iizere, her x,y e A" igin xy € A" oluyorsa,

Aya Riesz cebiri denir.

(b) A Riesz cebiri olmak tizere, x Ly iken her zeA igin xz Ly ve zx Ly
oluyorsa, A ya f-cebiri denir.

e A f-cebiri olmak iizere, x,y € A" igin xAy =0 iken xyAy =0 oldugundan
xy=xyAxy=0 dir. Herhangi iki x,y€A i¢in xy = x"—x")(y*'-y") =
x*y*=x"y*—x*y +x"y~ oldugundan, x L y iken xy =0 ve benzer
olarak yx=0 duir.
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2.5.2. Teorem (Zaanen, 1983; Aliprantis and Burkinshaw,1985)

Her Argimedyan f-cebiri degigmelidir.

ispat

A Argimedyan f-cebiri olmak iizere yeA ve S,7: A—> A;Sx)=xy,
T(x)=yx olsun. S ve T nin orthomorfizma olduklan agiktir. S(y) = y* = 7(y)
oldugundan y nin iirettigi band iizerinde ve dolayisiyla y nin irettigi ideal
iizerinde S=7 dir. xe/] igin S(x)=T(x)=0 oldugundan 7,®I; sira
yogun ideali (Aliprantis, 1985; Thm.3.3.) iizerinde ve béylece A iizerinde
S =T dir. Yapilanlar her ye A igin dogru oldugundan A degismelidir.

o f-cebirinde her x igin x* = (x*)?+ (x")? = 0 dir. Argimedyan f-cebirinin
e birim elemam ¢ = ¢ > 0 n goriigiinde pozitiftir. Diger taraftan e Ax =0

iken x =xAx =xeAnx =0Ax =0 oldugundan e zayif sira birimdir.

2.5.3. Teorem (Zaanen, 1983; Aliprantis and Burkinshaw,1985)

E Argimedyan Riesz uzay1 olmak iizere, Orth(E) bileske islemi altinda /
Ozdeslik operatdriinii birim kabul eden Argimedyan f-cebiridir.

Ispat

24.2. Teoreminden Orth(E) Arsimedyan Riesz uzayidir. Orth(E) nin,
iizerindeki ¢arpim bilegke iglemi olarak ahindiinda Riesz cebiri oldugu agiktir.
R,S,TeOrth(E)" igin SAT =0 iken her xeE™" igin
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SxATx = SAT)(x) =0 = (RSAT)(x) =RSxATx =0
ve
OSSRATYX)=SRxATx<SRxvX)ATRxvx)=(SAT)(Rxvx)=0

oldugundan Orth(E) f-cebiridir.

e S,TeOrth(E) igin ST =0 iken
0 < (ISIAITD? = (ISIAITD) (ISIAIT) S |SIIT| = |ST| =0

oldugundan S L 7 dir. Béylece S,T € Orth(E) olmak lizere, ST =0 olmas
igin gerek ve yeter sart S L 7 olmasidur.

2.5.4. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)
A birimli Arsimedyan f-cebiri olmak iizere,

P A>O0rth(A) ; pu(x)=ux

U > 9y

operatrii.  f -cebir izomorfizmasidir. £ Riesz uzayr igin Orth(E ) =
Orth(Orth(E)) olur.

Ispat

¢ nin lineer ve garpmay: koruyan doniigiim oldugunu gérmek kolaydir. e, A

nin birim elemam olsun. S e Orth(A) igin pg, (e) = S(e)e = S(e) ve
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bununia beraber B. = A oldugundan A iizerinde g, =S, yani g

Ortendir. u;,u;€A igin p, = g, olmak iizere,
p.(e)=p, () > me=wme > u=u,

oldugundan g birebirdir. # €A igin u >0 ise, her xe A" igin p,(x)=ux>
0 oldugundan g, > 0 olmas: ve bununla beraber p, 20 ise, u=ue=
4 (e) oldugundan # >0 olmasi @ nin Riesz homomorfizmasi oldugunu

gosterir. Sonug olarak ¢ f-cebir izomorfizmasidir.



3. ILISKi OPERATORLERI

3.1. Lokal Konveks-Selid Topoloji

3.1.1. Tammm ( konveks kiime, dengeli kiime, soguran kiime )

X vekt6r uzayinin altkiimesi D olmak iizere,

(@ x,yeD ve 0<A=<1 olacak gekilde Ae/R igin Ax+(1-A)y €.
oluyorsa, D ye konveks kiime ,

(b)) xe D ve |A]<1 olacak sekilde Ae/R igin Ax e D oluyorsa, Dy
dengeli kiime ,

(¢) xe X i¢in Ax e D olacak gekilde A€lR; A >0 varsa, D ye emen kiim
denir.

3.1.2. Tamm (iki kiimeyi ayiran ve kesin ayiran lineer fonksiyoneller )

X vektdr uzaymin bogtan farkh altkiimeleri C ve D, X iizerinde tamml
lineer fonksiyonel f olmak iizere,

(@)Her xe C ve ye D igin f(x) 2z ve f(y) <z olacak sekilde ze /R varsa
f Cile Dyiaynir,

(b)Her xe C ve ye D igin f(x) 2z+& ve f(y) <z olacak sekilde ze IR w
€ >0 sayis1varsa, f C ile D yi kesin ayirir denir.

3.1.3. Tamim ( lineer topoloji, topolojik vektor uzayi )

X vektor uzay, ¢ X iizerinde topoloji olmak iizere,
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XxX->X , RxX->X
x,y) &> x+y (A,x) > Ax

fonksiyonlan siirekli ise,  ya lineer topoloji , (X, ) ya topolojik vektor uzay:

denir.

3.1.4. Tamim ( lokal konveks uzay, lokal solid Riesz uzay: ve lokal
konveks-solid Riesz Uzay )

(a) X vektor uzay: iizerindeki 7 lineer topolojisi konveks kiimeleri igeren
sifirda bir tabana sahip ise, ¢ ya lokal konveks topoloji , (X ,7) ya lokal
konveks uzay denir.

(b) E Riesz uzay iizerindeki 7 lineer topolojisi solid kiimeleri igeren sifirda
bir tabana sahip ise, 7 ya lokal solid topoloji , (E,t) ya lokal solid Riesz uzay:
denir.

(c) E Riesz uzay iizerindeki 7 lineer topolojisi, lokal konveks ve lokal solid
ise, ¢ ya lokal konveks-solid topoloji , (E,t) ya lokal konveks-solid Riesz

uzay! denir.

3.1.5. Teorem (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

(X,7) lokal konveks uzaymmn ayrik konveks altkiimeleri C ve D olsun. C
7 -kompakt ve D r-kapal ise, C ile D yi kesin aywran f r-siirekli lineer
fonksiyoneli vardir. ( Yani, her xe C ve ye D igin f(x) <z <z+e&<f())
olacak gekilde ze IR ve £> 0 sayisi vardir.)
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3.1.6. Tamim ( yarmorm )

X vektor uzay: olmak iizere, p: X— IR doniigiimii
(@) Her xe X igin p(x)20

(b) Her x,y e X igin p(x+y) < p(x)+ p(y)
(c)Her A€lR veher xeX igin p(Ax)=|4|p(x)

ozelliklerini sagliyorsa, p ye X iizerinde yarinorm denir.

3.1.7. Tamm ( acik kiime )

®, X vektor uzay: iizerindeki yarmormlarin bir ailesi ve U ¢ X olsun. Her
xoeU igin n;l{ xeX: p(x—x)<g}cU olacak sekilde py,...,p, € P

Ve &,...,&>0 varsa, U ya agik kilme denir.

e Bu sekilde tamimlanan agik kiimelerin ailesi ¢ olarak alimrsa, 7 ya @
yarmormilar ailesi ile belirlenmis topoloji denir. 7 topolojisinin Hausdorff

olmas: igin gerek ve yeter sart [ pc@f{xeX: p(x)=0} = {0} olmasidir.

3.1.8. Teorem (Cristescu, 1977)

@ yarmormlar ailesi ile belirlenen X vektor uzay: iizerindeki topoloji lineer

ve lokal konvekstir.

i&mmmmm HMERIEE
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3.1.9. Tamim ( Riesz yarinormu )

E Riesz uzayi iizerindeki p yarinormu, her x,y e€F ig¢in |x| <|y| iken
px) < p(y) dzelligini sagliyorsa, p ye Riesz yarinormu denir.

3.1.10. Onerme (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E Riesz uzay: iizerindeki p yannormunun Riesz yarinormu olmas: igin gerek
ve yeter gart U, nin solid kiime olmas:dir.

Ispat

=) ly|<|x] ve xeU, olsun. Bu durumda p(y) < p(x) <1 oldugundan
yeU, dir.

(<): x,yeE igin |x|<|y| olsun. Her £>0 igin
(e +&) ' x] < (P +&) 'y ve (p(V)+&) 'y e U,

oldugundan (p(y)+¢&)"'y € U, dir. Buradan her £>0 igin p(x) < p()) +&
ve bdylece p(x) < p(») bulunur.

3.1.11. Onerme (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)
E sira duali noktalarim ayiran Riesz uzay1, f'€ E~ olmak iizere -

PriE—>IR; pr(x)=|f]lx|

doniistiméi £ fizerinde bir Riesz yannormudur.
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Ispat

J € E” olmak fizere, her x,y e E ve AR igin

(@) prx)=111lx|20

(B) [x+y|<|x|+|y| oldugundan ve |f| nin pozitifli§inden
Pr(x+y) = fllx+y| < |fIUxI+|yD) = IflIx]+|f1Iy] = pr®) +pr(»)

© pr@x) = llAx] = |AIUANXD) = 2|1 FNx]) = | 4] pr(x)
@) Ix|<|y| iken ps(x) = |fllx| < |fll¥] = pr(¥)

oldugundan p, Riesz yarnnormudur.

¢ E sira duali noktalanim ayiran Riesz uzayi olmak iizere, {p,: feE "}
yarmormlar ailesi 3.1.8. Teoreminden E iizerinde lineer lokal konveks topoloji
tammlar 3.1.10. Onermesinden bu topoloji lokal soliddir. Bu topolojiye
mutlak zayif topoloji denir ve |o](E,E”) bigiminde gosterilir. Benzer

sekilde f € E~ olmak iizere

PriE—>IR; pr(x)=|f(®)]

déniigiimiiniin bir yarinorm oldugu gosterilerek { o, : f € E~} yarmormlar
ailesinin belirledigi lokal konveks-solid topoloji elde edilebilir. Bu topolopye
de zayif topoloji denir ve o(E,E™) bigiminde gosterilir.
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o E sira duali noktalarint aywran Riesz uzay1 olmak iizere, her fe E™ ve
her xeE igin |f(x)| <|f||x]| dir. Buradan her Ue o (E,E") ve xeU igin

fiseeisfn€E™ ve g,...,6>0 iken

i=1

() (xeX: 1fllx-xl<a} < [) (xeX: f(x-x)l <&}

oldugundan U € |o|(E, E~) bulunur. Béylece o(E,E™) c |o|(E,E™) dir.

3.2. Operatdr Genigletmeleri

3.2.1. Lemma (Hart, 1985)

E diizgiin tam Riesz uzay1 olmak iizere, |y| < x olacak sekilde her xe E* ve
her ye E igin y =Tx esitligini saglayan bir 7TeZ(/,) vardir.

Ispat

2.1.17. Sonucundan xeE” i¢in ¢: I, > C(X); p(x)=e (e: X— IR ; her
ueX igin e(u) =1) Riesz homomorfizmasi olacak gekilde X H-kompakt
topolojik uzay vardir. y, z e, olmak iizere, yz= ¢ '( ¢(y) ¢(z)) garpimiyla
I, birimi x olan bir f-cebiridir. C (X') birimli f-cebiri ve Banach 6rgiisii
oldugundan

I, = C(X) = Orth(C (X)) = Z(C (X))
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o 1. — Z(1)
Yy Py

¢arpma doniigiimii igin @, , Z(/,) de birimdir ve |y| <x iken @,eZ(/,);
#y(¥)=yx =y oldugundan 7 = g, bulunur.

3.2.2. Lemma (Pagter, 1981)

E dizgin tam Riesz uzayi, / cE ideal ve / Inmn diizgiin kapamg olmak
tizere, her T e Z(I), bir tek Te Z(I) geniglemesine sahiptir.

3.2.3. Teorem (Hart,1985)

Diizgiin tam Riesz uzaymmn Riesz altuzayr G ve G nin urettii ideal ve
diizgiin kapah ideal sirasiyla 7 ve 7 olsun.

(1) Her TeCon(G), bir tek Te Con(]) genislemesine sahiptir.

(2) Her TeZ(G), bir tek Te Z(I) genislemesine sahiptir.

Ispat
(1) TeCon(G) olsun.

(i) 1, 0 < xeG nin iirettidi ideal ; yani /g= 7= 17, olsun. 3.2.1. Lemmasindan

her yel igin y=S,x olacak gekilde bir tek S,eZ(/) vardur.

operatdrii igin, ye/ iken
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\Ty|=18,Tx|=|y Tx|=|y||Tx|<|y|Ayx= Ay (x|y])= A,|y|
olacak gekilde A,€/R* var oldugundan, T'e Con(I) elde edilir. Her zeG igin
Tz=8,Tx=(S,T)x=(TS;)x=T(zx)=Tz

oldugundan 7, T nin G den [/ ya geniglemesidir.

(ii) Her xeG igin Ig=1 # 1, olsun. Her 0 <x eG i¢in IgNnl, = I,
oldugundan (i) de yapilanlardan dolayn 7 nin G /7,den I,e bir T,

geniglemesi vardir. Herhangi bir ye/ igin |y| < x olacak gekilde bir xeG
vardir ve yel, dir.

tammlansin. /, < I oldugundan T anlamhdir. |y| < z olacak sekilde zeG
almsin ve w=xvz olsun. /, < 7, oldugundan x e GN 7, dur. B;l durumda
T nin GN/I.den I,eve GNnI,dan I,yaswrasiyla 7, ve T, geniglemeleri
igin T,x=Tx= T,x oldugundan 7, de T, = Tu bulunur. Benzer olarak 7,
de 7,=T, bulunur. ye I,nI; oldugundan 7,y=7,y= T,y dir. Béylece
T nin tamm x den bagumsiz, baska bir deyisle 7 iyi tanmhdir. 7 lineer
donitgimdiir. Her ye! igin |Ty|=|T,y|<A,|y| olacak sekilde 4,e/R* var
oldugundan, TeCon(I) elde edilir. Ayrica her yeG igin Ty =T, y=Ty
dir. Sonug olarak 7, 7 nin (bir tek ) geniglemesidir.

(2) TeZ(G) olsun. (1) in ispat1 sabit A€ /R" i¢in aym bigimde uygulandiginda
TeZ(I) geniglemesi elde edilir. 3.2.2. Lemmasmndan 7, bir tek (aym
gosterimle) Te Z(7) genislemesine sahiptir.
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3.2.4. Ozellik (Hart,1985)

E Dedekind tam Riesz uzayi, G c E Riesz altuzayr olmak iizere; her TeZ(G),
G ¥ uzerinde T =0 olacak gekilde bir tek TeZ(E) genislemesine sahiptir.

Bu duramda Z(G), Z(E) deki G ?yi sifirlayan operatorlerden olusan bir band
olarak tamm!lanir.

ispat

E Dedekind tam ise, diizgiin tamdir (Luxemburg, 1971; Thm.42.6). 3.2.3.

Teoreminden G ideal olarak ahmabilir. [,(£ ) nin Riesz uzay1 olmasi

goriigiinde genelligi bozmadan, 0 < 7T € Z(G) olsun. G, G nin Dedekind
tamlayan: iken her xe E* igin

" xeG o x,Tx olacak sekilde {x} <G var & xeGH
onermesinin dogrulugundan ve 2.4.5. teoreminden her 0 <xe G igin

Tx =sup {Ty:0<y<x,yeG}
=inf {7y:0<x<y,yeG}

olacak sekilde 7 nin bir tek TeOrth(G ™) genislemesi vardir. Bir AeIR* ve

her xeG# igin

Tx*=sup {Ty:0<y<x*,yeG}
S<supfAy:0<y<x*,yeG}

< Ax*

ve benzer olarak Fx~<Ax~ oldugundan
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|Txl=T|x|=T(x*+x)<A(x*+x7)=1|x|

bulunur. Boylece 7eZ(G %) elde edilir. E Dedekind tam ve G?, E iginde

band oldugundan £ = GY®G% dir. Herhangi bir ue £ nin G iizerindeki
projeksiyonu v oldugunda

alimirsa, Te Z(E) ve TG* = {0} dur.

v:Z2(G) > ZE)
T » T

olarak elde edilen y doniisiimii Riesz izomorfizmasi oldugundan Z(G) =

{TeZ(E): T|,. =0} dir.

3.2.5. Lemma (Hart, 1985)

D, E Riesz uzaymn alt vektér uzayi, G, D nin iirettifi Riesz altuzayr olmak
izere; x e D, yeF igin x* Ly iken (Tx)" Ly ozelligini saglayan 7: D - D
lineer doniigimi G den G ye bir pozitif orthomorfizma geniglemesine
sahiptir.

fspat

xeD" iken x"=0=(~x)" olmasi, her y eFE igin (7x)~ Ly ve dolayisiyla
(Tx)~ € E/={0} olmasim gerektirdiginden, 7x20 dir. O halde T pozitiftir.
Aynicax L y olacak gekilde xe D ve yeF alimrsa, x* Ly ve x~ Ly dir.
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Buradan (7x)" Ly ve bununla beraber x "= (~x)*, (Tx) =(-Tx)* =
(T(—x))* esitliklerinden (7x)” Ly olmasi, Tx 1y oldugunu gosterir.
X5y Xn €D ve yeF igin
xI"Aoax, Ly iken (Tx))' A A Tx) Ly, }
(1)

Xy A.onx, Ly iken (Tx)) A...ATx,) Ly

dir. {1,...,m} den {1,...,n} ye dSniigiimlerin sinifi C7, olsun.

zpek (i=1,...,m ; j=1,...,n; k=1,...,p) igin

m n P n P

AV Azz=0 AViz, =0 (i=l,...m) .
J

i=1 j=1k=1 =] k=1

m n P n

4 -— >
ANV Nz,=0& V Az ,n=0(i=1,...,m)
f=1 J=1 k=1 $eCt j=1

m P
+
veCy i=l k=1

oldugundan,

m n P

AV A zy =0 < Her ief{l,...,m}, her ¢eC? igin Nz, 4n=0
Jj=1

i=1 j=1 k=1

@)

m P

her weC"” igin [/3\] kvﬂ Z ik =0
dir. Enaziki m,neIN veher i=1,...,m; j=1,...,n igin x;€ D iken G nin

her elemam

n m

N\ Vx!j

j=1i=1
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bigiminde yazlabilir. 7 nin D den G ye geniglemesi

n m n m

T(/\Vx,j) = AV T(xy)

Jj=1i=1 J=1 i=l
ile tammlansin. k=1,...,p; I=1,...,q igin yye D olmak iizere,

n m q P

AVx; =NV yu

j=1i=1 1=1 k=1
kabul edilirse, :

n m 49 P

AV VA(xy—yu)=0

J=1i=1 I=l k=1
dir. (1) ve (2) den

n m q P

AV Tx, /\V Tykl
k=1

j=li=1

bulunur. Béylece 7 iyi tammhdir. 7 lineerdir. xeG ve yeE olmak iizere

X = /\V.X'y' (VXyED)
j=l i=1
iken
x*Ly < Her yeC’ igin /\x”,(j) Ly

dir. Bu duruma (1) in uygulanmasiyla (7x)* Ly elde edilir. Sonug
olarak 7T pozitif orthomorfizmadir.
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¢ 3.2.5. Lemmasindaki 7 operatorii igin, ayrica “her x € D" igin Tx < A, x
olacak gekilde A, eIR" var” onermesi verilirse, 7 nin genislemesi Con(G)
dedir ; “her x € D" ve bir A elR" igin Tx < Ax™ 6nermesi verilirse, 7nin

geniglemesi Z(G) dedir.

3.3. iligki Operatdrii ve Ozellikleri

3.3.1. Teorem (Hart, 1985)

E ve F Riesz uzaylan, Te Ly(EF) dikligi koruyan operatér, G 7E nin iirettigi
Riesz altuzay1 olmak iizere, her SeOrth(E) ve her xeE igin @p(S)(Tx) =
T (Sx) olacak gekilde @;: Orth(E) — Orth(G) f-cebir homomorfizmasi

vardir ve tektir. Aynca, @;(Con(E)) c Con(G) ve @r(Z(E)) c Z(G) dir.
Ustelik, her SeOrth(E) igin |T|E ye @r(S) nin kisitlamas1 @;7(S) dir.

Ispat
xeE ve SeOrth(E) igin @r(S): TE—> TE ; @r(S)(Tx) = T(Sx) olsun.
(a) D(S) anlamhdir.
(b) Cek T vektor uzayrdir. |x| <|y| ve ye Cek T iken
0 < |Tx| = ||T|x| < |Tlly| = |Ty| = 0

oldugundan x € Cek T dir. Boylece CekT idealdir.

{x.} < CekT, x, > x (u-yakinsak) olsun. Her £>0 ig¢in n, < n iken

|x, —x| < gu olacak gekilde n,eIN vardir. Buradan
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|Tx, = Tx| = |T||Xn—x| < € |T|u

oldufundan Tx, —» Tx (/T/u-yakinsak) bulunur. Bu durumda, 7" u-siirekli
oldufundan x € CekT dir. Béylece (CekT diizgiin kapalidir. S diizgiin kapah
idealleri korudugundan (Pagter, 1981), S(CekT) < CekT; yani her x € CekT
igin T(Sx)=0 dir. x, yeFE igin Tx = Ty iken 7S(x—y)=0 ve buradan

DPr(S)(Tx) = T(Sx) = T(Sy) = Pr(S)(Ty)
oldugundan @7(S) iyi tammlidur.
(c) D1(S) lineerdir.

@) (TH'$Y = {xeE: T*x Ly} vektor uzayidir. 7 dikligi koruyan
operatdr oldugundan 2.3.5. teoreminden 7% Riesz homomorfizmasi, 2.3.2.
lemmasindan 7" dikligi koruyan operatér ve yine 2.3.5. teoreminden
T*=|T*| veher xeFE igin T*|x|=|T"x| dir. |x|<|z| ve ze(TH {H}?
iken

| T'x| =THx|<TH|z|=|T"z| ve T zLly |
oldugundan x e (7)) §{y}? dir. Boylece (7 {y}? idealdir.
{x,3 <(TH' 9}, x,— x (u-yakinsak) olsun. Her £>0 igin n.<n iken
| T %, —T*x| =T |x,~x| < e T"u

olacak gekilde n,eIN var oldugundan, 7*x, - T x (T u-yakinsak)
bulunur. Bu durumda 7* w-siirekli oldugundan x e (79 {y}? dir. Boylece
(T {y}? diizgiin kapahdir.

S$20 ve xeE, yeF igin (Tx)' Ly olmak iizere,

T'x 4+ T x* =T (=xvO)+ T (xv0) = (~-T*xv0)+(T xv0)
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=(-T"'xvT x)+0=—(T"'xA-T"x)=0
oldugundan,
(T = (T*'x=Tx) =(T*'x"+T"x ~T*'x =T x*)Y = T'x*"+T x

ve bununla beraber, 7*x* < (Tx)* ve T x~ <(Tx)" oldugundan 7*x* Ly
ve T-x Ly dir. S, (TH? {y}? dizgin kapah idealini korudugundan
T*'S(x" Ly ve T°S(x") Ly dir. Bu durumda,

(Dr(S)(Tx))" = (T(Sx)) = T"(Sx)+T7(Sx) Ly

elde edilir.

Yukarida yapilanlarla @;(S) : 7E - TE operatérii 3.2.5. lemmasindan
dolayi, @,(S):G —» G pozitif orthomorfizmasina genigler. Boylece
D : Orth(E) — Orth(G) doéniigtimii anlamhidir.

S1, 52 € Orth(E) ve xeE igin S =8, iken
Dr(S)(Tx) = T(Six) =T(S:x) = Dr(82)(Tx)

oldufundan 7F iizerinde ve dolayistyla G iizerinde @7 (S)) = @, (S,) dir.
Buradan @, doniigiimii iyi tanimli olur.

@y lineerdir. S20 igin @7 (S) 20 oldugundan P, pozitiftir.
S1,82 € Orth(E) ve xe Eigin

Pr($185)(Tx) = T[($182)x] = T[S ($2x)] = Pr(S1)(T$2x)

= Or(S)[ Pr(S20(Tx)] = (Pr(S1) Pr($2)) (Tx)

oldugundan 7F iizerinde ve dolayisiyla G iizerinde
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Dr(8152) = Pr(S1) Pr(S2)
dir. 8,85, € Orth(E) igin S, L S, iken
Dr(S) Pr(S2) = Pr($18:) = Dr(0) = 0
oldugundan @7(S;) L &r(S,) dir. Béylece, @, f-cebir homomorfizmasidir.
SeZ(E) olmak iizere, her xe E ve bir 4 eIR" igin

| Pr(S)(Tx)| < |T(Sx)| < |T||Sx| < A|T||x| < A|Tx]

oldugundan @r(S)e Z(G) dir. Boylece, @;(Z(E)) < Z(G) ve benzer olarak
D1 (Con(E)) < Con(G) dir.

Son olarak her xe E* ve her SeOrth(E)* igin
Dr(S)(IT|x) = | @r(S)(Tx)| = |T(Sx)| = |T|(Sx)

oldufundan her xe E ve her SeOrth(E) igin @r(S)(|T|x)=|T|(Sx) yani,

Dr(S) T = ¢|T|(S)

® 3.3.1 teoremindeki durumda 7 pozitif ise, dikligi korudugundan Riesz
homomorfizmasi olur ve 7F Riesz altuzayt ( T(x Ay) = Tx ATy ) bulunur.
Yani bu durumda yapilan ispatin ilk kism1 gerekli degildir. Her xe £ igin

IT|x = |T|(x*~x7) = |T|x*"=|T|x" = |Tx*|-|Tx | eG

oldugundan |T'|E c G dir. T pozitifise |T|E =TE =G, degilse |T|E cG
dir. Diger taraftan |7'|E ve TE nin iirettigi idealler aymdir.
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e Dikligi koruyan operatorler ve dolayisiyla orthomorfizmalann goriintitleri
Riesz altuzay: olmak zorunda degildir.

3.3.2. Ornek

T:C[-1,1] » C[-1,1] ; Her xe[-1,1], her fe C[-1,1] i¢in Tf(x) = xf(x)
olsun. 7 lineer déniigiimdiir. f,geC[-1,1]; fL1l g ve xe[-1,1] igin

(77 1A TgD(x) = min{|7f|(x),|Tg|(x) } = min{[7f(x)|,|Tg(x)|}
= min{ |x f(x)|,|xg(x)|} = |x|min{|f(x)],|g(x)]}
= [x|(1fIrlg)(x) = [x].0=0

oldugundan 7 dikligi korur. f,g € C[-1,1] ; f(x) = x, g(x) = x+1 igin
Tf(x) =.x2 , Tg(x)=x%+x ve bu durumda Tf A Tg e T(C[-1,1]) dir.
TfATge T(C[-1,1]) alinuwsa, Th=Tf A Tg olacak sekilde he C[-1,1]
vardir. Ancak,

x*4+x , xe[-10]ise

Th(x) = (TfATg)(x) (Vxe[-1,1]) = xh(x)= { o x e (01] ise

x+1 |, xe[-1,0)ise
= hix)=4 x , xe(01l]ise
, x=0 ise

oldugundan x =0 noktasinda # hangi degeri alirsa alsin h¢ C[-1,1] dir.
Boylece T(C[-1,1]) Riesz altuzayr degildir.
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Sekil 3.1.
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3.3.3. Ornek

T:C[0,1] = C[0,1]; Her x€[0,1] ve her fe C[0,1] igin Tf(x) =(x—%)f(x)

olsun. 7 lineer déniigiimdiir. f,ge C[0,1]; fL g ve xe€[0,1] igin
U711~ 181)(x) = min{ |Tf(x)],| g(x)|} = min{l(x-%)f(X)l,lg(x)l}

= min{| =) /)], g1} = 0

oldugundan 7 orthomorfizmadir.

1eC[0,1] (Her x€[0,1]igin i(x)=1) igin |T1|e T(C[0,1]) dir.
|71 |e T(C[0,1]) alimirsa, Th=|7T1| olacak sekilde 4 e C[0,1] vardir.
Ancak,

1 Jc—l , xe[l,l]ise
Th(x) = |T1|(x) (Vx€[0,1])) = (x—=)h(x) = 2 21
2 —x+—2— ,xe[O,E)ise

= h(x) = {-1

oldugundan, x = —;— noktasinda # hangi degeri alirsa alsimm A2 ¢ C[0,1] dir.

Boylece T(C[0,1]) Riesz aituzay: degildir.
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/.
.V

(@ (b)
R |71
x \/ x
(© (d)
Sekil 3.2.

¢ 3.3.1. teoreminin f-cebirleri teorisine ilging bir uygulamas: vardir. Bir yan-
asal f -cebiri ( kendisiyle garpim sifir olan eleman sadece sifirdir ), g
(x - p,) donigimii yoluyla orthomorfizmalarinin f -cebirine kanonik
gomiilebilir. A; ve A, yan-asal f-cebirlei ve 7: A, - A, f-cebir
homomorfizmasi alindiklarinda, her x,y € 4; igin

Dr(p)(TY) = T(9:y) = T(xy) = Tx.Ty = p 1,(Ty)

oldugundan

(p-T)x = pry = Pr(p,) = (Prop)x
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dirr Bu durum, her 7: A, —» A, 6rten fcebir homomorfizmasmin

Dr: Orth(A;)) = Orth(A;)  f-cebir homomorfizmasina kanonik gémme
altinda genigletilebilecegini gosterir.

A *—Z—? Ay

pl 1@ 80°T=¢Tog)

Orth(A,) —-@—-) Orth(Az)
T

3.3.4. Sonug

Ay ve Ay birimli Arsimedyan f -cebirleri ise, T = @y dir.

3.3.5. Ozellik (Hart, 1985)

E Riesz uzayr, F diizgiin tam Riesz uzay1 ve Te Ly(EF) dikligi koruyan

operatr olsun. 7F nin iirettii ideal ve diizgiin kapali ideal sirastyla 7 ve T
olsun.

1) Her Se Con(E) igin @r(S) T = TS olacak sekilde bir tek
@Dr: Con(E) — Con(I) f-cebir homomorfizmasi vardir.

2)Her Se Z(E) igin @;(S) T = TS olacak sekilde bir tek
@r: Z(E) - Z(I) f-cebir homomorfizmas: vardr.

Aynca (1) ve (2) de ¢|7~| = @r dir.
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Ispat
I=1I=1 dir. 3.3.1. Teoremi ve 3.2.3. teoreminden

Con(E) — Con(G) = Con(I) ve Z(E)—>Z(G)—> Z(I)

(1) ve (2) de verilen donigimlerdir. Her S e Orth(E) igin, ®@r(S))| 7=

Dr|(S) oldugundan |T|E iizerinde ve [ =15 =17z oldugundan 7
tizerinde @|7(S) = @,(S) dir.

3.3.6. Tanim ( iligki operatorii )

Yukarida verilen @p: Z(E) = Z(I;) ; @r(S) T = TS donisiimiine 7" nin

iligki operatorii denir.

3.3.7. Tamim ( cebirsel zengin merkez ve diizenli merkez )

E Riesz uzay: olmak iizere,

(@) Her x,yeE;0<y<x igin 0 < Tx <y ve her ze {x}? i¢in 7z =0 olacak
sekilde TeZ(E)" varsa, E cebirsel zengin merkeze sahiptir denir.

(®) {T.} < Z(E) ; T, 0 iken, her xeE* igin T,x 4 0 oluyorsa, E diizenli
merkeze sahiptir denir.

3.3.8. Lemma (Meyer, 1978)

E Riesz uzayinn cebirsel zengin merkeze sahip olmast igin gerek ve yeter sart
2E) = Z(E)" olmasidir.
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ispat
(=): (Luxemburg,1971; Thm.32.7) nin gatlanm saglamak gerekir ve yeter.

(a) Herhangi bir T € Orth(E) nin bir tek T eOrh(E) geniglemesi vardr.

T eZ(E) almrsa, her £ E* igin £ =sup{x:0<x< %, xeE} ve T sira
stirekli oldugundan,

T% =sup{Tx:0<x<%,xeE}=sup{Tx:0<x< £, xeE}
<sup{Ax:34eR;A1>0,0<x<x,xeE}
=Asup{x:0<x<x,xeE}=Ax

dir ve bu durumda 7 e Z(£) dur.
Z(E) - Z(E)
T > T

doniigiimii tammlamrsa, bu déniigiim lineer, birebir Riesz homomorfizmasidir.
Boylece Z(E), Z(E) mn bir Riesz altuzayina Riesz izomorfiktir.

(b) leZ(E) oldugundan, Z(F) nin iirettigi ideal Z(F) dir.

(©) 0< Se Z(E) olsun. Z(£), I mn iirettigi ideal oldugundan, bir A €/R;A1>0
igin S<A/ dir. En az bir xe E* igin 0< Sx < Ax, buradan en az bir ye E igin
0<y<Sx<Ax ve Z(E) nin cebirsel zenginliginden, 0 < Tx < y olacak
sekilde Te Z(E)* vardir. Bu durumda, 7 e Z(E)* igin 0 < Tx =Tx <y < Sx

bulunur. (S-7)x >0 ve S—7T e Z(E) dir. Her uel,'; u>0 vebir AeiR
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igin 0 <u < Ax dir ve E Dedekind tam oldugundan, 2.4.9. énermesinden
0<R<! ve R(Ax)=u olacak gekilde Re Z(E) vardir.

ARES-T®) = (S-TYRUAx) = (S-T)()

esitliginden, her ue/,* igin 7u < Su bulunur. 7, B, iginde sira yogun
oldugundan, her u e B,* igin 0 <uzT u olacak sekilde {ug} < /7, ap vardr.
Her £ igin fu,, < Suy oldugundan,

Tu = T sup ug = sﬁp f"uﬂ < sup Sugy =S supug = Su
B B B B

dur ve ayrica her ve {x}? i¢in 0= T'v < Sv dir. Her 4 e(ng)+ igin 0 <ugTi
olacak sekilde §{uz} < B, a@ var oldugundan, Ti < Sit ve her ve(BY)
igin 0 =7% < SV dir. Boylece her 2e( B, ® B?) igin T2 < S% dur.
ﬁ, @ﬁf , £ da sira yogun oldugundan, benzer disinceyle 0 < 7 < S

bulunur.

(<): x,yeE*;0<y<xolsun. x,ye E* dir. 2.4.9. Onermesinden 0 <R </
ve 0 < Rx =y olacak sekilde ReZ(E)* vardw. P, € P(E) c Z(E)
projeksiyonu, her ze B, igin Py (2) =z ozelligini saglar. S=R.P, alnirsa,
SeZ(E)*,

Sx = (R°PB’)X = R(PB’x) = Rx = y

ve her ze B,? igin

Sz = (RePy)z = R(Py 2) = R(0) = 0
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dir. SeZ(E)" oldugundan 0 < 7 < S olacak sekildle 7T eZ(E) vardr.
Boylece 0 < Tx<y veher ze{x}” i¢in 7z=0 bulunur.

3.3.9. Lemma (Meyer, 1978)

E cebirsel zengin merkeze sahip Riesz uzay ise, E diizenli merkeze sahip

Riesz uzayidur.

ispat

{T.} < Z(E) ; T, 4 0 olsun. Herhangi bir xe E* ve her a igin 0 <y < T,x
olacak sekilde ye E* var kabul edilsin. Bir A€/R;A1>0 ve her a igin
0<y<T,x <Ax dir. Z(E) nin cebirsel zenginliginden,

ATeZ(E) > 0<(AT)x = li(Ax) < y

= 3TeZ(E) > Va igin 0<TxSy<T,x (T=A4T)

dir. Her @ igin (7,-T)x20 ve (T,~T) e€Z(E) dir. 3.3.8. Lemmasimn
ispatinda oldugu gibi, her a i¢in 7< 7, oldugundan 7= 0 bulunur. Bdyle
olamayacagindan,

VxeE* igin T,x1 0

3.3.10. Teorem (Hart, 1985)

E cebirsel zengin merkeze sahip Riesz uzayi, F diizgiin tam Riesz uzayi,
Te LEF) dikligi koruyan operatdr, @, T nin iligki operatorii, 7,, 7F nin
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firettii diizenli merkeze sahip diizgiin kapali ideal olsun. 7 nin sira siirekli

olmasi igin gerek ve yeter sart @r nin sira siirekli olmasidir.

ispat

(=>): T sira siirekli ve Z(E) de S, 4 0 olsun. (Zaanen, 1983; Thm.83.3) den
ve sira siirekli operatorlerin kiimesi vektér uzayr oldugundan, 72> 0 kabul
edilebilir. Z(£ ) cebirsel zengin merkez ve dolayisiyla diizenli merkez
oldugundan, her xe E* igin S,x 4 0 dir. 7" nin sira siirekliliginden, her xe E*
igin @r(S,)Tx=TS,x4 0 dir. Her a igin

0<S< Dr(S;) = Her yeTE igin 0 <Sy < D(S,)y

= Her ye 7F igin 0 < Sy <inf &,(S,)y =0

oldufundan, 7E iizerinde ve béylece I, iizerinde S =0 bulunur. O halde
Z(Iz) da Dr(S,) 4 0 dir.

(<): Dr sira siirekli ve E de x > x,4 0 olsun. (Aliprantis, 1985; Thm.4.3)
den 720 kabul edilebilir. 2.4.9. Onermesinden her « igin, 0 < S, </, Syx =

x, ve her ye{x}?igin S,y =0 olacak sekilde S,eZ(£)* vardir. Her uel,'
ve bir AR’ igin 0 <u < Ax oldugundan, her ¢ igin 0 < S,u < AS,x dir.
Bu durumda 7, iizerinde; 7., B, de sira yogun oldugundan, B, iizerinde ve
bdylece B,®B,’ iizerinde S,4 0 dir. B,®B,? nin Ede; Eninde £ da sira
yogunlugundan, £ iizerinde S,4 0 dir. Z(£) =Z(E)" oldugundan, S,,,,% S

olacak gekilde {S,4} = Z(E) vardir. Bu durumda S,z | 0 ve @r sira siirekli
a.p

oldugundan @r(S,p) | 0 bulunur. Z(7,;) diizenli merkez ve
a,p
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0 < inf7x, = infTS,x < inf TS,5x = inf 7 (S,,)(Tx)
@ @ a, a.p

oldugundan, Tx,|0 dir.

3.3.11. Teorem (Hart, 1985)

E Riesz uzay, F diizgiin tam Riesz uzayi, T € Ly(EF ) dikligi koruyan
operatdr, @y T nin iligki operatorii olmak iizere asagidakiler saglamr:

1) T birebir ise, @y birebirdir.

2) E cebirsel zengin merkeze sahip ve 7 sira siirekli oldugunda, @; birebir
ise, T birebirdir.

3) @y 6rten ve I, cebirsel zengin merkeze sahip oldugunda, @&, birebir ise, 7
birebirdir.

Ispat
1) T birebir ve herhangi iki $),5,€ Z(E) igin @7 (S)) = Dr(S,) olsun. Her
xeFE igin

Dr(S)(Tx) = Pr($:)(Tx) = T(S1x) = T(S:%) = Six=8x = §; =5,

oldugundan @; birebirdir.

2) T nin birebir olmadifim kabul edelim. 0 # xeCek 7 olsun. Her Re Z (E)
icin T(Rx) = &r(R)(Tx) =0 oldugundan, RxeCekT dir. 0 <Re Z(E)*
almirsa, 0 < Rx <x dir. E cebirsel zengin merkeze sahip oldugundan 0 < Sx
< Rx olacak sekilde SeZ(E)* ve her ye{x}? igin Sy =0 dir. T sira
siirekli oldufundan Cek7 banddir. Bu durumda SxeCek7 dir. Her uel,*
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ve bir AelR* igin 0 < u < A x oldugundan ve § nin pozitifliginden,
SueCekT dir. Her ve B, igin 0 < vﬂT v olacak sekilde {vg} < 7, afmmn
varhgindan ve S nin sira siirekliliginden, Sv e(CekT dir. Boylece SEc CekT
dir. Her xeE ig¢in @7(8)(Tx) =T(Sx)=0 oldugundan S e (Cek®; bulunur
ki, bu durum @ nin birebir olmasiyla geligir. O halde T birebirdir.

3) &r birebir ise, Cekd; = {0} band oldugundan (Luxemburg, 1971;
Thm.18.13) den @; sira siireklidir. @7 f-cebir izomorfizmas: oldugundan,
ZE)=Z(1,) dir. Z(E) cebirsel zengin oldugundan, 3.3.10. teoreminden 7

sira siirekli ve bu durumda (2) den 7 birebir bulunur.

3.3.12. Tamm ( sira adjoint )

E ve F Riesz uzaylan, 7: E — F sira simirh operator olmak iizere, her
feF” veher xeE igin T7: F"—> E™; T°f(x) = f(Tx) bigiminde

tamumlanan operatére 7" nin sira adjointi denir.

e T: E— F porzitif operatdr olmak iizere, 0 <fe I~ iken her xe E™ igin
T"f(x) =f(Tx) 20 oldugundan 7~ pozitiftir. Buradan sonraki kissimda 7
dikligi koruyan operator (Riesz homomorfizmasi) iken 7~ mmn dikligi koruyan
operatdr (Riesz homomorfizmasi) olmas: igin gerekli ve yeterli sartlar

incelenecektir.

3.3.13. Lemma (Aliprantis and Burkinshaw, 1985)

E ve F Riesz uzaylan, T e Ly(EF) dikligi koruyan operatér ise, 7~ bir
modiile sahiptir ve |77 |=|T|" dur.
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Ispat

T,T" swra simurh ve E~ Dedekind tam oldugundan |7|, |7~| vardir.
fe(F™)" olmak iizere, her xe E* igin

tT7f(x) = £f(Tx) = f(£Tx) < f(T|x) = |T|"f(x)

oldugundan, |7~|f <|7|"f dir. Diger taraftan 7" dikligi korudugundan ve
(Aliprantis, 1985; Thm.1.14) ten, her xe E* igin
ITI"f(x) = f(IT|x)

= f(Tx|)

= sup {|g(Tx)|:|g]|<f}

=sup {|T7g()|:18I=f}

<sup {|T7g|(x):1gl<f}

=sup {|T7g|:|g|<f} (%)

=T 1)

dir. Buradan, |7|"f <|7"|f bulunur. Sonug olarak |7 |=|T|" dur.

3.3.14. Onerme (Lotz, 1975)

E ve F Riesz uzaylan, F~ F nin noktalarim aytran sira dual, 7 e Ly(EF')
pozitif operatér olsun. 7~ min Riesz homomorfizmas: olmasi i¢in gerek ve

yeter sart 770, x]'°' "7 = [0, 7x] olmasidir.
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Ispat

(=):x,yeE ve 0<y<x olsun. T pozitif oldugundan 0 < 7y < Tx ve
dolayisiyla T'[0, x] < [0,7x] dir. z eT[0,x] olsun. Tx, L NNy
olacak sekilde {x,} < [0,x] a@ vardir. o( F,F") c |o|( F, F™) oldugundan
Tx, —2EF) 5 7 dir. Buradan her fe F~ igin f(Tx,) = f(2) dir. Her

fe(F™) veher a igin f(Tx~Tx,)20 ve f(Tx,) =0 oldugundan,
f(Tx-=Tx,)20 ve imf(Tx,)=f(2) 20 dir. 2.2.3. Teoreminden z < T

ve z20 bulunur. Bu durumda 770,x] < [0,7x] dir.

0<xeE ve 0 < yegT[0,x] olsun. F~ F nin noktalanm ayirdigindan
lol( F, F~) Hausdorff topolojidir. Bu durumda y ve T [0, x] kesin aynlir.

Dolayisiyla 3.1.5. teoreminden her ze€[0, x] igin

T°f@=f(T) <A <f"())

olacak gekilde fe F~ ve A elR vardir. T~ Riesz homomorfizmasi ve y 20
oldugundan

I =Tf®)=Tfy®<A<f(0),

ve buradan f*(y-7x)> 0 bulunur. y < Tx almrsa, f*(y) <f"(Tx) ve
buradan f*(y—Tx) €0 bulunur. O halde her ye T10,x] igin y[0,7x] dir.
Sonug olarak, 7T0,x]'""F) = [0, T%] dir.

(<) feF~ ve 0<xeE igin

(T°f) () = sup {T°f(): 0<y<x}
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=sup {f(7y):0<y<x}
=sup{f(z):0<z<Tx}
= f*(Tx)
=T ()

dir. Herhangi bir xeE nin x = x " —x~ olmas: goriigiinden, 7~ Riesz
homomorfizmasidir.

e Aralik koruyan operattriin goriintiisii idealdir, ancak tersi genelde dogru
degildir.

3.3.15. Ornek

T:IR 5 IR; T(x,y) =(x+y,y) olsun. T lineer ve pozitif dénigiimdiir. T
orten oldugundan, 7IR® idealdir. 7 pozitif oldugundan, her xelR® igin
710, x] < [0, Tx] dir.

Diger taraftan 0 < (0,1) < (2,1) = 7(1,1) oldugundan (0,1) € [0,7°(1,1)] dir,
ancak T'(x,y) =(0,1) olacak gekilde [0,(1,1)] sira arahiginda (x,)) elemam
yoktur. O halde 7 aralik koruyan operator degildir.
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T[o(1,1)] [0,7(1,1)]

X 2 X

(a) (b)

Sekil 3.3.

3.3.16. Lemma (Hart, 1985)

E, F Riesz uzaylan, T € L(EF ) dikligi koruyan operatér olmak iizere,
agagidakiler denktir:

1) | T'| arahik koruyan operat6rdiir

2)|T|E, F de idealdir

3) TE idealdir.

Ispat

(1) = (2): |T| Riesz homomorfizmas: oldugundan, |7'|E Riesz altuzayidir.
xeE* olmak iizere, 0 < y < |T | x olacak gekilde yeF almrsa, |T | aralik
korudugundan y e |7'|[0, x] dir. Bu durumda y =|7T'|z € |T|E olacak gekilde
ze[0, x] vardur.

()= (3): Her xeE igin |Tx|=|T|| x| oldugundan, 7E c |T|E dir.

xeE*,yeF ve 0<y<|T|x olsun. 0 <y<T"%+ T x oldugundan,
0<y, £T* ve 0<y,<Tx olacak gekilde y,,y, € F vardir. Aynca, |T|E
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ideal oldugundan 0 <z, ,z, <x, |T|z1=w , |T|2z = y» olacak gekilde
z,z€E vardir. 0<|T|zy=T"2+T" 2y < T*x ve T nin pozitiflifinden
T z; £ T x oldugundan

0T z21=TZAT 2 STxXATx=0
dir. Benzer olarak 7"z, =0 dir. Béylece, z =z, — z, alinirsa,
0L Tz=T"2y+T z=y+), =y
bulunur. Sonug olarak, |7'|E c TE dir.

(3) = (1): |T| nin pozitifliginden, her xeE* i¢in |T|[0,x] < [0,|T|x] dir.
xeE’,yeF ve 0<y<|T|x olsun. |T|x=|Tx| ve TE ideal oldugundan,
ye€TIE dir. Buduwrumda 0 <y=Tz=|Tz|=|T|z<|T|x, buradan
|T|(x—2) 20 olacak sekilde ze E* vardir. Dolayisiyla, y e |T| [0, x] dir.
Sonug olarak, |7°| aralik koruyan operatordiir.

3.3.17. Onerme (Hart, 1985)

E Dedekind tam Riesz uzayi, /' Riesz uzayi, F'~ F nin noktalanm ayiran sira
dual ve T e Ly(EF) sira siirekli Riesz homomorfizmasi olsun. 7" nin aralik

korumasi igin gerek ve yeter sart 7~ nin Riesz homomorfizmasi olmasidir.

Ispat
(=):Her feF~ igin T"f=f.T dir. 2.2.6. Teoreminden

F" > E~
fo>fT=TFf
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Riesz homomorfizmasidir. Béylece F~ da f Ag=0 ise, £~ da

T°fAT g=(f-TYN(gT)=(fng-T=0
oldugundan 7~ Riesz homomorfizmasidir.

(<): T porzitif oldugundan, 7[0,x] < [0, Tx] dir.

xeE* ve 0 <y< Tx olsun. 3.3.14 Onermesinden her @ €A igin Ty, < Tx

ve Ty, =y (|o|(F, F~ )-yakinsak) olacak sekilde {y,} < [0,x] ag: vardir. E

Dedekind tam oldugundan, herhangi bir @ €A igin x, = infy, tamimlanirsa,
pra

x,T olacak sekilde {x,} < [0, x] ag vardir. u = supx, olsun. 7 sira siirekhi

Riesz homomorfizmasi oldugundan,

Tu = sup Tx, = sup T(inf yg) = sup inf Tys = liminf x, = y
a i pra a PPo a

dir ve bu durumda [0, 7x] c T[0,x] bulunur.

3.3.18. Teorem (Hart, 1985)

EF Dedekind tam Riesz uzaylari, F~ F nin noktalarim ayiran sira duali ve

Te L(EF) sira siirekli diklii koruyan operatér olmak iizere, asagidakiler
denktir:

1) T aralik koruyan operatérdiir
2) 7E, F de idealdir

3) @y iligki operatorii 6rtendir

4) |T|” Riesz homomorfizmasidir

5) T~ dikligi koruyan operatordiir.
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Ispat

(1), (2) ve (4) tin denklikleri 3.3.16. lemmas1 ve 3.3.17. énermesinden saglanir.

(1) = (3): 0 <R </ olacak gekilde R e Z(/,;) olsun. Bu durumda her xe E*
igin R(|T|x)<|T|x oldugundan R.|T|<|T| dir. 2.4.10. Lemmasindan
R+|T|=|T]-S ve 0<S</ olacak gekilde S e Orth(E) vardir. Béylece, her
Re Z(I;) igin @)(S) =R olacak sekilde S e Z(E) elde edilir. 3.3.5.
Ozelliginden dolay1 @, = @, oldugundan & ortendir.

(3) = (1): &7 = @r dir ve |T| nin pozitifliginden, her xe E* igin |T|[0, x]
c [0,|T | x] dir. Herhangi bir xeE™ igin 0 < y < |T|x olsun. 2.4.9.
Onermesinden 0 <R </ ve R(|T|x)=y olacak sekilde R e Z(I,;) vardr.
D,11(S) =R olacak sekilde S e Z(E) nin var oldugundan, @7, nin tanimindan
|T|(Sx) =y ve dolayisiyla y € |T|[0,x] bulunur. Béylece |T| aralik koruyan
operatordiir.

(4) ve (5)in denkligi; f,geF~ iken 2.3.5. teoremi ve 3.3.13. lemmasi
kullanilarak elde edilen

\T"AIAIT gl = \T"IFIAIT 118l = T fIANITI" gl

egitliklerinden goriiliir.

3.4. /-Modiilleri ve /- Orthomorfizmalan

e Bu béliimde 3.3.1. teoreminin tersinin olusturulmasi ¢ahgilacaktir. Yani,

“ Te Ly(E,F) verildiginde Z(E)den Z(F)ye ®r(S) T = TS bigiminde
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tammh f-cebir homomorfizmasi varsa, 7" dikligi koruyan operatdr miidiir ?
sorusu cevaplanacak, aynca dikligi koruyan operatoriin hangi durumlarda

tersinin de diklifi koruyan operatdér oldugu belirtilecektir. Bunlar igin dnce
baz1 tanim ve teoremler verilecektir.

3.4.1. Tamm ( /- modiilii )

A birimli f-cebiri, £ Riesz uzay1 olmak iizere, Ax E— E ; (a,x) > ax
doniigiimii igin

(a) E, A tizerinde bir modiil (sol modiil)

(b) ac A* ve xeE" iken axeE*

(c)x Ly iken her aeA igin ax Ly

ozellikleri saglanyorsa, £ ye A iizerinde f-modiilii denir.

3.4.2. Tanim (_/- lineer doniigiim )

E ve F, A birimli f-cebiri iizerinde f-modiilleri olmak lizere, 7: £ — F
operatérii her aeA ve xeE igin T'(a.x)=a. Tx esitligini saghyorsa, T ye f-
lineer doniisiim denir. Sira simrlh f-lineer doniigiimlerin kiimesi Lj(E, F ; A)
ile gosterilir.

3.4.3. Tanim ( /- orthemorfizmas: )

E ve F, A birimli f-cebiri lizerinde iki f-modiilii, 7€ Ly (E, F) f-lineer
doniisim ve xeF igin y,r: A—> IR; v, r(a) =f(a.x) bigiminde tammh
W r€ A lineer fonksiyonellerinin kiimesi ¥(x) = {y.s: f€ E”} olmak
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tizere her xeE igin ¥(Tx) < ¥(x) oluyorsa, T ye f-orthomorfizmast denir.
f-orthomorfizmalarinin kiimesi Orth(E, F'; A) ile gosterilir.

3.4.4. Tanim ( topolojik dolu merkez )

E Riesz uzay, E~ E nin noktalanim ayiran sira dual olmak iizere, her x,y € E;
0<y<x ig¢in S, x >y (c(E,E")-yakinsak) olacak sekilde {S.} c Z(E),
her a igin 0 < S, </ ag varsa, E ye topolojik dolu merkeze sahiptir denir.

e Bundan sonraki kissmda f -cebirleri ve Riesz uzaylarinin sira dualleri

noktalarim ayiran alinacaktir.

3.4.5. Teorem (Turan, 2000)

F topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzayr, £ ve F, A birimli f-cebiri
iizerinde f~modiilleri olmak iizere agagidakiler saglamr:

1) Her f-orthomorfizmasi, diklifi koruyan operatordiir

2)Her Te OrtW(E, F; A) igin T = T*-T"dir, T* ve T Riesz
homomorfizmalandir, her xe E* i¢in T*x = (Tx)*, T"x = (Tx)" ve her
xeE igin T'x L T x dir

3) Her T € Orth(E, F ; A) igin |T| vardir. |T| Riesz homomorfizmasi,
|T|=T"+T" veher xeE igin |T||x|=|Tx|=|T|x]| dir.

3.4.6. Onerme (Turan, 2000)

E ve F, A birimli f-cebiri iizerinde f-modiilleri olmak iizere, /* topolojik
dolu merkeze sahip ise, Orth(E, F; A) = Ly(E, F; A) dir.
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3.4.7. Teorem

E Riesz uzayl, F topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzay1 ve T € Ly(F,I")
olmak fizere, @r: Z(E) > Z(F) ; @r(S) T = TS bigiminde tammh f-cebir
homomorfizmas varsa, T dikli§i koruyan operatordiir.

Ispat
Z(E)xE - E ; (5,%x) > Sx=5(x)

dontigimii S, R e Z(E) ve x,yeE igin
@ @) S.G+y) =8x+y) =8S®)+S() = Sx+8y

(i) (S+R).x = (S+R)(x) = S®X)+R(x) = Sx+Rx

(ii)) (SR).x = (SR)(x) = S(R(¥)) = S.R(x) = S.(Rx)

(W) I.x = 1(x) =x (I Szdeslik operatorii ( Z(E) nin birimi )
(b) Se Z(E)* ve xeE* iken Sx=S(x) e E*
(©)xLly iken Sx=S(x) Ly
oldugundan E, Z(E) iizerinde f-modiiliidiir. Ayrica

Z(E)yx F > F ;(8,y) = Sx= &r(S5)(x)

déniisima S, R e Z(E) ve x,y eF igin

@ () S.x+y) = Dr(S)(x +y) = Pr(S)(x) + Pr(H(Y) = Sx+ 8y

(i) (S+R).x = D (S+R)(x) = (Dr(S) + Pr(R)) (x)
=@Pr(S)(x)+Pr(R)(x) = Sx+Rx

- 2 (URULU
T‘&WMWI k
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@iif) (SR).x = @ (SR)(x) = (Dr(S) Dr(R)) (x) = Dr(S)(Pr(R)(x))
= §5.(2r(R)(x)) = S.(Rx)

W I.x=0:(1)x)=1(x) =x
(b) Se Z(E)" ve xeF" iken ®; nin pozitifliginden S.x= &;(S)(x) € E*
(¢)x Ly iken @Dr(S) nin orthomorfizma olmasindan S.x = @;(S)(x) Ly

oldugundan F, Z(E) iizerinde f-modiiliidiir.

Her SeZ(E) ve her xeE igin

T(S.x) = T(SK)) = @ (S)(Tx) = S. Tx

oldufundan 7:E — F f-lineer d6niigiimdiir.

x € E olmak iizere, f € E~ iken her S € Z(E) igin
Yrsr(S) = f(S.Tx) = f(@r(S)(Tx)) = f(T(Sx))
= T°f(Sx) = T (Sx) = s, 14(S)

oldugundan ¥ (Tx) ¢ ¥(x) dir. Béylece T f-orthomorfizmasidir. 3.4.5.

Teoreminden 7" dikligi koruyan operatordiir.

3.4.8. Teorem

E topolojik dolu merkeze sahip Riesz uzayi, F Riesz uzay1 ve T € Ly(E,F)

birebir 6rten ve dikligi koruyan operator ise, 7' operatérii de dikligi koruyan
operatordiir.
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ispat

3.3.5. Ozelliginden @r: Z(E) — Z(F) ; @+ (S) T = TS bigiminde tamml
f-cebir homomorfizmasi vardir. £ ve F, Z(E) iizerinde f-modiilleri ve 7
f-lineer doniigiim oldugundan ( Bkz. 3.4.7. teoreminin ispat1 )

Sx=T7'T(S.x)=T7"S.Tx)
esitligi 77! in f-lincer doniigiim oldugunu gosterir.
x eF olmak iizere, f e F~ iken her S e Z(E) igin 7' in f-lineerliginden
Wras(S) = f(S.T7'x) = f(TT(8x)) = (T f(8x) = Ws, 7y (S)

oldugundan ¥(7'x) c ¥(x) dir. Béylece 7' f-orthomorfizmasidir. 3.4.5.
Teoreminden T dikligi koruyan operatordiir.

e 3.4.8. Teoreminin hipotezinde, 7 nin birebirligi yerine, 3.3.11. ve 3.3.18.
teoremlerinin goriigiinde degisik durumlar kullamlabilir.



4. SONUC VE ONERILER

iki Riesz uzayr arasinda sira smirh bir operatériin dikligi koruyan operat
olmasi ile bu uzaylann merkezleri arasinda f-cebir homomorfizmasim
olmas1 durumlarindan birinin varh@nin digerinin varliim1 garanti ettij
gosterildi. Riesz uzaylarinin cebirsel zengin merkeze ve topolojik dol
merkeze sahip olmalan durumlanmin yapilanlar i¢in 6nemi wvurguland
Boylece sira sinirh dikligi koruyan operatoriin adjointinin de dikligi koruya
operatSr olmasi igin gerekli ve yeterli sartlar verildi. Zayif hipotezler altind
sira sumrh dikligi koruyan operatdrlerin tersinin var olmasi ve tersinin d

dikligi koruyan operat6r olmasi gahgild.

Sira sinirh olmayan operatérler igin bu yapilanlar bir aragtirma konusudur. B
konuda ¢aligmalanmiz devam etmektedir.
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