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OZET

Bu tez ¢alismasinda, b-6zelligine sahip Riesz uzayi tammm yapildy, ve b-dzelligine
sahip Riesz uzaylar i¢in bazi sonuglar verildi. Daha sonra E bir AL-uzay ve F

b-ozelligine sahip bir Banach o6rgiisii iken E den F i¢ine tammmhi her siirekli

operatoriin sira smirh oldugu yani; L(E,F) = Ly(E,F) esitliginin saglandi
goriildii. Carpim ve béliim Riesz uzaylarimin b-6zelligini ne zaman saglayacagi
tartisildi. Tezin son kismunda ise b-zayif kompakt operatérlerin tanim

yapilarak bu operatorlerin bir Kkarekterizasyonu ile baz1 6zellikleri elde
edildi.
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ABSTRACT

In this thesis we define “ b-property” on the Riezs spaces and we give some
results about Riesz spaces which has b-property. When E is an AL-space and

F is a Banach lattice with b-property, it is seen that each continous operator

from E into F is order bounded; that is the equality L(E,F) = £,(E,F) holds.

We discuss the question ‘“when does a cartesian product and a quotient of
Riesz spaces has the b-property”. In the last part of this thesis we define the
classes of b-weakly compact operators. And we give a characterization about
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SIMGELER VE KISALTMALAR

v

Bu galigmada kullanilmig bazi simgeler ve kisaltmalar, aciklamalan ile birlikte
asagida sunulmustur.

Simgeler

[x,y]

XVy

XAY

Xg——> X

AlB
L(E,F)
Ly(E, F)
Lis(E, F)
£: (E, F)
Lo (E,F)

L(E,F)

Aciklama

Siralr aralik

X VEey nin supremumu

X vey nin infumumu

x ve 0 (vektor uzaynin sifirt) in supremumu

-X ve 0 1n supremumu

-X Ve X in supremumu

(x| vely| nin infumumu O dir.

{xq} asagiya yonlendirilmis bir agdir ve infumumu x dir.
{xo} yukart yonlendirilmis bir agdir ve supremumu vy dir.
{xa} ag1 x elemanina sirali yakinsar.

A kiimesini diki
Her xe A ve her yeB igin xLly dir.

Operatérlerin uzayi
Sira sinirli operatdrlerin uzayi
b-sira sinirlt operatdrlerin uzayi
Reguler operatérlerin uzay:
Siral1 siirekli operatorlerin uzay:

o- siral1 siirekli operatGrlerin uzay1



LEF) Siirekli operatorlerin uzayi

E” E uzayinin sira duali

E; E uzaymin sira siirekli duali

T T déniisiimiiniin eslegi

\A V uzaymnin cebirsel duali

<X, X'> Dual sistem

o(X,X") X tizerindeki zayif topoloji

lol(E,A) E lzerindeki mutlak zayif topoloji
W(E,X) Zayif kompakt operatdrlerin uzayi
WO(E,X) Sira zayif kompakt operatdrlerin uzayt
W2(E,X) b-zayif kompakt operatdrlerin uzayi
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1. GIRiS

E ve F iki Banach Orgiisi olmak iizere E uzayindan F igine tanimh siirekli

operatdrler uzaytr L(E,F) nin sira sinirli operatérler uzayr £y(E,F) ile ¢akismasi ilk
olarak 1936 yilinda Kantorovich, L.V. tarafindan g¢alistimistir. Kantorovich, L.V.
1936 yilinda “Concerning the general theory of operators in semi-ordered spaces”

isimli ¢alismasinda E bir Banach 6rgisii F ise bir Dedekind tam birimli AM-uzay

oldugunda L(E,F) = L£,(E,F) esitliginin var oldugunu gostermistir. Bir yil sonra
Kantorovich, L.V., Vulikh, B.Z. ile birlikte “Sur la representation des operations

lineares” isimli ¢aligmalarinda, E bir AL-uzay F ise bir KB-uzay1 oldugunda da yine

L(E,F) = £(E,F) esitliginin saglandigin gostermiglerdir.

1991 yilinda Meyer-Nieberg, P. E bir AL-uzay F ise p-6zelligine sahip bir Banach
orgiisti oldugunda da L(E,F) = £y(E,F) esitliginin saglandigin: gostermistir (Meyer-
Nieberg, P., 1991, Banach Lattices, Springer Verlag, Teorem 1.5.11.). KB-uzaylar

p-Ozelligine sahip oldugundan Meyer-Nieberg, P. bu sonucu ile Kantorovich, L.V.

ve Vulikh, B.Z. nin ¢alismasint genellestirmis oldu.

Bu tezin f{iglincii boliimiinde, b-6zelligine sahip uzaylaﬁn tamimu verilerek E bir
AL-uzay F ise b-bzelligine sahip Banach 6rgiisii oldugunda da L(E,F) = £y(E,F)
esitliginin dogrulugu gosterildi. p-6zelligine sahip her Banach orgiisii b-6zelligine de
sahiptir. Boylece burada elde edilen sonucun Meyer-Nieberg, P.'nin ¢aligmasimn bir
genellestirmesi oldugu goriildii. Bu bolimde b-6zelligine sahip Riesz uzaylarn
ozellikleri incelendi. Ayrica Boliim 3’de bir E Riesz uzayida b-sira smurh kiime
tanimi1 verildi. Bu tanimdan faydalanarak iki Riesz uzay1 arasinda tanimlanan b-sira
sinirlt  operatdriin tanimi yapildl. Bunun yaninda b-sira sinirlt operatdrlerin - daha
once bilinen preregular operatorler ile gakistigi goriildii. Iki Riesz uzayt arasinda
tammli bir operatdriin b-sira sinirlt olmasi igin eslek doniislimiiniin sira sinirh
operatdr olmasinin gerekli ve yeterli kosul oldugu goriildii. Boylece preregular

operatorlerin de yeni bir karekterizasyonu elde edilmis oldu.



Dérdiincii boliimde, I bir damga kiimesi olmak tizere {E;: i€I} Riesz uzaylarin
kartezyen ¢arpiminin b-6zelligine sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun her bir
ielicin E; Riesz uzayinin b-6zelligine sahip oldugu gériildii. {E, : neIN} Banach
Orgiilerinin bir dizisi olmak lizere ( E;@E;®...), (1< p <oo) Banach orgiilerinin de

b-6zelligine sahip olmasi karekterize edilmistir.

Besinci béliimde, Dodds, P.G., 1975 yilinda swra zayif kompakt operatdér tanimini
yaparak bazi Ozelliklerini elde etmigtir. Bu tanmimdan esinlenerek 3. Boliimde
tanimlanan b-sira sinich kiime tanimindan yararlanarak bir Banach Orgiisiinden bir
Banach uzayi igine tanimli b-zayif kompakt operatdr tanimi yapildi. B-zayif kompakt
operatOrler uzaymnin, zayif kompakt operatSrler uzayr ile sira zayif kompakt
operatdrler uzayi arasina yerlestigi gézlendi. b-zayif kompakt operatdrler uzaymin
stirekli opertorler uzaymnin kapali bir alt vektdr uzayr da oldugu gozlendi. Banach
Orgiileri arasinda tamimli siirekli operatorlerin bileskelerinin hangi durumlarda bir b-
zayif kompakt operatdr olacag: incelendi. Bir b-zayif kompakt operattriin siirekli iki
eslek doniigiimiiniin bir sira zayif kompakt operatér oldugu elde edildi. Bir érekle
bu Onermenin tersinin dogru olmadig1 vurgulandi. Dodds, P.G. *nin 1975 yilinda
“o-weakly compact mappings of Riesz spaces, Tran. Amer. Math. Soc., 214,
389-402.” isimli ¢aligmasinda sira zayif kompakt operatorleri karekterize etmistir. Bu
karekterizasyondan faydalanarak b-zayif kompakt operatorler igin Onerme 5.2.3. de
bir karekterizasyon verilmistir. Bu karekterizasyonun bir sonucu olarak E ve F iki
Banach 6rgiisii S, T E uzaymndan F igine tanimli 0< S<T kosulunu saglayan iki
operator ve T bir b-zayif kompakt operatdr oldugunda S operatdriiniin de bir b-zayif

kompakt operator oldugu elde edildi (Sonug 5.2.4.).

Bir Banach &rgiisiiniin KB-uzay1 olmasi igin 6zdeslik doniisiimiiniin bir b-zayif
kompakt operatdr olmasinin gerekli ve yeterli kosul oldugu goriildii (Onerme 5.2.7.).
Yine bu béliimde zayif kompakt operatdrler ve sira zayif kompakt operatorlerin
karekterizasyonuna (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985) Teorem 17.2, Teorem
18.6. Teoremlerine benzer bigimde E bir sira siirekli norma sahip Banach orgiisti ve

X bir Banach uzay1 olmak iizere T, E uzayindan X igine siirekli bir operat6r olsun.



E Banach orgiistiniin - X” i¢inde iirettigi band B ise “T operatériiniin bir b-zayif
kompakt operatér olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul T”(B) € X olmasidir.”

Sonucunu elde ederek bu bigimdeki uzaylar arasindaki operatorlerin b-zayif

kompakt olmas1 da karekterize edildi (Onerme 5.2.8.).



2. GENEL TANIM VE ONERMELER

2.1. Pozitif Operatorler

Tamim 2.1.1. Uzerindeki “>” siralama bagintist ile tanimlanmis olan bir gergel vektdr

uzayt E ve herx,y € E i¢in,

i) x 2y iken her bir z€ E i¢in x+z 2 y+z

11) x 2 y iken her bir 0 £ o€ IR i¢in ax = ay

sartlarin1 saglayan E uzayina sirali vektdr uzay: denir. E sirali vektor uzaymin x =2 0
bagntisini saglayan elemanlaria pozitif diyecegiz. E uzayindaki pozitif elemanlarin
kiimesini {x€E : x = 0}, E* veya E, sembollerinden biri ile gosterecegiz. E ve F iki
siral1 vektdr uzayi olmak iizere bir T: E — F dogrusal doniisiimiine kisaca operator
diyecegiz. Ayrca her bir x€ E* igin T(x) > 0 oluyorsa T operatériine pozitif diyecegiz

ve T 2 0 ile gosterecegiz.

Tanim 2.1.2. E bir sirali vektor uzayi ve bu uzaymn herhangi iki elemam x, y olsun.
Eger bir zeE igin;

(i) x<zvey<z

(ii) scEve x<svey<s iken z<s

kosullar1 saglaniyorsa z elemanina E uzayi iginde x ve y nin supremumu denir.

Tamim 2.1.3. E bir sirali vektor uzayr ve E'nin herhangi iki elemani x, y olsun.
Eger bir zeE igin;
pERET gﬁﬁjﬁ?ﬁ)

A
' £
(ii)s€cEve s<xves<yiken s<z Rt

i)z<xvez<y



kosullart saglaniyorsa z elemanina E uzayi i¢inde x ve y nin infumumu denir.

Tanim 2.1.4. Bir sirali vektor uzay:r E olsun. Eger iizerindeki siralamaya gore E

uzayinin her x, y ¢iftinin supremumu E uzayina ait ise bu uzaya Riesz uzay: denir.

Bundan sonra supremum ve infumum yerine sirastyla,
xvy:=sup {x,y}, xAy:=inf {x,y}

sembollerini kullanacagiz.

Omek 2.1.5. Q bogtan farkli bir kiime olsun. Q kiimesi iizerinde tanumli gergel

degerli fonksiyonlarin vektor uzayi IR®, her bir f, g eIR® cifti icin,

[f<ge Voe icin f(w) £ g(w) ]

noktasal siralama ile bir Riesz uzaydir. Burada her bir 0 Q ve her f,g € IR igin
fvg(w):=max {f (w), g(w)}
fA g(w):=min {f (w), g(w)}

ifadesi saglanir.

Asagidaki uzaylar {izerindeki noktasal siralama ile birer Riesz uzayidir.

(i) Q topolojik uzay: iizerinde tanimli, gergel degerli siirekli fonksiyonlarn uzay
C(£2),

(i) Q topolojik uzay1 iizerinde tanimli gergel degerli siirekli ve sinirli fonksiyonlarin
uzayt Cyp(€2),

(iii) Q iizerinde taniml gergel degerli sinirli fonksiyonlarin uzayr £.(£2),



dizi uzayi,

Ayrnica, (X, X, u) bir 6l¢ti uzay1 olmak {izere; 0 < p <eo igin

Lp(W:={f: f:X—>IR olgilebilirve [|f|" du < o },ve
X

Lo (u):={f: f: X—> IR Oolgiilebilir ve ess sup |f] < oo }
uzaylari,

f<ge f(x) £ g(x) hhhxeX
siralamas ile birer Riesz uzay olurlar.

E bir Riesz uzayt ve x €Eolsun. x":=xv 0, x :=(-x) v0 ve [x|:=x vV (x)
elemanlarina sirayla x€E elemaninin pozitif kismi, negatif kismi ve modiilit
diyecegiz. Ayrica X,y €E olsun. Eger |x| A lyl| =0 ise x ile y birbirine diktir denir ve
x 1 y ile gosterilir. A, E’nin bogtan farkli bir alt kiimesi olsun. {x €E : Her bir ye A

icinx Ly} kiimesine A kiimesinin dik tiimleyeni denir ve Alile gosterilir.

Onerme 2.1.6. E bir Riesz uzay1 ve x,y,z €E olsun. O zaman asagidaki bagntilar
saglanir:

@ xvy=-[(x)A()] ve xAy=-[(x)V(Y)]

(i) Xx+y=XAy+xVvy

(i) x+(yvz)=x+y)vx+z) ve x+(Az)=xX+y)AX+2)

(iv) Her 0<aelR igin a(x v y) = (ax) v (ay) ve ox AY) = (0x) A (Qy)

(v) x=xt-x, Kl=x"+x , x"Ax=0



: 1 1
(vi) XVy=~2~(X+Y+IX-YI) ; XA)'=5(X+Y-|X->’I)

1
(vii) [x] v fyl = E(IX+}'I+IX-YI) ., Xalyl= -;—(IH)'I-IX-YI)

(viii)

Ix‘—lyl ’ < 'x+y| < |X’ + ‘y‘ (Uggen esitsizligi)

(x) xvz-yvzl< [xy] , KAz-yAzZ < [x-y]
(x) Egerx,y,z€E" ise XA(Y+Z)SXAY+XAZ

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Onerme 1.2. ve Onerme 1.5.).

E bir Riesz uzay1 ve {Xq}, E Riesz uzayinda bir ag olsun. Eger o< f iken xq < xp
(Xp < Xq) ise {Xq} afina artan (azalan) denir ve XoT (Xol) sembolii ile gosterilir. E
Riesz uzaymin bir eleman1 x olmak iizere XoTx (xodX) sembolleri xqT (Xol)
sup{Xq}=x (inf {Xo} =x) anlamma gelecektir. Eger her bir xeE* icin n™' x{0

saglaniyorsa E Riesz uzayina Archimedean denir.

Onerme 2.1.7. (Kantorovich) E bir Riesz uzayi, F Archimedean Riesz uzay1 ve

T:E"—> F toplamsal ( Her x,y €E* igin T (x + y) = T(x) + T(y) ) olsun. O zaman
T, E den F icine bir tek pozitif operatdre genisler ve (genislemeyi yine T ile
gosterirsek) her bir x €Eigin, T (x) =T(x")-T(x") bigimindedir (Aliprantis, C.D.,
Burkinshaw, O., 1985, Onerme 1.7.).

Bir E Riesz uzayindan bir F Riesz uzay: igine tanimli operatdrlerin vektdr uzayr

L(E,F) olsun. Her bir S,Te £(E,F) i¢in “T =S ¢ T-S = 0 (her bir x€E" igin

T(x) = S(x) )” siralamasti ile L(E,F) bir sirali vektor uzayidir.



E ve F birer Riesz uzaylari ve T: E — F bir operator olsun. Eger £(E,F) sirali vektor

uzayinda {T, -T} kiimesinin supremumu var ise T operatdriiniin modiilii vardir denir

ve |T|:=T v (-T) ile gosterilir.

Bir E Riesz uzaymnin x <y sartin1 saglayan iki elemani x, y olsun. [x,y] = {zeE : x £
z <y} ile tamml alt kiimeye Riesz uzaymnin bir sirali aralifi denir. E uzayinin
bostan farkli bir alt kiimesi A olsun. Eger her bir ye A igin y < x (x £ y) olacak
sekilde bir xeE varsa A kiimesine iistten (alttan) sinirhidir denir. Hem {istten hem
alttan sinirl olan kiimeye sira sinirli kiime denir. Agik olarak bir kiimenin sira sinirlt

olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul bu kiimenin bir sirali aralik tarafindan

kapsanmasidir.

Tanim 2.1.8. E, F iki Riesz uzay: ve T: E — F bir operatdr olsun. Eger T operatorii
E Riesz uzaymin sirali arabklarinit F Riesz uzaymin sira sl kiimelerine
doniistiirliyorsa T operatdriine sira sinirli operatdr denir.

Bir E Riesz uzayindan bir F Riesz uzay: igine tanimli sira sinirhi olan biitiin

operatorlerin uzayr £Ly(EF) ile gosterilir.

Iki pozitif operatdriin farki seklinde yazilabilen operatdre regiiler operatér denir. Bir

E Riesz uzayindan bir F Riesz uzay! igine tanimlanan biitiin regiiler operatérlerin

uzaymi £, (E,F) ile gosterecegiz. Acik olarak,

£: (E,F) c LyEF) c £ (EF)
vektdr uzay: kapsamalart saglanir. Kisalik i¢in £(E.E), Lo(E.E), £; (E,E) sirasiyla

L(E), Lu(E), L£; (E) ile gosterilecektir.



Tanim 2.1.9. E bir Riesz uzay1 olsun. Eger E Riesz uzaymun bostan farkli ve iistten
siurli her alt kiimesinin (sayilabilir alt kiimesinin) bir supremumu varsa E Riesz

uzayina Dedekind tam (c-Dedekind tam) Riesz uzayi denir.

Bir E Riesz uzaymin Dedekind tam (o-Dedekind tam) olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul 0 < x,T<x (0<x,T <x ) oldugunda sup{xq} ( sup{xs} ) nin E iginde var
olmasidir. Lp(u) (1 < p < o0) uzaylart Dedekind tam Riesz uzaylarina Ornek

olustururlar.

Onerme 2.1.10. (Riesz-Kantorovich) E, F Riesz uzaylar1 ve F Dedekind tam olsun.

Bu durumda £4(E,F) siralt vektor uzay, bir Dedekind tam Riesz uzaydir. Her xe E
ve her bir S, T € £,(E,F) ¢ifti i¢in,
SvTx)=sup{S(y)+T(z) : y,z€E" ve y+z=x}
SATE)=inf { S(Y)+T(z) : y,z€E" ve y+z=x}

[T (x) =sup { [Tyl :lyl<x}
T (x)=sup {Ty :0<y<x}

T (x)=sup{-Ty :0<y<x}

esitlikleri gergeklesir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Onerme 1.13.).

2.2. Sirali Projeksiyonlar

Tanim 2.2.1. G, bir E Riesz uzayinn alt vektor uzayi olsun. Eger her bir x,y €G

¢iftinin supremumu G vektdr uzayinda bulunuyorsa bu alt uzaya E nin bir Riesz alt

uzayi denir.
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Bir E Riesz uzaymin bir altkiimesi A olsun. Eger “[x| < |y] ve yeA iken xeA”

oluyorsa A kiimesine kati (solid) denir. Riesz uzaymin kati olan alt vektér uzaylarina
. . 1 s e
ise ideal denir. x vy = 5( X +y + |x-y|) esitliginden her idealin bir Riesz alt uzay1

oldugu goriiliir.

Tanim 2.2.2. E bir Riesz uzay1 ve {Xq}, E Riesz uzayinda bir ag olsun. Eger her bir
aigin | Xxg- x| <yo Ve Yo olacak sekilde bir {yq} ag1 ve bir x €E var ise {Xq}

agina x elemanina sirali yakinsiyor denir ve xq——> X ile gosterilir.
[{xa}]CT A ve Xq—— x=>x€A]

Onermesini saglayan E Riesz uzaymin A altkiimelerine sira kapali altkiimeler denir.

Sira kapali olan ideallere de band diyecegiz.

A bir E Riesz uzayinin bostan farkli bir altkiimesi olsun. A kiimesini kapsayan en
kiigitk (kapsama bagintisina gore) ideale A kiimesinin dogurdugu ideal denir. A
kiimesinin dogurdugu ideal,

[X€E : X1, Xz, ooy Xa€A Ve A Ao, MEIR, [ D77 A X [} dir.

x €E elemaninin dogurdugu ideal A, ise Ay={yeE : 3 A >0, |y <A x|}
kiimesi olur. Bir Riesz uzaymnda tek elemanli kiimelerin iirettikleri ideallere esas

ideal denir. Benzer olarak A kiimesinin dogurdugu band, A kiimesini kapsayan en

kii¢iik banddir.

Onerme 2.2.3. Bir E Riesz uzayinin bir ideali A olsun.A ideali tarafindan iiretilen
band { x€E :3 {xq} S A" ve0< Xo! [X] } kiimesidir. Ustelik tek bir x elemaninin

{irettigi band By ise By={ yeE: |yl anjx| Ty } dir.
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Bir E Riesz uzay1 iginde bir band B olsun. Eger E =B @ B? esitligi saglaniyorsa B
uzayina projeksiyon band denir. Bir E Dedekind tam Riesz uzay: i¢indeki her B
band; icin E = B @ BY seklinde yazilir. E bir Riesz uzay: ve 0<e€E olsun. Eger
B. = E saglaniyorsa e elemanmna zayif sira birim denir. Bir Archimedean Riesz
uzaymda 0 <e €E elemanmnin zayif sira birim olmasi igin gerekli ve yeterli kosul

x leiken x =0 olmasidir.

Tanmim 2.2.4. E, F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olsun.

(a) E i¢inde xq—>> 0 iken F iginde de Txq——> 0 saglamyorsa T operatdriine

sira siirekli operator denir.

(b) E iginde x,—— 0 iken F icinde de Tx,—> 0 saplaniyorsa T operatoriine

o-sira siirekli operatdr denir.

T: E — F pozitif operatoriiniin sira slirekli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E

icinde xq 4 0iken Figinde Txq 4 0 saglanmasidir.

La(EF) :={TeLyE,F) : T sira siireklidir } ve

L(EF) = { TeLyEF) : T o- sira siireklidir } uzaylan

F Dedekind tam ise £,(E,F) Riesz uzay1 iginde birer band olurlar (Aliprantis, C.D.,

Burkinshaw, O.,1985, Teorem 4.4).
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2.3. Pozitif Dogrusal Fonksiyoneller

E bir Riesz uzay: olsun. E iizerinde tanimli gergel degerli sira sinirli operatdrlerin

vektor uzayina E Riesz uzayimin sira duali denir ve E~ ile gosterilir.

feE™ olsun. Eger her bir x€E" i¢in f(x) 2 0 ise f fonksiyoneline pozitif dogrusal

fonksiyonel denir. Her bir f, ge E™ ¢ifti igin

f<g < HerbirxeE" i¢in f(x) < g(x)

siralamasti ile E” bir sirali vektor uzayidir. Ustelik IR bir Dedekind tam Riesz uzayi

oldugundan Onerme 2.1.10. dan E~ da bir Dedekind tam Riesz uzaydir.

E™ Riesz uzaymuin sira duali (E7)” : = E™ " ile E iizerinde tanimli biitiin sira siirekli
ve sira sinirlt dogrusal fonksiyonellerin uzayi ise E7; ile gosterilecektir. T: E - F
bir operatdr olsun. Eger her x, yeE i¢in T (x v y) = T(x) v T(y) saglaniyorsa T
operatdriine Orgii homomorfizmi denir. Ayn1 zamanda birebir ve rten olan Riesz
homomorfizmlerine 6rgii izomorfizmi denir. Eger E Riesz uzay: ile F Riesz uzay1

arasinda bir 6rgli izomorfizmi varsa E ve F uzaylar1 Riesz izomorfiktir denir.

Tamm 2.3.1. E bir Riesz uzay1 olsun. Eger her bir 0 # x€E igin f(x) # 0 olacak

sekilde bir feE™ bulunubiliyorsa E™ uzay: E nin noktalarini ayiriyor denir.

T: E — F bir birebir ve orten operatdr olsun. T operatoriiniin 6rgii izomorfizmasi
olmas1 igin gerekli ve yeterli kosul T ve T operatorlerinin pozitif olmasidir

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 7.3).
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V bir vektor uzayr olmak iizere V {izerinde tamimli dogrusal fonksiyonellerin
olusturdugu vektdr uzayr V* ile gosterilir. W bir bagka vektér uzayive T:V—o>W
bir operator olsun. Her bir f e W* ve her bir v €V icin T* f (v) = f (T(v)) olarak
tanimlanan T* : W* — V* operatdore T operatSriiniin cebirsel eslegi (transpozu)

denir. Genelde <T*f, v>=<f, Tv > bigiminde gosterilir.

Onerme 2.3.2. E ve F Riesz uzaylan olmak iizere T: E — F bir sira sinirli operatdr

ise T* (F" ) ¢ E saglanir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 5.8.).

T* operatoriinin F~ uzayimna kisitlanmasina T operatdriiniin (sira) eslegi denir ve T'

ile gosterilir. Yani T': F~ - E ; <T'f,x>=<{,Tx>, x€ E dir.

2.4. Topolojik Vektor Uzaylari

X bir vektor uzayi ve Tise E iizerinde tanimli bir topoloji olsun. Eger

+: XXX =X 5 (X,y) > x+y

¥ IRXX—> X ; (A x)>AX

bigiminde tanimlanan iki fonksiyon T topolojisine gére siirekli ise T ya bir dogrusal

topoloji, (X ,1) ikilisine de bir topolojik vektdr uzay: denir.

Tanim 2.4.1. (X ,7) Dbir topolojik vektdr uzay: olsun. Eger X uzaymna ait sifirin bir
konveks komsuluklar tabani bulunabiliyorsa (X ,t) topolojik uzayma ise bir yerel

konveks (lokal konveks) topolojik vektdr uzay: adi verilir.
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Tanim 2.4.2. (X ,7) bir yerel konveks topolojik uzay ve A € X olsun. Eger sifirin
her bir V komsulugu igin A € AV kosulunu saglayan bir A > 0 gergel sayisi

bulunabiliyorsa A kiimesine T-sinirlt kiime denir.

X bir topolojik vektér uzayt ve X iizerinde tamimli yarinormlarin bir Q ailesi
verilsin. Q ailesindeki her bir yarinormu siirekli yapan X iizerinde en kaba topoloji

vardir. Bu topoloji altinda X bir konveks uzay olup sifirin kapali komsuluklar tabani

c®@)={{x: sup pi(x)<¢e}, €>0, p;eQ } ailesidir.

1<i<n

X ve X' iki vektor uzayr ve XxX' iizerinde tamimli bir ikilineer (bilineer) form <, >

olsun. Eger <, > ikilineer formu,
D:Herbir0#x eXigin <x ,x'>#0 olacak sekilde bir x' € X' vardir.
D" Herbir0#x'eX'igin <x,x'>#0 olacak sekilde bir x € X vardir.

kosullarini saglarsa X ve X' ne bir dual ikili denir ve <X, X"> ile gosterilir.

<X,X'> bir dual ikili olsun. Her bir x'€ X' ve her bir x €X igin py(X) = |<x,x>|

bi¢iminde tanimlanan py: X — IR fonksiyonu bir yarinormdur.

Q = { px : x' €X'} yarnormlar ailesinin X {izerinde tanimladigi topolojiye zayif
topoloji denir ve o(X,X") ile gosterilir. o(X,X")-topolojisine gore sifirin bir kapali
komsuluklar tabani

{ {x: sup [<x,xi>|<1}: herbir 1€i<n i¢in x X’} ailesidir.

1<izn

Q = {px: x€X}, px)= |<x,x'>l, yarmormlarin ailesinin X’ {izerinde
dogurdugu zayif topoloiyi ise o(X’,X) ile gosterecegiz. Bu topolojiye gore
{x'q} €X’, x’¢ — 0 yakinsamast igin gerekli ve yeterli kosul her bir xe€X igin IR

icinde <x,x’¢>— 0 yakinsamasinin saglanmasidir.
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Tamim 2.4.3. < X,X'> bir dual ikili ve 7, X tizerinde bir yerel konveks topoloji
olsun. Eger (X, 7) uzaymmn topolojik duali X’ oluyorsa 7T topolojisine dual ikili ile

uyumludur denir.

Onerme 2.4.4. (Mackey) < X, X’ > bir dual ikili olsun. Dual ikili ile uyumlu olan X
lizerinde tanimli tiim yerel konveks topolojilere gore X uzayinin sinirli kiimeleri

aynidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 9.25.).

X asikar olmayan bir normlu uzay ve norm dual X' ise her bir (x, x') € XxX' i¢in
< X, X' > = x' (x) bigiminde tanimlanan ikilineer formu D ve D' sartlarin

saglayacagindan her bir normlu uzay iizerinde her zaman bir zayif topoloji

tanimlanabilir.

Onerme 2.4.5. (Eberlein-Smulian) Bir X normlu uzayinin bir alt kiimesi A olsun. A
kiimesinin yerel zayif kompakt (zayif kompakt) olmasi igin gerekli ve yeterli kosul
A igindeki her bir dizinin X uzaymun (A kiimesinin) bir elemanina yakinsayan bir alt

dizisinin var olmasidir. (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 10.13.).

E bir Riesz uzay1 ve p: E — IR bir yarinorm olsun. Eger E iginde [x| < |y| kosulunu
saglayan her x, ye E i¢in p(x) < p(y) oluyorsa p ye Riesz yarinormu denir.

E bir Riesz uzayir ve p: E — IR bir fonksiyon olsun. Eger p asagidaki sartlan
saglarsa p foksiyonuna bir pseudonorm denir:

6] V x€ E igin p (x)20,

(i) V x,yeE igin px+y)< p(x)+ p(y),

(iii) V xe€E i¢in A—0 yakinsarken p(Ax)-—>0 dir.

(v) Vx,yeE icin [x| <[y iken p(x)<p(y).



16

E bir Riesz uzayr ve 1, E lizerinde bir dogrusal topoloji olsun. T sifirin, kati
kiimelerden olusan bir komsuluklar tabanina sahip ise T topolojisine yerel kati

topoloji, (E, 1) ikilisine ise yerel kat1 Riesz uzay1 denir.
E bir Riesz uzayr ve Q, E iizerinde tamimli Riesz yarmormlarinin bir ailesi olsun.
Riesz yarinormlar ailesi Q'nun E i{izerine koydugu topolojiye yerel konveks-kati

topoloji ve (E, 1) ikilisine ise yerel konveks-kat1 Riesz uzayi denir.

Onerme 2.4.6. (E,t) Hausdorff yerel konveks-kati Riesz uzayr olsun. O zaman

asagidaki ifadeler saglanir:

(i) E uzayimnin pozitif kismi E* kiimesi T-kapalidir.

(i) Eiginde xoT ve xq——> X sartini saglayan {Xo} ag1 igin sup{X¢} = x dir.
(iif) E uzaymn her bir band1 t- kapalidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985,
Teorem 11.2.).

E bir Riesz uzay1t ve A, E* uzaymin bostan farklt bir alt kiimesi olsun. Her bir
@ €A ve her bir u €E igin py (u) = || (|u]) ile tanimlt pg , E tizerinde bir Riesz
yarmormudur. { Py : @ €A } Riesz yarmormlarmin E lizerine koydugu yerel

konveks-kat1 topolojiye mutlak zayif topoloji denir ve |o| (E,A) ile gosterilir.

Onerme 2.4.7. Bir Riesz uzay iizerindeki yerel konveks topolojinin yerel konveks-
kat1 topoloji olmast igin gerekli ve yeterli kosul sifirn konveks ve kati kiimelerden
olusan bir komguluklar tabanina sahip olmasidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O.,

1985, Teorem 11.1.).
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Tanim 2.4.8. Tam metriklenebilir yerel konveks-katt Riesz uzaylarina bir Frechet

Orgiisii denir.

Tanim 2.4.9. (Dodds-Duhoux) E bir Riesz uzayi, X bir topolojik vektor uzay: ve
T :E — X bir operatdr olsun. Eger X uzaymin her bir [ a,b] sira aralig1 igin T([a,b]),

X uzaymin bir topolojik sinirli alt kiimesi oluyor ise T operatoriine bir aralik sinirli

operatdr denir.

Onerme 2.4.10. E bir Frechet orgiisii, X bir topolojik vektdr uzayt ve T: E — X bir
operatdr ise agsagidakiler denktir:

(1) T aralik sinirlt operatordiir.

(i1 ) T stireklidir.

(1i1) E uzaymin her yakinsak {x,} dizisi icin {T(x,)}, X’in bir topolojik sinirls
dizisidir.
(iv) E uzaymun her sira sinurl, yakinsak {x,} dizisi igin {T(x,)}, X’ in bir topolojik

sinirl dizisidir (Ercan, Z., 1998).

2.5. Banach Orgiileri

E bir Riesz uzay1 ve || . ||, E lizerinde bir norm olsun. Eger x| < |y| kosulunu saglayan
her x,y €E ¢ifti igin |[x|| £ |ly|| oluyorsa || . || normuna E {izerinde bir 6rgii (lattice)

normu denir.

Bir 6rgii normu ile donatilmig Riesz uzaymna normlu Riesz uzayi denir. Ayrica
normlu Riesz uzay1 tam ise bu uzay Banach Orgiisii (lattice) adi alir. Her bir

normlu Riesz uzayinin bir yerel konveks-kat1 Riesz uzay1 oldugu agiktir.
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Onerme 2.5.1. Normlu bir Riesz uzaymin norm duali bir Banach orgiisiidiir.

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.1.).

Onerme 2.5.2. Bir Banach o6rgiisiinden bir normlu Riesz uzay igine tanimlanan her
bir pozitif operatdr siireklidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem
12.3).

E bir Banach orgiisii olsun. Eger E iginde xo0 sartin1 saglayan her bir {x¢} ag1 igin

Il X [[40 oluyorsa || . || normuna sira siirekli norm denir.

Onerme 2.5.3. E bir Banach 6rgiisii olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) E sira siirekli norma sahiptir.

(i) Eicinde 0<x,1< x ise {Xy} bir Cauchy dizisidir.

(iii) E, o -Dedekind tam ve E iginde x40 ise || x, [NO dir.

(iv) E uzayi E" uzayi iginde bir idealdir.

(v) E igindeki her bir sira aralik zayif kompakt bir kiimedir (Aliprantis, C.D.,
Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.9.).

E ve F birer normlu uzaylari igin E den F igine tanimlanan biitiin stirekli

operatorlerin vektor uzaymi L(E,F) ile gosterecegiz.

Ornek 2.5.4. K bir kompakt Hausdorff uzay olmak tizere C(K) ve Lp() (1 Sp < o0)

uzaylar1 Banach orgiileridir.

Tanim 2.5.5. E bir Banach orgiisii olsun.
(i) 1 £ p < olmak lizere x Ay =0 sartim saglayan her bir x,y €E i¢in ||x + yif =

IIxIP + |lyllP oluyorsa E ye soyut L, uzay: denir.
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(i1) x A 'y = 0 kosulunu saglayan her bir x,y €E icin |jx v y|| = max {|[x] , |Iyll}

esitligi saglanirsa E ye soyut M-uzay: denir. Genelde soyut L; uzaymna AL-uzayi,

soyut M-uzayina ise AM-uzayi denir.

Onerme 2.5.6. E bir Banach orgiisii olsun.

(i) E uzayinin bir AL-uzay1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul her bir x,y € E* ¢ifti
icin {lx+yll= [Ix||+ [lyll olmasidir.

(ii) E uzayinin bir AM-uzay1 olmast igin gerekli ve yeterli kosul her bir x,y €E¥ i¢in

lIx v yl|= max {[|x]],|lyll} olmasidir (Zaanen, A.C., 1983).

E bir Riesz uzay1 ve 0 < e €E olsun. Eger her bir x €E i¢in [x| £ Ae olacak sekilde

bir A €IR var ise e elemanina E Riesz uzayinin sira birimi denir.

Onerme 2.5.7. E, bir Banach orgiisii olsun. E uzaymin bir AL (AM)- uzay olmast
icin gerekli ve yeterli kogul E' norm dualinin bir AM(AL)-uzay olmasidir (Aliprantis,
C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.22.).

Onerme 2.5.8. E bir Banach &rgiisii ve F bir Dedekind tam birimli AM-uzay1

olsun. O zaman E den F igine her bir siirekli operatdr regiilerdir. -

Yani; L(EF)=L(EF) dir.

Kanit: T: E — F igine bir regiiler operator olsun. O zaman T = T-T; olacak sekilde

0 <Ty,Tye X(EF) vardir. Onerme 2.5.2. den T siireklidir. Yani £.(E,F) ¢ L(E,F)
dir.
Simdi T e L(EJF) ve 0<e€F sira birim olsun. Her bir x €E" ve |y| < x sartim

saglayan y €E igin [Ty|<Ay.e esitsizliginden,
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[Tyl < inf {Ay. e : [Ty <Ay .}
=inf {A, : [Tyl<Ay e}. e
=[Tylle<{Tll [yl e<{TlllIxlle  yani,
Tyl < [ITll lixll e dir.
Dolayistyla T bir sira sinurli operatdr olur. Onerme 2.1.10. dan [T| vardir ve
T =T|-(|T| -T ) oldugundan T regiilerdir. Boylece £.(E,F) = L(E,F) dir (Aliprantis,

C.D., Burkinshaw, O., 1985).=

Tanim 2.5.9. E bir Banach Orgiisti olsun. E nin her pozitif artan ve norm sinirlt

dizisi, norm yakinsak oluyorsa E uzayina KB-uzay1 (Kantorovich-Banach) denir.

Onerme 2.5.10. E bir Banach orgiisii olsun. E nin KB-uzay1 olmasi igin gerekli ve

yeterli kosul E nin E" i¢inde bir band olmasidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O.,
1985, Teorem 14.12.).

Onerme 2.5.11. E bir AL-uzayi ve F bir KB-uzayi olsun. O zaman

Lu(E.F) = L(E,F) esitligi saglanir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem

15.13.).

Onerme 2.5.12. Her AL-uzay1 bir KB-uzayidir.

Kanit: E bir AL-uzay1, 0 < x,T ve sup |[x,] € k €eIR* olsun. Kabul edelim ki {x}

bir Cauchy dizisi olmasin. O zaman

X, ~Xn > € olacak sekilde {x,} dizisinin

{x,, }altdizisi ve bir 0 <e€IR vardir.
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Boylece,
n+l
ne < 3| x, - X, ]| = 11xa - xall + [1X3 - Xall + oo + (Xt - Xall
k=2

= [X2 - X1 + X3 - Xo + ... + Xps1 - Xp ||

= [[Xne1 — X1l < 2k
elde edilir ki bu € > 0 olmasi ile gelisir. Dolaysiyla E bir KB-uzayidir (Aliprantis,
C.D., Burkinshaw, O., 1985).m

Onerme 2.5.13. (Kakutani-Bohnenblust-Nakano)

E Banach orgiisiintin bir soyut Ly( 1 < p < e ) uzay olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul E nin bir gergek Ly(UW) uzayina orgii izometrik olmasidir (Aliprantis, C.D.,
Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.26.).

Onerme 2.5.14. (Kakutani-Bohnenblust ve M. Krein-S. Krein)

E Banach oOrgiisiiniin bir birimli AM-uzay1 olmasi igin gerekli ve yeterli kogsul
(homeomorfizm farkiyla tek) €2, bir kompakt Hausdorff topolojik uzay1 olmak iizere

E uzaymin C(Q) Riesz uzaywna orgii izometrik olmasidir.

Ozel olarak, bir Banach 6rgiisiiniin AM-uzayi olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul bir
C(Q) uzaymin kapali bir Riesz alt uzayma orgli izometrik olmasidir (Aliprantis,

C.D., Burkinshaw, O., 1985, Onerme 12.28.).



22

2.6. Zayif Kompakt Operatorler

X bir normlu uzay olmak iizere X iizerinde tamimlanan o(X,X") zayif topolojisini ®

ile, X' lizerinde tanimlanan o(X',.X) zay1f topolojisini ise w* ile gosterecegiz.

Onerme 2.6.1. X ve Y normlu uzaylar, T : X—Y bir operatér olsun. O zaman

asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(i) T norm siireklidir ( || x,

— 0= Tx,

—0).

(i) T zayif siireklidir (Xq ———0 = Txq ——0 ).

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 17.1.).

Tamim 2.6.2. X ve Y Banach uzaylari, T : X — Y bir operatdr olsun. Eger X
uzayinin kapali birim yuvarmin T altindaki goriintiisii Y uzaymnin relatif zayif

kompakt bir alt kiimesi ise T ye bir zayif kompakt operator denir.

Onerme 2.6.3. X ve Y Banach uzaylari olsun. T : X — Y operatériiniin bir zayif
kompakt operatdr olmasi igin gerekli ve yeterli kosul X uzaymmn her norm sinirh
dizisinin goriintiisiiniin zayif yakinsak bir alt dizisinin bulunmasidir (Aliprantis,

C.D., Burkinshaw, O., 1985).

Onerme 2.6.4. X ve Y Banach uzaylar olsun, T: X — Y bir zayi1f kompakt operator

ise T norm siireklidir.

Kanit: Kabul edelim ki T norm siirekli olmasin. O zaman her bir neIN igin [jx.l| = 1
ve || Txq || = n olacak sekilde bir x,€ X vardir. Buradan {Tx,} dizisinin norm sinirli
hic bir alt dizisi yoktur. Oyleyse Mackey Onermesinden (Aliprantis, C.D.,
Burkinshaw, O., 1985, Teorem 9.25.) {Tx,} dizisinin zayif sinirlt higbir alt dizisi
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yoktur. Dolayisiyla {Tx,} dizisinin zayif yakinsak higbir alt dizisi bulunamaz. Ancak

{T(xx)} <€ T(U) oldugundan bu durum T(U)’nun Y uzayinn bir yerel zayif alt
kiimesi olmast ile gelisir. Boylece T norm sinirlidir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw,

0., 1985).m

Onerme 2.6.5. (Gantmacher) X ve Y iki Banach uzayi, T: X—Y bir siirekli operator
olsun. Bu durumda asagidakiler birbirine denktir:

(1) T bir zayif kompakt operatordiir.

MmTXHcy

i) T': (Y', o*) - (X', w) stireklidir.

(iv) T' bir zay1f kompakt operatordiir .

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 17.2.).

Onerme 2.6.6. Bir AL-uzayindan bir KB-uzay1 igine tanimlanan her zayif kompakt
operatdr bir zayif kompakt modiile sahiptir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985,
Teorem 17.14.).

E ve G normlu uzaylar olmak lizere E den G igine tanimli zayif kompakt

operatdrlerin uzaymi W(E,G) ile gosterecegiz.

Onerme 2.6.7. E bir Banach orgiisii, E' sira siirekli norma sahip ve G bir Dedekind
tam birimli AM-uzay1 olsun. O zaman her bir T : E — G zayif kompakt operatdriin

modiilii vardir ve ayni zamanda bir zayif kompakt operatdrdiir (Schmidt, K.D.,1988).

Onerme 2.6.8. E bir Banach orgiisii E' sira siirekli norma sahip ve G bir Dedekind W

tam birimli AM-uzay1 olsun. O zaman W(E,G), £4(E,G) Riesz uzayindd®i

(Schmidt, K.D., 1988). &
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Tanim 2.6.9. E bir Banach orgiisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir siirekli

operatdr olsun. Eger her x€E* igin T( [0,x] ), X uzaynin bir yerel zayif kompakt

bir alt kiimesi ise T ye sira zayif (o-zayif ) kompakt operatdr denir.

Onerme 2.6.10. (Dodds) E bir Banach orgiisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir

stirekli operator olsun. O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(1) T bir o-zayif kompakt operatdrdiir.

(ii) E uzaymnin her sira sinirlt {x,} dizisi igin, lim ||T(x,) [|= O olur.

(iii) Her x€E* ve her bir £ > 0 igin | y | £ x ve x” (ly]) < 8 oldugunda [|Tyl| < €

olacak sekilde bir 0 < x' € E' ve 6 > 0 vardur.

(iv) E uzaymin E" iginde dogurdugu ideal A olmak iizere T"(A) € X olur
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 18.6.).

Tamum 2.6.11. E bir Banach 6rgisii, X bir Banach uzay1 T : E — X bir siirekli
operatdr olsun. Eger E uzaymn her bir norm smurhi dik dizisi {x,} igin

lim [[T(xy) |I= 0 saglaniyorsa T ye M-zayif kompakt operatdr denir.

Onerme 2.6.12. (Meyer-Nieberg) Her M-zayi1f kompakt operatdr bir zayif kompakt

operatordiir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Onerme 18.10.).
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3. b-OZELLIGINE SAHIP RIESZ UZAYLARI

3.1. b-Ozelligi

E bir Riesz uzay, E™ ise E uzayinin ikinci sira duali olsun. E uzayindan E™ uzay1
icine kanonik gobmme Qp:x — X ; X(f)=fKx), V fe E” bigiminde tanimlidir.
Her bir x€E igin X fonksiyoneli E” iizerinde sira sunurli ve sira siireklidir, yani
Xe (E;), dir. Kanonik doniisiim her zaman sonlu supremum ve infumumu korur.
E~ uzay1 E’nin noktalarimi ayiriyorsa Qg kanonik doniigiimii  1-1 olur.
Dolayisiyla E uzaymna E™ nin bir Riesz alt uzayi olarak bakabiliriz. E; uzay1 E~
uzay1 i¢inde bir banddir. X fonksiyonelinin E; ya kisitlamasi, (E]), uzay iginde
bir dogrusal fonksiyonel verir. E uzaymndan (E]), uzay1 igine
x> X; X(OH=fx), Ve E]
bi¢iminde tanimlanan bu doniisiime dogal gémme denir. Orgii homomorfizmi olan

bu dogal gdmmenin 1-1 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul E, uzaymin E uzaymnm

noktalarini ayirmasidir.

Tanim 3.1.1. E bir Riesz uzay1 ve Qg: E —» E~ kanonik doniisiim olsun. Eger E
uzaymin Qg(A) € E7 iginde sira sinirlt olan her bir ACE alt kiimesi E uzay1

iginde de sira sinirli oluyorsa E uzayma b-ozelligine sahip Riesz uzay: denir.

Onerme 3.1.2. Bir E Riesz uzayimni b-6zelligine sahip olmas igin gerekli ve yeterli
kosul E uzay1 igindeki 0 < Qr(xo)T< x", x"€E™ kosulunu saglayan her bir {xq}

aginin E uzay1 iginde iistten sinirlt olmasidir.
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Kanit: (&) ACE ve Qg(A) CE™ iginde sira sinirlt olsun. O zaman, A kiimesinin
her bir elemani igin |a | <x” olacak bigimde E™ uzaymnin pozitif bir x" elemam
vardir. B={sup{ | a;| : i=1,2,....,n}: a€A, ne N } olsun.  yukan ydnlendirilmis bir
kiime oldugundan, f kiimesini kendisi ile damgalayarak, E uzayi iginde 0 < xBTS x"
sartini saglayan {xg} agin elde ederiz. Qp: E —» E™ kanonik doniiglimiiniin bir

orgii homomorfizmi olmasi ve hipotez geregince A alt kiimesinin E i¢inde bir sira
sinirli kiime oldugu goriiliir.

Onermenin gerekli kosulu agiktir.m

Ornekler 3.1.3.

a)Yansimali olan her Banach orgiisii b-0zelligine sahiptir.

b) E bir Riesz uzay1 olmak lizere eger E, Qg(E) iizerinde yansitilabilir (retractablé)
(E™ tizerinde deger kiimesi Qg(E) olan bir pozitif projeksiyon var) ise E uzayi
b-0zelligine sahiptir. Gergekten, P : E-— Qg(E) bir pozitif projeksiyon olsun ve
{xa} C E, x"€E™" olmak iizere 0 < x,T x", E™ iginde saglansm. Her bir o igin,
0 £ P(Xy) = X¢ £ P(x"€E oldugundan E Riesz uzay1 b-6zelligine sahiptir. Diger
taraftan her bir KB-uzay1 yansitilabilir oldugundan KB-uzaylar da b-dzelligine sahip

Riesz uzaylardir.

¢) K, bir kompakt Hausdorff uzayi olmak iizere C(K) uzay: b-6zelli§ine sahiptir.

Gergekten, E = C(K) birimi e olan AM-uzayi olsun. Her 0<x’€ E’ ve her xe

(xh=|x

[-e,e] igin |x'(x)|$| x’

(e)=x(e), x'(e)< sup{l x’(x) | xe [~eel}

<x'(e) esitsizliklerinden |x"|=x(e) esitligi elde edilir. Her bir x"€E” ve
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her bir 0<x’€E’ igin |x"|x)<|x"||x"|=]x"|x"(e) = | x” ] .e(x") oldugunu
goriiriz. Buradan e elemaninin E" Riesz uzay1 iginde bir sira birim oldugu gériiliir.

Simdi {xq} CE, x"€E" olmak tiizere 0 < xT<x", E" uzayi icinde saglansin. x"e E"
oldugundan 0<x”<Ae kosulunu saglayan A pozitif reel sayis1 vardir. Boylece
E Riesz uzayr iginde 0 < x,T < Ae elde edilir. Bu da E = C(K) uzaymin

b-6zelligine sahip bir Riesz uzay oldufunu gosterir.

d) Sifira yakinsak reel sayilarin dizi uzayi, ¢ Riesz uzay1 b-ozelligine sahip
degildir. Gergekten, her bir ne N igin n. bileseni 1 diger terimleri 0 olan

er= (0,...0,1,0,0...) dizilerinin olusturdugu kiime A olsun. e = (1,1,1,...)¢ £_ olmak

lizere her bir ne N icin 0 <Qgle,) < e esitsizligi (c,)” " =24, sinirh dizi uzayi

o0

iginde saglandigindan A kiimesi (c,)”" iginde bir sira sinirli kiime olur. Ancak A

kiimesi ¢y uzayi i¢inde sira sinirli olmadigindan ¢y Riesz uzayr b-6zelligine sahip

olamaz.

Onerme 3.1.4. b-6zelligine sahip Dedekind tam Riesz uzaylarimin her sira kapalt

Riesz alt uzay1 da b-0zelligine sahiptir.

Kamt: E Dedekind tam b-6zelligine sahip Riesz uzayr ve U ise E uzaymnmn bir
bandi, Qu:U — U™ kanonik doniisiim olsun. {x¢} C U, 0<%, ve 0<x"eU™
olmak iizere 0 < Qu(xx)T < x" kosulu U™ Riesz uzayinda saglansin.
X :E - R, f—=X{)=x"(f|y) bigiminde tanimlansin. 0 < X € E™" oldugu agiktir.
Her bir 0<fe E" icin 0<fjye U" oldugunda 0< QU(xa)(ﬂU)T <x”(fly) elde
edilir. Buradan, 0 < (flu)(xe) T< x” (f]y) bulunur. Boylece 0<f (xo) T<R(f) ve
0 < Qe(xo)(f) T< R(f)  elde edilir. Buise E™™ uzayt iginde 0 < Qp(xe) 7<%

esitsizliginin saglandigint gosterir. E uzay1 b-6zelligine sahip oldugundan 0< x4<z
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kosulunu saglayan E uzaymin bir z elemant vardir. E Dedekind tam bir Riesz
uzayl oldugundan x =sup {Xq: 0€A}, E uzaymin bir elemanidir. {xo} ags artan
oldugundan {xo} agt x elemanmna sira yakinsar. U, E uzaymnda sira kapali

oldugundan x, U nun elemani olur. Buda U Riesz alt uzaymmn b-6zellifine

sahip oldugunu gosterir.m

b-6zelligi, uzaym ideallerine her zaman gegmez. Ornegin /£ birimli AM-uzay:

b-0zelligine sahip olmasina karsin bir ideali olan ¢y uzayr b-6zelligine sahip

degildir.
Onerme 3.1.5. Her Riesz uzaymin sira duali b-0zelligine sahiptir.

Kanit: E Riesz wuzaymmn sira duali  E7, bir Dedekind tam Riesz uzayidir
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 1.13.). {x,}cE", ¢ (E")™"
olmak {zere 0<x T<@ kosulu (E7)"" Riesz uzaymnda saglansin.

x.E*—-R ., xX(x)=supx,(x) , xeE’

bigiminde bir bagint1 tanimlayalim. Her bir x€ E* igin ,0< x) (x) = Qe(x)(x}) =
Q.- (x5) (Qe(x)) < ¢ (Qe(x))<> olduundan x” anlamlidir. Simdi x” doniisiimiiniin
toplamsal oldugunu gosterelim. Herx,y € E* icin,

X (x+y)=x,(x)+ x5 (y) X' (x)+x'(y) ve sup, X, (x+y)Sx(X)+x'(y) elde
edilir. Boylece

X(x+y) X&)+ x'(y) (3.1

esitsizligi bulunur. E~ Riesz uzayinda { x): ao€ A} ag1 yukar yonlendirildiginden,
her a,Be A igin xj £x, ve xj <x| kosulunu saglayan bir Y€ A vardir.

Boylece, her x,y€ E* igin x,(x) <x7(x) ve xj(y)<x(y) esitsizlikleri saglanir.
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Buradan xj,(x)+x3(y) £ x,(x)<x;(y)=x(x+y) elde edilir. Sirasiyla birini
sabit tutarak o ve P f{izerinden supremum alinirsa,

XX)+x(y)<x'(x+y) (3.2)
bulunur. (3.1) ve (3.2) esitsizliklerinden x":E* —R* doniisiimiiniin toplamsal
oldugu goriiliir. O halde x":E—R  bir pozitif operatér olarak genigler
(Aliprantis C.D., Burkinshaw O., 1985, Teorem 1.7.). Buradan x'€E~ buluruz. Her

bir x€ E* igin x'(x) =supx/ (x) 2 x} (x) oldugundan 0<x/, <x’ kosulu E* Riesz

uzaymnda saglanir. Boylece E” Riesz uzaymin b-0zelligine sahip oldugu elde

edilir.m

Yukaridaki dnermenin tersi her zaman dogru degildir. Omegin, E = ¢, Riesz uzay:

icin E"= £, Db-0zelligine sahip olmasina karsin E, b-0zelligine sahip degildir.

Tanim 3.1.6. E bir Riesz uzay1 olsun. E uzaymndan (E;). Riesz uzayina tanimlanan

dogal gdmme birebir ve Orten oluyorsa E Riesz uzayma mitkemmel (perfect) Riesz

uzay1 denir.

(EZ)-, (E;)” uzaymn bir band1 oldugu (Aliprantis C.D., Burkinshaw O., 1985,
Teorem 4.4), Onerme 3.1.4. ve Onerme 3.1.5. 6nermeleri ile birlikte diiginiliirse her
bir mikkemmel Riesz uzayin b-6zelligine sahip oldugu kolayca goriiliir. Ancak,
b-5zelligine sahip her Riesz uzaymmn miikemmel olmasi gerekmez. Omegin C[0,1]
Riesz uzayr b-ozelligine sahip bir Riesz uzayr olmasina karsin Dedekind tam

olmadigindan bir mitkemmel Riesz uzayi olamaz.

Bir E Banach orgiisiiniin b-6zelligine sahip olmasi ile KB-uzay: olmasi arasinda

yakin bir iligki vardir.
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Onerme 3.1.7. E bir Banach orgiisii olsun. E uzaymn bir KB-uzay1 olmas: igin

gerekli ve yeterli kosul E uzayinin sira siirekli norma sahip ve b-6zelligine sahip

olmasidir.

Kanit: Biitlin KB-uzaylar1 sira siirekli norma ve b-Ozelligine sahiptir (Aliprantis,

C.D., Burkinshaw,O., 1985, Teorem 14.12.).

Tersine, E uzay iginde 0<x, T ve sup{ || xa" ¥ m, 0< melR  kosullarini
saglayan bir { x, } ag1 verilsin.
x":E)Y =R f = x"() =sup(f(xp)

bagintisint tanimlayalim. f(xq) < H f || || xa”S || f ||m esitsizliginden x" anlamlidir
ve 0<x,T oldugundan x" toplamsal bir doniigiim olacaktir. Béylece x" déniigiimii
E' uzaymin tamamina bir pozitif operatdr olarak genisletilebilir. Ayrica, her a igin
0 < x¢ < x" esitsizligi  E" uzaymnda saglandigindan ve E uzayt b-0zelligine sahip
oldugundan 0 < x4 < z kosulunu saglayan E uzaymnin bir z eleman1 vardir. E sira

stirekli norma sahip bir Banach orgiisii oldugundan E Dedekind tamdir. Buradan

0<xqTx kosulunu saglayan E nin bir x elemam vardir. E uzay iginde x - Xq 10

ve E uzayi sira siirekli norma sahip oldugundan || X - xan 10 dir. Béylece lim xg=x

bulunur. Buda E uzaymin bir KB-uzay1 oldugunu verir.m

C[0,1] Banach oOrglisii b-6zellifine sahip olmasmna ragmen bir KB-uzayr
degildir. Bundan dolay: bu 6nermedeki sira siireklilik kogulunu kaldirmak miimkiin

degildir.
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Tanim 3.1.8. (E,1) bir yerel-kat1 Riesz uzay1 olsun. E iginde 0 < u, T kosulunu
saglayan t-smurli {u,} dizisi T-Cauchy dizisi oluyorsa (E,t) uzayma B-0zelligine

sahiptir denir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1978, Tanim.18.1.).

Onerme 3.1.9. (E,t) bir yerel-kati Riesz uzay: olsun. Asagidaki ifadeler birbirine

denktir.

() (E,x) B-ozelligine sahiptir.

(ii) Eicinde 0<uql kosulunu saglayan t-sinirlt her {uq} ag1 bir -Cauchy agidir
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1978, Teorem 18.4.).

Onerme 3.1.10. (E,t) B-6zelligine sahip bir tam yerel konveks-kat1 Riesz uzayi

olsun. O zaman E b-6zelligine sahiptir.

Kanit:  {Xq}, E uzaymm 0 < XaT< % , %€E™ kosulunu saglayan herhangi bir ag
olsun. Her bir fe E’ i¢in fe E” olur (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985,
Teorem 11.5.). Ve 0<|f(x,)|<|f|(xo) SR(F|) esitsizligi saglandigindan {xa},
E uzaymin o (E,E")-siurlt bir agidir. E iizerindeki 7 topolojisi ile o(E,E')-topolojisi
uyumlu oldugundan Mackey teoremi (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, 0., 1985,
Teorem 9.25.) geregince {Xo} E iizerindeki topolojiye gore de sinirh olur. E-
B-ozelligine sahip oldugundan {X,} E uzaymmn bir Cauchy dizisi olur. E uzay1 tam
oldugundan lim x4 = x olacak gekilde E uzaymin bir x elemant vardir. Boylece

sup Xq = x elde edilir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 11.2.). Bu ise

E uzaymnin b-dzelligine sahip oldugunu verir.m

Ancak Onerme 3.1.10. nun tersi her zaman dogru degildir. E = C([0,1]) birimli

AM-uzay1 b-6zelligine sahip olmasina karsin bir Banach 6rgiisiiniin B-ozelligine



32

sahip olmasi ile KB-uzay: olmasi ¢akistigindan ve E birimli AM-uzay1 bir KB-uzay:

olmadigindan B-6zelligine sahip olamaz.
Tamm 3.1.11. (E,7) bir yerel-kat1 Riesz uzay1 olsun. E iginde 0<u,T kosulunu
saglayan her t-sinurlt {us} ag1 E i¢inde supremumu var ise (E,T) uzayina Levi

ozelligine sahiptir denir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1978, Tanim.9.3.).

Onerme 3.1.12. (E,7) Levi dzelligine sahip bir yerel konveks-kat1 Riesz uzay

olsun. O zaman E b-6zelligine sahiptir.

Kanit: Bir onceki onermenin ispatindaki adimlar izlenirse E uzaymm E™ iginde
0<x,1< &, Xe€E™ kosulunu saglayan her bir {Xo} agmin’da E iginde topolojik
stnirli oldugu elde edilir. E uzay: Levi 6zelligine sahip oldugundan 0 < x,T < x
esitsizligi saglanacak sekilde E uzaymnin bir pozitif x elemam vardir. Bu ise E

uzayinin b-6zelligine sahip oldugunu verir.m

Yine bu Onermenin tersi de her zaman dogru degildir. Gergekten E = C([0,1])
birimli AM-uzay1 b-Ozelligine sahip olmasina ragmen E uzayr Dedekind tam

olmadigindan Levi 6zelligine sahip degildir.

Tanim 3.1.13. (E,t) bir yerel-kat1 Riesz uzayi olsun. E iginde U0 kosulunu

saglayan her bir ag igin uy,——0 oluyorsa E uzayma Lebesgue 6zelligine

sahiptir denir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1978, Tanim 8.1.).

Lebesgue o6zelligi ile b-ozelligi birbirinden bagimsiz kavramlardir. Asagidaki iki

ornek ile bu durumu agiklayalim.
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Ornek 3.1.14. E =c, uzay1 Lebesgue 6zelligine sahip olmasimna karsin b-6zelligine

sahip degildir.

Ornek 3.1.15. /. siurh dizi uzay1 b-6zelligine sahip olmasina karsin Lebesgue

Ozelligine sahip olmayan bir Banach Orgiisiidiir.

3.2. b-Sira Simirhi Operatorler

Tanim 3.2.1. E bir Riesz uzayt ve A C E olsun. Eger Qg(A), E~ uzay1 iginde
bir sira sinirli kiime oluyor ise A kiimesine E uzaymun bir b-sira sinirli alt kiimesi

denir.

Tanim 3.2.2. E ve F iki Riesz uzayi, T : E — F bir operatdr olsun. Eger T
operatorii, E uzaymm b-sira sinirlt alt kiimelerini F uzaymnin b-sira siirh alt

kiimelerine doniistliriiyorsa T operatdriine bir b-sira sinirlt operatdr denir.

E uzayindan F igine tanimli b-sira sinirli operatorlerin uzaymi £Lps(EF) ile

gosterelim. Los(E,F) uzayi her T,R € Lys(E,F) igin

T<R ¢ TE)<SRE), V xeE°

siralama tanimiyla bir sirali vektor uzayi olur.

Onerme 3.2.3. E ve F iki Riesz uzay1 olmak iizere £,(E,F) € Los(EF) dir.

Kanit: T : E — F bir sira sinirli operatdr olsun. Bu durumda T :E™—F  de bir
sira sinirh operatordiir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 5.8.). ACE
bir b-sira sinirli kiime olsun. O zaman Qg(A) € E™ bir sira smirh bir kiime ve

T:E"— F~ bir sira siirl operatdr oldugundan  Qg(T(A)) = T (Qg(A)), F—
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uzaymnin bir sira siurli alt kiimesidir. Yani T(A) kiimesi F  uzaymin bir b-sira

stirlr alt kiimesidir. Bu ise T operatoriiniin bir b-sira sinirli operatér oldugunu

verir. s

Lo(E,F) = Los(E,F) esitligi her zaman dogru degildir. Omegin, E = 1,[0,1], F=cg

uzaylar1 ve
1 1
T:E->F; T({)= (If(x).sin(x)dx,ff(x)sin(2x)dx,...)
0 0

olsunlar T, bir norm siirekli operatordiir. Ancak bir sira sinirli operatér degildir .
T: co=£, > L [01]=L_[01]; <T(X,,X5...),f >= 2;1 (an:f(x) sin nxdx)

stirekli operatorii, L_[0,1] bir Dedekind tam birimli AM-uzay1 oldugundan bir sira
sinirlt operatdrdiir (Kantorovich, L.V.,1936). Dolayisiyla T”:(L_[0,1]) — £ bir

sira sinirhi operatdr oldugundan T de bir b-sira sinirlt operator olur.

E ve F iki Riesz uzay1 ve F Riesz uzayr b-0zelligine sahip ise E den F igine tanimli

her bir b-sira sinirli operatdr bir sira surli operatér olur.

Tanim 3.2.4. E ve F iki Riesz uzay1 ve T: E — F bir operator olsun. Eger

QT:E—F " operatdrii sira siurh bir operatér oluyorsa T ye bir preregiiler

operattr denir.

Onerme 3.2.5. E ve F iki Riesz uzayi, T: E — F ise bir operator olsun. Asagidaki
Onermeler birbirine denktir.

(i) T bir preregiiler operatordiir.

(i) T :F" — E"~ bir sira sinirh operatdrdiir.

@iii) T":E°~ — F™~ bir sira sinirlt operatérdiir.

(iv) T: E— F bir b-sira sinirh operatdrdiir.
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Kanit: (i) = (ii)) 0<feF iken 0<xe€E ve [y[Sx olsun. T: E —» F bir
preregiiler operatér oldugundan IQF(T(y))l <z” olacak gekilde F~ uzaynmn bir

”
z” eleman1 vardir.

T'T ()| = [f (T = Qe (TN < Qe (THN|(E) < 2°(E)
saglandifindan T"(f)e E~ olur. T" eslek operatdriiniin  F~ uzayma kisitlamasi
Tl =T :F 5E  dir. QT:ESF", Qu:F»F ", Q. :F "~ 5F ve

Q. :F" > F """ operatdrlerini diisiinelim. Her bir x€Eve her bir ge F~ igin

<X%,(QrT)" Q- (8) >=< Qe (T(x)), Q- (8) >=< g, Qs (T(x)) >=< T(x),g >=< x,T" (g) >

esitligi saglandigindan. QM) Q.- (8)=T"(g) buluruz. Q. :F>F™ ve
(QeT)" :F"" —»E~ operatorii sira sinirli oldugundan, (QeT)"Q,- operatorii de

bir sira sinirli operator olur.

(i)=(ii) T":F" - E~ bir sira smurli operatér ise T nin iki eslek doniisiimii

T7:E"™ —=F " bir sira sinurh operatér olur (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O.,

1985, Teorem 5.8.).

(iii)=(@{v) E uzaymin herhangi bir b-sira sinirht alt kiimesi A olsun. O zaman
Qe(A), E7 uzaymn bir sira sinirl alt kiimesi olur. T™" :E™™ — F™~ bir sira surh
operatdr oldugundan, T ~(Qz(A))=Qr(T(A)) kimesi F*~ wuzaymm bir sira

sinirli alt kiimesi olur. Buise T operatoriiniin b-sira sinirli oldugunu gésterir.

(iv)=(1) E uzaymin herhangi bir pozitif eleman x olsun. [0,x], E uzaymnmn bir b-sira

sinirl1 alt kiimesi ve T: E — F  bir b-sira suurlt operatdr oldugundan Qg(T([0,x])),
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F uzaymin bir sira siirli alt kiimesi olur. Bu ise Qg T:E — F™~ bir sira sinirh

operator oldugunu verir. Yani T: E — F bir preregiiler operatordiir.m

Sonu¢ 3.2.6. T:E—F biroperatsr ve n2>1 bir dogal say1 olmak iizere T nin

n.eslegi bir sira sinurlt operatér ise T nin her bir eslegi de sira smarlidir.

E bir Riesz uzay1 olmak fizere Qg :E—E™™  kanonik gommesini alalim. E
uzaymin herhangi bir b-sira sinurht alt kiimesi A olsun. Qz(A)c (E™), ve (E7);

uzayt E™7 iginde bir band oldugu dikkate alinirsa Qg(A) kiimesinin (E7); iginde

stra sinirht bir kiime oldugu goriiliir.

Onerme 3.2.7. TIki Riesz uzay: arasinda tamimlanan her b-sira simrlt operatdriiniin

sira adjointi (eslegi) sira stireklidir.

Kanit E ve F iki Riesz uzay: ve bu uzaylar arasinda T : E — F bir b-sira simirlt

operatdr olsun. Bu durumda Q T:E— (F"); bir sira sinrh operatdrdiir. E

uzaymin herhangi Dbir pozitif x elemanini sabitleyelim. |y | <x  kosulunu
saglayan her bir y elemani igin | Q:T(y) | <x” olacak bigimde (E™). uzaymn
bir x” elemant vardir. 0<feF olsun Zin:l f,=f  kosulunu saglayacak

bigimde 0<f,,f,,....e F~ elemanlann segelim.

<X’Z:=1‘T~(fi)|> = Y sup{<y T (f)>: |y| <x}
=Y sup{<T(y), f; >: | y|<x)
=D sup{ <, QT(y) > |y|<x )

<Y <f,x"> = x"(f) (3.3)
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olur. (3.3) den ve (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 1.14. ve Teorem
1.16.(3)) den E~ wuzaymin her bir pozitif f elemani igin IT - |f (x) < x"(f)
bulunur. Diger taraftan F~ uzaymnda f, L0 saglansin. x”sia siirekli oldugundan

| 77 [fa () <x"(F,) L 0 elde edilir, yani her bir xeE" igin |T"[(f,)(x) 0

saglanir. Boylece E~ uzayi i¢inde iT" f, 10 oldugunu goriiriiz. O halde T~

operatorii sira siirekli olur (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O, 1985, Teorem 4.3.).m

3.3. Sira Stmrh Operatorlerle Siirekli Operatorlerin Cakigmasi

Tki Banach 6rgiisii arasinda tanimli sira simrli operatdr aralik siirlidir. Dolayisiyla

stireklidir (Ercan, Z., 1998). O halde £bn(E,F) C L(E,F) her zaman saglanir. Ancak

bu kapsama bazen &z olabilir. Omegin, E=C[0,1], F=c; olmak iizere

T:C[0,1] = co; T = (£(1)-£(0), £(1/2)-£(0), ..., f(1/n)-£(0) ,...), V feC[0,1]

biciminde tamimlanan T bir silirekli operatdrdiir ancak bir sira simirli operatdr

degildir. m

LbE,F) = L(E,F) esitliginin oldugu bazi durumlar §dyle siralayabiliriz:

(i) E bir Banach orgiisii ve F Dedekind tam birimli bir AM-uzay1 olsun. O zaman

Lu(EF) = L(E,F) dir (Kantorovich, L.V., 1936).

(i1) E bir AL uzay1 ve F bir KB uzayi olsun. £b(E,F) = L(E,F) dir.
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(iii) E bir AL uzayi, F p-6zelligine sahip bir Banach orgiisii ( F” {izerinde deger
kiimesi F olan bir pozitif projeksiyon var) ise Lb(E,F) = L(E,F) esitligi yine
saglanir (Meyer-Nieberg, P., 1991, Teorem 1.5.11.).

Simdi biz yine £Lb(E,F) = L(E,F) esitliginin saglandigi bagka bir durumu daha

verelim.

Onerme 3.3.1. E bir AL-uzayt ve F ise bir b-6zelligine sahip Banach rgiisii ise

LbE.F) =L(E,F) esitligi saglanir.

Kanit: T : E — F bir sira sinirli operatdr olsun. O zaman E uzaymnin her [a , b] sira
aralig1 icin T([a , b]), F uzaymn bir topolojik sinirhi alt kiimesi olur. Boylece, T

aralik sinirli operatdr olur. Yani T siireklidir (Ercan, Z., 1998).

Simdi, T: E — F bir siirekli operator ve A, E uzaymin bir sira smirli alt kiimesi
olsun. E' bir Dedekind tam birimli AM-uzay1 oldugundan T': F' — E' stirekli eslek
operatdrii sira smirlidir. Dolayisiyla T" : E" — F" operatorii de sira smrhdir
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 5.8.). F Riesz uzaymin b-6zelligine
sahip oldugu ve Qr(T(A)) = T"(Qg(A)) esitligi kullanilarak T(A) nin F iginde sira

stirh kiime oldugu goriiliir. Buradan £s(E,F) = L(E,F) esitligi elde edilir. m

Sonug 3.3.2. E bir Banach 6rgiisii, F bir AM-uzay1 ve T: E — F bir stirekli operator

olsun. O zaman T nin eslegi, T": F' — E' bir sira sinirl1 operatordiir.

Kamit: T: E — F bir siirekli operator olsun. T' : F' — E' bir stirekli operator, F' bir

AL-uzay1 ve E' b-6zelligine sahip Banach &rgiisii olur. Onerme 3.3.1 den dolay1 T'

bir sira sinirh operatdr olur. m
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Onerme 3.3.3. E ve F iki Banach orgiisii, T: E — F bir b-sira sinurli operator olsun

O zaman T bir siirekli operatordiir.

Kanit: E Riesz uzaymnin keyfi bir araligt [a, b] olsun. [a, b], E i¢inde b-sira sinirlt
oldugundan Qg(T([a, b]) ), F™™ uzaymin norm sinirl: bir alt kiimesi olur. Béylece
T([a, b]), F uzaymin norm sinirli bir alt kiimesi olur. Buradan, T nin bir aralik sinirli

operatdr oldugu goriiliir. Dolayisiyla T bir siirekli operat6rdiir (Ercan, Z., 1998).m
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4. KARTEZYEN CARPIM UZAYLARININ VE BOLUM UZAYLARININ
b-OZELLIGINI SAGLAMASI

4.1. Kartezyen Carpim Uzaylarmin b-Ozelligi

Bu bdlimde kartezyen ¢arpim uzaylarinin b-6zelligine sahip olmasi karekterize
edilecektir. Ayrica b-Ozelligine sahip normlu Riesz uzaylarinin norm
tamamlaniglarinin =~ b-6zelligine sahip olmasinin  gerekmedigi bir &rnekle

gosterilecektir.

{ Ei: i€l } Riesz uzaylarinin bir ailesi olsun. HEi kartezyen (dik) carpim
{xi}={yi} < V iel iginx;2y;
siralamasi ile bir Riesz uzayidir. Agik olarak I_IEi uzayinin herhangi iki

eleman1 x = {x;}, y={yi} ise

sup{x,y} =x vy ={xivyi} ve inf{x,y} = x Ay = {xiAy}

olurlar. Direkt toplam EEI@ E,, l—[Ei uzaymin sonlu i'ler haricindeki elemaniarn

sifir olan elemanlarin uzay: olsun. ziel@ E, uzay, l_IEi Riesz uzaymin bir Riesz

alt uzayi olur.

Onerme 4.1.1. { E; : i€l } Riesz uzaylanimn bir ailesi ve E =1—_[Ei bu Riesz

uzaylarin kartezyen ¢arpumi olsun. E Riesz uzaymin b-6zelligini saglamasi igin

gerekli ve yeterli kosul her bir ie] icin E; Riesz uzayin b-6zelligini saglamasidir.
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Kanit: (=) E b-0zelligine sahip bir Riesz uzayi olsun. i€l olmak {izere,
{x:0e A} B Riesz uzaymin bir ag1 ve x/€ E,” olmak lizere 0<x} T< x7
esitsizligi E, ~ Riesz uzayinda saglansin. Béylece her bir 0 < g €E,” icin
0< Qg (xia)(g) < xj(g) ve 0< g(x&) < x{(g) olur. 0< Fe E~ fonksiyonelini
sabitleyelim. Her y;€ E; igin y—i= (¥;) i1 € E elemam i.yeri (y_i)i= yi,1# ] icin

v, i= 0 bigiminde tanimlansin.

f:BE—> IR ; f(y)=F(),VyeE
(1) f 'nin anlamb ve iyi tanimli oldugu agiktir.

(i) Vxi, yieE ve VAeIRicin (x, +Ay,) =X, +Ay, ve F dogrusal oldugundan,

f(xi+ A y)=F((x, +Ay,)) = F(x,) + AF(y;) = f(xi)+ A f(y;) oldugundan f dogrusal olur.

(iii) VO < y;€E; igin OSy—ie E, F pozitif oldugundan f(y;) =F(;) >0 olur.

Yani fe(E; ), dir. 0< Qg (x,)(B) = F(x,) = f(x}) = Qg (x,)(F) < x{(f) < e olur.

R:E] IR R(F):=sup,{Qg (x,)(F)} =sup, f(x})

bigiminde tanimli X, toplamsal bir operatdrdiir. Dolayisiyla X, E~uzaymmn

tamamina pozitif olarak genisler (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem
17). Ber 0<FeE igin, %(F)=sup, F(x})>F(x.)=Qy(x,)(F) oldugundan
0<x. <& esitsizligi E™"uzaymnda saglanir. E b-dzelligine sahip bir Riesz uzayt

oldugundan 0< Z <z kosulunu saglayan E uzayinin bir pozitif z eleman1 vardir.
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P, :E—E,; 1 izdiiglim operatorii olmak iizere 0 < P, (x&) < P(z), Pi(z)eE,; dir.

Buradan 0<x! <P, (z), E; uzaymnda saglanacagindan I damga kiimesinin her bir i

elemani i¢in E; Riesz uzayr b-ozelligine sahip olur.

Tersine, I damga kiimesinin her bir i elemani igin E; Riesz uzay1 b-ozelligine sahip
olsun. {X¢} C E ve x"€ E™~ olmak iizere 0<x,, T<x” esitsizligi B~ uzayinda
saglansin. Her bir ae A igin X elemanini xq= (x. ), bigiminde tanimlayalim. Her

bir 0 <f € E; icin,

F:E—-IR; x->FXx)=1f(x;) V x={x;}€E

bigimindeki F  fonksiyoneli E] Riesz uzaymin bir elemamdir. Ayrica

0=<Qq, (xia)(f) = f(xL) =F(x,) < x" (F) <eo bulunur. Boylece

R,:(ED), »IR; f—sup, f(x})

bigiminde tanimlanan X toplamsal operatorii E; uzaymin tamamina bir pozitif
operatér olarak genisler (Aliprantis, .D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 1.7.).
Her 0<fe E igin, &;(f)=sup, f(x})2f(x},)=Qg (x)(),Vooe A  bulunur.
Boylece 0<x! T<R. esitsizligi E,”” uzayinda saglamir. I damga kiimesinin her
bir i elemamt igin E; Riesz uzaytr  b-6zelligine sahip oldugundan
Vae A veVieligin0<x! <y,, y,€E,, ifadesi E; Riesz uzaymda saglanr.
Bulunan bu y; elemanlan ig¢in  y=(y,),,€E tanimmu yaparsak 0<x,<y

siralamas1 E uzayi iginde saglanacaktir. Boylece E uzayinin b-0zelligine sahip

oldugu goriilir.m
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E bir Riesz uzayt ve p ise E {izerinde bir pseudonorm olsun. E i¢inde 0 <x,, Tx

saglanirken 0<p(x,) T p(x) oluyor ise p ya Fatou-pseudonormu denir (Aliprantis,

C.D., Burkinshaw, O., 1978, Sayfa 80).

E bir Banach &rgiisii olsun. Agik olarak, E uzaymin Levi 6zelligine sahip olmast i¢in
gerekli ve yeterli kosul E uzaymin Dedekind tam ve b-Gzelligine sahip olmasidir.

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1978, Teorem 19.17.).

Onerme 4.1.2. { By : keIN} Banach orgiilerinin bir dizisi olmak iizere

E=(E ®E,;®..), (15p<e) uzaylan
(B, ®F, 8.), ={x=(x,,x,.): Vke IN x, € B, ve [x], =[x, )" <o)
k=1

(B, ®E,®..), ={x=(x;,X,,..): Vke IN x, € E, ve [x|_ =sup,[x,] <o}

olsunlar (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.6.).

(1) E Banach oOrgiisii b-6zelligine sahip ise her bir k dogal sayis1 i¢in Ex Banach

Orgiisii  b-0zelligine sahip olur.

(ii) Her bir k dogal sayist i¢in Ex Banach orgilisii Levi 0zelligine sahip ve Ex
lizerindeki norm Fatou oOzelligine sahip olsun. O zaman E  Banach o&rgiisii

b-6zelligine sahip olur.

Kanit: (i) E b-6zelligine sahip bir Banach 6rgiisii ve k keyfi bir dogal say1, {x5}, E
uzayinin o damga kiimesi iizerinden artan bir ag, x"€ E;” olmak {izere

0<xk T < x” esitsizligi E;~ Riesz uzayinda saglansin. Her bir xe€Eyigin k.
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terimi x diger terimleri sifir olan E uzaymnin elemanini x ile gosterelim. Her bir
0<Fe E  ig¢in,
f:E, >R ; x— f(x) = F(x)
bigiminde tanimlansm.0<fe E; oldugu agktirr 0<Q, (g)(F) = F(g)
=f(x¥) T< x"(f) < oo olur. Dolayisiyla,
®:E] >IR; F->sup,Fx* )
bigiminde tanimli toplamsal fonksiyonu E~uzaymin tamamina genisler

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 1.7.). Her bir Fe E] igin
®(F) =sup, F(E)ZF(E)zQE(g)(F) oldugundan OS)_(ETQSQ siralamasi
E™" wuzayinda saglanir. Hipoteze gére E  b-0zellifine sahiptir. Boylece

0< E Tas z kosulunu saglayan E uzaymnin bir pozitif z elamam vardir. Her bir k
dogal sayisi igin Py, k. pozitif izdiigiim operatérii 0< ;E Tus z siralamasina

uygulanirsa 0<P, (g) T.<P,(2)=z, € E,elde edilir. Buradan 0<x¥ <z,

zx€Ex bulunur. Bu ise her bir k dogal sayist i¢in Ex uzaymmin b-6zelligine sahip

oldugunu verir.

(i) Her bir k dogal sayisi igin Ex Banach Orgilisii Levi Ozelligine sahip ve Ex
tizerindeki norm Fatou 6zelligine sahip olsun. {Xq}CE ve x"€ E™~ olmak iizere

0<x, T<x” esitsizlifi E™~ uzayinda saglansin. Her bir o€ A igin xq elemanini

Xa= (x¥)7, bigiminde tamimlayalim. Bir onceki onermenin yeter kosulundaki

islemler tekrar edilerek her bir k dogal sayis1 ve A damga kiimesindeki o igin

0<x¥ Tas ¥y, swralamasi Ey uzayinda saglanir. Her bir k dogal sayis1 icin Ex

Dedekind tam ve norm Fatou ozelligine sahip oldugundan 0<x% Ta X, Ve

|

k
Xa

lTu | x| olacak sekilde Ey uzaymin xy eleman: vardir. 1<p<eo olsun.
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VnelN ve Vae A igin, (2:=1 ” x’; "p)”p < || X, " <m olacak sekilde bir m pozitif

reel sayis1 vardir. Boylece,

lim, (Y [x5])"" <m = (& lim,

p
x(’;“ )P <m
n .. k[[P1/
= (2k=1”llmaxa|| )'P<m

n PN/
= (2k=1"xk" ) f<m
bulunur. Bu ise x = {x,} elemaninn E uzaymna ait oldugunu verir. Boylece

0<x, T< x siralamasi E uzay1 i¢inde saglamir. Yani E uzay b-0zelligine sahip olur.

p = o olsun. VkeIN ve VaeA igin |

k
xa

Ssupk”x'; =[x, [ <m, olacak

sekilde bir m; reel sayis1 vardir. Boylece limg( " x¥ “) =|| Xy ||Sm1 oldugundan

supk(” Xy ”) <m, saglanir. Bu ise x = {X,} elemaninin E uzayma ait oldugunu

verir. Ayrica 0<x, T<x siralamasi E uzay iginde saglanir. Yani E b-0zelligine

sahip olur.m

Ormek 4.13. A={x={x,}: x,€IR, I3n,€IN 3 Vn2n,igin x, =0 } olsun.

A uzayi noktasal siralama ile sifira yakinsak reel diziler uzayr ¢¢’ n b-6zelligine

sahip bir idealidir.

Coziim: A nin ¢y Riesz uzaymnn bir ideali oldugu agiktir. Biitiin reel dizilerin

olusturdugu uzay olan's, A Riesz uzaymun stra dualine esittir (Zaanen, A.C., 1983).
{x,:a€ A} CA,, x, ==, , x"e A~ olmak izere,0<x, T<x” ifadesi
A~ Riesz uzay iginde saglansin.

(1) Her ace Aigin Vn=n, iken x; =0 olacak bi¢imde bir ng € IN oldugunu kabul

edelim.
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Xo = (1,1,1,....)€s elemanina kargilik gelen A~ uzaymin pozitif eleman1 f olmak

tizere 0<Q, (x,)(f) TS x"(f) saglanir. 0<Q, (x,))=f(x,) T<x"(f) oldugundan

Voe Adgin 0<f(x,) =Y 1x. <x(f) dir Boylece 0<x% <Y x. <x"(f)
(1= n < ng) olur. ng. yere kadar terimleri x”(f), diger terimleri sifir olan A uzaymnin
eleman1 X = (x"(f),x"(f),...,x"(f),0,0...) olsun. O zaman, Vo€ A ve 1< n < ng
icin 0<xj <x"(f) oldugundan 0<x, T<X olur. Boylece (D kosulunda: A uzayi
b-6zelligine sahip olur. Simdi bir an i¢in {Xo} aginn (1) kosulunu saglamadigin
kabul edelim. Yani, her bir neIN igin az, € Ave Ik, € IN 3 k, 2n ve x} #0
olsun. Timevarimla, n=1i¢in, Jo, € Ave 3n, e IN 3 n, 21 ve x; #0 olur.
Bu durumda, {xq : o€ A } ag1 yukar1 dogru yonlendirildiginden {xo: o020, } aft
da (1) kosulunu saglamaz. Gergekten, {xq :02«,} afi i¢cin (1) kosulunun
saglandigin1 kabul edelim. O zaman Vae Aigin 3ye A3 a<y ve o, <y olur.
Vnzn, igin 0<x;<x7;=0 eldeedilir. Bu ise {xq:0€ A} agmmn (1)
kosulunu saglamamasi ile gelisir. Ayn1 bigimde n = n; i¢in Ja, 20, 3

dn, € IN3 n, 2n; ve x;? #0 olur. Bu sekilde devam edilirse; her birk € IN igin

n
dn, €IN, 3o, €e A3 10, <n,, a, <o, vexg #0 olur

Ny Ny

1/x™ k=
x={x)=4 ‘o e k=123
0 k#n,

pozitif elemanina karsilik gelen A~ uzaymun pozitif eleman1 f olsun. Vore Aigin

0<f(x,) T<x"(f) <o sagladifindan 2:=1x’;xk <x’(f), Vae A dir. Boylece
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ox  icinde 2,, 1xak L <x"(f), Vke IN igin saglanir. Buradan

21 4 Xa X, SX "(f) , Vke IN ig¢in ¢ikar. Tiimevanmla,

s _ n
k=1 igin xmlxn =X X, tXg2X, .21
_ .« . — n n,

=2 i¢in clzxn XgyXp T X2 X, +..22

k dgin k< Y" xpx, <x'(f)

elde edilir. Bu ise x“(f) ‘nin sonlu olmast ile gelisir. O halde kabuliimiiz yanlistir.
Yani burada sadece (1) kosulu gergeklesir. Boylece 0<x_, <x olacak sekilde bir

pozitif x eleman1 oldugundan A uzay1 b-6zelligine sahip olur.m

Yukaridaki 6rnekten faydalanarak asagidaki 6nermeyi yazabiliriz.

Onerme 4.14. b 6zelligine sahip normlu Riesz uzaylarin norm tamamlanislari

b-6zelligine sahip olmak zorunda degildir.

Kanit: b-0zelligine sahip normlu Riesz alt uzayr olarak bir énceki ornekteki A

normlu uzay1 segilerek 6nerme kanitlanir.

4.2. Boliim Uzaylarimn b-Ozelligi

E bir Riesz uzayr ve A, E nin bir ideali olsun. E /A b6lim uzayt E igindeki x
elemanlarinin = X = x+A bigimindeki denklik simflarindan olusur. E /A  bolim
uzayi,

VX,yeB/A ¢iftiigin x<y © Ix,ex,3y, €y 3 x,<y,
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siralamasi ile bir Riesz uzay1 olur (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem

7.10.).

b-6zelligine sahip her bir Riesz uzayma orgii izomorfik olan Riesz uzaylar da
b-6zelligine sahip olur. Gergekten, E b-0zelligine sahip bir Riesz uzay1 ve F ise E

uzayina orgii izomorfik Riesz uzay1 olsun. O zaman T:E — F bir 6rgii izomofizmi

vardir. {y,:a€ A}CF,, y"€ F~ olmak iizere, 0<y, T<y” ifadesi F~ Riesz
uzay1 iginde saglansin. T bir 6rgii izomorfizmi oldugundan 0<x, T ve Yo = T(Xq)

kosulunu saglayan E Riesz uzaymmn bir {Xo} ag1 vardir. Her bir fe E_ icin,

gFoIR; y-gly)=fT'(y), yeF

biciminde tamimli g bir pozitif fonksiyoneldir. 0<y, T<y” ifadesi F~ iginde
saglandigindan 0 <f(T7')(y,) T<y"(foT™) olur. yo=T (Xo) esitliginden her

bir fe El igin, O0<f(x,)T<y"(foT ") <o elde edilir.

X:E; —>IR; h——> X(h) =sup,h(x,)

bi¢giminde tanimli toplamsal & doniisiimii E” uzaymin tamamina bir pozitif

operatdr olarak genisler (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 1.7.).
Boylece 0<x, T< & esitsizlisi E™ Riesz uzaymnda saglanir. E uzayi
b-ozelligine sahip oldugundan 0<x, <x olacak sekilde E Riesz uzaymmn bir
pozitif x elemam vardir. Bu esitsizlife pozitif T operatorii uygulanirsa
0<y, <T(), Tx)e F bagmtisi F i¢inde saglanir. Bu ise F uzaymin b-6zelligine

sahip oldugunu verir.
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Simdi boliim uzaylarin b-6zelligine sahip olmasint karakterize edecek olan agagidaki

Onermeyi verebiliriz.

Onerme 4.2.1. E bir Riesz uzay1 ve B, E uzaymn bir projeksiyon bandi olsun.
E /B bolim uzayr ve B bandinin b-6zelligine sahip olmas: i¢in gerekli ve yeterli

kosul E Riesz uzaymin b-6zelligine sahip olmasidir.

Kanit: E bir Riesz uzay1 ve B, E Riesz uzaymnin bir projeksiyon bandi olsun. O
zaman E =B ® BY olur. Her bir x€E elemant Xi€EB ve xzeBd olmak iizere
X = X;4X, biciminde tek tiirlii yazilabildiginden E Rieszuzayt B x B kartezyen
¢arpim uzayina orgii izomorftur.

(=) B, B Riesz uzaylan b-6zelligine sahip oldugundan E Riesz uzay: da

b-6zelligine sahip olur (Onerme 4.4.1.).

Tersine, E Riesz uzay1 b-ozelligine sahip olsun. O zaman B, BY Riesz uzaylan da
b-6zelligine sahip olur (Onerme 4.4.1.). B? Riesz uzay1, E/B Riesz uzayma Orgi

izomorfik oldugundan E/B Riesz uzayi da b-6zelliine sahip olur.m
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5. b-ZAYIF KOMPAKT OPERATORLER

Aksi s6ylenmedikge bu boliimde E bir Banach orgiisii, X ise bir Banach uzay:

olarak aliacaktir.

5.1. b-Zayif Kompakt Operator Uzaylar1 Uzerine

Tanim 5.1.1. Eger T : E — X operatorii, E uzaymn her b-sira sinurli alt kiimesini X
uzaymn relatif zayif kompakt alt kiimesine doniigtiiriiyorsa, T operatdriine b-zayif
kompakt operatdr denir. Yani, E uzayimn her b-sira sinirli A alt kiimesi igin  T(A)

nin o(X,X")- kapanisi o(X,X")-kompakttir.

E Banach orgiisiinden, X Banach uzay: igine tanimh biitin b-zayif kompakt

operatorlerin kilmesini ' WP(E, X) ile gosterecegiz.

Onerme 5.1.2. E bir Banach orgiisii ve X bir Banach uzayi olsun. O zaman

WO(E, X), L(E, X) uzaymun bir alt vektor uzayidir.

Kanit: E Banach o6rgiisiiniin keyfi bir sira arali: [a, b] olsun. Her [a, b] sira aralig1 E
uzaymnin bir b-stra sinurli alt kiimesi oldugundan, T([a, b]), X uzayimn bir relatif
zayif kompakt alt kiimesidir. Dolayisiyla T([a, b]), X Banach uzayinin bir zayif
sinirl: alt kiimesi olur. X uzayinin dual ikili ile uyumlu topolojilerine gore sinirl alt
kiimeleri ¢akistigindan T([a, b]), X uzaymin bir norm sinirh alt kiimesi olur.
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 9.25.). O halde, T bir aralik siurli

operatdrdiir. Dolayisiyla T siirekli bir operatordiir ( Ercan, Z., 1998 ).
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Diger taraftan, relatif zayif kompakt kiimelerin sonlu toplamlart ve skalerle
¢arpimlarinin yine relatif zayif kompakt kiimeler oldugu diigiiniiliirse ~ WP°(E,X)
> kiimesinin L(E, X) uzaymin bir alt vektor uzay: oldugu kolayll‘kla goriiliir. m

E uzaymin her bir pozitif x elemani i¢in [0,x] sira aralif1 bir b-sira sunurlt alt kiime
oldugundan E uzayindan X Banach uzay: igine tanimli her bir b-zayif kompakt
operatdr bir o-zayif kompakt operatordiir. Yani WP°(E,X) cW°(E,X) kapsamast

vardir. Genelde bu kapsama 6z olur.

Omek 5.1.3. I:co—>co 6zdeslik doniiiimiinii goz Sniine alalim. co uzay: sira
stirekli norma sahip oldugundan 6zdeslik doniigiimii bir o-zayif kompakt operatér
olmasina ragmen (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.9.) I Ozdeslik
doniiglimii bir b-zayif kompakt operatér ciegildir. Gergekten, co bir AM-uzay
oldugundan kapahvli).irim yuvani bir b-sira sinirh kiilme olur. ¢p uzayr yansimali
olmadifindan I 6é;1eslik doniisiimii zayif kompakt operatér olamaz. Buradan I

6zdeslik doniisiimii b-zayif kompakt operatér olamaz.

T: E — X bir zayif ko};‘p.akt operatér, B ise E Banach Grgiistiniin herhangi bir
b-sira sinirh alt kiimesi olsun. Ayni zamanda B kiimesi E uzaymin bir norm sinurl: alt
kiimesi olacagindan T(B) kiimesi, X uzaymun bir relatif zayif kompakt alt kiimesi
olur. Buradan T nin bir b-zayif kompakt operatdér oldugu goriiliir. O halde
W(E,X) Cc WP(E,X) kapsamast elde edilir. Genelde bu kapsama da Ozdiir.

Omek 5.1.4. 1:1L40,1] — L;[0,1] ozdeslik doéniigiimii ve B, Li[0,1] uzaymin bir
b-sira sinirh alt kiimesi olsun. L;[0,1] bir KB-uzay1 oldugundan B, L;[0,1] uzayinin
bir sira sinirl alt kiimesi olur. Ayrica L;[0,1] sira siirekli norma sahip oldugundan I
doniisiimil bir b-zayif kompakt operatdrdiir. Ote yandan L,[0,1] bir yansimal uzay

olmadigindan L,;[0,1] uzaymn kapali birim yuvan zayif kompakt kiime olamaz.
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(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 10.5.). Boylece 1 o&zdeslik
doniisiimii zay1f kompakt operatdr degildir.

Yukarida verilen Omek 5.1.3. ve Ornek 5.1.4." den dolay:
W(EX) c WEX)c WEX) "

kapsamalar1 6z olarak gerceklesir.

Iki Banach orgiisii arasinda tanimli siirekli bir T : E — F operatériiniin b-zayif
kompakt olmasi ile T': F' — E' siirekli eslek operatoriiniin b-zayif kompakt olmast

denk degildir. Asagidaki iki 6rnek buna 11k tutar.

Omek 5.1.5. I: Ly[0,1] — Li[0,1] ozdeslik doniisiminin  b-zayif kompakt
operatdr oldugunu biliyoruz. L.[0,1] wuzay: sira siirekli norma sahip olmadigindan
I' : L.[0,1] — L.[0,1] operatorii o-zayif kompakt degildir (Aliprantis, C.D.,
Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.9.). Dolayisiyla I' siirekli eslek operatorii b-zayif

kompakt operatdr olamaz.

Omek 5.1.6. I:co — co Ozdeslik doniiglimiiniin  b-zayif kompakt operatér
olmadig1 Ornek 5.1.3. de gdriildii. Ancak, £, uzaymm bir KB-uzay1 olmasindan

dolay1 I': £, — £, siirekli eglek d6niigiimii bir b-zay1f kompakt operatdr olur.
5.2. b-Zayif Kompakt Operatorlerin Ozellikleri
Onerme 5.2.1. Bir siirekli operatér T : E — X olsun. Eger, T operatériiniin siirekli

iki eslek doniigimii T”:E”— X" bir o-zayif kompakt operatdrise T bir b-zayf

kompakt operatdrdiir.
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Kanit : E uzaymmn herhangi bir b-sira sinirh alt kiimesi A olsun. O zaman
Qe(A) < [-x"x" ] kosulunu gergekleyen E" uzaymnn bir x" pozitif eleman: vardir.
™ o-iayxf kompakt operatdr oldugundan T"(Qg(A)) kiimesi X" uzaymin bir relatif
zayif kompakt alt kiimesi olur. {y,} € T(A) kiimesi iginde keyfi bir dizi olsun. O
zaman her bir n€IN igin y, = T(x,) olacak sekilde A kiimesinin x, eleman1 vardur.
T"(Qe(xn)) = Qx(T(xp)) ve T"(Qe(A)) kiimesi relatif zayif kompakt ( o(X",X")
topolojisine gore) bir kiime oldugundan Qy (T(x, )——x" olacak sekilde X"

» xn)

uzaymin bir X" elemam vardir. x" € QX(X)O(X' ve Qx(X) ¢ X" iginde bir

konveks kiime oldugundan X" uzaymin dual ikili ile uyumlu dual topolojilerine
gore “kapamisi aymdir. Diger taraftan X bir Banach uzayr oldugundan

x € Q! =Q (%) dir, dolayssiyla x’€ Qx(X) bulunur. Béylece Qx(x) = x"
olacak bigimde X uzaymin bir x elemanim bulabiliriz. (X", X™)-topolojisine gére
Qx( T(xnk )) = Qx(x) oldugundan, her bir fe X" i¢in Qx(T(xnk XD = Qx(x)(H)
yakinsamasi IR iginde saglanir. X' < X™ kapsamasindan her bir fe X' i¢in de
f(T(x,, )) = f(x) yakinsamasi vardir ve T(A) kiimesi, X uzaymin bir relatif zayif

kompakt altkiimesi olur. Buradan T opera;tﬁrﬁnﬁn bir b-zayif kompakt operatér

oldugunu goriiriiz. m

Ancak bu Onermenin tersi dogru degildir. Bu durum agagidaki Ornekte yer
almaktadir (Meyer-Nieberg, P., 1991).

Omek 5.22. £ ={z=(z,)e R":

IZIL =2;| z, |}, nelN olsun. X ={x,},

X, = (X}, X3 x0)€ £y ve {|x,[,}eco sartmt saglayan dizi uzayr E=c,(¢})

olsun. E Riesz uzaymi, x€E olmak tzere, ||x||=max{2:=ll x: |: ne N}

normu ile donatarak bir Banach Orgiisii yapalim. E Banach 6rgiisiiniin siirekli duali
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_}om1 € £, kosulunu saglayan,

E'=2,(7), y={¥a}, Yo =aryDe Ll ve {|y,

} normu ile donatilmig, y = {y,} dizilerinden olusan

Iy =2 max{] v, || v:

bir Banach Orgiisiidiir. E' uzay: ayrilabilir ve o-Dedekind tam bir uzay oldugundan

geeey

E' sira siirekli norma sahiptir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Sonu¢14.5.).

Buradan E' uzaymmin bir KB-uzayr oldugunu goriiriiz. E' uzaymnin dual uzayi

E"=0"(0.); z={za}, 2z, = (2}, zh)€ £, ve {|z,] )7, € £ kosulunu saglayan

| 2] =sup{ X,

Banach orglistidiir. ¢, smurh dizi uzayr E" igine 6rgii gomiilebilir oldugundan E"

Zn

: n€ IN } normuyla donatilmig z = {z,} dizilerinden olusan bir

i
Zn

sira siirekli norma sahip olamaz (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem
14.4.). Yani E" bir KB-uzay1 degildir. Diger taraftan, E" uzay1 £, dizi uzaym

izometrik izomorfizm altinda bir alt vektdr uzay olarak igerir. Gergekten;
T: 4, —=E T(x,)=(X)X;X5)), V (X,)E L,

bigiminde tanimlanan T doniigiimii izometrik Riesz homomorfizmasidir.

D61ay151y1a, E" bir KB uzay: olamaz ( Meyer -Nieberg, P., 1991, Teorem 2.4 .14.).

Simdi I : E'-> E' dzdeslik doniisiimiinii gézoniine alalm. E' bir KB-uzayi
oldugundan I doniiglimii bir b-zayif kompakt operatér olur. Ancak, E" bir KB-uzay1
olmadifindan sira siirekli norma sahip olamaz. Béylece, I'" 6zdeglik doniisiimii bir

o-zayif kompakt operatér degildir.

Onerme 5.2.3. Bir T : E — X siirekli operatdrii i¢in agagidaki ifadeler birbirine
denktir:
(1) T bir b-zay1f kompakt operat6rdiir.
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lim | T(x,)

] =0 dir.

Kanit: (i) = (ii) E uzaymmn keyfi bir b-sira sinirlt alt kiimesi A olsun. O zaman
Qe(A) ¢ [x"x"] olacak sekilde E" uzayinda bir x" pozitif elemam vardir. x"

elemanmmn E" uzay! iginde dogurdugu ideal I 4« olmak izere Y =Qz(E)nI,
olsun. Her bir ye I igin, | y|_ = inf {A>0:]|y|<Ax"} normu ile birlikte birimli
AM-uzayidir. Ote yandan I~ idealini E" uzaymnin normu ile donatirsak bir normlu

Riesz uzayi olur.
L (Lo L) = @]

pozitif operatorii sireklidir ve E bir Banach uzay oldugundan (Y,|.].) bir

1L
AM-uzayidir. Gergekten; {y.} CY ve y,——y, y€l.» olsun. I siirekli

I
oldugundan y, ——y olur. {ya} € Qg(E) ve E bir Banach uzay1 oldugundan

yeQg(E) dir. Boylece yeY bulunur. Bu ise Y nin bir Banach uzay1 oldugunu
verir. (Y,” .IL) uzaymnin kapali birim yuvann U olsun. U ¢ [-x", x"] olacagindan

Qe'(U), E uzayimn bir b-sira sinirh alt kiimesi olur.
T:Y-X, y=Qx)->T(y)=Tx) (yeY, x€E)

bigiminde tanimlayalim. ’I‘(U) =T(QE'1 (U)) ve T bir b-zayif kompakt operator
oldugundan ’i‘(U) , X uzaywmin bir relatif zayif kompakt altkiimesidir. Yani, T bir

zayif kompakt operatér olacaktir. Onerme 2.6.5. teoreminden ise T eslek
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T:X' Y bir zay1f kompakt operatdr olacaktir. W ¢ X' uzaymin kapali birim
yuvan olmak iizere T/(W), Y' uzaymn relatif zayif kompakt bir alt kiimesidir. A
kiimesinde bir dik dizi {x,} olsun. {Qg(xs)} € Qr(A) < [x", x"] oldugundan
{Qe(xn)}, (Y,II.IL) uzaymin bir norm smirh dizisidir. Qy :Y — Y"  kanonik
dénilisiimii normu korudugundan, {Qy(Qg(xn))}, Y" uzaymnin norm smrh bir
dizisidir. Y" bir biri’mli AM-uzay: oldugundan, {Qyv(Qe(xs))}, Y" i¢inde bir sira
sinirh dizidir. Ote yandan sirastile Qg: E— E" ve Qy:Y — Y" dikligi koruyan
doniisiim ve {x,} & A i¢inde bir dik dizi oldugundan {Qvy(Qr(xa))}, Y" uzayinda sira

simirh dik dizi olur. T/(W)CY' iginde relatif zayif kompakt bir kiime oldugundan

{Qv(Qe(xy))} dizisi 'i“'(W) kiimesi iizerinde sifira diizgiin yakinsar (Aliprantis,

<1 ve

C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 13.7.). Dolayisiyla, V x'& X, | x’

V £>0igin, V n2=ng igin, | Qy (Qg (x, (T’(x") | <€ olacak sekilde bir ny dogal

= | x'(T(x,) l< €

T'(x)Qz (x,)

= [ xdQex,)

sayist vardir. Boylece,

esitsizligi elde edilir. Buradan sup{|x"(T(x,)|:Vn2n,ne IN,x’e X/, | x| <1}

<¢ bulunur. Boylece Vn2n, i¢in || T(xn)"Se olur. Yani lim || T(xn)" =0

dir.

(i) = (i) A ¢ E bir b-sira sinirhi kiime olsun. O zaman, Qg(A) < [-x", x"] kosulunu
saglayan E" uzaymun bir pozitif x" elemam vardir. (i) = (ii) gerektirmesinin
kanitinda kullamilan gosterimlerdeki gibi Y =Qg(E)NI,. olsun. T siirekli bir
operatdr oldugundan

T:Y>X, y=Q:x)-»T(y)=Tx) (yeY, xcE)



57

seklinde tanimlanan déniisiim de siireklidir. (Y,|| . ]L) uzayl i¢inde norm smurlt ve
dik herhangi bir dizi {y,} = {Qg(xa)} olsun. {x,}, E i¢inde b-sira sinirli dik  bir

dizi oldugundan hipoteze gbre lim ﬂ T(x,) ” =0 d.

lim | T(y,) =lim | T(x,)|=0

= lim| TQ; (x,)
esitliklerinden T:Y.— X bir M-zayif kompakt operatdr olur. O halde T bir zayif
kompakt operatordiir (Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 18.10.).
Qs(A) € Y bir norm smurhi kilme ve T zayif kompakt operatér oldugundan,
T(QE(A)) = T(A) kiimesi X uzaymnin bir relatif zayif kompakt alt kiimesi olur.

Boylece T operatoriiniin bir b-zayif kompakt operatér oldugunu goriiriiz.m

Sonu¢ 5.24. E ve F Banach orgiilerive S, T: E SFO0<S<T kosulunu saglayan
pozitif operatorler olsun. Eger, T bir b-zayif kompakt operator ise S operatérii de

bir b-zayif kompakt operatér olur.

Kanit : E uzaymnin herhangi bir b-sira sinurli kiimesi A ise | A] = {| a| 1 ae A}
kiimesi de E uzayinin bir b-sira smirh alt kiimesi olur. {x,}, A ic¢inde herhangi bir

dik dizi olsun. 0 < |S(x,)| £ S(|x,]) £ T(|x,|) oldugundan

[sx)] < | T(| (x, D) (5.1)

Diger taraftan Onerme 5.2.3. ile T bir b-zayif kompakt operatdér oldugundan

lim| T(| x, [)|=0 bulunur. (5.1’den lim S(xo) = O elde edilir ki bu S

operatoriiniin de bir b-zay1f kompakt operat6r oldugunu verir. m
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E ve F iki Riesz uzay1 ve T,S : E — F iki operatdr olsun. Her bir x€E icin

]S(x)l ST(] X l) saglanmiyor ise T operatoriine S operatGriinii sinirliyor denir.

Sonu¢ 5.2.5. E ve F iki Banach orgiisii T, S operatorleri ise E uzayindan F igine
tanimli olsunlar. Eger T, S operatdriinii sinirlayan pozitif b-zayif kompakt operator

ise S operatorii de bir b-zayif kompakt operatér olur.

Kanit: T operatorii S operatdriinii sinirladigt i¢in her bir x€E igin | S(x) ] <T (| X |)
olur. {x,}, E uzayinn herhangi bir b-sira sinirht dik dizisi olsun. Dolayisiyla {[ X, | }
dizisi de b-sira smurht dik bir dizi olur. T b-zayif kompakt operatdr oldugundan

lim| T (] ,

)" =0 bulunur. F Banach O0rgiisii oldugundan bher neIN igin

s =] s < | T( x.])]| esitsizligi vardir, boylece lim S(xa) =0 elde

edilir. Buradan S operatériiniin de bir b-zayif kompakt operator oldugu ¢ikar

(Onerme 5.2.3.).m

Sonug 5.2.6. W(E,X) uzayt L(E,X) siirekli operatorler uzaymn kapali bir alt

vektor uzayidir.

Kamit: WPE,X) uzaymin L(E,X) siirekli operatérler uzaymin bir alt vektor uzayr
oldugu Onerme 5.1.2. de goriildii. W°(E,X) uzaymm L(E,X) siirekli operatorler
uzayinin herhangi bir T elemanina normda yakinsayan bir dizisi {T,} olsun. A, E
uzaynin herhangi bir b-sira sinirl alt kiimesi ve A iginde herhangi bir dik dizisi {xn}
olsunlar. € >0 verildigi zaman lim T,=T oldugundan I n,€IN 3 V n2ng igin

Il To-T 1l < € olur. {xy} dizisinin norm smirh olmasmndan V m 2 np  igin,

T, (Xa) |

| T =] T(xa) =T, () + T, (k) [ < | T-T,,

xa ] +
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esitsizligi dikkate abmirsa ‘lim T(Xp) = O bulunur. Yine Onerme 5.2.3. den T

operatoriiniin bir b-zayif kompakt operator oldugu goriiliir.m

Onerme 5.2.7. X, Y,Z Banach orgilleri ve X—2—>Y-—33Z operatorleri

verilsin. O zaman asagidaki ifadeler saglanir:

(1) T b-swra smirh, S b-zayif kompakt ise ST bileske operatorii de bir b-zayif

kompakt operatordiir.

(ii) S stirekli,T b-zayif kompakt ise ST bilegske operatorii de bir b-zayif kompakt

operatordiir.

Kanit : (1) A, X’ uza,ymm.‘bir b-sira smurli altkiimesi olsun. T bir b-sira sinirli
operator oldugundan T(A), Y uzaymin bir b-sira sinirli altkiimesi olur. S bir b-zayif
kompakt operatér oldugundan ST(A), Z uzaymin bir relatif zayif kompakt
altkiimesi olur. Yani, ST bir b-zayif kompakt operatdr olur.

(i1) A, X uzaymn bir b-sira sinirh altkiimesi olsun. T bir b-zayif kompakt operator
oldugundan T(A) Y uzaymun bir relatif zayif kompakt altkiimesi olur. S
operatoriiniin siirekli olmas: ve ST(A) C S(’I—‘_@_)) kapsamasindan dolay1r ST(A),
Z uzaywmm bir relatif zayif kompakt altkiimesi olur. Yani ST bileske operatorii bir

b-zayif kompakt operator olur. m

Onerme 5.2.8. E bir Banach orgiisii olsun. E uzaymin bir KB-uzay1 olmas igin
gerekli ve yeterli kosul E {izerinde tamimli 6zdeglik doniislimiiniin bir b-zayif

kompakt operatdr olmasidir.
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Kanit : E bir KB-uzay1 ve A da E uzaymin bir b-sira sinirh altkiimesi olsun. E,
b-6zelligine sahip olacagindan A C [-x, x] kosulunu saglayan E uzayinmn pozitif bir x
elemani vardir. E stra siirekli norma sahip oldugundan, [-x,x] araligt zayif kompakttir
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.9.). Buradan, I 6zdeslik

doniiglimiiniin bir b-zay1f kompakt operatér oldugu ¢ikar.

Tersine, E uzay i¢inde artan pozitif ve norm sinirli herhangi bir dizi {x,} olsun. {x,}
artan ve norm sinirh oldugundan {x, : n €IN } kiimesi E uzayimnin bir b-sira sinurh alt
kiimesi olur. I 6zdeslik doniisiimii b-zayif kompakt oldugundan, {x,} dizisinin zayif

yakinsak bir {x, } alt dizisi vardir. Yani, x, —2 5x olacak sekilde E uzaynin bir
x elemani vardir. Her bir 0<f€E'i¢in 0<1{(x, ) T f(x) oldugundan 0 < Xy, T<x
olur. Her bir nx € IN i¢in E uzaymm 0 < x T < y kosulunu saglayan bagka b1r y
elemani var olsun. Her bir 0 < fe E™ igin 0<f(x, ) T<f(y) oldugundan f(x) < f(y)
bulunur. Boylece, x <y elde edilir. Yani, supx, = x dir. {xa}, artan bir dizi

oldugundan sup X, = x olur. Buradan ise kolaylikla E uzay iginde x, —%—>x

bulunur. (x—-x,) 4 0 ve Xp— x—250 oldugu dikkate alinirsa lim x,=x bulunur

(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 11.8.). Bu ise E Banach uzaymnin

bir KB-uzay1 oldugunu verir.m

Onerme 5.2.9. E sira siirekli norma sahip ve T : E — X bir siirekli operator olsun.

Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(1) T bir b-zayif kompakt operatdrdiir.

(i1) B, E uzaymin E" uzay: i¢inde iirettigi band olmak iizere T"(B) € X saglanir.
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Kanit: (i) = (ii) B bandinin pozitif keyfi eleman1 x" olsun. E uzayi sira siirekli

norma sahip oldugundan 0 < x,T x" olacak sekilde E uzaymumn bir {xo} ag1 vardir
(Aliprantis, C.D., Burkinshaw, O., 1985, Teorem 12.9.)). xa——g—-)x" ve
T E"— X" icine o -siirekli oldugundan T "(xa)——L)T"(x") olur. Ote yandan,
T bir b-zayif kompakt operatér oldugundan {T(x«)} aginin X uzaymn bir x
elemanina zayif yakinsayan {T(X%)} alt ag vardir. Yani X uzaynda

T(x% )—25x olur. Qx : X = X" zayif siirekli oldugundan X" uzay1 iginde

Qx (T(x o, ) SN Qx (x) yakinsamas: saglanir. X" {izerindeki -yakinsama X"
tizerindeki o -yakinsamayr  gerektirdiginden X" uzaylr iginde

T"(QE(X%))—UI—>QX(X) yakinsamas: saglamir. Ote yandan 0 £ Xq T x"

oldugundan E" wuzayinda  Xxg ALY yakinsamasi oldugunu biliyoruz.

. . o(E"E
T": E" —»X" i¢ine o -siirekli ve E" uzaymnda X, _OEE) - yakinsamast

saglanacagindan T"(Qg (X, ))—E;aT”(x”) bulunur. (X,0( X",X") topolojik

uzaymin Hausdorff oldugu dikkate alinirsa  T"(x") = Qx(x) bulunur. Bu ise

T"(B) € X oldugunu verir.

(il) = (i) E, uzaymin herhangi bir b-sira smurl altkiimesi A olsun. O zaman
A C [x",x"] sartim1 saglayan B bandinin pozitif bir x" elemant vardir. [-x",x"] C B
uzaymn o - kompakt alt kiimesi ve T" : E" — X" iki eslek operatorii o ~siirekli
oldugundan T"([-x"x"]) kiimesi X" uzaymnin bir ® -kompakt altkiimesidir. Diger
taraftan, T"(A) < T"([-x",x"]) € T"(B) < X kapsamasindan ve X" uzayi iizerindeki

o topolojisinin X tizerine kisitlamasi X {izerindeki ® topolojiyi vereceginden
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T"(A), X uzaymnn bir relatif zayif kompakt alt kiimesi olur. Bu ise T’ nin b-zayif

kompakt operator oldugunu verir.m

Onerme 5.2.10. E sira siirekli norma sahip bir Banach &rgiisii, X bir Banach uzayi,

T:E — X bir b-zayif kompakt operatdr ve B ise E uzayinin E" iginde dogurdugu

band olsun. O zaman, T':(X’,0") — (E',6(E’,B)) operatorii siireklidir.

Kamit: X' dual uzay: iginde @ topolojisine gére x'q — 0 yakinsamast saglansin ve
x"e€B olsun. T bir b-zayif kompakt operatér ve E sira siirekli norma sahip
oldugundan Onerme 5.2.9.'a gore T"(B) ¢ X dir, yani T"(x"eX olur.
< Ty , X" >=<%x'q, T"x") > > 0 saglandigindan (E',6(E',B)) topolojik

uzayinda T'(x/,) — 0 yakinsamasi saglanir. m
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