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OZET

Miihendislik problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan sayisal y&ntemler,
son yillarda bilgisayar kullaménmminin artmasi sonucu genis capta
kullaniimaktadir. Bu yéntemiler icinde sonlu elemanlar metodu, 6zellikle
egrisel alanlara kolayca uyum sagiamasi, iz ve dogru sonuglar
vermesi gibi nedenlerle en ¢ok tercih edilenlerden biridir.

Bu calismada sonlu elemaniar metodu kullanilarak yiiksek gerilim
kablolannin  potansiyel dagihmi analiz edilmistir. Incelemeyi
gerceklestirmek icin Matlab’ta bir program geligtiriimigtir. Daha sonra
gelistirilen program kullanilarak yiiksek gerilim kablo bash@ ve kablo
ekinin  potansiyel dagiimi incelenmis ve elde edilen sonuglar
kargilagtinimigtir.
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ABSTRACT

The numeric methods in solving engineering problems, have been
widely used in recent years as a result of increased computer usage.
The finite elements method is one of the most preferred one in numeric
methods especially because of its ease of adaptation to curved fields,
speed and correct results.

In this study the potential distribution of high voltage cables is
analyzed using finite elements method. To implement this examination,
a program is developed using MATLAB. Then employing the developed
program, the potential distribution of high voltage cable termination
and cable splice have been examined and the results are compared.
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1. GIRIS

Gunumizde blyUk elektrik glglerinin uzak mesafelere iletimi 6nem
kazanmaktadir. . Bilindigi gibi cok bllylk glgte elektrik enerjisinin ¢ok uzun
mesafelere iletimi teknolojik ve ekonomik bakimdan ancak yiksek gerilimli
sistemlerle mimkiUndir. Yiksek gerilimli sistemlerde elektrik alan analizi
yUksek gerilim iletim hatlarinin ve cihazlarinin tasarimi agisindan gok
énemlidir. Bu nedenle yiksek gerilim cihazlarinin ekonomik ve dengeli
tasarlanabilmesi igin elektrostatik alan hesaplamalarinda bazi metotlar
kullanihir. Bunlar; analitk metotlar, analog (deneysel) metotlar ve ntimerik

(sayisal) metotlardir.

Analitik metotlar problemin analitik ¢6ziiminin oldugu durumlarda en
'kullan|§l| ve en dogru olanidir. Ancak bu ¢oziimler sadece ¢ok basit
konfiglirasyonlar igin gegerli olup karmasik sinirl ve cok dielektrikli
sistemlerde kullanimi zorlagmaktadir. Analog metotlarda ise elektrostatik
tanklar, iletken kagitlar veya rezistans devreleri kullanilir. Analog ¢éziimler
kesin olmadi§i gibi uygulamasi zor ve pahalidir. Ayrica dikkatli dlgtimlere
ragmen hassas sonuglar elde edilememektedir. Analitik ve analog metotlann
bu dezavantajlarina karsin  1960'h yillardan itibaren yiksek hizh
bilgisayarlarin da devreye girmesiyle numerk metotlar kullaniimaya
baglanmigtir. Bu niimerik metotlar; sonlu elemanlar metodu, sonlu farklar
metodu, sinir elemanlan metodu, yik similasyonu metodu ve Monte Carlo
metodu olarak siniflandinilabilir. Bunlar igerisinde ytksek geometrik esneklige

sahip olan sonlu elemanlar metodu en dikkat ¢ekici olandir.
Elektrostatik alan incelemelerinde hangi sayisal metot kullanilarak analiz
yapilacagina karar vermede, problem igin en kisa stirede en dogru sonucu

verme, kolay programlanabilme ve kolay kullanilabiime &zellikleri etkilidir.

Sonlu elemanlar metodu (SEM) 6teki niimerik metotlarin aksine incelenen



bdlgenin geometrisine fazlaca bagh degildir. Ve bu da ozellikle tasarm
agsamasinda ¢ok 6nemlidir. Bu gibi sebeplerden dolay! bu galigmada sonlu
elemanlar metodu tercih edilmisti. Metodun probleme uygulanmasinda
karsilasilan en blyik gtclik incelenen bolgenin elemanlara aynstiriimasidir.
Ag tUretme islemi Zienkiewicz tarafindan dnerilen yontem kullanilarak yazilan
bir bilgisayar programi ile gerceklestiriimistir. Incelenen bélge istenen sayida
elemana ayrildiktan sonra elde edilen koordinat ve streklilik gibi bilgiler
dosyalara aktarilmig ve bu dosyalar problemin sonlu elemanlar metoduyla
¢oziminl gergeklestiren diger bir program tarafindan  kullanilmigtir.
Problemin sonlu elemanlar metoduyla ¢d6ziimiinii gergeklestiren programdan
elde edilen sonuglar (potansiyel) yine dosyalara aktanimig ve bu dosyalar da
es potansiyel egrilerini ¢izen bilgisayar programi tarafindan kullaniimigtir. Bu
¢ program kullanilarak yiiksek gerilim kablo bagliklart ve kablo eklerinin
potansiyel dagilimlan alan kontrolil yapilarak ve alan kontrolli yapilmaksizin

elde edilmig ve bu sonuglar kargilastiriimigtir.

Birinci bélimde yapilan bu giristen sonra ikinci bélimde gii¢ kablolar
incelenmis, tglincl béltimde sonlu elemanlar metodu anlatiimig ve dérdnct
bélimde metodun probleme uygulanmasi ve programlama agiklanmistir.

Besinci bdlim sonug bélumaddr.



2. GUG KABLOLARI

2.1. Girig

Kablolar enerjinin Gretim iletim ve dagittm asamalarinda, gesitli yerlerde
kullanihr. lletim hatlarina gére pahali olmalari nedeniyle enerjinin gok uzak
mesafelere taginmasinda kullanilmazlar. Ayrica, kapasitif etki ve kacgak
akimlarinin iletim hatlarina gére buytk olmasi, trafo ve jeneratorleri bogta
calgirken saf bir kapasitif yuk gibi ytklemeleri tercih edilmemelerine yol
agmaktadir (1). Ancak kablolar;

¢ Hatlarla enerji iletiminin glic ve tehlikeli oldugu yerlerde,

» Sehirigerisinde gériinimiin 6n planda oldugu ve can giivenliginin séz
konusu oldugu yerlerde,

* G0l ve akarsu gegislerinde, adalar arasinda ve benzeri bazi yerlerde
iletim igin kullanilacak tek vasitadir.

Kablo iletkenleri bakir, aliminyum veya siiper iletken malzemelerden olabilir.
lletken malzeme olarak bakir yerine giderek altiminyum tercih edilmektedir.
Bunun nedeni aliminyumun hafif ve ucuz olmasidir. Ancak yilksek akim
yogunlugu kablo iletkeni igin bakir segilmesini gerektirir. Kablo iletkeni tek telli
veya orgili gok telli olabir. Gerek aliminyum gerekse bakir 6rgtli, gok telli

halde kullanilarak kabloya buktlme 6zelligi kazandinhr.

2.2, Tarihsel Gelisim

Kablolarin tarihi geligimi yalitkan malzemelerin gelisimine paralel olmustur. fIk
kablo 1890-1933 yillari arasinda Londra’da kullaniimaktaydi (2). Yag
emdiriimig  kadit yaltkanli 11KV’luk kablonun kesiti Sekil 2.1de



goriulmektedir. Bu kabloya Ferranti  kablosu denilmektedir. 6 metre boyunda
imal edilen bu kablolar pek ¢ok sayida ek kullanilarak arzu edilen boylara

getiriimekteydi.

Ara malzeme (dolgu)

Bakir tiip

Dévme demir tap

Yag emdirilmig kagit

lletken

Sekil 2.1. 11kV'luk Ferranti kablosu (kagit yalitkanli kablo)

Yag emdiriimis kagit, termoplastik malzemelerde yeni gelismeler olana kadar
en yaygin kullanilan kablo yalitkaniydi. Bugiinlerde algak ve orta gerilim
kablolarinin yalitiminda kagit yerini tamamen plastik (PVC, PE)’e, yiiksek
gerilim kablolarinin yalitminda ise PE’e birakmigtir.

Kagit yalitkanli kablolarda kullanilan kagit, yad emdiriimis kagit olup yag
nedeniyle delinme dayanimi normal kagida goére daha buytktur. Ornegin
70kV/cm delinme dayanimli bir kagit yag emdirildikten sonra 600kV/cm’lik bir
delinme dayanimina sahip olur. Emdirilen yagin igletme sicakliginin ve yer
cekiminin etkisiyle kablonun alt tarafina ‘ylgllmasml dnlemek icin yag icine

recine katilarak viskozitesi arttinlir.

1kV'un altindaki isletme gerilimlerinde plastik yalitkanli kablolar ¢ikana kadar
kagit kablolara gore kauguk kablolar tercih edilirdi. Kauguk kablolar her ne
kadar 25kV'a kadar normalize edilmislerse de genellikle 1kV’un altindaki
isletme geriliminde kullaniimiglardir. Kauguk kablolarin igletme gerilimleri
ktigtik olup kullanilan kaugugun sertlik derecesini arttirmak igin vulkanizasyon



islemine tabi tutulur. Bu islemde katki maddesi olarak kikart kullanilir.
Kaugugun bakirla temasi iletken yizeyinde, kimyasal etkilesim sonucunda
bozulmalara yol acar. Bunu o6nlemek igin kablo iletkeni olarak bakir
kullanilmissa. iletkenin ylzeyi kalayla kaplanir Daha yiiksek gerilimlerde
bunlann yerine kagit, plastik gibi kablolar kullaniimigtir. Kauguk kablolar,
distan gelecek mekanik darbelere karsi korumak igin ic yUzeyleri yalitkanls
borular igerisinde kullanihir.

Kauguk

Orgtla dis kilif

Dis ylUzeyi kalayli
bakir iletken

Lastikli pamuk band

Sekil 2.2: Kauguk kablo

Plastik maddelerdeki geligmelerle, ya§ emdirilmis kagith kablolar ve &zeliikle
kauguk kablolar artik uygulamadan kalkmig ve vyerini plastik yalitkanh
kablolara birakmigtir. Bunun nedenleri; plastik gériinim olarak iyi, agirlik
olarak hafif, nem emmez, su gekmez,'kaglt ve kauguga goére mekanik
darbelere ve tutusmaya daha dayanikli, daha ucuz ve daha kolay elde
edilebilir. Plastk malzeme olarak PVC (Poly Vinyl Chloride), PE (Poly
Ethylen), XLPE (Crosslinked Poly Ethylen), EPR (Ethylen Propylene Rubber)

kullaniimaktadir.

PVC ¢ok sert, kinlabilir, i1sil kararsizhga sahip ve soguk ortamlarda mekanik
darbelere kargi duyarli bir yapiya sahiptir. PVC'nin igine uygun katki
maddeleri katilarak yumusak, isil kararliiga sahip ve daha dayanikli bir
ozellik kazandinlir. Kullanildiklari igletme gerilimlerine gére PVC/A ve PVC/B
olmak Uzere siniflandinlir. PVC/A 3kV'dan dusuk gerilimlerde ve PVC/B’de



3kV'dan yiksek gerilimlerde kullanilir. PVC malzemeler, birgok Gstin
ozelliklerine (voltaj, nem ve 1s1 dayanimr gibi) karsin dielektrik kayiplarinin
oldukga yiksek olmasi nedeniyle 15kV’dan daha yiiksek gerilimlerde pek

kullanilmazlar.

PVC dig kihf

Bakir bandaj
Cok telli bakir
iletken

XLPE yalitkan

Topraklanmig
helisel olarak
sanimig bakir teller

Sekil 2.3. 35kV’luk XLPE yalitkanh kablo

PE saf olarak kullanilabilir bir malzemedir. PE ylksek elektriksel dayanima,
di]gij"k' dielektrik sabitine, dustk dielektrik kayiplara sahiptir. LDPE (Low
Density PE)lerin yogunluklart kiiglk oldugu igin kolay iglenip kolay sekil
verilebilen bir PE tOradir. XLPE, molekiiler yapida ¢apraz bagh bir PE
toradar. Molekuler yapisindaki bu bagdan dolayi yiiksek sicakliklarda bile bir
yapisal degisiklik, yani bir sekil bozuklugu ortaya gikmaz. Bu nedenle yliksek
gerilimlerde de kullanilabilmektedir.

PVC, PE ve XLPE yalitkan malzemelerden yapilmig bir cismin bigimi
sicaklikla bozulmaktadir. $ekil 2.1’de géruldugu gibi bu malzemelerden en
¢ok PE, daha sonra PVC ve en az da XLPE sicakliktan etkilenmektedir.

Cizelge 2.1'de karsilastirma amaciyla kagit, sert kauguk ve plastik (PVC, PE,
XLPE) malzemelerin bazi 6zellikleri veriimektedir. Bu tablodan, g; ve tgé&'nin
kicilk olmasi nedeniyle XLPE'nin kayiplarinin daha kigik olacagi

gorilmektedir.



Sekil bozuklugu
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70 90 110 130 150

Sekil 2.4. Sekil bozuklugunun sicaklikla degisimi

Cizelge 2.1. Kablo yalitkanlarinin kargilagtiriimasi

lletken Sicakhg: (°C) Elektriksel Ozellikler
Malzeme Devamli | Kisa Devrede
isletmede & 1072 tgd
Kagit 65 250 3,5 3-10
Sert Kauguk 85 250 3-4 50-80
PVC ‘ 70 140-160 4-8 90
PE 70 150 3 10
XLPE 90 250 2,4 4

Nominal gerilimi 15kV'a kadar olan kablolar PVC, PE, XLPE yalitkanh
olmasina ramen daha vyiksek gerilimli kablolar PE veya XLPE

yalitkanhidirlar.



2.3. Kablo Basliklari ve Ekleri

Kablonun baglanti yapmak icin kesilmis olan uglarindan nem almamasi ve
yliksek gerilim kablolarinda elektrik alaninin diizginliganin saglanmasi igin
kablo uglar kablo baslikian ile donatilir. Kablo bagliklari ile ayni zamanda
damarlar desteklendiginden, baglanti uclarinda kisa devrenin mekanik
zorlamalarina karsi da dayanim saglanmis olur. Kablo bagliklarini danhili tip
basliklar ve harici tip bagliklar olmak lizere siniflandirabiliriz. Bunlardan dahili
baslik kablo uglarini bina iginde veya diger kapal yerlerde irtibatiandirmak
icin kullanilan basliklardir. 1kV’luk kablolarda dahili baglik kullanimina gerek
yoktur. 1kV'un Ustindeki kablolarda ise elektrik alanin kontrol altina alinmasi
icin ve kisa devre dinamik ve mekanik zorlamalarina kargi baglik kullaniimasi
gerekir(3).

i
j
L

Sekil 2.5. 10kV-35kV dahili tip kablo baghgi

Harici basgliklar agik yerlerdeki kablo uglarini irtibatlandirmak igin kullanilir.
1kV'luk kablolarda yadmur suyu ve nemin kablo igine sizmasini énlemek igin
kablo ucunda, damarlarin birbirinden ayrildii noktaya harici kablo baghg



monte edilmelidir. 1kV’'un Uzerindeki kablolarda ise kablo basligi ayni
zamanda elektrik alan kontroli ve kisa devre zorlanmalarina kargi dayanim
saglar.

Sekil 2.6. 10kV-35kV harici tip kablo baghg)

Kablo ekleri kablolarin birbirine eklenmesinde kullanilir. Kablo désenecegi
gecek Uzerinde yeterli uzunlukta degilse veya kablodan ayirm yapilacaksa,
kabloya ek yapilir. Bu ekler kablolarda baglanti noktasini biitiin dis etkilere
karg! tamamen korur. 1 km uzunlugundaki kabloya 6’dan fazla ek yapilmasi
istenmez. Kablo eklerinde kablo nem almamali, ek yeri elektrik, mekanik
zorlanmalara ve korozyona kargi dayanikli olmalidir. Iki kabloyu birbirine
eklemek igin diiz ek, ana kablodan bir kabloya ayinm almak icin T veya K ek,
ana kablodan iki kabloya ayinm almak icin X, K veya H ek, iki ayr tir
kablonun birbirine eklenmesi icin gecit ek kullanilir.

Kablo bagliklar ve kablo eklerinde aranan en 6nemli 6zellik, baglik veya ekin
tatbik edildigi noktada, kablonun gerek mekaniksel ve gerekse elektriksel
ozelliklerinin aynen muhafaza edilmesidir. Baglklar ve ekler elektrik ve
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mekanik bakimdan en az uygulandigi kablo kadar guvenilir olmall,
dzelliklerini kablonun 6mrii boyunca koruyabilmeli, uygulamasi gabuk ve
kolay olmalidir.

Sekil 2.7. 12kV-36kV kablo eki

2.4. Kablo Baglik Ve Ekierinde Elektrik Alan Kontrolii

Gug kablolarn sonfandinidiginda veya birbirine eklendiginde elektrik alan
kontrolli gerektirir. Kabloya baghk takilirken veya ek yapilirken izolasyon
bandi ¢ikanidiinda kablonun soyulan ucunda elektrik alan dagiir ve
buralarda yilksek elekirik alana neden olur. Bu yiiksek elektrik alan da
havanin delinmesine neden olur ve bunun sonucu korona olusur. Yiksek
elektrik alan bolgeleri ic desarja da neden olur. Korona veya i¢ desarj
sonunda kablo yalitkanina zarar verir ve ekin veya bagligin vaktinden énce
arizalanmasina neden olur. Elektrik alanin denetlenmesi igin; ylzey
elemanlari ile soyulan yan iletken siper arasindaki C; kapasitesi, ylzey
elemanlan ile iletken arasindaki C, kapasitesi g6z ©nune alinir. Bu
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kapasitelerin tersleri, ylizey elemanlari ve dis yan iletken siper arasinda
beliren potansiyellerle orantilidir. Ylizey desarjini baglatan gerilim;

U:Ed%

a
0

bagintisiyla verilir. Burada Eg yari iletken siperin kesilen ucunda delinme
gerilimidir. E§er damarin gevresinde, érnegin hava bulunuyorsa Cy, C/den
daha kuguktir. Bu durumda yiizey elemani ile yan iletken siper arasinda
beliren gerilimin havanin delinme geriliminden bliyik olmasi degarja yol agar.

Elektrik alanin denetlenmesi C/'i buyltmek veya Cy'1 kiglltmekle saglanir.
Bu amacla genellikle Cy'1 kiiglltmek icin dig yari iletken siperin kesik ucuna
bikim verilerek alan konisi yaratilir. Veya elektrik alan gizgilerinin kirilmasi
ile C, buydtulur. Bunun igin yalitkan kilifin Gzerine dielektrik katsayisi gok
yiksek olan yalitkan maddeden bir boru gegirilir. Bu boru alan kontrol tiipl
(SCT-Stress Control Tube) olarak adlandirilir. SCT isi dengeli ¢capraz bagl
yiiksek dielektrik katsayili ve yiliksek &zdirengli polimetrik materyallerden

yapilir.

Sekil 2.8. Alan kontrol tlipl

Sekil 2.9 elekirik alan kontrolll yapiimamig bir enerjilendirilmis kablo bagligi
gbstermektedir. Elektrik alan yogunlugunun blyik oldugu yari iletken siperin
yakinindaki bélgelerde es potansiyel cizgiler yogunlagmigtir. Yalitkanda
meydana gelebilecek delinme veya desarja neden olan elektrik alan
yogunlugunu azaltmak icin alan kontrolli yapmak gereklidir(4).
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Yan iletken siper

Yiksek alan
bilgesi

Egpotansiyel  [letken{%100 potansiyell  XLPE yalitkan
gizgiler

Sekil 2.9. Elektrik alan kontrolld yapiimamig kablo baghg

Alan kontrol tiipa sisteme eklendi§inde es potansiyel gizgiler dagilir, elektrik
alan yayilir ve galisma seviyesinde kablo yalitkaninin elektrik alani azaltiimig
olur (Sekil 2.10). Bu yuksek dielektrik katsayili materyal (SCT) tarafindan
saglanir. Ayni iglem alan konisi kullanilarak da yapilabilir.

Yar iletken siper

Alan kontrol tdpd

Eﬁp{:;tansi?el lletken(%100 potansiyel)  ¥LPE yalitkan
cizgiler

Sekil 2.10. Elektrik alan kontrolii yapilmig kablo bashg:

Sekil 2.11'de alan kontroli yapilmamis kablo ekine ait potansiyel dagilimi
gbsterilmistir.
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Ek yalitkan Ek handai ,
Vilksek alan andajl ;’Plkse{{ alan
bilgesi viges!
P - - R
== = T R - e
oo ol#)dsassass

oo it O QR —_——— - —— —-'.f‘_:f ?F;Q;ﬁm'—
=endnsTy === e Bl E
Eép 'ﬁﬁnwel llatken
Yan iletken ¢23 (%100 potansiyel) ALPE yalitkan
sipar

Sekil 2.11. Elektrik alan kontroli yapilmamis kablo eki

Sekil 2.12'de ise yalitkan kilifin zerine alan kontrol tipl yerlestiriimis ve es
potansiyel gizgiler dizgin olarak dagimistir ve ek igindeki elektrik alanlar

azaltllmlstlr. Boéylece kablo ekinin 6mri uzatiimis olur.

Ek yaltkar

Alan kontrol - El bandaii
o

| o e o s i)

' _ Egpotansiyel | jlatken
Yan iletken §|zg|ler ':%100 putansi';.felj ALPE yalltl{an

siper

Sekil 2.12. Elektrik alan kontroli yapilmis kablo eki
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3. SONLU ELEMANLAR METODU

3.1. Giris

Sonlu elemanlar metodu matematiksel fizigin sinir deger problemlerine
yaklagik goztimler elde etmek igin kullanilan nimerik bir yéntemdir. Metodun
¢tkis noktasinin ne oldugu tam olarak bilinmemekte olup 1950l yillarda
denizalti dizayninda kullaniimaya baglanmigtir.1960’larda uzay galigmalarinin
baglamasi ve matematiksel uygulamalarin da gelismesiyle metot gercek
kimligine kavusmus, ucak, uzay kapsili ve benzeri tasarimlar sayesinde

genis bir kullanim alani buimU§tur.

Sonlu elemanlar metodu c¢esitli mihendislik problemlerinin  yaklasik
¢6ziimand elde etmek igin kullanilan bir niimerik analiz teknigidir. Metodun
amaci incelenen boélgedeki belirli noktalara ait alan degerlerinin bulunmasidir.
Bu iglemin hassas bir bicimde yapilabilmesi igin incelenen bélgedeki nokta
sayisinin olabildigince fazla olmasi gerekir. Bu da g¢ok fazla sayida cebirsel
denklemin gﬁzﬁmﬁ demektir. Bu nedenle sonlu elemanlar metodu ancak
yeterli bilgisayar donanimi ile kullaniglt bir metottur(5).

Bu metodun en buyik avantaji dlizensiz sekillerin ve edrisel sinir kogullarinin
incelenmesine olanak tanimasidir. Sonlu elemanlar metodu; karmasik olan
problemlerin daha basit alt problemlere ayrilarak her birinin kendi iginde
¢ozilmesiyle tam ¢6zimiin bulundugu yéntemdir.

Bu c¢aligmanin amaci herhangi bir geometride potansiyel ve elektrik alan
analizini sonlu elemanlar metodu ile yapmaktir. Bunun igin bir bilgisayar
programi yazilmig ve ylksek gerilim kablo baslik ve eklerinde potansiyel
“dagilimi ve elektrik alan heséplamalarlnda kullanilmistir. |
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3.2. Sinir Deger Problemlerinin Goziimii

Diferansiyel denklemlerle tamimlanabilen herhangi bir fizik probleminin en
glvenilir ¢dzm@ analitik ¢éztimdtir. Ancak analitik ¢6zumin ¢ok zor hatta
imkansiz oldugu pek gok durum s6z konusudur. Ornegin incelenen seklin
geometrisi matematiksel olarak ifade edilemeyecek kadar karmasik ve
diizensiz olursa analitik ¢c6ziim bulunamayacagi igin gegerli degildir. Analitik
gdzi]mﬁn bulunamadigi bu gibi durumlarda nimerik y&ntemler kullanilarak
yaklasik bir ¢6zim elde edilebilir. Butin nimerik ¢bziimler bagimsiz
parametre takimlari igin stireksiz noktalarda sonug bulma prensibine dayanir.

Sonlu elemanlar metodu herhangi bir fizik problemine uygulandidinda
incelenen bélge sonlu sayida elemana bolunlr ve her bir elemanin kése
noktalanndaki (didim noktalarnindaki) alan degerleri hesaplanir.

Sinir deger problemlerinin ¢dztimiinde kullanilan iki klasik metot vardir.
Bunlardan biri Ritz-Varyasyonel Metodu ve digeri Galerkin Metodu'dur. Sonlu
elemanlar metodu ile ¢dzim yaptlirken bu metotlardan Ritz-Varyasyonel

metodu kullanilacaktir.

3.3. Sonlu Elemanlar Metodunun Géziim Yo6ntemi

Fizik problemlerinde incelenen bélgeler stirekli oimalarina ragmen ¢éziime
ulagsmak icin bu b(‘ilgeler ayriklastinimahdir. Strekli ortamlarin serbestlik
derecesi sonsuzdur. Bu ortamlarda sonsuz adet nokta olup bu noktalarin her
biri bir digim noktasidir ve tek tek incelenmeleri mimkin degildir.
Ayriklagtinimig ortamlarda ise serbestlik derecesi sonludur ve dugim
sayisina esittir. Bdylece incelenecek nokta sayisi sonsuzdan sonluya

indirgenmis olur (6).
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Sonlu elemanlar yaklagimina ulagmak igin farkli matematiksel metotlar vardir.
ligilendigimiz sey bir bélgedeki alan veya potansiyel Laplace veya Poisson
tipindeki bir alan oldugunda sonlu elemanlar metodu tim alandaki enerjinin

minimizasyonu ile ilgilenir.

Laplace Denklemi:

ViV =0
Basit elektrostatik problemlerin  ¢dziimiinde kullanilir.  Kaynaklarnn
bulunmadid1 bir ortamda poisson denkleminin 6zel halidir. Sinir kosullari

genellikle Dirichlet turiindendir. Laplace denklemine kargiik gelen

fonksiyonel asagidaki gibidir.
_1 2
=5¢ IVHV Vav

Bu ayni zamanda s yiizeyinde depolanan elektrostatik enerjidir.

Poisson denklemi:

vy =-Lo_f
€

Daha karmasik potansiyel problemierin’ modellemesinde kullaniir. Burada
permitivite(e ) bazi durumlarda konum ile deg”;igebil‘ir yani calighgimiz boige
iginde sabit degildir. Burada da sinir kosullari genellikle Dirichlet tirindendir.
Poisson denklemine karsilik gelen fonksiyonel agagidaki gibidir.

’J=%J;H(V2V—2fV)dv
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3.4. Sonlu Elemanlar Metodunda izlenecek Adimlar

Elektrik mihendisligindeki bir gok problem iki boyutlu Laplace denkleminin
¢dzimunl gerektirir. Herhangi bir C ortaminda Laplace denklemi ile tanimh

bir ® alanini ele alalim.
Vi (x,y)=0

Bu @ alaninin yani bu sinir deder probleminin ¢ézimi asagidaki adimlardan
olusur (7).

3.4.1. C6ziim bolgesinin ayrnklagtiriimasi

llk adim eleman tipinin belilenmesi ¢dziim bolgesinin elemanlara ayriimasi
yani ayriklastinlmasidir ve bu adim sonlu elemanlar metodunun en 6nemli
adimidir. Bu iglem otomatik ag Ureten bir bilgisayar programi yardimi ile

yapilir.

Oncelikle ¢bziim bolgesinin geometﬁk yapisi belirlenerek bu geometrik
yaplya en uygun elemanlar segilmelidir. Segilen elemanlarin ¢6zim bélgesini
temsil etme oraninda, elde edilecek neticeler gergek ¢6ziime yaklagmis
olacaktir. Sonlu elemanlar metodunda kullanilan elemanlar boyutlarina gére

dért kisma ayrilabilir.

Tek boyutlu elemanlar: Bu elemanlar tek boyutlu olarak ifade edilebilen

problemlerin-g6zlimiinde kullanilir.  Bu grubun temel elemani kisa gizgiler

olup her iki ucunda birer tane olmak tizere iki dtiguim noktasina sahiptir.

lki_boyutiu elemanlar: lki boyutlu (diizlem) problemlerin  ¢dzimiinde
kullarilirlar. Bu grubun temel elemani tig dugumla tggen elemandir. Ucgen
elemanin altl, dokuz ve daha fazla dugium ihtiva eden gesitleri de vardir.
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Dugum sayisi segilecek enterpolasyon fonksiyonunun derecesine gore
belirlenir. lki tiggen elemanin birlesmesiyle meydana gelen dértgen eleman,
prdblemin geometrisine uyum sagladigr olgiide kullanighhidi olan bir

elemandir. Dort veya daha fazla diigiimli olabilir.

Donel Elemanlar: Eksenel simetrik 6zellik gosteren problemlerin ¢dztimiinde

bu elemanlar kullanilir. Bu elemanlar bir veya ki boyutlu elemanlarin simetri
ekseni etrafinda bir tam dénme yapmasiyla olugurlar.Gergekte (¢ boyutlu
olan bu elemanlar, eksenel simetrik problemleri iki boyutlu problem gibi

¢6zme olanagi sagladig i¢in ¢ok kullanighdirlar.

Uc_boyutlu _elemanlar: Bu grupta temel eleman Uggen piramittir. Bunun
disinda dikdortgenler prizmasi veya daha genel olarak alti ylizeyli elemanlar,
tic boyutlu problemlerin ¢éziimiinde kullanilan eleman tipleridir.

|zoparametrik _elemanlar: Céziim bélgesinin sinirlant egri denklemleri ile

tanimlanmigsa, kenarlart dogru olan elemanlarin bu bélgeyi tam olarak
tamimlamasi mimkin degildir. Bu durumlarda bélgeyi gereken hassasiyette
tanimlamak igin elemanlann boyutlarini klgtltmek, dolayisiyla adetlerini
arttirmak gerekmektedir. Bu durum c¢ézilmesi gerekén eleman sayisini
arttinr dolayisiyla gereken bilgisayar kapasitesinin ve ¢6zim zamaninin
artmasina neden olur. Bu olumsuzluklardan kurtulmak igin, ¢6ziim boélgesinin
edri denklemleri ile tanimlanan sinirlarina uyum saglayacak egri kenarh

izoparametrik elemanlar kullanilir.

Bu adimda ¢6ziim bolgesini M adet elemana ayirdiimizi  kabul edelim
(e=1,2,3,....,M). Cdzim bolgesinin tamami V ile gosterilirse V® ¢dzim

bolgesindeki tek bir elemani ifade eder.

Co6ztm bolgesi elemanlara ayrildiktan sonra her bir elemanin tanimlanmasi
gerekir. Bu da digum noktalarinin tanimlanmasi yani digim noktalarinin

koordinatlarinin belirlenmesi demektir.
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3.4.2. Enterpolasyon fonksiyonunun segimi

Sonlu elemanlar metoduyla problem analizinin ikinci adimi elemandaki alan
degigkeninin. degigimini gbsteren ve eleman igin bilinmeyen ¢éztimlerin bir
yaklagimini saglayan enterpolasyon fonksiyonu segmektir. Enterpolasyon
fonksiyonu olérak genellikle polinomlar segilir ¢linkil integrasyonu ve tirevleri
kolaydir. Polinomlar birinci(dogrusal), ikinci(quadratik) yada daha yiiksek
dereceli segilebilir. Yiksek dereceli polinomlar daha dogru sonug vermesine
kargin daha karmagik formller icerir ve ¢ézlimleri zordur. Bu nedenle lineer
interpolasyon daha yaygin olarak kullanilir. Polinom segildikten sonra bir

elemanda bilinmeyen ¢dzUm igin ifade turetilebilir.
Bir eleman i¢in polinom agilim denklemi
O(x,y)=a+bx+cy+dy+ex’ + i +

Burada alinacak terim sayisi elemanin geometrisine baghdir ve elemandaki
digim noktast sayisina esittir. Bazi elemanlar igin polinomlar asagida

verilmigtir.
Eleman Polinom
Dogru O(x)=a+bx
Uggen @(x,y)=a+bx+cy
Dértgen O(x,y)=a+bx+cy+dry

3.4.3. Elemen o6zelliklerinin belirlenmesi

Ugtinct adim olan eleman 6zelliklerinin bulunmasi elemana ait denklemlerin
olugturulmasi ve eleman matrisinin elde edilmesidir. Elemanlar ve
enterpolasyon fonksiyonlari bir kere bulunduktan sonra elemanlarin
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kendilerine 6zgu &zelliklerini ifade eden matris denklemleri bulunabilir. Bunun
icin kullanilabilecek dért yaklasim vardir (6). Bunlar; direkt yaklasim,
varyasyonel yaklagim, agihkh kalan yaklasimi ve enerji dengesi
yaklagimidir.

Direkt yaklasim: Bu yaklagim daha gok tek boyutlu ve basit problemler igin

uygundur

Varyasyonel yaklasim: Bir fonksiyonelin ekstremize yani maksimum ve

minimum  edilmesi demektir.  Elekirik mihendisliinde en ¢ok kullanilan
fonksiyonel elektrostatik enerji prensibidir. Fonksiyonelin birinci tirevinin sifir
oldugu noktada fonksiyonu ekstremize eden degerler bulunur. lkinci ttrevin
sifirdan blylk veya kiglk olmasina gére bu dederin maksimum veya

minimum oldugu anlastlr.

Agirhikh kalanlar yaklasimi: Bir fonksiyonun gesitli degerler karsihginda elde

edilen yaklagik ¢6zimi ile gercek ¢6ziim arasindaki farklarin bir agirik
fonksiyonu ile carpilarak toplamlarini minimize etme iglemidir. Bu yaklagim
kullanilarak eleman Ozelliklerinin elde edilmesinin avantaji, fonksiyonellerin

elde edilemedigi problemlerde uygulanabilir olmasidir.

Enerji dengesi yaklasimi: Bir sisteme giren ve g¢ikan elektrik veya mekanik

enerjilerin  esitligi ilkesine dayanmir. Bu yaklagim bir fonksiyonele ihtiyag
duymaz.

Sonlu elemanlar metodu ile problem ¢ézimiinde kullanilacak olan yaklagim
¢ozim isleminde izlenecek yolu degistirmez. Bunlardan en sik kullanilan

varyasyonel yaklagimdir ve bu galigmada da kullanilacaktir.
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3.4.4. Coziim bolgesindeki elemanlarin birlestiriimesi

Sonlu elemanlar analizinin dérdiinci adiminda eleman aglariyla modellenen
tim sisteme ait denklemlerin elde edilmesi icin tim elemanlarin 6zelliklerinin
birlegtiriimesi gerekir. Yani elemanlarin davraniglarini ifade eden matrisleri
birlegtirmeliyiz. Tiim sisteme ait matrisin eleman matrislerinden tek farki daha

fazla terim icermesi olacaktir ctinkii daha fazla duigime sahiptir.

Eleman birlestirme prosedir(i elemanlann i¢ bagh olduklan bir digiimde alan
degigkeninin dederi bu dugimi paylasan tim elemanlarda aymidir
prensibinden yola cikar. Elemanlarin birlestirilmesi islemi rutin bir istir ve

elektronik bilgisayarlarca yapilir.

3.4.5. Sinir kosullarinin probleme dahil edilmesi

Metodun besginci adiminda verilen sinir kogullar probleme dahil edilir.

Sinir Kogullarinin Siniflandiriimasi
Homojen Sinir Kosgullarn

Dirichlet Sinir Kosulu: cj[)(;)= 0

oolr)

Neumann Sinir Kosulu: 0

[{]
Karigik sinir Kosulu: %@+ h(?)d)(;)= 0
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3.4.6. Sistem denklemlerinin ¢oziilmesi

Sonlu elemanlar metodunda sistem denklemlerinin ¢6zimt son adimdir.
Eleman birlestirme islemi ve daha sonra buna sinir kogullarinin eklenmesi
alan degigkenlerinin bilinmeyen diugimsel denklemlerini bulmak igin
cbzebilecegimiz eszamanl denklemler kiimesi verir. Bu denklemler nimerik

¢6zimleme tekniklerinden biri kullanilarak ¢ézlltr ve sonuca ulasilir.

Bu agamadan sonra eger isteniyorsa ek hesaplamalar yapilir. Ornegin 8nce
bir bolgedeki potansiyel dagihmi bulunur ve bu dagilimdan yararlanilarak

ayni bolge icin elektrik alan dagilimi elde edilir.

3.5. Sonlu eleman denklemlerinin tiiretiimesi

Burada sonlu eléman denklemleri varyasyonel vyaklasim kullanilarak

tOretilmistir.

o’d 9’0 8D

ax2 + 6)/2 + 622 =0 [3'1]

vV a(x,y, z)=
Laplace denklemine karsihk gelen fonksiyonel;
2 2 2
J=1f k(@) +H 22 +k(i¢i) v 13.2]
2 Ox oy Oz

Bu ayni zamanda Laplace denklemi igin inceledigimiz bélgenin tim V hacmi
icinde depolanan elektrostatik enerjisidir. Soyle ki; -
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1 2
W, =2 J;;”s(E) av, E=-V®

E: elektrostatik alan
&®: elektrostatik potansiyel

— 1 . 2
W, = jyj e voyar
_1 2
W, = jy [fe(v>@)av
2 N2 2
I/Ve =.1J] g(..ag) +& ?9;. +8(§9) VvV
e Ox oy oz
¢ . dielektrik katsayisi ¢ = ¢,¢,
¢ =k olmak lzere Es. 3.2'de yazdi§imiz fonksiyonel, enerji denklemidir.
Bu fonksiyoneli herhangi bir S ylizeyi boyunca tanimh

D =Dy(x,,2)
[3.3]

sinir kosullarini da saglayacak bigimde minimize eden ®(x,y,z) potansiyeli
V2®=0 seklinde tanimlanan Laplace denkleminin de ¢ézimidir. Bunu

soyle ifade edebiliriz.

Minimum enerji kosulunu Laplace denklemini
. —> . .
saglayan potansiyel saglayan potansiyel
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Varyasyonel yaklagim Es. 3.2 ile tanimh J fonksiyonelini minimum yaparak
Laplace denkleminin ¢dziimine ulasmayl amaglar(enerjinin minimizasyonu
ilkesi). Bu minimizasyon probleminin ¢ézmni adim-adim inceleyelim.
1.Adm

Potansiyelin tanimh oldugu V hacmi her biri p adet digim iceren M adet

elemana ayrnigtirilir.
2.Adim

Her bir e elemani igindeki potansiyel alanin degisimi icin bir enterpolasyon

fonksiyonu tanimlanir.

@*(x,3,2) = [N(x, 3, 2)]@" [3.4]
Bu N fonksiyonlart Sekil Fonksiyonlari (Shape Functions) olarak adlandirilir.
[N (x, ¥, z)] = [N, (x, y,~z)N P (x, ¥, z)N 5 (x, BA z) ...... N 2 (x, Vs z)]

[N(x, ,2)] satir matrisi e elemaninin 1,2,3....p. dugiim noktalari igin yazilmig

sekil fonksiyonlarindan olugur.

@° situn vektori ise e elemaninin  1,2,3...p. digim noktalarindaki

potansiyel degerlerinden olugur.

N,(x,»,2z) : e elemaninin i. dugum noktasindaki enterpolasyon

fonksiyonu
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D, e elemaninin i. dGgum noktasindaki potansiyel degeri

3.Adim
Es. 3.2 ile tanimh J fonksiyonelini her bir eleman igin gegerli J° degerlerinin

toplami olacak sekilde ifade edebiliriz.

[3.5]

M .
J=)J°
e=l

J° asa@idaki bigimde ifade edilebilir.

9 1 6q)e 2 3 aq)e 2 ad)e z .
J =5!’!]1:k( GxJ +k(gj +k( - ) }V [3.6]

V hacminde depolanan enerjinin minimizasyonu igin J fonksiyonelini minimize

etmemiz gerekir. Bunun igin gerekli kosullar séyle saglanir.

oJ
)

=0

[3.7]

—Za" =0 , F123....n
e=l

Burada n; potansiyel degeri bilinmeyen toplam dagim sayisidir.
aJ —,U acp +k6€D o (oD +k6cp o (oD v [3.8]
ox 6(1) dy oD\ oy 0z 0D,\ oz

®°(x,7,z)=[N(x,5,2)®  denkleminden
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00" _| N, 0N, Ny DN, o, [3.9]
ox Ox ox Ox ox :

o (o0°)_oN, (3.40]
oD, | &x ox )
e e

-&° 3.11
e [3.11]

denklemi elde edilir.

4.Adim
Es. 3.6 asagidaki bicimde ifade edilebilir.

:;1 =Sk B =5 [3.12]

e=l1

oJ M
o X
Eleman birlestirme y&ntemi kullanilarak tim elemanlar igin bulunan [K"]
matrisleri birlestirilir ve genel [K J matrisi elde edilir. Bu durumda Es. 3.12

genel olarak séyle ifade edilebilir.

[k}o=0 | [3.13]
5.Adim
Es. 3.12'ye sinir kosullarinin ilave ediimesi ile [KeJ matrisi asagidaki gibi
ifade edilebilir.
[x*]= [[fI8T [D1BLv [3.14]
e

Burada [B] ve [D] matrisleri su sekildedir.
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o, O,
Ox aax B?Vx kE 0 0] ,
[8]=| M N r| [pl=]o & 0 [3.15]
& oy o
00 k
oN, ON, N,
| 0z A

3.6. Tek Boyutlu Sonlu Elemanlar Metoduyla Analiz

3.6.1. Sinir deger probleminin tanimlanmasi

Kartezyen koordinatlarda bir boyutlu dizlemde kararli durum problemi icin

gegcerli diferansiyel denklem su sekildedir (7).

‘A2
aaf) -0 [3.16]

Sinir kosullan herhangi bir L uzunlugunda
@ =, (x)

ile tanimlanir. Es. 3.16 ile tanimlanan diferansiyel denklemin ¢6zUm
ilgilendigimiz bélgede gegerli enerji fonksiyonelini minimum yapan ®(x, y)
ifadesinin elde edilmesi demektir. Yani enerji fonksiyonelini minimum yapan
®(x,y) aymi zamanda bir boyutlu Laplace denkleminin de ¢dzimudir. Bu

durumda minimize edilmesi gereken fonksiyonel;

o2
73 {25 ) [3.17]
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3.6.2. Sonlu elemanlar metodu analizi

Sinir deger problemlerinin sonlu elemanlar analizinde takip edilecek
asamalar ve sonlu eleman denklemlerinin tlretimesi daha o6nce
aciklanmigti.Simdi bu adimlan sirasi ile tek boyutlu probleme uygulayalim.

1.Adim: Tantm kimesinin elemanlara ayrilmasi
llk olarak (0,L) tanim kimesinin alt elemanlara ayriimasi ve ayrilan
elemanlarin tanimlanmasi gerekir. Yani elemanlarin dGgim noktalarini

sayilar ile tanimlamak gerekir.

Eleman
Numaralan 1 2 3 M-2 M-1 M
o— -0 © *————— - —0 —0 *—p
Dagom 1 2 3 4 N-3 N-2 N-1 N
Numaralan
X=0 =L
(@)
, e R
i o——e j

(b)

Sekil 2:1. Tek boyutlu bélgenin elemanlara ayrimasi
(a)Global numaralandirma (tiim sistem i¢in digiim notasyonu)
(b)Lokal numaralandirma (e elemani igin digiim notasyonu)

2.Adim: Enterpolasyon fonksiyon (polinom) segimi
Elemanlar icerisindeki potansiyelin dogrusal degistigi kabul edilir. Elemanlar
icin digiim noktalari segilir ve eleman igindeki herhangi bir noktada gegerli

olan polinom yaklasimi yazilir.

O (x) =, +o,x [3.18]



‘Dugum noktalarindaki potansiyeller agagidaki gibi tanimlanir.

I noktasinda @°(x,)=®,

)=
Jjnoktasinda CD"(x,)=<I> ;
Bu tanimlardan @, ve @, su sekilde yaznlabilir.

D, =q;, +a,x,

O, =a,+a,x;

Buradan ¢,, a, katsayilar gekilerek;

a, =712—(aitl), +ajCI>j)

a, =—Il7(b,d)i +5,0,)

ve
I° : eleman uzunlugu;
€ = S — =
I°=x,-x;,=a,+a;

J

Bu durumda Es. 3.18 agagidaki hali alir.

o° (x)~= lie[(ai + bix)d), + (a'j + bj.x)CI)j ]

29

[3.19]

[3.20]
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Es. 3.4 geregince;
o*(x) = [V’ [3.21]

idi. Son yazdigimiz iki denklemin esitliginden [N(x)] ve @ asagidaki gibi

olur.
—. [@
V)=V, () Nj(x)]=,—1;[(a, +bx) (a,+5,x)] ve @ =[q,’] [3.22]
j
N,.(x): e elemaninin i. digim noktasi igin yaziimis enterpolasyon
fonksiyonudur.

3.Adim: Eleman matrislerinin bulunmasi
Bu kisimda elemana ait denklem takimi tiiretilerek eleman matrisi elde edilir.

[V(x)] matrisi Es. 3.22 denkleminde oldugu gibi tanimlandiktan sonra Es.
3.15 ile tammh [B] ve [D] matrisleri agagidaki gibi elde edilebilir.

[8]= [aa]i 62/;:' 1B 5] [3.23]
[D]=[x] | k=g=¢s, [3.24]

Es. 3.14 ile tanimli [K ¢ J matrisi su sekilde elde edilir.

[k]= [lzF oLzl
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[xe]=—- IJ[:;][k][b, bl [3.25]

[x e]=£[ bbby ] | [3.26]

Tek bir eleman igin bulunan eleman matrisi tim elemanlar igin tek tek bulunur
ve bu elemanlar, elemanlarin birlestirilmesi yéntemiyle birlegtirilerek sistem
matrisi elde edili. Bu matrise sinir kosullan da ilave edilerek ¢dzilmesi

gereken denklem takimina ulasilir.

Bundan sonraki adimlar olan elemanlarnn birlestirimesi, sinir kosullarinin
probleme dahil edilmesi ve elde edilen denklemlerin ¢6zlilmesi, iki boyutlu
sonlu elemanlar metoduyla analiz kisminda ayrintili olarak anlatitacaktir. ki

boyutlu analizin tek boyutludan farki sadece matrislerdeki terim sayist

olacaktir.

3.7. iki Boyutlu Sonlu Elemanlar Metoduyla Analiz

3.7.1. Sinir deger probleminin tanimlanmasi

Kartezyen koordinatlarda iki boyutlu diizlemde kararli durum problemi igin
gegerli diferansiyel denklem agagidaki gibidir (7). Bu denklem iki boyutlu
Laplace denklemidir.

2 2
LA [3.27]

Sinir kosullart herhangi bir S yiizeyi boyunca agagidaki gibi tanimlanir.
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=0, (x,y)

Yukaridaki diferansiyel denklemin ¢zmi ilgilendigimiz alan boyunca tanimli
olan eneiji fonksiyonunu minimum yapan ®(x, y) ifadesinin elde edilmesi
demektir. Yani; alanda depolanan enerjiyi minimum’ yapan alan fonksiyonu

(I)(x, y) ayni zamanda iki boyutlu Laplace denkleminin de ¢bzimuddr.

ligilendigimiz bélgenin S ylizeyi boyunca depolanan elektrik enerjisi problem

¢oztimiinde kullanilacak olan fonksiyoneldir ve asagidaki gibi ifade edilebilir.

SUIERGL

Bu fonksiyonelin sinir kosullarini da saglayacak sekilde minimize edilmesi

Laplace denkleminin ¢6zimiinii verir.

'3.7.2. Sonlu elemanlar metodu analizi

Bu iki boyutlu alan probleminin sonlu elemanlar ¢6ziimi asagida adim-adim

anlatilmigtir.

1.Adim: Tanim kiimesinin elemanlara ayrilmasi
Iki boyutiu alan problemlerinin sonlu elemanlar ¢ézimiinde ¢6zim bélgesi
tiggensel veya doérigensel elemanlara aynstirilabilir. Burada t¢ duagumla

ticgensel elemanlar kullanilacaktir.
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yk ——————

T =

- —————-

» X

X, X X
Sekil 3.2. Incelenen S alaninin Giggensel elemanlara ayrigtiriimast

2.Adim: Enterpolasyon fonksiyon seg¢imi

Her eleman igin digim noktalan segilir ve eleman iginde herhangi bir
noktada gegerli polinom yaklasimi yazilir. Elemanlar icerisinde potansiyelin
dogrusal degistigi kabul edilir. Bu elemanlardan biri olan e Gi¢ggen elemanini
dustnelim. DUgum noktalari i, j, k olan eleman igindeki potansiyel dagihm

fonksiyonu ®(x,y) sdyledir;
O(x,y)=0a, +a,x +a,y [3.29]

Bu denklemden her bir eleman igindeki potansiyel dagiliminin dorusal oldugu

goralur. Bu tirdeki bir yaklagim icin e elemanina ait katsayilar olan ¢, a,, o,

i, j, k dugumlerindeki potansiyeller yardimiyla kolayca hesaplanabilir.

I noktasinda @°(x,,y,)=®,

jnoktasinda CDe(xj,yj)=(Dj

k noktasinda @°(x,,y, )=,
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Diyecek olursak ®@,, ®,, @, su sekilde yazilabilir. '

D, =a, +a,x,+a,y;
D, =qa, fazx,- +a;y;

O, =0, +a,x, +a,3y,

Buradan ¢,, a,,a, katsayilari Kramer Kurah kullanilarak bulunabilir.

1 1 |
o, =E(a,d), +a,®,+a,®,) a =—2—A;(b,d>i +5,0,+5,0,)

o, = Ej?(c’q"' re,@, +¢,D,) [3.30]

Buradaki a, b, ¢ katsayilar s6yledir.

4 =X Ve — %) a;, =X, =XV a, =XY; =X,
b=y,— b, =y~ by=y,~y, [3.31]
€ =% — % Cj =X =% G =X X

Ve

A°: Gggensel elemanin alan;

1 x, ¥
! i XY XY =XV %Y, _bicj .—bjci

J y.f 2 2

Bu durumda Es. 3.29 asagidaki hali alir.



35

d)“(x,y)=—2—1£;[(ai +bx+c,y)b, +(a, +bjx+cjy)EDj +(a, +bx+ cky)CDk]
Es. 3.4't hatirlayacak olursak

° (x, )= [N (x, y)fo [3.32]
idi. Iki denklemin esitliginden [N(x,y)] ve ®asagidaki gibi ifade edilebilr.

[N=N.(x3) N,Gy) N G)

1 :
[V(x.y)]= K[(ai +hx +¢,) (aj +bx+ cj)’) (@, +bex +ck)’)]

(DI

O=(0, [3.33]
(Dk

N,.(x,y): e elemaninin i, digim noktas! igin yazilmig enterpolasyon
fonksiyonudur.

3.Adim: Eleman matrislerinin bulunmasi
Bu kisimda eleman o&zellikleri belirlenir. Yani elemana ait denklem takimlari

ve matrisler tiretilir. [N(x,y)] matrisi Es. 3.33'de oldugu gibi tanimlandiktan

sonra Es. 3.15 ile tanimli [B] matrisi elde edilecektir.

oN, ON, 0N,
Tel_l @& & ax |_ 1|& b b
g & &l -

»y &y
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[D] matrisi ise ortamin dielekirik katsayilan olan ¢ sayilarindan olusur. £y

boslugun dielektrik katsayisi vee, ortamin bagil dielektrik katsayisi olduguna

gore [D] matrisi gu sekilde hesaplanir.

[D]= [1(; Z] k=¢g=g4¢, [3.35]

b, ¢ ,
. 1 k 0}5 b, b
[x]= 4(A‘)2J‘ Zj ¢ [0 kJ[C,- . cjds [3.36]
k

(b,.2+c,.2) (bb.+cc.) (6,6, +c,c,)
[Ke]=_._k_ (b,bj+c,.cj) (Ii)jé+c;2) (b b +c;c5) [3.37]

(o 2
4 )2 (bibk+cick) (bjbk .+cjck) (Il’kz,‘"ckz

Béylece inceledigimiz i, j, k dugum noktalarina sahip iggensel eleman matrisi
elde edilmig olur. Her bir eleman igin matrisler ayni sekilde bulunur ve
eleman matrislerinin birlestiriimesi ydntemi ile birlestirilerek genel denklem
takimi elde edilir.

4.Adim: Elemanlarin birlegtirimesi
Genellestirilmis [K] matrisinin elde edilmesi iglemi Ilokal dugim

- numaralarinin global digim numaralarina déntsturtlmesi iglemidir.
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1 1
(a) 4 (b) -
Sekil 3.3. Lokal ve global numaralandirma

Yukaridaki sekilde (a) da birbirinden bagimsiz iki iiggensel eleman ve lokal
digim numaralari (b) de ise bu elemanlarin birlestirilmis hali ve global
digtm numaralar gérilmektedir. Birinci eleman e4 ve ikinci eleman e igin
eleman matrisleri agagidaki gibidir.

K, K, Kj;
[x,]=|k} K, KL . [3.38]
Kal'l ng 'K;3

| K, K Kj
[K2]= K221‘ Kzzz K223 [3.39]
Ky K3 Kj

Bu iki matrisin birlestiriimesi sonucu elde edilecek matris sistemde dort global
dugum noktas oldugu igin 4x4 boyutunda olacaktrr. Ve buradaki amag bu
dﬁrt. diglm noktasindan alan degeri bilinmeyen digim noktalarinin alan
degerini bulmaktir.
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Cizelge 3.1. Elemanlar igin lokal ve global numaralandirma

Eleman Lokal disgam Global dagam
Numarasi Numarasi Numarasi
1 1
1 2 2
3 4
1 2
2 2 3
3 4

Bu iki eleman birlestirilirken dikkat edilecek nokta birinci elemanin 2 numarali
lokal dGgumu ile ikinci elemanin 1 numarali lokal dGgimu aslinda ayni nokta
olup, global dugim numaralari 2 dir. Ancak bu sekilde alanin strekliligi
saglanabilir ve elemanlar birlestirilebilir. Cizelge 3.1.’de 1. ve 2. elemanlar
icin lokal dugim numaralarina karsilik gelen global digim numaralari
gdsterilmistir.

Bu dénustm tablosu dikkate alinarak [K,] ve [k,] matrislerinin |k |

matrisindeki yerlesimleri asagidaki gibi olur.

K, K, 0 K
[ K genel ] K;l K;Z 0 K;S [3 40]
’ 0 0 0 0 '
Ky K 0 K
0 O 0 0
. 2 *
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Genellestiriimig K matrisi bu iki matris yardimi ile agagidaki sekilde elde edilir.

ke )= S [k ] = [k |+ [ 3 o ot [ 2] [3.42]

ex=]

Bu durumda genellestiriimis matris;

Ky Ky, 0 Ky,
[3.43]

1 1 2 2 T 2
Ky Kiup+K; K Ky+Ky

Burada iki eleman i¢in yaptigimiz birlestirme iglemi sistemde bulunan bitiin
elemanlar igin yinelenir ve sonugta boyutlar sistemdeki digiim sayisina esit
bir kare matris elde edilir. Bu incelenen sistemin genellestiriimis K matrisidir.
Genellestiriimis K matri'sinin elde edilmesiyle agagidaki genel denklem takimi

elde edilir.

[k [, ] = O [3.44]



Bagla

A 4

Ana boélgeyi olusturan eleman sayisini oku (ne)

v

Sifirlardan olusan nnxnn lik [K] matrisi olustur
[K}=[O]nnxnn

y
ne=1

o 4

ne numarali eleman matrisini olugtur [K"]

y

ne numarall elemanin diagim numaralarinin
global kargiliklarini belirle

A

ne numarall eleman matrisini genellegtiriimis [K]
matrisinde global konumuna yerlestir

y
ne=ne+1

A 4

Sekil 3.4. Genellestiriimis [K] matrisini elde eden alt programa ait akis

semasl

Yerlestirimeyen eleman var mi?.

H

1
Olusturulan [K] matrisini dosyaya aktar

A 4
Dur

40
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Sekil 3.4’de eleman matrislerini birlestirerek genellestiriimis K matrisini elde

eden alt programin akis diyagrami verilmistir.

5.Adim: Sinir kosullarinin probleme dahil ediimesi
Eleman birlegtirme iglemi sonucu tim sistemin matematiksel model agagidaki

gibidir.

[K &z [ [®,0 ] = P [3.45]

n*n

Bu denklemin g¢éziilebilmesi igcin sinir kosullannin sisteme dahil edilmesi

gerekir. @ 4 in ¢6ziml ancak bu sekilde gergeklestirilebilir.  Alan

n

problemlerinde en az bir gogunlukla da birden fazla sinir kogulu olmalidir.

Sinir kosullari belli olan dugumlerdeki degerler probleme dahil edildikten
sonra diger dugumlerdeki degerler tespit edilebilir.

Sinir kogullanmizdan biri @, = 4 olsun. Bu j noktasindaki alan degerinin A

oldugunu gosterir ve bu sinir kosulunun probleme dahil edilmesi agagidaki

prosediir dahilinde gergeklestirilebilir.

Eger ®, degeri A olarak degistiriimek isteniyorsa P karakteristik vektora

yeniden diizenlenir.

P=P-KA ; i=123,.n

Bu diizenlemeden sonra @, terimine tekabul eden |K g"”e’] matrisindeki satir

ve slitunlar sifira egitlenir. Yalniz késegen tzerindeki terimler bire egitlenir.

K,=K,=0 ; i=123.,n
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Son olarak sinir degeri olan A , P karakteristik vektériine dahil edilir.
P, =4

Bu iic adimhk prosediir dederi belli olan tim sinirlara uygulanir.  Sinir
kosullarini probleme dahil eden alt programin akis semasi Sekil 3.5°de

verilmistir.

6.Adim: Denklem sisteminin ¢dztmi
Sinir kosullarinin da ilave edilmesiyle elde edilen yeni denklem takimi

herhangi bir nimerik metot yardimiyla ¢é6ztimlenebilir.
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Basla
v

[K] matrisini oku

A 4
Sifirlardan olugan nnx1 lik [P] matrisi olugtur
[PI=[0]nnx1

A
Sinir kosulu belli olan digim numarasini oku (n)

v

n numaral diagimdeki sinir degerini oku (¢,)

§
Knn €lemanini (¢p) ile carpip sonucu P, den
cikar

A 4

[K] matrisinin n. Satir ve n. Stitun elemanlarini
sifirfla, kdsegen lizerindeki elemant 1 yap

A
Sinir k0§ulu belli olan bagka digim var mi?

H

A 4 :
Olusturulan [K] ve [P] matrislerini dosyaya aktar

Dur

Sekil 3.5. Sinir kogullarini programa dahil eden alt programa ait akis gemasi



3.8. iki Boyutlu Alan Problemi igin Bir Ornek

(1,227)

(0.8.1,8) 2129)
V,=0V V=10V

(1,41,4)
Yukarnidaki sekilde 1 ve 3 numarali digumierin potansiyel degerleri
bilinmektedir. Sonlu elemanlar metodu kullanarak 2 ve 4 numarali dagtimlerin

potansiyel degerlerini hesaplayalim.

Coziim bolgesi iggensel elemanlara ayrilir ve elemanlar tanimianir.

Elemanlarin lokal dGgiim numaralar ve bu lokal dagiim numaralarina karsilik
gelen global diigim numaralarn asagidaki tabloda verilmigtir.



Eleman Lokal dugiim Global digim

Numarasi numarasi numarasi
1 1
1 2 2
3 4
1 2
2 2 3
3 4

Enterpolasyon polinomu tanimlanir.
D°(x,y)=a, +a,x+a,y

Ucgensel eleman igin lokal digiim koordinatlari asagidaki gibi tanimlanir.

‘Lokal diigiim no - (x,¥)
1 (X1,¥1)
2 . (X2,Y2)
3 (X3,Y3)

Hesaplamalarda kolaylik sagdlamasi i¢in asagidaki degerler hesaplanir.

Q) =X3)3—X3), Ay =X3 )1 — X% )3 Q3 = X1, =X )
b=y,-» by=y; -y by =y,-y,
€ =X;—X, Cy =X ~— X5 C3 =Xy —X

Elemanin alani hesaplanir
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I x »
A ='§1 Xy V|=X3Y3 XY, + X3 — XY X3y — %)

1 x; ¥
e 1
A =§(blcz "bzcx)
Bu hesaplamalar yapildiktan sonra eleman matrisinin olusturuimasina gegilir.

K,J.=-Z!A;(b,.bj+c,.cj) D i=123  j=123

Bu sekilde tim eleman matrisleri olusturulur ve bu matrisler birlestirilerek

genellestiriimis K matrisi bulunur.

(1) nolu eleman igin;

Lokal dGgim no (X y)
1 (0,8 1,8)
2 (1,4 1,4)
3 (1,22,7)
by=y,-y,=14=-2,7=-13 ¢, =x,—x,=12-1,4=-0,2
by =y =y =27-18=09 c,=x —x,=08-12=-04
by =y ~y,=18-1,4=04 ;=% —x% =1,4-08=0,6

(1) numarali elemanin alani;

1 1
A= E(bl €~ bzcl) = 5 [(_ 1’3)(_ 0,4)“ (0a9)(“‘ 0’2)] =035
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(1) numarali eleman matrisinde bulunan terimler;

K11=Z—1A—(blbl+clcl) — L [13)-13)+ (- 02)-0,2)] =1,2357
ot |

4* 035

[(-1,3%0,9)+ (~ 0,2Y~0,4)] = ~0,7786

, 1
K, =Ky =4_A“(b1b2 +ec;)= 4*035
1

[(-1,3)0,4)+ (= 0,2)0,6)] = —0,4571

1
K,; =K, =Z&_(b1b3 +clc3) 4% 035
1

K =3 bty +eses) = 152 109)09)+ (-04)-0.4]= 06929

1

4%0,35 [(0,9%0,4)+ (- 0,4~ 0,6)] = 0,0857

1
Ky =K, ="K(b2b3 +czcs)=
1

Kn=7x (b b, +¢;¢;) = ———[(0,4)0,4)+(0,6)0,6)] = 0,3714

*035

12357 —0,7786 —0,4571
[k,]=]|-0,7786 0,6929 0,0857
0,571 00857 03714

[Kl] birinci eleman matrisi bulundu ayni hesaplamalar ikinci eleman icin de

yapilarak [K,] matrisi elde edilir.

0,5571 -0,4571 -0,
[K,]=|-04571 08238 -0,3667
-0l —03667 0,4667

[&,] ve [K,] matrisleri birlestirilerek genellestirilmis K matrisi bulunur.
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Klll KIIZ 0 K113
| Ky Knp+Ky KL Ky + K
o KX} K) K
Ky Ki, +KL K5 K +Kj

Gerekli degerler yerine konularak genellestirimis K matrisi asagidaki gibi

elde edilir.
1,2357 -0,7786 0 -0,4571
[ e ] _|—07786 125  -04571 -0,0143
0 -0,4571 08238 -0,3667
-0,4571 -0,0143 -0,3667 08381
lk& o =0 yani |xs =0
1,2357 -0,7786 0 -0,4571 || 1,
|-0,7786 125  -0,4571 -0,0143|7,

0 -0,4571 08238 -0,3667)V;
~-0,4571 -0,0143 -0,3667 08381 iV,

o O O O

V=0 ve V3=10 bilinen degerleri yerine yazilarak elde edilen asagidaki sistem
herhangi bir nimerik metot yardimi ile ¢dzulebilir.

1,2357 ~0,7786 0 -0,4571} 0

0

~0,7786 125  ~04571 -0,0143|7,| |0
0 ~04571 08238 -03667]10| |0
-04571 -0,0143 -03667 08381 [|v,| |0

1,25V, —0,0143¥7, = 0,4571x10

-0,0143V, +0,8381V, = 0,3667x10
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Denklemleri ¢ézllerek ¥, = 3,708 ve V, = 4,438 olarak bulunur.

3.9. Silindirik Koordinatlarda Sonlu Elemanlar Analizi

3.9.1. Sinir deger probleminin tanimlanmasi

Donel silindirik elektrik potansiyel problemlerinde Laplace denklemi asagidaki
gibi ifade edilir.

2 2
vo.12(,00), 170, 70
ror\ or 00" 0z
a~(;D +l@ seklinde agilir.
or® r or

Eder inceledigimiz bolgenin 8 ya gore silindirik simetriye sahip oldugunu

dustinursek Laplace denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

b 160 o*)
st ———t =
or- r or 0oz°

0 [3.46]

Problemin sinir kosulu séyledir.

O =0,(r,z) ve —=0

Ikinci sinir kosulu yiizey boyunca alanin yiizey normali dogrultusunda sabit
oldugunu ifade eder.
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3.9.2. Problemin sonlu elemanlar metoduyla modellenmesi
Kartezyen koordinatlarda oldugu gibi dénel silindirik problemlerde de Laplace

denkleminin ¢dziUmi{ varyasyonel yaklasim metodu ile minimizasyon

problemine dénisir. Asagida verilen fonksiyoneli minimum yapan @(r,z)

potansiyeli hesaplanabilirse Laplace denklemi ¢ézlilmiis olacaktir.

J=% jVj ]{kr(%’y +kr(~aa;f)2JdV [3.47]

1.Adim: Silindirik bélgenin Giggensel kesitli ring elemanlara aynstiriimasi.

Y

Sekil 3.6. Uggensel kesitli ring eleman
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Y

Sekil 3.7. Ucgensel kesitli ring eleman icin digim notasyonu
2.Adim: Enterpolasyon fonksiyonunun segimi
e elemant iginde potansiyelih dogrusal de§i§ti§i~ kabul edilerek dogal

koordinat sistemi (Ek-2) kullanilirsa, eleman igerisindeki potansiyel degeri

asagidaki gibi yazilabilir.
o° =[Nfo [3.48]
Yani

©*=N®, +N,®, + N,

Dugum noktalarindaki silindirik koordinatlar agagidaki gibi dogal koordinatlara

doénastaralar,



r=Lp, + Ly, + Lyn,
z=Lz,+ Lz, + Lz,
L+L,+L;=1

52

[3.49]

L4, Lo, L3 Es.4.4’deki denklemlerden yararlanilarak asagidaki gibi yazilabilir.

1
L,(r,z)= oA (@, +br +¢,z)
Ly(r,z)= ! (a, + b,7 +¢,2)

Ae

L, (r,z) = ﬁ(zg + byr + csz)

A° digum noktalar j, j, k olan iggenin alanidir.

1 7 A
4 — —
A —El vz v—E(r,(zj—zk)+rj(zk—zi)+rk(z,—zj))

L

L . a b ¢l

L,|= A =la, b, c,||r

L, a, by ¢ |z

ay =1z, —1,z; b=z,-2z, ¢=r-r

Q) =nz, —hz; b=z, -2, ¢ =r-n

a, =1z, -1z by=z,—-z;, c¢;=r -1

3.Adim: Eleman matris ve denklemlerinin tliretiimesi.

[x<]= [{fisF [pIBlev ~[8T [DIBY

[3.50]

[3.51]

[3.52]

[3.53]

[3.54]



53

Burada ¥V = 2r xr4 dir. Ve bu durumda [K “] asagidaki hale gelir.
[k ]= 2z [[r[BY [D]B}u [3.55]
¥

[D] ve [B] matrisleri kartezyen koordinatlardaki Es. 3.34 ve 3.35'e benzer
bicimde sdyle ifade edilir,

rk 0
[D]=[O rk] [3.56]

oN, oN, oN,| [oL, oL, oL,

. 116, b, b
gl=| or or or |_|or or or|__1 |51 2% 3.57
[] oN, ON, &N, oL, 9L, OL,| 2A°|c, ¢, ¢ [3.57]

oz Oz oz o0z 0Oz Oz

| b*+¢' bb,+ce, bb, +cc,
[ke]= 2" | 5., - bl +c,® b 2da 3.58
= ( e)z 102 466 0, +6 203 €565 ”" [3.58]
W\ b +ee, bbytee, bl+el |F

Radyal mesafe r dogal koordinatlar tirinden géyle tanimlanir;

r=Lr+Lr, + Ly, . [3.59]
i i k

o L' LL, LI [r,
r=[raa= I r nlLL, L' LL|r [3.60]
X a LL, L,L Ls2 Ty

Burada r tggensel elemanin merkezine olan radyal uzakliktir ve asagidaki

gibi yazilrr.
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nitntn [3.61]

Dogal koordinatlar icin integral formiil s6yledir.

adfirl  op 13.62]
@+B+y+2)!

IAREIASY AL/ E
A

Bu kural kullanilarak Es. 3.60'daki integral alinabilir.

2w
2 41 4 4 21 1
Lo 4L 4h m o2 ml o, 2~
o 1 L= 2 p& =21 2 1
S\LL, LI, Lf mwom 2 11 2
a4 A
2 1 1§r
r2=”r2dA= 2[7', ronjlt 2 17, [3.63]
5 11 2|r

Bu ifadeyi Es. 3.59'da yerine yazarak [K e] eleman matrisini elde edebiliriz.

[ke]=Z2Ei b, +ee, b2+c,® b, +cye
2A 2 2
bb, +cic; byby+c,e; b+,

[3.64]

Bir eleman igin elde ettigimiz [Kej eleman matrisi bdlgeyi olugturan tim

elemanlar igin bulunur ve eleman birlestrmesi metodu ile birlestirilerek

genellestirilmis. [Kg‘”’e’] matrisi elde edilir.
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Bu denkleme sinir kosullan da ilave edilerek ¢ozilmesi gereken denklem
takimi elde edilir. Bu agsamadan sonra yapilacak islemse uygun bir nimerik
metot ile bu denklemlerin ¢dziilmesidir. Bu islemler kartezyen koordinatlarda
oldugu gibi yapilir.

3.10. Elektrik Alan Hesabi

3.1().1. Kartezyen koordinatlarda elektrik alan hesabi

Sonlu elemanlar metoduyla incelenen bdlgeyi olusturan Uggensel
elemanlarin digim noktalarindaki potansiyel degerleri hesaplandiktan sonra
eleman igerisinde siirekli olan enterpolasyon polinomlari elde edilebilir ve
incelen bdlgenin herhangi bir yerindeki potansiyel bulunabilir. Bir noktadaki
potansiyel biliniyorsa ayni noktadaki elektrik alan kolayca hesaplanabilir.

Alan siddeti vektoril ile potansiyel arasinda kismi tiirevsel bir iligki vardir ve

bu iligki agagidaki gibi ifade edilebilir.

E=-Vd [3.65]

{@,+@~+_69-,;) [3.66]

Bu baginti kullanilarak elektrik alan bilesenleri elde edilebilir.

E,=—  E=—  E =— [3.67]

Iki boyutlu alan problemlerinde sadece x ve y bilesenleri olacagindan alan

ifadesi,
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E=-(E,i+E,j) [3.68]
seklinde olur. Yani
7= -(5-‘92'+-—}J | [3.69]

Elektrik alanin bilesenleri elde edildikten sonra genligi asagidaki gibi
hesaplanir.

BENTENTR [3.70]

3.10.2. Siiindirik koordinatlarda elektrik alan hesabi

Silindirik koordinatlarda kullanilan gradyent ifadesinin agilimi kartezyen
koordinatlardan farkhdir.

E=-V® [3.71]

E= -(a, @+ a, l532+ a, @) [3.72]
or rof oz

Inceledigimiz bélge silindirik simetriye sahip oldudu igin 6 ya gére degisim
yoktur bu nedenle 8 ya bagh terim sifirdir. '

Fe {a, R4 9‘1-’) | 3.73]
o
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®=N,®, +N,®,+N,D,

N,N,N, sekil fonksiyonlarinin agik hali s6yledir.

N, = A e(a,+br+ciz)

1
N, = 2A“ (a,+br+c,2) [3.74]
N, = (ak +b,r+c¢,z)

2 e

a,b,c katsayilar r,z koordinatlan yardimiyla asagidaki gibi hesaplanir.

a, =1z, — 1,2,

a,=nz,—rz by=z,-2z, c¢;=r-1r [3.75]
@ =1z, — 1z b,=z,-z; ¢, =r,-r,
Bu bagintilar yardimiyla;
o0 _ 0N, N, &N,
—L®, + ; k [3.76]
o or o or
N, _ b N, b Ny _ b
or 2A° or 2N or 2N
od 1
E:g(b,d), +b,®,+b,®,) [3.77]
ON
B _Nig Tig +Pig, [3.78]

oz Oz oz oz
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N, _¢& N, _ & N, _ o

oz 2A° oz 2N° 0z 2A°

op - 1 .

= - o (c,(I)i +c,D, +ck(Dk) [3.79]

b ve ¢ katsayilari sabittir ® dederleri ise r ve z koordinatlarindan bagimsizdir.
Yani tirey, ilgili eleman boyunca sabit olup ancak bagka bir elemana
gecildiginde degisir. Bu bilgiler dogrultusunda elekirik alan ifadesi sdyle olur.

E:——an = - le

= = (o, +b,0,+5,0,)a, [3.80]

E =-2

1
=, =-§E(c,.cp, +¢,®,+¢,D, Ja, [3.81]

Elektrik alanin bilesenleri bilindigine gore genligi de elde edilebilir.

-

i +]E:|2 [3.82]

3.10.3. Diigiim noktalarinda elektrik alan hesabi

Eleman igerisinde hesaplanan elektrik alan degerleri kullanilarak dagim
noktalarindaki elektrik alanlar hesaplanabilir. Incelenen dugimin hangi
elemanlarin ortak dugumi oldugu belirlenip r ve z yonlerindeki alan

bilesenlerinin aritmetik ortalamasi alinir.:

£ 1Y) (3.8



Alan bilesenleri bulunduktan sonra genlik hesaplanir.

- T T
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[3.84]
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4. MODELLEME VE PROGRAMLAMA

4.1. Girig

Sonlu elemanlar metodunun temel prensibi, éncelikle bir elemana ait sistem
ozelliklerini iceren denklemlerin ¢ikartiip tim sistemi temsil edecek sekilde
eleman denklemlerini birlestirerek sisteme ait lineer denklem takiminin elde
edilmesi oldugu daha &nceki bdlimlerde anlatiimigti. Yéntemde genel olarak
kullanilan G¢ temel basamak vardir. Bunlar; hazirhik iglemleri (preprosesing),
¢6zim islemleri (prosesing) ve degerlendirme islemleri (postprosesing)
olarak siralanabilir (8). Hazirlik islemleri; digiim koordinatlari, elemanlarin
birbirleri arasindaki streklilik, sinir sartlan, yiikler ve malzeme bilgileri ile ilgili
datalarin hazirlanmasi ve ag tretimi safthasidir. Cézlim iglemleri; problemin
ozelligine goére gerekli hesaplamalarin yapilarak ¢éziimlerin elde edilmesini
icermektedir. Degerlendirme iglemleri ise elde edilen alan degiskenlerinin
(potansiyel, elekirik alan vs.) grafik ¢izimi, degiskenlerin ¢&ziim bolgesindeki

dagiimlarinin gorsel olarak elde edilmesini igermektedir.

On ve son iglemlerin sonlu elemanlar metodunda &nemli bir agirhdi vardir. Bu
nedenle 6zellikle sonlu eleman ag bilgilerinin (digim koordinatlan ve eleman
strekliligi) otomatik olarak hazirlanmasi buylik 6nem tasir. Aksi takdirde basit
bir bdlgeyi elemanlara ayimak igin bile ¢gok sayidaki koordinat degerinin
programa elle giriimesi gerekecek ve bu da birgok hataya ve zaman kaybina
neden olacaktir. Bu durum ‘metodun en buy{lk avantaji olan geometrik
esneklik 6zelligini ortadan kaldinr. Gogu zaman problemin dogru ve yeterince
hassas ¢6zUminin elde edilmesi igin birgok degisik sonlu eleman aginin
denenmesi gerekebilmektedir. Sonlu elemanlara ayirma islemi ve problemin
girig bilgilerinin hazirlanmasi eleman sayisi arttikga hem zaman alici olmakta
hem de hata yapma oranini arttirmaktadir. Otomatik ag treteci kullaniimasi

durumunda problemin ¢dziml oldukga basitlegir ve hata orani da en aza
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indirilmis olur. Bu ylizden a§ olusturma igleminin bilgisayarla yapimasi igin

cesitli ydntemler geligtirilmigtir.

Sonlu eleman aglan olusturulurken dikkat edilecek bir diger nokta da
ozellikle egrisel kisimlarda ve elektrik alanin buytidga kisimlarda daha fazla
eleman kullaniimasidir. Bu hata oranini minimuma indirir ancak iglem
yUkint arttinr. Bilgisayarda hafiza problemi ile kargilasmamak igin elektrik
alanin ¢ok degismedigi boigelerde olabildigince az eleman kullaniimali ve

agirhik kritik bélgelere verilmelidir.

Sonlu elemanlar metodu 1920’li yillardan itibaren kullaniimaya baglanmig
olmakla beraber bilgisayar teknolojisindeki gelismelerle ancak 1960l
yillardan itibaren genis bir kullanim alani bulabilmigtir. Otomatik ag olusturma
yontemleri de bunlara duyulan ihtiyagla beraber 1970’lerden itibaren
gelistiriimeye baglanmigtir. Yapilan g¢aligmalar iki ve Gi¢ boyutlu problemler
icin sonlu eleman agi gelistiriimesi, eleman tipine gére ag optimizasyonu ve
ele alinan problemin ¢zelliklerine gére sonlu eleman aglannin diizenlenmesi

seklinde siniflamaya tabi tutulabilir.

Bu bdélimde Zienkiewicz ve Philips tarafindan 6nerilen ag olusturma yéntemi
kullanilarak sonlu elemanlar metodu ile elektrik alan analizi i¢in olugturulan
model ve bilgisayar programi ile ilgili bilgiler verilmis ve yiksek gerilim

kablolarina uygulanmasi agiklanmigtir.

4.2, Ag Uretimi

4.2.1. Bolge ve blok semasi

Ag olugturma igleminin temel mantigi, birkag anahtar nokta igin girilmig olan

verilerden yola' cikarak, elemanlarin sureklilik ve dagtim koordinat bilgilerini
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Uretme ve iglem yapilan bélgeyi istenen incelikte elemanlara ayirma olarak

tanimlanabilir.

Bu yéntemde genel olarak karmasik bir bélge, sekiz digimli doértgenlere
boélinlir ve bu doértgenler daha sonra dikdortgensel blok modeli halinde
gosterilir. Sekil 4.1.a’da gériilen bélge g6z 6niine alinirsa blok semasini
olusturmak igin daha kii¢iik dértgen bloklardan olusan bir blok modeli Sekil
4.1.b’de gorulduga gibi elde edilir.

(b)
Sekil 4.1. (a) Bélge ve (b) blok semasi

Tum dikdortgensel blok modeli, digiim numaralandirma iglemi igin uygundur.
Bolgenin tanimlanabilmesi icin  blok semasindaki 4 numarali blok bos kabul
edilmeli ve koyu cizgi ile belirttilen kenarlar karsilikli olarak birlegtiriimelidir.
Genel olarak karmagik bélge dikdértgensel bloklardan olugan, bazi bloklarin
bos olarak birakildigi ve bazi kenarlarin birlestirildigi bir dikddrtgen olarak

gorilecektir.

Sekil 4.2’de bloklardan olugmus bir tim dikdérigen modelin genel
konfigirasyonu gériilmektedir. Model yatay S ve diisey W eksen takimina
yerlestiriimistir. Arallk numaralar yataydaki aralik sayist NS ve digeydeki
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aralik sayisi NW olarak adlandinimistir. A§ olusturulurken her aralik alt
boélumlere

[] BlokNo

° Blok koge
dagoma
KW blogu alt
boluntisa o Yatay kenar

o Dusey kenar

2(NS+1)

NS+1

KS blogu alt
bolantasa

Sekil 4.2. Dugiim, blok ve kenarlarin numaralandiriimasi

ayrilir. Araliklarin alt bélumleri KS ve KW olmak {izere yataydaki toplam
aralik NSD(KS) ve duseydeki toplam aralk NWD(KW) olarak
adlandiriimigtir. Dugiimler numaralandirilirken ilk noktadan baglanarak S
yéninde ilerlemek sartiyla numara verilir. Ilk sira bittiginde W yénindeki
sonraki satirin ilk digimiinden itbaren ayni igslem tekrar edilir.

S ve W dogrultularindaki toplam digim sayilari;

NNS =1+ f:NSD(KS)
o ~ [4.1]
NNW =1+ ) NWD(KW)

KW=l
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mimkn olan en fazla dGgim sayisi ise;
NNT = NNS * NNW [4.2]

olarak ifade edilir. Problemdeki dugimlerin tanimlanmasi igin bir dizi
6Iu§turulur. Ayrica bloklarin tanimlanmasi i¢in de bir dizi kullanilmaktadir. Bu
dizi bloklarin malzeme numaralarini icermektedir. Eger bir blok igin bu deger
sifir olursa o blok bosaltilmig demektir. Normalde mevcut bloklar igin bu

deger 1'dir.

Blok semasi izerinde tanimlamig oldugumuz tim blok kése digimlerine ait x
ve y koordinatlart ile alt bloklarin her birinde bulunmasi muhtemel egri
kenarlarin orta nokta koordinatlar da bilgi olarak verilmelidir. Ayrica modelde
egri kenarlar mevcut ise bu kenarlann orta nokta koordinatlan uygun
matrisler icinde okunur. Son olarak birlestirilecek olan kenarlar varsa bu

kenarlann son diigim numaralan girilir.

4.2.2. Diigiimlerin numaralandinimasi

Dugdiim numaralandirma iglemini bir érnek Uzerinde gostermek yerinde
olacaktir. Sekil 4.1’de gdsterilen bolge ve ona ait blok semasini ele alaim.
Diigum numaralandirma tasansi Sekil 4.3'te gérilmektedir. Yatayda iki blok
ve diseyde de iki blok vardir ve bunlardan 4 numaral blok bosaltlimigtir.
Es.4.2 geregdi olugabilecek en blyik digiim numarasi 30°dur. 18-20 ve 18-28
kenarlan birlestirilecek kenarlardir. Digim numaralarini tutan matristeki her
degiskene dnce -1 degeri verilir. Bunun anlami her dagimin mevcut ve

badimsiz oldugudur.
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W
()] -1 20) (O (0)
26 i 27 28 E 29 30
1 1
1 i
0 _den___Jao 1@ o
21 122 23 24 25
I
I

() ey ey — en  fen
16 17 18 5 20

) | ) N 1) 11 -1

1 |I| 112 13 ] 14 15
[
1)

— ey Jen= e fen

6 7 8 9 10

O N () B () M) M ) M
1 2 3 4 5

Sekil 4.3. DGgim numaralandirmasi

Daha sonra bog blok Uzerinde mevcut olmayan dagumler varsa bu
dagtimlerin matristeki yerlerine 0 degeri konur. Verdigimiz érnekte 24, 25, 29,
30 numarali dtagtmler mevecut degildir. Bu digumlerin matristeki yerleri
sifirlanir. Birlestirilecek kenarlarin varligi kontrol edilir. Eder béyle kenarlar
varsa, birlestirilecek iki kénardan digim numaralan biyillk olan kenar
tizerindeki her bir digimin matristeki yerine, birlestirilecek olan diger kenar
lizerindeki kargilik digiminin numarasi konur. DGgim numaralan kigik
olan kenar icin bir islem yapilmaz ve sonug olarak digim numaralar biyik

olan kenar digeri Gzerine taginmig olur.

DigUmlerden bazilari yok edildigi icin digum numaralari arasindaki ardigiklik
bozulmustur. Bu nedenle mevcut digiimlerin yeniden numaralandiriimasi
gerekmektedir. Sekil 4.4’de gorulduga gibi numaralandirma islemine 1'den
baglanir ve S dogrultusunda ilerlenir. Dugum numaralarn matrisinde degeri
negatif olan diigamler 1’er arttinlarak numaralandinhir. Eger digtmiin degeri
sifir ise o digiime numara verilmez, dizideki yeri sifir olarak kalir. Degeri
pozitif olan digumin ise birestirimis (taginmig) bir digim oldugu
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bilindiginden dizideki yeni degeri verilir. Numaralandirma iglemi bu gekilde

tamamlanir.

w
23 24 20
21 22 19
16 17 18 19 20
11 12 13 14 15
6 7 8 9 10
1 2 3 4 5

Sekil 4.4. DOJum numaralandirmasi

Sekil 4.5 (a)da digum numaralan matrisinin genel hali gdrlimektedir.

Buradaki degerler blok semasindaki dugtmlere hicbir iglem yapiimadan 6nce

verilmis numaralardir. Sekil 4.5 (byde ise matrisin tim didimler igin (-1)

degeri verildikten sonra, olmayan dugumler igin sifir, taginmig digamler igin

ise karsilk dugimun numarasi verilmig durumu goérilmektedir. Son

basamakta yapilan iglemden sonra digtimlerin aldigi gergek numaralar Sekil
4.5 (cyde goriiimektedir.

26
21
16
11

27
22
17
12

28
23
18
13

29
24
19
14

30)

25
20
15
10

5}

20
19

(b)

,

0 0] (23
0o of |21
~1 -1 |16
—1 -1f Ju
“1 -1 |6
-1 -1 1

24
22
17
12
7
2

Sekil 4.5. Dugumlerin numaralandiriimasi

20
19
18
13
8
3

()

0 0]
0 o
19 20
14 15
9 10
4 5

——
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4.2.3. Koordinatlarin ve siireklilik bilgisinin liretilmesi

Bolge Uzerindeki herhangi bir blogu alt bélimlere ayirdigimizda olusan
kesisim noktalarindaki alt digiimlerin koordinatlarinin hesaplanmasi gerekir.
Bu her bir elemanin digim koordinatlarinin hesaplanmasi demektir.
Incelenen blok igin 8 adet temel digimin (4’0 kose, 4’0 orta) x ve y
koordinatlarn (veya r ve z koordinatlart) tarafimizdan girilmis oldugu igin
bilinmektedir. S-W koordinat sisteminde blok {izerinde bulunan bir N4 alt
duogumunin diger 8 dugumle iligkisi biliniyorsa sekil fonksiyonlan yardimi ile
bu digimiin x ve y koordinatlari bulunabilir. Bolge tzerindeki bir blok alt
bélimlere aynidiginda, alt boélumler S-W dizleminde esit araliklarla
olusturulur. Bu bilgi, digumlerin x ve y koordinatlarinin hesaplanabilmesi igin
yeterlidir. Bu sekilde bélge Uzerindeki tim dagumlerin koordinatlan

hesaplanabilir. Son iglem olarak ilgili noktalar birlegtirilir ve ag olugturulur.

A olusturma teknigini bir 8mek Utizerinde inceleyelim. Ik nce bélgenin sekli
cizilerek muhtemel digimler tasarlanir. Dikkat edilecek nokta, her dort
diigimin olusturdugu her bir alt bolgenin kendi bagina (daha bagka bir
béliinmeyi gerektirmeden) incelenebiliyor olmasidir. Bunun icin kenarlar tek
bir fonksiyonla ifade edilebiliyor 'olmalldlr. Dogrusal olan kenarlar bunu
saglamaktadir. Egrisel kenarlarin bu sarti saglayabilmesi igin, tek bir tepe
noktasi bulunan egrisel kenarlar elde edilene kadar ilgili kenarin bélinmesi
gerekir. Daha sonra olusturulan elemanlara gére blok semasi tasarlanir. Sekil
4.6 (a)'da verilen bélge igin blok semas! Sekil 4.6 (byde gorilduga gibidir.
Blok semasi 4 tane bloktan olugmustur. Bloklarin varsayilan materyal
numaralari 1'dir. Bu bloklardan 4 numaral blok bogtur ve bu nedenle bu blok

icin materyal numarasi 0’drr.
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w

6 l7 8 9

W

2
4 5 6

w1
® — S
3 1 2

(a) (b)

Sekil 4.6. Model 6rnedi (a) bolge, (b) blok semasi

Programa 4 numarall blok igin materyal numarasi sifir olarak girilir. Materyal
numarasl 1 olan bloklar igin giris bilgisine gerek yoktur. S araliklan sirasiyla
d’er ve 2’ser altbdlime b6IUnmiJ§tijr. W araliklan ise 3’er altbdlime
ayrilmigtir. Incelenen bélgedeki diigim noktalari ve egdri kenarlarin orta
noktalarina ait x ve y koordinatlan programa veri olarak girilmelidir. Blok
diyagraminda bulunan 9 numaral diigim hari¢ diger tim dtgtmlerin x ve y
koordinatlart  ile egri W1, W2 kenarlarinin orta noktalarina ait x ve y
koordinatlari  programa girilir. Bu &rnekte birlestirilecek kenar  gifti

bulunmamaktadir.

26 28 26 28

43

39 39

22 , 22

(a) (b),
Sekil 4.7. Olusturulan aglar (a) dértgensel ag, (b) ticgensel ad
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Bundan sonra istenen eleman tipine gére ag elde etmek mumkiindur. Sekil
4.7 (a) ve (b)de dortgensel ve liggensel elemanlar kullanilarak olusturulan

aglar gosterilmigtir.

4.2.4. Otomatik ag lireten program

Geligtirilen ag tretim programinin akis semasi Sekil 4.9'da gésterilmigtir. Bu
programin  kullanimina iligkin bir érnek asagida verilmigtir. Sekil 4.8'de
goriilen c¢eyrek daire otomatik ag programi kullanilarak elemanlara
ayrisgtinlacaktir. Bunun igin program caligtinldiktan itibaren bazi bilgiler

kullanicidan istenecektir.

Sekil 4.8. Ornek

S dogrultusundaki alt béliim sayisini giriniz
w dogrultusundaki alt bélim sayisini giriniz
Bos bloklar i¢in blok numarasi ve materyal numarasini giriniz (0 ile blok bilgisi
tamamilanir)
Blok numarasi ? 4
Materyal numarasi ? 0
Blok numarasi ? 0
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S ve W dogrultularindaki alt bélimlerin bolintl sayilarini giriniz
1 numarall S alt bslumtindeki bolinto sayist 7 4
2 numaral S alt boltimiindeki bélunta sayist ? 4
1 numarali W alt bélumuindeki béltntl sayis1 ? 3
2 numaral W alt bélimindeki bélunti sayisi ? 4
Dugom numarasi ve x,y koordinatlarini giriniz (0 ile digtm bilgisi tamamlanir)
Dagim numarast ? 1
X, Y koordinatlari ? 0,0
Diigiim numarasi ? 2
X, Y koordinatlan ? 2.5, 0
DGgim numarasi ? 3
X, y koordinatlari 75,0
DGgum numaras! ? 4
X, y koordinatlan ? 0, 2.5
D4gim numarast ? 5
X, y koordinatlart ? 1.8, 1.8
DGgim numarasi ? 6
X, y koordinatlan ? 3.536, 3.536
DGgim numaras: ? 7
X, ¥y koordinatlant ? 0,5
Digiim numarasi ? 8
X, Y koordinatlan ? 3.536, 3.536
Digum numarasi ? 0
Egri kenar numaralarini ve bu kenarlarin orta nokta koordinatlarini giriniz
Egri S kenarlarini giriniz (O ile egri S kenar bilgisi tamamlanir)
Egri S kenar numarasi ? 5
X, ¥ koordinatlan ? 1.913, 4.619
Egri S kenar numarasi ? 0
Egri W kenarlarini giriniz (0 ile egri W kenar bilgisi tamamlanir)
- Egri W kenar numarasi ? 3
X, y koordinatlan - ? 4.619, 1.913
Egri W kenar numarasi ? 0
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Birlestirilecek kenar ¢ifti sayisini ve bu kenarlarin digiim noktalarini giriniz
Birlegtirilecek kenar gifti sayisi ? 1
1.Kenarin digim numaralart ? 5,6
2.Kenar|h dagim numaralan ? 5, 8

Bu veriler girildikten sonra program ag retimini gergeklestirir ve elde edilen
toplam eleman sayisi, toplam diigim sayisi, digimlerin koordinat dederleri,
sireklilik gibi ¢ikti verilerini dosyaya kaydeder. Bu dosya a§ c¢izen program
tarafindan kullanilarak elde edilen sonlu eleman agi gérintulenebilir. Ayrica
bu dosya sonlu elemanlar ¢dziimin{i yapan ve egpotansiyel egrilerini ¢izen

diger programlar tarafindan da kullanilir.



Bagla

A .
Bolgenin ayriklastirilacagi eleman tipini oku

v

Ana bdlge X, Y dogrultularinda kag alt bélgeden oluguyor?

v
Bos blok var mi?

' | E

Bos blok numarasini oku

v
Her alt bélge X,Y dogruiltusunda kaga bélliinecek?

v
Ana bélgeyi sinirlayan noktalarin koordinatlar neler?

¥
X, Y dogrultularinda egri kenar var mi?

E

Y

Egri kenar numarasi ve koordinatlarini oku
' v

Birlestirilecek kenar cifti var mi?

E

y

Kag tane ve numaralar neler?

v
Béluntileme iglemini gergeklestir. Her elemanin

diigim koordinatlarini, sareklilik bilgisini,toplam
eleman ve digum sayilarini dosyaya kaydet.

y

Dur

Sekil 4.9. Otomatik ag tireten programa ait akis semasi

72
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4.3, Espotansiyel Egrilerin Elde Edilmesi ve Cizimi

Espotansiyel egrilerin elde edilmesi ve ¢izimi sonlu elemanlar metodunun
degerlendirme iglemleri (postprosesing) olarak adlandirilan son basamagidir.
Bu calismada incelenen problemler silindirik simetriye sahip oldugu igin g
boyutlu . egpotansiyel ylizeyler yerine iki boyutlu espotansiyel egrileri
kullanilmigtir.  Alan problemlerinin ¢ézimiinde ® potansiyeli biliniyorsa
egpo’tansiyel ylizeyler elde edilebilir.

Sekil fonksiyonlarn espotansiyel egriler ile ilgili ipuglan vermektedir. N;, Nj, Ni
sekil fonksiyonlari i¢in ©nemli iki ozellik vardir. Bunlardan iki sekil
fonksiyonunun kendi noktasini diger iki noktaya baglayan kenarlar boyunca
lineer degistigidir. Yani N; sekil fonksiyonu ij ve ik kenarlan boyunca lineer
olarak azalr ve j ve k dugumlerinde sifir olur. Ikinci 6zellik ise her sekil
fonksiyonunun kendi noktasinin karsisinda yer alan kenar boyunca sifir
olmasidir. Yani N; sekil fonksiyonu jk kenarinda, N; sekil fonksiyonu ik
kenarinda ve N sekil fonksiyonu da ij kenarinda sifirdir.

Bu 6zellikler g6z 6niine alinarak @’nin her kenar boyunca dogrusal degistigi
sonucuna varilr. @ ile ilgili dijer dnemli bir sonug da ®’nin sabit bir degeri
icin gizilen Espotansiyel egrisinin, tiggensel elemanin iki kenart arasinda diiz
bir ¢izgi oldugudur. Bu iki nemli 6zellik Espotansiyel edrilerin olusturulmasini
oldukga kolaylagtirir. Inceledigimiz Giggen elemanin kdse koordinatlan; (x; yy),
05 ¥5), (X Y vé eleman digumlerindeki potansiyel degerleri ®;, ®;, ®y,’nin
bilindidini varsayalim. @ egpotansiyel egrisinin bu elemanin iginden gegmesi
icin ®¢ degerinin Gggenin en az iki kenarn Gzerinde bulunmasi gerekir. Bu
sart saglaniyorsa ® nin her iki kenar Uzerinde bulundugu noktalarin
koordinatlari belirlenir. Bulunan iki nokta @, espotansiyel egrisi ile kenarlarin
kesim noktasidir. Bu noktalar birlestirilerek ®. esgpotansiyel egrisi elde edilir.
¢ egrisinin ij ve jk kenarlanini kestigini varsayalm. Bu durumda ij kenari
Uzerinde bulunan kesim noktasinin koordinatlan (x; y.) E$.4.3 yardimiyla

bulunabilir.
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®,-®, x,-x, Q,-D, y, -y [4.3]

¢, -0, x;-x , q)j—d)i—Yj_yi

J

Ayni islem jk kenari icin de tekrarlanir. Ve bulunan bu noktalar birlegtirilir bu
islem bolgedeki blylin elemanlar igin tekrarlanarak tim pi'obleme ait

espotansiyel egrileri elde edilebilir.

Espotansiyel egrileri sabit bir potansiyel farki esas alinarak ¢izilirse elde
edilen dagiim elektrik alan hakkinda bilgi verir. Bu gizgiler siklastikga elektrik
alan buyir, seyreldikce kuguliir. Gelistirilen bilgisayar programi ag Ureten
programdan elde edilen toplam eleman sayisi, toplam diguom sayisi, dugim
noktalarinin koordinatlan ve sireklilik bilgisi gibi verileri ve problemin sonlu
elemanlar ¢6ziminii yapan programdan da elde edilen dugim
noktalarindaki potansiyel degerlerini dosyalardan okur. Ve kullanicidan
bélgede ¢izilecek egpotansiyel egrisi sayisini sorar ve bu sayiya gore iki
espotansiyel egri arasindaki potansiyel farkini hesaplar. Program daha sonra
Sekil 4.10°da verilen akis semasini takip ederek incelenen probleme ait

hesaplanan sikliktaki espotansiyel egrilerini gizer.



Basla

2

Eleman sayisini oku (ne)
Dagum noktalarindaki potansiyel vektériini oku (P)

L 20

Cizilecek egpotansiyel egri sayisini oku (ncl)

v

Adim aralii: stp=(dmax-dmin)/(ncl-1) hesapla

L2

ie=1

v

i1

v
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Cizilecek espotansiyel egrisinin degeri: ¢c=-9mint+(i-1)*stp hesapla

v

¢c potansiyeli ie Uggeninin herhangi iki kenart ﬁzerinde mi?

y

E

o espotansiyel egdrisi bu Giggenin icinden geger. ¢¢ nin
kenarlarin hangi noktalarinda oldugu belirlenir.

v

Belirlenen iki noktay birlegtirerek ie elemani iginden
gegen ¢, espotansiyel egrisini elde et

v

i=i+1

H 2

i>ncl

]

le=ie+1

L 2

H ie>ne

2

Dur

Sekil 4.10. Egpotansiyel egrilerini elde eden ve gizen programin akis semast .
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4.4. Kablo Baslik ve Eklerinin Modellenmesi

Bu ¢aligmada kablo bagh@ ve kablo eki, sonlu elemanlar metodu kullanilarak .
modellenmis ve potansiyel dagilimlari elde edilmistir. Kablo baghgina a‘it
fiziksel model Sekil 4.11’de ve baslik digtleri de Sekil 4.12’de gosterilmistir.
Model z eksenine gore simefriktir, bu nedenle sadece z ekseninin lizerinde
veya altinda kalan kismin modellenmesi yeterli olacaktir. Bu modelde yer
alan yan iletken siperin iletken kismi modellenmez, toprak olarak modellenir

(9). Bu nedenle yarti iletken siper gerilimi O p.u olarak alinmigtir.

1L

6

Sekil 4.11. Kablo baghigi fiziksel modeli
1 Kablo iletkeni (V=1 p.u)
2 Kablo Yalitkant (¢, )

3 Yari iletken kablo siperi (V=0 p.u)
4 Yiksek permitiviteli eleman (SCT, ¢,,)

5 Baslik yalitkani (&,,)
6 Dis yarti iletken kilif (V=0 p.u)

Bu modelde r; iletken yarigapini, ry Kablo yalitkan yarigapini, ry;s yar iletken
siper yarigapini, rs¢t alan kontrol tlpl yaricapini, r, baglk yarigapini ve lys
yari iletken siper uzunlugunu, Iy baglik uzunlugunu géstermektedir.
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Sekil 4.13'den 4.42’ye kadar kablo baghdi i¢in kullanilan soniu eleman ag
drgileri ve bu ag orgileri kullanilarak yapilan g¢éziimden elde edilen
potansiyel dagilimlan gésterilmistir.

Kablo ekine ait fiziksel model Sekil 4.12'de verilmigtir. Bu model de z
eksenine gore simetriktir ve yine sadece z ekseninin lizerinde veya altinda

kalan kisim modellenecektir.
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H
N
w
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Sekil 4.12. Kablo eki fiziksel modeli
1 Kablo iletkeni (V=1 p.u)
2 Kablo yalitkani (¢,,)
3Hava (g, =1)
4 Yan iletken kablo siperi (V=0 p.u)
5 Yuiksek pemitiviteli eleman (SCT, ¢,,)
6 Ek ic yari iletken elektrodu (V=1 p.u)
7 Ek yahtkani (¢,,)

8 Dis yart iletken kilif (V=0 p.u)

Bu modelde r; iletken yarigapint, rq, Kabio yalitkan yangapini, rys yari iletken
siper yarigapini, rsqt alan kontrol tlipll yarigapini, re ek yarigapini ve lys yari
iletken siper uzunlugunu, ls ek uzunlugunu géstermektedir.

Sekil 4.43'den 4.53’e kadar kablo eki icin kullanilan sonlu eleman ag 6rglleri
ve bu ag orguleri kullanilarak yapilan géiﬁmden elde edilen potansiyel

¥, VOESEROGRETIN . KUROLD
BEKUMANTASYON MERKEZ)

dagilimlari gosterilmistir.
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Sekil 4.13. =0.04 p.u, ry=0.1 p.u, iis=0.11 p.u, r,=0.25 p.u ve kis=0.15 p.u,
lb=1 p.u olan alan kontrolii yapiimamig kablo basliginin
incelenmesinde kullanilan ag 6rglist

V.. YOXSEXOERETIM . KuRgLY
BRKUMANTASYON MERKEZ!
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Sekil 4.14. r=0.04 p.u, ry=0.1 p.u, r,;s=0.11 p.u, rse=0.13 p.u r,=0.25 p.u ve
lyis=0.15 p.u, Ir»=1 p.u olan alan kontroli yapilmis kablo baghginin
incelenmesinde kullanilan ag 6rgiist
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Sekil 4.15. €=2.3, &ny=2.7, kis=0.15 p.u olan alan kontrolil yapiilmamis bashk
icin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.16. €=2.3, £5=10, €,,=2.7 olan alan kontrolll yapiimis baslik icin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.17. £,=2.3, €s=20, £,,=2.7 olan alan kontrolii yapilmis baslik icin
potansiyel dagihmi
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Sekil 4.18. £=2.3, £5+=50, €,,=2.7 olan alan kontroll yapilmig baslik i¢in
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.19. €,=2.3, €s~100, €,y=2.7 olan alan kontroll yapilmis baglik igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.20. £4=2.3, €,,=2.0, lyis=0.15 p.u olan alan kontrolii yapilmamig baglk

icin potansiyel dagilimi
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2.3, €s¢=10, £,,=2.0 olan alan kontroll yapilimig baglik igin

potansiyel dagilimi

Sekil 4.21. g,



2393

£ Ll

a\ 11 Il 1z
\\ \.,\ t\‘ll

S

\ \ | \1 S
“-1 " ] \'II'I,'l

SN s}\ s
N

=.‘|'U

o || )

I )

Sekil 4.22. €,=2.3, £5=20, £,,=2.0 olan alan kontroll yapiimis baglik igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.23. €,=2.3, £5=50, €r,=2.0 olan alan kontrolli yapilimig baglik icin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.24. £,=2.3, £:4=100, £,,=2.0 olan alan kontrolii yapilmig baglik igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.25. r=0.04 p.u, ry=0.1 p.u, 1yis=0.11 p.u, r,=0.25 p.u ve |s=0.25 p.u,
[b=1 p.u olan alan kontroli yapiimamis kablo basliginin
incelenmesinde kullanilan ag 6rgust



91

_H_'__.,--'
f,_,‘-f’
—
_.:j_—:‘
1

'.," '-.,"" ""'-, "'. e
T =
A \\ \

n\ -,.“' '.I'l' \ \",l’ \ o
Y
A

IR

[

VNI |
& ™~ \"‘; ":ﬂ =

~ *"x,"*‘x N 1<

. J a \\

n ,.\K\.

UE W g
y -%_\ ~ \\

~.~.~. \ "": \ ] g
E"k‘, \\E’H

\ N ANEE

. ,lll" b , ,,'l l\ "'*-

I-D\\‘i.'l‘-l L:.'Zl\\w— . l-.t".' Cla

832358

Sekil 4.26. r=0.04 p.u, rny=0.1 p.u, 1is=0.11 p.u, rs«=0.13 p.u r,=0.25 p.u ve
lyis=0.25 p.u, =1 p.u olan alan kontrolii yapiimis kablo bashginin
incelenmesinde kullanilan ag 6rgs(
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Sekil 4.27. €,=2.3, ey=2.7, l,is=0.25 p.u olan alan kontrolli yapiimamig baglik
icin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.28. £y=2.3, £5=20, £0y=2.7, kis=0.25 p.u olan alan kontrolii yapilmig
baslik i¢in potansiyel dagiimi
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Sekil 4.29. r=0.04 p.u, ry,=0.1 p.u, ris=0.11 p.u, r,=0.25 p.u ve ly;s=0.05 p.u,
lk=1 p.u olan alan kontrolii yapilmamis kablo bagliginin
incelenmesinde kullanilan ag 6rglisi
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Sekil 4.30. =0.04 p.u, ry=0.1 p.u, r,;s=0.11 p.u, rset=0.13 p.u r,=0.25 p.u ve
lyis=0.05 p.u, =1 p.u olan alan konfroli yapiimig kablo basliginin
incelenmesinde kullanilan a§ 6rglisi
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Sekil 4.31. £,=2.3, €,=2.7, lis=0.05 p.u olan alan kontroli yapilmamig basglik
icin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.32. gy=2.3, £5=20, €,,=2.7, lyis=0.05 p.u olan alan kontroli yapiimig

baslik icin potansiyel dagihmi
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Sekil 4.33. r=0.04 p.u, r,=0.1 p.u, ry;s=0.101 p.u, r,=0.25 p.u ve k;s=0.15 p.u,
lv=1 p.u olan alan kontroli yapiimamis kablo baghginin
incelenmesinde kullanilan ag érgust
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Sekil 4.34. r=0.04 p.u, ry=0.1 p.u, ryis=0.101 p.u, re=0.12 p.u rn=0.25 p.u ve
lyis=0.15 p.u, [r=1 p.u olan alan kontrolli yapiimis kablo baghdinin
incelenmesinde kullanilan ag érgusi
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Sekil 4.35. €4=2.3, €,=2.7, 1;s=0.101 p.u olan alan kontroll yapilmamig
baslk igin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.36. ,=2.3, €::=20, €0y=2.7, 1yis=0.101 p.u olan alan kontrolii yapiimis
baslik i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.37. r=0.04 p.u, ry=0.1 p.u, ryis=0.11 p.u, rsc=0.15 p.u, r,=0.25 p.u ve
lyis=0.15 p.u, lr=1 p.u olan alan kontrolii yapiimis kablo bagliginin
incelenmesinde kullanilan a§ érgisu
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Sekil 4.38. £,=2.3, €420, €0y=2.7, rs«=0.15 p.u olan alan kontrol( yapilmig
baslik i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.39. r=0.04 p.u, ry=0.16 p.u, ryis=0.17 p.u, r,=0.25 p.u ve }is=0.15 p.u,
Iv=1 p.u olan alan kontroli yapilmamig kablo baglidinin
incelenmesinde kullanilan ag 6rgiist '



105

1 ol 1
\ \\I """."' l"\ \
i WO 1=
l" ",‘ i K’L =
| \ Yol
LA
Yo
I
) "l, "".
M|
[ To
"‘. l\l\ "“.' [ 'r\
Y L
NN |
E;. \ ! l‘ﬂ \ \ «\ Jw
; ", , I N, (]
&3 & N ‘...‘." ., “\
NS \‘u. H\n -
oy ‘R‘& o o
", . \ "
L«.,‘\ | Jdm
™, SN
ONNEE
el
'l.'."‘,‘ ‘I.’"'q, t\ \\.‘ ""-., .. P
N " o
A
h \ %, A
W L i .
& 8 2 5 &
a oi =

Sekil 4.40. r=0.04 p.u, ry=0.16 p.u, 1is=0.17 p.u, rs=0.19 p.u, r,=0.25 p.u ve
lyis=0.15 p.u, [b=1 p.u olan alan kontrolli yapilmis kablo basliginin
incelenmesinde kullanilan ag érgsi
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Sekil 4.41. £,=2.3, €py=2.7, ry=0.16 p.u olan alan kontroll yapiimamisg
baslik i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.42. £,=2.3,
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Sekil 4.43. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, Nis=0.13 p.U, rse=0.15 p.u 1:=0.25 p.u ve
lyis=0.10 p.u, le=1 p.u olan alan kontrolii yapilmis ve yapilmamis
kablo ekinin incelenmesinde kullanilan ag Orgiist
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Sekil 4.44. ,=2.3, €,,~2.7 olan alan kontroll yapiimamig ek icin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.45. £4=2.3, €,=10, £¢,=2.7 olan alan kontroll yapiimig ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.46. €=2.3, £5=20, £¢y=2.7 olan alan kontroll yapilmis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.47. £4=2.3, €550, €¢,=2.7 olan alan kontrolii yapilmis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.48. £=2.3, £:4=100, €,,=2.7 olan alan kontroll yapilmis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.49. g,=5, €,,=2.7 olan alan kontroli yapiimamis ek igin potansiyel
dagihmi
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Sekil 4.50. €4,=5, €s+=10, £¢y=2.7 olan alan kontroli yapilmis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.51. €=5, £:4=20, €6,=2.7 olan alan kontroll yapiimis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.52. £=5, £5c=50, €,y=2.7 olan alan kontroll yapiimig ek i¢in
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.53. £,=5, £5¢=100, €¢,=2.7 olan alan kontroll yapilmis ek igin
potansiyel dagilimi
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Sekil 4.54. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, ris=0.13 p.u, rs«=0.15 p.u r.=0.25 p.u ve
lyis=0.20 p.u, le=1 p.u olan alan kontroli yapiimis ve yapiimamis
kablo ekinin incelenmesinde kullanilan ag 6rgist
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Sekil 4.55. £,=2.3, £6,=2.7, |,is=0.20 p.u olan alan kontrolli yapiimamis
ek i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.56. £=2.3, £is=20, €6,=2.7, |,is=0.20 p.u olan alan kontroli yapiimisg
ek i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.57. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, ryis=0.13 p.u, rs¢=0.15 p.u re=0.25 p.u ve
lyis=0.05 p.u, le=1 p.u olan alan kontrolii yapiimis ve yapilmamis
kablo ekinin incelenmesinde kullanilan ag 6rgis
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Sekil 4.58. £4=2.3, £6/=2.7, kis=0.05 p.u olan alan kontroli yapiimamig
ek icin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.59. €,=2.3, £,is=20, £¢y=2.7, }is=0.05 p.u olan alan kontroll yapiimig
ek icin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.60. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, ry;s=0.121 p.u, rs=0.14 p.u r.=0.25 p.u
ve lyis=0.10 p.u, le=1 p.u olan alan kontrolii yapilmig ve
yapilmamig kablo ekinin incelenmesinde kullanilan ag 6rglist
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Sekil 4.61. £=2.3, £¢y=2.7, 1yis=0.121 p.u olan alan kontroli yapilmamig
ek igin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.62. £=2.3, £5=20, £6y=2.7, 1}is=0.121 p.u olan alan kontroll
yapilmis ek igin potansiyel dagilimi
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Sekil 4.63. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, 1is=0.13 p.u, rs¢=0.17 p.u r.=0.25 p.u
ve lyis=0.10 p.u, le=1 p.u olan alan kontrolii yapilmig
kablo ekinin incelenmesinde kullanilan ag érgiisii



129

33333

f o=
UL 1w
V\}&‘?E‘Q SRk

2, HK\\%{Q‘N 2|
: ka\ \\\f\- ‘«\\\\\ S
| \\\'

\\\\)

M I°
L3 |

Sekil 4.64. £,=2.3, €520, €6,=2.7, 1s¢=0.17 p.u olan alan kontroll
yapilmis ek i¢in potansiyel dagilimi
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Sekil 4.65. r=0.04 p.u, ry=0.12 p.u, is=0.13 p.u, rs=0.15, p.u, re=0.14 p.u
re=0.25 p.u ve l;s=0.10 p.u, le=1 p.u olan alan kontroll yapiimig ve
yapilmamig kablo ekinin incelenmesinde kullanilan a§ érgisii
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ek icin potansiyel dagihmi

Sekil 4.66. £y
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Sekil 4.67. £=2.3, £4=20, £6y=2.7, 1,16=0.14 p.u olan alan kontroli
yapilmig ek igin potansiyel dagilimi
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5. SONUG VE ONERILER

Bu galigmada, Laplace ve Poisson tipinde kismi diferansiyel denklemlerle
tanimlanabilen ve analitik ¢6zima yapilamayan elektrik alan problemierinin
¢bzimiinde kullanilan sayisal analiz metotlarindan sonlu elemanlar metodu,
ylksek gerilim kablo bagliklari ve kablo eklerinin potansiyel dagiliminin

saptanmasinda kullanilmistir.

Sonlu elemanlar metodu ile problem ¢éziiminin en &nemli adimi, ¢6ziim
bélgesinin elemanlara aynimasidir. -Nimerik g'dziimde hassasiyeti arttirmak
veya tam ¢dzlime yakin bir ¢6zim elde etmek igin kullanilan eleman sayisini
arttirmak gerekir. Ancak ¢ok fazla sayida elemanin kullaniimasi da ¢ok fazia
sayida denklem ¢dzUmiini gerektirecek ve bu da hataya ve zaman kaybina
neden olacaktir. Bu nedenle bu calismada kullanilan ag orguleri elektrik
alanin gok degistidi kisimlarda daha fazla eleman ve alanin az degistigi veya
hic degismedigi kisimlarda daha az eleman igermektedir. Incelenen kablo
. basghk ve ekinde elektrik alan daha ¢ok yari iletken siperin ucunda degisime
ugramaktadir ve diger kisimlarda az degismekte veya hi¢ degismemektedir.
Bu nedenle yan iletken siper ucundaki kisimlarda daha kigiik elemanlar ve
diger kisimlarda daha buyiik elemanlar kullanilarak elde edilen ¢éziimiin tam

¢bzlime yakin olmasi amaglanmistir.

Coézum bolgesi elemanlara ayrildiktan sonra kablo baghg ve kablo eki
igindeki pdtansiyel dagihimlan Sekil 4.13-53 arasinda verilmistir. Bunlardan

elde edilen sonuglar soyle siralanabilir.

Oncelikle kablo baghgi igin kablo yalitkani ve baslik yalitkani dielektrik
sabitleri sabit tutularak alan kontrolii yapilmamig ve alan kontrolii yapilimig
durumlar igin potansiyel dagiimlar elde edilmistir (Sekil 4.13-4.19). Kablo
yahtkani olarak XLPE (¢,,=2.3) ve baglik yahtkénl olarak da silikon (&,,=2.7)

kullamlmigtir. Alan kontroli yapilmayan kablo bashdinda egpotansiyel
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gizgileri yan iletken siper ucunda yogunlagmistir. Bu istenen bir durum
degildir. Gunkli potansiyel cizgilerinin siklagmasi elektrik alanin biyid0gint
gésterif ve bu blylk alan yan iletken siper ucunda korona veya i¢ desarja
neden olabilir. Bu da kullanilan kablo bashginin 8mrinl azaltir. Bu nedenle
bu boélgede artan elektrik alani azaltmak ve kablo ekinin servis siresini
arttirmak igin alan kontrolti yapilmasi gerekir. Alan kontroli yiiksek dielektrik
katsayill materyal (SCT) kullanilarak yapilir . Alan kontrol tip{ dielektrik sabiti
£,=10, 20, 50 ve 100 olarak degistiriimistir. Elde edilen potansiyel

dagihmlarindan &,=20 segilmesi gerektiji sonucuna varnlmigtir. Bunun
nedenig,, =10 alndiginda yan iletken 'siper ucundaki alan yeterince

kiicilmemis, ¢_,=50 ve 100 alndiginda ise yan iletken siper ucunda

sct
espotansiyel cizgilerinin oldukga dagildigi ve seyreklestigi ancak kablo
yalitkani icinde espotansiyel ¢izgilerinin yogunlastidt gortlmektedir. Bu
durumda baslik iginde elektrik alan azalacak ve kablo iginde elektrik alani
artacagindan kablo baghiginin dmriintin uzamasina ancak kablonun dmriniin

kisalmasina neden olur.

Baglik yalitkani olarak silikon ve kablo yahtkani olarak XLPE kullaniimasi
durumunda en uygun alan kontrol tOpl dielektrik sabitinin 20 olacagi
saptanmigtir. Baglik yahtkan! olarak kagit ve kablo yalitkani olarak XLPE
kullanilmas! durumunda incelemeler tekrarlanmis ve yine en uygun alan
kontrol tupii dielektrik sabitinin 20 olacagi gértimugtar. Oyle ise SCT
dielektrik sabiti se¢imini baglik yalitkani etkilememektedir. Kablb yalitkaninin
etkileyip etkilemedigi kablo ekinde incelenecektir. Ve bundan sonraki kablo

yalitkaninin XLPE oldugu incelemelerde ¢,,=20 olarak alinmigtir.

Yan iletken siper (YIS) boyutiarinin baslik igindeki potansiyel dagilimina
etkisini gérmek igin 6nce YIS uzunlugu 0.15 p.u’dan 0.25 p.u’ya cikarlarak
elde edilen ag orgisti ve potansiyel dagilimlan Sekil 4.25-4.28'de
gbsterilmistir. Daha sonra YIS uzunlugu 0.15 p.u ‘dan 0.05 p.u’ya indirilerek
elde edilen ag orgisi ve potansiyel dagilimlan Sekil 4.29-4.32'de
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gosterilmigtir. Sekil 4.33-4.36’da verilen ag orgust ve potansiyel dagiimlari
ise YIS genigliginin 0.01 p.u’dan 0.001 p.u’ya indirilmig halidir. Buradan ¢ikan
sonug, YIS boyutlannin degisiminin, baslik igindeki kritik elektrik alan
noktalarinin yerini degistirdigidir. |

Alan kontroli1 yapilmasi durumunda kullanilacak alan kontrol tupl genigliginin
0.02 p.u'dan 0.04 p.u'ya cikarilarak elde edilen ag orgtusii ve potansiyel
dagilimi Sekil 4.37-4.38'de verilmistir. Bu durumda egpotansiyel gizgileri
kablo ekinde siklagmaktadir ve buradaki elektrik alan artmaktadir. Bu ylzden
daha dar SCT kullaniimast uygundur..

Sekil 4.43 -4.53 ‘da kablo eki ag orglist ve potansiyel dagilimlan veriimigtir.
Secilecek SCT dielektrik sabitine baslk veya ek yalitkaninin etkisi olmadigi
belirlenmigti. Kablo yalitkaninin etkisi olup olmadigini anlamak igin &nce

kablo yalitkani olarak XLPE (&,,=2.3) ve ek yalitkani olarak silikon. (¢,,=2.7)
kullaniimig (Sekil 4.43-4.48), sonra kablo yalitkani olarak PVC (&, =5) ve ek
yalitkani olarak silikon (¢,,=2.7) kullanilmig ($ekil 4.48-4.53) ve elde edilen

potansiyel dagilimlarindan SCT dielektrik sabitinin XLPE kullanildigi durumda
20 ve PVC kullanildigi durumda da 50 olmasi gerektigi sonucuna varilmistir.
Oyle ise segecedimiz SCT dielektrik sabiti kablo yalitkani dielektrik sabiti ile
orantili ve yaklasik 10 kati olmalidir.

Yar iletken siper (YIS) boyutlaninin ek igindeki potansiyel dagilimina etkisini
gérmek igin énce YIS uzunlugu 0.10 p.u'dan 0.25 p.u'ya gikanlarak elde
edilen a§ 6rglisti ve potansiyel dagilimlan Sekil 4.54-4.56'da. g6sterilmigtir.
Daha sonra YIS uzunlugu 0.10 p.u ‘dan 0.05 p.u'ya indirilerek elde edilen a§
orgusti ve potansiyel dagiimlan Sekil 4.57-4.59‘da goésterilmistir. Sekil 4.60-
4.62'de verilen ag orglisti ve potansiyel dagilimlan ise YIS genisliginin 0.01
p.u'dan 0.001 p.u'ya indirilmis halidir. Buradan ¢ikan sonug, YIS boyutlanmn
degisiminin, ek igindeki kritik elektrik alan noktalarinin yerini degistirdigidir.
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Alan kontrol yapilmasi durumunda kullanilacak alan kontrol tipt genisgliginin
0.02 p.u’dan 0.04 p.uya gikarilarak elde edilen ag 6rgiisii ve potansiyel
dagihmi Sekil 4.63-4.64'de verilmigtir. ‘Bu durumda espotansiyel c¢izgileri
kablo ekinde siklagmaktadir ve buradaki elektrik alan artmaktadir. Bu ylizden
daha dar SCT kullanilmasi uygundur.

Sekil .4'.65-4.67’de ise 1 p.U'luk potansiyele sahip yari iletken elektrot genisligi
azaltilmis ve dadilima etkisi incelenmigtir.
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EK-1

STATIK ELEKTRIK ALAN VE TEMEL BILGI

Yiksek gerilim tekniginde statik elektrik alanin 6nemi ¢ok bilyiik olup delinme
ve atlama olaylarinda veya ortamlarn yiksek gerilim altinda davraniglarini

belirlemede statik elektrik alan bilgisine bagvurulur.

Bir arastinci pargacik elektrik alanin bulundugu bir bolgede hareket
ettiriimektedir. Bu parcacik bagladigi noktaya gelecek sekilde kapali bir yol
boyunca hareket ettirilirse, toplam olarak ne bu pargaciga karsi ne de bu
parcacik tarafindan bir is yapilmis olur. Bu deneyden elde edilen sonug
aragtiricl pargacigin izledigi yolun sekline bagli deéildir. Daire, elips, kare
veya herhangi bir kapali egri 6Iabilir. Ayrica sonu¢  elektrik alanin
kaynagdindan da bagimsizdir. Elekirik alanini meydana getiren elektrik yuki,

deney sirasinda degismemelidir (17).

Enerji kuvvetle yolun skaler garpimina egit ve toplam enerji de kapali yol
boyunca her bir kigik yol pargasi lzerinde meydana gelen enerijilerin

toplami veya integrali oldugjundan;
{F.ds=0 [1.1]
dir. F yerine qE yazilirsa ve g =1 olarak kabul edilirse;

{E.ds=0 [1.2]

elde edilir. Burada s integrasyon yofunu gostermektedir. Es. 1.2'ye vektorel

analizden bilinen Stokes teoremi uygulanirsa;
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{Eds = [(VxE)ds = [(rotE)ds=0 [1.3]

elde edilir. Burada v (nabla) operatériintin kartezyen koordinat sistemindeki

ifadesi;

=i§+—61—}+—61—% dir.
dc dx” dx

Es. 1.2'nin bitin kapal yollara, dolayisiyla Es. 1.3’Un butin kapali yollara

karsilik olan ylizeylere uygulandig distnalirse,

VxE =0 veya rotE =0 [1.4]

oldugu gortilur. Bundan gikan sonug, elektrik alanin rotasyonelsiz bir alan
oldugudur. Vektér analizinden bilindigi Gizere, rotasyonelsiz bir alan, skaler bir
V potansiyel alanindan tirer. Yani elektrik alan eksi isaretiyle 7 potansiyel

alaninin gradyanmé esittir.

—

E=-VV =—-gradV [1.5]

Bilindigi gibi potansiyelleri birbirine esit olan noktalari birlestiren ytzeylere
egpotansiyel ylzeyler denir. Egpotansiyel ylizeylerin belirli bir. yuzey
Uizerindeki izléri, espotansiyel c¢izgileri verir. Bir egpotansiyel ylizey (zerinde
iki nokta arasindaki potansiyel fark ve dolayisiyla bu iki nokta arasindaki

yapilan ig sifira esittir.

Bir elektrik alani, alan gizgileri ile gésterilebilir, ayni zamanda espotansiyel
cizgiler ile de elektrik alanint ifade edebiliriz. Egpotansiyel gizgiler sabit bir
potansiyel farki esas alinarak cizildigi takdirde elde edilen §éki|, elektrik alan
hakkinda fikir verebilir. Bu gizgilerin sik veya seyrek olmasi, séz konusu
noktalarda alan siddetinin bllyiik veya kiguk oldugunu gésterir.
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Cok kez bir statik elektrik alani probleminin ¢éziimiinde 7 potansiyel alani

bilinir. Dolayistyla Eg.1.5 yardimiyla E bulunur. ¥ sabit espotansiyel
ylizeyleri verir. Es. 1.5, elektrik alanin espotansiyel yilizeylere dik ve

potansiyelin azaldigi yénde oldugunu gésterir.

Sekil 1.1'den goruldiga tzere V' ve V+dV egpotansiyel ylzeyler verilmig

olsun;

b1
~
Sy
S

/N
v

-

v v+dv Us

Sekil 1.1. Egpotansiyel ylzeyler
Potansiyel n yéninde dn kadar kaydirilirsa;

dV =-Edn=—E,dn [1.6]

olur. Burada E,, E’nin normal yonindeki bilesenidir ve mutlak degeri kendi

degerine esittir. Buradan;

dv
E,=——— 1.7
"= [1.7]

elde edilir.
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Genel olarak potansiyel, koordinat sisteminin bir fonksiyonu oldugundan, Es.

1.7 kismi tirev seklinde;

E,=—— [1.8]

yazilabilir. Bu esitlik vektdrel olarak,

=0l [1.9]
on

seklinde yazilabilir. Buradaki eksi isareti potansiyelin, alan siddeti yéniinde

azaldigini gosterir.

Alan siddeti vektérinin silindirik koordinat sistemindeki bilesenleri;

, E,=-2 E =-2L [1.10]

bagintilari yardimiyla bulunur.

Os, =0r, Os, =ro@, 0Os,=0z
olacagini géz dniine alarak potansiyel gradyan vektérinii su sekilde ifade

edebiliriz. .

oV, JLov. L [1.11]
or r 06 Oz

gradV =

Bu durumda potansiyel ile alan siddeti arasinda Es. 1.5 ile verilen baginti

elde edilir.
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E= gardV  veya E=-VV

Bu esitlikler, elektrik alaninin espotansiyel yiizeylere dik ve potansiyelin
azaldig1 yénde oldugunu gdsterir.

Simdi uzay igine kapall bir ylizey konuldugunu kabul edelim. Bu ylzey kip,
kiire, elipsoid veya herhangi bir ytizey olabilir (Sekil 1.2).

Sekil 1.2. Kapali ylizey

Yiizeyin seklinden bagimsiz olarak, her tirlt kapali ylizey boyunca egrisel

integralin degeri;
0=¢,{Eds | [1.12]

olacaktir. Burada, &, - bir sabit
Q - kapali ylizey igindeki elektrik yuka

s - kapah yuzeyin alani

Kapali yizeyin iginde hi¢ elektrik yiikii yoksa veya pozitif elektrik yukiine esit
miktarda negatif elektrik yikii varsa, esitligin sol tarafi sifir alinir.

eo{Eds =0 - [1.19]
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Kapali yilizeyin herhangi bir yahtkan madde icerisinde bulundugunu géz
oéniine alarak Es. 1.12’nin bitlin yahtkan maddelere uygulanabilmesi igin, bu
esitligi yalitkan maddelerin bir karakteristigi olan &, ile carpmak gerekir, ayni
zamanda bu karakteristige yalitkan maddenin bagil dielektrtik katsayisi adi

verilmektedir. Bu durumda Es. 1.12;

£,6,{Eds=Q [1.14]

seklinde yazilir. ¢,’nin degeri, yalitkan maddenin cinsine baghdir, sicaklikla
ve diger fiziksel kosullarda biraz degisir. Eger birgok yalitkan madde
icerisinde gegen kapali bir ylizey dustinllirse, ¢, bir yalitkan maddeden
diger bir yalitkan maddeye gegiste degisecektir. Dolayisiyla Es. 1.14 daha

genel olarak;

48,80E3s=0 [1.15]
seklinde yazilabilir. Burada ¢,¢, yerine ¢ konularak,

{eEds=0 [1.16]
elde edilir. Burada & - mutlak dielektrik sabitidir.

B-sF : [1.17

olarak gésterecek olursak, Es. 1.16;

{E.Jpo [1.18]
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seklini alir. Burada D- elektriksel aki yoguniugunu gosterir. Es. 1.18’e Green

teoremi uygulanirsa;

VD=0 [1.19]

yazilir. Eger Q= 0ise, diverjans sifir degildir ve bunu p ile gbsterilen
hacimsel yik yogunlugu cinsinden ifade etmek uygun olacaktir. Béylece
kapali bir yiizey igindeki elektrik yiki, yuk yodunlugunun bu yiizey igindeki

hacimsel integraline esittir.

_[p.dr = I(Vf))dr = J. (divB).dr =0 [1.20]
O halde,
VD=p [1.21]

elde edilir. Bu esitlik dielektrik sabitinin noktadan noktaya degismedigi

homojen bir madde igin,
vE=£ [1.22]
£

seklinde yazilir. Es. 1.22 elektrik alani ile yUk arasindaki bagintiyi
vermektedir. Es. 1.12ile Es. 1.22°’den potansiyel ile yik yodunlugu arasindaki
bagdinti elde edilir.

V(VV) = —f veya V¥ = —-’5 [1.23]

Es. 1.23 ikinci dereceden diferansiyel bir denklemdir ve Poisson denklemi

olarak adlandirilir.
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Icinde elektrik yiikii bulunmayan bir uzay pargasi igin Es. 1.23;
V¥ =0 [1.24]
seklinde ifade edilir ve Laplace denklemi olarak adlandinlir.

'Laplace denkleminin koordinat sistemleri igin agik hali;

Kartezyen koordinatlarda;

2 2 2
o oW o 1.25]

ViV = P +ay2 +az2

Silindirik koordinatlarda;

2 2 2
_ov 1oV o 19 [1.26]

VY = + +—
o’ ror 8zt r* 86°

seklindedir.
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EK-2
KOORDINAT SISTEMLERI

Bitin sonlu elemanlar ¢éziimleri bazi integrallerin hesaplanmasini gerektirir.
Bu integrallerden bazilari kolaylikla hesaplanirken bazilari oldukga zor, hatta
cojunlukia imkansizdir. Cézimin mimkin olmadi§i durumlarda analitik

metotlann yerine sayisal metotlar kullanilir.

Integralin hesaplanmasinda karsilagilan guigliikler, integral degiskenlerinin
degistirilmesiyle azaltilabilir. Bunun anlami, integralin yeni bir koordinat
sisteminde ifade edilmesidir. Bu kisimda sonlu elemaniar integrallerinih
alinabilmesini kolaylastirmak amaci ile yerel ve dogal koordinat sistemierini

inceleyecegiz (5).

1. Yerel koordinat sistemleri:

Tek boyutlu dogrusal bir eleman igin sekil fonksiyonlari su sekildedir.

N,@) = fo_x L N =T [2.1]

Bu §ekil fonksiyonlar bitiin dogrusal elemanlar igin gegerli olup, elemanin
koordinat sistemindeki pozisyonundan bagimsizdir. Bu sekil fonksiyonlarinin
dezavantajl, garpimlarinin integrallerinin hesabinin zor olmasidir.

j'N (XN (x)dx veya _ij 2 (x)dx [2.2]

Xi

Bu integrallerin hesabini kolaylashrmak amaciyla koordinat sisteminin

yeniden tespit edilmesi mimkdndir. Yeni segilecek koordinat sisteminin
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orijini, elemanin igerisinde olacaktir. Bu sekilde segcilecek koordinat sistemi,
yerel koordinat sistemi olarak adlandirilir. Tek boyutlu elemanlar igin en sik
kullanilan yerel koordinat sistemleri, orijinin elemanin diigim noktalarinda

veya ortasinda yer aldi§ sistemlerdir.

Orrijinin * i © dUgum noktasinda yer aldijt koordinat sistemi igin x=x,+s

alarak yeni sekil fonksiyonlarini yazmaya caligirsak;

X, -x x,—(x;+5) s
N,(@x)=—+—=- - =]—— 2.3
() =— 7 7 [2.3]
x~-x, (x,+s8)-x, s
N,(x)= e e i 2.4
() == 7 7 [2.4]

ifadeleri elde edilir.

[—
®

B
. A

X L
(@)
q
| —
- -
i i
| | I
o le——— I
X b2 !
| |
(I . 1
I L I

(b)

Sekil 2.1. Tek boyutlu eleman igin yerel koordinat sistemleri
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Dikkat edilirse her sekil fonksiyonu kendi digim noktasinda 1, diger dugam
noktasinda O dir. Toplamlan ise Es. 2.1'de gorildaga gibi her zaman 1’ dir.

Yerel orijin noktasinin elamin ortasinda bulundugu yerel koordinat sistemini
elde etmek igin x=xi+§+q doénisima yapilir. Bu durumda yeni orijin

noktasina goére sekil fonksiyonlan su sekilde belirlenir;

N9 = (__ZJ ve N(g= ( L] [2.9]

Es. 2.3, 2.4, 2.5%eki sekil fonksiyonlan ancak integral degiskeni dénusimii
uygulandiginda kullanigh hale gelir. Integral degigskeni déniisiim ifadesi ise;

jf(x)dx jf(g(p»[d(g(p))] i [2.6]

olarak verilir. Burada p yeni integral degiskeni olup, g (p) fonksiyonu x ile p

arasindaki bagintidir. (x=g(p))

Es. 2.6'nin, Sekil 2.1’ de goérilen yeni koordinat sistemleri icin uygulamasi

yapilabilir. x =x, +s déniisiminden sonra yeni integral degiskeni s olur.
L
j £ (x)d = j 2009 g hcs)as [2.7]
0

Burada h (s) ifadesi f (x)’in s’ e gére diizenlenmis halidir. Integral sinirlari ise;

X=x+8§=>5=x—Xx,, x=x,=s5=0, x=x,=>s=1L [2.8]
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olarak belirlenir. x=xi+§+q bagintisi ile tamimh q koordinati igin su
bagdinttlar turetilir:

r(q), f(x)in g'ya gore diizenlenmig halidir. Es. 2.7 ve Es. 2.8 ifadelerinin

6nemi, carpimlarin integralinde ortaya ¢ikar.

ij (x)dx [2.9]

X

Eger s degiskeni kullanilirsa yukandaki ifade su hali alir:

“ g g s) L

N2 (x)dx = |N?( ds=j(1——) ds =— 2.10
,,I‘(x) Oj,m l1-7) %=3 [2.10]

g degiskeninin kullaniimasi durumunda ise;
L 5

“ 2 21 g, L

N (x)dx= [N (@Q)dg={||=-=|dg== 2.11
w0 _Q,(q)q [(2 L] g=7 [2.11]

X

ol

2

sonucu elde edilir.

2. Dogal Koordinat Sistemleri:

Yerel koordinat degiskenleri s ve g, dogal koordinat sistemine gevrilebilir.
Dogal koordinat sistemi, noktanin yerini birimsiz araliklarla ifade edebilen ve

mutlak degeri hicbir zaman 1’i agmayan yerel koordinat sistemidir.

Sekil 2.1'de yer alan q koordinatini ele alalim ve agadidaki déntstimi

yapalim:
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=2 _, [2.12]

Sekil 2.2.a'da goruldaga gibi, yeni koordinat degiskeni £, -1 ile +1 arasinda

degisir.
¢
& < '—l §‘=l

P I 5
B > :
| L2 . |
| ol
} L :

(a)
:_> L, L, ‘—_':
! I
I |
* .- -
i 5
I | !
le—————————) }
| s ! I
! I
le »l
! ) )

(b)

Sekil 2.2. Tek boyutlu eleman igin dogal koordinat sistemleri

Es. 2.5'teki sekil fonksiyonlart, q=f-é—’- alnarak yeni degisken & gobre

duzenlenirse;
N@=30-5 Vo  N@=120+8 1213)

integral degiskeni de degistirilirse ifadeler su hali alir:
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. - L
[r(ayg = [® =7 [e©as [2.14]
L & -1

Burada g(¢é) fonkéiyonu, r(g)’'nun & degigskenine gére diizenlenmis halidir.

¢ degigkeninin kullaniimasinin en énemli avantajl, integral sinirlarinin -1 ile

+1 arasinda degismesidir. Bir gok bilgisayar programi bu integrali hesaplayip

eleman matrislerini elde etmek igin sayisal metotlar kullanir.

Diger ilging bir dogal koordinat sistemi, bir oran ¢iftinden olusan ve Sekil

2.2.b de gosterilen sistemdir. * s * uzakhgi, incelenen noktanin ‘ i °

diguminden olan uzaklik olarak tanimlanirsa |y ve |; oransal olarak soyle

ifade edilebilir:

. L-s s
I, =— ve L, == 2.15
17— =7 [2.15]
Bu iki koordinat birbirinden badimsiz degildir.
I +1,=1 [2.16]

Bu iki ifadenin en 6nemli 6zelligi 11 ve I’nin sekil fonksiyonlar ile 6zdeg
oimasidir. Bu koordinatlarin avantaji yine sekil fonksiyohlannm carpimint

iceren agagidaki tip integrallerde ortaya gikar.

L
N7 ()N (s)ds [2.17]
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Es. 2.17'de yeni tanimlanan oransal koordinatlar kullanilirsa bu integral basit

bir formiille hesaplanabilir.

N,(s)=1l, N,(9)=1 s=1LIl, ve I:L 2.18]
2
Déntsumleri yapilirsa;
L 1
[N7 ()N} (s)ds = [1713 Ll [2.19]
0 0
Bu durumda integralin sag tarafi su hali alir:
1
Lfa-1)Ld, [2.20]
0
Bu integralin asagidaki formda oldugu aciktir:
1
i1 -yt = 2L [2.21]

9 T'(z+w)
Burada I'(n+1)=n! olarak hesaplanir. Bdylece;

I'a+DI'(b+1) _1 alb!

[(a+b+1+1) ~ (a+b+1) [2.22]

1
Lfnd, =L
0

elde edilir. Bu sayede karmasik bir integral hesabi basit bir faktdriyel

hesabina donusir.

xij (x)dx = LjN,? (s)ds [2.23]

L



154

Es. 2.16 yardimiyla;

- - o 20! L
x_}[N, (x)dx = oj N2(s)ds = L szl 1odl, = Lm =5 [2.24]
diger bir 6rnek sdyle verilebilir:
401 L

[2.25]

L 1
NY(SN2(s)ds = L [12dl, = L =
OI ¢ (N (s)ds oj‘ 2% =Dl 105

3. Ucgensel Elemanlar Icin Alan Koordinatlari:

Sekil 2.3.a'da gosterilen icgensel elemen igin Ly , Lo ve L3 olarak U¢ adet

uzunluk orani tanimlanarak dogal bir koordinat sistemi elde edilebilir.

(b)

N N\ O\

L,=3/4 L,=1/4
(c)
Sekil 2.3. Uggensel bir eleman igin i¢ alan koordinatinin gésterimi
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Her koordinat, Gggenin bir kenarina olan dik uzakhgin, o kenara ait
yikseklige oranidir (Sekil 2.3.b). Bu koordinatlar 0 ile 1 arasinda degerler
alir. Sekil 2.3.c’de degisik L dederleri icin koordinat degerleri g&sterilmistir.

Ly , Lo ve L3 koordinatlar, alan koordinatlar olarak adlandinlabilir. Cianki
bunlarin degerleri ayni zamanda dggenin alt alanlarinin biitin elemanin
alanina oranidir. Sekil 2.4’deki B noktasini ele alalim. Bu sekilde yer alan

ggensel elemanin alani sudur :

ifadesi ile tanimhdir. Buradan;

=1 [2.26]
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L1 alan koordinati Sekil 2.4'teki tarali alanin bitiin alana oranidir. Benzer

ifadeler L, ve L3 iginde yazilabilir.

4, 4

L =22 L =23 2.27
=k, L= [2.27]

alt alanlar toplami A'ya esit oldugu igin,

A+d,+4,=A=L+L, +L, =1 . [2.28]
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Sekil 2.4. Alan koordinatlarina uygun olarak alt alanlara bliinmiig bir

icgensel eleman
Iki boyutlu diizlemde bir noktanm'yeri iki koordinat ile belli olduguna gére bu

ug¢ koordinatin birbirine bagl olmasi beklenen bir sonugtur. Es. 2.26 yeniden

ele alinarak alt ve Ust taraflar iki ile ¢carpilirsa;

24
L==L 2.29
Y [2.29]

A1 alanini koordinatlar yardimi ile hesaplayabiliriz.

1 x y
24, =11 x;, y,
L x,. ¥

veya determinantin agik hali ile;

24, = I.(xjyk ‘Txkyj)“" ()’j —J’k)""'(xk ’“xj)yj . [2.30]
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Burada x ve y degerleri Sekil 2.4'teki B noktasinin koordinatlandir. Es. 2.30
Es. 2.29°da yerine konursa (B, j, k) tarali alt Gggenin alani ise;

1 .
L, =ﬂI.(xjyk_xkyj)+(yj_yk)x+(xk—xj)y_| [2.31]

elde edilir. Es. 2.30 ile Es. 2.31 birbirinin aynisidir. O halde;

L =N, [2.32]
ayni islemler L, ve Ls iginde yapilirsa;

L,=N, ve L,=N, [2.33]

elde edilir.

Ucgensel eleman i¢in sekil fonksiyonlari ve alan koordinatlari birbirinin ayni
olduguna gére, birbirlerinin yerine kullantlabilirler.

Alan koordinatlarinin kullanilmasinin avantaji alan integrallerini almay:
kolaylagtiran bir integrasyon formalinin varligi ile otaya ¢ikar. Daha dnce tek
boyutlu dogrusal eleman igin kullanilan Es. 2.22 ile bagintih olan bu formii

soyledir:

a'blc!
(a+b+c+1+1)!

[ L5da =24 [2.34]
J .

Es. 2.34 yardm! ile sekil fonksiyonlarinin ¢arpimini kapsayan integraller

alinabilir.

[N, N, G y)dd ~ [2.35]
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Bu durumda alan integralleri soyle hesaplanabiiir:

L1140t
W0 24 _4

= , = 2.36
(1+1+0+2) 4 12 [2.36]

[N.N,da = [LL,L3dd
A 4

Carpimda Ny terimi yer almadig icin tssi sifir alinmis ve bu durumda bire
esit oldugu icin sonug degismememistir.
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