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OZET

Kombinatoryal Tasarim Teorisi, alt setler icine sonlu setin elemanlarim
diizenlemenin miimkiin olup olmadig1 sorusu ile ilgilendirir. Boylece denge
kosullar1 saglamir. Burada incelenecek tasarimlarin tiirleri agirhkh olarak;
BIBD’ler, t-tasarimlar1 ve ikili dengeli tasarimlardir. Temel sorularin c¢ogu,
“Qgzel tiirlerin tasarimi mevcut mu?” seklindeki varhk (varolus) konusu ile
ilgilidir. Modern Tasarim Teorisi, mevcut olmayan sonuclar gibi pek cok
mevcut sonuclar icerir. Bununla beraber tasarimlarin kesin tiirlerinin var olusu
ile ilgilenen pek ¢ok acik problem kalmistir. Bugiin ¢ahsilan tasarimlarin ¢ogu,
tiirleri ilk kez 18. ve 19. yiizylllarda matematiksel bilmecelerin baglaminda
dikkate alinmistir. Tasarim teorisi bir matematiksel disiplinde, tasarimdaki
uygulamalar ve istatistiksel deneylerin analizi i¢cin gercek anlamda 20. yiizyilda
baslamistir. Tasarimlar, turnuva cizelgeleme, piyangolar, matematiksel biyoloji,
algoritma tasarimi, analiz, sebekeleme, grup testi ve kriptografya gibi pek cok
diger uygulamalara sahiptir. Tasarim Teorisi; say1 teorisi, gruplar, cisimler,

daireler ve dogrusal cebir gibi araclar1 kullanir.
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ABSTRACT

Combinatorial design theory concerns questions about whether it is possible to
arrange elements of a finite set into subsets so that certain “balanced”
properties are satisfied. Types of designs that we will discuss include balanced
incomplete block designs, t-designs, pairwise balanced designs and many more.
Many of fundamental questions are existence questions: Does a design of a
specified type exist? Modern design theory includes many existence results as
well as nonexistence results. However, there remain many open problems
concerning the existence of certain types of designs. Many types of designs that
are studied today were first considered in the context of mathematical puzzles
or brain-teasers in the 18™ and 19™ centuries. The study of design theory as a
mathematical discipline really began in the 20™ century due to applications in
the design and analysis of statistical experiments. Designs have many other
applications as well, such as tournament scheduling, lotteries, mathematical

biology, algorithm design and analysis, networking, group testing and

cryptography.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilan kisaltmalar, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Kisaltmalar Aciklama

BIBD Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarim
GDAS Grup Boliinebilir Birliktelik Sinifi

GD Grup Boliinebilir

PBIBD Kismi Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimi
SRG Giglii Diizenli Grafik

SLBG Tek Olarak Baglanmis Blok Grafik

SLB Tek Olarak Baglanmis Blok

PBD Ikili Dengeli Tasarim

STS Steiner Uglii Sistemleri

HM Hadamard Matris

DHM Diizenli Hadamard Matris



1. GIRIS

Kombinatorik, belirlenmis kesin kurallara gére nesnelerin ayrilmasi ve diizenlenmesi
problemleriyle ilgili matematigin bir koludur. “Kombinatryal diizen”, verilen sonlu
bir kiimeden belirli 6zellikleri olan alt kiimeler toplaminin se¢ilmesinin bir yoludur
ve 1782°de Euler, 1847°de Kirkman ve 1853’de Steiner’in problemlerine kadar
uzanir. Bu problemlere iliskin ¢ok sayida makale olmasina ragmen, 19-20.
ylizyillarda kombinatoryal konfigiirasyonlarin deney tasarimlarinin istatistiksel
teoride yararli oldugu fark edilene kadar, sistematik bir islem bulunamamuistir.
Tasarimlar, zirai ve diger deneyleri planlamada ve analiz etmede yararlidir. Bu
nedenle istatistikgiler bu konuya ilgi duymuslar ve bu konuyla ilgili 6nemli

makaleler yazmislardir [1].

1893 yilinda Moore ve 1961 yilinda Hanani, biitiin t’ler i¢in STS(v)’lerin geri

dontislii olusturulma metotlarini vermislerdir [2].

1938 yilinda Witt, 5-(12,6,1) tasarimini incelemistir. Bu tasarim, Witt tarafindan

incelenen dikkate deger iki 5-tasarimindan biridir [3].

1965 yilinda Mann, v ’sii 2’nin bir kuvvetine esit olan biitiin simetrik t-tasarimlarinin

parametrelerini belirlemistir [4].

1%

1968 yilinda Petrenjuk, v>k+2 olan herhangi bir 4—(v,k,4) icin bz[z

oldugunu ispatlamistir ve v >k +s olan herhangi bir 2s —(v,k,A) icin de b > (VJ
S

oldugunu varsaymustir [5].

1987 ve 1989 yillarinda Teirlinck, parametreleri gerekli kosullar1 saglamak {izere

biitiin t degerleri i¢in trivial olmayan t-tasarimlarinin var oldugunu gostermistir [6].



1975 yilinda Ito, sadece trivial olmayan dar 4-tasarimlarinin 4-(23,7,1) oldugunu ve
bunun tiimleyeninin de bir 4-(23,16,52) oldugunu gostermistir. t >4 olan dar t-

tasarimlarinin ¢ok nadir goriindiiglinii séylemistir [5].

1935 ve 1936 yillarinda Yates, blok genisliginin optimal segenegini tartismis ve

BIBD’lerin arzu edilen 6zelliklerini géstermistir [7].

1936 yilinda Yates, bazi kii¢iik BIBD’lerin olusturulmasini géstermistir [7].

1938 yilinda Fisher ve Yates, v,b<100 ve r, k<10 araligi icin BIBD’lerin

parametrelerinin kombinasyonlarini ve onlarin ¢dziimlerini listelemistir. Bu liste,

1961 yilinda Rao tarafindan 7,k <15 alinarak ve 1962 yilinda Sprott tarafindan
r,k <20 alinarak genisletilmis sekli ile tekrar verilmistir [2]. 1939 yilinda Bose ise,
bu tasarimlarin olusturulmasinin ilk sistematik metodunu vermistir. Bose ayrica

sonlu geometrilerin O6zelliklerini ve onlarin uygulamalarin1 BIBD’ler gibi

kullanmustir [7].

Srivastav, bir t-tasarimimnin v = 2k kosulunu saglamasi i¢in gerek ve yeter kosulun
yeniden ¢ozilebilir bir t-tasarimini mevcudiyeti oldugunu gostermis ve yeniden
¢oziilebilir 3-tasarimlarinin bazi serilerinin yapilarint vermistir. Ayrica simetrik
BIBD’lerden BIBD’lerin kurulmasi igin basit ve genel bir metot vermis, bu metodu
kullanarak BIBD’lerin bilinen bir¢ok sonsuz serisinin kolaylikla bulunabilecegini

gostermistir [8].

Bayrak, baz1 dual tasarimlarin geometrik yapilarini incelemistir [9].

1942 yilinda Levi, sonlu projektif ve afin geometri arasindaki yakin iliskiyi

vurgulamistir. 1949 yilinda Bruck ve Ryser, 1949 yilinda Bose ve 1949 yilinda

Schiitzenberger, bu geometrileri ¢aligmak i¢in isabet matrislerini kullanmislardir [1].



1949 yilinda Bruck ve Ryser, 4 =1 6zel durumu i¢in Bruck-Ryser-Chowla teoremini
ispatlamiglardir. Bu teoremin genel durum ispatini ise 1950 yilinda Chowla ve Ryser

vermislerdir [4].

1988 yilinda Wilson, Fisher esitsizligi i¢in Fisher’in orijinal ispatindan oldukga farkli

direk bir ispat vermistir [3].

1951 yilinda Youden, ilk olarak baglantili tasarim kavramini tanitmistir. Youden bu
tasarimlar1 BIBD’lerin dualleri olarak ortaya ¢ikarmustir. 1956 ve 1957 yillarinda

Roy ve Laha ise, baglantili tasarimlar1 siniflandirmislardir [2].

Raghavarao, BIBD tanim ve o&zelliklerini vermis, BIBD’lerin sonlu geometriler
yardimiyla olusturulmasini ve simetrik BIBD’lerin varligin1 gostermistir. Yeniden

coziilebilirliklerden ve STS (v) ’lerden bahsetmistir. Ayrica t-tasarimlari igin birtakim
esitsizlikler sunmus ve BIBD’lerin v,b <100 , r,k <15 parametre araligi icin

olusturulma metotlarin listelemistir [2].

Assmus ve Key, t-tasarimlar1 hakkinda genel bilgiler ve teoremler vermis; simetrik t-

tasarimlar, Hadamard tasarimlar ve Steiner sistemlerden bahsetmistir [3].
Ray-Chaudhuri ve Wilson, t-tasarimlari i¢in Fisher esitsizliginin bir genellestirmesini
vermislerdir [5]. Ayrica dahil etme-gikarilma prensibiyle Pascal liggeninin bulunmasi

i¢in kisa bir formiil vermislerdir [3].

Dikdértgensel BIBD’ler Kageyama ve Sinha tarafindan ¢alisilmistir [10]. Caligmalar

halen devam etmektedir.

1962 yilinda Shrikhande ve Singh, ilk olarak Hadamard tasarimlarinit bulmustur. Bu

tasarimlar daha sonra 1970 yilinda Goethals ve Seidel tarafindan verilmistir [3].

1942 yilinda Bose, yeniden ¢oziilebilir BIBD’ler i¢in esitsizlikler vermistir [2].



Street ve Street, BBID’ler ve yeniden c¢oziilebilir tasarimlarla ilgili bilgiler ve
teoremler vermisler, BIBD’lerle ilgili baz1 tasarimlar1 tanitmislardir. Ayrica BIBD

olusturmanin bazi metotlarini da vermislerdir [11].

1963 yilinda Shrikhande ve Raghavarao, Bose’un 1942 yilinda verdigi yeniden
¢oziilebilirlik ve afin yeniden ¢oziilebilirlik kavramlarini, « —yeniden ¢oziilebilirlik

ve afin a — yeniden ¢oziilebilirlik kavramlarina genellestirmislerdir [2].

Bu tez calismasi kapsaminda yer alan konularin, boliimlere gore dagilimi

“I¢indekiler” tablosunda yer almaktadir (Sayfa vii).



2. t-TASARIMI

t-tasarimlar1 kombinatoryal yapilardir. t- tasarimlari, tasarmin teorisindeki en dnemli
yapilardir ve gelismis bilgisayarlar olmasina ragmen bir¢ok t- tasarimini olugturmak

zordur. Ciinkii biitiin kabul edilebilir parametreler i¢in hala genel bir formiil yoktur.

t- tasarimlari, ayn1 zamanda kombinatoryal optimizasyon problemleridir. Bu nedenle
istatistiksel deneyler, network tasarimlar1 gibi uygulamali problemlerle yapi
maliyetini minimum yapmada onemlidir [12]. t- tasarimlari, 1969’dan beri askeri
taktiklerde, bilgisayar ¢iplerinin tasarimlarinda ve 6zellikle istatistikte (tip ve ziraat
deneylerinde, niikleer arastirmalarda, demoskopide, kalite kontroliinde, ....vb.) sik

kullanilmaktadir [12].

Onceleri t'nin kiiciik degerleri icin t-tasarimlar1 arastirilirken 1980’lerden sonra

bliyiik t ve A4 ’ya sahip t- tasarimlari arastirilmaya baslamistir.

Sonlu projektif ve afin geometriler eger boyut en azindan ii¢ ise ¢esitli yollardan 6zel
tasarimlar gibi yorumlanabilir. O nedenle kombinatoryal yapilarin analizi i¢in olan
metodlar bu geometrileri c¢alismak i¢in kullanilabilir. Bdyle bir metot, isabet
matrislerinin kullaninudir. Isabet matrisleri ve onlarin genellestirilmeleri tasarimlar
ve daha genel yapilar iizerine olan c¢esitli alanlarda kullanilabilir. Ayrica istatistikte

genis bir uygulama alani goriliir [1].

2.1.Tanim

“Noktalar” ve “Bloklar” olarak adlandirilan sonlu iki nesne kiimesi, aralarindaki bir I
isabet iliskisi ile birlikte bir yapidir. Bu yapida, genellikle noktalar1 gostermek igin
kiigiik latin harfleri ve bloklar1 gostermek i¢in de biiyiik latin harfleri kullanilir.
Verilen herhangi bir blokla iligkili bir noktalar kiimesi vardir ve blok, bu noktalar

kiimesi ile tanimlanir. Boylece, bir p noktasi bir B blogu ile iligkili ise bu, p 1B

yada p € B seklinde yazilabilir ve “ p, B ’nin ilizerinde”, “ B, p ’yi igerir.”,....vb.



seklinde ifade edilir. Esdeger bir yaklasim ise, yapiy1 sonlu nokta kiimesi X , sonlu

blok kiimesi 4 ve I X x A ile verilen isabet gibi kabul etmektedir. Buradaki I
isabet iliskisi noktanin dogru tizerinde bulunmasi seklidir. Yani (p,B)e I (pl B
seklinde gosterilir) ise p, B blogu lizerinde bir noktadir. Bu takdirde yap1r D =

(X,4,]1) ile gosterilir ve “sonlu isabet yapisi” olarak adlandirilir.

(13 2

D, Bir yap1 ise, D ’nin nokta (islem=deneme) sayis1 “v” ve blok sayis1 “b” ile

gosterilir. Bir yapinin noktalar kiimesi (her ikisi de) bos olmamalidir.

D yapisinin bir noktast p ve bir blogu B ise < p >, p lizerindeki bloklarin

kiimesini ayni sekilde < B >, B iizerindeki noktalarin kiimesini belirtmek i¢in

kullanilabilir.

ki farkli blok ayni noktalar kiimesi ile tamimlamyorsa bu durumda “yap

tekrarlanmig bloklara sahiptir” denir.

D tekrarlanmig bloklara sahip ise, ayn1 noktalar kiimesi ile iliskili bloklarin bir

kiimesi tamamen silinerek D ’den bir yap1 olusturulabilir.

D yapisinin bir elemani, D yapisinin diger elemanlari olan 0 ya da 1 ile iliskili ise
bu elemen “izole edilmis” diye adlandirilir. Diger taraftan “dolu” bir eleman ise
muhtemel diger biitiin elemanlarla iligkili olan elamandir (yani nokta bloklarla ya da

blok noktalarla). Tekrarl1 olarak 6nce biitiin dolu elemanlar1 sonra biitiin izole

edilmis elemanlar1 ¢ikararak “standartlastirilmis D ” ad1 verilen yeni bir D yapisina
ulasilabilir. Sonunda dolu ya da izole edilmis elemanlara ve tekrarlanmis bloklara
sahip olmayan, hem standartlastirilmis hem de indirgenmis bir yapt “tamamen

indirgenmis” sayilir.



2.2. Tanmim

D, noktalart p,p,,...,p, ve bloklan B,B,,....B, (v>0,b>0) olarak
indekslenmis bir yap1 olsun. D igin vxb boyutlu “isabet matrisi” A= (a;)

asagidaki gibi tanimlanir:

a,=1; p,eB
a, =0; dh

Boylece, D hakkindaki tiim bilgiler A matrisinde ifade edilmis olur (A matrisi,
eger biitlin elemanlar1 0 ya da 1 ise “(0,1)- matrisi “ olarak isimlendirilir. Her isabet
matrisi bir (0,1) —matrisidir). A matrisi, nokta ve bloklarin indekslenmesine bagl

oldugundan, farkli indekslemeler farkli isabet matrisleri olusturur.

Eger bir (0,1)-matrisi olan A, asagidaki sartlar1 sagliyorsa tamamen indirgenmis bir

yapinin isabet matrisidir.

(1) Her satir ve siitunun en az bir tane sifir eleman1 ve en az iki tane “1” elemam
olmalidir.

(i) A’ da iki 6zdes (ayni1) slitun olmamalidir.

Her pozitif m tamsayis1 ve >0 sabiti i¢in AJ,, =7/, ise D yapist “diizenli”

dir. Burada J, biitiin elemanlar1 “1” ler olan boyuta uygun matristir [11].

Bir D yapisiin blok kiimeleri bos degil ve her blogu k& >0 nokta igeriyorsa bu
yapiya “diizgiin” denir. Bir yapinin diizgiinliigii onun isabet matrisine bakilarak
kolay bir yoldan bulunabilir. Diizgiin bir yapinin isabet matrisinde siitun toplamlari

esittir. Yani her blogunda esit sayida eleman vardir.

D, v >0 noktalar1 olan bir yap1 olsun. D ’nin t noktali her alt kiimesi, A ortak

bloklar1 ile tam iliskili olacak sekilde 4A,t (0<A ve 0< t <v ) tam sayilar



mevcutsa, D’ye, A i¢in bir t-yapisidir ya da sadece t-yapisidir denir. k& blok
genigligine sahip diizglin bir t-yapisina, “(diizgiin) t-(v,k,A) yapisi” ya da
“Ov,k,A) igin bir t-yapis1” denir. Burada v, noktalarin sayis1 ve A, t noktalar

tizerindeki ortak bloklarin sayisidir. Yalniz dikkat edilmelidir ki, her diizgiin yap1 ya

da t-yapisi bos olmamalidir. Ayni zamanda (v, k ,A4) i¢in t-yapisindan bahsederken

“k ”dan dolay1 bu yapinin diizgiin oldugu belirtilmis olur.

Bir D yapis1 esit sayida nokta ve bloga sahipse, D i¢in herhangi bir isabet matrisi

karedir. Bu nedenle » = v olan yapilara “kare yap1” veya “simetrik yapt” denir [11].

Tasarimdaki bir blok, {lizerindeki noktalar tarafindan tek olarak belirlenir ve bloklar,

noktalarin ayrilmis alt kiimeleri ile 6zdeslenebilir [11].

Bir D yapisinin tamamlanmist C(D) ile gosterilir. C(D) ’nin noktalar1 D ’nin
noktalaridir. D ’deki her B blogu i¢in C(D) ’de bir B" blogu dikkate alinir.
Buradaki isabet kural;, p noktasinin B’ iizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
p ’'nin B iizerinde olmamasidir. D ve C(D) ’nin isabet matrisleri birbirleriyle
iliskilidir. Ornegin A matrisi D yapismin isabet matrisi olsun. Bu takdirde

(J,,, —A), C(D) 'nin isabet matrisidir.

vxb

2.1. Ornek

Diizgilin 1-yapisinin kare olmasi i¢in » =k olmast gerektigini bir drnek iizerinde

gosterilebilir.

t-(v, k ,A) gosterimi yapinin diizgiin oldugunu ifade eder. Boyle bir yapi esit sayida
nokta ve bloga sahip ise buna iligskin isabet matrisi karedir. Bu nedenle » =v olur.
Bu yapiya kare yap1 ya da simetrik yapr ad1 verilir. Ornegin A matrisi asagidaki gibi

olsun.



11010
101 01
A=I1 0 0 1 1
011 01
0111 0]

Elde edilen yapida r = k =3 ve b =v oldugundan yap1 karedir.

2.2. Ornek

Noktalar1 P={1,2,3,4,5,6,7} bloklart B, ={1,2,4}, B, ={13,7}, B, =1{23,5},
B, =1{15,6}, B, ={3,4,6}, B, ={45,7}, B, ={2,6,7} olan bir D yapisinin isabet

matrisi ve tamamlanis1 agagidaki gibi ifade edilir.

1101000 001 0111
1010001 0101110
0110100 100 1011
D=[100 0110 = =011 1001
0011010 1100101
0001101 11100 10
01000 1 1] 101 1 10 0]

D, 2-(7,3,1) yapist gosterirken C(D), 2-(7,4,2) yapisidir. Bunun sebebi 7 nokta
yardimiyla elde edilen nokta kombinasyonlarindan sadece 2’serli nokta ciftlerinin 7
blokta 2’ser kez birlikte goriilmesinden kaynaklanmaktadir.

2.1. t-Tasarimmin Ozellikleri

2.3. Tanim

D= (X,A4,]1) isabet yapisi, asagidaki kosullar1 sagliyorsa t- (v, k ,4) tasarimi olarak

adlandirilir



@ [X]=v;

(il) B € A igin her blok k£ nokta ile iligkilidir.
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(iii) Her farkli t nokta birlikte A blok ile iligkilidir (yani noktalarin her t-alt

kiimesi A blokta bulunuyorsa) [3].

Negatif olmayan t,v, k ,A ,b ,r tamsayilan “tasarimin parametreleri” olarak bilinir.

r, “tekrar sayist ’dir ve bir noktanin goriildiigii blok sayisini belirtir [3].

2.4. Tanmim

Tekrarl bloklart olmayan bir t-tasarimina “basit t-tasarimi” denir [3].

t-tasarimi i¢in parametrelerin bulunmasi devam eden ¢6ziilmemis bir problemdir.

Fakat t, v, k,A parametreleri gerekli kosullar1 sagliyorsa o zaman bir t-(v, k , 1)

tasariminin varoldugu ispatlanmistir [12].

2.1.Teorem

D=(X,A),birt-(v, k,A) tasarimi olsun. 0<s<t kosulunu saglayan her s tamsayist

icin, s farkli nokta ile iligkili blok sayist 4 dir. 4, s noktadan bagimsizdir ve

asagidaki esitlik ile verilir:

2 v-s)v—-s-1...(v—t+1)

T k=s)k—s—=1)...(k—t+1)

bu esitlik

seklinde yazilabilir [3].

@.1)

2.2)
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2.1. Sonug

D, bir t-(v,k ,A) tasarim1 ve t > 0 olmak iizere s, 0 < s < t kosulunu saglayan

herhangi bir tamsay1 ise D, birs-(v, k ,4 ) tasarmmudir.

v,k ,A’nn bircok segenegi icin diizgiin t-yapilart bulunamaz. Bunun nedeni

A=A olan A4 (0<s<t) biiyiikliiklerinin tamsay1 olmas1 zorunlulugudur [11].

2.2. Sonug

t-tasarimlarinin parametreleri birbirinden bagimsiz degildir. Aralarinda baz1 6nemli

iligkiler vardir. D bir t-(v, k ,A) tasarimi ise asagidaki esitlikler saglanir:

be 4 =1 v(v=1)...(v—t+1) 2.3)
C T k(k-1)...(k=t+1) '

Esitlik (2.1)’deki A | formiiliinde s yerine 0 yazilarak yukaridaki esitlige ulasilabilir.

Bu esitlik; [5,13]’de

Sl

seklinde verilmistir.
t>0 ise bk =vr (2.5)
t=2ise r(k-1)=1,(v-1) (2.6)

dir [3,11].
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Esitlik (2.2)’de s=1 yazilirsa tekrar sayis1 » elde edilir.

122 v—1 k-1 57
AT ) e @7

A=A yazilir ise Teorem 2.1, A tamsayilarinin geri doniistimden asagidaki esitlik

ile kolaylikla hesaplandigini gosterir:

g =0=9

s (k—S) s+1 (28)

t > 1 olan herhangi bir diizgiin t yapist ayn1 zamanda diizgiin 1-yapisidir. Bunun

anlami yapinin diizenli olusudur.

2.3. Sonuc

t—s

k— _
Eger bir t-(v,k,A) tasarimi mevcut ise, bu takdirde (t SJ, /I{v S]’i boler,

s=0,1,...,t-1 [14].

Tasarim teorisinde A ,, bloklarin toplam sayisini yani b ’yi tanimlar. A4, bir noktay1

ihtiva eden bloklarin sayisini yani 7 ’yi tamimlar. Herhangi bir t-tasarimi i¢in (t>1)

Esitlik (2.2) ile 1-tasarim gibi diisiliniilebilir.
2.3. Ornek

A yapisiin noktalari; {1,2,3,4,5} ve bloklar1t A, ={1,2,3}, A,={1,2,3}, A;={2,3,4},

A,={3,4,5} olsun. 1 i¢in isabet matrisi s0yle olur
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O = == O
—_— = = OO

O O == =
O O = = =

A diizglindiir ve 1 iki blokta oldugundan ve 5 sadece bir blokta oldugundan diizenli
degildir. Bu nedenle Teorem 2.1.’den 4, herhangi bir t > 1 i¢in bir t-yapis1 degildir.
Ayni zamanda A, 2 ¢okluga sahip oldugundan 4 bir tasarim degildir. Ayrica 5,

A’nin sadece bir blogu tizerinde oldugundan 4 standartlasmamustir.

A/ R 3 bloga sahiptir; A, ={1,2,3} , A;={2,3,4} , A,={3,4,5}. Bu yiizden 4/ R bir
tasarim Ornegidir. 5, 4/ R ’nin izole edilmis bir noktas1 ve 3 de 4/ R ’nin dolu bir
noktasi oldugundan 4 / R standartlasmamustir. 3 ve 5 ortadan kaldirilirsa; {i¢ nokta,
{1,2,4} ve ii¢ blok A,={1,2} , A,={2,4} , A,={4} kalir. Boylelikle 4 / R ’nin bos

oldugu kolaylikla goriilebilir [11].

2.4. Ornek

B ’nin noktalar; {1,2,3,4,5} ve bloklari; B,={1,2,3}, B,={1,4}, B,={2,4},

B,={3.,4} olsun.

Burada 5 izole edilmis bir noktadir. 3 *nin noktalar1 {1,2,3,4} ve bloklar1 aynidir.

B, diizgiin degildir. Bununla birlikte B, olan bir 2-yapisidir. Dikkat edilmelidir ki B,

1-yapisi olmadigindan Teorem 2.1., diizgiin olmayan yapilar i¢in dogru degildir.
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2.5. Ornek

3 ’nin noktalari; {1,2,3,4,5,6} ve bloklari; B,={1,2,3,}, B,={1,4,5}, B,={1,2,6},

B,={1,3,6}, B;={2,4,5}, B,={2,4,6}, B,={3,4,5}, B;,={3,5,6} olsun.
@B ’nin parametreleri v=6,b=8,r =4, k =3 olan bir 1-tasarimudir.

2.6. Ornek

3 ’nin noktalart; {1,2,3,4,5,6,7} ve bloklari; B,={1,2,4,}, B,={1,3,7}, B,={2,3,5},

B,={1,5,6}, B;={3,4,6}, B,={4,5,7}, B,={2,6,7} olsun.

B, bir 2-(7,3,1) tasarimi1 ve Teorem 2.1°den bir 1-(7,3,3) tasarimidir. B i¢in isabet

matrisi simetriktir.
2.7. Ornek

B ’nin noktalar;; {1,2,3,4,5,6,7} ve bloklari; B,={3,5,6,7} , B,={2,4,5,6} ,
B,={1,4,6,7} , B,={2,3,4,7} , B;={1,2,5,7} , B,={1,2,3,6} , B,={1,3,4,5} olsun.

B, bir 2-(7,4,2) tasarimidir ve bir 1-(7,4,4) tasarimdir.

2.2. Teorem

t, k,v; t<k<v olan pozitif tam sayilar olsun. Bu takdirde asagidaki kosullar
saglandiginda bir t-(v, k ,4) tasarimi mevcut olacak sekilde bir ne N tam sayisi

vardir [4].

y—i k—i
/I[ .]EO mod[ ] , i=0]l,....t , A=2n
r—1 r—1
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2.4. Sonug

v—1=0 (modk-1);

yv—1)=0 (modk(k —1))

olacak sekilde k,veN tamsayilart verilsin. Eger m yeterli derecede biiylik ise,

A =mk(k-1)+1 olan bir 2-(v, k ,A) tasarimi vardir [4].

2.2. t — Tasarim Ile ilgili Yapilar

Verilen her hangi bir t-tasarimi D ile ilgili birtakim dogal yapilar vardir. Bu yapilar
bazi durumlarda yeni tasarimlar olustururlar. Bunlara iligkin tanim ve teoremler
asagida verilecektir.

2.2.1. Tiimleyen t — tasarim

2.5. Tanim

Parametreleri t,v,b,r,k ve A olan bir D t - tasariminin bloklart; By, By, ..., By ise

. Cey o I * * * *® e
D’nin “tiimleyen tasarimi” D , B, B, ,..., By ile verilir. Burada;

B ={1.2,...,v}-B;

dir. D’nin tiimleyen tasarimi kendisi ise o zaman D tasarimi, “kendini-tiimleyici veya

oz-tiimleyici” olarak adlandirilir [8].

2.3. Teorem

Bir t- (v, k, A) tasariminin tlimleyeni bir t- (v, v — k, A*) tasarimidir. Burada;
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e VTV 2.9
ok k—t 29)

dir [5].
Bu esitlik [14]’de

_, Co=ki)

" C(kt) (2-10)
seklinde veya [3]’de
/1*:/1(v—k)(v—k—l)...(v—k—t+1) @.11)

k(k =1).(k -t +1)

olarak tanimlanabilir. Esitlik (2.11) [15] de Esitlik (2.12) de oldugu gibi verilmistir.

_ k=D —k=2)..(v=k—t+1) (v=k)

2% ) (2.12)
(k=D(k=2)..(k—t+1) k

t=21ise A*=b-2r+1 (2.13)

olur [6].

2.8. Ornek

2 —(7,3,1) tasarimi i¢in bloklar asagidaki gibi olsun:

1311322
2454654
3567776

Bu tasarimin tiimleyeni, 2 — (7,4,2) tasarimi olup, bloklari;



4122111
5233233
6645445
7776567

dir.

Tilimleyen tasarimin A parametresi Esitlik (2.9)’dan kolaylikla bulunabilir;

v—t\ (v—t T-2)(7-2 5) (5
A*¥=A / =1 / = /| |=2
k k—t 3 3-2 3)\1

ya da Esitlik (2.13)’den
A¥=b-2r+1=17-23+1=2
elde edilir.

2.4. Teorem

v =2k olan t-(v,k,A) tasariminin tiimleyeni yine bir t- (v, k, A1) tasarimidir [8].

2.9. Ornek
Ornek 2.5.te verilen 1—(6,3,4) tasarimi diisiiniilsiin.

11112233
24234445
35665656

Verilen tasarimini tiimleyeni alinirsa;

17
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42321111
53443322
66556564

bloklar1 bulunur. Bu tasarim ise kendini-tiimleyici olan bir 1—(6,3,4) tasarimidir.

2.2.2. Dual t — tasarim

2.6. Tanim

D = (X,A, I) isabet yapist bir t-tasarimi1 ise bu takdirde, D' tasarimi
D'=(X", 47, 1") dir. Burada X '=4, 4A"=X ve (p,B)el olmak iizere, (B,p)el"

dir. D' tasarimima “D ’nin duali” denir [3].

Yani bir tasarimin duali islemleri ve bloklari sirastyla orijinal tasarimin bloklarina ve

islemlerine kars1 gelen yeni bir tasarimdir [9].

t,v,b,r,k parametreli bir t-tasarim verilsin. Bu tasarim Tanim 2.2. geregince,

tasarimin “isabet matrisi” olarak adlandirilan vx b ’lik bir matrisle gosterilebilir.
Satirlar tasarimin islemleriyle ve siitunlar da bloklarla nitelendirilebilir. Eger i islemi

j blogunda goziikiiyorsa matrisin (i, j). hiicresine 1 yazilir, géziikmiiyorsa 0 yazilir.

Isabet matrisinin her satir1 » tane 1’e, her siitunu da & tane 1’e sahiptir ve her farkli t

satir A tane ortak 1’lere sahiptir [14].

A, parametreleri t,v,b,r,k olan bir t-tasarim1 D’nin isabet matrisi ise asagidaki

esitlikler saglanir:

AJ[J = rvab
JVA = k]vxb
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Burada J, tiim elemanlar1 1’ler olan matristir (J , nxn boyutlu matrisi, J _ ise

no mxn

mxn boyutlu matrisi gosterir). Bu durumda A" matrisi bxv boyutludur ve her
satirinda k& tane 1, her siitununda » tane 1 vardir. Dual tasarimlarda asagidaki

esitlikleri gdrmek miimkiindiir:

J, A" =r1J

bxv
ATJV = k‘]bxv
Parametreleri t,b,v,k,r olan bir t-tasariminin isabet matrisi AT su sekilde

olusturulur. Eger orijinal tasarimin a,,a,,...a, islemleri ve Bj, B,,...,By bloklar

v

varsa, yeni tasarim c,,c,,...c, islemlerine ve C;, C,,...,C, bloklarmna sahiptir.
.. e . T 4-

Burada a,, Bi’ye ait ise ¢, C; ’ye aittir. Bu duruma “D’nin dual tasarimi D* dir”

denir [7].

2.7. Tamim

Bir t-tasarimi D, duali olan D"ye izomorfik ise yani eger 7:D — D' bir
izoformizm tanimliyorsa, D tasarimi “self-dual” dir. Diger bir ifadeyle, tasarimin
duali, orijinal tasarim ise bu tasarim self-dual dir.

2.10. Ornek

B, = {1,23}, B, = {2,3,4}, Bs = {3.4,1}, B4 = {4,1,2} bloklar1 ile verilen

2 —(4,3,2) tasarimi diistiniilsiin.

Tasarimin isabet matrisi su sekildedir:
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O = =
—t = e O
—_— e D
—_— O =

Dual tasarimin isabet matrisi A" ise s6yle olur:

[ N T G
S = =
—_— = = O

Dolayisiyla tasarimin bloklari; Bi= {1,3,4}, B, = {1,2,4}, Bs = {1,2,3}, B4 = {2,3,4}
olur. Bu bloklar orijinal tasarimin bloklar1 ile ayn1 oldugundan verilen tasarim self-

dualdir.
2.2.3. Tam t — tasarimi

0<t< k <v tamsayilar verilsin. Eger X, v elemanl bir kiime ve 4, X ’in biitiin k&

elemanli alt kiimelerinin birlesimi ise D = ( X, A) ¢iftli bir t- (v, k, A max) tasarimudir.

V
Buradaki A . degeri maksimum A ’dir ve C( J binomial katsayisina esittir.

Boyle tasarimlar “trivial” olarak veya “tamamlanmis tasarim” ya da “tam tasarim”™
olarak isimlendirilir. Yani, k blok genisligindeki bir tasarim eger noktalarin her k-

kiimesi en azindan bir blok ile iliskili ise tam tasarim olarak adlandirilir [11,16].

Tam tasarimlarda b = (Z] dir. Tekrarl1 bloklar oldugunda & noktanin her kiimesinin

ayni sayida blokla iliskili oldugu tam tasarim tektir [3].
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2.5. Teorem
0 <t < k <v/2 kosulunu saglayan herhangi t,k,v tamsayilari i¢in tam olmayan t-

v—t

(v,k,A) tasariminda A < [k ,

jdir. [11].

2.6. Teorem

v<k +1 olan her t-(v,k,A) tasarimi tam tasarimdir [4].

2.7. Teorem

Tam olmayan t- (v, k, A1) tasarimlar1 asagidaki esitsizligi saglar [4].

b VT 2.14
“Ne-2)le-2 2.14)

2.11. Ornek

5—(24,8,1) tasarimi Esitlik (2.4)’i saglar. Bu esitlikten tasarimin blok sayisi;

()

olur. Tasarimin Esitsizlik (2.14)’i saglayip saglamadigi kontrol edilir,

v—1)\ (k
b>v /
t=2)\t=2
23) (8
759 > 24, /I =759
3 3
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5—(24,8,1) tasariminin Esitsizlik (2.14)’1 sagladig goriiliir.

2.8. Teorem

Bir t-(2k+1L,k, 1) tasarimi varsa bu takdirde bir t-

k+2,k+1,A2k +2—1t)/(k+1—1)) tasarimi vardir [16].

2.12. Ornek

2—(7,3,1) tasarim1 var oldugundan 2—(8,4,3) tasarimi vardir.

2.2.4. Simetrik t — tasarimi

2.1.Yardimci Teorem

t>s+2 (s=0)ise A ,>v—s dir. Bu kosullarin saglandig: bir t-tasariminda,

bl(k—1)...(k—t+3) > v(v—1)...(v—£ +2) (2.15)

dir. t=2 ise bu esitsizlik b >v olur ve Fisher esitsizligi olarak bilinir [17].

2.8. Tanim

b =v olan bir t-tasarimina “simetrik t-tasarimi” denir.

t > 2 olan simetrik t-tasarimi, simetrik bir (t-1)-tasariminin genislemesidir ve bu

nedenle Esitsizlik (2.15) asagidaki gibi olur [17].

bk (k =1).(k — 1 +3)=v(v = 1)..(v = £ +2)
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2.2. Yardimci Teorem
b=v vet>2ise k>v—1dir ve t-tasarimi tam tasarimdir [4].

Tam tasarim durumlari, k =v ve k=v—1, disinda t > 2 olan hicbir simetrik yapiya

sahip degildir [18].
2.2.5. Dar t — tasarimi

2.9. Tanim

t=2s olan bir t- (v, k, A) tasariminda v>k +sve b= [v

] sartlar1 saglaniyorsa tasarima
s

“dar t-tasarimi” denir.
Dar 4-tasarimi Ornegi 1iyi bilinen 4—(23,7,1) Witt tasarimidir. Bu tasarimda

23
b= [2 ] =253 diir. t> 4 olan dar t-tasarimlari ¢ok nadir goriiniir [5].

Dar 6-tasarimlar1 yoktur. t=2s>10 1se ancak sonlu sayida dar t-tasarimlar1 vardir

[16].

2-tasariminin dar olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, tasarimin simetrik olmasidir.
Benzer sekilde 4-tasariminin dar olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, tasarimin yari
simetrik olmasidir [4].

2.2.6. Tiiretilmis t — tasarimm

Tiiretilmis yapilar i¢ veya daraltilma yapilar olarak da bilinir. Bir noktada ya da bir

blokta tiiretilmis t-tasarimi bulunabilir.
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Bir noktadaki tiiretilmis tasarim tanimi asagidaki sekildedir.

2.10. Tanmim

D=(X,A1); pe X,Be A ve tanim kiimeleri

X,=X-{p}, A, ={B|Bec4,BNp}

olmak tizere, D’nin p noktasinda Dy’ye “daraltilmasi” Dy = (X ,, 4,) ile verilir [3].

p’deki daraltilma bazen kisitlama olarak adlandirilir fakat kisitlama X —{p}

1¢indir.

Yani bir noktadaki tiiretilmis tasarim, bir nokta silinerek ve sadece bu nokta ile

iligkili bloklar1 elde tutarak bulunan tasarimdir.

2.9. Teorem

D =(X,A),t>2olan bir t-(v,k, 1) tasarim ise, bu takdirde herhangi bir p € X i¢in
Dy, bir (t-1)-(v—=1,k —1,4) tasarmmudir [3].

2.13. Ornek

Ornek 2.7.’deki 3—(8,4,1) tasarim1 goz oniine almsin. Tasarimin bloklar1 su sekilde

1di:

{1,3,7,8},{1,2,4,8},{2,3,5.8},{3,4,6,8},{4,5,7,8},{1,5,6,8},{2,6,7,8},
{17273’6}7{1’255’7}7{1’35475}7{1747677}7{2737477}7{2747576}7{3757677}

p =1 noktas1 secilerek verilen tasarimin tiiretilmis tasarimi bulunursa, bloklar

asagidaki gibi olur:
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{3,7,8},{2,4,8},{5,6,8},{2,3,6},{2,5,7},{3,4,5},{4,6,7}

Bulunan tiiretilmis tasarim bir 2—(7,3,1) tasarimidar.

2.2.7. Artik t — tasarimi

Artik yapilar dis yapilar olarak da bilinir. Tiretilmis tasarimda oldugu gibi bir
noktada ya da bir blokta artik t-tasarim1 bulunabilir.

Bir nokta dikkate alindiginda tanim soyle olur.

2.11. Tanmim

D=(X,4,1);, peX, Bedolsun. X, =X-{p} ve A4’=4A-{B | BNp},

A" = A—A,ileverilen D” = (X ,,4”), D’nin p noktasindaki artigidir [3].

2.10. Teorem

D =(X,A),t>2 olan bir t-(v,k, A1) tasarimi ise bu takdirde herhangi bir p € X i¢in

DP bir (t-1)-(v-1,k, A v=FK) ) tasarmmudir [16].
k—t+1

Yani D P tasarimi D’nin p disindaki biitin noktalarindan ve p’yi igermeyen

bloklarindan olusur.
2.14. Ornek
Bloklar1 asagidaki gibi olan 3—(8,4,1) tasarimi goz oniine alinsin:

{1.3,7.8},{1,2,4,8},{2,3,5,8},{3,4,6,8},{4,5,7,8},{1,5,6,8},{2,6,7.8},
{1,2,3,6},{1,2,5,7},{1,3,4,5},{1,4,6,7},{2,3,4,7},{2,4,5,6},{3,5,6,7}
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p =1 noktasi segilirse verilen tasarimin artik tasarimi asagidaki gibi olur:
{2,3,5,8},{3,4,6,8},{4,5,7,8},{2,6,7,8},{2,3,4,7},{2,4,5,6},{3,5,6,7}
Bulunan artik tasarim bir 2—(7,4,2) tasarimidir.

v, X ’nin bir seti olmak {izere t—(v,k,/l) tasarimi1 (X, A) ¢ifti olarak tanimlanir.
A,X’in her t-alt setini A blokta igerdigi k-alt setlerinin ailesidir. Daima

0 <t <k <v oldugu farz edilir [14].

X, v’nin herhangi bir seti olsun. C, X ’in miimkiin olan tiim k-alt setlerini

gostersin. Boylece (X,C) kombinatorik tasarim diye isimlendirilen t-tasarimidir. Bu
tasarimda A, C(v—¢, k —t) binom katsayisina esittir. 4, C ’nin her bir elemani n
defa iceren X ’nin k-alt seti olsun. (X, 4), t— (v,k,n/i) tasarimudir. Aslinda verilen
her bir t—(v,k, nl) tasariminda her blogu n defa yineleyerek t—(v,k,nxl) tasarim

bulunabilir.

t-tasarimlar1 0<t<6 icin bilinmektedir. #>6 i¢in t-tasarimlar1 bulundugu son

calismalarda gdsterilmistir [14].
2.11. Teorem

Her t—(v,k,nxl) tasarrmi A =(v—t+1)/(k—t+1) olan (t—l)—(v,k,f)

tasarimidir[ 14].
2.5. Sonug

A, = b bloklarin sayisi, A4, =7 verilen bir elemani i¢eren bloklarin sayist ve 4,
verilen i-alt setini igeren bloklarin sayisi olsun (0 <i <t). Bu takdirde,

A Ck—it-i)y=A,C(v—i,t-i) dir[14].
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2.6. Sonug

t-tasariminin tamamlayicisi t-tasarimidir [14].

t— (v,k,/l) tasariminin  tamamlayicis;, A = AC(v—k,t)/C(k,t) olmak iizere

t— (v, vk, ) oldugunu gérmek miimkiindiir [14].
2.12. Teorem
t— (v, k, A)tasarmunin varhg: (t—i) — (v — i,k —i, 1) tasarimmnin varligmi belirtir [14].

C(x), X ’nin verilen x eleman1 iceren D=(X, 4) bloklarinin seti olsun. X —{x} in
her bir (t-1)-alt seti kesinlikle D’nin A blogunda x ile goziikiir. Bu bloklar C(x)’in
bloklar1 olur. Boylece (X —{x},4") i=1 tasarimi i¢in gereklidir. 4', C(x)’in

bloklarindan x silinerek bulunur.
Bu tasarim verilen x elemani iceren bloklardan baska diger bloklardan olusur.

Teorem 2.12.’de verilen C(x), A bloklarinin setidir.



3. DENGELi TAMAMLANMAMIS BLOK TASARIMLARI
3.1. Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarimlarimin Kosullari ve Bazi1 Tanimlar

v, k ve A v>k=>2 gibi pozitif tam say1 olsun. (X, 4) cifti asagidaki kosullar1
saglarsa “Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarimlar1” (v, k, 1) — BIBD olarak
tanimlanir.

(1) v, noktalar olarak adlandirilan elemanlarin bir setidir

(i) X ’in alt setlerinin koleksiyonu olan A, blok olarak adlandirilir
(ii) Her blok % nokta icerir

(iv) Farkli noktalarin her ¢ifti A blokta igerilir

(v) Her nokta r blokta goziikiir, » >0 [11].

Bu tasarimlarin adindaki tamamlanmamis v > k£ kosulunu ifade eder. Burada, blok
genisligi £ noktalarin toplam sayisindan azdir, boylece hicbir blok noktalarin
tamamini icermez. Dengeli deyimi, A parametresinin degismezligini ifade eder.
BIBD, 2- (v, k,A) tasarimidir. BIBD’leri genellikle (v,b,r,k, 1) — tasarimlar
seklinde ifade edilir.

3.1. Ornek

(7,7,3,3,1)-tasarim 6rnegi 1,2,3,4,5,6,7 noktalarindan olusan X seti ve asagidaki
bloklar ile verilir.

{1,2,4} {2,3,5} {3,4,6} {4,5,7} {5,6,1} {6,7,2} {7,1,3}

blok genisligi & 'nin li¢ oldugu kolayca goriiliir ve yineleme sayis1 » iictiir.
Noktalarin her ¢ifti sadece bir blokta birlikte goziikiir, boylece A4 =1dir.
3.2. Ornek

(4,4,3,3,2)-tasarim1 X ={1,2,3,4} ve {1,2,3} {2,3,4} {3,4,1} {4,1,2} bloklar ile
verilir.

3.3. Ornek

X ={1,2,3,4,5,6,7,8} seti lizerinde, {1,3,7,8} {1,2,4,8} {2,3,5,8} {3,4,6,8} {4,5,7,8}
{1757678} {2’67778} {1’27376} {1’27577} {1’37475} {1’476’7} {2’37437} {2’4’536}
{3,5,6,7} bloklart ile (8,14,7,4,3)-tasarim1 da Ornektir.



X ’in biitiin alt setlerinden olusan A ’min genisligi & olsun. Bu takdirde (X, 4) bir

2
(v, k(z 2)} _BIBD oldugu bilinir.

BIBD’lerin varligiin iki temel kosulu asagidaki teoremlerde verilmistir.

3.1. Teorem

Bir (v,k,4) — BIBD’de her nokta kesinlikle

Av-1)
k-1

blokta goziikiir [16].
3.2. Teorem

Bir (v,k,4) — BIBD icin bloklarin sayis1

ile verilir [16].

Bazi parametre setleri ile BIBD’in mevcut olmadigi bu iki teoremle goriintir. Cilinkii
b ve r tam say1 olmalidir. Ornegin (8,3,1)-BIBD mevcut degildir, ¢iinkii Teorem
3.1. saglanmaz. Bir diger 6rnek, (19,4,1)-BIBD diisiiniilsiin. Teorem 3.1.’den
(19,4,1)-BIBD r =1x 18/ 3 =6’ya sahiptir. Bu bir ¢eligki degildir. Bununla beraber
eger Teorem 3.2. kullanarak b hesaplanirsa, b = 19x 6 /4 oldugu goriiliir, bulunan
tam say1 degildir, dolayisiyla (19,4,1)-BIBD mevcut degildir.

Kombinatoryal Tasarim Teorisinin ana amaglarindan biri bir (v,k, 1) — BIBD’in

bulunmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar1 belirlemektir. Bu genel olarak ¢ok zor
problemdir ve cevabi heniiz bilinmeyen pek ¢ok parametre seti vardir. Ornegin
(22,8,4)-BIBD olup olmadig1 halen bilinmemektedir.

3.1.1. Dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarinin isabet matrisleri

Verilen (v,b,r,k,A) —tasarimi isabet matrisi olarak isimlendirilen vx b boyutlu
matris ile gosterilir. Satirlar tasarimin noktalari ile siitunlar da bloklar ile
siiflandirilmistir. j.blokta i.nokta igerilmis ise matrisin (i,j). hiicresine 1 ve diger
hiicrelerine 0 yazilir. Isabet matrisinin her bir satir1 7 tane 1’e, her bir blogu & tane
1’e sahiptir ve ayr1 satirlarin her ¢ifti ortak olarak A bloktadir.



(X, A4), bir (v,k,A)—BIBD olsun, (X, 4)’nin isabet matrisi vx b boyutlu 0-1 matris
M = (mi, j) asagidaki kural ile tanimlanir.

1 X, €A,
" =0 X, A,

3.4. Ornek

(9,3,1)-BIBD g6z 0niine alinsin. Bu tasarinin isabet matrisi agagidaki 9x12 lik
matristir.

e
_—_ e, O O OO0 O O
S O O ©O —=O O =
S = OO0 = OO0 = O
_ o O = O O = O O
_ 0 OO = OO O =
S O == O OO0 = O
S = OO0 O == O O
S T o~ o oo o =
—_ 9 00 o 0 = O
S O m-O = O = O O

oS o oo o o/ —/ =

3.3. Teorem

M bir vxb 0-1 matris olsun. M bir (v,b,r,k,/l)—BIBD’in 1sabet matrisi olmasi
igin gerek ve yeter kosul, MM"™ = AJ +(r—A), ve u,M =ku, olmasidir [16].

I, nxn 6zdeslik matrisini, J, her hiicresi “1” olan n xn matrisini ve u, her
koordinat1 “1” olan n uzunlugundaki vektorii gostermektedir. M = (ml.‘ j) matrisi igin

L T . . o . « e
M ’nin transpozu M ,(j,i) hiicresi (m,.,j) olan matristir.

3.1.2. Izomorfizm ve otomorfizm

(X,4) ve (Y,B), iki (v,k,1)— BIBD oldugu diisiiniilsiin.
{{a(x) 1X € A}: Ae A} = B olacak sekilde o : X — Y 1-1doniisiimse (X, 4) ve

(Y, B) ’nin izomorfik oldugu sdylenir.



Boylece x € X olmak iizere, her nokta «(x) ile yeniden isimlendirilirse, A
bloklarinin koleksiyonu B ’ye doniistiiriiliir. 1 -1« (bijection &), bir “izomorfizm”

olarak adlandirilir.
3.5 Ornek
Burada (X, 4) ve (Y,B), iki (7,3,1)-BIBD alinsin.

=1{1,2,3,4,5,6,7} ve

{a,b,c,d,e,f,g} ve
{abd ,bce,cdf ,deg, aef ,bfg, acg} .

X
A =1{123,145,167,246,257,347,356}
Y
B

aol)=a ,a)=b,aB)=d ,a(4)=c ,a(5)=g , a(6)=e ve a(7) = f olacak
sekilde 1 -1 tanimlansin. Ardindan X ’deki noktalar « kullanilarak tekrar

siniflandirildiginda A ’nin bloklar1 asagidaki gibi olur:

123 — abd
145 — acg

167 — aef

246 — bce
257 — bfg

347 - cdf
356 — deg

Boylece «, iki BIBD’in bir izomorfizm’dir.



3.4. Teorem

M =(m,,)ve N =(n,,) iki (v,b,r,k, 1)~ BIBD’in isabet matrisleri olsun. iki BIBD

i.j
izomorfik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul {1, oo v} ‘nin permiitasyonu y ve

{1,...,b} ‘nin permiitasyonu S olmak iizere, her 1<i<v , 1< <b i¢in

My ;= Mya.p0)
mevcut olmasidir [16].

Genel olarak, iki BIBD’in izomorfik olup olmadigini belirlemek zor bir hesaplama

problemidir.

(X, A) bir (v,k,4)—BIBD olsun. (X, 4) 'nin bir otomorfizm’i BIBD’in kendi

i¢inde bir izomorfizm’idir. Bu durumda 1-1 ¢ doniistimii, X ’in
{a(x):xeAl:Acd}=4

Seklindeki bir permiitasyonudur. X ’in tizerinde birim doniigiin daima bir

otomorfizm ’dir.
3.6. Ornek
(X, A) asagidaki (7,3,1)-BIBD olsun

X ={1,2,3,456,7} ve
A=1{123,145,167,246,257,347,356}



I-la; a)=1,a(2)=2,a3)=3,a(4)=5,a5)=4, a(6)=7 ve a(7) =6
gibi tanimlansin. Ayrica, X ’deki noktalar « kullanilarak tekrar siiflandirildiginda

A ’nin bloklar1 asagidaki gibi olur:

123 - 123
145 — 145
167 —> 167
246 — 257
257 — 246
347 — 356
356 — 347

Boylece «, BIBD’in bir otomorfizm’dir.

(X, 4) BIBD’in biitiin otomorfizmlerinin setleri, bir grup olusturularak

gosterilebilirler. Bu grup, BIBD’in otomorfizm grubu olarak adlandirilir ve

Aut (X, A) ile gosterilir.

3.7. Ornek

Ormnek 3.6.daki (X,4), (7,3,1)-BIBD, p(1)=2, B(2)=4, B(3)=6, (4 =3,
pB)=1, p(6)=7 ve B(7)=>5 gibi tanimlanan £ otomorfizmine sahiptir.

y=aof y(x)=Bla(x)) gibi tammlanan y asagidaki gibi olur:

y(H)=2,y2)=4,yB)=6,y@)=1,y(5)=3, y(6)=5 ve y(7)=7. Boylece

y ’da BIBD’in bir otomorfizmidir.



3.1.3. Dengeli tamamlanmamus blok tasarimindan yeni dengeli tamamlanmams

blok tasarimlarinmin elde edilisi
Yeni BIBD’ler elde etmenin iki metodu vardir. Birinci yap1 “toplam yapi” olarak

adlandirilir. Ayni nokta seti lizerinde verilen iki BIBD i¢in, yeni BIBD iki diizendeki

biitiin bloklari igerir.

3.5. Teorem

(v,k,A,)—BIBD ve (v,k,A,)—BIBD olsun. Bu takdirde (v,4,4, + 4,) —BIBD

mevcuttur [19].

Ozel durum olarak eger bir (v, k, 1) — BIBD’de her blogun iki kopyas1 aliirsa, ayrica
bir (v,k,24)—BIBD elde edilir.

“Toplam Yap1” nin uygulamasini tanimlamak i¢in (16,6,4) — BIBD g6z 6niine alinir.
(16,6,1) —BIBD mevcut degildir. Bununla beraber, (16,6,2) —BIBD ve

(16,6,3) — BIBD ikisinin de mevcut oldugu bilinir. Toplam yapinin uygulamasi ile
A>1 i¢in (16,6,1) —BIBD'in mevcut oldugu goriiliir.

3.8. Ornek

(9,3,1)-BIBD kullanilarak, (9,3,2)-BIBD’in elde edilisi verilebilir.

v—1
p="V -9y
k 3

olarak hesaplanmustir.



Cizelge 3.1. (9,3,1)-BIBD

‘ Bloklar
Islemler
A (A, |4, A, |45 |4, | A, | A | Ay | A, |4, | 4,

1 X X X X
2 X X X X
3 X X X X
4 X X X | X
5 X X X X
6 X X X X
7 X | X X X
8 X X | X X
9 X X X X

Ayni sekilde yeni olusturulan (9,3,2)-BIBD’in diger iki parametresi,

p=reEh o, 1@ g
v—1 8

p="0 89 oy
ko3

r =8 ve b =24 olarak hesaplanmistir.




Cizelge 3.2. (9,3,2)-BIBD

Ai

8

5
Tl mo G D@2 EERERRENKR
1 | X X X X X X X X
2 | X X X X | X X X X
3 |X X X X X XX X

4 X X X X X X X X

5 X X X X X X X X
6 X X X X X X X X
7 X | X X X XX X X
8 X X X | X X X X | X

9 X X | X X X X X X

(1,7) cifti, A, blogu ve 4,, blogunda goriilmektedir, (5,6) cifti ise 4, ve 4,,
bloklarinda goriilmektedir: 4 =2 dir.

Ikinci yap1 “tamamlanis” olarak adlandirilir. (X, 4) bir BIBD olsun ve X \ 4 ile

A € A her blok tekrar yerine yazilsin. Sonug yine agsagidaki Teoremde oldugu gibi
bir BIBD dir.

3.6. Teorem

Bir (v,b,7,k,A)—BIBD mevcut ise, (v,b,b—r ,v—k ,b—-2r+ 1)—BIBD

mevcuttur [19].

Ornegin, (7,3,1)-BIBD’in “tamamlayicis1” (7,4,2)-BIBD ve (9,3,1)-BIBD’in
“tamamlayicist” (9,6,5)-BIBD dir. Teorem 3.6.”ya gére BIBD’lerin k£ <v/2 ile

calisilmasi yeterlidir.
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(7,3,1)-BIBD i¢in

P Gt NN P C R Y A G Lo
v—1 6 k 3

A=b-2r+1=7-6+1=2

(7,4,2)-BIBD bulunur.

(9,3,1)-BIBD igin

A Gk ) N B ) B A e £ S A P\
v—1 8 k 3

A=b-2r+1=12-8+1=5

(9,6,5)-BIBD elde edilir.

3.1.4. Fisher esitsizligi

Bir (v,k,A) —BIBD’in var olmasi icin gerekli olan iki kosul Teorem 3.1. ve Teorem

3.2.’de verildi. Bilinen bir diger 6nemli ve gerekli kosul Fisher Esitsizligidir.

3.7. Teorem ( Fisher Egyitsizligi )

(v,b,r,k,A)—BIBD varligi icin b > v olmahdir [7].

Not: b>vniinsonucu, >k ve A(v—1)>k*>—k gibi diger esdeger yollarla da

ifade edilebilir [14].

b <v olmak lizere A, tasarimin isabet matrisi olsun. 0’dan olusan v —5 bloklarini,

vxv matris B ’yi elde etmek i¢in A ’ya eklensin. 0’dan olusan bu ekstra bloklar i¢

carpimi degistirmedigi icin AA” = BB” olmalidir. Determinant: alarak
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det(AA") = det(BB") = (detB)(detB") = 0 oldugunu goriiliir, ¢iinkii 0’dan olusan
bloklardan dolay1 detB =0 dir. Teorem 3.3’ten

r A A A4

A A A
det(AA") = det

A r A

A A A r

elde edilir. Bu determinant yapisinda ilk siitunu diger her bir siitundan ¢ikararak ve

ardindan ilk satira her satir1 ekleyerek asagidaki determinant elde edilir.

r+(v-0nA 0 0 0
r r+wv-1n4 0 0
det(AA" ) =det
0 r+wv-n4 0
A 0 0 r+(wv-1n4
Boylece
det(AA") =[r+(v=1)A](r— 2)"" (3.1)

bulunur. Fakat », v ve A4 hepsi pozitif oldugu i¢in » + (v —-1)4 > 0 dir ve

k <voldugu i¢in Teorem 3.1. ve Teorem 3.2. r > A oldugunu ifade eder. Boylece

Esitlik (3.1)’in sagindaki ¢arpim 0’a esit olamaz.

Eger BIBDde v=5b ve k =r elde edilirse BIBD’in simetrik ya da kare oldugu
sOylenir. Simetrik BIBD’ler her zaman (v, k, A) — tasarimlari gibi tanimlanir.

BIBD’in simetrigi i¢in parametreler iizerinde toplanabilme 6zelligi vardir [14].

Ornek olarak parametre seti (16,6,1) almsin. (16,6,1)-BIBD r =3 diir, fakat r <k
sonucu ortaya ¢ikar, o halde (16,6,1)-BIBD mevcut degildir [20].
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3.8. Teorem ( Bruck-Ryser-Chowla Teoremi )
Asagidaki kosullar simetrik BIBD’in varlig1 i¢in gereklidir.

(1) v ciftise; kK — A bir tam sayinin karesidir.
(i1) v tek ise; asagidaki esitlik tamami O olmayan X,y,z tam sayilarinda bir ¢ziime

sahiptir

2 2 (“V 2
x“=(k-A)y2 + (-1) 724z [14].

BIBD parametrelerinde verilen tiim sonuglar gerekli fakat yeterli degildir. Bunlar
parametrelerin kesin setleri i¢in, bir BIBD’in varligini1 korumasinda kullanilabilir
ancak verilen bir parametre seti (biitiin bu kosullar1 saglayan) bu parametrelerle
birlikte BIBD’in mevcut oldugunu ifade etmez. Varlik sorusunun

kesinlestirilemedigi birgok miimkiin parametre seti vardir.

Ornegin, (22,7,2)-BIBD’in mevcut olamayacagini gostermek i¢in Teorem 3.8.
kullanilir. i1k olarak, eger bu BIBD mevcut olsaydi, simetrik olmalryd ciinkii;
2(22-1) =7(7-1) dir. Bununla beraber 22 ¢ift sayidir ve 7- 2 = 5 tam kare

olmadigindan BIBD’in mevcut olmadigina karar verilebilir [20].
3.2. Dengeli Tamamlanmams Blok Tasarim i¢cin Diger Yapilar

BIBD kurmak i¢in birka¢ metod vardir. Bunlar genellikle iki sinifa ayrilir, Direkt ve
geri doniislii metodlar. Direkt metodlar genellikle BIBD’leri parametreleri tizerinde
0zel sinirlandirmalarla verilir. Diger taraftan geri doniislii metodlar BIBD ailelerinin

tamamini saglar. Direkt ve geri doniislii metodlarin bazilar1 burada incelenecektir.

Verilen simetrik bir BIBD’den yeni bir BIBD kurmak i¢in ii¢ yontem verilecektir.

Simetrik BIBD’de sinirlandirma agagidaki Teorem 3.9.’un bir sonucudur.
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3.9. Teorem

(v,k,A)—tasariminda her iki blok ortak olarak A elemana sahiptir [14].

3.2.1. Artik ve tiiretilmis dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari

Simetrik BIBD’in her bir iki blogu A ortak nokta igerir. Bu sonug eskisinden yeni
BIBD elde etmeyi saglar.

3.1. Tamm

(X, A) simetrik (v,k,A)—BIBD ve A, € 4 olsun.

Der(X,4,A))=(A,, {ANnA,:Aed , A#A,}) ve
Res(X,4,A))=(X\A,, A\A;:Aed , A#A,}) dir. Der(X,4,A,) tiiretilmis

BIBD olarak ve Res (X, 4,A,) artik BIBD olarak adlandirilir.

3.10. Teorem

(X, A) simetrik (v,k,A)—BIBD ve A, € 4 olsun. O zaman Der(X,4,A,) A>2
ile (k,v—1Lk—-1,1,4—-1)—BIBD dir. AyricaRes (X,4,A,) k>A+2ile
(v—k,v=1,k,k—1,1)—BIBD dir [20].

Der(X,A4,A,), k > A 22 parametreleri ile BIBD dir (& tiiretilmis tasarimda

noktalarin sayisidir ve bloklar A4 genisligine sahiptir). Bununla beraber her bir

simetrik BIBD’de £ > A dir ¢linkii A(v—1)=k(k—1) ve v>k dir.

Res (X,4,A,), v—k >k —A>2 parametreleri ile BIBD dir (v — k artik tasarimda

noktalarin sayisidir ve bloklar k& — A genisligine sahiptir). Simetrik BIBD’de

v—k >k — A oldugu gosterilebilir. v <2k — A4 olsun. O zaman ,
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k(k—1)=A(v—-1)< A2k —A-1) dir. Bu (k—A)(k— A1 —-1) £ 0 a esdegerdir. Fakat
k ve A tamsayilardir, bdylece bu son esitsizlik ancak ve ancak & = 4 ya da
k=24 +1 ise gergeklesir. £ > 4+ 2 oldugu kabul edildiginde, ¢eligki olur. Bundan

dolay1, v—k > k — 4 kosulu saglanmaz.

A, da olmayan biitiin noktalar: silerek tiiretilmis tasarim kurulabilir. Bu
(k,v—1,k—-1,1,4 —1)—tasarimin1 verecektir. Teorem 3.9.’a gore orijinal tasarimin

bloklarmin her biri se¢ilmis blok ile ortak 4 noktaya sahiptir. Bu durumda yeni
bloklarin hepsi &k — A genisligine sahiptir. Geriye kalan noktalarin her bir ¢ifti yine
birlikte A blokta goziikecektir. Yeni tasarim yalnizca 1 eksik bloga ve v—k

noktalara sahip olacaktir, bu durumda (v—k,v—1k,k— A, 1) —tasarimi elde edilir.

Her iki kurulus i¢inde, farkli bloklar1 segerek izomorfik olmayan artik ve tiiretilmis

tasarimlar1 bulmak miimkiindiir [14].

3.2. Tanim

(n® +3n+4)

Iki diizlem, v=5b= r=k=n+2, A=2 parametreleri ile simetrik

BIBD dir ve onun artik tasarima,

2 T 2

, r=n+2 , k=n , A=2
parametrelerine sahiptir [7].

3.9. Ornek

(11,5,2)-BIBD simetriktir ¢linkii 2(11-1)=5(5-1) dir. Artik BIBD (6,3,2)-BIBD dir ve

tiiretilmis BIBD (5,2,1)-BIBD dir. Cizelge 3.3. de (11,5,2)-BIBD’de 11 blogu
goziikmektedir. Blok A ;={1,3,4,5,9} dir. Kalan 10 blok her biri iki kisim i¢inde
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parcalanmustir. {1,3,4,5,9} nokta seti lizerinde (5,2,1)-BIBD ve {0,2,6,7,8,10} nokta

seti lizerinde (6,3,2)-BIBD elde edilir. (11,5,2)-BIBD bir iki diizlem tanimlar. iki

diizlem ile iliskilendirilmis grafiklerin her seti Hussain Grafikleri olarak adlandirilir.

Sekil 3.1. (11,5,2) iki diizlem

Cizelge 3.3. Simetrik (11,5,2)-BIBD’in tiiretilmis ve artik BIBD’leri

13459

45
35
14
59
39
49
15
19
13
34

2610
670
678
278

6810

0710

0810
260

2710
028
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,b',r' k', A" —ile artik BIBD’in (v—k,v—1,k,k — A, 1) —parametreleri
tanimlansin. Bu parametreler »' = k'+ A’ kosulunu saglar. » =k + A4 ile
(v,b,r,k,A)—BIBD yan artik BIBD olarak adlandirilir. Yar1 artik
(v,b,r,k,A)—BIBD simetrik (v+r,r,41)—BIBD’in artik BIBD gibi elde edilir ve bu

simetrik BIBD’in mevcut oldugu ispatlanir.

Benzer olarak, (v',b",7',k',A") — tiiretilmis BIBD’in

(k,v—1,k-1,1,4 —1)—parametreleri yazilabilir. Bu parametreler k' = A" +1
kosulunu saglar. £ = A +1 ile her bir (v,b,r,k, 1) — BIBD yar tiiretilmis BIBD
olarak adlandirilir. Yar tiiretilmis (v,b,r,k, A1) — BIBD simetrik
(b+1,r+1,4+1)—BIBD’in tiiretilmis BIBD gibi diisliniiliir ve bu simetrik BIBD’in

mevcut oldugu ispatlanir.

(10,15,6,4,2) parametre seti yar1 artiktir ¢clinkli 6=4+2 dir. Eger simetrik (16,6,2)-
BIBD mevcut ise (10,15,6,4,2)-BIBD mevcuttur.

(9,18,8,4,3) parametre seti yar1 tliretilmistir ¢linkii 4=3+1 dir. Eger simetrik (19,9,4)-
BIBD mevcut ise bu yiizden (9,18,8,4,3)-BIBD mevcuttur. Bu simetrik BIBD’lerin
her ikisi de mevcuttur, bdylece Teorem 3.10.’dan (10,15,6,4,2)-BIBD ve
(9,18,8,4,3)-BIBD ikisi de mevcuttur. Arttk BIBD’in yar1 artik ve tiiretilmis BIBD’in

yari tiiretilmis oldugu tanimlarindan agiktir.

3.2.2. Dual tasarim

Verilen (v,k, A1) —tasariminda, Dual tasarimi bloklarin ve noktalarin rollerini

degistirerek elde edilebilir. D’nin blok sayis1 dual tasarimin islemlerinin bir setini,
dualin bloklar1 D’nin islemleri ile iliskili olacaktir. D’nin her bir islemi i¢in dual
tasarimin blogu g6z Oniine alinacaktir. Bunlarin sayisi bu islemleri ihtiva eden D’nin
bloklarina karsilik gelen say1 kadar olacaktir. Teorem 3.9. dual tasarimda noktalarin

her ¢iftinin dual tasarimin bloklarinda ayn1 sayida igerildigini gosterir. Eger A, D
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tasariminin isabet matrisi ise 0 zaman A" dual tasarimin isabet matrisi oldugu
aciktir. Dual tasarimin dualinin orijinal tasarim oldugunu da gérmek zor degildir.
Dual tasarimin parametreleri orijinal olanlar ile aynidir. Tasarimin dualinin orijinal

tasarim olmasi durumunda tasarim self-dualdir denir.

Dual tasarimlar tamamlanmamig blok tasarimlart sinifinin tiyeleridir.

3.11. Teorem

A, b dogrular ve v noktalar ile indirgenmis tasarim olsun.

(1) Her bir farkli iki nokta A > 0 dogruda bulunur
(i1) Her bir iki farkli dogru g > 0 noktalarda kesisir [21].

Eger A = u =1 ise, bu takdirde 3’1 ayn1 dogru {izerinde bulunmayan 4 nokta vardir.
O zaman b =v , A = u ve biitiin dogrularin » noktalara sahip oldugu » sayilari
vardir ve her bir noktadan gecen 7 tane dogru vardir. » sayisi, r(r—1)=(v—-1)4 ile

verilir. Tasarim teorisinde, (i) kosulu saglandiginda bu durum ‘dengeli’ olarak
tanimlanir. Bunlara bazen ‘ikili dengeli’ ya da ‘2- dengeli’ denir. Boyle tasarimlar 2-

tasarim olarak adlandirilir. Eger tasarim (ii) kosulunu saglarsa ‘bagli’ olarak

adlandirilir [7].

BIBD her bir dogrudaki (bloktaki) noktalarin sayist k£ < v olan tasarim ise
indirgenmis tasarimdir. Her bir noktadan » dogru gecerse tasarim ‘2-dengeli’dir.

Eger v =b ise BIBD simetriktir, o zaman A = x# oldugunda tasarim bagl oldugu

sOylenir.

3.12. Teorem
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Bagli, dengeli, indirgenmis tasarim simetrik BIBD dir [21].

A = p =1 durumunda Teorem 3.11. sonlu projektif geometrinin bir sonucu olarak

gozukir.

Dengeli tamamlanmamis blok tasariminin dual tasarimlarn

BIBD i¢in Fisher esitsizligi (v < b ) saglanmalidir. Dual tasarimda bloklar ve
islemler rol degistirir. Boylece genel olarak BIBD’in dualinde Fisher esitsizligi
saglanmayabilir. Sonug olarak; dual, dengeli tasarim degildir. » =v durumu harig

dual tasarim dengeli olmayabilir.

3.10. Ornek

(4,3,2)-tasarim1 goz Oniine alinsin. B;={1,2,3} B,={2,3,4} B3={3.,4,1} B4s={4,1,2}
olsun. Dual tasarim {Bj, B,, B3, B4} setine dayandirilir ve tasarimin bloklar1 1-
{A,C,D} 2-{A,B,D} 3-{A,B,C} 4-{B,C,D} dir. Bu dual tasarimin B;=1, B,=2, B3=3,
B4=4 ile orijinal tasarim oldugunu gérmek zor degildir, bdylece bu tasarim self-

dualdir [14].

3.3. Tanim

Kismi dengeli tamamlanmamis blok tasariminda verilen v tane nokta asagidaki

kosullar1 saglayan bir iligskiye sahiptir.

(1) Her bir blokta & farkli nokta vardir.

(1)) Her bir nokta » blokta goriiniir.
(111) Herhangi iki nokta i.ortak sinifta iseler 4, (i = 1,2,...m) blokta birlikte
goriintirler.

(iv) Her bir « noktasii.ortak simifta n,(i =1,2,...m) ye sahiptir.
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(v) isimifta herhangi iki nokta « , £ olsun. Bu takdirde ¢ ’nin j.sinifinda ve £ nin

[ sinifinda birlikte gériinen noktalarin sayis1 P,

%, 1le verilir [7].

3.4. Tamm

n,,n,,...,n, sayilarma birinci gesit parametreler

P]’, (i, j,1 =0,1,2,....m) sayilarina ikinci ¢esit parametreler denir [7].
3.5. Tanim

m sinifli PBIBD’in parametreleri agagidaki iliskileri saglar:

m
_ i _ i _ i i _ J _ )
mo=v . Y Pi=n ., P=F ., nP=n ., Bi=nby,
i=0 i=0

m=2 i¢in

Py R P P
R=(P1 o Bl ]
21 22 21 22

Kronoker carpim

Deney tasariminda matrislerin kronoker ¢arpimi ilk defa Vartak (1955) tarafindan
kullanilmastir.

3.6.Tamm
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D, tasariminin isabet matrisi N; ve diger bir N; tasariminin isabet matrisi A, olsun.
N; ® N;isabet matrisli tasarim, D; ve D, tasarimlarinin kronoker ¢arpimi olarak

adlandirilir [22].

le :Nl ®N2
N21 :Nz ®N1 (32)

ile verilen Ny, ve N»; isabet matrislerinin birinden digerini elde etmek her zaman

miimkiindir [22].

Burada N; = (11---1),  ve

lxn

N>=|"| olarak verilmistir.

N, isabet matrisinin tanimladigi tasarim her biri 1 boyutlu » blogun ayni tek islem
ile yapildigini ifade eder. N, isabet matrisi ise m boyutlu bir blokta m islemin bir
tek tekrarinin bulundugunu ifade eder.

N herhangi bir D tasariminin isabet matrisi olmak iizere

NP =N, ®N=(NN...N)

kronoker carpimi, N isabet matrisinin » tekrarini verir.

NP =N ®N, (3.3)
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Esitlik (3.3)’de verilen N'? isabet matrisinin satirlari, N isabet matrisinin her bir

satirtnin m tekrarimmi bulundurur.

NP =N, ®N,

Kronoker ¢arpimi, “rasgele blok tasarumi” dir. m islem ve n bloktan olusmus olup,

her bir blokta tam tekrar vardir.

3.7. Tamm

Bir tasarimda tiim islemler ve bloklarin her biri digeri ile iliskili ise “tfasarim

baglantili” dir denir. Aksi halde “baglantisiz” dir denir.

NY=L®N

kronoker ¢arpimi daima bir baglantisiz tasarimi tanimlar.

m ortak siifli bir PBIBD’in isabet matrisi N(m)pBIB olmak tizere,

N = Nz @ N(m)PBIB (34)

Kronoker ¢arpimi yine bir PBIBD’in isabet matrisidir.

N:Nz ® NBIB (35)

Kronoker ¢arpimi bir PBIBD’1 verir.

NsiB)1, Nsig)2 matrisleri, farkli iki BIBD’lerin isabet matrisleri olsunlar.

N =NgiB) ® NgiByp (3.6)
N= N(m)PBIB ® N(t)PBIB
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Kronoker ¢arpimlari1 yine PBIBD’lerini verirler.

Iki ortak sinifli PBIBD’nin bir ¢esidi grup boliinebilir tasarimlardir. Esitlik (3.5)’de

verilen kronoker ¢arpim bir singiiler GD tasarimini verir.

GD tasarimlarina ait tanim ve 6zellikler yapilan arastirmalarda agiklanmistir [2].

Esitlik (3.6)’da verilen kronoker ¢carpimdan en fazla 3 sinifa sahip bir PBIBD elde

edilir. Bu ¢carpimin iki ortak sinifli olmasi igin gerek ve yeter kosul, i = 1,2 birinci ve

ikinci tasarimlar: tanimlamak tizere

vi=va, ki1=k;

olmasidir.

Esitlik (3.4), (3.5), (3.6)’da verilen kronoker ¢arpimlardan elde edilen yeni

tasarimlarin parametreleri ve elde ediligleri agik olarak verilmistir [22].

3.11. Ornek

Singiiler GD tasarimlar kronoker ¢arpim ile de elde edilebilirler. Bir singiiler GD

tasarimini elde etmek icin Cizelge 3.4. gbz Oniine alinsin.

Cizelge 3.4. v=b=4,k =r =3,1 =2 parametreli BIBD

. Bloklar
Islemler
1 2 3 4
A X X X
B X X X
C X X X
D X X X
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Burada “X” isareti konan hiicrelerde gozlem var, diger bos hiicrelerde gézlem yok

anlamindadir.

(3.7)

wl

alisin. Esitlik (3.5)’de verilen kronoker ¢carpiminin parametreleri asagidaki gibi

ortaya konur.

V'i=yv, b'=>, r'=r, k'=yk

m=v, n'=y, A=r, A,=2 (3.8)
.| n2 0 . 0 n-1

P = P’ = (3.9)
! 0 n'(m-1) ’ n'-1 n'(m'-2)

Burada parametreleri ayirt etmek i¢in ““/ ” kullanildi.

Esitlik (3.9)’de verilenler GD PBIBD’in ikinci ¢esit parametreleridir [2,22]. Esitlik
(3.5), (3.7), (3.8) ve (3.9) goz Oniine alindiginda parametreler agagida oldugu gibidir.

V=8, b'=4, r'=3, k'=6
m'=4, n'=2, Al =3, A, =2,

00 0 1
P! = P =
" 10 6 ’ 1 4

Ornek 3.11.’de verilen kronoker iliski semas1 ve parametreler arast iligkileri yapilan

bir ¢alisma ile gdsterilmistir [23].



3.12. Ornek

Bir dengeli tamamlanmamis blok tasarimi Cizelge 3.5.’deki gibi olsun.

Cizelge 3.5. b=6,v=4,k=2,r =3, 1 =1 parametreli BIBD

24

. Bloklar
Islemler
1 2 3 6
A X X X
B X X
C X X X
D X X

Cizelge 3.4. ve Cizelge 3.5.’de verilen BIBD’lerin isabet matrisleri asagidaki gibidir.

Ny =

O = =

N@iye =

—_ e O

—_ = = O

—_ O = e

O O = =

S = O =

Esitlik (3.6)’da verilen kronoker ¢arpimina gore

N @iB)1

N @iB)1

N =

elde edilir. Isabet matrisi Esitlik (3.10) ile verilen PBIBD Cizelge 3.6."daki gibidir.

N(BIB)] N(BlB)l

N ip)1

N(BlB)l

N(BIB)I

N(BIB)I

N(BIB)I

N (BIB)1

N @iB)1

N @iB)1

Esitlik (3.6)’da verilen tasarim igin parametreler,

V=i

b': bl bz

r'=rir

k': kl kz

—_— 0 O

S = = O

- o = O

—_— = O O

(3.10)




ni=v2—1 n2=vi—-1 n3=wi-1(2-1)

A =ri A =ri A =A4,
ve ikinci ¢esit parametreler,

(v.—2) 0 0
P = 0 0 ()
0 vi—-1) (»m-1D(.-2)

0 0 (va—1)
Pi=| 0  (m-2) 0
(Vz - 1) 0 (Vl — 2)(Vz - 1)

0 1 (v:—2)
Pr=| 1 0 (-2
(==2) (m=2) (m=2)(:-2)

dir. Esitlik (3.11)’e gore Cizelge 3.6.’ya ait parametreler,

25

(3.11)



Cizelge 3.6. (16,6,6) PBIBD

Bloklar
Islemler
— Nl R CERCRECEERERRNRGR
A X X X| X| X Xl X| X X
B, X X| X| X X| X| X X| X
C X| X| X X X| X X| X| X
D, X X| X X X| X X| X| X
A, X| X X X X X X| X
B, X X| X X X X| X
C, X| X X X X| X X X| X
D, X| X| X X| X| X X
Aj X X X X| X X
B; X X| X X X| X X
(O X| X| X X| X| X X
D; X| X| X X| X X
Ay X X X X X
B4 X X X X X
C, X| X| X X| X| X X
D, X| X| X X
v'=16, b'=24, r'=3)(3)=9, k'=3)2)=6
n' =3, n', =3, n',=3
A'=3, A,'=4, A'=2
2 00 0 0 3 01 2
P'=/0 0 3 P’=(0 2 0 P’=|1 0 2
0 3 6 3 06 2 2 4
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elde edilir. vi=v2 ve ki = k2 kosullarinin saglandig iki ortak sinifa sahip kismi

dengeli tamamlanmamus blok i¢in ¢oziilmiis 6rnek bulmak miimkiindiir [23].

Sekil 3.2. Geometrik yap1 GF(2) iizerine kurulan EG,(2)

3.8. Tanim

Grup boliinebilir birliktelik sinifit v tane elemanin n birimlik m gruba

pargalanmasidir. 4, = 0 ile grup boliinebilir tasarimlar, BIBD’lerin ¢esitli siniflarinin
varhigini ispatlamada kullanilir. Uggensel tasarimlar, 4 =2 ile simetrik BIBD’lerin

artik tasarimlarinin dualleri gibi goziikiir.

1<i<m igianUGl. , |Gi|=n s i#j dgin G,NG, =0 gibi X, v
i=1

noktalarinin bir seti olsun. G, ’ler grup olarak adlandirilir ve X lizerinde tanimlanan

bir birliktelik sinifi GD olarak sdylenir. Ayn1 gruptaki noktalar birinci
birlikteliklerdir ve farkli gruplarda olanlar ikinci birlikteliklerdir.

Birliktelik siifinin temelini olusturan grup boliinebilirdir, tasarimlar “GD

tasarimlar” olarak adlandirilir. Boylece tiggensel tasarimlar 4, =0 ve A, =1 ile GD

tasarimlardir.
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Birliktelik sinifinin parametreleri;

n—-2 0 0 n—1
n=n-1, n,=n(m-1) , B = , P =
0 n(m-1) n—1 n(m-2)

dir. AA"nin 6z degerleri ayriayr1 vk , r—2A, , rk—va, ile

1 , mn-1) , (m-1) carpimlardir.

GD tasarimlarin siniflar1 ayrica »—A, ve rk—vA, degerlerine bagl olarak sdyle

siniflandirilabilir:

(i) r=4, = singiler GD
(i)) r>A, ve rk—vA, =0 = yar diizenli

(i) r >4, ve rk>vAd, = dizenli
A, =0 ise; o zaman farkli gruplardaki noktalar asla birlikte géziikmez ve tasarim, bir
grubun noktalar iizerindeki her bir kurulan tasarimlarin birlesimlerinden olusur.

Tasarimin baglantisiz oldugu sdylenir ve farkli gruplardaki iki noktanin etkiler farki,

tahmin edilebilir degildir [7].
3.13. Teorem

Eger q bir asal ya da bir asal kuvvet ise, yari-diizenli GD tasarim m < g*> + ¢ +1

iken,
V:mq H b:q B 7’:6] B k:m B m H n:q H /11:0 B ﬂ,zzq

ile mevcuttur [7].
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3.14. Teorem

n(n—1) i PBIBD olsun.

D, iki birliktelik sinifi ile ve n# 8 igin p;, =n—2 ve v=
O zaman D ii¢gensel birliktelik sinifina sahip olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul
herhangi noktanin 2(n-2) ilk birlikteligi iki sinif i¢ine yerlesmistir, diizen dyle ki; her
sinifin (n-2) noktalar1 ilk birlikteliktedir [7].

3.15. Teorem

BIBD’in duali BIBD olmast i¢in gerek ve yeter kosul b =v yani tasarimin simetrik

olmasidir [4].

A=1 veya A =2 parametreli simetrik olmayan BIBD’in dualinin PBIBD oldugu
Shrikhande tarafindan gosterilmistir [24].

Ayni sonuglar grafik teori lizerinde Shrikhande ve Bhagwandas tarafindan yeniden

ele alinmistir [25].

3.16. Teorem

D, v,b,r,k,A =1 parametreleri ile asimetrik BIBD ise, 0 zaman onun duali D",

vi=b , b=v , r=k , kK=r , nl*:k(r—l) , n;:b—l—n1
A=1, 4,=0 , P=r-2+k-1*> , P =k’

parametreleri ile iki birliktelik sinifli PBIBD dir [2].

3.13. Ornek
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Asagidaki parametrelere sahip PBIBD g6z Oniine alinsin.

v=12 , b=9 , r=3 , k=4 , n =9 , n,=2

6 2 9 0
A=1, 2,=0 , P = , P, =
20 0 1

butasarim, v=9, b=12, r=4, k=3, A=1 parametrelerine sahip BIBD’in
dualidir.

3.9. Tanmim
N, noktalar ve dogrulardan olusan bir sistem olmak iizere;

(1) N sistemin her bir noktasi, s farkli dogru tizerindedir (s>1).
(i1) N, sn farkli dogruya sahiptir. n dogrunun her birinin olusturdugu s tane paralel
siif vardir. Ayni paralel siniftaki farkli dogrular ortak noktaya sahip degilken, farkli

siniftaki iki dogru tam bir ortak noktaya sahiptir.

(iii) N sisteminde n° farkl nokta vardir.

Yukaridaki kosullar1 saglayan N sistemi, s dereceli n.mertebeden bir “net” olarak
adlandirilir. Burada d, N i¢in “defisinsi” olarak adlandirilir. d pozitif tamsayidir
(d=k-r+1).

Her sonlu N net ’i agagidaki esitlikleri saglar [7].

s+d=n+1 , n =s(n=-1) , n,=dn-1 ,

ph=n=2+(s-1(s-2) , By=p,=(-Dd , py=dd-1) ,

pjzzn—2+(d—l)(d—2) ) pzzlzplzzz(d_l)s s plzlzs(s_l)

n.mertebeden bir sonlu net i¢in, d=0 ise bu net n.mertebeden bir afin diizlem belirtir.
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Ornek 3.13.’deki BIBD’in geometrik yapisi net’ tir. Dual tasarimin geometrik yapisi
ise yapay Tek Olarak Baglanmis Blok Grafiktir [26].
Aynitasarrm v=5b=13, r=k=4, A =1 parametreleri ile simetrik BIBD’den bir

blok c¢ikarilarak kolayca elde edilir. Simetrik BIBD PG, (3) tiir, fakat dual tasarim

PG, (3) degildir [27].
3.10. Tanim

Bir G grafiginde birlestirilmis olan iki kdsegenin her ikisi tam P} tane diger
koselerle birlestirilmis, fakat P; tanesi ile birlestirilmemis ise, G grafigi

n, , n, , P, , P parametreli Gii¢lii Diizenli Grafigi adim alir.

Tanim 3.10.’a gore parametreler SRG olusturur. Ancak v bir kare olmadigindan net

yapis1 bozulmustur.
3.11. Tamm

SRG asagidaki parametrelere sahipse yapay SLBG adini alir

nlzl"(k—l) , nzz(k—l’)(l’—l)(k—% , Plllz(l"—l)2+k—2 , Pﬁ:rz

[28].
Ornek 3.13.’deki parametreler esitlikleri saglar.
Sonug olarak, dual tasarimin birliktelik yapisi, yapay SLBG’ye izomorftur.

Dual tasarimlarin geometrik anlami

Burada Dual tasarimin parametreleri, sonlu projektif geometrinin kosullar1 ve ilgili

olan geometriler arasindaki iligkileri verilecektir. Tasarimin, islem ya da islem
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kombinasyonlarinin noktalar oldugu ve tasarimin bloklarinin sonlu analitik
geometrinin dogrulart oldugu kabul edilecektir.

v=4, b=6, r=3, k=2, A=1 parametrelerine sahip Ornek 3.12’de verilen
BIBD’in dual tasarimi agagidaki birliktelik yapisina sahiptir.

Cizelge 3.7. PBIBD

Islemler Bloklar
1 2 3 4
1 X X
2 X X
3 X X
4 X X
5 X X
6 X X
Bu tasarim,
vi=6 , b=4, r =2, k=3, n=4, n-=1

parametreleri ile PBIBD dir.

Bu dual tasarimin geometrik yapist SRG’dir. O zaman, bulunan dual tasarimi1 yapay
SLBG’yi belirler. Bu tasarimin her bir iki blogu (dogrusu) tek islemde (noktada)
kesisir. Burada bu tasarimin birliktelik yapis1 Tek Olarak Baglanmig Blok olarak
adlandirilir [29].

3.17. Teorem
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D, vzn(n2+ 1), k=n, A =2 parametrelerine sahip BIBD olsun. O zaman D",
v*:w , b*:M , r*:n , k*:n+2 R n::zn R

2 2
n;:@ , A=l , 4=2, Bi=n, B =4

parametreleri ile PBIBD dir [7].

3.1. Sonug

n#8 ise, o zaman D", bir iiggensel PBIBD dir [7].

3.14. Ornek

v=7 , k=4 , A=2 olansimetrik BIBD g6z 6niine alinsin, tasarimin
geometrik yapisi iki diizlemdir. Artik tasarom v=3 , k=2 , b=6 , A=2

parametrelerine sahiptir ve artik tasarimin dual tasarimi

=3, r=2 ., k
A=1, 4=2, P'=2, P =4

parametrelere sahip PBIBD dir. Artik tasarimin dualinin geometrik yapisi (2,4,2)

kismi geometridir ve artik tasarimin duali tiggensel PBIBD dir.

(r,k,s) parametreli kismi geometri noktalar ve dogrularin bir sistemidir ve su

kosullar saglanir.

(1) Herhangi iki nokta en fazla bir dogru lizerindedir.
(i) Her nokta » dogru ilizerindedir.

(ii1) Her dogru iizerinde & nokta vardir.
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(iv) p noktasi / dogrusu lizerinde olmayan bir nokta olsun. Bu durumda p ’den

gecen [ ile kesisen m tane dogru vardir (m > 1). Kismi geometride nokta ve dogru

sayist sOyledir.

e k[(r =1)(k =1) + 5] . A=)k =1)+5]
S ’ B S

(r,k,s) kismi geometrisinin grafigi asagidaki parametrelere sahip SRG’dir.

Q) n =rk-1), n =ZDE=DE=S)

2
S

(i) P.=(s-D(r-D+k-2, P/ =rs
() 1<s<r, 1<s<k

Buna ayni1 zamanda “pseudo geometrik grafigi”’ denir. Grafikte birlestirilmis iki

nokta “klik” olarak adlandirilir. G grafikte birlestirilmis iki kdsenin her ikisi P, tane
diger koselerine birlestirilmis fakat P’ tanesi ile birlestirilmemis ise bu grafige

n,n,, P, P! parametreli SRG denir.

12 29 12 11

SRG grafigi asagidaki parametrelere sahip ise, yapay SLBG adini alir.

mo=r(e—1), ny=EZOCZDEED ey igeo g2y

r

3.15. Ornek
m = 2 olan PBIBD’in bloklar1 sdyle verilmistir:

B, ={1,2,4}, B, ={,6,7}, B, = {1,3,5}, B, = {2,5,8},
B, =1{3,7.8}, B, = {4,6.8}, B, = {2,3.6}, B, = {4,5,7}
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Goriilecegi lizere, birinci ¢esit parametreler;

P[/,1 ’in hesaplamalart i¢in, birinci birliktelik sinifindan (1,3) se¢ilmis olsun.

1e o«
P 1¢in;

(1,2),(1,4),(1,6),(1,7),(1,3),(1,5)

(3,1),(3,2),(3,5),(3,6),(3,7),(3,8)

Buradan P, =4 diir.

1 1 e o
P, =P, icin;

(1,2),(1,4),(1,6),(1,7),(1,3),(L,5)

(3.4)

Buradan P, = P, =1"dir.

P,'igin;
(1.8)

(3.4)

Buradan P, =0 dur.



4 1
Py = L 0} olarak elde edilir.

PU2 ‘nin hesaplamalari i¢in, ikinci birliktelik sinifindan (3,4) secilmis olsun.
P icin;

11

(3,1),(3,2),(3,5),(3,6),(3,7),(3,8)
(4,1),(4,2),(4,5),(4,6),(4,7),(4,8)
Buradan P’ =6 dur.

P, =P, igin;
(3,1),(3,2),(3,5),(3,6),(3,7),(3,8)
(4.3)

Buradan P,” = P,° = 0°dur.

P,” igin;

.4)

(4.3)

Buradan P,” =0 dir.
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g

) 6 0 .
P = olarak elde edilir.
00

Bu tasarim EG, (3) ile tanimlanir. Noktalar ve dogrularin elde edilisinde

GF (3) dikkate alinir. EG, (3) ’deki dogrular ve {lizerindeki noktalar soyledir.

l10; @ -10 © 01 (-1 11
o1 1; a -1 a1 -1 O -1 1
4 1; a -1 Hp @© 11 @1 0 -1
[0 1 0; @ 0o -1 001 @ 01
1 -1; ©11np a1 -1) 1 0 1
1 11; @ 0) (<1 11 (0 -1 1
o o]; @10 01 (O -1 1

L o1; (111 a1 -1 @0 -1

Parametreleri asagida verilen PBIBD g6z 6niine alinsin.

v=8,b=06,k=4,r=3,4 =24, =14 =0,n =3, n,=3,n, =1
0 20 2 00 0 30

P =12 0 1| P/ =0 2 0}, P/=/3 0 0
01 0 1 00 0 00
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D:-U
T

Sekil 3.3. Yiizeyler bloklar kdse noktalar1 islemler

3.18. Teorem
. n(n+l) Lo )
D, bir ( , n, 2) tasarim ve n # 8 olsun. O zaman ; D', bir simetrik
2
+3n+4 :
( w, n+2, 2) tasarim mevcuttur ve artik tasarimi D dir [7].

3.2.3. =1 Olan dengeli tamamlanmamis blok tasariminin ¢izgi grafigi

v,b,r,k,1 parametreleri ile D, BIBD iglemler olarak adlandirilan v elemanlarinin

setinden ve bloklar olarak adlandirilan b alt setlerinin koleksiyonundan olusur. Her
bir blok k islem igerir ve her bir islem r blokta igerilir, islemlerin her ¢ifti kesinlikle 1
blokta bulunur. Boyle D tasariminin H (D) bipartite grafigi asagidaki gibi
tanimlanir. Her bir islem i¢in kdse ve her bir blok igin kose alinir. Iki kdsenin
birlestirilmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul biri islem ve digeri islemi ihtiva eden
blok olmasidir. D ’nin L(D) ¢izgi grafigi, koseleri H (D) 'nin kenarlar1 olan
grafiktir. L(D) 'nin iki koseleri birlesmis olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H (D) 'nin

karsilik gelen kenarlarinin ortak koselere sahip olmasidir.
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Klik, tamamlanmus alt grafiktir.

s mertebeli bir klav, bir x kosesi ile birlestirilmis y,, y,,..., y, koselerinden meydana

gelir. Burada iki y bitisik degildir. x, klav’in kdsesi olarak adlandirilir.
3.19. Teorem

vr=bk , v—-1=r(k—1) , r>k=>2 olsun. O zaman G grafiginin,
(v,b,r,k,1) - BIBD’in parametrelerinin ¢izgi grafigi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

asagidaki dort kosulun saglanmasidir, (» —2k +1< 0 kosulu altinda).

(1) G’de koselerin sayist vr’dir

(i) G, r+k —2 dereceli diizlin grafiktir

(ii1) Her bir kenar (x, y) i¢in, A(x,y) ya r—2 yada k—2 dir, burada A(x,y) her
ikisine birlesen kdselerin sayisini gdsterir

(iv) Eger x ve y iki uzakliksa, A(x,y) =1 dir [30].
3.12. Tamm

Eger bir K kligi i¢in |K | >k ise, bu klik major olarak adlandirilir. Bir maksimal

major klik, grand klik olarak adlandirilir. Burada |K , K setinin eleman sayisini

tanimlar [30].
3.3. ikili Dengeli Tasarimlar

Richard Wilson, tasarimlarin farkli ¢esitlerinin varolmasi i¢in gerekli kosullarin
asimptotik olarak yeterli oldugunu gosterdi. Ornegin, k > 1 pozitif tamsayi verilsin,
2 — (v, k,1) —tasariminin var olmasi i¢in gerekli kosullar (k—1)’in (v—1) i bolmesi
ve k(k—1)’in v(v—1)’1i bolmesidir. Wilson’un Teoreminden; tasarim, verilen & ’lar

icin mevcuttur fakat bu kosullar1 saglayan v ’lerin ¢ogu i¢in sonlu olarak mevcuttur.



40

Wilson’un Varlik Teorisini betimlemek amaciyla, her bir iki noktanin tek blokta
oldugu, alt setlerin (bloklar olarak adlandirilir) B koleksiyonu ile noktalarin P seti
olarak “ikili dengeli tasarim” tanimlanir. Eger K, bloklarin elemanlarinin seti ise
tasarimi1 PBD(K) ile ifade edilir. Eger K={ k } ise v noktalar1 ile PBD(K)

S(2,k,v)— Steiner Sistem olacaktir.

0,1 eK kabul edilsin. Gergekten, en fazla bir elemana sahip olan bloklar PBD i¢in

tanimlanan 6zellikleri bozmayacaktir. Bir PBD bir dogrusal uzay gibi diisiiniilebilir.

K, negatif olmayan sayilarin bir seti olsun. B(K), v noktaya sahip PBD(K) i¢in
v’lerin bir setini tanimlasin. Ornegin, B({3}), Steiner iiclii sistemlerin bir siral setini

gosterecektir.

0,1 € B(K) oldugu goriilebilir. Ayrica B, N ’in alt setlerinin seti iizerinde kapanma

operatoriidiir; yani,

(i) KcB(K),
(i) K, <K, dolayli olarak B(K,) = B(K,) ifade eder.
(iii) B(B(K))=B(K) dir.

i) eger k € K ise biitiin noktalar1 i¢eren tek blok ile £ genisliginde set PBD(K)’dur.
ii) agikardir. iii) (i) ve (i), B(K) < B(B(K)) oldugunu vurgular.

Tersine; eger v € B(B(K)) ise, o zaman blok eleman sayisinin PBD(K)’larin

genislikleri oldugu v noktalar1 izerinde PBD nin varligi sdylenir. v nokta {izerine
PBD(K) elde etmek i¢in bazt PBD(K) ile her bir blok yer degistirir.

K negatif olmayan tamsayilarin seti olsun.

a(K)=gcd{k—-1:k €K}
LK) =ged{k(k-1):k eK}
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ile a(K) ve B(K) sayilar1 tanimlanir.

3.20. Teorem

v > 0 olmak tlizere v € B(K) ise; a(K), (v—=1)’ive S(K), v(v—1)’iboler [31].

Steiner tiglii sistemin mertebesinin 1 ya da 3 (mod6)’a denk olmasi iyi bilinen genel

sonuglardir.

3.21. Teorem

K negatif olmayan tamsayilarin seti olsun. O zaman B(K)’ya ait olan #(K),

v(v—1)’iboler ve a(K), (v—1)’iboler kosullarini saglayan v tam sayilarinin sayisi

sonludur [31].

Bu teorem pek ¢ok sonuca sahiptir. Ornegin pek ¢ok PBD-kapal1 setlerini géz dniine
alarak mevcut oldugu gosterilir. (k—1)’in (v—1)’i bolmesi ve k(k—1)’in v(v—1)’i
bolmesi; bu kosullar, iddia edildigi gibi v ’nin sonlu olarak ¢ogu degerleri i¢in

S(2,k,v)— Steiner sistemin var olmasi i¢in yeterlidir.

Diger tasarimlarin kurulus problemleri i¢in asagidaki sonuglar vardir.

3.22. Teorem

Asagidaki setlerin her biri PBD-kapalidir.

(1) 2-(v,k,A)tasarimi i¢in v seti, verilen her bir £ ve A i¢in mevcuttur (burada

tekrarli bloklara izin verilir)
(i1) Ortak Transversal’a sahip s tane »n .mertebeden karsilikli dikey latin kareler i¢in
n seti, verilen her bir s i¢in mevcuttur

(111) Tamamlanmis grafik K, ’in kenarlari i¢in n seti, verilen grafik G’nin igine

parcgalanabilir
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(iv) r paralel siniflar ile yeniden ¢oziilebilir 2 — (v, £,1) tasarimi i¢in » seti, verilen

k i¢in mevcuttur [31].

v e B(K) ve her bir / eK i¢in 2 —(/,k,A) tasarimi mevcut olsun. v noktalarin seti

tizerinde PBD(K) alinsin. Bu PBD’nin her bir blogu k£ blok genisligi ile 2-tasarimi

verir. Bu tasarimlarda bloklar olarak £ -setlerinin tamami goziikiir.

Ornegin Teorem 3.21.°e gore B({4,7}) mod3’e gore “1”’e denk olan tamsayilarin
tiimiinii ihtiva eder. Ayrica, analiz yalnizca istisnalarin 10 ve 19 oldugunu gosterir. 2-
(4,4,2) ve 2-(7,4,2) tasarimlart mevcut oldugu i¢in v=19 ve v =10 miimkiin
degildir. 1 mod3’e uygun her v i¢in 2 —(v,4,2) — tasarimlarinin mevcut oldugu

sonucu ¢ikarilir.

i1)’de, PBD-kapal1 K seti n > s +1 biitiin asal kuvvetleri igerir ve bunun i¢in

a(K) = B(K) =1 dir.

PBD-kapali K setini tanimlamanin bir diger yolu onun taban X (base X )’idir.

x ¢ B(K\{x}), xeK biitiin elemanlarin seti verilsin. Bu setin sonlu oldugu ve
B(X) =K saglayan setin en az tek oldugu gosterilebilir. Ornegin, Steiner iiglii

sistemlerin mertebelerinin seti i¢in taban {3} ’tiir.

Caligmalar PBD’lerin boliinebilirlik kosullarini saglayan yeteri kadar biiyiik biitiin q

asal kuvvetleri i¢in mevcut oldugunu gosterir.

Bu yapilar da, GF(q)’nun her bir sifir olmayan elemani ayni setten iki elemanin farki

gibi tek olarak ifade edilebilir.

3.16. Ornek

7.mertebeden bir PBD’de mod 7’ye gore tamsayilardan olusan set X = Z, iken
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B ={123456,01,02,03,04,05,06} *

dir. 4 =1 durumunda ve blok genisliklerinin seti {2,6} dir.

Ayni set iizerine diger PBD, ise A =1 olmak tizere

B ={124,235,346, 450,561,602 ,013} **

ile verilir, biitlin blok genislikleri {3} tiir.

Ayni set ilizerindeki bu iki PBD’nin isabet matrisleri asagidaki gibidir:

1100000 1000101
1010000 1100010
1001000 0110001
M.=1 000100 ve Mu=[1 01100 0
1000010 0101100
1000001 0010110
01 1 1111, 000 1011
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4. DENGELI TAMAMLANMAMIS BLOK TASARIMLARININ BAZI
AILELERI

Diger kombinatorik yapilarla baglantisi olan BIBD’in pek ¢ok ailesi vardir.

Bunlardan bazilar1 agsagida irdelenecektir.
4.1. k=2, A=1

Eger bir BIBD £ =2 ve A =1 parametrelerine sahipse, bu durumda »r=v—-1 ve

b= (v—-1yv

oldugu kolayca hesaplanir. Tasarimin bloklar1 noktalarin biitiin

miimkiin ¢iftleridir anlamima gelir. Ornegin bloklarin seti X ’in biitiin ikili alt
setlerinin setidir. Tasarim noktalarinin tepeler oldugunu, bloklarinin da kenar oldugu
kabul edilirse, bu parametrelerdeki bir tasarim v tepeleri lizerinde tamamlanmis

grafik tir [14].
4.1. Teorem

Her n pozitif tamsay1 i¢in (2n,n(2n —1),2n —1,2,1) — parametreleri ile BIBD yeniden

¢Oziilebilirdir [7].

2n tepeler ya da noktalar secilsin ve bir kenar her biri ile ayr1 noktalarin her

2
( ZnJ = n(2n —1) giftleri birlessin. ( Bu yap1 2n tepeleri tizerinde tamamlanmis grafik

K,, dir ). Bu kenarlarin her biri tasarimda bir bloga tekabiil eder. Teorem 4.1.
K, de kenarlar, her set her bir tepe ile tesadiifi bir kenar1 tamamen igerir iken 2n-1
setleri i¢ine parcalanabilir. Set K, ’in bir-etken olarak adlandirilir ve bir-etkenlerin

2n-1 ayrik-kenarlarinin seti bir-faktorlestirme olarak adlandirilir.

Teorem 4.1.°in yapisini tanimlamak i¢in bir tepe se¢ilir ve o olarak siniflandirilir ve

onun etrafinda dairesel olarak 0,1,2,...2n —2 tepeleri saat yoniinde diizenlenir. Her
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bir ¢éziimleme sinifi (ya da bir-etken) (3 6%11 B 1)0 boyunca bir 6nceki dondiiriilerek

bulunur.
4.1. Ornek

n=3 i¢in (2n, n(2n—1),2n -1, 2, 1) — BIBD sekilde gosterildigi gibi (6,15,5,2,1)-

BIBD dir.
0 g 0
4 /
1 4 1
de l el 50 DO
00 3
30—mme2
2
3 2
Ro Ry R>
0 (0]
4
1
4
e 1
OO0
3 2
3 2
R; Ry

Sekil 4.1. (6,15.5.2.1)- BIBD
4.2. k=3, =1 Steiner Uclii Sistemleri

k =3 ve A =1 iken dengeli tamamlanmamis blok tasarimlar1 “steiner ti¢lii

sistemleri” olarak adlandirilir, ¢linkii bloklar ticliidiir ve noktalarin her ¢ifti kesinlikle

v-1) ve b= (v—-1v
6

bir tigliidde goriiniir. » = oldugu hesaplanabilir. r pozitif

tamsay1 oldugundan, v tek say1 olmalidir. b pozitif tamsay1 ve v tek say1
oldugundan; ya 3, v’yi boler yada 6, (v—1)’i boler. Boylece v =3 mod 6 yada
v=1mod6 dir[14].
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Bu gerekli kosul STS nin mevcut olmasi i¢in yeterlidir.

4.2. Teorem

v>3 ve v=3mod6 yada v=1mod6 ise v noktalarin bir STS vardir [14].

1853°te J.Steiner bu teoremin yeterliligini bir problem olarak ortaya att1 ve bu
1859°da M.Reiss tarafindan ispatlandi. Hi¢cbir matematik¢i bu problemin 1847°de
T.P.Kirkman tarafindan ¢6ziildiigiinii ve Cambridge and Dublin matematik
dergisinde yaymlandigi ger¢eginin farkinda degildi. 1850’de Kirkman daha zor fakat
baglantili bir problemi ortaya atarak iizerinde ¢alistt. 1850°de * The lady’s and
gentleman’s diary”’de yer alan bu problem Kirkman’in okul kiz1 problemi olarak

bilinir.

Bir 6gretmen 15 okul kizini yiiriiyiis i¢in disar1 ¢ikarmak istemektedir. Kizlar ticerli
bes siraya dizilir. Ogretmen her iki kiz arasinda esit arkadaslik sansim saglamak
istemektedir. Bu yiizden, haftanin yedi giinii i¢in; (kizlarin her bir ¢iftinin haftanin
bir giinii kesinlikle ayni sirada yiiriidiigii ) farkli sira diizenleri ortaya ¢ikarmay

distinmektedir.

Bu problem 6t+3 noktalarinda, bloklarin 3t+1 setlerine pargalanabildigi STS i¢in

genel sorudur.

4.3. Teorem

Eger e noktalarinin ve f noktalarinin iizerinde birer STS varsa, ef noktalari

tizerinde STS vardir [14].

STS’lerin idempotent toplam simetrik yar1 gruba esdeger oldugu iyi bilinir.
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4.2.1. Paskal iicgeni ile t-(v,k, A1) tasarimi parametreleri arasindaki iliski

Bir D tasariminin Paskal Uggeni ardisik i.elemanin bu {iggenin i.satirin1 gdsteren bir

siradadir. Yani ardigik i.eleman (/1 DA LA ?i_l)) bigimindedir.

Eger D bir Steiner t tasarimi ise, daha sonra bu liggen k£ +1 satira doniisiir. Burada

k , D’nin bir blogunun genisligidir. Aksi takdirde; bu iiggen t+1 satira sahiptir.

vV—=S

Paskal liggeninde, 4 (=b , A /=7 ve s<t iken lg:k_s A %, olmak
lizere;
=
Ay Ay
A Ay A%
Ay A5 Ay A3
Ay A Ay A%

bigiminde yazlabilir. Bir Paskal Uggeninin sag kenari t— (v, k, 1) tasarimmin

parametreleri iken, sol kenar1 ise ayni tasarimin tamamlayici tasariminin

parametreleridir.

4.2. Ornek

2-(8,4,3) tasarimi dikkate alinsin;



Burada;

Al=b , A’=r , A0(t=2 icin A) , AL(t=3 igin A) ,....

bigimindedir. 2 ;=14 , A /=7 , 1§ =3 olarak hesaplanir.

14
Tamamlayici Tasarimin Parametreleri <~ 7 7 — Tasarimin Parametreleri
3 43

2-(8,4,3) tasarim1 v = 2k bi¢imindedir, bu nedenle tamamlayici tasarimi kendisine

()
2

esit 2-(8,4,3) tasarimidir.

Tamamlayici tasarim k" =v—k ve A" =4

parametrelerine sahiptir,

t—(v, k", A") bi¢iminde ifade edilir.

4.3. Ornek

3-(23,7,5) tasarimi dikkate alinsin;

v=23 |, k=7 , A=3

Ao=b=253 , Al=r=77 , A9=21 , A3=5

48



49

parametrelerine sahiptir. 3-(23,7,5) tasariminin tamamlayicisi, 3-(23,16,80)
tasarimudirve v=23 , k=16 , b=253 , r=176 , A (2)2120 , A (3’:80

parametrelerine sahiptir.

253
176 77
3-(23,16,80) tasarimi <« — 3-(23,7,5) tasarimi
120 56 21

80 40 16 5

4.2.2. Bose ve skolem kuruluslar:

Bose kuruluslarn

Bose yontemi ile STS kurulurken simetrik, idempotent, yar1 grup (latinkare)

sistemlerden yararlanilir.

Simetrik, idempotent, yar1 grup sistem elde etmek i¢in x ve y ’ye uygulanan islem

asagidaki gibi tanimlanir.

+1

Xoy= & ((x+y)m0dn)

Bu durumda Bose kurulusu yardimiyla Steiner sistem kurarken kullanilan

notasyonlar soyle ifade edilebilir.

X ; simetrik, idempotent, yar1 grubun satir ve siitun sayist,

Z,; mod 3’e gore tamsayilar kiimesi (0,1,2)

Y = X xZ, ; Stener 3’lu sistemdeki nokta sayisidir.

Bu durumda x € X olmak iizere tasarima ait bloklarin ilk kismi1 agagidaki gibi

tanimlanir.
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A, ={x0), (x]), (x2)f(x e X)
Ikinci kisim ise x, ye X ve x<y veherieZ, olmak iizere;

B X0 = {(xal) 5 (yal) s (X oy, (l + 1) rnod3)}
seklinde ifade edilir.

Bu durumda bloklara ait kiime son olarak yukarida ifade edilen iki kiimenin birlesimi

olarak B” ile gosterilir ve asagida ifade edildigi gibidir.

B” :{Ax :xeX}u{Bx’y,i :x,yeXvex<y ve her z'eZ3}
4.4. Ornek

Bose kurulusu yardimiyla bir STS(21) elde edilsin.

l.adim

[k olarak n =7 iken simetrik idempotent yar1 grup elde etmeye calisalim. Simetrik,

idempotent, yar1 grup sistem elde etmek i¢in x ve y ic¢in uygulanan islem asagidaki

gibi tanimlanir.

roy {2 s pmoan)

204 = {[%}((2 +4) mod 7)} =3

Bu sekilde 7x7 boyutlu simetrik, yar1 grubun 49 tane elemani elde edilir.
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0415 2 6 3
4152 6 30
1 526 3 0 4
526 3041 5 306=1
2 6 3041 5
6 3041 5 2
30415 26

Bu simetrik yar1 grup yardimiyla elde edilen bloklar asagidaki gibidir.
2.adim

a) x € X olmak iizere yani x < 7 iken;

A, ={(x,0), (1), (x,2)} (x € X)

yardimuiyla tasarima iligkin bloklarin ilk kism1 bulunur. Buradan tasarima iliskin ilk 7

blok bulunur.
Bu bloklar;

L=A, ={0,0),(0,0),(0,2)}

»=A ={10), LD, (12)}

B, =A,, =1{60),(61),(62)}

b) ikinci kismi ise x,y € X ve x <y ve her i € Z, olmak {izere yani i=0,1,2 ve

x=(0,1,2,3,4,5) ve y=(1,2,3,4,5,6) olmak iizere

B, =1{(xi),(y.0). (xop, (i+1) mod3)}
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yardimiyla tasarima iliskin bloklarin ikinci kismi1 meydana getirilir. Béylece 63 blok

bulunur.

B7 = BO,I,O = (070) s (1:0) s (ia 1 )}

0ol (0+1)mod 3=1

B, =B,,, ={(10), (1,0), (L)}

B, =B, =1(5.2).(6,2), (2,0}

Sonugcta elde edilen tasarimin 70 blogu vardir ve parametreleri
v=2l , k=3 , A=1 , b=70 , r=10 olarak elde edilen STS(21)

tasarimdir.

Skolem kuruluslari

Skolem kurulusu Bose kurulusunun modifiye edilmesiyle meydana gelir. n, ¢ift olan
simetrik, idempotent, yar1 grup mevcut degilken Bose kurulusu Skolem kurulusu
olarak tekrar ele alinir. Skolem kurulusunda simetrik, idempotent, yar1 grup yerine

yar1 idempotent, simetrik, yar1 grup kullanilir.

Simetrik yar1 idempotent yar1 grup elde etmek icin x, y yardimiyla yar1 gruba iliskin

islem asagidaki gibi tanimlanir.
xoy =7 ((x+y)modn)

Burada 7(x) ise asagidaki gibi verilir.
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4.5. Ornek

n=61iken 7(0)=0,7(1)=3, 7(2)=1, 7(3)=4 n(4) =2, n(5)=5 elde edilir.
Skolem yontemi ile STS(v ) kurarken kullanilan notasyonlar ise v=6m+1 ve m >1

olmak iizere;

X ={01,...2m+1}

Z, = {0,1,2,} —> mod3'e goére elemanlar
Y=XxZ,

Y ={0.L,...2m +1)x (0,1,2,)}

nokta sayisi seklinde tanimlanir. Burada tasarima ait bloklarin olusumu 3 kisimdan

meydana gelir. Birinci kistmdaki bloklar i¢in 0 < x <m —1 olmak {izere;

4, ={x0), (x1), (x2)}

yararlanilir. Ikinci kistmdaki bloklar igin her x,y € {0,1,. L2m+ 1} olmak iizere;
B, ={(n), (), (xop, (i +1) mod3)]

yararlanilir ve son kisim bloklart icinise 0 <x<m—1 ve her i€ Z, olmak lizere;
C. =fo,(x+t,i),(x,(i +1) mod3)}

yararlaniriz. Bu durumda tasarima ait bloklarin kiimesi asagida ifade edildigi gibidir.
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B” :{Ax :OSxSm—l}u{Bx x,yeZ, ,x<y,ieZ3}u{Cx’i :OSxSm—l,ieZ3}
STS(19) tasarimi Skolem metoduyla asagidaki gibi kurulur.
l.adim

[k olarak n =6 iken yar1 idempotent yar1 grup elde etmeye calisilsin. Bu durumda

g x tek ise
7(x) = x+n-—1

X cift ise
5 ift

olmak iizere z(x)’ler #(0)=0, z(D)=3 , 7(2)=1, 7(3) =4 n(4) =2,
7(5) = Solarak elde edilir.

2. adim

Xoy= ﬁ((x + y)mod n) yardimiyla yar1 idempotent, yar1 grubu olugturmaya

calisalim. Ornegin 103 e kars1 gelen elemani bulmak igin

103 =7((1+3)mod6)
= 7(4)
=2

hesaplanir. Bu sekilde asagida ifade edilen 7x7 boyutlu yar1 idempotent, yar1 grup
elde edilir.
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— 005=7(0+5)mod6)=7z(5)=5

wn NN = WO
S DA = W
W O v =
— W O wnm N A
A= LO BN
N A=W O W

olarak elde edilir. Bu yar1 idempotent, yar1 grup yardimiyla elde edilen bloklar

asagidaki gibidir.
3. adim

a) 0<x<m-1 olmak iizere 0 <x <2

A, = {(x,0),(x,1),(x,2)}

yardimziyla tasarima iliskin bloklarin birinci kismu bulunur. Tasarima iligkin ilk 3

blok bulunur. Bu bloklar;

=1{(0,0),(0,1),(0,2)}
{(1,0),(LD),(1,2)}
{2,0),2.1),(2,2)}

1

B, =A_
B 2 Ax:l
B Ax:2

3

b) Her x,y € {0,1,...2m +1} ve x<y , i€ Z,olmakiizere; yani i=0,1,2 ve

x=(0,1,2,3,4) ve y=(1,2,3,4,5) olmak iizere;

B, ={(60),(3.0)(xoy, (i+1)mod3)}

yardimiyla tasarima iligkin bloklarin ikinci kismi bulunur. Burada tasarima iliskin 45

blok bulunur.



B, = 010—{(00)(10)(33 1 )}

——
003=3 (0+1)mod3

By =B,,, =1(0,0),(2,0),(LD} B, =B, 5, =1{(0.0),(3.0),(4.1)}
B, =B,,, =1(0,0),(4,0),(2.)} B, = Bo s0 =1(0,0),(5,0),(5.)}
By =B,,, ={(0.),(L1,(3.2)} B,, =B,,, = {(0.).(2,1),(1.2)}

By, =B,,, ={(0.),(3,1),(4,2)} B, =B, ,, = {(0.),(4.1),(2,2)}
By =B,s, ={(0.1),(5..(5.2)} B,, =B,,, =1(0,2),(1,2),(3,0)}
Bjs =By, ={(0.2).(2.2).(1L0)} B,, =B, ={(0,2).(3,2),(4.0)}
By, =By, = 1(0.2),(4.2),(2,0)} B,y =B, 5, = {(0,2),(5.2),(5.0)}
By =B,,, = {(1,0),(2,0),(4.1)} B,, =B, 5, = {(1,0),(3,0),(2.)}
By =B, ,, ={(10),(4,0).(5.1)} By, =B, = {(1,0).(5,0),(0.1)}
By =B,,, = {(LD,(21),(42)} B,, =B,;, ={(L.D,(3,1),(2,2)}
B,s =B,5, ={(L),(5,1,(0,2)} B,, =B, ,, = {(1,2),(2,2),(4,0)}
By, =B,;, =1{(12),(32).(2.0)} By =B, ,, = {(1.2),(4,2),(5.0)}
By, =B, 5, =1(1,2).(5.2).(0,0)} B,, =B, ,, ={(2,0),(3,0).(5.1)}
By, =B, ., ={(2,0).(4,0).(0.)} By, =B, 5, = (2,0),(5,0).(3.)}
By =B, ={(2.),(3.),(5.2)} By, =B, ,, = {(2.)),(4,1),(0,2)}
By =B, 5, ={(2.1,(51),(3.2)} By =B, 5, ={(2,2),(3,2),(5,0)}
By, =B,,, ={(2.2),(4,2).(0,0)} B;; =B, , = 1(2,2).(5,2).(3,0)}
By, =B, = {(3.0),(4,0),3.)} B,, =By 5, =1{(0,0),(5.0),(11)}
B, =B,,, ={3.1),(4.1),(3.2)} B,, =B,,, ={(3,2),(4,2),(3,0)}
B, =B, ={3.D,(5D.(12)} B,, =B, , ={(3.2).(52).(L0)}
By =B,5, ={(40),(50).(4D} B,, =B, , = {(4.1),(5.1).(4,2)}
B, =B,;, ={(4.2),(5.2),(4,0)} B, =B, ,, ={(L1),(4.1),(5,2)}

¢c) 0<x<m-1 veherie Z, ise; yani x=0,1,2 ve i=0,1,2 olmak lizere tasarima

iliskin son 9 blok bulunur.

C.,=1{o,(x+t,i),(x,(i+1)mod3) }

56
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B49:Co,o: OO,( 399)7(97 1 )

=0 x=0 . T2

x+t=3 (i+1)mod 3=1
By, =Cy,={0,(3,),(02)} By =C,, =10,(32),(0,0) |
By =Cio =10, (40),(L1) } By=C, ={o,(4D),012)}
B, =C,, = {OO ,(4,2),(1,0) } B =C,, = {OO ,(5,0), (2.) }
By, = C2,1 = {OO (5,1, (2,2) } By, =C,, = {oo »(52),(2,0) }

Buradan elde edilen 57 blogun yerine yazilmasi ile elde edilen tasarimin
parametreleri v=19, b=57, r=9, k=3, A =1"dir. Yeni ise 2-(19,3,1) tasarimidir. Bir
baska ifade ile STS(19) tasarimudir.

4.3. Yakin Dengeli Tamamlanmamis Blok Tasarim

4.3.1. Tanmim ve simiflandirma

v ve b sirasiyla nokta ve bloklarin sayisini, £ ise & < v olmak iizere blok genisligini
gostersin. bk, v’nin kat1 oldugu zaman, vnoktalar1 ve £ genisligindeki » bloklar1
ile BIBD’leri, her nokta en fazla 1 kez her bir blokta gdriinen tamamlanmamis blok

tasarimudir. » = bk/v ve A =r(k—1)/(v—1) saglandigi durumda, her bir nokta r

blogunda ve herhangi 2 nokta 4 blogunda goriiniir. Benzer tasarimlar, eger

mevcutsa ¢ok giiclii bir yargiyla optimaldir [32]. Keyfi v,b,k igin benzer tasarimlar

mevcut olmayabilir.

4.1. Tamim

Yakin BIBD, asagidaki kosullar1 sagladig: takdirde, v noktalar1 ve & genisligindeki

b bloklari ile tamamlanmamis blok tasarimidir.

(1) Her bir nokta her blokta en fazla 1 kez goriilebilir.
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(i) 7, i noktasinin tekrarlarinin sayisi olsun. ( bk/v ’nin integral pargasi oldugu
durumda) 7 = [bk/v] iken her bir r =7 ya da 7 +1 dir.
(iii) 4,, i ve j noktalarinin birlikte goriilme sayisini gostersin. ; ile her bir sabit

iicin, j'#i,j#j',

A, 4| <1dir.

4.2. Tamm

Bu yakin BIBD’ler ek olarak 2 farkli tipte daha siniflandirilabilir. s,» =7 iken i

noktalarin sayisini gostersin.
s =v—(bk—vr) 4.1)

1<s<v ve s =v oldugu durumda tasarim; “diizenli grafik tasarim:” dir. Tanimdan
da kolayca goriilecegi tizere, eger r, =7 ise, i, noktasi diger bir nokta ile A ya da
A+1 kez birlikte goriliir (;1 ‘nin (k —1)7/(v—1) ’in integral pargasi oldugu

durumda). Bu durumda her biri sadece 2 kez i, 1le birlikte goriilen noktalarin sayisi,
n=v-1-{k-1F-2(v-1)} 4.2)
dir.

r_=r+1 ile i, noktalarina gelince, n > k —1 yada n <k —1 seklinde iki farkli

durum vardir. Egern >k —1 ise, r, =r +1 i¢in n—k +1 tane, her biri sadece 4 kez
i, ile birlikte goriilen nokta vardir ve v+k —n-24_, A +1 e esittir. Diger taraftan
eger, n<k—1ise, r, =r +1i¢in v+ k —n tane, her biri sadece A+1 kez i, ile

birlikte goriilen nokta vardir ve k —1-n4k,_, A +2’ye esittir. Sonugta n >k —1 ise,
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A, nin iki miimkiin degeri s6z konudur ve bunlar da A ya da A+1°dir. Bu durumda

yakin BIBD Tip I olarak adlandirilir. n <k —1 i¢in 4, ,A, A +1,4 +2 olabilir. Bunun

sonucunda elde edilen yakin BIBD ise Tip II’dir.
4.3.2. Grafikler ve varlk icin gerekli kosullarin iliskisi

Bu boliimde yakin BIBD ile grafikler ele alinacaktir. Yakin BIBD’in varligi,

v,b, k ’nin degerlerinden tanimlanabilen en ¢ok iki farkli derece ile grafigin varlig

anlamina gelmektedir. Erdos & Gallai’nin (1960) grafiklerin varligi ile ilgili
sonuglarini kullanarak, yakin BIBD’lerin varligi i¢in 6nemli durumlar ¢ikarilmistir

[32].

Sabit blok genisligi & ’ya sahip, r,...,7 ve {ﬂ] }(i # ;1 <4, j <v) seklinde

tanimlanan ikili tamamlanmanmus blok tasarimi i¢in varyans-kovaryans matrisi,
deneme etkilerinin tahmini i¢in orantilidir ve C matrisinin genellestirilmis tersidir.

C matrisinin kosegen elemanlart (1-4")r (i =1,...,v), diger elemanlari ise
— kA, (1<, j <v)’dir. Blok tasarimlari i¢in optimalite kriterleri, genellikle bu C

matrisi bakimindan tanimlanmaktadir.

d , Tip I yakin BIBD olsun. Genellikten uzaklasmaksizin, r, =---=r =7 ve
r, =---=r =7 +1 olarak varsayilsin.
;. {k-vF+2j1 -2J —AJ

B ~2J e-DF+n+ 21 27,

(4.3)’de I ,sxs boyutunda 6zdes matris ve J,  ,mxm boyutunda 1’lerden olusan

(4.3)

matristir. Buna gore 4 — kC, kosegen elemanlar1 “0”, diger elemanlar1 “0” ya da “1”

olan bir matristir. C matrisi yukaridaki paragrafta tanimlanmustir. Ik s satirlarinin

her birisi, v—#n —1’lerden birisine, son v —s satirlarindan her birisi ise
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v—n+k — 2 ’lerden birisine sahiptir. Boylece 4 —kC, s kosesinin v—n—1
dereceye ve v—s kosesinin v—n+k —2 dereceye sahip oldugu vkosesi ile grafigin

“bitisiklik matrisi” dir .

Erdos&Gallai (1960) ¢, > ... > ¢, dizisi ile grafigin varlig1 i¢in asagidaki kosullari

vermistir:
O Yt ift (4.4)
(i) Zx <I(I=1)+ Y min(,t)) (4.5)

i=l+1

1 </ <v-—1liken her / tamsayisi i¢in 6rnek goriilebilir [32].

Esitsizlik (4.4) ve (4.5) tin kullanim1 sonucunda, asagidakilerin olmasi kosulu ile, s

kosesinin x dereceye ve v—s kosesinin y dereceye sahip oldugu, v kosesi ile

grafik varlig1 gosterilebilir (x < y iken).

(1) xs+((v—s)ygift (4.6)
(1) v=s5)y<(v—s)(v—s—-1)+sx. 4.7)

Simdi de Esitlik (4.1) ve (4.2)’den x=v—-n—1ve y=v—n+k—2durumu

incelenecektir.

Esitsizlik (4.6)’dan;

xs+(v=s)y=v-—n-1)s+@-s)v-—n+k—-2)=bk(k—-1)—Av(v-1)

acikca cifttir. Esitsizlik (4.7)’e bagh olarak x ve y degerleri yerine koyulursa;

v=s)v-n+k-2)<(v-s)v—-s-D)+s(v-n-1)
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elde edilir ve buradan asagidaki esitlik bulunur.
s(n=s+1)<(v-s)n—k+1)

Buna bagli olarak asagidaki sonuclar elde edilmistir.
4.1. Onerme

Herhangi verilmis pozitif b,v,k tamsayilari i¢in (k > 2 ve k <v olmak iizere), s ve

n Esitlik (4.1) ve (4.2)’den tanimlanabilir. Eger n > k —1 ve yakin BIBD, v

noktalar1 ve k genisligindeki b bloklar1 ile mevcutsa,
s(n—s+1)<(v-s)n—k+1)
dir [32].

Bu, Tip I yakin BIBD’in varlig1 igin gerekli bir kosulu saglamaktadir. Ornegin, eger
v=5k=3b=3ver=1s=1ve n=2 ise, n>k—1 durumunda
s(n—s+1)>(v—ys)(n—k +1)’dir. Bu nedenle, yakin olmayan BIBD mevcuttur.
Halbuki eger, v=5,k=3,b=8 ve r =4,s =1 ve n=4 ise,

s(n—s+1) < (v—s)(n—k+1) esitsizligi saglanir. Grafik, “0” derece ile 1 kose
noktasina ve “2” derece ile 4 kose noktasina sahiptir. Bu grafik tektir.

Tip II yakin BIBD’ler i¢in su tanimlamalar dikkate alinir. Yeniden 7, =---=r =7

s

ve r, =---=r =r+1 olarak varsayilsin. 1 <i<s ve s+1< j <v esitsizlikleri ile
herhangi iki farkli i ve j kose noktalari igin 4, = A yada A+1%e sahip olunmalidir.

Diger taraftan 4, =4, = A +1 yada A+ 2 ’dir. Bu nedenle de A, A+1%e esit olmak

zorundadir. Boylece eger,
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{(k=DF+ 2 +1}1, =(Z +1)J,, — (A +1)J
—(A+1)J

S,v—5

(k-DF+D+@+D,  — (A +2)J

V=5, V—s,v—5

ise, kC — B =diag(N,M)’dir. N,sxs, M ise (v—=s)x(v—s) genisliginde, kosegen
elemanlar sifir olan 0-1 matrisleridir. Ayrica N ’in her satir1 # ’lerden birisine,

M ’in her satir1 ise v —k +n — s ’lerden birisine sahiptir. Bu nedenle N, s kdse ve

n dereceile; M ise, v—s kose ve v—k +n—s derece ile diizenli grafigin bitisiklik
matrisidir. Benzer diizenli grafikler ancak ve ancak asagidakiler saglanirsa

mevcuttur.

(1) 0<n<s—1lve 0<v—k+n—s<v—s—Isaglanmasi kosulu ile

(i1) nsve (v—s)(v—k+n—s)’in ¢ift oldugu durumda [32].
4.2. Onerme

Herhangi verilmis pozitif b,v,k tamsayilari i¢in (£ > 2 ve k < v olmak iizere), s ve

n Esitlik (4.1) ve (4.2)’den tanimlanabilir. Eger n < k —1 ve yakin BIBD, v
noktalar1 ve £ genisligindeki o bloklari ile mevcutsa, n+1<s<v—k+n ve ns ile

(v=s)(v—Fk +n—s)’in ¢ift oldugu durum séz konusudur [32].

Bu, Tip II yakin BIBD’in varlig i¢in gerekli bir kosulu saglamaktadir. Ornegin, eger
v=6k=4b=5ve r=3,s=4,n=1 ise, n < k—1 durumu saglanirken
s >v—k+n oldugu i¢in yakin BIBD mevcut degildir. v=6,k =3,b =15 i¢in

sn =3 tektir ve bu nedenle de tasarim mevcut degildir.

Yukaridaki 6rneklerden de goriildiigii lizere grafik, her zaman yakin BIBD’den,
v, b, k ’nin belirlenmis degerleri i¢in yapilandirilabilir. Eger proses ters ¢evrilebilir
nitelikte ise (yani; grafigin varli§inin tasarimin varligini saglamasi gibi), bundan
kesin olarak emin olunamaz. Tasarim mevcut olsa bile, bunun ilgili grafikten

yapilandirilmasi zor olabilir. Blok genisligi 2 oldugu zaman, her blogun bloktaki iki
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nokta kenar baglantis1 yapar gibi bir durum dikkate alinarak tasarim grafige esittir.

Esitsizlik (4.6) ve (4.7)’in kullanimu ile asagidaki durum ispatlanabilir.
4.3. Onerme

Herhangi verilmis pozitif » ve v tamsayilari i¢cin yakin BIBD, blok genisligi iki

olmak iizere daima vardir ve Tip I dir [32].

Onerme 4.3., yakin BIBD’in k =2 ve herhangi b ve v degerleri i¢in varligini

saglamaktadir.
4.3.3. Yapilandirma

2 genisligindeki b bloklar1 ve v noktalari ile blok tasarimi tam olarak, v ug
noktalar1 ve b kenarlari ile grafige esittir. Her blok 2 nokta igcerdigi i¢in, her kenarin

2 u¢ noktaya ayni1 yonde bagli olduguna dikkat edilmelidir. Bu nedenle, 2

genigligindeki b bloklar1 ve v noktalari ile yakin BIBD, b < %v(v—l), v ug

noktalar1 ve b kenarlari ile grafik gibi goriilebilir. Buna benzer olarak, u¢ noktalarin
herhangi bir pargasi i¢in onlara baglanmis en ¢ok 1 kenar vardir. 7 = [2b/ v] ve

s =vr +v—2b oldugu durumda; s ug¢ noktalar1 derece 7 ’ya, v —s ug noktalari ise

derece 7 +1 e sahiptir.

Hakimi&Havel [32]nin sonuglarindan, eger G’ grafigi v—1 ug noktalar1 ve

(t,-1,...,t -1t .,t) dereceleri ile varsa, G grafigi v ug¢ noktalar1 ve

AR RS dPn+22°
(t, >...2>1t) dereceleri ile vardir sonucuna ulasilmistir. G grafigi G' grafiginden,

t,—1,...,t , —1 dereceleriile G' " ¢, ug noktalarina baglanmasi ve G'’da daha

2

fazla tepe noktalarmin tanimlanmasi sonucunda elde edilebilir. Ornegin v =7,k =2
ve b=8,7 =2,5 =5. Yukaridaki iteratif (tekrarlayan) diizenden, uygun derece

diziler (3,3,2,2,2,2,2),(2,2,2,2,1,1),(2,L1,L,1) ve (1,1,0,0) seklinde gériilmektedir.



Tekrarli yapida olmayan bir diger yapilandirma metodunun asagida ana hatlari

verilmistir. Hamilton Dongiisti (7 ,...,i ) ‘nin, (1,...,v) 'nin permiitasyonu oldugu

durumda, (i,i,),...,(7,,,i,),(i,,i,) formundaki kenarlarin derlemesidir. v ’nin tek
oldugu durumda, v kdse noktalarinin tamamlanmis grafigi, % V- %

boliimlemesinin birlesik halidir. Bazi pozitif tam sayilar i¢in

qg< %v - %,(q —1)v < b < gv varsayilsin. Buna gore, 2 genisligindeki b bloklar
ve v noktalari ile yakin BIBD, §,,...S§_ ve b— (g —1)v toplam gibi, S, ’dan

karsilikl1 olarak bitigik olmayan kenarlar seklinde yapilandirilabilir.
4.6. Ornek

(16253471),(13645721) ve (14237651) v =7 igin 3 tane parcalanmis Hamilton

Dongiisiidiir. b =11 olmas1 durumunda benzer bir tasarim asagidaki gibidir.

{(16),(62),(25),(53),(34),(47),(71),(13),(64),(57), (2 1)}

5 5
30 04 g g 3 q
6 &
1 O0—=02 10——032 1 2

Sekil4.2. v=7,k=2ve b=8,7 =2,5 =5 igin grafik.

v ’nin ¢ift oldugu durumda, v kdse noktalarinin tamamlanmis grafigi, % v— %

boliimlemesinin Hamilton dongiilerinin ve % v karsilikli olarak bitisik olmayan

kenarlarin birlesik halidir [32]. Baz1 pozitif tam sayilar i¢in

64
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q< %v —1,(g —1Dv < b < gv varsayilsin. Buna gore, (v,h,2) parametreleri ile yakin
BIBD’in yapilandirilmast v 'nin tek oldugu durumdaki ile benzerdir.

% v(v=2)<b< % v(v—-1) i¢in, (v,b,2) parametreleri ile yakin BIBD,

b— % v(v —2) karsilikl olarak bitisik olmayan kenarlarin, % v —1 parcalanmig

Hamilton dongiisiine eklenmesi ile elde edilebilir. Ornegin; v = 6 igin tamamlanmus

grafik, 2 Hamilton dongiisiiniin boliimlenmis birlesmesidir ( (1234561),(1352641)
cevrimleri ve (15),(24),(36) kenarlar1). » =13 olmasi durumunda benzer bir tasarim

asagidaki gibidir.
{(12),(23),(34),(45),(56),(61),(13),(35),(52),(26), (64), (41), (15)};

Bu yapilandirma metotlarin higbiri tek bir tasarim vermez.

¢’nin tamsay oldugu durumda 1) ev(v=1) <b < 1) (c + I)w(v—1) igin, 2
genigligindeki b bloklar1 ve v noktalari ile yakin BIBD’in elde edilmesi,

b< % v(v—1) durumuna, % v(v—1) bloklar1 ile BIBD’in ¢ kopyalarinin

eklenmesi sonucunda indirgenebilir.

k =v—1 igin yakin BIBD’lerin elde edilmesi oldukga kolaydir. v bloklar1 ile d"
BIBD ile baglanirsa, 2 < b < v olmak iizere, b bloklari ile yakin BIBD, d"’in
herhangi bir b blogundan elde edilir.

3 <k <v-2 i¢in yakin BIBD var olmayabilir. Bu durumda benzer tasarimlari
yapilandirma problemi ortaya ¢ikar. Fakat BIBD, d ’in, b" bloklari ile var oldugu
durum igin, b, b ’a yakin oldugunda, » bloklari ile yakin BIBD, baz1 bloklarin

d"’dan silinmesi yada d"’a eklenmesi sonucunda elde edilebilir.
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4.4. Dikdortgensel Tasarimlar

Dikdortgensel tasarimlar 1955 yilinda Vartak tarafindan ortaya konmustur [22]. Bu
tasarimlar, m x n gibi bir dikdortgende diizenlenen v = mn islemlerinin
dikdortgensel birliktelik sinifina bagli olan 3-birliktelik PBIBD’leridir. Her iglem ile

ilgili olarak sunlar s6z konusudur.

(i) Ilk birliktelik simflar1 ayni satirin diger n —1 islemleridir.
(i) ikinci birliktelik siniflart ayni siitunun diger m —1 islemleridir.

(i11) Kalan (m —1)(n —1) islemleri ise iiglincii birliktelik siniflaridir.

Bir dikdortgensel tasarim asagidaki 6zellikleri iceren b bloklarindaki v =mn

islemlerinin bir diizenlemesidir.

(i) Her blok k£ <v olmak iizere £ farkli islemleri igerir.
(11) Her islem kesin olarak » bloklarinda meydana gelir.
(iii) mn islemleri m satirlari ve n siitunlarinin dikdortgeninde diizenlenir. Soyle ki,

ayni satirdaki (stitundaki) herhangi iki islem A (A4,) bloklarinda birlikte, aksi halde

A, bloklarinda sirastyla meydana gelir [10,33].

Dikdortgensel tasarimlar, dengelemenin yani sira ortogonalligi de igeren faktdriyel

denemeler i¢in kullanishdir [10]. Ek olarak, 4,, A ve 4,den biiylikse, ana etkilerdeki

bilginin kaybi kii¢iik bir hal alir [34]. Bu durum, bu tasarimlarin m x n tamamlanmis
faktoriyel denemeler seklinde kullanilmasi durumunda gegerlidir. Bu tasarimlar igin

yapilandirma prosediirleri Gupta ve Mukerjee [10] tarafindan verilmistir.

iki BIBD’in isabet matrislerinin kronoker ¢arpimui bir dikdortgensel tasarim olusturur

[22]. Burada diger varyasyonlar incelenecektir.

Dikdortgensel birliktelik burada; n, =n—1,n, =m—1 ve n, = (m—1)(n—1) olmak

tizere asagidaki gibi diizenlenmistir.
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1 2 e nm
n+1 n+2 -~ 2n
(m-Dn+1 (m—-Dn+2 <o mn
4.4. Teorem
vi=m,b',r' k', A (4.8)

parametreleri ile bir BIBD’in varligi,

n
v =mn, bz( jb',
2

r:(n—l)r'+[n2_1Jb’, k=2k"+(n-2),
n—2
/11:(2n—3)r'+( : j (49)
, ( 1],
A =1+ b,

A =A"+2(n-2)r' +[ 5 j

parametreleri ile bir dikdortgensel tasarimin varligi anlamina gelir [10].
4.5 Teorem
Esitlik (4.8)’deki parametreler ile bir BIBD’in varligi,

v=mn, b=nb,
r=m-0r', k=m-Dk', (4.10)
A=m=-2y", A, =m-DA, A, =n-2)1"

parametreleri ile bir dikdortgensel tasarimin varligi anlamina gelir [10].
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4.6. Teorem

Esitlik (4.8)’deki parametreler ile bir BIBD’in varligi,

v=mn, b=nb,
r=n-D)r'+b, k=(m-Dk'+v, (4.11)
A =nr'y, A, =m-DA'+b', A, =m-2)A"+2r".

parametreleri ile bir dikdortgensel tasarimin varligi anlamina gelir [10].

4.7. Teorem

Esitlik (4.8)’deki parametreler ile bir BIBD’in varligi,

v=mn, b=nb,
r=m=2)yr'"+b', k=m-2)k'+v', (4.12)
A=m=-2)y'", A, =b'-2r"+nd', A, =m-HA"+2r".

parametreleri ile bir dikdortgensel tasarimin varlig1 anlamina gelir [10].

4.5. Hadamard Matrisleri ve Tasarimlar

4.5.1. Hadamard matrisleri

4.3. Tanim

n.mertebeden hadamard matris her hiicresi 1 olan nxn boyutlu H matrisi,

HH" =nl, dir [20].

(1) ve (-1) 1.mertebeden hadamard matrisleridir ve ikisi de 6nemsizdir. Asagidaki

orneklerde 2 ve 4.mertebelerden hadamard matrisleri gosterildi.
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4.7. Ornek

Asagidaki matris 2.mertebeden hadamard matrisidir.

4.8. Ornek

Asagidaki matris 4.mertebeden hadamard matrisidir.

[ S G —

Hadamard matrisin her satirindaki biitiin hiicreleri “-1” ile ¢arpildiginda sonug yine
bir hadamard matristir. Bu tip ¢arpimlarla her hadamard matrisi ilk satir ya da
stitundaki her hiicresi “1” olan hadamard matrise doniisiir. Bu hadamard matris

normallestirilmis olarak adlandirilir.

n.mertebeden hadamard matrisin satirlar1 7, olarak gosterilsin, 1<i<n. HH" ‘nin

(i,j).hticresi gergekte 7, o7,  dir. “o” gergel vektorlerin i¢ arpimini gosterir.

Burada, hadamard matris tanimindan i # j  ise r, e 7, =0 dir. Asagidaki sonug

n.mertebeden hadamard matrisin mevcut olmasi i¢in gerekli kosullar1 verir.

4.8. Teorem

n > 2 mertebeden HM mevcut ise » =0 mod 4 tiir [20].
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4.5.2. Dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari ile iliskisi
Bu boliimde simetrik BIBD’leri ve HM’leri arasindaki iliski verilecektir. 4t

mertebeden HM’leri, hadamard 2-tasarimlari olarak adlandirilan simetrik BIBD elde

etmede kullanilabilirler. Hadamard tasarimlart v=4r—-1 , k=2t-1 , A=t-1

yvadav=4t-1 , k=2t , A=t parametrelerine sahiptir.

4.9. Teorem

t >1olsun. (4t —1,2¢t — 1, —1) — BIBD mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, 4t

mertebeden HM mevcut olmasidir [20].

4.9. Ornek

H’in 8x8 HM olsun. Normallestirilmis matris asagidaki gibidir:

+ + + + + +
+ + - - + - -
+ - + - + - 4+ -
gt - -+ + - -+
+ + + + - - - -
+ + - - - - + +
+ - + - - 4+ - +
+ - - + - 4+ + -

+ - - + + - = 1 0011 0O

- 4+ - + - + - 01 01010

- -+ + - - + 001 1001

4= L L L - - B i i 10000

+ - - - - + + 1 000 011

- 4+ - - + - + 01 0 01 01

- - 4+ - + = 001 0110
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B’nin satirlart {1,2,3,4,5,6,7} ile simiflandirildiginda, yedi tane blogu {1,4,5} ,
{2,4,6} ,{3,4,7}, {1,2,3}, {1,6,7} , {2,5,7} , {3,5,6} olan (7,3,1)-BIBD elde edilir.

C matrisi, “0” ve “1” lerin yer degistirildigi B matrisidir.

0110011
1010101
1100110
C= 9001111
0111100
1011010
1 101001

C ; bloklar1 asagidaki gibi olan (7,4,2)-BIBD dir. Isabet matrisin “0” ve “1” leri yer
degistirilerek elde edilen tasarim, orijinal tasarimin tamamlayici tasarimi olarak
adlandirilir.

{2)3,6)7} 2 {1)3,5)7} 2 {1)2,5)6} 2 {4)5,6)7} 2 {2)3,4)5} b {1)3,4’6} b {1’2’4’7}

4.1. Sonuc

Eger 4t-1 asal kuvvet ise, 4t mertebeden HM mevcuttur [20].

4.10. Teorem

4t mertebeden HM mevecut olsun. Eger ¢ >3 ise, (2¢—1,¢—1,¢—2)-BIBD

meveuttur; eger ¢ > 2 ise, (2t,1,1— 1)— BIBD mevcuttur [20].

H, = (hi,j), n, mertebeden HM ve H,, n, mertebeden HM olsun. H, ’in her (hi’j)

hiicresi n, xn, boyutlu &, ;H, matrisi ile yer degistirilerek elde edilen 7,n,
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mertebeden matris olarak H, ® H, kronoker ¢arpimi tanimlanir. x/, her hiicresi x

ile gogaltilarak H,’den elde edilen matrisi gdstersin.

4.10. Ornek

H, Ornek 4.7°de verilen 2.mertebeden HM ve H, Ornek 4.8’de verilen

4.mertebeden HM olsun. O zaman H, ® H, asagidaki 8.mertebeden HM dir.

— = ke e e e e
|
—_
|
—_
—

4.11. Teorem

H,, n, mertebeden HM ve H,, n, mertebeden HM ise; H, ® H,, n,.n,
mertebeden HM dir [20].

Teorem 4.11’in asagidaki sonucu n, =2 ve n, =n kabul edilerek elde edilmistir.

4.2. Sonucg

n.mertebeden HM mevcut ise, 2n mertebeden HM mevcuttur [20].
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4.5.3. Williamson metodu
Burada tanimlanan yapilar, n < 88 biitiin olas1 mertebelerden HM’ler elde etmege
izin verir. 92.mertebeden HM, Williamson tarafindan one siiriilen metod kullanilarak

ilk defa elde edilmistir.

Kurulus icin temel, asagidaki 6zdeslik matrisidir.

—a b c d
. a d -c|.
Eger a,b,c ve d tamsay1 ve H = ise, 0 zaman,
c —-d a b

HH'" = (a2 +b*+c’ +d’ )I , dir. HM yapist1 kesin kosullar1 saglayan matrisler

tarafindan a,b,c ve d yer degistirilerek elde edilir.
4.12. Teorem
A,B,C ve D nxn boyutlu matrisler olsun. Bu matrisler asagidaki kosullar1 saglar.

(i) A,B,CveD F1 hiicrelerine sahip simetrik matrislerdir

(1) A,B,C ve D matrisleri degisme 6zelligine sahip matrislerdir [20].

H = ve (A2 +B*+C? +D2): M gbstersin.

O zaman,
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0 O
0 O , . , .
Moo ve “0” hiicreleri 0’larin 7 x n bloklarini gostersin.

0 M

4.3. Sonug

Asagidaki kosullar1 saglayan n xn boyutlu A,B,C ve D matrisleri mevcut olsun.
(1) A,B,CveD¥1 hiicrelerine sahip simetrik matrislerdir

(1) A,B,C ve D matrisleri degisme 6zelligine sahip matrislerdir

(iii) (4% + B> +C>+D*)=4n I,

0 zaman, 4n mertebeden HM mevcuttur [20].

4.11. Ornek
1 11 I -1 -1

A=|1 1 1{ve B=C=D=|-1 1 —1| olsun. Sonug 4.3.’iin kosullar1
1 11 -1 -1 1

kolayca ispat edilir. 4> =3J, ve B> =C*=D"=41,-J,, bdylece

A* +B*+C? + D* =12 I, . Burada 12.mertebeden HM mevcuttur.



11 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
11 1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1
11 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
I -1 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 1 1
11 -1 1 1 1 -1 1 -1 1 -1 1
P e B L
1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 1 -1 -1
11 -1 1 111 1 1 -1 1 -1
1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1
11 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 11
-1 -1 1 -1 -1 1 1 1 -1 1 1 1]

A=(a,;) nxn boyutlu matrisin her i,j i¢in {am modn. 41 modn = @i }’i saglayan
kodsegen matris oldugu sdylenir. Diger bir deyisle; her bir kosegen tizerindeki
hiicreler sabittir. Pratikte Ornek 4.11.”de oldugu gibi kdsegen matrisler A,B,C ve D

uygun olarak segilir.

n pozitif tamsayi ve U = u, ; matris olsun.

i—j=1modn
dh

eger

dir.
Z:; a,U' formunda her matrisin késegen matris oldugunu gérmek miimkiindiir.

Gergekte, her bir kdsegen matris tek sekilde bu yolla ifade edilebilir. Bu agiktir,
clinkii

75
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a, 4q a,, 4,4
a,, 4 a,, 4a,,
n—1 i
Zi=0 aiU -
al a2 anfl aO

dir. (ao Aysesd, 5, an_l) A matrisinin ilk satiridir. A,B,C ve D asagidaki gibi

kosegen matrisler oldugu farz edilsin;

A="Z_]a,-U" ,B=nz_l:bl-Ui ,C=nz_]:ciUi ve D=nz_l‘diU",
i=0 i=0

i=0 i=0

Teorem 4.12’°nin kosullar1 dikkate alinmis olsun. A,B,C ve D matrislerinin tamami U
matrisinde polinomlar gibi ifade edildigi i¢in matrislerin degisme 6zelligine sahip
oldugu agiktir. Her i i¢ina,,b,,c,,d, = ¥1 ise, o zaman A,B,C ve D hepsi F1
hiicrelerine sahip olacaktir. A matrisinin simetrik olmasi kosulunda, 0 <7 <n -1 i¢in

a;, = a,_; dir. Benzer kosullar simetrik B,C ve D i¢in saglanacaktir.

l

A* + B*> +C* + D* =4n I, kosulunu genelde saglamak zordur.

4.12. Ornek

92.mertebeden HM yukarida tanimlanan metodu kullanan Baumert, Golomb ve Hall
tarafindan 1962’de kesfedildi. A,B,C ve D matrislerinin ilk satirlar1 asagidakiler
gibidir (not: “1” + olarak, “-1” — olarak kodland1 ).

Ai++———+———+—++—+———+———+
Bi+—++—++——++++++——++—++—
Cit++———++—+—++—+—++———++

Dit++—+++—+—————— +—t+++—++
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4.5.4. Diizenli hadamard matrisleri

Diizenli hadamard matris, her satir ve her siitununda ayn1 sayida “1”leri igeren bir
matristir. DHM’ler birkac nedenle ilgi ¢eker. ilk olarak; kesin simetrik BIBD’e
esdegerdirler. Ek olarak; verilen mertebeden biitiin olas1t HM arasinda “1”

hiicrelerinin maksimum sayisina sahiptir.

4.13. Ornek

Asagidaki matris 4.mertebeden DHM dir.

-1 1 1 1
1 -1 1 1
1 1 -1 1
1 1 1 -1

Her satir1 ayni sayida “1”lere sahip olan HM satir-diizenli HM olarak adlandirilir.
Her siitunu ayn1 sayida “1”’lere sahip olan HM siitun-diizenli HM olarak adlandirilir.

Satir diizenli HM mevcut olabilmesi i¢in gerekli kosullari sdyledir. H = (A, ;) her

satir1 “1”e esit / hiicre iceren n >1 mertebeden HM olsun. 1 <i<n i¢in r,,H '1n

i.satirin1 gostersin.

‘ :Hj:hl’j =1y :1}‘ , d z‘{j:hl,_/ =h, =—1}‘

olmak iizere, asagidaki esitlikler elde edilir.

a+b+c+d=n
r; [tane “1” icerdiginden a+b=1

r, [tane “1” icerdiginden atc=1
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r,er, =0 oldugundan a-b-c+d=0

n
4

, c=— , d= %l —1 seklinde tek ¢6ziime sahiptir.

Busistem a=/-> b= n
4 4

4.13.Teorem

(X,A4), b=v ile trivial olmayan ikili dengeli tasarim olsun. O zaman (X, A)

simetrik (v,k,A)— BIBD dir [20].

H ’m her “-1” hiicresini “0”a degistirilsin. M, n noktaya ve n bloga sahip ikili

dengeli tasarimin isabet matrisi ( her nokta / blokta ve noktalarin her ¢ifti A blokta

goziikiir ) oldugu igin, 0-1 matris M, 1 =a =/ —% iken MMT =AJ, +(1-M)I,

esitligini saglar. M simetrik (n,/,/ — %) — BIBD’in isabet matrisidir ve bundan dolay1

Teorem 4.13. PBD’nin ger¢ekte BIBD oldugunu ifade eder. Ayrica,
n
I(-H= —Z)(n -1)

oldugu dolayh sekilde goriiliir.
n’in her bir sabit degeri i¢in, yukaridaki esitlik /’de karesel esitliktir.

4.14. Ornek

H, 16. mertebeden HM olsun. n =16 ve / =6 i¢in (n,/,] - %) — BIBD oldugundan

simetrik (16,6,2)-BIBD elde edilir. M isabet matrisinden elde edilen BIBD’in
bloklar1 asagidaki gibidir:
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{1,2,3,4,5,6}, {1,2,7,8,9,10}, {1,3,7,11,12,13}, {1,4,8,11,14,15}, {1,5,9,12,14,16},
{1,6,10,13,15,16}, {2,3,7,14,15,16}, {2,4,8,12,13,16}, {2,5.9,11,13,15},
{2,6,10,11,12,14}, {3,4,9,10,11,16}, {3,5.8,10,12,15}, {3,6.8,9,13,141,
{4,5,7,10,13,14}, {4,6,7,9,12,15}, {5,6,7.8,1,16}

Cizelge 4.1. (16,6,2)-BIBD

Islemler Bloklar
1 ({2 (3|4 5|6 |7 8|9 10111213 |14 | 15|16

1 X[ X | X[ X | X | X

2 X | X X[ X | X | X

3 X X X XX | X

4 X X X X X | X

5 X X X X X X
6 X X X X X | X
7 X | X X X | X | X
8 X X X X | X X
9 X X X X X X
10 X X XX | X X

11 X | X X | X | X X
12 X X X X X X
13 X X X | X X | X

14 X | X X X X | X

15 X X | X X X X
16 X | X | X | X X X

16 nokta ve 16 bloga sahip BIBD’de her nokta (islem) » = 6 blokta goziikiirken,
noktalarin her ¢ifti 4 =2 blokta goziikiir. Blok genisligi £ = 6 olan BIBD simetrik
bir yapiya sahiptir.

Karesel formiil kullanarak 7 ’in fonksiyonu gibi / i¢in ¢dziilebilir, bundan dolay1
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elde edilir. Bu esitlik, » ’in tam kare olmasi gerektigini belirtir. 7 = 0 (mod 4)
durumu dikkate alinabilir. u, pozitif tamsay1 iken 7 = (2u)* yazilabilir. Béylece
simetrik BIBD’i (4u”, 2u” Fu ,u” F u) — parametrelerine sahiptir.

u=2 kabul edildiginde, (16,10,6)-BIBD ve (16,6,2)-BIBD elde edilir. Ornekteki
simetrik (16,6,2)-BIBD gibi (16,10,2)-BIBD de simetrik bir yapiya sahiptir.

Burada dikkat edilecek diger bir nokta da (16,10,2) ve (16,6,2) tasarimlarinin

birbirinin tamamlayicisi olmasidir.

Tersine; (4u”, 2u® Fu ,u” Fu)—BIBD’in isabet matrisi ile baslandiginda ve her “0”

“.1” ile yer degistirdiginde, sonucu 4u°> mertebeli diizenli HM oldugu gériiliir.

4.14. Teorem

Eger; [ =2u’ Tu iken H’1n her satir1 / tane 1" igerirse ve u > 2 bazi tamsayilar
icin n = 4u’* ise n >4 mertebeden satir-diizenli HM mevcuttur. Ayrica HM simetrik

(4u’, 2u” Fu ,u” Fu)—BIBD’e esdegerdir [20].
4.15. Teorem

Asagidakiler esdegerdir.

(1) H, n.mertebeden satir-diizenli HM tir

(i) H, n.mertebeden siitun-diizenli HM tir

(ii1) H, n.mertebeden DHM tir [20].
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4.4. Tamm (Fark Kiimeleri)

modv kalan siniflarinin bir kiimesi {d,,d,,...,d, } olsun. Eger d, —-d, , i#j

bi¢ciminde tiim farklar, 0 olmayan modv kalanlarinin tiimiinii veriyor ve bu farklarin

her biri A defa goriintiyor ise {d,,d,,...,d,} kiimesi modv fark kiimesi ya da

(v,k, A) — fark kiimesi denir [35].

4.15. Ornek

{0,4,5,7} kiimesi mod 13’e gore bir fark kiimesidir. Bu kiime yardimiyla bloklar
olusturulur. Bloklar (dogrular) ve tasidiklar1 noktalar PG, (3) projektif geometri

ozelliklerini gosterdigi agiktir. d # 0(mod13) icin d, —d, = d(mod13) olacak

sekilde (d,,d,) ciftleri asagidaki bigimde verilir.

Cizelge 4.2. (13,4,1) — fark kiimesi

d |d -d, d d, —d,
1 (5.4) 7 (7,0)
2 |(7,5) 8 (0,5)
3 (7.4 9 0.4)
4 (4,0 10 |47
5 (5,0 11 (5,7
6 (0,7 12 |(4,5)

Omege gore bloklar olusturuldugunda, B, ={t,4+¢,5+¢t,7+¢},¢t=0,12,...,12

olmak iizere agsagidaki bicimdedir.

By =1{0,45,7} By ={1568 By =1{2659" B3=1{37810} Bs={48911
Bs ={5910,12} Bg=1{610,11,04 By ={7,1112,1} Bg ={8,12,0,2}
Bg ={9,0,13} Bjog=1{10,12,4} By1=1{11235 By =112346
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Budiizeni¢in, b=13, v=13, r=4, k=4, A=1dir. {0,4,5,7} ciimlesi
(13,4,1) — fark kiimesidir.

4.16. Ornek

(Z, xZ,+) ‘da (16,6,2)-Fark seti: D = {(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(2,0),(3,0)} ve

(Z, % Z,,+) da (36,16,5)-Fark seti:

D={0,): 1<i<5U{(i0): 1<i<5U{(i,i): 1<i<5} yani

D ={(0,1),(0,2),(0,3),(0,4),(0,5),(1,0),(2,0),(3,0),(4,0),(5,0), (L1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5)}

elde edilir. (16,6,2)-BIBD ve (36,16,5)-BIBD mevcut oldugu i¢in 16. ve 36.

mertebelerden DHM ’leri mevcuttur.

16.mertebeden diizenli HM’i 4.mertebelerden DHM’lerin kronoker ¢arpimi
yardimiyla elde edilebileceginden dolayi, iki DHM ’in kronoker ¢arpiminin DHM

oldugunu gdstermek zor degildir.
4.17. Ornek
{1,2,4} (7,3,1)-fark setidir. {1,2,4} iin mod7’e gore her bir toplanir shift {1+n, 2+n,

4+n } dir. Bu setlerin yedisini birlikte goz oniine alinsin. Bloklar 124 , 235, 346,
450,561,602, 013 elde edilir. Bu Sekil 4.3.”de {iggen dondiirerek tanimlanur.
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Sekil 4.3. (7,3,1)-fark seti

Bu 7 set ya da blok i¢in, elemanlar1 7-eleman setinden alinir. [0,...,6] olarak
adlandirilan her bir eleman 3 blokta goziikiir, her blok 3 elemana sahiptir ve
elemanlarin her bir ¢ifti kesinlikle 1 blokta birlikte goziikiir. Boylece (7,3,1)-fark
seti, (7,3,1)-BIBD dir.

(7,3,1) ile karsilasilan ilk yer O, = {1,2,4} setidir. Bunlar sifir olmayan tam kareler
(mod7) dir. Onlarin sifir olmayan 6 fark: (1-2, 1-4 ,2-4 ,2-1,4-1ve 4-2),0
olmayan alt1 farkli kalan (mod7) larin her biri O, mod 7’ye gore 3 sayinin
koleksiyonudur. mod 7’ye gore 0 olmayan her tamsay1 Q, 'nin ayr1 elemanlarinin
farki (mod7) gibi kesinlikle bir yolla verilebilir. Daha genel olarak, bir (v,k, 1) — fark

seti mod v ’ye gore 0 olmayan k tamsayilariin S setidir. mod v ’ye gore 0 olmayan
her n tamsayis1 S’in elemanlarinin farki gibi kesinlikle A farkli yolla verilebilir.

Boylece O, (7,3,1)-fark setidir.

mod11’e gore 0 olmayan her bir tamsay1 (,, ’in elemanlarinin fark: gibi iki yolla

yazilabildigi i¢in Q,, ={13,4,5,9} (11,5,2) fark setidir [36].
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4.16. Teorem

aveb a>b gibi negatif olmayan tamsayilar iken 7 =4“9" olsun. O zaman

n.mertebeden diizenli HM mevcuttur [20].

Eger a=b=0 ise n=1 dir ve l.mertebeden diizenli HM mevcuttur.

a+b >1oldugu farz edilebildigi i¢in n = 4°"36" yazilir. O zaman n.mertebeden
DHM, 36.mertebeden b DHM’ler ve 4.mertebeden a-b DHM’lerin kronoker ¢arpimi

olarak verilebilir.

4.6. Bent Fonksiyonlari

n >1 tam say1 olsun. f : (Z 5 )" — Z, fonksiyonu, n degiskenlerinin Boolean
Fonksiyonu olarak adlandirilir. B, : n degiskenlerinin biitiin Boolean fonksiyonlarinin

seti olsun.

f € B, olmak iizere, vektor uzunlugu 2" ’de her x € (Z 5 )" i¢in f(x) degerleri
bulunabilir. Her x € (Z 5 )” icin ¢(f), = f(x) iken @(f) ile bu vektor gosterilsin.
Tutarlilik i¢in, lexicographic mertebede ¢( /') ’in koordinatlarini indeksleyecegiz
=2% brnegin, n degiskenlerinin 2> Boolean

(Not: ¢(f) € (22 )Zn ve

fonksiyonlar1 vardir).

B}'l

Her bir f € B, i¢in Tamm: (1)’ , her x € (Z,)" igin ((-1)" Yx) = (-1)/* gibi
fonksiyon (-1)” :(z,)" - {-1,1} olur. Diger taraftan, (-1)/ “1”e esit her ¢ikig “-1”

ile ve “0”a esit her ¢ikis “1” ile yer degistirilerek f ’den bigimlendirilir.

Tamm: x,y € (Z,)" iki vektoriin i¢ carpimi asagidaki gibidir. x = (x,,x,,...,x,) ve

y=0,Y,,--.,»,) iken



x-y:ixiyi mod 2

i=1

(Z 5 )n iizerinde tanimlanan her bir gercek-deger fonksiyonu F olsun. F’in Fourier

Déniisiimii asagidaki formiil ile tanimlanan fonksiyon F:(Z,)" — R dir. Her

xe(z,) igin,

Fxy= Y (- F(y)

ye(Zy)"

dir. Her bir x,y € (Z,)" iki vektor igin,

1 =
5 :{ Y
’ 0 X#Yy

dir.
4.1. Yardimci Teorem

Her bir y € (Z,)" igin,

ye(Zy)"
dir [20].

S, = (s, ) satirlari ve stitunlari lexicographic mertebede (Z 5 )" ile indekslenmis

olan 2" x2" boyutlu matris ve her x,y €(Z,)" i¢in s, , = (1) olsun. S,, 2"

mertebeden Sylvester matris olarak adlandirilir.

85
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4.5. Tamim (Sylvester Matris )

1 1
S, = [1] matrisi ve H, :{ } olsun. Sylvester matrisi S,, S, =H,® S, ,
1 -1

seklinde tanimlanan 2" x 2" boyutlu matristir.

1 1 1 1
1 1 1 1 -1 1 -1
S,=H,®S, = ® =
-1 {1 -1 (1 1 -1 -1
1 -1 -1 1],
1 1 1 1 1 1 1 1]
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11 1 1}/ {1 1 -1 -1 11 -1 -1
11 I -1 1 -1 /1 -1 -1 1 1 -1 -1 1
S3_H2®S2_L _J®1 1 -1 =1/ (11 1 1 -1 -1 -1 -1
1 =1 =1 1 1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1]..,
Sn=H2®Snfl_
2"x2"

4.2. Yardimci Teorem

S, Hadamard matristir [20].



4.3 Yardimci Teorem

F:{0,1}" = R olsun. O zaman, ¢(F) = ¢(F)-S, dir [20].

4.4. Sonucg

A

F:{0,1}" — R olsun. O zaman, F=2"-F tir [20].
4.18. Ornek

n=2 x,,x, € Z, iken f(x,,x,)=x,-x, ve F =(=1)" olsun. O zaman ¢(f) ‘in

koordinatlar1 lexicographic mertebede oldugunda,

#(f)=(£(0,0), (0,1), £(1,0), /(1,1)) = (0,0,0,1)

dir. ¢(F)=(1,1,1,-1) olmak iizere 2.mertebeden Silvester matrisi

I 1 1 1

I -1 1 -1
S, =

1 1 -1 -1

I -1 -1 1

olarak elde edilir.
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4.17. Teorem

feB, ve F=(-1)’ olsun. h,, =F(x+y) ikenher x,y € (Z,)" igin
matris H , = (h,,) olsun. Burada f’ in bent fonksiyon olabilmesi i¢in gerek ve yeter

kosul H ,’in HM olmasidir [20].

4.19. Ornek

n=2 ve x,,x, € Z, iken f(x,,x,)=x, -x, olsun. ¢(f)=(0,0,0,1) ve

#(F) = (1,1,1,-1) dir. Matris H , ’in 4. mertebeden HM oldugu kolayca goriilir.

111 -l
11 -1 1

H, =
S
-1 1 1 1

Asagidaki teorem, kesin fark setleri ve bent fonksiyonlar1 arasindaki denkligi

ispatlar.

4.18. Teorem (Dillon)

f:(Z,)" = Z, bent fonksiyonunun mevcut olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(Z,)">de (2", 2" F22 ) 2" F202'%) _Fark seti mevcut olmasidir [20].

Bu simetrik (2", 2" F2¢?2 2" F20"2'2)_BIBD (u =2""7 Teorem
4.14.°de uygulayarak ) gecisli otomorfizm gruplari olarak (Z,)" ’e sahiptir, BIBD’in

isabet matrisi her “-17 hiicresi “0” ile yer degistirilerek H ,’ten yapilandirilir.
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Tersine; fark seti mevcut olsun. Bu fark setinden, gegisli otomorfizm gruplar olarak
(Z,)" e sahip olan simetrik (2", 2" F2??  2"?F20»"?)_BIBD’i

kurulabilir. O zaman, bu BIBD’in isabet matrisinde her “0” hiicresini “-1” ile yer

no

degistirerek gegisli otomorfizm grubu (Z,)" ’e sahip olan 2" .mertebeden diizenli

HM’i bulunur. HM’in bu otomorfizm gruplarina sahip olmast, her u,x,y € (Z,)"

icin A = h,, anlamindadir.

u+x ,u+y

Fonksiyon f € B, ’i asagidaki gibi tanimlanir:

0 h =1
_ x.(0,+-,0)
f(x) —{ !

O zaman, her x,y € (Z,)" i¢in

h, =h

— S (x+y)
X,y x+y,(0,--,0) (_1) o

elde ederiz. Boylece Teorem 4.17., f ’in bent fonksiyon oldugunu gosterir.
4.5. Sonucg

f € B, bent fonksiyon olsun. 1 =0 yada 1 ve

D, ={re(z)": f(x)=i]

tanimlansin. Bu takdirde D,, (Z,)"’de (2",2"" 222 2" 20?2y _Fark

setidir [20].
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Tersine; D = (Z,)" (2", 2" F2U»"2 2" F2"22) _Fark seti olabilmesi i¢in
gerek ve yeter kosul x € D ise f(x)=0 ile f € B, olmasidir. O zaman, f bent

fonksiyondur.

4.20. Ornek

n=4 ve f(x,,x,,x;,X,)=xX, +x;x, mod2 olsun. O zaman, ¢(f) ‘in
koordinatlar1 lexicographic mertebede oldugunda

#(f) =(0,0,0.1,0,0,0,1,0,0,0,1,1,1,1,0)

Ve

¢(F) = (1913 19_13 17 1917_1915 17 15_19_17_19_15 1)

seklinde elde edilir.

f(x) =1 iken x degerlerini kaydederek fonksiyon f ’ten fark seti yapilandiririz.
D= {(0,0,l,l), (0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,0),(1,1,0,1), (1,1,1,0)}

setini buluruz. D, ((Z 2)4,+) grubunda (16,6,2)-Fark setidir.
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5. PROJEKTIF GEOMETRILER ve DUZLEMLER

5.1. Tanim

P noktalarin, B ise dogrularin bir kiimesi olsun. 7, P kiimesine ait bir nokta, 5 ’de
B kiimesine ait bir dogru olmak iizere (n,b) sirali ikilisi dikkate alinsin. *< P x B
alt kiimesine “lizerinde bulundurma baglantisi” denir. (n,b) € * ise bu n*b ile

gosterilir. n*b ifadesi, “n noktasi1 b dogrusu iizerindedir” anlamindadir [35].

5.2. Tamm

n P, i=123,...1i¢in n *b olacak sekilde bir b € B dogrusu varsa, bunlara

“dogrudag noktalar” denir [35].

5.3. Tamim

b eB, i=123,...1¢in n *b olacak sekilde bir n € P noktasi varsa, bunlara

“noktadas dogrular” denir [35].

Bu kisimda hesaplamalar mod p ’ye gore yapilacaktir. p bir asal sayidir. Bu
durumda mod p kalanlar1 bir sonlu cisim olustururlar. Her p asal sayisi ve her n
pozitif tamsayisi i¢cin GF(p") Galois Cismi mevcuttur. Projektif geometri

kavraminda noktalar ve dogrular GF(p") kullanilarak tanimlanacaktir.

GF(p")’in hepsi birden sifir olmayan m +1 elemanli sirali kiimesi m boyutlu sonlu

projektif geometride bir noktadir.

(a,a,,...,a,,),(a,a.,...,a’ )iki kiime olsun.

a=a,i=12,...m+1,1#0, 1 GF(p") (5.1



92

yani,

(a,a,,...,a,)=Aa,a,...,a )ise (a,a,,...,a, ) noktasi ve bununla orantili tim

noktalar ayn1 noktay1 gosterir.

) ve P.=(d,a.,...,a’ ) farkli iki nokta olsun.

])1 =(al’a2""’am+]

AP+ AP =Aa +Aal,Aa +Aa.,..,Aa +A4a (5.2)

27712 27729

A, A, cGF(p"),enazbir A sifirdan farkli Esitlik (5.2) ile verilen ifade dogru

tanimi olarak alinir.

Bu tarzda elde edilen noktalar ve dogrular sistemine GF(p") nin “m —boyutlu

projektif geometrisi” denir ve PG, (p") ile gosterilir.

GF(p")’nin (m+1) elemanl sirali kiimelerinin sayis1 p"”*" dir. (0,0,...,0)

m+1)

kiimesi ¢ikarildiginda (p""" —1) sirali kiimenin elemanlarindan en az biri sifirdan
farklidir. GF(p") ’in eleman sayisi sonlu ve bu say1 p" oldugundan Esitlik (5.1)
nedeniyle p” —1 tane (m +1) elemanli sirali kiimenin ayn1 bir noktay1 gdsterecegi
aciktir. O halde PG, (p") *deki farkli noktalarin sayist,

n(m+1)

Pl (5.3)
-1

bulunur.

PG, (p") nin k —boyutlu alt vektdr uzayr PG, (p") olsun. Bu alt uzay

P,P,,...,P.,, lineer bagimsiz nokta ile tanimlidir.
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PG, (p") ’deki noktalarin say1si ise
l+p"+p"+...+p" (5.4)
ile vertilir.

PG, (p")alt uzaylarinin her biri (k +1) bagimsiz nokta ile tanimlanir.

[k nokta P ise P noktast (1+ p" + p™ +...+ p™), P, noktasi

1 2

(p'+p”+...+4p™), P, noktas1 (p” +...+ p™),..., P noktasi

3

(p"+...4p"),..., P, noktast (p” +...+ p™) yolla segilir.
O halde PG, (p") deki (k +1) bagimsiz noktanin farkli sirali kiimelerinin sayist,

A+p " +p"+...+p")Np +...4p")...(p" +...+p™) (5.5)
ile verilir.

PG, (p")’ deki (k +1) bagimsiz noktanin sirali kiimelerinin sayisi ise,

A+p " +p"+...+p")p" +...4p")...(p""" + p")(P") (5.6)
ile verilir.

Esitsizlik (5.5) ve (5.6) kullanilarak PG, (p") deki PG, (p")alt uzaylarinin sayisi

bulunur. Bunun degeri asagidaki bicimde verilir.

A+p"+...+p")..(p" +...4p™) (5.7)
A+p"+...+p")...(p“"" + p")(p")
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Ayni diisiince tarztyla PG, (p") alt uzaym igine alan PG (p") alt uzaylarindan soz

edilir. PG (p") altuzayminda (s+1) bagimsiz nokta ile tanimlanacag1 agiktir.

PG (p")’nin olusturulmasinda PG, (p") *de bulunmayan bir nokta segcilerek
islemlere baglanir. Bunokta P olsun. P, noktasi (p“"" +...+ p™) noktanin

(k+2)n

disinda segilir. P, noktas1 (p +...+ p™) noktanin disinda secilir. Yani
P, ¢ PG,,(p") dir. Bu sekilde nokta se¢imine devam edildiginde PG (p")’ye
ulasilir. Boylece s > k olmak tizere, PG, (p") ’yi bulunduran PG, (p") alt

uzaylarmnin PG, (p") ’deki sayis1 asagidaki bigimde bulunur.

(k+1)n

(p
(p(k+l)n

+...+p") . (p"+. .+ P (5.8)
ek ) (P 4 PP

Esitsizlik (5.8) £ =0,1 i¢in irdelenerek
1) k£ =0 i¢in Esitsizlik (5.8)’den

(lf bt P )"'(f,l,f"'jp ) C m2s>0 (5.9)
P+t ") (P + PP

bulunur. £ =0 i¢in PG,(p") gobz oniine alinir. Bu 0 —boyutlu analitik geometridir
ve burada noktalar s6z konusudur. Her bir a, noktas1 GF'(p") ’nin elemanidir.

Esitsizlik (5.9) ifadesi r ile tanimlanip noktalarin PG, (p") de goriinme say1s1

olarak alinir.

2) k =1 ig¢in Esitsizlik (5.8)’den

P+t ™) (P +. 4 p™)
(p" +...4p")...(p"" +p")p")

m>s>1 (5.10)
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bulunur. k£ =1 i¢in PG, (p") goz 6niline alinir. 1—-boyutlu analitik geometri bir
dogrudur. PG, (p") 'nin her bir noktas1 ikililerden olusur. Esitsizlik (5.10) ifadesi A

ile tanimlanir ve her nokta ¢ifti 4 farkli PG (p") ’de bulunur.

Verilen bu tanimlamalardan sonra, bloklar ile PG, (p") ve degiskenler ile noktalar

esdeger kabul edilecektir.

5.1. Projektif Geometri

q asal ya da asalin kuvveti olsun. V», GF(q) tizerinde n boyutlu vektor uzayini
tanimlasin. Bunun i + 1 boyutlu alt uzayma i -flat denir. a ve b iki flat ise bunlarin
iligkili olabilmesi i¢in a — b yada b — a olmalidir. Flatlar arasindaki iligkiler

g mertebeli n boyutlu projektif geometri PG, (g) ile verilir. O-flat noktalar, 1-flat

dogrular, 2-flat diizlemler ve (n -1)-flat ise n -boyutlu hiperdiizlem olarak tanimlanur.

Iki alt uzayn esit olmasi igin gerek ve yeter kosul, ayni noktalari ihtiva etmeleridir.

Herhangi bir sabit i i¢in (1 <i < n—1) noktalar ve i-flat bir 2-tasarim tanimlar.

n+l

Ozellikle noktalar ve dogrular 2 — [q ,q + l,lj Steiner sistemdir.

g -1 4q"-1q" -1
g-1 " ¢q-1" gq-1

Noktalar ve hiperdiizlemler, bir simetrik 2 — ( jtasarlm

gosterir. Bazen PG, (q), “nokta hiperdiizlem tasarimi” olarak da tanimlanir.

Bu iki durumun kesisimi PG, (gq)da nokta ve dogrularin tasarimidir, yani

2—(q* +q+1,q+1]) tasarimi ve g mertebeli “projektif diizlem”dir.

Projektif geometrinin nokta hiperdiizlem tasarimlari 1960 yilinda Dembowski —

Wagner ile taninmustir.
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5.1. Teorem

PG, (q) daki i- flat’ larin sayis1 soyledir:

{nﬂ} (@ -D(@q" =q)...(¢"" = q")
i+1] (¢ -D@q@" -9)...(¢" —q")

Bu durumda nokta ve n boyutlu hiperdiizlemlerin sayist 9 _11 kadardir [35].

5.2. Teorem

g >1,n>1 olmak iizere,

2_(61 ~1¢'-1 ¢"' -1

, , parametrelerine sahip 2 — (v, k, A) tasarimi vardir [35].
g-1 g-1 g-1

5.2. Projektif Diizlem

(3,2,1)-BIBD’in mevcut oldugu bilinir. Fakat bu BIBD 1.mertebeden projektif

diizlem oldugu kabul edilmez, 1(n° +n) = (n+1)n.

Projektif diizlemlerin simetrik BIBD oldugu gosterilebilir. Her nokta (n +1) blokta

gozikiir ve bloklarin her ¢ifti 1 noktada kesisir.

Toplam nokta ve dogru sayis1 n° +n+1 dir. Her dogru tizerinde n + 1 nokta vardir.
Her noktadan »n +1 dogru geger. Farkli iki nokta tek bir dogru ile birlesir. Farkli iki

dogru tek bir noktada kesisir. Ugii aym dogru {izerinde olmayan dért nokta vardir.
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q asal kuvvet ise q.mertebeden projektif diizlem her zaman mevcuttur. F,
q.mertebeden sonlu cisim olsun ve V', F, lizerinde 3-boyutlu vektdr uzayini

gostersin.

V., V ’nin biitiin 1-boyutlu alt uzaylarindan olussun, 7, , V' ’nin biitiin 2-boyutlu alt
uzaylarindan olussun. Her B eV, i¢cin A, ={C €V, : C < B} kiimesi blok tanimlar.

Ayrica, A={A, :BeV,} alinsin.
(V}, A) *nin q.mertebeden projektif diizlem oldugu gosterilebilir.

Biitiin C €V igin |C| =¢q dur ve 000 € C gozlemlenir. C\{000} setleri V' \ {000}

3
—1 .
parcalarindan olusur. Burada |V1| -4 - _ q° +q+1 dir.
q

B eV, olsun. |B| = ¢’ oldugu agiktir. Burada;

Sonolarak ; C,D eV, ve C # D olsun. I-boyutlu C ve D alt uzaylarini igeren 2-

boyutlu B alt uzayinin tek oldugu asikardir. Bu alt uzay C ve D noktalarini igeren

tek blok A, ’yi belirler.

5.3. Teorem

g > 2 olan her asal kuvvet igin simetrik (¢° + ¢ +1,¢ +1,1) - BIBD mevcuttur [20].
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Ornek 3.1°de verilen (7,3,1)-BIBD 2.mertebeden projektif diizlem 7 noktal1 ve 7

dogrulu en kiiclik projektif diizlem (fano diizlemi) dir. GF'(2) lizerine kurulan

PG, (2) ile tamimlanmaktadir.

Ng

dg
N1 dy N
ds
d,
d N
3 N,
ds
N
d Ny

Sekil 5.1. (7,3,1) BIBD’in PG, (2) de bir gosterimi

Bu ayn1 zamanda bir Steiner sistemdir (t=2, t-(v,4,1) ). Ayn1 zamanda bir Hadamard

tasarimadir (t-(4¢ -1, 2t-1, t-1)).

n mertebeli afin diizlem 2-(n°,n, 1), n mertebeli projektif diizlem 2-

(n* +n+1,n+1,1) birer Steiner sistem &rnekleridir.

Asal olmayan kuvvetten mertebeye sahip projektif diizlemin varolma sorusu Tasarim

Teorisinde 6nemli sorulardan biridir.
5.4. Tamm

n>2 olsun, (n°,n”> +n,n+1,n,1)—BIBD n.mertebeden “afin diizlem” olarak

adlandirilir [20].

Ornek 3.4’te verilen (9,3,1)-BIBD afin diizlem i¢in bir &rnektir.
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n.mertebeden projektif diizlemin artik tasarimi n.mertebeden afin diizlemdir.

5.4. Teorem

m —boyutlu projektif geometri PG, (p") ’de bulunan s —boyutlu PG (p"),

(m > s) alt uzay1 parametreleri asagidaki gibi olan bir BIBD dir [37].

b A+p"+...+p")Np" +...+p")...(p" +...+ p™)

n sn n sn (s=1)n sn sn =b(s’m’p”)

Ad+p' +...+p")p"+...+p")...(p +p")p")
v=~_+p"+...+ p")=v(m,p")
k=(+p" +...4+p")=k(s,p") (5.11)

= W AP ) D)
(p"+...+p")...(p""+p")p")
1 s =1ise

A= = A(s,m,p")

(pz” +.. ") (p" + o+ p™)

2n sn (s—)yn - P s >1ise
P +...+p").(p +p")(p™)

Esitlik (5.11) ile verilen b,v,k,r, A parametreleri sirasiyla; blok sayisi, nokta sayisi,

blok genisligi, tekrar sayisi, her bir nokta ¢iftinin birlikte goriinme sayis1 olarak

alinir.

BIBD’de sonlu 6klit geometriler de kullanilir. Bu geometri PG, (p") ’den elde edilir
ve EG, (p")ile gosterilir. EG, (p"), (a,,a,,...,a,) noktalarini bulundurur.
a,’lerin her biri GF(p") Galois cisminin bir elemanidir. Bu geometri nokta

kombinasyonlarinin bir ifadesi bigimindedir.



100

PG, ,(p") deki noktalar PG, (p") den ¢ikarilirsa geriye noktalarin ve dogrularin

diger bir sistemi kalir. Bu sistemin noktalar1 ve dogrular1 sonlu boyutlu analitik

m —boyutlu oklit geometri £G, (p") 'nin elemanlaridir. £G, (p") 'nin noktalarmnin

sayisl,

v(m,p")=v(m—1,p") = p" (5.12)

dir.

PG, (p") de oldugu gibi ayni yolla EG, (p") ’nin sve k (s > k) boyutlu alt
uzaylari disiiniiliir. EG,(p")alt uzaymnda bulunan EG, (p") alt uzaylarmin sayisinin
hesab1, PG,(p")’de bulunan PG, (p") alt uzaylarinin sayisinin hesaplanmasindaki
diislince tarziyla aymdir. EG_(p")bloklar olarak g6z oniine alinir. Bunlarin

EG, (p") deki saysi,

b(samvp”)_b(svm_lap") (513)

ifadesi ile tanimlanir.

Asagidaki teorem EG, (p") yardimiyla BIBD parametrelerinin nasil tanimlandigini

Verir.

5.5. Teorem

EG, (p")’de bulunan EG,(p")parametreleri asagidaki gibi olan bir BIBD

formundadir

b=b(s,m,p")—b(s,m~1,p")

m

v=p"
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k= p* (5.14)

r=r(s,m,p")

A=A(s,m,p") [37].
Yukarida verilen tanimlar ve teoremler m 'nin alacagi degerlere gore incelenecektir.

[k 6nce m =2 durumu goz oniine alinsm. Bu durumda a,,a,,a, € GF(p") ve
a,,a,,a, hepsi ayni anda sifir olmamak kosuluyla (a, ,a,,a,) sirali iigliisii bir noktay1

gosterir. Noktalarin kiimesi,

b b 3 : 12 29 ;EGF ! 2 12 29 3 i OJO’OJ
P_{(al a,,a,):a,,a,,a, € GF(p"),(a,,a,,a,) # ( )} 5.15)

- (a,,a,,a,)=Aa,,a,,a,),A e GF(p"),A#0
bigimindedir.
5.5. Tanim
S bir projektif diizleme iliskin herhangi bir ifade olsun. S ’de “nokta” sozciigl
yerine “dogru” ve “dogru” sézciligli yerine “nokta” koyarak bulunan yeni ifadeye

“S ’'nin dual ifadesi” denir.

P ’ye dual olarak dogrular kiimesi,

1272573

(b,b,,b) = A(b,b,,b),A 0,4 GF(p")

(5.16)

1272973

{[b b,,b]:b,b,,b, € GF(p"),[b,b,,b,]# [0,0,0],}

bigimindedir.

Burada “[ ]” koseli parantez bir dogru tanimlar.



102

Esitlik (5.16)’dan [b,,b,,b, ]i¢liisii ve bu tiglitye orantil1 olan biitiin ti¢liilerin ayni bir

dogru olarak tanimlanacagi agiktir.

5.1. Ornek

3.mertebeden projektif diizlem olan (13,4,1)-BIBD g6z 6niine alinsin. Bu sonlu cisim

GF(3) ’de kurulur. Blok sayis1 ve degisken sayis1 13, blok genisligi ve her bir
degiskenin tekrar sayisi 4, her bir nokta ¢iftinin birlikte goriilme sayis1 4 =1 olan

simetrik BIBD dir. PG, (3) *deki noktalar asagidaki gibidir.

P=100 P,=010 P,=001 P, =110
P =101 P =011 P =111 P=1-10

P =101 P,=-111 P,=1-11 P,=L1-1 P, =0-1]1

noktanin dogru iizerinde bulunma bagintisina gére dogrular ve lizerinde tagidiklar

noktalar soyledir:

[0,0,1]: (1,1,0),(1,0,0), (0,1,0), (1,-1,0)

[0,1,0]: (1,0,1),(1,0,0), (0,0,1), (1,0,-1)

[0,-1,1]: (1,1,1),(0,1,1),(1,0,0) ,(-1,1,1)

[0,1,1]: (1,0,0),(0,-1,1), (1,-1,1), (1,1,-1)

[1,0,0]: (0,1,0),(0,1,1),(0,0,1),(0,-1,1)

[1,0,-1]: (1,0,1), (1,1,1),(1,-1,1),(0,1,0)

[1,0,1]: (0,1,0),(1,0,-1), (-1,1,1), (1,1,-1)



[1,-1,0]: (1,1,1),(0,0,1),(1,1,0), (1,1,-1)

[1,1,0]: (0,0,1),(1,-1,1), (-1,1,1), (1,-1,0)

[-1,1,1]: (1,1,0), (1,0,1), (-1,1,1), (O,-1,1)

[1,-1,1]: (1,1,0), (0,1,1),(1,0,-1), (1,-1,1)

[1,1,-1]: (0,1,1), (1,0,-1), (1,-1,0), (1,1,-1)

[1,1,1]: (1,1,1),(1,-1,0), (1,0,-1), (0,-1,1)
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Cizelge S.1.ile b=v=13 , k=r=4, A =1 parametreli BIBD’in birliktelik yapisi

verilmistir.

Cizelge 5.1. (13,4,1)-BIBD

Islemler Bloklar
112|314 |5]6]|7]|8 1011 (1213
1 X | XX | X
2 X XXX
3 X X X
4 X X X | X
5 X X X X
6 X X X | X
7 X X X X
8 X X | X
9 X X X X
10 X X X
11 X X X
12 X X | X X
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13 XX X X

Sekil 5.2. (13,4,1) BIBD’in PG, (3) ’de bir gosterimi

5.2. Ornek

Ornek 5.1."de verilen 3.mertebeden projektif diizlem PG, (3)’den bir dogru ve
tizerindeki noktalarin ¢ikarildigi durumu g6z 6niine alinsin. Cikarilan dogru [0,0,1]
olsun. Bu durumda elde edilen noktalarin ve dogrularin sistemi £G,(3) diir. £G,(3)
icin parametreler b=12 , v=9 , k=3, r =4 ve A =1 olarak (9,3,1)-BIBD
bulunur. Bu artik tasarim 3.mertebeli afin diizlemdir. Ancak EG,(3)’de BIBD’in

simetrikliginin bozuldugu goriiliir. £G, (3) ’deki dogrular ve iizerindeki noktalar

sOyledir:

[0,1,0]: (1,0,1),(0,0,1), (1,0,-1)

[0,-1,1]: (1,1,1),(0,1,1) ,(-1,1,1)

[0,1,1]: (0,-1,1),(1,-1,1), (1,1,-1)

[1,0,0]: (0,1,1),(0,0,1),(0,-1,1)



[1,0,-1]: (1,0,1), (1,1,1),(1,-1,1)

[1,0,1]: (1,0,-1), (-1,1,1), (1,1,-1)

[1,-1,0]: (1,1,1),(0,0,1) , (1,1,-1)

[1,1,0]: (0,0,1),(1,-1,1), (-1,1,1)

[-1,1,1]: (1,0,1), (-1,1,1), (O,-1,1)

[1,-1,1]: (0,1,1), (1,0,-1), (1,-1,1)

[1,1,-1]: (0,1,1),(1,0,1), (1,1,-1)

[1,1,1]: (1,1,1),(1,0,-1), (0,-1,1)

Cizelge 5.2. EG,(3) ’de tanimlanan BIBD
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Islemler Bloklar
1 2 3 4 5 6 | 7 10 | 11 | 12
3 X X X
5 X X X
6 X X X | X
7 X X X X
9 X X X X
10 X X
11 X X | X X
12 X | X X X
13 X X
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EG, (3)’lin bir afin diizlem oldugunu sdylemek miimkiindiir. 9 noktal1 bir afin

diizlem Sekil 5.3.’de gosterildigi bicimde temsil edilebilir.

o
=

1
P
Sekil 5.3.(9,3,1) BIBD’in EG,(3) ’de bir gosterimi

5.6. Tanim

F cismi yardimiyla tanimlanan projektif diizlemlere “cisim diizlemleri” denir.

Burada F' cismi olarak GF(p") Galois cismi alinacaktir. GF(p") 'nin elemanlariyla

belirtilen diizlemde,

(1) =1+p"+p” (5.17)

nokta vardir.

(i) Her dogru iizerinde,

k=1+p’ (5.18)
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nokta vardir.

(ii1) Biitlin dogrularin sayist,

b=1+p"+p” (5.19)

dir.

(iv) Her noktasindan 1+ p" dogru geger. Yani,

r=1+p" (5.20)

dir.

5.7. Tamim

Yukarida verilen Esitlik (5.17), (5.18), (5.19) ve (5.20)’nin hepsini birden saglayan

p" sayisina “projektif diizlemin mertebesi” denir.

5.8. Tamm

(P, B,*) sisteminin bir projektif diizlem olmas1 i¢cin P ve B ayrik kiimelerinin

eleman sayisinin ayni bir Q sayisi olmasi ve

Q=1+p"+p” (5.21)

seklinde yazilabilmesi gerekir.

Tanim 5.8.’den dolay1 projektif diizlemlerin daima simetrik BIBD tanimlamadigini

sOylemek miimkiindiir.
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Her n pozitif tamsayisi ve p asal sayisi i¢cin mertebesi p" olan bir projektif diizlem

var olmakla birlikte cisimler yardimiyla elde edilemeyen bir¢ok projektif diizlem

vardir.

Teorem 3.8. sonlu mertebeden bazi projektif diizlemlerin mevcut olmadigini gosterir.
Eger p" =1(mod4) yada p" =2 (mod4)ise ve p" negatif olmayan iki tamsayinin
kareleri toplami olarak yazilamiyorsa, mertebesi p” olan bir projektif diizlem yoktur

[38].

Projektif diizlemler 2-boyutlu projektif geometriler olarak kabul edilir.
5.6. Teorem

g > 2 her asal kuvvet i¢in , (¢°,¢,1) — BIBD mevcuttur [20] .

5.7. Teorem

V=(F, )™ olsun. ¥,, V ’nin 1-boyutlu alt uzaylarinin tamamini ve ¥, ¥ *nin d-

boyutlu alt uzaylarinin tamamini igersin. Her d-boyutlu alt uzay blok olusturur.

Teorem 5.2., Teorem 5.3.’lin d =2 igin 6zel durumudur.

q2+1_1 qz_l q2—1_1
g-1 "q-1" ¢q-1

( )_ = (q2+q+laq+191)_

Teorem 5.2.°de verilen BIBD’in noktalar1 ve bloklar1 d-boyutlu projektif geometri

PG, (q) ’nun noktalarina ve hiperdiizlemlerine uyar.

Teorem 5.2.°de verilen simetrik BIBD’lerden artik BIBD’leri elde edilebilir. Bu

BIBD’leri asagidaki sonugta verilen parametrelere sahiptir.
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5.1. Sonug

d-1
-1
g > 2 asal kuvvet ve d >2 tam say1 olsun. O zaman (g ,q"‘l,q—l) —BIBD
q —

mevcuttur [20].

d d-1 d-2
-1 -1 -1
Ayrica d > 2 ise (q , 9 , a(q )) — BIBD mevcuttur.

g-1 gq-1 q-—1

Sonugtaki ikinci BIBD PG, ,(q) 'nun q 6rnekleri gibi ayn1 parametrelere sahiptir.

Simetrik (13,4,1)-BIBD’in artik tasarimi (9,3,1)-BIBD dir.
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6. YENIDEN COZULEBILIR DENGELI TAMAMLANMAMIS BLOK
TASARIMI

6.1. Tanmim

(X,A4), bir (v,k,A)—BIBD olsun. (X, 4) ’da bir paralel simif 4 ’daki ayrik
bloklarin alt setidir. 4 *nin » paralel siniflarina pargalanmasi “yeniden ¢éziimlenme”
olarak adlandirilir. Eger 4 'nin en azindan bir yeniden ¢éziimlenmesi varsa

(X, A) 'nin yeniden ¢oziilebilir oldugunu sdyleyebiliriz.

Bir paralel sinifin v/ k blok igerdigi bilinir. Ayrica BIBD yalnizca v =0 mod & ise

bir paralel sinifa sahip olabilir.

Biitiin ¢ift v’ler yeniden ¢oziilebilir (v, k, A1) — BIBD’lerini olusturur (not:

(v,k,A)—BIBD, v setinin biitiin 2°1i alt setlerini igerir).

6.1. Teorem

Bir ¢oziilebilir (v,k, 1) — BIBD var olmasi igin gerek ve yeter kosul, v ¢ift say1 ve

v >4 olmasidir [14].

6.1. Ornek

Yeniden ¢oziilebilir (6,2,1)-BIBD’in paralel siniflar1 asagidaki gibidir.

0 {OO’O} s {1a4} s {2:3}

M, ={ }
I ={el} . {200 . (34}
M, ={{=2 , 31 . {40}
I }
m J

J={o3) L 420, (oL
J=1ody {03, {12}
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Bloklarin paralel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul onlarin, ayni alt uzayin kosetleri

olmasidir. Eger B,B’ paralel olmayan bloklar ise BN B’ ; bir (m —2) — boyutlu alt

2

uzayin kosetidir, ¢"~ elemana sahiptir. Bu tasarim, F lizerinde m — boyutlu afin

uzayidir.
6.2. Tamm (Grup)

Bos olmayan bir H seti ile bu setteki A islemciden olusan (H,A) ikilisi alinsin.

Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa (H,A) ikilisine bir “grup” denir.

(1) A:(x,y)eHxH = xAyeH, Vx,yeH (kapallik aksiyomu)
(i) (xAy)Az = xA(yAz) YV x,y,zeH (birlesim aksiyomu)

(i) xAe=eAx=x VxeH (birim elemanin varlig1 aksiyomu)

(iv) xAx'=x'Ax=e x"eH (ters elemanin varligi aksiyomu)

6.3. Tamm (Alt Grup)

Bir (H,A) grubunda bir H' c H, H' # O, alt seti i¢in (H',A) de bir grup ise bu

gruba (H,A) grubunun bir “alt grub” u denir.

6.4. Tanim (Koset)

(H,A) bir grup ve (G,A) de H ’1n bir alt grubu olsun. & € H olmak iizere
a AG ={a Ax | xeG}

setine G’nin H ’daki bir “Koset” 1 denir.

Bu boliimde yiiksek boyutlu afin geometrilere afin diizlemlerin kurulusu

genisletilecektir. g asal kuvvet olsun. m>2 ve X =(F,)" almsin. 1<d <m—1
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olsun. X ’de d-flat d boyuta sahip olan X ’in alt uzayidir ya da alt uzayin toplanir
koset’idir ( not: X ’in kendisi tizerinde m boyutlu vektor uzayidir). 1<d <m—1 igin

X ’in tiim d-flatlarinin seti ve X' noktalar seti, 4G, (¢) ile tanimlanan F,

m
tizerindeki m-boyutlu afin geometriyi meydana getirir. 1| <d <m—1 igin [d} Gauss

q

Katsayis1 agagidaki gibi tanimlanir.

(¢" =D(g"" =D---(¢" " -1 40
{m @ D@ =g -1
d q
1 d=0

AG, (q) geometri cesitli yeniden ¢oziilebilir BIBDleri verir.

6.2. Teorem

q asal kuvvetve m=>2 ,1<d <m-1 olsun. X, AG, (q) da noktalarin setini
gostersin ve 4, AG, (q) ’da biitiin d-flatlarin setini gostersin. O zaman (X, 4),

parametreleri asagida verilen bir yeniden ¢oziilebilir (¢”,b,r,q%,A)—BIBD dir [20].

Yukaridaki yap1 d =1 , m =2 6zel durumunda afin diizlemleri igerir. Afin diizlemde

dogru AG, (q) ’da 1-flat gibi diisiiniiliir. Teorem 6.5.’de her afin diizlemin yeniden

¢oziilebilir oldugu gosterilecek. Fakat bu sonug¢ Teorem 6.2.’de verilen parametrelere
sahip olan biitiin tasarimlar i¢in diisiiniilemez. Eger d >1 ise verilen formda
parametrelere sahip olan yeniden ¢oziilebilir olmayan BIBD’leri vardir. Ornegin

(8,4,3)-BIBD mevcuttur fakat yeniden ¢oziilebilir degildir.



6.5. Tanim

(1) Her dogru iizerinde n nokta vardir. (2) Her nokta n+1 dogru {izerindedir. (3)

Noktalarm toplam sayis1 > dir. (4) Dogrularin toplam sayis1 n° +n dir.

Toplam nokta sayis1 n” dir. Dogru sayisi n” +n dir. Her dogru {izerinde 7 nokta
vardir. Her noktadan »n +1 dogru geger. Farkli iki noktadan tek bir dogru geger.
Farkl1 iki dogru en ¢ok bir noktada kesisir.

Oklid diizlemi bir afin diizlemdir ve (7 +1) paralel dogru demeti vardir.

b=v=4 , r=k=3 , A=2 parametreleri Bruck-Ryser Teoremine gore
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projektif diizlem tanimlamaz. Ikili diizlem tanimlar. Ciinkii, Bruck-Ryser teoremine

gore n =1(mod4) yada n=2(mod4) ve n negatif olmayan iki tam sayinin kareleri

toplami olarak yazilamiyorsa mertebesi n olan bir projektif diizlem yoktur.

6.3. Teorem

Her asal ¢ icin ¢ . mertebeden afin diizlem vardir ( Oregin (¢°,¢.,1) — BIBD ) [20].

6.2. Ornek

Teorem 6.3.°1 kullanarak 3.mertebeden afin diizlem olusturmak miimkiindiir.

Noktalarin seti Z, x Z, olmak iizere bloklar asagidaki gibidir.

= {(0,0),(1,0),2,0)}
{n,n, 2D}

Ly, = (0.2).(12),(2.2))
Ly, = {(0,0),(1,),(2,2)}
L

L =100),(1,2),(2,0)}
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L, =1{(0,2),(1,0),(2,)}
Ly, ={(0,0),(1,2),2.1)}
Ly, ={(0.),(1,0),(2,2)}
L,, =1{(0,2),(1,)),(2,0)}
L, =1{(0,0),(0,),(0,2)}

o1 =11,0), (LD, (1,2)}

o2 =12,0),(2,),(2,2)}

N~

Bu noktada asalin kuvveti mertebeden afin diizlemler i¢in iki kurulus elde edilir.

Teorem 6.3.’te verilen direkt kurulus ve Teorem 5.3.’de verilen PG,(q) projektif
diizlemin artik BIBD dikkate alinabilir. ¢ .mertebeden afin diizlemlerin bu iki

yapinin izomorfik BIBD’lerini ortaya ¢ikardigi gosterilebilir.

[lk olarak, PG, (q)projektif diizlemin artik tasarim gibi yapilandirilan biitiin afin
diizlemlerin izomorfik oldugunu gostermek zor degildir. Diger taraftan, PG, (q)da

bloklar, artik tasarimlar kullanarak olusturulabilir. Genelligi bozmaksizin 2-boyutlu

alt uzaya uygun olan 4, blogu secilir.

By = {(x,%,5%,) € (F,)? - (0,0,1).(x,,x,,%,) =0 |

A, blogundaki noktalar (£, )’ *iin asagidaki 1-boyutlu alt uzaylaridir.
span((l,i,O)),i eF, ve span((O,l,O))

A, °danoktalar g” noktalar span((x, y,l)), x,y€ly dur.
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(P,0) = (Fq X Fq’{l‘a,b ra,beF, }u {Lw ‘cek, }) Teorem 6.3.’te verilen
g.mertebeden afin diizlem olsun. Her (x, y) € P igin (x,y) — span((x, y,l)) ile

tanimlanan & bijeksiyon (P,0) afin diizlemin izomorfizmini ve 4, blogundan

PG, (g) nun artik BIBD’1 ortaya ¢ikarir.

Bloklarin « bijeksiyon altinda bloklara ayrintilariyla planlandig: ispat edilmelidir.
PG,(q)’da ¢* +q bloklar ( 4, dan baska) asagidaki 2-boyutlu alt uzaylardan elde

edilir.
B,,= {(xl,xz,x3) € (Fq)3 :(a,~1,b).(x;,x,,x;) =0 } , a,beF, ve

B, ={(x,,x,,x) € (F,) : (1L0,~¢).(x,, x,,%,) =0 |} , ceF

q

Bu ¢’ +q alt uzaylar ayridir ve B, dan farklidir.

a,b € F, olsun. PG,(q) nun Ag  blogundaki g +1 noktalar

span((x, ax + b,l)),x eF, ve span((l, a,O)) dir. Artik tasarim olusturulurken,
span((l,a,O)) noktast ABM “dan ¢ikarilir. Her x € F, i¢in

a(x,ax +b) = span((x,ax + b,1)) dir. Boylece L,, blogu 4, \ {span((1,a,0))} bloga

a ile planlanir.

Son olarak, ¢ € F, iken 4, blogu dikkate alinmus olsun. bu blokta ¢ +1 nokta
span((c, y,l)), yeF, ve Span((O,l,O)) dir. Artik tasarim yapilandirilirken,
Span((O,l,O)) noktasi A Bg\{span((O,l,O))} “den ¢ikarilir. Her y € F, i¢in

ale,y) = Span((c, y,l)) dir.



116

Boylece L, blogu 4, bloga « ile planlanir. iki tasarimin izomorfik oldugu

gosterilmis olur.

Afin ve projektif uzaylar, afin ve projektif diizlemin genellesmis yapilarini ve blok

tasarimlarinin daha genel ailelerini verir.

) n n-—1 n
AG, (gq) bir afine uzay, v=¢q", k=gq’, r:{d} , /1:{ }, b:q”{ }

parametreleri ile bir blok tasarimidir. Burada {n} , GF(q)iizerinde n boyutlu
1

q

vektor uzayinin i boyutlu alt uzaylarinin sayisini1 gosterir. g asal yada asalin kuvveti

olsun. n ve d d <n olacak sekilde pozitif tamsayilar olsun. O zaman,

H (g =D =D (g"" —1)
dj, (¢ -D@" -1...(¢ =D

olur.

6.4. Teorem

+1 n+1_ d+1 d+1_
PG (q), v= v _4 "9 4= _4 1,
. qg-1 1 . qg-1

n n-—1 n+1
r:{ }’ /I:[ }’ b:[ }
d d-1 d+1
q q q

parametreleri ile blok tasarimidir [35].
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6.6. Tanim

3—(m*+m,m+11) (m2>=2) parametreli Steiner 3-tasarimina “sonlu tersinir

diizlem” denir. Bu diizlemler afin diizlemlerin genislemeleridir.

t tasarimlarinin geometrik tamamlanis1 bu tasarimlarin bir geniglemesi olarak
diisiiniilebilir. Bir afin diizlemde birbirine paralel biitiin dogrular paralel dogru
demeti olusturur. Diizlemde her bir demet i¢in bu demetin tiim dogrularini tizerinde
bulunduran fakat afin diizlemin noktalar1 arasinda bulunmayan yeni bir nokta g6z
Ontine alinir. Boylece diizleme her dogrultuda yeni bir nokta katilmis olur. Buna
“ideal nokta” denir. Biitiin ideal noktalar1 lizerinde bulunduran dogru ideal dogrudur
ve bu dogru afin diizlemin dogrularina katilir. Boylece elde edilen yeni sistem afin

diizlemin bir tamamlanisidir. Her afin diizlemin tamamlanis1 bir projektif diizlemdir.

6.3. Ornek

v=4,b=06,k=2,r=3, 1 =1 parametreli 2- (4,2,1) tasarimi1 gz 6niine alinsin.
Tasarim bloklart B, = {1,2}, B, = {3,4}, B, ={1.3}, B, ={2,4}, B, = {1,4}, B, = {2,3}
olsun. o , o , 0o, noktalar1 bu 2-(4,2,1) tasarimina eklensin.

1 2 o 1 3 o 1 4 oo

1 2

3 4 o 2 4 ©, 2 3 o

3

® , 0,0, ideal noktalaridir. Ideal dogruda oo 00, o0, dogrusudur.



118

Ls Ly

g

Sekil 6.1. 2-(4,2,1) 2.mertebeden bir afin diizlem

2.mertebeden bir afin diizlemin projektif diizleme tamamlanis1 Sekil 5.1.°de

verilmistir.

6.1. Afin Diizlemlerin Yeniden Coziilebilirligi

Afin diizlemler, yeniden ¢6ziilebilir BIBD lerinin ilging 6rnekleridir. Her bir afin
diizlemin yeniden ¢oziilebilir oldugu gosterilebilir. Bunu kanitlamanin temel adimlar
asagidaki yardimci teoremler ile verilir.

6.1. Yardimc: Teorem

(P,0) n.mertebeden afin diizlem, L €0 , x € P ve x ¢ L olsun. Bu takdirde

xeM ve LnM =C ve M €0 olan bir blok kesinlikle vardir [20].

6.2. Yardimcit Teorem

(P,0) n. mertebeden afin diizlem olsun. O zaman = iliskisi yukaridaki gibi

tanimlanan bir denklik iligkisidir [20].

6.3. Yardimci Teorem

(X,0) n.mertebeden afin diizlem olsun. Bu takdirde = ’nin her bir denklik sinifi

(X,0) ’da paralel siniftir [20].



6.5. Teorem

Her afin diizlem yeniden ¢oziilebilirdir [20].

6.4. Ornek

g =2 olsun. PG, (2) Cizelge 6.1.°de verilir. x=0001 ve m =5 olsun. Gruplar ve

bloklar Cizelge 6. 2.’te verilir.

Cizelge 6.1. PG,(2) ’nin noktalar1 ve uzaylari

Noktalar: 0001, 0010, 0011,0100,0101,0110, 0111, 1000, 1001, 1010,
1011,1100,1101,1110, 1111
Dogrular: 0001, 0010,0011 0010,0100,0110 0011,0101,0110

0001, 0100, 0101
0001,0110,0111
0001, 1000, 1001
0001, 1010, 1011
0001, 1100, 1101
0001, 1110, 1111

0100, 1010, 1110
0100, 1011, 1111
0101, 1000, 1101
0101, 1001, 1100
0101,1010, 1111
0101,1011,1110
0110, 1000, 1110

0010, 0101,0111
0010, 1000, 1010
0010, 1001 , 1011
0010, 1100, 1110
0010, 1101, 1111
0011,0100, 0111

0110, 1001, 1111
0110, 1010, 1100
0110, 1011, 1101
0111,1000, 1111
0111,1001,1110
0111,1010, 1101
0111,1011,1100

0011, 1000, 1011
0011, 1001, 1010
0011,1100, 1111
0011,1101,1110
0100, 1000, 1100
0100, 1001, 1101




Cizelge 6.1.(Devam) PG, (2) 'nin noktalar1 ve uzaylari
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Diizlemler:

0001, 0010,0011,0100,0101,0110,0111
0001, 0010, 0011, 1000, 1001,1010, 1011
0001, 0010,0011,1100, 1101 ,1110, 1111
0001, 0100, 0101, 1000, 1001, 1100, 1101
0001, 0100,0101, 1010, 1011, 1110, 1111
0001,0110,0111, 1000, 1001 ,1110, 1111
0oo1,0110,0111, 1010, 1011, 1100, 1101
0010, 0100,0110, 1000, 1010, 1100, 1110
0010, 0100,0110, 1001, 1011, 1101, 1111
0010, 0101,0111, 1000, 1010, 1101, 1111
0010, 0101,0111,1001,1011,1100, 1110
0o11,0100,0111, 1000, 1011,1100, 1111
oor1,o1oo,o0111, 1001, 1010, 1101, 1110
0o11,o1o1,0110, 1000, 1011, 1101, 1110
0o11,o101,0110, 1001, 1010, 1100, 1111

Cizelge 6.2. Grup boliinebilir (10,5,2)-PBIBD

Gruplar

Bloklar

0010 , 0011
0100 , 0101
0110 , 0111
1000 , 1001
1010 , 1011

0010, 0100,0110, 1000, 1010
0010, 0100,0110, 1001, 1011
0010, 0101,0111, 1000, 1010
0010, 0101,0111, 1001, 1011
0011,0100,0111, 1000, 1011
0011,0100,0111, 1001, 1010
0011,0101,0110, 1000, 1011
0011,0101,0110, 1001, 1010




121

6.2. Bose Esitsizligi ve Afin Yeniden Coziilebilir Dengeli Tamamlanmamis Blok

Tasarimlar

Bose esitsizligi, yeniden ¢oziilebilir BIBD varlig i¢in gerekli kosulu saglar.

6.6. Teorem ( Bose Esitsizligi )

Eger yeniden ¢oziilebilir (v,b,r,k, A1) — BIBD mevcutsa, o zaman b > v +r—1 dir

[20].

Asagidaki Yardimc1 Teorem Bose ’un esitsizligi durumunun alternatif yolunu verir.

6.4. Yardimci Teorem

(v,b,r,k, 1) —BIBD diisliniilsiin. Bu takdirde b > v+ r —1 olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul >k + A olmasidir [20].

6.1. Sonug

Eger yeniden ¢oziilebilir (v,b,r,k,A)— BIBD mevcutsa, o zaman » > k + A dir [20].

6.7. Tanim

b=v+r—1 (yadaes deger olarak r =k + A ) parametreli bir yeniden ¢oziilebilir

BIBD bir afin yeniden ¢oziilebilir BIBD olarak adlandirilir [20].

r =n+1=k+ A oldugundan dolay1 afin diizlemler afin yeniden ¢oziilebilirdir.
d = m—1 oldugunda Teorem 6.2. kullanilarak bir afin yeniden ¢oziilebilir BIBD

elde edilebilir ve esitlikleri yazmak miimkiindiir.
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Boylece asagidaki sonug verilebilir.

6.2. Sonug

o . e
q asal kuvvet ve m > 2 olsun. O zaman A = 9 olan afin yeniden ¢oziilebilir

qg-1

(¢",q"", 1) —BIBD vardir [20].

Afin yeniden ¢6ziilebilir BIBD’leri yar1 artiktir. BIBD’lerin gergekte izomorfik olan

bu iki sonuctan bulundugu gosterilebilir.

Afin yeniden ¢oziilebilir BIBD igin diger bilinen kuruluslar yoktur.

Afin yeniden ¢6ziilebilir BIBD’in bir sonsuz sinift HM’lerinden tiiretilir. 4t
mertebeden HM’in simetrik (4¢—1,2¢—1,¢—1)—-BIBD’e ((X, A) diyelim) esdeger

oldugu Teorem 4.9.’da verilmistir. (X, 4) 'nin blok tamamlayicisinin

(4t -1, 2t ,t)-BIBD ((X, B) diyelim) oldugu sdylenebilir.

6.5. Ornek

(4t-1,2t-1,t—-1)—-BIBD, ¢t =2 i¢in (7,3,1)-BIBD’i olusturur.

r=1x6/2=3 , b=3x7/3=7

Burada elde edilen simetrik BIBD’in 2.mertebeden projektif diizlem olduguna dikkat
edilmelidir. Ayn1 sekilde bu BIBD’in blok tamamlayicisinin (7,4,2)-BIBD yani
(4t -1, 2t —1,¢t — 1) — parametrelerine sahip simetrik BIBD oldugu goriiliir.
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o ¢ X olsun ve tanm, X' = X U{wo} dir. Her A€ 4 i¢in A'= A U{wo} ve
A = {A' ‘A€ A} tanimlansin. (X', 4" U B) ’nin bir afin yeniden ¢oziilebilir
(4t 8t —2,4t -1, 2t ,2t — 1) — BIBD oldugunu gormek zor degildir. Burada her bir

paralel sinif iki blok ihtiva eder.
6.7. Teorem

Eger 4t mertebeden HM mevcutsa, o zaman afin yeniden ¢oziilebilir

(4t , 2t ,2¢t —1) = BIBD mevcuttur [20].

Simetrik BIBD’da her bir iki ayr1 blok A noktalarinda kesisir bu Teorem 3.9. ile

verilmistir. Afin yeniden ¢6ziilebilir BIBD i¢in de benzer sonug vardir.

6.8. Teorem

Afin yeniden ¢oziilebilir (v,k, 1) —BIBD’in farkli paralel siniflardan her iki blok

kesinlikle k> /v noktada kesisir [20].
6.6. Ornek

Yeniden ¢oziilebilir (28,7,2)-BIBD » =9 ve b =63 parametrelerine sahip olabilir,
clinkii 9=7+2 (r =k+ /”t) oldugu icin yeniden ¢oziilebilir (28,7,2)-BIBD, afin
yeniden ¢oziilebilirdir. Teorem 6.8.’de farkli paralel siniflardan her bir iki blok

k* /v =7/4 noktada kesisir. 7/4 tam say1 olmadig1 i¢in yeniden ¢dziilebilir
(28,7,2)-BIBD mevcut degildir (fakat yeniden ¢oziilebilir olmayan (28,7,2)-
BIBD’leri mevcuttur).

Afin yeniden ¢oziilebilir BIBD’de u=k”/v bir tam say1 olmalidir. Paralel siniftaki

bloklarin sayisi
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v_k
k u

diir, bu durumda % =0 mod g olmalidir. Eger n = k/ 4 alinirsa, o zaman

elde edilir. n ve u terimleriyle A asagidaki gibi elde edilir. A(v—1)=r(k—1) ve
r =k + A oldugu ig¢in,

Av=1)=(k+A)k-1)

bulunur. Béylece,

Av—k)=k(k-1)

dir. Gerekli diizeltmeler yapildiginda

;sz(k_l)z n,u(n,u—l)= nu—1
v—1 n’u—nu n—1

elde edilir.

: . -1 . .
Her afin yeniden ¢oziilebilir BIBD (n°u , nu , n,u_l) — parametrelerine sahip
n e
olmalidir ve tersine bu parametrelere sahip olan her yeniden ¢oziilebilir
-1 . e i .
(n°u,nu, n,u_l) — BIBD afin yeniden ¢oziilebilirdir. Bunun gibi BIBD’1
n [—

( n, 1) —afin yeniden ¢oziilebilir BIBD diye gosterilir. Teorem 6.7.’de verilen
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tasarimlar ( 2,m) — afin yeniden ¢oziilebilir BIBD’lerdir. Sonug 6.2.’den

bulunan( g,¢"") —afin yeniden ¢6ziilebilir BIBD’lerdir.

6.7. Ornek

Teorem 6.7.ye gore (4¢,2t,2t—1)—BIBD, =2 ig¢in (8,4,3)-BIBD’in afin

yeniden ¢oziilebilir BIBD » =3x7/3=7,b="7x8/4 =14 parametrelerine sahiptir.

4 . .
U=—=—=2 , n=—= 5= 2 ile bu tasarimin parametreleri
v

L2
U

(n’u, nu, &_11) bicimindedir. (1, ) — afin yeniden ¢oziilebilir BIBD dir.
n J—

Cizelge 6.3. (8,4,3)-BIBD

) Bloklar
Islemler
A | A, s | A, sTAG A | A | Ay A A | AL A5 A,

1 X X X X X X
2 X X X X | X X X
3 X X | X X X | X X
4 X X X | X X X | X
5 X X X X | X X X
6 X X | X X X X X
7 X | X X | X X | X X
8 X | X X X X X | X

(8,4,3)-BIBD’in yedi paralel sinifa sahip oldugu yukaridaki tablodan goriilebilir.
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6.2.1. Afin o —yeniden ¢oziilebilir tasarimlar

6.8. Tanim

Farkl1 ¢6ziim siniflarindan herhangi iki blok ¢, ( ¢,>0) noktada kesisiyorsa yeniden

¢oziilebilir bir tasarim “afin yeniden ¢oziilebilir” dir [4,7].

6.9. Tanim

Her nokta (islem) her sinifta o defa goriinecek sekilde blok kiimeleri siniflar igine

boliinmiisse tasarim “« — yeniden ¢oziilebilir” dir.

o —yeniden ¢oziilebilirbir BIBD de;

va=pk , b=pc , r=ca

dir [7].

6.10. Tamm

Herhangi iki blok ayn1 sinifta g, noktada kesisiyorsa ve herhangi iki blok farkli
smiflarda ¢, ( ¢,>0 ) noktada kesisiyorsa, & —yeniden ¢6ziilebilir bir tasarim “afin

a — yeniden ¢oziilebilir” dir [7].

Asagidaki ornekte dikey ¢izgi siniflar1 birbirinden ayirir. Her sinif i¢indeki bir satir

bir blogu tanimlar.

6.8. Ornek

Cizelge 6.4.’deki (9, 3,1) tasarimi ¢, =1 ile afin yeniden ¢6ziilebilirdir.



Cizelge 6.4. (9, 3, 1) tasarimi

123 147
456 258
789 369
6.9. Ornek

159
267
348

168
249
357
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Cizelge 6.5.°deki (15, 3,1) tasarimi yeniden ¢oziilebilirdir ama afin yeniden

coziilebilir degildir.

Cizelge 6.5. (15, 3,1) tasarimi

123
4812
51014
61113
7915

6.10. Ornek

145
2810
31315
6914
71112

167
2911
31214
41015
5813

189
21215
356
41114
71013

11011
21314
347
5912
6815

11213
246
3910
51115
78 14

11415
257
3811
4913
61012

Cizelge 6.6.’daki (9, 3, 2) tasarimi 2-yeniden ¢dziilebilirdir ama yeniden ¢oziilebilir

degildir.
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Cizelge 6.6. (9, 3, 2) tasarimi

129 123 138 147 157 168 145 136
458 468 247 238 258 267 246 235
367 357 |569 569 349 349 789 789

Yeniden ¢oziilebilir ve o — yeniden ¢oziilebilir tasarimlarin kullanimi Fisher ve
Yates tarafindan tartigilmistir. Yeniden ¢oziilebilirlik varsayimlari gegerli ise o
zaman yeniden ¢oziilebilir bir tasarimin analizinin, rastgele tam blok tasarimi gibi
islem karsilagtirmalari i¢in hatanin yansiz tahminini verdigi Yates tarafindan
gosterilmistir. Yeniden ¢oziilebilir olmayan tamamlanmamis blok tasarimi rastgele
tamamlanmis bloklardan daha az etkili olmasini ragmen, yeniden ¢oziilebilir bir

tasarim her zaman rastgele tamamlanmis bloklar kadar etkindir.

6.9. Teorem

Yeniden ¢oziilebilir bir BIBD de asagidaki esitlikler saglanir:

c2k+A veya b>2v+c—1 (6.1)

Bu esitsizlikler 1942 yilinda Bose tarafindan bulunmustur [2].

6.10. Teorem
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Afin yeniden ¢6ziilebilir bir BIBD de Esitsizlik (6.1) esitsizlikleri esitlik olarak

saglanir ve parameteler su sekilde olur:

v=Fq, , b=p , r=(8q-1)(s-1) ,
k=Bq, , A=(Bq,-1)/(B-1)

Bu teorem 1942 yilinda Bose tarafindan verilmistir [4].
6.11. Teorem

Afin yeniden ¢6ziilebilir bir BIBD’de baz1 y tamsayilari igin;

v=p(y(B-D+D)=pk , b=puB" +p+D=pr ., A=pr+l
r=py+p+1 . k=pr(B-D+D

dir [2,7].
6.11. Ornek

Ornek 6.8.’deki ¢, =1 ile afin yeniden ¢oziilebilir olan (9, 3,1) tasarimu diisiiniilsiin.
Butasarimda v=9,k=3,1=1,r=4,=3,b=12,c=4 idi. y =0alinirsa
Teorem 6.11.’deki esitlikler

v=B(B-D+)=pk — 9=3[03-1)+1]=33

b=pp>+p+)=p  — 12=3(03*+3+1)=3.4
A=py+1 — 1=3.0+1
r=py+p+1 — 4=3"0+3+1
k=pBy(B-1+1) — 3=3[(3-1.0+1]

6.12. Teorem
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o —yeniden ¢oziilebilir bir BIBD’de b > v+c¢—1 dir [7].
6.5. Yardimci Teorem

Afin a —yeniden ¢6ziilebilir bir BIBD’de ;

g, =k(a-D/(B-1) ve ¢, =ka/B =k /v
dir [7].
6.13. Teorem

o —yeniden ¢oziilebilir bir BIBD’in, afin « —yeniden ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul b =v+ ¢ —1olmasidir [7].

6.3. Sonug

Afin a —yeniden ¢6ziilebilir bir BIBD’de ; ¢, =k + A —r dir [7].

Afin o —yeniden ¢0ziilebilir tasarimlarda x =k, y = ¢q, , z = g, olarak alinan bir

M=1.®{x-I,+(y-2),}+zJ.®J, (6.2)

matrisi A"A matrisinin bulunmasinda kullanilabilir. Buradaki ® , kronoker
carpimuidir ve boyutlar1 farkli olan herhangi iki matrisi ¢arpmaya olanak saglar.
1., ixi boyutlu birim matris ve J,, ixi boyutlu I’lerden olusan matristir.

l

6.12. Ornek
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Ornek 6.8.’deki afin 1-yeniden ¢oziilebilir (9, 3,1) tasarimi icin M matrisi sdyle

olur:

£=3

c=4,

z=q, =1,

qI:O,

y:

x=k=3,

=1, {3 -0, +(0=1)J,} +1-J, ® J,

=1, ®{313 _J3}+J12

J12x12

 — |
|
— 1
S O on
S on O
on O O
| — |
| S —

S O — O

S - O O

— o O O

1
1
1

3 00
0 3 0
0 0 3

1
1
1

1 300
1 0 3 0
0 0 3

1

1
1
1

1 3 00
0 3 0
0 0 3

1
1

1 3 00
0 3 0
0 0 3

1
1

(9, 3, 1) tasariminin isabet matrisi A asagidaki sekilde verilir.



1 001 001O0O0T1UO00O0
1 0001O0O01O0O0T10
1 00001O0O0T1O0O01
0101 0O0O0OO0OT1O0OT1@PO0
A=|0 1 0 01 01 1 00 01
01 00O01O0O0O0OT1UO00O0
001 1.00O0O0O0OO0OO01
001 01 00 OT1T1TUO0ODO
001 001 11001 0
6.14. Teorem

Her pozitif » tam sayisii¢in v=2n, b=n(2n-1), r=2n-1, k=2, A=1
parametreli BIBD yeniden ¢oziilebilirdir [7].

6.13. Ornek
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12, 34, 13, 24, 14, 23 bloklarini sahip (4,2, 1) tasarimi diisiiniilsiin. » = 2 alinirsa bu

tasarim, Teorem 6.14.’deki parametrelere uydugu i¢in yeniden ¢oziilebilirdir.

v=4=2.2, b=6=212-2-1), r=3=2-2-1, k=2, A=1

Ayrica bu tasarim, g, =1 ile afin yeniden ¢oziilebilirdir.

6.15. Teorem

Bir afin yeniden ¢oziilebilir 2 — (v, k, A) tasariminin varoldugu diisiiniilsiin. Bu

takdirde simetrik bir 2 —(v', k', 1") tasarimi mevcuttur. Burada,

Vi=(r+lw, k'=kr, A'=kA

dir [28]. Wallis, bu teoremi ispatlamak i¢in gii¢lii diizgiin grafikleri kullanmigtr.
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6.14. Ornek

(9,3,1) (=12, r=4, c=4) afin yeniden ¢oziilebilir tasarimin varligi,

simetrik (45,12,3) tasariminin varligini belirtir.

6.16. Teorem

D, yeniden ¢oziilebilir ama afin olmayan bir 2 — (v, k, 1) tasarimi olsun. Bu takdirde

asagidaki esitsizlikler saglanir:
b>2v+r—-2  veyaesdegerolarak r>2k+4 [4].

6.2.2. Afin yeniden ¢oziilebilir dengeli tamamlanmamis blok tasarimlarindan

elde edilen simetrik dengeli tamamlanmamis blok tasarimlari

Bu boéliimde, afin yeniden ¢oziilebilir BIBD’lerinden simetrik BIBD’lerin kurulusu

verilecektir. I1,,...,I1, paralel siniflara sahip olan afin yeniden
coziilebilir (v,b,r,k,A) — BIBD dir. (X, 4) mevcutolsunve X ={x, :1<i<v}
alinsin. Asagidaki gibi M ,..., M ile gosterilen v xv matrisleri tanimlanabilir.

1< A <r olsun. O zaman

N 1 X;,X; €A Aell,
m.. =
0 dh

olmak tizere M, = ml.’fj ‘tir. M, vxv boyutlu “0” matrisi olsun M asagidaki gibi

tanimlansin.
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M, (r+1)vx(r+1)v boyutludur. M matrisi yukarida tanimlandig1 gibi simetrik

BIBD’in isabet matrisi olarak yorumlanabilir.

6.4. Sonug

q asal kuvvet olsun. Bu takdirde, simetrik (¢° (¢ +2), g(g+1), ¢)—BIBD

mevcuttur [20].

6.15. Ornek

3.mertebeden afin diizlemden simetrik (45,12,3)-BIBD elde edilebilir. (9,3,1)-BIBD
dikkate alinsin. I1, = {123,456,789}, I1, = {147,258,369}, I1, = {159,267,348} ve

IT, = {168,249,357} gibi dort paralel sinif kolayca goriiliir. M, ve M, matrisleri

asagidaki gibidir.
‘111 00000 O] 1 001 00 1 0 O]
111 000000 01 00100T10
111 000000 001 00T1TO00 1
000 111 000 1001 007100

M,=[0 00 111 00 O|ve My,={0 1 001001 0
000 111 000 001 00T1U00 1
000000 111 1001007100
0000O0UO0 111 01 00100O0T10
000000 I 11| 0010010 0 I]

M, ve M, matrisleri benzer tarzda yazilabilir, o zaman
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()
w

olmak tlizere M matrisi, (45,12,3)- BIBD’in isabet matrisidir.

6.17. Teorem

Bir afin yeniden ¢oziilebilir B[ gk ; f(y(f—1)+1), By +1] tasarimin duali,

v=pB0p>+p+1) , b=pp(B-D+1) , r=pLF-D+1) ,
k=py+p+1 , m=py+p+1 , n , 4, =0 , A =y(f-1D+1

ile bir “yari-diizenli grup boliinebilir tasarim™ dir [7].

v=9 , b=12 , r=4 , k=3 , A=1 parametreleriile afin yeniden

¢oziilebilir BIBD goz oniine alinsin, bu tasarimin geometrik yapisi net’ tir [26].

*

Dualtasarim v’ =12 , b =9 , r =3 , k' =4 , 4 =0 , A, =1ile

yari-diizenli grup tasarimidir.

Her bir projektif diizlemin artik tasariminin, bir afin diizlem oldugunu ve her bir afin
diizlem, bir projektif diizleme genisletilebilir oldugu bilinir. Diger bir deyimle; bir

(n”,n,]) tasarimi eger meveut ise, bir (n”> +n+1,n+1,1) tasarimin art1ig1 olmalidir

[7].
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7. SONUC

Bu calisma, dengeli tamamlanmamis blok tasarimlart ile sonlu geometriler arasindaki
iligkinin incelenmesi amaciyla yapilmistir. Bu amag¢ dogrultusunda t-tasariminin
ozellikleri ve 1ilgili yapilar, BIBD’ler i¢in bir temel olusturmasi nedeniyle bu
calismada yer almistir. Genel olarak BIBD’lerin varlik kosullari, 6zellikleri ve
kuruluslar i¢in farkli metodlar incelenmistir. BIBD’ler icin artik, tiiretilmis ve dual
tasarimlar gibi diger yapilar ve geometrik anlamlar iizerinde durulmustur. Burada

0zel durumlar i¢in BIBD’in bazi ailelerinin kuruluslar1 incelenmistir.

Sonlu projektif geometri, Oklit geometri ve diger iliskili geometriler {izerinde
durulmus ve BIBD’lerin bu geometriler ile iligkisi ifade edilmistir. Bu alanda ¢alisan
arastirmacilara bir yol goOstermesi amaciyla ilgili geometrilerde noktanin dogru
tizerinde bulunma kosullarindan ve Ozelliklerinden yararlanilarak BIBD igin
noktalarin bloklara dagitimi yapilmig ve Ornekler verilerek daha ayrintili ifade

edilmisgtir.
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