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1 GiRiS

Bu tezin esas amaci,

Wy +au -Aut gu)= f QxR de (L.1)
u =0  0QxR’de (1.2)
u(x,0) = u,(x) € HL(Q) (1.3)
u,(x,0) = p,(x) e I*(Q) (1.4)

denkleminin yerel olmayan c¢ekicilerinin varligint incelemektir. Burada « >0 ve

f=f(x)el*(Q), Q R" nin bir acik alt kiimesidir. g lineer olmayan fonksiyonu
da Rden Rye tanimli olsun. G fonksiyonu G(s)= I g(r)dr olsun.g ve G
0

iizerinde agagidaki kabulleri yapalim:

fim in G(f) >0 (1.5)
S§|—>00 KY
fim inf 380 =66, (1.6)
S§|—>0 KY
esitsizliklerini saglayan bir ¢, sabiti vardir. Burada y sabiti
0<y<mw, n=12 ise,
0<y<2, n=3 Iise,
y =0, n>4 ise,
olmak tlizere g fonksiyonunun x >0 i¢in
|g'(s)| < w(1+|s]") (1.7)

biiylime sartin1 sagladigini kabul edelim.



Ayrica g, Hy(Q)dan L*(Q) ye smirli operatordiir ve Es.1.5 ve Es.1.6 dan

asagidaki sartlar V77 >0 ve Vs € R i¢in

G(s)+ns* > -C, (1.8)

sg(s)—c,G(s)+ns* > -C, (1.9

C,,C, sabitleri var oldugu gikarilabilir.

Genel dalga denklemi
u, +au, +Au+ f(u)=nh

formunda olup 4 = —A alinarak otonom lineer olmayan dalga denklemi
u, +au,—Au+ f(u)=nh.

pek c¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir. Lineerligi bozan kisim iizerindeki

sartlar direkt olarak f skaler fonksiyonu ve onun iizerindeki anti-tiirevlerinden

faydalanmistir. Soniimlii lineer olmayan dalga denklemleri ig¢in yerel olmayan
cekicinin varlig teorisi ilk once Ghidaglia ve Temam [4] ve Ladyzhenskaya [8]
tarafindan kurulmustur. Babin ve Vishik [2] ¢alismalarinda lineer olmayan dalga

denklemleri i¢in yerel olmayan ¢ekicinin varhigini ¢caligmislardir.

Ma, Wang ve Zhong [10] makalelerinde yerel olmayan cekicinin varligmi ispat
etmek i¢in C sartini ifade etmislerdir. Boylece fonksiyon uzaylari iizerinde daha fazla

diizglinliik aramaya gerek kalmadan yerel olmayan cekicinin varligi ispat edilmistir.

Bazi arastirmacilar makalelerinde yutan kiimenin varlig1 {izerine sonuglar

vermislerdir. Bunlardan biriside Kurt tarafindan [7] makalesinde, bir boyutlu uzayda



damping terimli lineer olmayan dalga denkleminin varligi ve tekligini kabul edip

yutan kiimesini enerji methodu kullanarak elde etmistir.

Bir diger ¢alismada ise Abdallah tarafindan [1] makalesinde ele almis oldugu s1g

sulardaki dalga denklemleri i¢in yutan kiimenin varligini géstermistir.

Bu caligma ise literatiir de arastirilip ¢aligilarak olusturulmustur. Dalga denkleminin
varlig1 ve tekligi arastirilmistir. Bu denklemin yutan kiimesinin nasil olusturuldugu
bulunmustur. En son olarak (C) sart1 kullanilarak Es 1.1- Es. 1.4 verilen denklemin

yerel olmayan ¢ekicisinin varligi iizerinde ¢alisilmistir.



2 ONBILGILER VE TEMEL KAVRAMLAR
2.1 Baz1 Fonksiyon Uzaylan

2.1.1 Tanmim

Bir (7,

) bir normlu uzay1 i¢inde alman her Cauchy dizisi norma gore yakinsak

ise bu normlu uzaya bir Banach uzay1 denir.
2.1.2 Tanim

k dogal say1 olmak iizere k mc1 mertebeden siirekli tiirevlere sahip fonksiyonlarin
uzay1 C*(Q) ile gosterilir. Yani,

C"(Q): {u Q — R: k'yinct mertebeden siirekli tiirevlenebilir fonksiyon} dir

2.1.3 Tanim

p =1 gergel say1 olmak tizere R" {izerinde

I|u(x)|pdx <w, xeR"
et

kosulunu saglayan, dlgtilebilir u fonksiyonlarinin smifina, L,(R") uzay1 denir. Bu

uzay lizerindeki normu da

1
el =l e, = (] Ta0l” )
v

seklinde tanimlanir.



2.1.4 Tanmim

X bir Banach uzayr 1< p<ove —w0<ag<b<o olmak lizere (a,b)’ den X

uzayma tanimlanmis, dlciilebilen fonksiyonlarin uzayr L”(a,b; X) ile gosterilir.

Bu uzay

1

_ b Pd ?
”u ’(ab;X) J.”u(t)”)( 4

normu ile Banach uzayidir
2.1.5 Tanim

m > (0 tamsayi, 1< p<ooolmak tlizere kendisi ve m. mertebeye kadar tiim
genellesmis tirevleri L (R")smifina ait olan fonksiyonlar uzayma W™’ (R")

Sobolev Uzayi denir. Yani

W (R")={ueL,(R") | D*ucL,(R"), V|a|<m|

seklindedir. Bu wuzay iizerindeki norm ise ”“”m,p,m = ZHD“u

‘a‘Sm

. seklinde
(R")

LP
tanimlanir.

2.1.6 Tanmim

X iizerindeki smirli lineer fonksiyonellerin uzayma X ’in dual uzay1 denir ve X~

seklinde gosterilir. H(€) Sobolev uzaymin duali H'(Q) ile gdsterilir.



2.2 Temel Tanimlar
2.2.1 Tanmim

X in tim smirlh B< X kiimelerini ¢eken, bostan farkli en kiiclik kapali ve

siurl kilmeye 7V, : X — X, t € R* yarigrubunun yerel olmayan ¢ekicisi denir.

2.2.2 Tanmm

V Banach Uzay1 { S(t)} , Vlzerinde tanimli operatorler ailesi olmak tizere

t20

asagidaki kosullar1 saglasin,

L S©O)=1
II. SE+s)=5@)-S(s) V t,seR,
L S(f)x,, x, ve t ye gore siireklidir.

Bu durumda { S(t)} o ailesine siirekli yarigrup denir.

t>
2.2.3 Tanmim

X tam metrik uzay olmak lizere B, X in tiim sinirlt kiimelerinin ailesini gostersin.

teR, i¢in V, : X — X, bir yar1 grup olmak iizere V £> 0 i¢in

V,(B)c0,(B,). Vi21(s.B)

olacak sekilde 3 ¢(¢,B)e R bulunabiliyorsa B, < X, kiimesine B kiimesini ¢eker
denir. Burada O,(B,), tim ¢ yarigapli, B,’in noktalar1 merkezli yuvarlarin

birlesimidir.



2.2.4 Tanmm

V,:X > X, teR, bir yarn grup olmak tlizere VB, cB, V¢>¢(B,) i¢in
V,(B,)c B, olacak sekilde 3 7, (B,) >0 sayis1 bulunabiliyorsa B, — X kiimesine

yutan kiime denir.
2.2.5 Tamuim (C) Sarti

E bir Banach uzay1 ve E;, E nin bir alt uzay:1 olsun. E herhangi bir sinirh alt
kiimesi B ve herhangi bir ¢ >0 i¢in {”PS(t)B”} siirh ve Vy e B, Vi >t, i¢cin

l(7-P)S(1)y|<e esitsizligi saglanacak sekilde bir >0 varsa C sarti saglamr

denir. Burada P: E — E, izdiisiim fonksiyondur.
2.2.6 Tanim

(X

uzayin da bir (x,_ ) dizisi verilmis olsun. Eger Vf € X' i¢in
n g

lim f(x,)=f(x)

n—>0

olacak bigimde bir x, € X elemani varsa (x,) dizisi (x,) a zayif yakinsar denir.

Burada X', X in dualidir.

2.2.7 Tanmm

U ve V normlu uzaylar ve 4:U — V bir lineer operator olsun. Eger, her u e U

igin, ||4u|, < K|ju|, olacak sekilde bir K > 0 sayisi varsa A operatdrii smirlidir denir.



2.3 Bazi kullanilan Teoremler ve Lemmalar

2.3.1 Teorem

Qc R" diizgiin, sinirh bir blge olsun.

l—z—iél—‘—i oldugunu kabul edelim. O zaman 1< p, < p, <o, [, [, e R olmak
n-p, n p
lizere

When Q) c WP Q)
stirekli gdmiilmesi mevcuttur [3].

2.3.2 Teorem

QcR" de C'smifindan sinirli, agik bir kiime olsun. Bu durumda asagidaki

gomiilmeler kompakttir.
i p<nise WP(Q—>L(Q),1<g<p
ii. p=n ise W"(Q)—>L(Q), 1<g<w
iii. p>n ise W™ (Q)— C(Q)
[5].

2.3.3 Teorem

E bir konveks Banach uzay ve {S(t)} E den E e siirekli bir yar1 grup operatorii

>0’

olsun. {S(r)}_, yari grubu E de bir yutan kiimeye sahip olsun ve (C) Sartini

saglasm. Bu durumda E de {S(s)},_, yart grubu i¢in bir yerel olmayan gekicisi

vardir.[10]



2.3.4 Teorem (Banach-Alaoglu)

E ayrilabilir, lineer normlu uzay { A }w

n=

c E" olsun. Eger Vn igin | f,| <M ise yle

{fnk}c {fn} ve f, e E° vardrr ki S, l)fo olur. Bu teoreme zayif kompaktlik

teoremi de denir [6].

2.3.5 Teorem( Peano-Varlik)

g(t,u) fonksiyonu ¢, <t<t,+a ,

u|<oo bolgesinde stirekli ve smirli olsun. Bu

durumda

u'=g(t,u)

u(ty) =u,

baslangi¢ deger problemi, [7,,,+a]| aralik iizerinde tammh en az bir u(¢) ¢oziimii

vardrr [16].
2.4 Kullanilan Esitsizlikler

2.4.1 Young Eyitsizligi
1 1
I<p, g<o, —+—=1 olsun. Bu durumda

P q
ab< P @b>0)
P q

veya

ab<ga’ +C(e)b? (g >0)
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olur.

2.4.2 Holder Esitsizligi

1 1 .
1<p,g<o, —+—=1olsun. Eger ue L,(Q), ve L, (Q) ise

JZ)
ol ],
olur.

2.4.3 Interpolasyon Egsitsizligi

11 (-2)
uel () o<a<l.p<g<rve—=—+ ise

q P 4
el <l Tl

esitsizligi vardir.
2.4.4 Cauchy — Schwarz Esitsizligi

H Hilbert Uzayr olsun Uzerindeki i¢ carpim ve norm sirasiyla (,) ve

Hu” = (u,u)% olsun. Bu durumda Vu,ve H igin

<[l V]

(u.v)
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esitsizligi saglanir. .
2.4.5 Poincaré Eyitsizligi

Yue H 3 (Q) igin ‘u‘ <C ‘Du‘ esitsizligi saglanacak sekilde bir C sabiti vardir.

Burada €2 smirli bir kiime olmak iizere Du = (Dlu,- . -,Dmu) kismi tlirevleri

gOstermek tlizere ‘Du‘z = ‘Vu‘z = i‘D}u‘z dir.

=1
2.4.6 Gronwall Lemmasi

n(.), [0,T]araliginda siirekli, negatif olmayan bir fonksiyon, ¢(¢) ve w(¢) , [0,T]

araliginda integrallenebilen, negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere
n'() < p(On@) +wy (@)

esitsizligi gecerli ise, her 0 <t <T i¢in

j‘¢(s)ds

n(n<e {n(0)+ Jwis) ds}

olur .

Bu boliimde verilen esitsizlikler, bazi temel tanimlar ve notasyonlarin detaylar1 i¢in

[ 11,14,15,16] kaynaklarina bakilabilir.
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3. VARLIK VE TEKLIK

Bu bolimde Es.1.1-Es.1.4 probleminin ¢oziimleri i¢in varlik ve tekligini Faedo-

Galerkin Yontemi kullanilarak ispatlayacagiz.. Bu yontem {i¢ basamaktan
olusturulmustur. Ik olarak ¢éziime H}(Q) uzaymnm bir sonlu bazi yardimiyla

olusturulan alt uzayi, sonra bu yaklasim ile ¢6ziim i¢in enerji kestirimi elde
edecegiz. Son olarak Es.1.1-Es.1.4 probleminin zayif ¢6zlimiine yakinsayan yaklagik

coziimlerin bir alt dizisini se¢ecegiz.
3.1 Coziimlerin Varhg: ve Tekligi
Ik 6nce asagidaki formda Es.1.1 -Es.1.4 probleminin zayif ¢dziimlerini tanimlayalim

3.1.1 Tanim

u, e L([0,T),H () ileue L’ ([0,T], Hy(Q)) fonksiyonu eger Vve Hy(Q) ve

hemen hemen V¢ €(0,7) icin

(up,v)+a(u),,v)+(Vu,,Vv)+(gw),v)=(f,v) 3.1
ve

u(x,0) =uy(x)

0= px) 0 G-2)

baslangi¢ sartlarimi saglar ise, # ya Es.1.1-Es.1.4 probleminin zayif ¢6ziimii denir.

Burada <,> i¢ carpimmi H,(Q) ile H '(Q) uzaylari arasinda tanimlanan dualite

ciftlemesi olarak alinmaktadir. Simdi Es.1.1-Es.1.4 probleminin ¢dziimlerinin

varligini ispatlayalim
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3.1.2 Teorem

a >% ve u, € Hy(Q) ve p, € L’(Q) olsun. Bu durumda Es.1.1-Es.1.4 problemi

u, e L([0,T),H'(©Q) ile uel([0,T],Hy(Q))olacak sekilde zayif ¢oziime

sahiptir. Ayrica u € C([0,7],1(Q)) ve u'e C([0,T],H () dir

fspat

Bu teoremin ispatin1 Faedo-Galerkin Yontemiyle yapilacaktir. —A, pozitif ve self
adjoint bir operatdr olmak tizere 0<A, <1, <..<A <.. saglayan {4 }::l

0zdegerlerin bir dizisine ve bu 6zdegerlere karsilik gelen {wk }:: ozfonksiyonlarin

1

dizisine sahiptir. Bu {wk }::1 ozfonksiyonlar H = [’(€) min bir ortonormal bazidur.

Burada Q, R" de diizgiin sinirli, agik smirli bir kiimedir.

1.Adim (Yaklasik c6ziimlerinin olusturulmasi)

Hy(Q)NL*(Q) uzayn da lineer bagimsiz {w, }::1 olmak iizere, m belirli bir sabit

pozitif tam say1 olsun Es.1.1-Es.1.4 probleminin yaklasik ¢oziimii
u, (x,0)= D d" (t)w, (x) (3.3)
k=1

formunda arayalim. Burada w,w,,---,w_ler L[*(Q) da lineer bagimsiz ortogonal

m

bazlardir.

(up (), w, )+ o (u, (), w, ) +(Vu, (6), Vw, ) +(g(u,), w, ) = (. w,) (3.4)
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um(O) = uom
, k=1,2,-,m (3.5)
u, (0)=p,

0<¢<T igin oldugu gorilir. Burada u, Hy(Q) de ve p, L[*(Q) da

swrastyla {w, | ile {lk" %wk} gerilen m boyutlu uzay iizerinde sirasiyla u, ile p,

k=1
in ortogonal iz diisiimiidiir. m — oo iken Hy(Q) de uy, —>u, , L’(Q) da Po, = Py

olduklarini kabul edecegiz.

(10, (0, w,) =" () ve (u;, (0, w,) =d}" (1) ve (up, (), w, ) =d}" (©) (3.6)

, d dl’ﬂ
olsun. Burada d}" (¢) = (dtk ) . (u, @), w,) = I u, (x,t)w, (x)dx dir. Boylece Es. 3.4

Q

ve Es.3.5 denklemleri asagida lineer olmayan 1.mertebeden adi diferansiyel

denklemlere d",d),....d) icin esittir. Es. 3.6, Es. 3.4 de yerine yazilirsa

D"+ ad + A + (g(zd,:" v, <x>],wk] () =4,
k=1

Sonug olarak Es. 3.4 denklemi

dllcﬂ 0)= (uo’ Wk)

' 3.7
d;(0)= (pO,Wk)

baslangic sartlariyla birlikte

0<t<T

mh a ! 1 Z m a
d; +T£dk +d; +7;(g(;dk (t)wk(x)],wk]:/l—g k=12, m (3.8)
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doniigiir. Peano-Varlik Teoremine gore Es. 3.6 denklemini saglayan bir tek

m>°*

d, (1) :(d,]n,al2 .,d:j) fonksiyonu 0<¢<T igin vardir. Boylece Es.3.3 ile taniml

u, (x,t) olarak Es. 3.4 ile Es. 3.5 ¢oziimleridir.

2. Adim (Enerji kestirimi)

Es. 3.4 denklemini d,’:”' ile i¢ carpim yapip sonucu k =1,---,m kadar toplarsak

(um" ,um’ ) +a (um’ ,um’ ) + (Vum ,Vum' ) + (g(um),um') = (f,um') (3.9

elde edilir ve gerekli diizenlemeler sonucu

%%”u,; I+ e +%%”Vum g ([ g, ), = (1., (3.10)
elde edilir. Bu esitlikte

( g(um),um’) = [ g(u,)u, dt = %G(um) (3.11)
esitligi kullanilarak

%%( u, [ +vu, +2(G(um),1)]+a i s@+ “2 2 (3.12)

esitsizligi elde edilir. Es. 3.4 denklemini d;" ile i¢ ¢carpim yapip sonucu k =1,---,m

kadar toplarsak

(um",um)+oc(um’,um)+(Vum,Vum)+(g(um),um) = (f,um) (3.13)



d
_z(a e, ||2 +2(up,u, )) +|Vu, ||2 + J.g(um Y, dx =(f,u,)
Q
esitsizligi elde edilir. Bu esitlikte Es. 1.9 esitsizligini kullanirsak,

2 2
L {20 o vt s <L Ll

elde edilir. Es. 3.12 ve Es. 3.14 taraf tarafa toplanirsa

1d , ’ ,

EE{a ot |+ 20, )+ e |+ [V, ||+ 2(G(um),1)} o
2 2 ”le”2 u,'n 2

¢, (Gw,). 1) =n|u,| <] /] S

16

(3.14)

(3.15)

esitsizligi elde edilir. f € [2(Q) oldugundan | /| <K olacak sekilde bir K>0 vardir.

Es. 3.15 in her iki tarafi 2 ile ¢arpilirsa

dt
(A =1 =D, [ +2¢,(Gu,)) <2| £ =M

bulunur. Es. 3.16 0 dan 7, a integrali almirsa

w, W[ + Ve, ([ +2¢, (G, (T).1)

oy (T +2(26, (T ), (7)) +
of (= e 2

u, O +[Vu, O +2(G(w,).1)

!
um

2
+2¢, (G(um),l)}dx

<M +au, O +2(u,(0),u,(0)) +

i{a”um [+ 200, )+ [+ [V, | +2(Gw, ), 1)) + 2|V, | + Qo —D|u, | + (3.16)

(3.17)



17

elde edilir. u,, H)(Q) da u, m ortogonal izdiisiimii oldugundan HVum (O)H <[ Vu|
ve Hum (O)H < |luo|| esitsizlikleri vardir ve G smirl1 bir operatér oldugundan
N=a ||uo||2 +2(up,uy )+ H“o”z + ||Vuo||2 +2(G(uy),1) alirsak ve Gronwall Lemmasini

kullanirsak o zaman Es. 3.17 esitsizliginden

Ty

! (HV“mHZ + (A= =D + e -1)

Uy

z)dstTo+N (3.18)

elde edilir. Buradan da VT,€[0,7] igin umeLz([O,T],H(])(Q)) ve

u el ([O,T .2 (Q)) olduklarim1 ~ goriiriiz.  Simdi  v=v'+v’olmak iizere

Ve span{wk }Z; ve (vz,wk) =0, V”Hg) @ <1 olarak tanimlayalim.

w," +au, —Au, +gu,)=f (3.19)

m

denklemini v ile i¢ carpim yaparsak ve verilen 6zellikler kullanilarak
(u;'q,v] )+a(u,;,v] )+(Vum,Vv] )+(g(um),v]) = (f,v]) (3.20)

elde edilir. Es. 3.20 nin sol tarafindaki ilk i¢ carpim birakilip diger ifadeler esitligin
sag tarafina atilirsa, her iki tarafin mutlak degerini alip sag tarafa liggen esitsizligi

kullanirsa, bu durumda

(u,’ﬂ V! )‘ + ‘(Vum , V! )‘ + ‘(g(um )R% )‘ + ‘(f,v] )‘

+Va, |+ g )|+ /]

1
Kul,v >‘£0¢

<a

(3.21)

!
um

elde edilir. Her iki tarafin supremumu alimarak
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2
"

!
um um

. sc{ 2+|Vum|2+|g(um)|2+|f|2} (3.22)
H'(Q)

bulunur. Bu ifade 0 dan 7| integrali alimirsa V7, €[0,7] igin

"

u, || dx<M.JT, (3.23)

elde edilir. Buradan da u, € 7 ([0,7],H'()) bulunmus olur.

3. Adim (Limite gecis)

Es. 1.1 —Es. 1.4 probleminin zayif ¢6zlimiiniin varligin1 gésterecegiz. Bundan 6nceki

adimlarda elde edilen sonuclara gore {um}::] alt dizisi L*(0,T; Hy(Q)) da, {um'} alt
m=1
dizisi I*(0,T;12(Q)) da ve {um} alt dizisi de [2(0,T;H(Q)) da sirhdir.
m=1

Sonug olarak {u,,}”  dizisinin {um }wil alt dizisi vardir ve

u, —u L(0,T; Hy(Q)

u, —>u' L0,T;*(Q)) (3,24)

14 "

u' —>u" LO,T;H'(Q)).

m

Belirli bir N pozitif tamsayisi alalim ve bir v fonksiyonuv e C' ([O,T ];H(]) (Q))

W) = ﬁdk (t)w, (3.25)

secelim. Buradaki d, (¢) ler yeterince diizgiin fonksiyonlardir.
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(up (), w, )+ o (u) (0),w, ) +(Vau,,, Vw, )+ (g(w,),w, ) = (f,w,)

esitligi yeterince biiylk m >N i¢in d,(¢) ile i¢ carpim yapilip k=1,---,n kadar

toplam alinirsa

(up,v)+a(u,,v)+(Vu,,Vv)+(g,).v)=(1,v)

(3.26)
elde edilmis olur. Elde edilen bu esitligi 0 dan T ye integrali alinirsa
T T T T T
J.(u,;; ,V)dt + OCJ.(“,’n ,v)dt + I(Vum ,Vv)dt + I(g(um ),v)dt = I(f,v)dt (3.27)
0 0 0 0 0
bulunur. Son olarak Es. 3.27 denklemi m — oo i¢in
T T T T T
I(u”,v)dt + ocj.(u’ v )dt +J.(Vum Vvt + I(g(u),v)dt = I(f,v)dt (3.28)
0 0 0 0 0

veC'([0,T],Hy(Q)) elde edilir Es. 3.25 fonksiyonu L ([0,T]; H,(€Q))da yogun

oldugundan Vv e 7 ([0,7]; H,(Q)) vardir. Bu durumda v e Hy(Q) 0<t<T olmak

iizere son bulunan esitlikten
(u"v)+o(u',v)+(Vu,Vv)+(gw),v)=(1,v)

elde edilir. Ayrica u € C([O,T];LZ(Q)) ve u' e C([O,T];H'](Q)) Bundan sonra da
baslangi¢ kosullarinin

u(0) =u,
3.29
u'(0)= p, ( )
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oldugunu gosterelim. ve C*(0,T; Hy () ve w(T)=V(T)=0 olsun. Es. 3.28

ifadesine iki kere kismi integrasyon uygulanirsa

j.(u ",v)dt+aJT.(u’,v)dt+JT.(Vu,Vv)dt +j(g(u),v)dz = j(f,v)dt (3.30)

Jr‘(u,v”)dt+aJT‘(u’,v)dt+JT‘(Vu,Vv)dt+]‘(g(u) v dt j. f v dt u(O),v’(O))
+(u'(0),v(0))

(3.33)
elde edilir. Benzer olarak Es. 3.27 denklemi i¢in de iki kere kismi integrasyon

uygulanirsa

Jr‘(um,v”)dt+ocJT‘(u,’n,v)dt+]‘(Vum,Vv)dt+j.(g(u),v)dt (f v)dt ( m(O),v’(O))

+(u;,(0),v(0))

O'—;\!

(3.34)

elde edilir. Es. 3.7 ve Es. 3.24 kullanilarak

O —y

(u,v”)dt +ocj.(u’,v)dt +JT.(Vu,v) dt + j.(g(u),v) dt =

o'—.\!

(£ v)dt = (10,9 (0)) +( Py, (0))
(3.35)

yazilir. Es. 3.33 ile Es. 3.35 sol taraflar1 birbirine esittir. Bu da bize
u(0)=u, ve u'(0)=p, oldugunu soyler. Boylece u nun Es. 1.1 - Es. 14

probleminin bir zayif ¢6ziim oldugu gosterilmis olur.

Es. 1.1 - Es. 1.4 probleminin ¢oziimlerinin tekligi ise [9] da gosterilmistir.
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4. YUTAN KUMENIN ELDE EDIiLMESI

Bu bolimde Es. 1.1 - Es. 1.4 ile verilen problemin yutan kiimesi gosterilecektir.

Bunun i¢in asagidaki teoremi verecegiz
4.1 Teorem [7]

u,, p,» a, f oOnceden verilen ifadeler olmak tizere g, Es. 1.7- Es. 1.10 sartlarini

saglasin. Es. 1.1 - Es. 1.4 probleminin bir tek zayif ¢oziimii mevcut olsun. Bu

durumda .r>0 1i¢cin Es. 1.1 - Es. 1.4 problem yardimiyla olusturulan
S(t)(uy, py) = (u(t), p(t)) tammlanarak S(¢) yar1 gurubu probleminin smurh ve

sonumludiir.

fspat

. A o .
0<e<g,, & =min(—,—-) segilsin. v=u'+eu secilerek,
4 2a

u"+au' —Au+g(u)=f

vVi—eu' +au'—Au+g(u)=f
vVit(a—e)v—cu)-Au+gu)=f
Vit(a—e)w—¢c(a—e)u—Au+g(u)=f

(4.1)

elde edilir. Bu son denklem v ile i¢ carpim yapilirsa
(Vv)+(a—e)(v,v)—e(a—&)(u,v)+(Vu, Vv)+(gw),v) = (1,v) (4.2)
elde edilir. Green formiilii kullanilarak ve gerekli diizenlemeler sonucu

Sl 4 el + = )b 22w+ (g@v)=(£27) (43)



denklemi elde edilir. Secgilen & ve v=u'+¢cu ile

el + (@ pf ~eta—e)bf = + 2pf
esitsizligi elde edilir. Diger taraftan,
(g@),v))=(gw).u')+&(gw),u)= %G(MH g(g(u),u)

vardir.

Es. 4.4 ve Es. 4.5, Es. 4.3’de kullanilarak
1d
3 ar el + b+ 26+ Sl + Zhf 2 (ga) <(1.9)

elde edilmis olur.

Es. 1.5, Es. 1.6 esitsizlikleri kullanilarak «, ve k, sabitler olmak iizere

1
8(1+¢)

Glp)+ lo| +x, >0

1
(0,2(9))—c,G(p) +§||qo||2 +x,>0

esitsizlikleri elde edilir ve bu esitsizlikler Es. 4.6 denkleminde kullanilarak

1d
LR 40 + 260}« S+ 21 e o0 ) (7.0

<e(x, +c]1<])+g|v|2 +l|f|2
4 a

22

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)
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elde edilir. Burada «, = min(%,ec]) “dir. En son hal olarak

2@ =]+ +26@w)

y fonksiyonunu tanimlayarak

d 2

—y+0¢2yScé+—|f|2 (4.10)
dt a

yazariz. Gronwall lemmasi kullanilarak,

(1) < y(0)e™ ™ +(c—6+i| f|2)(1—e"“2’) Vt>0 4.11)
o, oo,

elde edilmis olur.

. ' 2 . .
limsup y(£) < g ve  u= c—6+—| f |2) dir. gy > u, sabitlenerek ve
t—0 az aaz

y(0)<Rden t,(R,uy)= Llog R

— t, bulunur. ¢>1¢,=1¢,(R,u;)igin
o, (Ho)" — My

»(t) < p; elde edilmis olur. Bu da bize yutan kiimenin varligini gosterir.
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5 LINEER OLMAYAN DALGA DENKLEMININ YEREL OLMAYAN
CEKICISININ VARLIGI iCIN ETKIN BiR METHOD

5.1 Teorem [13]

E konveks Banach uzay1r ve { S(t)}=0, E den E ye siirekli operatorlerin bir yar1
grup ailesi olsun. {S(t)}=0 E de sinirli bir yutan kiimeye sahip olsun ve (C) sartini
saglasin. O zaman E de { S(t)}so yar1 grup operatorleri i¢in bir yerel olmayan
¢ekicisi vardir.

Q, R" de diizgiin sinirli, agik smirli bir kiime olmak iizere bilinmeyen u=u(x,t)

fonksiyonu birlikte Es.1.1 - Es. 1.4 problemini géz Oniine alalim. Burada xe 2 ve

2 2

teR dir. Burada L’(Q) nmn normu

, H,(Q) nin normu

ile gosterilecektir.

H,)(Q) da i¢ ¢arpim (u,v) = I Vu-Vvdx ile tanimlanacaktir. Enerji uzayi
Q

H(Q)

olarak E= (y=(u,p): ueHy(Q), peLl’(Q) | gosterilecek ve bu uzaya gore

normu da

], = el +[f2 5.1)

seklinde alinacaktir. Herhangi verilen — ( u,, p,)e Hy(Q)xL*(Q) i¢in  Es. 1.1 -

Es. 1.4 denklemleri tek ¢oziime sahip oldugu 3. Boliimde gosterildi. S(t) yarigrup

operatorini

S(t):E—E
S0y, po) = y(0) ={ u(0), p(t) }

seklinde tanimlanirsa V¢ e R i¢in S(¢): E — E siireklidir sonucu [2] den bilinmekte
ve {S(t)}_,Es. 1.5, Es. 1.6 sartlarla bir absorbing (yutan) kiimeye sahip oldugu 4.

Boliimde gosterilmistir. 3. Boliimde yer alan 3.1.2.Teorem in ispatinda belirtilmis
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olan { w, | < H,(Q) 8z vektérleri H =L*(Q) bir ortonormal bazidir. Hy, ilk N

vektorle gerilmis H m bir alt uzay1 olsun. Buradaki N sonradan belirlenecektir. H,

geri kalan vektorler tarafindan gerilmis bir alt uzay olsun. Oyle ki H=H, ® H,,

P,:H — H, izdisim operatéri olmak tlizere peHigin ([-P,)p=p,
-1
tanimlansin. {Akéwk} vektorleri ¥V = H,(Q) uzaymin bir ortonormal baz olusturur.

Benzer olarak V nin V; ve V, alt uzaylari tanimlayalim o6yle ki = v, @V, ve

P

), 1le V' den V| lizerine kanonik izdiisiimii gosterilsin. u €V icin = (/ =P, )u =u,

tanimlansin. Her u, i¢in,

u 23 ! u ?
o | 52

esitsizligi vardir. Sonug olarak P: E — V|, x H, izdiisiim operatorii tanimlanir.

veE i¢in (I-P)y=y,= {u2 , D5 } eV,xH, tanimlansin. Ortonormallikten

||y||12E :||Py||2+||y2||2 vardir. Simdi Teorem 1 deki (C) sartim1 saglandigi

gosterilecektir.
5.2 Teorem

& > 0 olsun. Bu durumda E nin herhangi bir sinirli B kiimesi icin  Vy € B igin

t > t, oldugu zaman || V, (t)||E < ¢ saglanacak sekildez, > 0 ve bir N >0 vardur.
Ispat

B, E nin herhangi bir alt kiimesi, y, =(u,,p,) B deki baslangi¢ kosullar1 olsun.
Yutan yuvarin varhgi, ¢>¢, iken S(1)Bc B(0,6) olacak sekilde >0

ve t,(B)>0 varhgm garanti eder. Boylece genelligi bozmaksizin ¢, =0 ve
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V>0 igin  y(t)={u(t), p(t)} € B(0,5) kabul edilsin. Bu ise V20 igin

||u(t)|| <0, p(t)| <O vert. Z—L; =u' olmak tlizere Es. 1.1 denklemi yeniden yazilirsa
u'+au —Au+gu)=f (5.3)
olur.

v=u'+gu= Zwl B (te (x)+ ) a (e (x) olusturulsun. Burada 0< & <%/ diir.

Es. 5.3 denklemini v ve gore tekrar yazilir ve ([ —P)V=v, =u; +&u,ile

skaler ¢arpim yapilirsa

u"+au' —Au+g(u)=f
vVi—eu' +au'—Au+g(u)=f
vVit(a—e)v—¢cu)-Au+gu)=f (5.4)

Vit(a—e)w—¢c(a—e)u—Au+g(u)=f

elde edilir. L’ de v, ile skaler garpim yapilirsa

(v' ,V2)+(O£—8)(V, vz)—g(a—s)(u ,v2)+(Vu ,Vv2)+(g(u) ,vz)
=(f.v,)

(5.5
elde edilir.

w, baz vektorlerinin ortonormalligi, 1.Green 6zdesligi ve simir istinde v, =0

olmas1 kullanilirsa asagidaki son denklem elde edilir.

1d
55( ||u2||2+|v2|2)+6 ||u2||2+(a—e) |v2|2—e(a—e)(uz,v2)+(g(u) V)

=(f.n)
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!
bu denklemdeki ( g(u),vz) V, =U, +&uU, alinirsa ve g(u)ile i¢ carpim yapilirsa

(@), v,)=(g),(u) +eu,))
= [ ()} +eu,)dx = [ gy + & | g(uyudx (5.6)

J < (8w = [ g o+ g

buradan

J gt v = [ < (gl [ ¢ wnrusd (57)

elde edilir. ilk denklemde yerine yazilirsa

(2(u)) =& gnds+ [ (2 [ g wnrusd

(2(u)) =& (gl )+-<(2luht)~ (¢t ) (5.8)

en son hali elde edilmis olur.

1d
EE( ||u2||2+|v2|2)+6 ||u2||2+(a—e) |v2|2—e(a—e)(uz,v2)+(g(u) V)

=(f.n)

denklemin de (g(u) ,v,) yerine yazilirsa

1d
EE( ||u2||2 +|V2|2)+8 ||u2||2 +(a—-¢) |\/2|2 —e(a—¢)(u,,v,)
(5.9)

(800 ) + (800 )~ (@ ) = (f.12)
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bulunur ve diizenleme yapildiginda

1d
(f ,vz) = S (Huzuz +‘v2‘2 +2(g) ,uz)) +8Hu2H2 +(a—8)‘v2‘2
—(a —8)(u2 ,v2)+8(g(u) ,uz)—(g'(u)u' ,uz)
(5.10)

elde edilir. Yeterince biiyiik N segersek;
Ay za’ (5.11)
dir. Holder esitsizliginden
(AR AR
elde edilir ve Es. 5.2 ile gosterilen ifade de kullanilarak
e - )iy vy) 2 —e(@—¢) |y |2 %”uz” | (5.12)
elde edilir. Es. 5.11 den /4,,, 2 a —¢& oldugundan

1 2 1, p
—e(a—£)(uy,v,)2—¢ & el + 1) (5.13)

bulunur.

Simdi ( g'wu' ,u, ) terimi i¢in uzayin boyutuna bagli kestirimler elde edecegiz.
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1.Durum

Es. 1.7 ile tanimladigimiz esitsizlikte n > 4 oldugu zaman y =0 oldugundan
VseR |g'(s)] < 2k
dir. Es. 5.2 ve Holder Esitsizligi ve Cauchy-Shwardz esitsizlikleri kullanilarak
(' ,uy) < J.g’(u)u’ ‘U, dx

< [lg" @l uzfax

<2 ) ) ([ (uy)2 )2

<2k |u’| |u2|

2K

V ANH

< —=lu] [

2k 1, 2 l 2
<= (kT bl
< f () + s (5.14)

N+1

elde edilir.

||u(t)|| < ¢ kullanilarak
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burada ¢, =2x6” alinirsa

' [ C
(&'’ uy)<—— (5.15)
j“N+]

elde edilir.
2. Durum
Es. 1.7 ile tanimlanan esitsizlikte n =3 oldugu zaman 0<y <2 oldugundan

6 6 . e e
P=—, D, = ﬁ , p, =2 almarak ve Holder esitsizligi kullanilirsa

7/ p—
(g’ 1) < (g Jayy ™ ()

< le "Cud Iz s [l - e (5.16)

esitsizligi elde edilir. L” uzaymnda Interpolasyon esitsizliginden 0<y <2 igin
6 . ; 6

2< I, <6 dir. ¥y =0 durumun da yukaridakiler alinacaktir. Boylece 2 < I, <6
—y 4

kabul ederiz. 6 € (0,1) ‘vardir dyle ki,

el <l o] (5.17)

dir.
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Sobolev Gomme teoremi ve ||u2|| < ||u|| <9 esitsizligi kullanarak bir C sabiti vardir
oyle ki,

(1-0) C”u2||(1—9) <Cp =, (5,18)

)2

2

esitsizligi elde edilir. Es. 5.2 ifadesini ve Es. 5,18 kullanarak

0
w| s <Clul <C HuZH < Go __ G
ol e <Gl ) ) O

elde edilir. Es. 1.7 sartin,

u||£5 oldugu zaman ||g’(u)||L§ <C, esitligini elde

ederiz.

'l < [+l )" dr < eryla ol 1

<ke()|Q+61<C,

Boylece
!’ !’ C ' C
('’ ,u,)<c, 29/|u|: 59/ (5.19)
(Aya)”? (Aya)”?
bulunur.
3. Durum

Es. 1.7 de n=1, 2 olsun Bu durumda p, =4, p, =4, p, =2 olmak iizere tekrar

Holder esitsizligi kullanilir ise
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| (5.20)

(&'’ u,) <|g' @), u,

L L

elde ederiz. Interpolasyon esitsizligi ve Sobolev Gdmme teoremi kullanilarak

C
sl el e <=

esitsizligi elde edilir. n =31i¢in yapilan benzer hesaplamalardan sonra

|g' ()

s SC [ Max < ¢ (5.21)
Q

oldugu gosterilir. ~ Ciinkii Hy(Q), L (Q) ye kopmak gdomiilmektedir. [u|<5
esitsizligi kullanilirsa Es.5.20 ifadesi
C.Co C,

e AR o

olur. Es. 5.15, Es. 5.19 ve Es.5.22 sonuglarindan N, > 0 vardrr dyle ki, N >N,

oldugunda A, ,

3

(g’ uy) < g—z (5.23)

esitsizligini garanti edecek sekilde yeterince biiyiitiiliir.

Simdi f(x) = ZZ] ae(x) ve  fy(x)= ZL a,e;(x) kismi toplamlar: alalim. Bu

durumda N, >0 vardir dyle ki
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N=N, (5.24)

2
oldugunda | f- fN|<% dir. Boylece

(f ) =(f~fon ) S~ P02 ()
<|f = 1wl

< (ilf—fn F+ 2l (5.25)

2
elde edilir. Son olarak | f- fN| < % kullanilarak son esitsizlik

(fov) s+ 2pf (5.26)

halini alir.

Es. 5.13, Es. 5.23 ve Es. 5.26 da buldugumuz esitsizlikleri Es. 5.10 ifadesinde yerine

yazarsak

1d
S el #f +2(200 ) | + @ =Dl +@ == =D

2dt
3 3 (5.27)

+g(g(u),u2)£%+§—2

‘2

elde edilir.

€< % icin a —2¢& > ¢ esitsizligine sahip oluruz. Boylece
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d 3
el v +2( g0 ) e el 26 (s ) <% s28)

elde edilir.
o) =u, O + @) +2(g@),u,) (5.29)

yazip Es. 5.28 de bunu yerine yazarsak

d g’

—Q+EP < —

dt red 8

elde ederiz. Gronwall lemmas1 kullanilirsa;

d &’
_ eé‘[ S _eSt
» (e"9) .

d &t 83 et
[—("pyar < [—e"ar
dt 8
g’ g
e“ot)—ePp(t)<—e” ——e
P(1) o(t,) » »

2

(1) < Pty ) exple(t — 1, ) + %(1 —exp(e(t—1,)) (5.30)

elde edilir.

g, V den H sinirh bir operatoér oldugundan R > 0 vardir 6yle ki ||u|| <6 oldugunda

|g (u)| < R dir. Boylece
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2R 2RS _&°
2 , <2 < < <z 5.31
(g(u), u,) Ig(u)l qul \/ ™ ||u2|| J 78 (5.31)
8RS
//LN+] 2 ( 82 ) (532)

garanti edecek sekilde yeterince biiyiik N lerin se¢imiyle kestirimini elde ederiz.

Boylece Es. 5.31 ifadesi

2

e, O + v, @) < % + (t,) exp(e(t, — 1)) +%(1 —exp(£(ty —1)) (5.33)
halini alir.

2 "2 2 ! 2
||u2|| +[u, S||u2|| +|(u, +eu,)—eu,

<l |+ 2|ws | + 26 [u,|

2¢°
o |

<l [+ 2|ws| +
N+1

<2 (s [ +[v| (5.34)

elde ederiz. Es. 5.12 ifadesinden A, = 2¢ ? sonucuna varilir. Es. 5.33 esitsizligi

2

[yl = "+l <%+ 2 900 expetty —0) +7- (1 —exp(e(ty ~1) (5.35)

halini alir.

Es. 5.35 esitsizliginin sag tarafi &’ den kiigiik birakilabilmesi igin bir ¢ >0

bulunacaktir. Bunun i¢in
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t, =1, +L ln(w) (5.36)
& 2¢

segeriz.

Buradan bir ¢ >0 i¢in eger Es. 5.11, Es. 5.24, ve Es. 5.32 saglayacak sekilde bir N
secilir ise 0 zaman V¢ 2>¢, icin Hy(l‘)H p <€ esitsizligi elde edilir.. Boylece teorem

ispatlanmis olur.[13]
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