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değinilmiştir. 

 

 

 

 

Bilim Kodu     :   204.1.138 

Anahtar Kelimeler : Özel polinomlar, ortogonallik, rekürans bağıntısı, 

Rodrigues formülü, Pochammer sembolü, doğurucu 

fonksiyon 

Sayfa Adedi  :    78 

Tez Yöneticisi  :    Yrd. Doç. Dr. Esra ERKUŞ DUMAN 



 v

SOME PROPERTIES OF SPECIAL FUNCTIONS 

(M. Sc. Thesis) 

 

Tufan MERCAN 

 

GAZİ UNIVERSITY 

INSTITUE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY 

December 2009 

 

ABSTRACT 

 

In this study, some properties of special functions are examined. The thesis is 

composed of six sections. In the first section, Pochammer symbol, 

hypergeometric functions, generating functions and some lemmas used in the 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

( )nJ z      Bessel fonksiyonu 

( )nP x      Legendre polinomu 

( )nH x      Hermite polinomu 

( ) ( )nL xα     Genelleştirilmiş Laguerre polinomu 

( )nL x      Laguerre polinomu 

( )nZ x      Bateman polinomu 

( ), ,nH p vζ     Rice polinomu 

( )nC x      Sister Celine polinomu 

( ),n c xϕ     Bessel polinomları 

( ), , ,F xα β γ     Hipergeometrik fonksiyon 

( )α Γ
      Pochammer sembolü 

( )xΓ      Gamma fonksiyonu 
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1. GİRİŞ 

 

1.1. Pochammer Sembolü ve Hipergeometrik Fonksiyonlar 

 

a,b,c ler reel ya da kompleks sabitler olmak üzere 

 

( ) ( )
( )

21 1
1 ...

1 1.2 1
a a b bab z z

c c c
+ +

+ + +
+

                                                                            (1.1) 

 

şeklinde tanımlanan ifadeye hipergeometrik seri adı verilir. c sıfır ya da negatif bir 

tamsayı olmamalıdır. 

 

α  reel ya da kompleks bir sayı, n sıfır ya da pozitif bir tamsayı olmak üzere 

 

( ) ( )( ) ( )1 2 ... 1
n

nα α α α α= + + + − ,        1n ≥  

( )0
1α = ,                                                    0α ≠                                                     (1.2) 

 

olarak tanımlanan ( )n
α  ifadesine Pochammer sembolü adı verilir. 

 

Bu sembol yardımıyla Eş. 1.1’deki hipergeometrik serisi 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2 1

0
, ; ; , ; ;

!

n
n n

n n

a b z
F a b c z F a b c z

c n

∞

=

= =∑                                                         (1.3) 

 

olarak yazılabilir. 



 2

Ayrıca Pochammer sembolü, 

 

( ) ( )
( )n

nα
α

α
Γ +

=
Γ

,                                     ( ) ( )1
1

n n
α α α

+
= +                                  (1.4) 

 

özelliklerine sahiptir. Burada ( )αΓ ,  

 

( ) 1

0

te t dtαα
∞

− −Γ = ∫ ,                  ( )Re 0α >  

 

olarak tanımlanan Gamma fonksiyonudur.  

 

Hipergeometrik fonksiyonlar için, 

 

( )
, ;

, ; ;
;

a b
F a b c z F z

c

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 

gösterimi de kullanılır. Böylece, 

 

( ) ( ) ( )
( )2 1 2 1

0

, ;
, ; ;

;

nn n

n n

a b
a b

F a b c z F z z
c

c

∞

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑                                                   (1.5) 

 

şeklinde yazılır. F nin altındaki 2 ve 1 indisleri, F nin yapısında biri a ve diğeri c 

olmak üzere iki tip parametre bulunduğunu ifade eder. 
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Eş. 1.5 eşitliğinin daha geneli olarak, 

 

( ) 1, 2,
1, 2, 1, 2,

1, 2,

... ;
... ; ... ;

... ;
p

p q p q p q
q

F z F z
α α α

α α α β β β
β β β
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

                                               
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 2

0 1 2

...

!...

n
pn n n

n qn n n

z
n

α α α

β β β

∞

=

=∑  

                                               
( )

( )
1

0

1

!

p

i nn
i
q

n
j n

j

z
n

α

β

∞
=

=

=

=
∏

∑
∏

                                                     (1.6) 

 

şeklinde genelleştirilmiş hipergeometrik fonksiyonlar tanımlanır. 

 

1.2 Hipergeometrik Diferensiyel Denklemler 

 

dz
dz

θ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

diferensiyel operatörünü kullanarak, hipergeometrik diferensiyel denklemi elde 

etmek için 

 

( ) ( ) ( )
( )0

, ; ;
!

nn n

n n

a b
w F a b c z z

c n

∞

=

= =∑                                                                            (1.7) 

 

hipergeometrik fonksiyonu ele alınırsa ve  

 

( )1c wθ θ + −  

 

ifadesi hesaplanırsa 
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( ) ( )( ) ( )
( )0

1
1

!
nn n

n n

n n c a b
c w z

c n
θ θ

∞

=

+ −
+ − =∑  

                       
( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )0

1
1 2 ... 2 1 1 !

nn n

n

n n c a b
z

c c c c n c n n n

∞

=

+ −
=

+ + + − + − −∑  

                       
( ) ( )

( ) ( )0 1
1 !

nn n

n n

a b
z

c n

∞

= −

=
−∑  

                       
( ) ( )

( )
11 1

0 !
nn n

n n

a b
z

c n

∞
++ +

=

= ∑  

                       ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1

0

1 ... 1 1 ... 1
!

n

n n

a a a n a n b b b n b n
z

c n

∞
+

=

+ + − + + + − +
=∑  

                       
( )( )( ) ( )

( )0 !
nn n

n n

a n b n a b
z z

c n

∞

=

+ +
= ∑  

                       ( )( )z a b wθ θ= + +  

 

bulunur. 

 

Böylece, ( ), ; ;w F a b c z=  fonksiyonu 

 

( ) ( )( )1 0c z a b wθ θ θ θ+ − − + + =⎡ ⎤⎣ ⎦                                                                      (1.8) 

 

denkleminin bir çözümüdür. 

 

Eş. 1.8’de  

dww z
dz

θ =  ve ( )
2

2
21 d ww z

dz
θ θ − =  

değişken değiştirmesi yapılırsa, 

 

( ) ( )
2

21 1 0d w dwz z c a b z abw
dz dz

− + − + + − =⎡ ⎤⎣ ⎦                                                         (1.9) 

diferensiyel denklemine dönüşür. 
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1.3 Doğurucu Fonksiyon 

 

İki değişkenli bir ( ),F x t  fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden, 

 

( ) ( )
0

, n
n n

n
F x t c f x t

∞

=

=∑                                                                                           (1.10) 

 

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa, ( ),F x t  fonksiyonuna ( ){ }nf x  fonksiyonlar 

cümlesinin doğurucu fonksiyonu denir. Burada nc  ler x ve t den bağımsız, n nin bir 

fonksiyonu olup değişik parametreler içerebilir. 

 

1.4 Gelecek Bölümlerde Kullanılan Bazı Lemmalar 

 

Lemma 1. 

 

a) ( ) ( )
0 0 0 0

, ,
n

n k n k
A k n A k n k

∞ ∞ ∞

= = = =

= −∑∑ ∑∑                                                                   (1.11.a) 

 

b) ( ) ( )
0 0 0 0

, ,
n

n k n k
B k n B k n k

∞ ∞ ∞

= = = =

= +∑∑ ∑∑                                                                   (1.11.b) 

 

dir. 

 

İspat 

 

a) n ve k doğal sayı olmak üzere; 0 k≤ < ∞ , 0 n≤ < ∞  dır. 

Burada yeni indisler k=j, n=m-j alınırsa, 

j ve m doğal sayı olmak üzere, 

0 j m≤ <  ve 0 m≤ < ∞  biçiminde yazılır. 
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( ) ( )
0 0 0 0

, ,
m

n k m j

A k n A j m j
∞ ∞ ∞

= = = =

= −∑∑ ∑∑   

 

yazılabilir. 

m, j indisleri yerine sırasıyla n, k indisleri konulursa Eş. 1.11.a bulunur. 

 

b) Önceki eşitlikte,  

( ) ( ), ,A k n k B k n− =  alınması yeterlidir. 

 

Lemma 2. 

 

a) ( ) ( )
[ ]2

0 0 0 0
, , 2

n

n k n k
A k n A k n k

∞ ∞ ∞

= = = =

= −∑∑ ∑∑                                                                 (1.12.a) 

 

b) ( )
[ ]

( )
2

0 0 0 0
, , 2

n

n k n k
B k n B k n k

∞ ∞ ∞

= = = =

= +∑∑ ∑∑                                                                (1.12.b) 

 

dir. 

Burada [ ]2n , 2n  ye eşit olan ya da 2n  den küçük olan en büyük tamsayıyı 

göstermektedir. 

 

İspat 

 

a) ( ) 2

0 0
, n k

n k
A k n t

∞ ∞
+

= =
∑∑  serisini alalım. 

0 k≤ < ∞ , 0 n≤ < ∞  dır. 

Burada yeni indisler k=j, n=m-2j alınırsa, 

j ve m doğal sayı olmak üzere,  

0
2
mj≤ <  ve 0 m≤ < ∞  biçiminde yazılır. 
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( ) ( )
[ ]2

0 0 0 0

, , 2
m

n k m

n k m j

A k n t A j m j t
∞ ∞ ∞

+

= = = =

= −∑∑ ∑∑  

 

yazılabilir. 

t=1 ve m,j indisleri yerine sırasıyla n,k indisleri konulursa Eş. 1.12.a bulunur. 

 

b) Önceki eşitlikte, 

( ) ( ), ,A k n k B k n− =  alınması yeterlidir. 

 

Lemma 3. 

 

c reel ya da kompleks bir sayı, n ve k doğal sayı olmak üzere; 

 

( )
( ) ( )n k

k
n

c
c n

c
+ = +                                                                                                     (1.13) 

 

dir. 

 

İspat 

 

( )
( )

( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

1 ... 1 1 ... 1
1 ... 1

n k

n

c c c c n c n c n c n k
c c c c n

+ + + − + + + + + −
=

+ + −
 

           ( )( ) ( )1 ... 1c n c n c n k= + + + + + −  

           ( )k
c n= +  

 

bulunur. 
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Lemma 4. 

 

n ve k doğal sayı olmak üzere; 

 

( )
( )
( )

!
! 1

k
k

nn
n k

−
=

− −
                                                                                                   (1.14) 

 

dır. 

 

İspat 

 

( )
( ) ( )( )( )

( )( )
1 ... 1 1 ...3.2.1!

! 1 ...3.2.1
n n n k n k n kn

n k n k n k
− − + − − −

=
− − − −

 

             ( ) ( )1 ... 1n n n k= − − +  

             ( )( ) ( )
( )
1 ... 1

1 k

n n n k− − + − + −
=

−
 

             
( )
( )1

k
k

n−
=

−
 

 

bulunur. 

 

Lemma 5. 

 

n ve k doğal sayılar olmak üzere; 

 

( )
( ) ( )2 !

2 1
2 ! n

n k
k

k
+

= +                                                                                               (1.15) 

 

dir. 



 9

İspat 

 

( )
( )

( )( ) ( )( )( )
( )( )

2 ! 2 2 1 ... 2 1 2 2 1 ...3.2.1
2 ! 2 2 1 ...3.2.1

n k n k n k k k k
k k k
+ + + − + −

=
−

 

               ( )( ) ( )2 2 1 ... 2 1n k n k k= + + − +  

               ( )( ) ( )2 1 2 2 ... 2 1 1k k k n= + + + + −  

                ( ) ( ) ( )2 1 2 1 1 ... 2 1 1k k k n= + + + + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                ( )2 1
n

k= +  

bulunur. 

 

Lemma 6. 

 

c reel ya da kompleks bir sayı, n doğal sayı olmak üzere 

 

( ) ( )1
!

n

n
cc

n n
−−⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                                 (1.16) 

 

dir. 

 

İspat 

 

( )( ) ( )1 ... 1
!

c c c c n
n n
− − − − − − +⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

         ( ) ( )( ) ( )1 1 ... 1
!

n c c c n
n

− + + −
=  

         
( ) ( )1

!

n

n
c

n
−

=  

 

elde edilir. 
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Lemma 7. 

 

c reel ya da kompleks bir sayı, k da doğal sayı olmak üzere; 

 

( )2
2

1
2 2 2 2

k
k

k k

c c c⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

                                                                                          (1.17) 

 

dır. 

 

İspat 

 

( ) ( )( ) ( )2
2 2

1 2 ... 2 1
2 2

k
k k

c c c c c k+ + + −
=  

         1 2 3 2 1...
2 2 2 2 2 2 2 2 2
c c c c c k −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

         1
2 2 2k k

c c⎛ ⎞ ⎛ ⎞= +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

bulunur. 

 

Lemma 8. 

 

n ve k doğal sayılar olmak üzere, 

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )!

1 1
!

k

k k

n k
n n

n k
+

= + − −
−

                                                                               (1.18) 

 

dır. 

 



 11

İspat 

 

( )
( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

! 1 ... 1 1 ... 1 ...3.2.1
! 1 ...3.2.1

n k n k n k n n n n k n k
n k n k n k
+ + + − + − − + −

=
− − − −

 

             ( )( ) ( ) ( ) ( )1 ... 1 1 ... 1n k n k n n n n k= + + − + − − +  

             ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 ... 1 1 1 1 ... 1n n n k n k n n n k= + + + − + + − − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

             ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1 1 ... 1k

k
n n n n k= + − − − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

             ( ) ( ) ( )1 1 k

k k
n n= + − −  

 

bulunur. 

 

Lemma 9. 

 

k doğal sayı olmak üzere, 

 

( )
2

2 ! 1
2 ! 2k

k

k
k

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                                                         (1.19) 

 

dır. 

 

İspat 

 

( ) ( )( )( )
( )2 2

2 ! 2 2 1 2 2 ...3.2.1
2 ! 2 1 ...3.2.1k k

k k k k
k k k

− −
=

−
 

          ( )( )( )
( )( )

2 2 1 2 2 ...3.2.1
2 2 2 2 ...6.4.2k

k k k
k k
− −

=
−

 

          ( )( )2 1 2 3 ...3.1
2k

k k− −
=  

          1 3 3 1...
2 2 2 2

k k⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
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          1 1 11 ... 1
2 2 2

k⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

          1
2 k

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

bulunur. 

 

Lemma 10. 

 

( ) ( ) ( )
( )[ ] 1 22

0 0 0
, , ,

nnn

k k k
A k n A k n A n k n

−⎡ ⎤⎣ ⎦

= = =

= + −∑ ∑ ∑                                                          (1.20) 

 

dir. 

 

İspat 

 

1n ≥  için, ( )1 11 1
2 2

n n n⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

( ) ( ) ( )
[ ]

[ ] ( )[ ] 1 2 1 22

0 0 1 2

, , ,
n nnn

k k k n

A k n A k n A k n
+ + −⎡ ⎤⎣ ⎦

= = = +

= +∑ ∑ ∑  

 

ikinci toplamda k yerine n-k konursa, 

 

( ) ( ) ( )
( )[ ] 1 22

0 0 0
, , ,

nnn

k k k

A k n A k n A n k n
−⎡ ⎤⎣ ⎦

= = =

= + −∑ ∑ ∑  

 

elde edilir. 
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2. BESSEL FONKSİYONLARI 

 

2.1. ( )nJ z nin Tanımı 

 
2

0 1 ;1 ;
4
zF n

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 hipergeometrik fonksiyonu kullanılarak ifade edilen 

( ) ( )
2

0 1
2 ;1 ;
1 4

n

n

z
zJ z F n

n

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠= − + −⎜ ⎟Γ + ⎝ ⎠

                                                                       (2.1) 

 

fonksiyonuna n. basamaktan (mertebeden) 1. tür Bessel fonksiyonu denir. Burada n 

negatif olmayan bir tamsayıdır. 

 

( )

2

2

0 1
0

4
;1 ;

4 1 !

k

k k

z
zF n

n k

∞

=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠− + − =⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∑  

                              ( )
( )

2

0

4
1

!
1

k

k

z

n k
k

n

∞

=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟
⎝ ⎠=

Γ + +
Γ +

∑  

                              ( )( )
( )

2

2
0

1 1
1 !2

k k

k
k

n z
n k k

∞

=

Γ + −
=

Γ + +∑  

 

olarak yazılabilir. 

 

Bu ifade Eş. 2.1 eşitliğinde yerine yazılırsa 
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( ) ( )
( )( )
( )

2

2
0

1 12
1 1 !2

n

k k

n k
k

z
n z

J z
n n k k

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ Γ + −⎝ ⎠=

Γ + Γ + +∑  

           ( )
( )

2

2
0

1
1 !2

k k n

k n
k

z
n k k

+∞

+
=

−
=

Γ + +∑  

           ( )
( )

2

0

1
1 ! 2

k k n

k

z
n k k

+∞

=

− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑  

 

bulunur. 

 

Ayrıca, 

 

( ) ( )
( )

2

0

1
1 ! 2

k k n

n
k

zJ z
n k k

+∞

=

− ⎛ ⎞− = −⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑  

             ( )
( ) ( ) ( )

2
2

0

1
1 1

1 ! 2

k k n
k n

k

z
n k k

+∞

=

− ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟Γ + + ⎝ ⎠
∑  

( ) ( ) ( )1 n
n nJ z J z− = −  

 

dir. 

 

2.2. Bessel Diferensiyel Denklemi 

 

( )1 0b y uθ θ + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦                                                                                            (2.2) 

 

denklemini ele alalım. 

 

( )0 1 ; ;u F b y= −  

 

ifadesi Eş. 2.2 denkleminin bir çözümüdür. 
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dy
dy

θ =  

 

şeklinde ifade edildiğinden Eş. 2.2 denklemini aşağıdaki gibi yazabiliriz. 

 

( )1 0b y uθ θ + − − =⎡ ⎤⎣ ⎦  

1 0d dy y b y u
dy dy

⎡ ⎤⎛ ⎞
+ − − =⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
 

( )
2

2 0dy du d u d duy y y bu y yu
dy dy dy dy dy
⎡ ⎤

+ + − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

2
2

2 0du d u du duy y by y yu
dy dy dy dy

+ + − − =  

2
2

2 0d u duy by yu
dy dy

+ − =  

 

Burada her bir terim y ile bölünürse; 

 
2

2 0d u duy b u
dy dy

+ − =                                                                                                 (2.3) 

 

olur. 

 

1b n= +  ve 
2

4
zy = −  alınırsa 

 

( )
2 2

2 1 0
4
z d u dun u

dy dy
⎛ ⎞
− + + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                                               (2.4) 

 

bulunur. 
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2

4
zy = −  ise 12

4 2
zdy dz zdz= − = −  

2du du dz du
dy dz dy dz z

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2

2

d u d du
dy dy dy

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

        2d du
dy z dz

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        2du du dz
dz z dz dy

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        
2

2 2

2 2 2du d u
z dz z dz z

⎛ ⎞⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

olup, bu değer Eş. 2.4’de yerine yazılırsa 

 

( )
2 2

3 2 2

4 4 21 0
4
z du d u dun u

z dz z dz z dz
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − + + + − − =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
 

2

2

1 2 2 0du d u du n du u
z dz dz z dz z dz

− − − − =  

2

2

1 2 2 0d u n du u
dz z z z dz

⎛ ⎞− + − − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

( )
2

2 1 2 0d u duz n uz
dz dz

+ + + =                                                                                      (2.5) 

 

elde edilir. 
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Böylece, Eş. 2.5 denkleminin bir çözümü 

 

( )2
0 1 ;1 ; 4u F n z= − + −  

 

fonksiyonu olur. 

 

Şimdi, nw z u=  ifadesinin Eş. 2.5 denklemini sağladığını araştırmak için Eş. 2.5 

denkleminde nu z w−=  yazılırsa 

 

( ) 1n ndu dwn z w z
dz dz

− − −= − +  

( )( ) ( ) ( )
2 2

2 1 1
2 21 n n n nd u dw dw d wn n z w n z n z z

dz dz dz dz
− − − − − − −= − − − + − + − +  

( )

( )

2
2 1 1

2

1

1

1 2 0

n n n n

n n n

dw dw d wz n n z w nz nz z
dz dz dz

dwn nz w z z wz
dz

− − − − − − −

− − − −

⎛ ⎞
+ − − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞+ + − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )
2

2 1 1 1 2 1
2 2

2 0

n n n n n n

n n n

dw dw d wn n z w nz nz z nz w n z w
dz dz dz

dw dwz nz z wz
dz dz

− − − − − − − − −

− − −

+ − − + − −

+ + + =
 

( )
( )( )

2
1

2

2 1 1 2 1

2 2

2 0

n n n n

n n n n

d w dwz nz z nz
dz dz

n n z nz n z z z w

− − − −

− − − − − − −

+ − + +

+ + − − + =
 

( )
2

1 2 1
2 0n n n nd w dwz z n z z z w

dz dz
− − − − −+ + − + =  

 

olur. Her bir terim nz−  ile bölünürse 
2 2

2 0d w dw nz z w
dz dz z

⎛ ⎞−
+ + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
2

2 2 2
2 0d w dwz z z n w

dz dz
+ + − =                                                                                (2.6) 



 18

n. basamaktan Bessel diferensiyel denklemine varılır ki bu denklemin çözümü  

 
2

0 1 ;1 ;
4

n zw z F n
⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

şeklindedir. 

 

2.3. Diferensiyel Rekürans Bağıntıları 

 

( ) ( )
( )

2

2
0

1
1 !2

k k n

n k n
k

z
J z

n k k

+∞

+
=

−
=

Γ + +∑                                                                                (2.7) 

 

denkleminin her iki tarafını nz  ile çarptıktan sonra z ye göre türev alınırsa 

 

( ) ( )
( )

2 2

2
0

1
1 !2

k k n
n

n k n
k

z
z J z

n k k

+∞

+
=

−
=

Γ + +∑  

( )( ) ( )
( )

( ) 2 2 1

2
0

1 2 2
1 ! 2

k k n
n

n k n
k

k n zd z J z
dz n k k

+ −∞

+
=

− +
=

Γ + +∑  

                      ( ) ( )
( ) ( )

2 1

2 1
0

1
2 1 1 !

k k n
n

k n
k

k n z
z

k n n k k

+ −∞

+ −
=

− +
=

+ Γ + − +∑  

( )( ) ( )1
n n

n n
d z J z z J z
dz −=                                                                                         (2.8) 

 

bulunur. 

Burada çarpımın türevi alınırsa 

 

( ) ( ) ( )1
1

n n n
n n nnz J z z J z z J z−

−
′+ =  

( ) ( ) ( )1
1

n n n
n n nz J z z J z nz J z−

−
′ = −  
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olup 1nz −  ile bölünürse 

 

( ) ( ) ( )1n n nzJ z zJ z nJ z−
′ = −                                                                                     (2.9) 

 

diferensiyel rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Şimdi Eş. 2.1’e geri dönüp eşitliğin her iki tarafı nz−  ile çarpılıp z ye göre türev 

alınırsa 

 

( ) ( )
( )

2

2
0

1
1 !2

k k
n

n k n
k

z
z J z

n k k

∞
−

+
=

−
=

Γ + +∑  

( )( ) ( )
( )

2 1

2
0

1 2
1 !2

k k
n

n k n
k

z kd z J z
dz n k k

−∞
−

+
=

−
=

Γ + +∑  

                      ( )
( ) ( )

2 1

2 1
0

1
1 1 !2

k k n
n

k n
k

z k
z

n k k k

+ −∞
−

+ −
=

−
= −

Γ + + −∑  

                      ( )
( )

1 2 1

2 1
0

1
1 1 !2

k k n
n

k n
k

z
z

n k k

+ + +∞
−

+ +
=

−
= −

Γ + + +∑  

( )( ) ( )1
n n

n n
d z J z z J z
dz

− −
+= −                                                                                  (2.10) 

 

çarpımın türevi alınırsa, 

 

( ) ( ) ( )1
1

n n n
n n nnz J z z J z z J z− − − −

+
′− + = −  

( ) ( ) ( )1
1

n n n
n n nz J z z J z nz J z− − − −

+
′ = − +  

1nz− −  ile bölünürse 

 

( ) ( ) ( )1n n nzJ z zJ z nJ z+
′ = − +                                                                                 (2.11) 

 

bulunur. 
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Eş. 2.11 ile Eş. 2.9 toplanırsa, Bessel fonksiyonları için 

 

( ) ( ) ( )1 12 n n nJ z J z J z− +
′ = −                                                                                    (2.12) 

 

rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Eş. 2.9 ve Eş. 2.11’in sol tarafları eşit olduğundan sağ tarafları eşitlenirse yine Bessel 

için başka bir rekürans bağıntısı 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n nzJ z nJ z zJ z nJ z− +− = − +                                                                 (2.13) 

( ) ( ) ( )1 12 n n nnJ z z J z J z− += +⎡ ⎤⎣ ⎦                                                                             (2.14) 

 

olarak elde edilir. 

 

2.4. Bessel Fonksiyonu İçin Doğurucu Fonksiyon 

 

2.4 Teorem 

 

z reel ve pozitif ve 0t ≠  bir kompleks değişkeni göstermek üzere 

 

( )1 1exp
2

n
n

n

z t J z t
t

∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
∑                                                                              (2.15) 

 

dir. Burada ( ) 1 1, exp
2

F z t z t
t

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 fonksiyonu ( )nJ z  Bessel fonksiyonu için bir 

doğurucu fonksiyondur. 
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İspat 

 

( ) ( ) ( )
1

0

n n n
n n n

n n n

J z t J z t J z t
∞ − ∞

=−∞ =−∞ =

= +∑ ∑ ∑  

 

                    ( ) ( )1
1

0 0

n n
n n

n n

J z t J z t
∞ ∞

− −
− −

= =

= +∑ ∑  

                    ( ) ( ) ( )1 1
1

0 0

1 n n n
n n

n n

J z t J z t
∞ ∞

+ − −
+

= =

= − +∑ ∑  

                     ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2 1 2
1

2 1 2
0 0 0 0

1 1 1
2 ! 1 ! 2 ! !

n k kk n k n n
n

k n k n
n k n k

z z t
t

k k n k k n

+ + + +∞ ∞ ∞ ∞
− −

+ + +
= = = =

− − −
= +

+ + +∑∑ ∑∑  

 

olup, Lemma 2 den bu eşitlik düzenlenirse, 

 

( ) n
n

n

J z t
∞

=−∞
∑ ( ) ( )

( )
( )

( )

1 2 11 22 2

1
0 0 0 0

1 1
2 ! 1 ! 2 ! !

n nn k n k kn n n k

n n
n k n k

z t z t
k n k k n k

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + −+ −∞ ∞⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+
= = = =

− −
= +

+ − −∑∑ ∑∑  

                    ( ) ( )
( )

( )
( )

1 2 22 2

1 0 1 0

1 1
1

2 ! ! ! ! 2

n nn k n k kn n k n

n n
n k n k

z t t z
k n k k n k

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + −∞ ∞⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= = = =

− −
= + +

− −∑ ∑ ∑∑  

 

bulunur. Lemma 10 kullanılırsa, 

 

( ) n
n

n

J z t
∞

=−∞
∑ ( )

( )

2

1 0

1
1

! ! 2

k n k nn

n
n k

t z
k n k

−∞

= =

−
= +

−∑∑  

                     
( )
( )

1

0 0 ! ! 2

kn k nn

n
n k

t t z
k n k

− −∞

= =

−
=

−∑∑  

                     
0

1

!2

n
n

n
n

t z
t

n

∞

=

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠=∑  
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0

1 1
2

!

n

n

z t
t

n

∞

=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦=∑  

                     1 1exp
2

z t
t

⎡ ⎤⎛ ⎞= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 

 

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

2.5. Bessel Fonksiyonunun İntegral Gösterimi 

 

2.5 Teorem 

 

n bir tamsayı olmak üzere n yici basamaktan 1. tür Bessel fonksiyonu 

 

( ) ( )
0

1 cos sinnJ z n z d
π

θ θ θ
π

= −∫             , 0z >  

 

integral gösterimine sahiptir. 

 

İspat 

 

Bir Laurent serisinin n yinci katsayısının formülünü  

 

( )1exp
2

n
n

n

z t J z t
t

∞

=−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞− =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  

 

eşitliğine uygulanırsa, 

 

( )
1

2
1

1

1
2

z t
t

n n
t

dtJ z e
i tπ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

+
=

= ∫  

yazılabilir. 
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it e θ=  denirse idt ie dθ θ=  olup 

 

( ) ( )

( )
2

1
1

2

i iz ie e

n ni

ieJ z e d
i e

θ θπ θ

θ
π

θ
π

−−

+
−

= ∫  

           
( ) ( )( ) ( )cos sin cos sin 121

2

z i i i nii e e e d
i

π
θ θ θ θ θθ

π

θ
π

+ − − − − − +

−

= ∫  

           ( )2 sin 121
2

z i i nie e e d
π

θ θθ

π

θ
π

− +

−

= ∫  

           ( )sin1
2

i z ne d
π

θ θ

π

θ
π

−

−

= ∫  

           ( ) ( )1 cos sin sin sin
2

z n i z n d
π

π

θ θ θ θ θ
π −

= − + −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

           ( ) ( )1 cos sin sin sin
2 2

iz n d z n d
π π

π π

θ θ θ θ θ θ
π π− −

= − + −∫ ∫  

           ( )
0

1 2 cos sin
2

z n d
π

θ θ θ
π

= −∫  

           ( )
0

1 cos sinz n d
π

θ θ θ
π

= −∫  

 

bulunur ki, bu da istenilendir. 
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3. LEGENDRE POLİNOMLARI 

 

3.1. Legendre Polinomları İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Legendre polinomları; 

 

( )
( ) ( )

( )

2

2

0

11 2
2

! 2 !

k n k
n

n k
n

k

x
P x

k n k

−
⎡ ⎤
⎣ ⎦

−

=

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−∑                                                                            (3.1) 

 

şeklinde tanımlanır. 

 

3.1 Teorem 

 

1t <  ve 1x ≤  olmak üzere 

 

( ) ( )
1

2 2

0
1 2 n

n
n

xt t P x t
∞−

=

− + =∑                                                                                   (3.2) 

 

dir. Burada ( ) ( )
1

2 2, 1 2F x t xt t
−

= − +   iki değişkenli fonksiyonu, Legendre polinomu 

için bir doğurucu fonksiyondur. 

 

İspat 

 

( ) ( )1 01 ; ;z F zα α−− = −  olduğundan 

 

( )( )
( )2

1
22

0

1 2
21 2

!

n

n

n

xt t
xt t

n

∞−

=

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠− − =∑  
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( )22
n

xt t−  ifadesine binom açılımı uygulanırsa 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1

22 2

0 0

1
21 2 , 1 2

!

n kk n kn

n k
xt t C n k xt t

n

∞− −

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− − = −∑ ∑  

                          ( )
( ) ( )

0 0

1
! 12 2

! ! !

kn
n k n kn

n k

n
x t

n n k k

∞
− +

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ −⎝ ⎠=

−∑ ∑  

                            
( ) ( )

( )0 0

1 1 2
2

! !

k n k n k
n

n

n k

x t

n k k

− +
∞

= =

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−∑∑  

 

olup, Lemma 1 den  

 

( )( )
( ) ( )

( )

2

21
22

0 0

11 2
21 2
! 2 !

k n k n
n

n k

n k

x t
xt t

k n k

−
⎡ ⎤

∞ ⎣ ⎦−
−

= =

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠− − =

−∑∑  

                             ( )
0

n
n

n
P x t

∞

=

=∑  

 

olarak elde edilir. 

 

3.2. Legendre Polinomları İçin Diferensiyel Rekürans Bağıntıları 

 

Eş. 3.2 ile verilen ( ) ( )
1

2 2

0
1 2 n

n
n

xt t P x t
∞−

=

− + =∑  eşitliğinin x ve t değişkenlerine göre 

kısmi türevleri alınırsa  

 

( )( ) ( )
3

2 2

0

1 2 1 2
2

n
n

n

t xt t P x t
∞−

=

⎛ ⎞ ′− − − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

( ) ( )
3

2 12

1
1 2 n

n
n

xt t P x t
∞− −

=

′− + =∑                                                                                (3.3) 
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( )( ) ( )
3

2 12

1

1 2 2 1 2
2

n
n

n
x t xt t nP x t

∞− −

=

⎛ ⎞− − + − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

( )( ) ( )
3

2 12

1

1 2 n
n

n

x t xt t nP x t
∞− −

=

− − + =∑                                                                    (3.4) 

 

bulunur. Eş. 3.3’deki ( )
3

2 21 2xt t
−

− +  nin eşiti Eş. 3.4’de yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )1 1

1 1

n n
n n

n n

x t P x t nP x t
∞ ∞

− −

= =

′− =∑ ∑  

( ) ( ) ( )1 1

0 0 1

n n n
n n n

n n n

xP x t P x t nP x t
∞ ∞ ∞

− −

= = =

′ ′− =∑ ∑ ∑  

 

elde edilir. Bu eşitlik 1nt −  e göre düzenlenirse 

 

( ) ( ) ( )1n n nxP x P x nP x−
′ ′− =                                                                                      (3.5) 

 

rekürans bağıntısına ulaşılır. 

 

Eş. 3.3 eşitliği ( )21 t−  ile, Eş. 3.4 eşitliği 2t  ile çarpılırsa, 

( )( ) ( ) ( )
3

2 2 2 12

1
1 1 2 1 n

n
n

t xt t t P x t
∞− −

=

′− − + = − ∑  

( )( ) ( ) ( )
3

2 2 1 12

1 1

1 1 2 n n
n n

n n

t xt t P x t P x t
∞ ∞− − +

= =

′ ′− − + = −∑ ∑  

( )( ) ( )
3

2 2

0
2 1 2 2 n

n
n

t x t xt t nP x t
∞−

=

− − + =∑  

 

olur. Bu eşitlikler taraf tarafa çıkartılıp, gerekli düzenlemeler yapılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 1 12

1 1 0
1 2 1 2 2n n n

n n n
n n n

t t x t xt t P x t P x t nP x t
∞ ∞ ∞− − +

= = =

′ ′⎡ ⎤− − − − + = − −⎣ ⎦ ∑ ∑ ∑  
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( ) ( ) ( ) ( )
1

2 1 12

1 1 0
1 2 2n n n

n n n
n n n

xt t P x t P x t nP x t
∞ ∞ ∞− − +

= = =

′ ′− + = − −∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 2 0

2n n n n
n n n n

n n n n

P x t P x t P x t nP x t
∞ ∞ ∞ ∞

+ −
= = = =

′ ′= − −∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 2

2 1 n n n
n n n

n n n

n P x t P x t P x t
∞ ∞ ∞

+ −
= = =

′ ′+ = −∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )1 12 1 n n nn P x P x P x+ −
′ ′+ = −                                                                           (3.6) 

 

şeklinde başka bir rekürans bağıntısı bulunur. 

Eş. 3.5 ve Eş. 3.6’daki diferensiyel rekürans bağıntıları taraf tarafa toplanırsa, 

Legendre polinomları için 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1n n nxP x P x n P x+
′ ′= − +                                                                             (3.7) 

 

diferensiyel rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Eş. 3.7’de n yerine (n-1) yazılırsa 

 

( ) ( ) ( )1 1n n nxP x P x nP x− −
′ ′= −  

 

bulunur. Bu eşitlikte ( )1nP x−
′  in Eş. 3.5’de bulunan değeri yerine yazılırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( )1n n n nx xP x nP x P x nP x−
⎡ ⎤′ ′− = −
⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( )2
11 n n nx P x nxP x nP x−

′− = −                                                                         (3.8) 

 

elde edilir. Eş. 3.8 ifadesi de Legendre polinomları için yeni bir rekürans bağıntısıdır. 
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3.3. Legendre Polinomlarının Türev İçermeyen (Yalın) Rekürans Bağıntısı 

 

Eş. 3.5 eşitliğinin her iki yanı 2 1x −  ile çarpılırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
11 1 1n n nx xP x x P x x nP x−

′ ′− − − = −  

 

olur. Eş. 3.8’den ( ) ( )2 '1 nx P x−  ve ( ) ( )2 '
11 nx P x−−  ifadelerinin değerleri bu eşitlikte 

yerine yazılırsa  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1 1 21 1 1n n n n nx nxP x nP x n xP x n P x x nP x− − −− − − − − = −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

bulunur. Bu eşitlik düzenlenirse 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 1n n nnP x n xP x n P x− −= − − − ,                 , 2n ≥                                  (3.9) 

 

biçiminde Legendre polinomları için türev içermeyen bir rekürans bağıntısı elde 

edilir. 

 

3.4. Legendre Diferensiyel Denklemi 

 

Eş. 3.7’de n yerine n-1 yazılırsa 

 

( ) ( ) ( )1 1n n nxP x P x nP x− −
′ ′= −                                                                                  (3.10) 

olur. 

Eş. 3.10 eşitliğinin her iki yanının x’e göre türevi alınırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1n n n nP x xP x P x nP x− − −
′ ′′ ′′ ′+ = −  

( ) ( ) ( ) ( )1 11n n nxP x P x n P x− −
′′ ′′ ′= − +                                                                       (3.11) 

elde edilir. 
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Diğer yandan Eş. 3.5’in x’e göre türevi alınırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1n n n nP x xP x nP x P x−
′ ′′ ′ ′′+ = +  

( ) ( ) ( ) ( )1 1n n nP x n P x xP x−
′′ ′ ′′= − +                                                                          (3.12) 

 

elde edilir. 

 

Eş. 3.5 ve Eş. 3.12 düzenlenip Eş. 3.11’de yerine yazılırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1n n n n n nx xP x P x nP x P x n xP x nP x⎡ ⎤ ⎡ ⎤′′ ′ ′ ′′ ′+ − = − + −
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

 olup, bu eşitlik düzenlenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
n n n n n n n nx P x xP x nxP x P x nxP x n P x xP x nP x′′ ′ ′ ′′ ′ ′+ − = − − − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 2 1 0n n nx P x xP x n n P x′′ ′− − + + =                                                       (3.13) 

 

şeklinde Legendre diferensiyel denklemi elde edilir. 

 

3.5. Legendre Polinomları İçin Rodrigues Formülü 

 

Legendre polinomları Eş. 3.1’de 

 

( )
( ) ( )

( )

2

2

0

11 2
2

! 2 !

k n k
n

n k
n

k

x
P x

k n k

−
⎡ ⎤
⎣ ⎦

−

=

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−∑  

 

şeklinde verilmişti. 
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Lemma 9 dan  

 

( )
( )

2 2 2 2 !12
2 !

n k

n k

n k
n k

−

−

−⎛ ⎞ =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 

 

değeri Legendre polinomunda yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

22

0

1 2 2 !
2 ! ! 2 !

n k n k

n n
k

n k x
P x

k n k n k

⎡ ⎤ −⎣ ⎦

=

− −
=

− −∑                                                                          (3.14) 

 

bulunur. 

 

dD
dx

=  olmak üzere 
( )

!
!

m s
s m m xD x

m s

−

=
−

                                                                 (3.15) 

 

olduğundan 

 

Eş. 3.14’deki ( )
( )

22 2 !x
2 !

n kn k
n k

−−
−

 yerine 2 2n n kD x −  yazılırsa 

 

( ) ( )
( )

2 22

0

1
2 ! !

n k n n k

n n
k

D x
P x

k n k

⎡ ⎤ −⎣ ⎦

=

−
=

−∑                                                                                    (3.16) 

 

olur. 

Burada 
( ),

!
! !n k

nC
k n k

=
−

 binom katsayısı dikkate alındığında Eş. 3.16 eşitliği 

 

( ) ( )
2

2 2
,

0
1

2 !

nn
k n k

n n kn
k

DP x C x
n

⎡ ⎤
⎣ ⎦

−

=

= −∑                                                                            (3.17) 

bulunur. 
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Eş. 3.17 eşitliğinin sağındaki toplam k=0 dan k=n ye genişletilebilir. Çünkü 

[ ]2n k n< ≤  için 0 2 2n k n≤ − <  olup, k nın bu değeri için 2 2 0n n kD x − =  dır. 

Böylece 

 

( ) ( ) 2 2
,

0
1

2 !

n n
k n k

n n kn
k

DP x C x
n

−

=

= −∑                                                                             (3.18) 

 

bulunur. 

 

Diğer taraftan ( )2 1
n

x −  nin binom açılımının ( ) 2 2
,

0
1

n
k n k

n k
k

C x −

=

−∑  olduğu göz önüne 

alınırsa 

 

( ) ( )21 1
2 !

nn
n nP x D x

n
= −                                                                                       (3.19) 

 

elde edilir. 

Eş. 3.19 ifadesine Legendre polinomları için Rodrigues formülü denir. 

 

Bu formül  

 

( ) ( ) ( )1 1 1
2 !

n nn
n nP x D x x

n
⎡ ⎤= − +⎣ ⎦  

 

olarak yazılıp, 

( ) ( )( ),
0

n
n k n k

n k
k

D uv C D u D v−

=

= ∑                                                                             (3.20) 

 

şeklindeki Leibnitz formülü kullanılırsa, 
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( ) ( ) ( )
( ),

0

! 1 ! 11
2 ! !k!

n k kn

n n kn
k

n x n x
P x C

n n k

−

=

− +
=

−∑  

 

ya da 

 

( ) 2
,

0

1 1
2 2

n k kn

n n k
k

x xP x C
−

=

− +⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑                                                                    (3.21) 

 

elde edilir. 

 

3.6. Legendre Polinomları İçin Bateman Doğurucu Fonksiyonu 

 

Eş. 3.21 formülü düzenlenirse 

 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
0

1 1! 1 1
2 2

! k!

n k k

n

n
k

n x x
P x

n k

−

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

∑                                                            (3.22) 

 

yazılabilir. Eş. 3.22 eşitliğinin her iki tarafı 
( )2!

nt
n

 ile çarpılıp, 0n =  dan n = ∞  a 

kadar toplanırsa, 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

2 2 2 2
0 0 0

1 1! 1 1
2 2

! ! k! !

n k k

n n
n n

n n k

n x xP x t
t

n n k n

−

∞ ∞

= = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
−⎡ ⎤⎣ ⎦

∑ ∑∑  

 

olur. 
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Lemma 1 den, 

 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )2
0 0 0

1 11 1
2 2

1 ! 1 !!

n n

n
n

n n nn n

x t x tP x t
n nn

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

                   ( ) ( )0 1 0 1
1 1;1; 1 ;1; 1
2 2

F x t F x t⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

elde edilir ki bu, Legendre polinomları için Bateman doğurucu fonksiyonu adını alır. 

 

3.7. Legendre Polinomunun Hipergeometrik Fonksiyon Cinsinden Gösterimi 

 

Legendre polinomlarının bir doğurucu fonksiyonu,  

 

( ) ( )
1

2 2

0
1 2 n

n
n

xt t P x t
∞−

=

− + =∑  

 

şeklindeydi. 

 

( ) ( )
1

2 2

0
1 2n

n
n

P x t xt t
∞ −

=

= − +∑  

                   ( ) ( )
1 221 2 1t t x
−

⎡ ⎤= − − −⎣ ⎦  

                   ( ) ( )
( )

1 2

1
2

2 1
1 1

1
t x

t
t

−

− ⎡ ⎤−
= − −⎢ ⎥

−⎢ ⎥⎣ ⎦
 

                    ( ) ( ) ( )
( )

1
2

0

1 2 2 1
1 1

1

n

n

n

t x
t

n t

∞
−

=

⎛ ⎞− −⎛ ⎞
= − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

 

yazılabilir.  
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Burada Lemma 6 kullanılarak 

 

( )
0

n
n

n

P x t
∞

=

=∑ ( )
( )

( ) ( )
( )

1
2

0

11
2 121 1

! 1

n
n

nn

n

t x
t

n t

∞
−

=

⎛ ⎞− ⎜ ⎟ ⎛ ⎞−⎝ ⎠− − ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

∑  

                  
( )

( )2 1
0

1 2 1
2

! 1

kk k

k
k

k

t x

k t

∞

+
=

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠=

−
∑  

 

olur. 

 

( ) ( )2 1

0

2 1
1 1k n n

n

k
t t

n

∞
− −

=

− −⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 

binom açılımı uygulanırsa yine Lemma 6 dan 

 

( ) ( )2 1

0

2 1
1

!
k nn

n

k
t t

n

∞
− −

=

+
− =∑  

 

yazılabilir. 

 

Buna göre 

 

( )
0

n
n

n
P x t

∞

=

=∑
( ) ( )

0 0

1 2 1 2 12
! !

kk k
n

nk n

k n

t x k
t

k n

∞

= =

⎛ ⎞ −⎜ ⎟ +⎝ ⎠∑ ∑  

                   
( ) ( )

0 0

1 2 1 2 1
2

!n!

kk n k
n

k

k n

k x t

k

+
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠=∑∑  

 

bulunur. 
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Lemma 5 den ( ) ( )
( )

2 !
2 1

2 !n

n k
k

k
+

+ =  değeri yerine yazılırsa 

 

( )
0

n
n

n
P x t

∞

=

=∑
( ) ( )

( )0 0

1 2 !2 1
2

!n! 2 !

kk n k

k

k n

n k x t

k k

+
∞ ∞

= =

⎛ ⎞ + −⎜ ⎟
⎝ ⎠∑∑  

 

olur. 

 

Burada Lemma 9 uygulanırsa 

 

( )
0

n
n

n

P x t
∞

=

=∑ ( ) ( )
0 0

2 ! 1
!n!2 !

k n k

k
n k

n k x t
k k

+∞ ∞

= =

+ −
∑∑  

 

bulunur. Sırasıyla Lemma 1a ve Lemma 8 kullanıldığında, 

 

( )
0

n
n

n
P x t

∞

=

=∑ ( ) ( ) ( ) ( )
( )2

0 0

1 1 1

! 2

k k nn
k k

k
n k

n n x t

k

∞

= =

− − + −
∑∑  

 

eşitliğine ulaşılır. 

 

Buradan da hipergeometrik fonksiyonun tanımından, 

 

( ) 2 1

, 1;
1

2
1;

n

n n
xP x F

− +⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

elde edilir. 
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3.8. Legendre Polinomlarının Ortogonalliği 

 

( )nP x  lerin sağladığı Legendre diferensiyel denkleminin  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 2 1 0n n nx P x xP x n n P x′′ ′− − + + =                                                       (3.23) 

 

olduğu bilinmektedir. 

 

Eş. 3.23 denklemi düzenlenirse; 

 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 0n nx P x n n P x
′⎡ ⎤′− + + =

⎣ ⎦
                                                                   (3.24) 

 

olur. 

 

( )mP x  Legendre polinomu Eş. 3.24 denklemini sağlayacağından, 

 

( ) ( ) ( ) ( )21 1 0m mx P x m m P x
′⎡ ⎤′− + + =

⎣ ⎦
                                                                (3.25) 

 

yazılabilir. 

Eş. 3.24 denklemi ( )mP x  ile, Eş. 3.25 denklemi ( )nP x  ile çarpılıp, taraf tarafa 

çıkarılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1

1 1 0

m n n m

n m

P x x P x P x x P x

n n m m P x P x

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤′ ′− − −
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦

                                                (3.26) 

 

bulunur. 
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Bu ifade düzenlenirse; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )2 2 21 0m n m n n mx P x P x P x P x n m n m P x P x
′⎡ ⎤′ ′ ⎡ ⎤− − + − + − =⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }21 1n m m n m nn m n m P x P x x P x P x P x P x
′⎡ ⎤′ ′− + + = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
          (3.27) 

olur. 

 

Eş. 3.27 eşitliğinin [ ]1,1−  aralığında integrali alındığında, 

 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 1

2

11

1 1n m m n m nn m n m P x P x dx x P x P x P x P x
−−

⎡ ⎤′ ′− + + = − −⎢ ⎥⎣ ⎦∫  

 

bulunur. 

 

Buradan n m≠  için 

 

( ) ( )
1

1

0n mP x P x dx
−

=∫         ,                                                                                    (3.28) 

 

elde edilir. 

 

Eş. 3.28 , [ ]1,1− aralığında ( )mP x  Legendre polinomlarının ortogonal bir sistem 

oluşturduğunu gösterir. 
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3.9. Legendre Polinomlarının Normu 

 

Legendre polinomlarının doğurucu fonksiyonundan  

 

( )
2

0

1
1 2

n
n

n

P x t
xt t

∞

=

=
− +

∑                                                                                     (3.29) 

( )
2

0

1
1 2

m
m

m
P x t

xt t

∞

=

=
− +

∑                                                                                    (3.30) 

 

yazılabilir. 

 

Bu eşitlikler taraf tarafa çarpılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )2
, 0 , 0

1
1 2

n m n m
n m n m

n m n m

P x P x t P x P x t
xt t

n m n m

∞ ∞
+ +

= =

= +
− +

= ≠

∑ ∑  

 

olur. Burada her iki yanın [ ]1,1−  aralığında x değişkenine göre integrali alındığında, 

eşitliğin sol tarafı 

 

( )
11

2
2

11

1 ln 1 2
1 2 2

dx t xt
xt t t −−

⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥− + ⎣ ⎦∫  

                     ( )
( )

2

2

11 ln
2 1

t
t t

−
= −

+
 

                     ( ) ( )1 ln 1 ln 1t t t−= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦  

                     ( )
0 0

1
1 1

m m m

m m

t t
m m

∞ ∞

= =

−
= +

+ +∑ ∑  

                     
2

0

2
2 1

n

n

t
n

∞

=

=
+∑                                                                      ( 2m n=  alınırsa) 

olur. 



 39

( ) ( )
1

1

0n mP x P x dx
−

=∫             , m n≠  

 

olduğu dikkate alınarak eşitliğin sağ tarafı integre edildiğinde, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 22 2

0 , 0 01 1 1

n n m n
n n m n

n n m n

t P x dx t P x P x dx t P x dx
∞ ∞ ∞

+

= = =− − −

+ =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  

 

bulunur. 2nt  in katsayılarının eşitlenmesiyle, 

 

( )
1

2 2

1

2
2 1n nP x dx P

n−

= =⎡ ⎤⎣ ⎦ +∫  

 

elde edilir. 

 

Buna göre, Legendre polinomlarının normu 

 

2
2 1nP

n
=

+
,                                   0,1, 2,...n =                                                 (3.31) 

 

olarak bulunur. 
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4. HERMİTE POLİNOMLARI 

 

4.1. Hermite Polinomları İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Hermite polinomları, 

 

( ) ( ) ( )
( )

[ ] 22

0

1 2 !
! 2 !

k n kn

n
k

x n
H x

k n k

−

=

−
=

−∑                                                                                   (4.1) 

 

şeklinde tanımlanır. Diğer taraftan, 

 

( ) ( ) ( )2 2exp 2 exp 2 expxt t xt t− = −  

                      ( ) ( ) 2

0 0

2 1
! !

n kn k

n k

x t t
n k

∞ ∞

= =

−
=∑ ∑  

 

olup, 

Lemma 2a dan 

 

( ) ( ) ( )
( )

[ ] 22
2

0 0

1 2
exp 2

! 2 !

k n k nn

n k

x t
xt t

k n k

−∞

= =

−
− =

−∑∑  

 

bulunur. 

 

Buradan x ve t nin tüm sonlu değerleri için 

 

( ) ( )2

0
exp 2

!

n
n

n

H x t
xt t

n

∞

=

− =∑                                                                                    (4.2) 

 

şeklinde Hermite polinomları için bir doğurucu fonksiyon elde edilir. 
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4.2. Hermite Polinomları İçin Rekürans Bağıntıları 

 

( ) ( )2

0
2

!

n
n

n

H x t
F G xt t

n

∞

=

= − =∑                                                                                (4.3) 

 

eşitliğinin x ve t değişkenliklerine göre kısmi türevleri alınırsa 

 

( )2F t G
x

∂ ′=
∂

,                         ( )2 2F x t G
t

∂ ′= −
∂

                                                     (4.4) 

( )
0 !

n n

n

H xF t
x n

∞

=

′∂
=

∂ ∑ ,               ( ) 1

0 !

n
n

n

nH x tF
t n

−∞

=

∂
=

∂ ∑                                                 (4.5) 

 

olur. 

 

Eş. 4.4’den, 

 

( ) 0F Fx t t
x t

∂ ∂
− − =

∂ ∂
                                                                                               (4.6) 

 

bulunur.  

 

Eş. 4.5 düzenlenip Eş. 4.6’da yerine yazılırsa; 

 

( ) ( ) ( )1

0 0 0
0

! ! !
n n nn n n

n n n

H x H x H x
x t t n t

n n n

∞ ∞ ∞
+

= = =

′ ′
− − =∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( )
( )

1

0 0 1! ! 1 !
n n nn n n

n n n

H x H x H x
x t n t t

n n n

∞ ∞ ∞
−

= = =

′ ′
− =

−∑ ∑ ∑  

 

bulunur. 
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Eşitlik nt  in katsayılarına göre düzenlenirse; 

 

( ) ( ) ( )1
n n

n

xH x nH x
H x

n n −

′
′− =  

( ) ( ) ( )1n n nxH x nH x nH x−
′ ′− =                                                                                (4.7) 

 

şeklinde Hermite polinomları için bir  rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Diğer taraftan, Eş. 4.2 ve Eş. 4.4’den 

 

( ) ( )1

0 0

2
! !

n nn n

n n

H x H x
t t

n n

∞ ∞
+

= =

′
=∑ ∑                                                                                 (4.8) 

 

yazılabilir. 

 

( )0 0H x′ =  ve 1n ≥  olmak üzere Eş. 4.8 nt  in katsayılarına göre düzenlenirse 

 

( ) ( )12n nH x nH x−
′ = ,                   ( )1n ≥                                                                 (4.9) 

 

bulunur ki bu da, Hermite polinomları için başka bir rekürans bağıntısıdır. 

 

Eş. 4.9’da bulunan ( )nH x′  değeri Eş. 4.7’de yerine yazılıp düzenlenirse; 

 

( ) ( ) ( )1 12n n nH x xH x H x− −
′= −                                                                              (4.10) 

 

şeklinde başka bir diferensiyel rekürans bağıntısı elde edilir. 
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Eş. 4.9’da n yerine n-1 alınırsa 

 

( ) ( ) ( )1 22 1n nH x n H x− −
′ = −  

 

bulunur. 

 

( )1nH x−
′  in bu değeri Eş. 4.10’da yerine yazılırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 22 2 1n n nH x xH x n H x− −= − −                                                                  (4.11) 

 

şeklinde Hermite polinomu için yalın bir rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

4.3. Hermite Diferensiyel Denklemi 

 

Eş. 4.9’da eşitliğin her iki yanının x e göre türevi alınırsa, 

 

( ) ( )12n nH x nH x−
′′ ′=                                                                                             (4.12) 

 

olup, 

 

Eş. 4.10’dan ( )1nH x−
′  çekilip Eş. 4.12’de yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )12 2n n nH x n xH x H x−
′′ = −⎡ ⎤⎣ ⎦                                                                        (4.13) 

 

bulunur. 
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Eş. 4.13’deki ( )1nH x−  yerine Eş. 4.9‘daki eşiti yazıldığında, 

 

( ) ( ) ( )2 2
2
n

n n

H x
H x n x H x

n

⎡ ⎤′
′′ ⎢ ⎥= −

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 

olur. Buradaki terimler düzenlenirse 

( ) ( ) ( )2 2n n nH x xH x nH x′′ ′= −  

( ) ( ) ( )2 2 0n n nH x xH x nH x′′ ′− + =                                                                        (4.14) 

 

şeklinde Hermite diferensiyel denklemi elde edilir. 

 

4.4. Hermite Polinomları İçin Rodrigues Formülü 

 

Eş. 4.2’de Hermite polinomlarının doğurucu fonksiyonu olan ( )2exp 2xt t−  ifadesine 

Maclaurin açılımı uygulanırsa, 

 

( ) ( )2

0

exp 2
n

n n
t

dH x xt t
dt

=

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

                                                                             (4.15) 

 

bulunur. 

 

t den bağımsız ( )2exp x−  fonksiyonu Eş. 4.15 eşitliğinin her iki tarafı ile çarpılırsa; 

 

( ) ( ) ( ){ }22

0

exp exp
n

n n
t

dx H x x t
dt

=

⎡ ⎤
− = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 

yazılır. 
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Burada x t w− =  dönüşümü yapılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) { }2 2exp 1 exp
n

n
n n

w x

dx H x w
dw

=

⎡ ⎤
− = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

( ) ( ) ( ) ( )2 2exp 1 exp
n

n
n n

dx H x x
dx

− = − −  

 

olur.  

Bu eşitlik düzenlendiğinde, 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 exp exp
n

n
n n

dH x x x
dx

= − −                                                                 (4.16) 

 

olarak Hermite polinomları için Rodrigues formülü elde edilir. 

 

4.5. Hermite Polinomları İçin Başka Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Hermite polinomunun Eş. 4.1 ile verilen tanımının her iki tarafı 
( )

!

n
n

c t
n

 ile çarpılıp, 

0n =  dan n = ∞  a kadar toplam alınırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

[ ] 22

0 0 0

1 2
! ! 2 !

k n kn nn
nn n

n n k

c H x t c x t
n k n k

−∞ ∞

= = =

−
=

−∑ ∑∑                                                     (4.17) 

 

yazılabilir. 

 

Eş. 4.17 eşitliğinde Lemma 2b uygulanırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

0 0 0

1 2
! ! !

k nn n k
nn n k

n n k

c H x t c x t
n k n

+∞ ∞ ∞
+

= = =

−
=∑ ∑∑  
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bulunur. 

Lemma 3 den, 

 

( ) ( ) ( )2 2
2

n k n k
c c k c

+
= +  değeri yerine yazılırsa; 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
2

0 0 0

2 2 1
! ! !

n kn k
nn n k

n k n

c H x t c k xt c t
n n k

∞ ∞ ∞

= = =

+ −
=∑ ∑∑  

 

olup, sırasıyla Lemma 6 ve Lemma 7 kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( )

( )

2 2

2
0 0

1 1 1 1 2
2 2 2

! ! 1 2

k k k
n

nn k k
c k

n k

c c tc H x t
n k xt

∞ ∞

+
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠=

−
∑ ∑  

 

elde edilir. 

 

Bu eşitlik düzenlenirse, 

 

( ) ( ) ( )
( )

2

2
0 0

1 1 1 4
2 2 21 2

! ! 1 2

n
cnn k k

n k

c c tc H x t
xt

n k xt

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

−
∑ ∑  

                            ( )
( )

2

2 0 2

1 1 1, ;
2 2 2

41 2
1 2

;

c

c c

txt F
xt

−

⎡ ⎤+⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= − ⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

                           (4.18) 

 

olarak Hermite polinomları için c keyfi sabitini içeren bir doğurucu fonksiyon 

bulunur. 
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4.6. Hermite Polinomlarının Ortogonalliği ve Normu 

 

Hermite polinomları, ( ),−∞ ∞  aralığında ( )2exp x−  ağırlık fonksiyonuna göre 

ortogonaldir. 

 

Bu polinomların normu da  

 

( )1 2
2 !n

nH n π= ;                         0,1,2n =                                                       (4.19) 

 

şeklindedir. 

 

Bu polinomlar için ortogonallik ve norm özellikleri Legendre polinomlarına benzer 

olarak gösterilebilir. 
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5. LAGUERRE POLİNOMU 

 

5.1. ( ) ( )nL xα  in Tanımı 

 

n negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere Laguerre polinomları, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

1
;1 ;

!
n

nL x F n x
n

α α
α

+
= − +                                                                         (5.1) 

              
( ) ( )

( )0

1
! 1 !

kn
n k

k k

n x
n k
α

α=

+ −
=

+∑  

 

olarak tanımlanır. 

 

( )k
n−  için Lemma 4 uygulanırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1 1 !
! ! 1 !

k kn
n

n
k k

n x
L x

n n k k
α α

α=

+ −
=

− +∑  

              
( ) ( )
( ) ( )0

1 1
! 1 !

k kn
n

k k

x
n k k

α
α=

− +
=

− +∑                                                                              (5.2) 

 

bulunur. 

 

Bu polinomlar Laguerre, genelleştirilmiş Laguerre ya da Sonine polinomları olarak 

bilinir. 0α =  olduğunda Laguerre ya da basit Laguerre polinomu olarak adlandırılır. 

 

( ) ( ) ( ) ( )0
1 1 ;1;n nL x L x F n x= = −                                                                                (5.3) 

 

şeklinde yazılabilir. 
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5.2. Genelleştirilmiş Laguerre Polinomu İçin Doğurucu Fonksiyon 

 

Eş. 5.1 eşitliğinin her iki yanı 
( )1

n

n

t
α+

 ile çarpılır ve n=0 dan∞  a kadar toplam 

alınırsa, 

 
( ) ( )
( )

( )
( ) ( )0 0 0

1
1 ! 1 !

kn k nn
n

n n kn k

L x t x t
n k k

α

α α

∞ ∞

= = =

−
=

+ − +∑ ∑∑                                                                 (5.4) 

 

bulunur. 

 

0 0 0 0

n
n n n

n n k n k
n n n k

a t b t a b t
∞ ∞ ∞

−
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑  şeklindeki iki kuvvet serisinin Cauchy çarpımı 

uygulanırsa, 

 
( ) ( )
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( )0 0 0

1
1 ! ! 1

kn n nn
n

n n nn n

L x t x tt
n n

α

α α

∞ ∞ ∞

= = =

⎛ ⎞−⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑  

( )
( ) ( )
( )0 1

0
;1 ;

1

n
nt

n n

L x t
e F xt

α

α
α

∞

=

− + − =
+∑                                                                         (5.5) 

 

olarak genelleştirilmiş Laguerre polinomu için bir doğurucu fonksiyon bulunur. 

 

c keyfi bir sabit olmak üzere 

Eş. 5.2 eşitliğinin her iki yanı 
( )
( )1

n
n

n

c t
α+

 ile çarpılır ve n=0 dan ∞  a kadar toplanırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )0 0 01 ! 1 !

kn nn
nn n

n n kn k

c L x t c x t
n k k

α

α α

∞ ∞

= = =

−
=

+ − +∑ ∑∑  

 

olur. 
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Eşitliğin sağına Lemma 1b uygulanırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )0 0 01 ! 1 !

kn n k
nn n k

n n kn k

c L x t c x t
n k

α

α α

+∞ ∞ ∞
+

= = =

−
=
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bulunur. 

 

( )n k
c

+
 nın değeri Lemma 3 ten yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
( )0 0 01 ! 1 !
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nn n k

n n kn k

c L x t c k t c xt
n k

α

α α

∞ ∞ ∞

= = =

+ −
=
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olur. 

 

Lemma 6 dan 
( ) ( )

0
1

!

n
c kn

n

c k t
t

n

∞
− −

=

+
= −∑  değeri yerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )0 0

1
1 1 1 ! 1
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nn k

c k
n kn k

c L x t c xt

t k t

α

α α

∞ ∞

= =

−
=

+ − + −
∑ ∑  

                              
( ) 1 1

;1
1 ; 11 c

c xtF
tt α

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥+ −− ⎣ ⎦

                                                       (5.6) 

 

c keyfi sabitini içeren genelleştirilmiş Laguerre polinomları için farklı bir doğurucu 

fonksiyon elde edilir. 
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Eş. 5.6’da 1c α= +  alınırsa, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 1 11

0

1 1 ;1
1 ;1 11

n
nn

n n

L x t xtF
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α

α

α α
αα

∞

+
=

+ +⎡ ⎤−
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( )
( )1

0

11
1 11

n
n

n n

xt
tt α

α
α

∞

+
=

+ −⎛ ⎞= ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠−
∑  

                                   
( )1 0

1
11

n

n

xt
tt α

∞

+
=

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠−
∑  

                                  
( )1

1 exp
11

xt
tt α+

−⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠−
                                                           (5.7) 

 

olur. 

 

Eş. 5.7’de genelleştirilmiş Laguerre polinomları için diğer bir doğurucu 

fonksiyondur. 

 

5.3. Genelleştirilmiş Laguerre Polinomları İçin Diferensiyel Rekürans 

Bağıntıları 

 

Eş. 5.5’de gösterilen doğurucu fonkisyona ( ),G x t  denilirse; 

 

( )
( ) ( )
( ) ( )0 1

0
, ;1 ;

1

n
n t

n n

L x t
G x t e F xt

α

α
α

∞

=

= = − + −
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                                      ( )
( )0

1
! 1

n n n
t

n n

x t
e

n α

∞

=

−
=

+∑                                                               (5.8) 

 

olur. 
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Eşitliğin her iki yanının x ve t değişkenlerine göre kısmi türevleri alınırsa, 

 

( )
( )

1

1

1
! 1

n n n
t

n n

nx tG e
x n α

−∞

=

−∂
=

∂ +∑                                                                                           (5.9) 

( )
( )

( )
( )

1

0 1

1 1
! 1 ! 1

n nn n n n
t t

n nn n

x t x ntG e e
t n nα α

−∞ ∞

= =

− −∂
= +

∂ + +∑ ∑                                                             (5.10) 

 

olur. 

 

Eş. 5.8’den ( ),G x t  değeri ve Eş. 5.9’dan G
x

∂
∂

 değeri Eş. 5.10’da yerine yazılırsa, 

 

1G GG x
t t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
 

G Gx t tG
x t

∂ ∂
= −

∂ ∂
                                                                                                   (5.11) 

 

bulunur. 

 

dD
dx

=  olmak üzere; 

Eş. 5.11’de G nin türevlerinin değerleri yerlerine yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1

1 1 01 1 1

n nn
n n

n
n n nn n n

L x nt L x ttx DL x t t
α α

α

α α α
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= = =

= −
+ + +∑ ∑ ∑  

 

olur. 
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Terimler 
( )1

n

n

t
α+

 e göre düzenlenirse, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

1 1 1 1
1 1 1

nn n
n

n n
n n nn n n

L x tt tx DL x nL x
α

α α

α α α

∞ ∞ ∞
−

= = = −

= −
+ + +∑ ∑ ∑  

 

bulunur. 

 

( )
( )
( )1

1
1 1

n n

nα
α α

−

+
=

+ +
 

 

olduğu da dikkate alındığında, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1n n nxDL x nL x n L xα α αα −= − + ,        ( 1)n ≥                                       (5.12) 

 

biçiminde genelleştirilmiş Laguerre polinomları için bir rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Eş. 5.7 eşitliğinin her iki tarafının x değişkenine göre türevi alınırsa, 

 

( ) ( )
( )10

1 exp
1 11

n
n

n

t xtDL x t
t tt

α
α

∞

+
=

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠−
∑  

 

olur. 

Buradan eşitlik düzenlenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0

n n n
n n n

n n n
DL x t DL x t L x tα α α

∞ ∞ ∞
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= = =
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1
0 0

n n
n n n

n n

DL x t DL x L x tα α α
∞ ∞

− −
= =

= −∑ ∑  

 

bulunur. 
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Burada da nt  in katsayıları eşitlenirse; 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1n n nDL x DL x L xα α α

− −= − ,                        1n ≥                                     (5.13) 

 

biçiminde bir başka rekürans bağıntısı elde edilir. 

 

Eş. 5.12 eşitliğinin her iki yanı x ile bölünürse, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1n n n

nnDL x L x L x
x x

α α αα
−

+
= −                                                            (5.14) 

 

bulunur. 

 

Eş. 5.14’te n yerine n-1 alınırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

11
n n n

nnDL x L x L x
x x

α α αα
− − −

+ −−
= −                                             (5.15) 

 

biçiminde yazılabilir. 

 

Eş. 5.14 ve Eş. 5.15 deki ( ) ( )nDL xα  ve ( ) ( )1nDL xα
−  değerleri, 5.13’de yerlerine 

yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1
1 1

n n n n n
n n n nL x L x L x L x L x
x x x x

α α α α αα α
− − − −

+ − + −
− = − −  

 

bulunur. 
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Bu son eşitlik de düzenlendiğinde, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 1 1n n nnL x n x L x n L xα α αα α− −= − + − − − +                                 (5.16) 

 

biçiminde genelleştirilmiş Laguerre polinomları için türev içermeyen bir rekürans 

bağıntısı elde edilir. 

 

5.4. Genelleştirilmiş Laguerre Diferensiyel Denklemi 

 

Eş. 5.12 eşitliğinden ( ) ( )1nL xα
−  çekilirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1n n n
n xL x L x DL x

n n
α α α

α α− = −
+ +

                                                       (5.17) 

 

olur. 

 

Eşitliğin her iki yanının x değişkenine göre türevi alınırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
n n n n

n xDL x DL x D L x DL x
n n n

α α α α

α α α− = − −
+ + +

                   (5.18) 

 

bulunur. 

 
( ) ( )1nL xα

−  ve ( ) ( )1nDL xα
−  lerin Eş. 5.17 ve Eş. 5.18’deki değerleri Eş. 5.13’de yerine 

yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1
n n n n

n xDL x DL x D L x DL x
n n n

α α α α

α α α
= − −

+ + +  

                ( ) ( ) ( ) ( )n n
n xL x DL x

n n
α α

α α
− +

+ +
 

bulunur. 
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Eşitlik düzenlenirse, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0n n nxD L x x DL x nL xα α αα+ + − + =                                               (5.19) 

 

şeklinde genelleştirilmiş Laguerre diferensiyel denklemi elde edilir. 

 

5.5. Genelleştirilmiş Laguerre Polinomlarının Ortogonalliği ve Normu 

 
( ) ( )nL xα  genelleştirilmiş Laguerre polinomlarının kümesi, ( )0,∞  aralığında xx eα −  

ağırlık fonksiyonuna göre ortogonal bir sistem teşkil ederler. 

 

Genelleştirilmiş Laguerre polinomlarının normu da, 

 

( ) ( ) 1 2
1

!n

n
L

n
α αΓ + +⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 

şeklindedir. 
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6. DİĞER POLİNOM AİLELERİ 

 

6.1. Diğer Polinom Aileleri İçin Doğurucu Fonksiyon 

 

6.1 Teorem 

 

c keyfi ve  

( )
0

n
n

n
u uψ γ

∞

=

=∑            0 0γ ≠  

 

olmak üzere ( )nf x  fonksiyonları, 

 

( )
( )

( )2
0

41
1

c n
n

n

xtt f x t
t

ψ
∞

−

=

⎛ ⎞−
− =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑                                                                            (6.1) 

 

formunda bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahip olsunlar. O takdirde, 1n ≥  için 

Eş. 6.1 ile tanımlanan ( )nf x  polinomları aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1!

2 2 2

kn
kn k k

n
k

k k

c n c n x
f x

n c c

γ

=

− +
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑                                                                         (6.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' '
1 11n n n nxf x nf x c n f x xf x− −− = − + − − ,                 1n ≥                           (6.3) 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

' '

0 0
2

n n

n n k k
k k

xf x nf x c f x x f x
− −

= =

− = − −∑ ∑ ,                      1n ≥                            (6.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

'

0

1 2
n

n k
n n k

k

xf x nf x c k f x
−

−

=

− = − +∑ ,                       1n ≥                            (6.5) 
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İspat 

 

Eş. 6.1’den, 

 

( ) ( )
( )2

0

41
1

cn
n

n

xtf x t t
t

ψ
∞

−

=

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑  

                  ( )
( )2

0

41
1

k

c
k

k

xtt
t

γ
∞

−

=

⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑  

                  ( )
( )2

0

4
1

k k k
k

k c
k

x t
t

γ∞

+
=

−
=

−
∑  

                  
( ) ( )

0 0

4 2
!

k k k
k nn

k n

x t k c
t

n
γ∞ ∞

= =

− +
=∑∑  

                  
( ) ( ) ( )

( )

2

2

, 0 2

1 2
!

k k k
k n kk n

n k k

x c
t

n c
γ∞

++

=

−
= ∑  

                  
( ) ( )

( ) ( )0 0 2
2

1

!
2

k k nn
k k n

n k k
k

x c t
c

n k

γ∞
+

= =

−
=

−
∑∑  

                 
( ) ( )

( )0 0

1
1 1!

2 2 2

k kn
k nk n

n k

k k

x c
t

cn k c

γ∞
+

= =

−
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑∑  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 1 1 1n!

2 2 2

kn
kn nk k n

n
n n k

k k

n x c n c
f x t t

c c

γ∞ ∞

= = =

⎡ ⎤
⎢ ⎥− +
⎢ ⎥=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  

 

olur. 
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Bu son eşitlikte nt  in katsayıları eşitlenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1! n!

2 2 2

kn
kn k k

n
k

k k

c n x c n
f x

n c c

γ

=

− +
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

 

bulunur. 

 

Şimdi, Eş. 6.1’den, 

 

( ) ( )
( )2

4, 1
1

c xtF x t t
t

ψ− ⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
                                                                                 (6.6) 

 

olsun. ( ),F x t  fonksiyonunun x  ve t  değişkenlerine göre kısmi türevleri alınırsa, 

 

( )
( )2

4 1
1

cF t t
x t

ψ−∂ − ′= −
∂ −

 

( ) 24 1 cF t t
x

ψ− −∂ ′= − −
∂

                                                                                             (6.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
2

1
4

1 2 1 1
1 1 4 1

1
c ct t tF c t x t

t t
ψ ψ− − −⎡ ⎤− − − −∂ ′= − − − + − −⎢ ⎥

∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

( )
( )

( )
2 2

1
4

1 2 2 21 4 1
1

c cF t t t tc t x t
t t

ψ ψ− − −⎡ ⎤∂ − + + − ′= − − −⎢ ⎥
∂ −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( ) ( )( )
( )

( )1
4

1 1
1 4 1

1
c ct tF c t x t

t t
ψ ψ− − −− +∂ ′= − − −

∂ −
 

( ) ( )( )1 31 4 1 1c cF c t x t t
t

ψ ψ− − − −∂ ′= − − + −
∂

                                                              (6.8) 

 

olurlar. 
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Bu son ifadelerden ψ  veψ ′  yok edilirse, 

 

( )
( )

( )( )
( )

1 3
2

11 4 1 1
1 4 1

c c
c c

F F Fc t x t t
t xt t t

− − − −

− − −

∂ ∂
= − − + −

∂ ∂− − −
 

( ) ( )( )1 11 1 1F x Fc t F t t
t t x

− −∂ ∂
= − + + −

∂ ∂
 

( ) ( ) ( )1
1 1

F cF x Ft
t t t t x

∂ ∂
= + +

∂ − − ∂
 

( ) ( )1 1F Ft t ctF x t
t x

∂ ∂
− = + +

∂ ∂
 

( ) ( )1 1F Fx t t t ctF
x t

∂ ∂
+ − − = −

∂ ∂
                                                                              (6.9) 

 

bulunur. 

 

Eş. 6.9 denklemi değişik formlarda düzenlenerek, 

 

2F F F Fx xt t t ctF
x x t t

∂ ∂ ∂ ∂
+ − + = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

2F F F Fx t ctF t xt
x t t x

∂ ∂ ∂ ∂
− = − − −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                                      (6.10) 

2
1 1

F F ct xt Fx t F
x t t t x

∂ ∂ − ∂
− = −

∂ ∂ − − ∂
                                                                             (6.11) 

22
1 1

F F ct t Fx t F
x t t t t

∂ ∂ − ∂
− = −

∂ ∂ + + ∂
                                                                             (6.12) 

 

biçimlerinde yazılabilir. Eş. 6.1 ve Eş. 6.6’dan, 

 

( ) ( )
0

, n
n

n
F x t f x t

∞

=

=∑                                                                                              (6.13) 

 

olup, Eş. 6.13’ün kendisi ve kısmi türevleri Eş. 6.10’da yerlerine yazılırlarsa, 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 1

0 0 0 0 0

n n n n n
n n n n n

n n n n n
xf x t tnf x t cf x t t nf x t xtf x t

∞ ∞ ∞ ∞ ∞
− + −

= = = = =

′ ′− = − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0 0 0

n n n n n
n n n n n

n n n n n

xf x t nf x t cf x t nf x t xf x t
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

+ + +

= = = = =

′ ′− = − − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

bulunur. 

 

Bu ifade de düzenlendikten sonra, nt  nin katsayıları eşitlenirse, 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
0 1 1 1

1n n n n
n n n n n

n n n n
xf x nf x t cf x t n f x t xf x t

∞ ∞ ∞ ∞

− − −
= = = =

′ ′− = − − − −∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 1

1n n
n n n n

n n

xf x nf x t c n f x xf x t
∞ ∞

− −
= =

⎡ ⎤′ ′− = − + − −
⎣ ⎦∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11n n n nxf x nf x c n f x xf x− −
′ ′− = − + − −  

 

elde edilir ki bu Eş. 6.3 ile verilen rekürans bağıntısıdır. 

 

Şimdi de, 

1

01
n

n

t t
t

∞
+

=

=
− ∑  

 

olduğu dikkate alınarak, Eş. 6.13’ün kendisi ve kısmi türevleri Eş. 6.11’de yerlerine 

yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

0 0 0 0 0 0

2n n n n n n
n n n n

n n n n n n

xf x t tnf x t c t f x t x t f x t
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− + +

= = = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

 

olur. 
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Burada iki kuvvet serisinin Cauchy çarpımı uygulanırsa ve nt  nin katsayıları 

eşitlenirse, 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0 0 0 0

2
n n

n n n n
n n k k

n n n k n k

xf x t nf x t c f x t x f x t
∞ ∞ ∞ ∞

+ +

= = = = = =

′ ′− = − −∑ ∑ ∑∑ ∑∑  

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0 0

2
n n

n n
n n k k

n n k k

xf x nf x t c f x x f x t
∞ ∞ − −

= = = =

⎡ ⎤′ ′− = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0

2
n n

n n k k
k k

xf x nf x c f x x f x
− −

= =

′ ′− = − −∑ ∑  

 

elde edilir ki bu Eş. 6.4’deki rekürans bağıntısıdır. 

 

Son olarak, 

( ) 1

0
1

1
n n

n

t t
t

∞
+

=

= −
+ ∑  

 

olduğu dikkate alınarak, Eş. 6.13’ün kendisi ve kısmi türevleri Eş. 6.12’de yerlerine 

yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0 0 0

1 2 1n nn n n n n n
n n n n

n n n n n n

xf x t tnf x t c t f x t t nf x t t
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

− + + −

= = = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞′ − = − − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

0 0 0 0 0 0
1 2 1

n n
n k n kn n n n

n n k k
n n n k n k

xf x t nf x t c f x t kf x t
∞ ∞ ∞ ∞

− −+ +

= = = = = =

′ − = − − − −∑ ∑ ∑∑ ∑∑  

                                           ( ) ( ) ( ) 1

0 0

1 2
n

n k n
k

n k

c k f x t
∞

− +

= =

= − − +∑∑  

 

n  yerine 1n −  alındığında 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

0 0 0

1 2
n

n kn n
n n k

n n k

xf x nf x t c k f x t
∞ ∞ −

−

= = =

⎡ ⎤′ − = − − +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0
1 2

n
n k

n n k
k

xf x nf x c k f x
−

−

=

′ − = − +∑  
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elde edilir ki bu Eş. 6.5 ile gösterilen rekürans bağıntısıdır. 

 

6.2.  Bateman’ın ( )nZ x  Polinomu 

 

1936 yılında Bateman, 

 

( ) ( )2 2 , 1;1,1;nZ x F n n x= − +                                                                                  (6.14) 

 

polinomunu tanımladı [1] . Burada hipergeometrik fonksiyonun tanımı 

kullanıldığında, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )0

1
1 1 !

kk k
n

k k k

n n
Z x x

k

∞

=

− +
=∑  

 

( ) ( ) ( )
( )3

0

1

!
kk k

n
k

n n
Z x x

k

∞

=

− +
=∑                                                                                  (6.15) 

 

olarak yazılabilir. 

 

6.3. ( )nZ x  İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

( )nZ x Bateman polinomları, 

 

( )
( )

( )1
1 1 2

0

1 41 ;1;
2 1

n
n

n

xt F Z x t
t

∞
−

=

⎛ ⎞−
− =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑                                                                (6.16) 

 

şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. 

 

Bunu gösterebilmek için Teorem 6.1 den faydalanacağız. 
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Teorem 6.1 de 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 1!

2 2 2

kn
kn k k

n
k

k k

c n x c n
f x

n c c

γ

=

− +
=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑  

 

şeklindeydi. 

 

Burada c=1 alınırsa 

 

( ) ( ) ( ) ( )
0

1 1
1! !
2

kn
kn k k

n
k

k

n x n
f x

n k

γ

=

− +
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

( ) ( ) ( )
0

1
1 !
2

kn
kk k

n
k

k

n x n
f x

k

γ

=

− +
=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑                                                                               (6.17) 

 

bulunur. 

 

Eş. 6.15 ile Eş. 6.17 karşılaştırıldığında, 

 

( )2

1
2
!

k
k k
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

 

alınmalıdır. 
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Buna göre Teorem 6.1 den, 

 

( )
0

n
n

n
u uψ γ

∞

=

=∑  

( )
( )2

0

1
2
!

nn

n
u u

n
ψ

∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=∑  

( ) ( )( ) ( )2 2
0

1
4 42

! 11 1

n

n

n n

xt xt
nt t

ψ
∞

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎝ ⎠=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑                                                                     (6.18) 

 

olup, Eş. 6.1’de ( )nf x  yerine ( )nZ x  ve 
( )2

4
1

xt
t

ψ
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 in Eş. 6.18’deki değeri 

yazılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0 0

1
421

! 1 1

n

n n
n

n n n

xtZ x t t
n t

∞ ∞
−

= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞−⎝ ⎠= − ⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑ ∑  

                   ( )
( )

1
1 1 2

1 41 ;1;
2 1

xt F
t

− ⎛ ⎞−
= − ⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

 

bulunur. 

 

Böylelikle Bateman polinomu için Eş. 6.16 doğurucu fonksiyonu elde edilir. 

 

Yine Eş. 6.3, Eş. 6.4, Eş. 6.5’te c=1 ve ( ) ( )n nf x Z x=  alındığında, Bateman 

polinomları için  rekürans bağıntıları aşağıdaki gibi elde edilir: 

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1n n n nxZ x nZ x nZ x xZ x− −
′ ′− = − −  
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( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
2

n n

n n k k
k k

xZ x nZ x Z x x Z x
− −

= =

′ ′− = − −∑ ∑  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1 1 2
n

n k
n n k

k

xZ x nZ x k Z x
−

−

=

′ − = − +∑  

 

6.4. ( ), ,nH p vζ  Rice Polinomu 

 

Rice, 

 

( ) ( )3 2, , , 1, ;1, ;nH p v F n n p vζ ζ= − +                                                                    (6.19) 

 

polinomunu tanımlamıştır [2]. Burada hipergeometrik fonksiyonun tanımı 

kullanılırsa, 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0

1
, ,

1 !
kk k k

n
k k k

n n
H p v v

p k
ζ

ζ
∞

=

− +
=∑  

                   
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )2

0

1

!
kk k k

k k

n n
v

k p

ζ∞

=

− +
=∑  

 

olarak yazılabilir. 

 

6.5. ( ), ,nH p vζ  İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Rice polinomları, 
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∑                                           (6.20) 

şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. Gerçekten, 
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Teorem 6.1 den 
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bulunur. 
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ve Teorem 6.1 de ( )nf x  yerine ( ), ,nH p vζ  alınırsa, 
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elde edilir ki bu da Eş. 6.20 için doğurucu fonksiyondur. 

 

Diğer taraftan, yine Teorem 6.1 den Eş. 6.3, Eş. 6.4, Eş.6.5’de 1c =  ve 

( ) ( ), ,n nf x H p vζ=  alındığında, Rice polinomları için bazı rekürans bağıntıları 

aşağıdaki gibi elde edilir: 
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6.6. Bateman’ın ( )nF z  Polinomu 

 

( )nF z  Bateman polinomları, 

 

( ) ( )3 2
1, 1, 1 ;1,1;1
2nF z F n n z⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                                                   (6.21) 

 

şeklinde tanımlanır [3]. 
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olarak da yazılabilir. 

 

6.7. ( )nF z  İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 

 

( )nF z  polinomları, 
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∑                                                (6.22) 

 

şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. Gerçekten 
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Teorem 6.1 den 
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şeklindeydi. 

Burada 1c =  ve x z=  alınırsa, 
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bulunur. 
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olup, Teorem 6.1 de ( )nf x  yerine de ( )nF z  alınırsa, 
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elde edilir. 

 

6.8. ( )nC x  Sister Celine Polinomu 

 

Sister Celine polinomları, 
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                                                        (6.23) 

 

şeklinde tanımlanır [4]. 
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olarak da yazılabilir. 

 

6.9. ( )nC x  İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 
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Sister Celine polinomları için bir doğurucu fonksiyondur. Gerçekten, 

 

Teorem 6.1 den  
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şeklindeydi. 

 

Burada 1c =  alınırsa, 
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olur. 

 



 73

( ) ( )
( ) ( )

1

1

...

... !
pk k

k
qk k

a a

b b k
γ =  

 

seçilirse, 
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O halde, ( ) ( )n nf x C x=  olur. 

 

( )
0

n
n

n
u uψ γ

∞

=

=∑  

         
( ) ( )
( ) ( )

1

0 1

...

... n!
pn nn

n qn n

a a
u

b b

∞

=

=∑  

( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
2 2

0 1

...4 4
... n!1 1

n

pn n

n qn n

a axt xt
b bt t

ψ
∞

=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑  

 

olup, Teorem 6.1 de ( )nf x  yerine ( )nC x  alınırsa, 
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elde edilir ki böylelikle Sister Celine polinomları için bir doğurucu fonksiyon 

bulunmuş olur. 
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Teorem 6.1 den Eş. 6.3, Eş. 6.4, Eş. 6.5 eşitliklerinde 1c =  ve ( ) ( )n nf x C x=  

alındığında, Sister Celine  polinomunun aşağıdaki rekürans bağıntıları aşağıdaki gibi 

elde edilir: 
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6.10. Bessel Polinomu 

 

1949 yılında Kral ve Frink  
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şeklinde tanımlanan basit Bessel polinomlarını  
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biçiminde genelleştirdi [5]. 
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6.11. ( ),n c xϕ  Polinomları İçin Bir Doğurucu Fonksiyon 
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( )
( )

( )2 0 2
0

1 1 1 41 , ; ; ,
2 2 2 1

c n
n

n

xtt F c c c x t
t

ϕ
∞

−

=

⎛ ⎞−
− + − =⎜ ⎟

⎜ ⎟−⎝ ⎠
∑  

 

şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir. Gerçekten, 

Teorem 6.1 den, 
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olup, Teorem 6.1 de ( )nf x  yerine ( ),n c xϕ  yazılırsa, 
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