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Bu c¢alismada kullanilmis bazi

sunulmustur.

Simgeler

3&
—_
N
—~—

F(a,ﬂ, ¥, x)
(a)r
I'(x)

SIMGELER VE KISALTMALAR

simgeler, agiklamalar1 ile birlikte asagida

Aciklama

Bessel fonksiyonu
Legendre polinomu
Hermite polinomu
Genellestirilmis Laguerre polinomu
Laguerre polinomu
Bateman polinomu

Rice polinomu

Sister Celine polinomu
Bessel polinomlar1
Hipergeometrik fonksiyon
Pochammer sembolii

Gamma fonksiyonu



1. GIRIS
1.1. Pochammer Sembolii ve Hipergeometrik Fonksiyonlar

a,b,c ler reel ya da kompleks sabitler olmak {izere

1_’_@24_a(a-i—l)b(b+1)zz_|_
Ic 1.20(c+1)

(1.1)

seklinde tanimlanan ifadeye hipergeometrik seri adi verilir. ¢ sifir ya da negatif bir

tamsay1 olmamalidir.

a reel ya da kompleks bir sayi, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak iizere

(a) =a(a+1)(a+2)..(a+n-1), nx1

(a)ozl, a#0 (1.2)
olarak tanimlanan (a)n 1fadesine Pochammer semboli ad1 verilir.

Bu sembol yardimiyla Es. 1.1°deki hipergeometrik serisi

B (a,b;c;z)=F(a,b;c;z)=i(a)”()—b)”'Zn (1.3)
n

n=0 (C n

olarak yazilabilir.



Ayrica Pochammer semboli,
(a)n =T > (a)nJrl :a(a—‘rl)” (1'4)

ozelliklerine sahiptir. Burada I'(«),

F(a)=je"tt“_ldt, Re(a)>0

0
olarak tanimlanan Gamma fonksiyonudur.

Hipergeometrik fonksiyonlar i¢in,

,F(a,b;e;z) =, F z =imz" (1.5)

seklinde yazilir. F nin altindaki 2 ve 1 indisleri, F nin yapisinda biri a ve digeri ¢

olmak {izere iki tip parametre bulundugunu ifade eder.



Es. 1.5 esitliginin daha geneli olarak,

aa,..a
= F T z
ﬂugz, ---ﬂq;

_ye 2 (1.6)

seklinde genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlar tanimlanir.

1.2 Hipergeometrik Diferensiyel Denklemler

=0

diferensiyel operatoriinii kullanarak, hipergeometrik diferensiyel denklemi elde

etmek i¢cin

w= abcz:i a) (b” (1.7)

n=0 (C n n
hipergeometrik fonksiyonu ele alinirsa ve

9(9+c—1)w

ifadesi hesaplanirsa



o(0scp- 20N, 0),

por (c)n n!

:Z”: n(n+c—1)(a)n (b)n "

(c+2)...(c+n—2)(c+n—1)n(n—l)!

n+l

ia(a+1)...(a+n—1)(a+n)b(b+1)...(b+n—1)(b+n)

n=0 (C)n n!

Z:'Zo(a+n)(b+n)(a)n(b)n :

()nt

:Z(0+a)(6’+b)w

bulunur.

Boylece, w=F(a,b;c;z) fonksiyonu
[0(0+c—-1)-z(0+a)(0+b)]w=0 (1.8)

denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Es. 1.8°de

2
,d™w
2

(9w:zd—w V€¢9((9—1)W=z

Iz dz

degisken degistirmesi yapilirsa,

d’w dw
z(1—z)d2 +[c—(a+b+1)z];—abw:0 (1.9)

Z

diferensiyel denklemine doniisiir.



1.3 Dogurucu Fonksiyon

Iki degiskenli bir F (x,t) fonksiyonu t nin kuvvetleri cinsinden,

F(x,t)=Yc,f.(x)t" (1.10)

seklinde bir seriye agilabiliyorsa, F(x,¢) fonksiyonuna { f (x)} fonksiyonlar
climlesinin dogurucu fonksiyonu denir. Burada ¢, ler x ve t den bagimsiz, n nin bir

fonksiyonu olup degisik parametreler igerebilir.
1.4 Gelecek Boliimlerde Kullamlan Bazi Lemmalar

Lemma 1.

) S A(kn) =YY A(k.n—k) (1.11.2)

n=0 k=0 n=0 k=0

b) 3> B(kn)=3S B(kn+k) (L11.b)
n=0 k=0 n=0 k=0

dir.

jspat

a) n ve k dogal say1 olmak tlizere; 0 <k <o, 0<n<oo dir.
Burada yeni indisler k=j, n=m-j alinirsa,
j ve m dogal say1 olmak iizere,

0<j<m ve 0<m< oo bigiminde yazilir.



ZZA kn :ZZA Jj,m— ]

n=0 k=0 m=0 j=0

yazilabilir.

m, j indisleri yerine sirasiyla n, k indisleri konulursa Es. 1.11.a bulunur.

b) Onceki esitlikte,
A(k,n—k)=B(k,n) alinmasi yeterlidir.

Lemma 2.
o @ - 2]

a) > > A(k,n)=>.> A(k,n-2k) (1.12.a)
n=0 k=0 n=0 k=0
o [1/2] o @

b) > > B(k,n)=>> B(k,n+2k) (1.12.b)
n=0 k=0 n=0 k=0

dir.

Burada [n/2], n/2 ye esit olan ya da n/2 den kiigiik olan en biiyiik tamsay1y:

gostermektedir.

jspat

a) i i A(k,n)t"* serisini alalim,

n=0 k=0
0<k<oww,0<n<oo dir.
Burada yeni indisler k=j, n=m-2j alinirsa,

j ve m dogal say1 olmak iizere,

0<j <% ve 0 <m < oo bigiminde yazilir.



[m/2]

ii:Akn "+k=i A(jm=2j)t

n=0 k=0 m=0 j=0

.

yazilabilir.

t=1 ve m,j indisleri yerine sirastyla n,k indisleri konulursa Es. 1.12.a bulunur.

b) Onceki esitlikte,
A(k,n—k)=B(k,n) alinmasi yeterlidir.

Lemma 3.

c reel ya da kompleks bir say1, n ve k dogal say1 olmak iizere;

=(c+n)k (1.13)

jspat

(c),., _c(e+l).(ctn=1)(c+n)(c+n+l)..(c+n+k-1)

(c), c(c+1)..(c+n-1)

(c+n)(c+n+1)...(c+n+k—1)

(c+n),

bulunur.



Lemma 4.

n ve k dogal say1 olmak {izere;

n! _ (_n)k
(n—k)! (-1)f
dir.
fspat

n! n(n-1)..(n—k+1)(n—k)(n-k-1)..3.2.1

(n—k)! (n—k)(n-k-1)..3.2.1
=n(n-1)..(n—k+1)

_ (—n)(—n+1)...(—n +k—1)

bulunur.
Lemma 5.
n ve k dogal sayilar olmak iizere;

(n+2k)!
(24)!

=(2k+1),

dir.

(1.14)

(1.15)



fspat

(n+2k)!  (n+2k)(n+2k=1)...(2k+1)(2k)(2k~1)..3.2.1

(2k)! (2k)(2k~-1)..3.2.1
=(n+2k)(n+2k-1)..(2k+1)

= (2k+1)(2k +2)...(2k +1+n-1)

(2k+1)[(2k+1)+1]...[ (2k +1)+n+1]

=(2k+1)

n

bulunur.
Lemma 6.

c reel ya da kompleks bir say1, n dogal say1 olmak iizere

elde edilir.

(1.16)
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Lemma 7.

c reel ya da kompleks bir say1, k da dogal say1 olmak iizere;

(;zik {gj (g %) (1.17)

(¢),, cle+1)(c+2)..(c+2k-1)
22k 22k

5555559645
-(5)5+3),

bulunur.

Lemma 8.

n ve k dogal sayilar olmak iizere,

(1.18)
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fspat

(n+k)! _ (n+k)(n+k—1)...(n+1)n(n—1)...(n—k+1)(n—k)...3.2.1
(n—k)! (n—k)(n—k—l)...3.2.1

:(n+k)(n+k—l)...(n+l)n(n—1)...(n—k+1)

=[(n+1)(n+2)..(n+k=1)(n+1+k=1)][n(n-1)..(n—k+1)]
(n+1)k( 1) [( n)(—n+1)...(—n+k—1)]
=(n+1),(-1)" (=n),

bulunur.

Lemma 9.

k dogal say1 olmak {izere,

(2k)! (1) (1.19)
2%k \2),

dir.

fspat

(2k)! (2k)(2k-1)(2k-2)..3.2.1
2%k 2%k (k-1)..3.2.1

(2k)(2k-1)(2k-2)..3.2.1
2% (2k)(2k-2)..6.4.2

(2k-1)(2k-3)..3.1
- =

g2




bulunur.
Lemma 10.
n [’1/2] [(n—l)/Z:I
A(k,n)zZA(k,n)+ A(n—k,n)
k=0 k=0 k=0
dir.
Ispat

1 1
n>licin, n=1+|—n|+|—(n-1
’ [2 } {2( )}

" [7/2] L [n/2]+] (n-1)/2]
ZA(k,n):zA(k,n)Jr A(k,n)
k=0 k=0 k=1+[n/2]

ikinci toplamda k yerine n-k konursa,

n [n/2] [(n-1)/2]
ZA(k,n):ZA(k,n)Jr A(n—k,n)
k=0 k=0 k=0

elde edilir.

12

(1.20)
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2. BESSEL FONKSiYONLARI

2.1. J,(z)nin Tanim
ZZ
o (—;l +n; —?J hipergeometrik fonksiyonu kullanilarak ifade edilen

2.1)

fonksiyonuna n. basamaktan (mertebeden) 1. tiir Bessel fonksiyonu denir. Burada n

negatif olmayan bir tamsayidir.

olarak yazilabilir.

Bu ifade Es. 2.1 esitliginde yerine yazilirsa
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(Zjn ir (1+n)(-1) 2%

C(1+n) & T(1+n+k)k2*

—l)k S 2ken

ST (1+n+k)k2*"

o _ k z 2k+n
,Z;F 1+n+k)k'[5j

bulunur.

Ayrica,

© )k 2 2k+n
;F 1+n+k)k (_Ej

Z%UHH

dir.

2.2. Bessel Diferensiyel Denklemi

[0(6+b-1)—y]u=0 (2.2)
denklemini ele alalim.

u=,F(=b:y)

ifadesi Es. 2.2 denkleminin bir ¢6ziimiidiir.



2
dyd_u+ dl; +yi(bu)—y——yu:O
dy dy ~ dy dy ly
du o e de g
ydy & ydy ydy y
d*u d
Pt by——yu=0
y e yd y

olur.

2
b=1+n ve y:—% aliirsa

2 2
_z d_g+(1+n)%_u:0
4 )dy dy

bulunur.

15

(2.3)

2.4)



2

z z 1
=—— ise dy=-2—dz=——2zdz
R G 2

o _dude_d_2)
dy dzdy dz

du _d(du

dy*  dy\dy

_i(_Zﬂj
dy\ zdz

o 2du)
dz\ zdz)dy

SEERIOE)
2 dz  z dZ? z

z

ldu d*u 2du 2ndu

2
zd—Z+(1+2n)d—u+uz=0
dz dz

elde edilir.

16

(2.5)



Boylece, Es. 2.5 denkleminin bir ¢6ziimii
u=,F (—;1+n;—zz/4)
fonksiyonu olur.

Simdi, w=z"u ifadesinin Es. 2.5 denklemini sagladigini arastirmak i¢in Eg

denkleminde u =z "w yazilirsa

du = (—n)zf”’1w+ z™" aw
dz dz
dzu _ -n-2 -n-1 dW -n-1 dW -n dzw
dZZ _( n)( n l)Z W+( ) dZ ( ) dZ tz dZZ
2
z (n (n + 1) z " w—nz " d_w —nz " d_w +z" d_vva
dz dz dz
+(1 + 2n)(—nz"”‘lw+ z" d_w] +z"wz=0
dz
2
(n2 + n) z"'w—nz™" d_w —nz " d_w +z" d Zv —nz " 'w=2nz""'w
dz dz dz

+z™" d_w +2nz™" d_w +z"wz=0

dz dz

2
i d W + (—2nz’" +z "+ 2nz" )d_w

dz* dz

+ ((n2 + n) 2" -z =207+ z‘"z) w=0
2
I d_\;v +z" a’_w + (—nzz_"_1 + z_"z) w=0
dz dz

n

olur. Her bir terim z™" ile bolunurse

17

. 2.5

(2.6)
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n. basamaktan Bessel diferensiyel denklemine varilir ki bu denklemin ¢oziimt

2
w=z"0Fl[—;1+n;—%]

seklindedir.

2.3. Diferensiyel Rekiirans Bagintilar:

_l)k ZZkJrn

=3

2.7
ST (1+n+k)k2% @7
denkleminin her iki tarafin1 z" ile ¢arptiktan sonra z ye gore tlirev alinirsa
© —l)k ZZk+2n
k=0 ?
ZF (1+n+k) k2>
d 4 (2))- 5 (1) (2k+2n) 2
dz =T 1+n+k)k 2%k
ni (k+n) 2k+n-1
=z
=27 1 k+n)F(1+n—1+k)k!
i(Z"J (z)):z”J (Z) (2.8)
dZ n n-1
bulunur.

Burada ¢arpimin tiirevi alinirsa

nz"'J (2)+2"J, (z)=2"J,_ ()

Zan,(Z):ZnJ 71(2)—112"_1] (z)

n n
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n—1

olup z" ile boliiniirse

ZJ’(Z)IZJnfl(Z)—an (Z) (2.9)
diferensiyel rekiirans bagintisi elde edilir.

Simdi Es. 2.1°e geri doniip esitligin her iki tarafi z™" ile carpilip z ye gore tiirev

alinirsa

» e ()
J =
2", (2) ST (T n+k) k2™

(-1)" 222k
ST (1+n+k)k2%

o © (_l)k sz+n—]k
o kz_(;l“(1+n+k)k(k—l)!22"+”"

y (_1)k+1 2kenl
-3

k=0 F(l +n +1+ k)k!22k+n+1
d,
g(z J,(2))=-2"J,..(2) (2.10)

carpimin tiirevi alinirsa,

(22 (2) == (2)
20, (2) =2, (2) om0 (2)

z"" ile boliiniirse

ZJn’(Z):—ZJnH(Z)-l-an (z) (2.11)

bulunur.
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Es. 2.11 ile Es. 2.9 toplanirsa, Bessel fonksiyonlari i¢in
2J,(2)=J,.,(2)-J,,.(2) (2.12)

rekiirans bagintisi elde edilir.

Es. 2.9 ve Es. 2.1171n sol taraflar1 esit oldugundan sag taraflari esitlenirse yine Bessel

i¢cin baska bir rekiirans bagintisi

ZJ,H(Z)—an (z)z—anH(z)+an (Z) (2.13)

2nJ, (z)=z[J,(2)+J,.(2)] (2.14)

olarak elde edilir.
2.4. Bessel Fonksiyonu icin Dogurucu Fonksiyon
2.4 Teorem

z reel ve pozitif ve ¢ # 0 bir kompleks degiskeni gostermek iizere
1 1 < 0
exp{az(t—;ﬂz > J.(2)1 (2.15)

dir. Burada F(z,t)=exp {%z(f —lﬂ fonksiyonu J, (z) Bessel fonksiyonu igin bir
t

dogurucu fonksiyondur.



Il
s

()" T, () + DT, (2)

n=0

=
I
(=}

)"+1 2k+n+l (

n=0 k n=0 k=0

olup, Lemma 2 den bu esitlik diizenlenirse,

o [%](_l)n—kﬂ il (t)—n+2k—1 .
ZJH(Z)I :ZZ 2"+1k!(n+1—k)[ +sz

- [H—%J (_l)n—k S (t)—n+2k - Z
2 X 2'k(n—k)! P23 K(n—k)l 2"

k _ )k ZZk+ntn

L & ) —n—1 AN
ZZ(; 2k+n+1k' k+l’l+1)'t +Zz 22k+nk' k+l’l)

21



elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
2.5. Bessel Fonksiyonunun Integral Gosterimi
2.5 Teorem

n bir tamsay1 olmak {izere n yici basamaktan 1. tiir Bessel fonksiyonu
J,z(z)zljcos(nﬁ—zsinﬁ)de ,z2>0
4 0

integral gdsterimine sahiptir.
fspat

Bir Laurent serisinin n yinci katsayisinin formiiliinii

yazilabilir.

22



t =€ denirse dt =ie’d@ olup

— do

Tz . -,
_ 1 ' J» eE(cosﬁﬂsmH—COS(—G)—Ism(—H))el.ee_ig(nH)
27l 7
1 & Zoisne ., .
0 —if(n+l
:—Ie2 ¢’ ae
2 <

s

:L J. ei(zsin@—n@)de
2

_

5 j [cos(zsiné’—n<9)+isin(zsin6?—n9)] do
P

-
V4

1 ) i 7. )
:E I cos(251n¢9—n0)d<9+g I s1n(zsm¢9—n9)d6?

- -

V4

=i2}[cos(zsin9—n9)d0

:ljcos(zsinﬁ—né’)de
s

0

bulunur ki, bu da istenilendir.

23
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3. LEGENDRE POLINOMLARI
3.1. Legendre Polinomlari i¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

Legendre polinomlart;

[%](_l)k l (zx)n72k
P(x)=2 ,E(Z,}"_"Zk)! 3.

k=0

seklinde tanimlanir.

3.1 Teorem

|t| <1 ve |x| <1 olmak tizere
(1—2xt+t2)’% =P (x)1" (3.2)

1
dir. Burada F (x,t) = (1 —2xt+ tz) % iki degiskenli fonksiyonu, Legendre polinomu

i¢in bir dogurucu fonksiyondur.

fspat

(1-z) " = F,(a;—z) oldugundan

(1-(2xt - ))% _ i (2j (25t -2

n=0 n'
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(2xt ~t )n ifadesine binom ag¢ilim1 uygulanirsa

) ) [%}(_l)k 1 (2x)n—2k /o
(1 (2xt—t2)) & = ; ~ (kf(j,:kzk)l
= gpn (x)e"

olarak elde edilir.

3.2. Legendre Polinomlar i¢in Diferensiyel Rekiirans Bagitilari

NN

= an (x)t” esitliginin x ve t degiskenlerine gore

n=0

Es. 3.2 ile verilen (1—2xt+t2 )_

kismi tiirevleri alinirsa

(—%j(—Zt)(l ~2xt+1° )7% = iPn' (x)z"

(1-2xt+¢ )% = ipn’ (x)e" (3.3)

n=1



(—%)(—Zx +2t)(1-2xt +£° )_% =>"npP,(x)r""

26

(x=t)(1-2xt+7 )% =>"nP, (x)"" (3.4)

_3
bulunur. Es. 3.3 deki (1 —2xt + t2) % nin esiti Es. 3.4’de yerine yazilirsa,

xPn'(x)—Pflr(x)znP (x) (3.5)

rekiirans bagintisina ulasilir.

Es. 3.3 esitligi (l—tz) ile, Es. 3.4 esitligi 2¢ ile carpilirsa,

0

(l_tz)(l_zx”fz)% :(l_tz)zfl’(X)t”’l

)12 =S () SR (e

n
n=1 n=l

2t (x—t)(1-2xt +£ )% =>"2nP, (x)t"

olur. Bu esitlikler taraf tarafa ¢ikartilip, gerekli diizenlemeler yapilirsa,

0

[(1-2)=2e(x=1) [ (1 =2t +° )% =3 P (x) =S B (2) e =Y 20 (x)1

n=1 n=1 n=0
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n=l1 n=l1 n=0
> () =Y B () =3B (X)X 2B, (x)0
n=0 n=0 n=2 n=0
2(211 +1) P, (x)t" = Z > (x)t" - > /! (x)e"
n=0 n=0 n=2
(2n+1)P,(x)=P,,, (x)- P (x) (3.6)

seklinde baska bir rekiirans bagintist bulunur.
Es. 3.5 ve Es. 3.6’daki diferensiyel rekiirans bagintilar1 taraf tarafa toplanirsa,

Legendre polinomlari i¢in
qu'(x):PM'(x)—(n+1)Rq(x) (3.7)
diferensiyel rekiirans bagintisi elde edilir.

Es. 3.7°de n yerine (n-1) yazilirsa
x})n—ll (x) = ])n' (‘x) - nljn—l (x)

bulunur. Bu esitlikte P,_ (x) in Es. 3.5’de bulunan degeri yerine yazilirsa

x[xf;' (x) -nP, (x)} =P (x) -nP_, (x)

(x2 —1)P’(x)=nxP (x)—nPfl(x) (3.8)

n n

elde edilir. Es. 3.8 ifadesi de Legendre polinomlar1 i¢in yeni bir rekiirans bagintisidir.
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3.3. Legendre Polinomlariin Tiirev Icermeyen (Yalin) Rekiirans Bagintist

Es. 3.5 esitliginin her iki yan1 x* —1 ile garpilirsa

(x2 —l)xPn' (x) —(x2 —I)PH' (x) = (x2 - l)nPn (x)

olur. Es. 3.8’den (x2 —l)Pn' (x) ve (x2 —I)Pfl' (x) ifadelerinin degerleri bu esitlikte

n

yerine yazilirsa

x[nxf; (x) ] [ n 1 sz | (n—l)ﬂ_z(x)]z(xz—l)nRz(x)
bulunur. Bu esitlik diizenlenirse

nP,(x)=(2n-1)xP_ (x)—(n-1)P_,(x), ,n=2 (3.9)

n

biciminde Legendre polinomlar1 igin tiirev igermeyen bir rekiirans bagintisi elde

edilir.
3.4. Legendre Diferensiyel Denklemi

Es. 3.7°de n yerine n-1 yazilirsa

xPn_l'(x):P'(x)—nPn (x) (3.10)
olur.

Es. 3.10 esitliginin her iki yaninin x’e gore tiirevi alinirsa;

P (x)+xP, " (x)=P(x)-nP_ (x)

xP_"(x)=P (x)-(n+1)P_/(x) (3.11)

elde edilir.
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Diger yandan Es. 3.5’in x’e gore tiirevi alinirsa;

P/ (x)+ xP/ (x)= nP/ (x)+ P (x)

PH"(x):(l—n)Pn'(x)+xB1"(x) (3.12)

elde edilir.

Es. 3.5 ve Es. 3.12 diizenlenip Es. 3.11°de yerine yazilirsa;

olup, bu esitlik diizenlenirse,

x*P' (x) +xP/ (x) —nxP/ (x) =P’ (x)— nxP/ (x)— n’P (x)—xPn' (x) +nP, (x)

(1-x*) P (x)-2xP, (x)+n(n+1)P,(x)=0 (3.13)
seklinde Legendre diferensiyel denklemi elde edilir.

3.5. Legendre Polinomlar: icin Rodrigues Formiilii

Legendre polinomlar1 Es. 3.1°de

[%](_l)k(;j (2x)n—2k
h)=2 Ki(n—20)!

k=0

seklinde verilmisti.
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Lemma 9 dan

o (lj _(2n-2k)!
n—k

2). (n—k)!

degeri Legendre polinomunda yerine yazilirsa,

%] 2n 2k)'x" 2k

Zo ”k —k)\(n—2k)!

(3.14)

bulunur.

D= i olmak lizere D°x" =
dx (m —s)!

(3.15)

oldugundan

(2n—2k)!x”‘2k
(n—2k)!

Es. 3.14°deki yerine D"x>"** yazilirsa

[”2] 1 an 2n-2k

3.16
= 2"k n k) ( )

olur.

!
Burada C,, = k'(n—k) binom katsayisi dikkate alindiginda Es. 3.16 esitligi
(n—k)!

P (x)= (-1)"C, 2 (3.17)

bulunur.



31

Es. 3.17 esitliginin sagindaki toplam k=0 dan k=n ye genisletilebilir. Ciinkii
[n/2]<k£n icin 0<2n—2k<n olup, k nin bu degeri icin D"x*** =0 dur.

Boylece

P (x)=2 : S (1) C, x> (3.18)

2"nlo

bulunur.

Diger taraftan (x2 —1)” nin binom aciliminin 2(—1)k Cn,kxz”‘zk oldugu gbz oniine
k=0

alinirsa

P (x)= 2}11’1!1)"(x2 -1) (3.19)

elde edilir.

Es. 3.19 ifadesine Legendre polinomlari i¢in Rodrigues formiilii denir.
Bu formiil

1

P, (x) === D"| (x=1)" (x+1)]

2"l

olarak yazilip,

p(w)=Yc,, (Du)(D"*) (3.20)

seklindeki Leibnitz formiili kullanilirsa,
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P,(x) :ic{ﬁk (%lj (XTHJ (3.21)

elde edilir.
3.6. Legendre Polinomlar: I¢in Bateman Dogurucu Fonksiyonu

Es. 3.21 formiilii diizenlenirse

(3.22)

yazilabilir. Es. 3.22 esitliginin her iki tarafi (t)2 ile ¢arpilip, n=0 dan n=00 a
n!

kadar toplanirsa,

olur.
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Lemma 1 den,

= F (—;l;%(erl)tj oF (—;l;%(x—l)tj

elde edilir ki bu, Legendre polinomlari i¢in Bateman dogurucu fonksiyonu adini alir.
3.7. Legendre Polinomunun Hipergeometrik Fonksiyon Cinsinden Gosterimi

Legendre polinomlarinin bir dogurucu fonksiyonu,
1

(1-2xt+1%) . AL

seklindeydi.

PRACIE :(1—2xt+z2)7%

-1/2

=[ (1= ~21(x-1)

o aeen]”
=y

yazilabilir.



Burada Lemma 6 kullanilarak

olur.

binom agilimi uygulanirsa yine Lemma 6 dan

ntn

(1= = i (2k+1)

n=0 n‘
yazilabilir.

Buna gore

n tn

1 kLK k
SR (=3 )7 s

n=0 k=0 k! n=0 n!

) (2k+1) 2" (x-1) ¢
k

+=0 n=0 k'n!

bulunur.
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(n+2k)!

(2k)!

Lemma 5 den (Zk + l)n = degeri yerine yazilirsa

olur.

Burada Lemma 9 uygulanirsa

2 © & n+2k x l)kt"”C
2 B(x) =ZZ k,n,zkk,

n=0 n=0 k=0

bulunur. Sirasiyla Lemma la ve Lemma 8 kullanildiginda,

P,, zi L ) (n+1)k(x—1)kt"

=0 k=0 (k!) 2k

NgE

Il
[=}

n

esitligine ulasilir.

Buradan da hipergeometrik fonksiyonun tanimindan,

elde edilir.

35
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3.8. Legendre Polinomlariin Ortogonalligi

P, (x) lerin sagladigi Legendre diferensiyel denkleminin
(l—xz)Pn"(x)—2qu’(x)+n(n+1)R1(x):0 (3.23)

oldugu bilinmektedir.

Es. 3.23 denklemi diizenlenirse;

(1-2)p/ (x)] +n(n+1)P (x)=0 (3.24)
olur.

P, (x) Legendre polinomu Es. 3.24 denklemini saglayacagindan,

(1-2)p (x)] +m(m+1)P, (x)=0 (3.25)

yazilabilir.

Es. 3.24 denklemi P, (x) ile, Es. 3.25 denklemi P,(x) ile garpilip, taraf tarafa

cikarilirsa,

P, (x)[(l -x’) P (x)] ~P, (X)[(1 -x*)B, (X)J (3.26)

+[n(n+1)=m(m+1)]P,(x)P,(x)=0

m

bulunur.
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Bu ifade diizenlenirse;

1

(r=mreme) [ (3 ()ae= (1) R ()2 (9P (92 (]

bulunur.

Buradan n # m igin

1

[P.(x)P,(x)dx=0 (3.28)
-1

elde edilir.

Es. 3.28 , [-1,1]araliginda P,(x) Legendre polinomlarinin ortogonal bir sistem

olusturdugunu gosterir.
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3.9. Legendre Polinomlarmin Normu

Legendre polinomlarinin dogurucu fonksiyonundan

1 00
N 2 t" 3.29
J1=2xt+ 12 ; (%) .29)

> P (x)t" (3.30)

1
N1=2xt+¢* -

yazilabilir.

Bu esitlikler taraf tarafa ¢arpilirsa,

! S P ()P, (x)"" + Y P (x) B, (x)"

—2 =
1-2xt+t¢ n,m=0 n,m=0

n=m nm

olur. Burada her iki yanin [—1,1] araliginda x degiskenine gore integrali alindiginda,

esitligin sol tarafi

1 dx 1 :
I—l—2xt+t2 = [_2_1‘111(1-”2 —2xt)}1

-1
2

—iln (l_t)z

2t (1+1)

=t [In(1+¢)-In(1-1) ]
LA

= m+1 —m+

© 2n
= Z 22t " (m=2n alinirsa)
n=0 <N +

olur.
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an(x)Pm(x)dx:O ,Mm#nN

oldugu dikkate alinarak esitligin sag tarafi integre edildiginde,

1

gﬂn:[[Pﬂ (x)]z dx + i t’”m:i'lpn (‘x)Bn (x)dx _ itzn j‘ I:P,, (x)]Z d

n,m=0 n=0 —1

bulunur. #*" in katsayilarinin esitlenmesiyle,

elde edilir.

Buna gore, Legendre polinomlarinin normu

P :‘/ 2 , n=0,1,2,... (3.31)
2n+1

n

olarak bulunur.



4. HERMITE POLINOMLARI
4.1. Hermite Polinomlari i¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

Hermite polinomlari,

H, (%) 2 (-1)" (2x)" n!
xX)=
" = K(n-2k)!

seklinde tanimlanir. Diger taraftan,

exp(2xt - tz) =exp(2xt) exp(—tz)

olup,

Lemma 2a dan

exp(2xt—t2) = i

bulunur.

Buradan x ve t nin tiim sonlu degerleri i¢in

exp(th - tz) = i—H" ()

n=0 n'

seklinde Hermite polinomlari i¢in bir dogurucu fonksiyon elde edilir.

40

(4.1)

(4.2)



4.2. Hermite Polinomlar: icin Rekiirans Bagintilari

H,(x)t"
!

F=G(2xt—t2):i
n=0 n:

esitliginin x ve t degiskenliklerine gdre kismi tiirevleri alinirsa

Z_]::(Zt)G" %—f:(Zx—Zt)G'
Z—Z:an;EX)tn’ %_lj:g”Hn(n):)tnl
olur.

Es. 4.4°den,

(x_t)g_i_t%_ljz 0

bulunur.

Es. 4.5 diizenlenip Es. 4.6’da yerine yazilirsa;

= Hn'(x) n ~ Hnl(x) n+l = Hn (X) n __
;x L —; S —;n St =0
= Hn, (‘x) n = Hn (x) n __ = Hn—l, (x) n
;x o Z(;" T _Z; (n—1)! :

bulunur.

41

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Esitlik ¢* in katsayilarina gore diizenlenirse;

xH, (x)-nH,(x)= nH, | (x) (4.7)

seklinde Hermite polinomlar1 i¢in bir rekiirans bagintisi elde edilir.

Diger taraftan, Es. 4.2 ve Es. 4.4’ den

= 2H,(x) . & H'(x)

n n+ — n n 48
nzz(;‘ n! : ; n! : 48
yazilabilir.

H, (x)=0 ve n>1 olmak iizere Es. 4.8 1" in katsayilarina gore diizenlenirse

H/ (x)=2nH,_ (x), (n>1) (4.9)

bulunur ki bu da, Hermite polinomlar1 i¢in baska bir rekiirans bagintisidir.

Es. 4.9°da bulunan H,'(x) degeri Es. 4.7’de yerine yazilip diizenlenirse;

H, (x)=2xH, (x)—Hn_]'(x) (4.10)

seklinde bagka bir diferensiyel rekiirans bagintis1 elde edilir.
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Es. 4.9°da n yerine n-1 alinirsa

H,/(x)=2(n-1)H,,(x)

bulunur.

H, ' (x) inbu degeri Es. 4.10"da yerine yazilirsa;

H,(x)=2xH, , (x)-2(n-1)H, , (x) (4.11)

seklinde Hermite polinomu i¢in yalin bir rekiirans bagintisi elde edilir.
4.3. Hermite Diferensiyel Denklemi

Es. 4.9°da esitligin her iki yaninin x e gore tiirevi alinirsa,

H'(x)=2nH, (x) (4.12)
olup,

Es. 4.10°dan H, ' (x) gekilip Es. 4.12°de yerine yazilirsa,

H,'(x)=2n[2xH, (x)-H,(x)] (4.13)

bulunur.
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Es. 4.13’deki H,_, (x) yerine Es. 4.9*daki esiti yazildiginda,

olur. Buradaki terimler diizenlenirse
H"(x)=2xH, (x)-2nH,(x)

H(x)-2xH, (x)+2nH, (x)=0 (4.14)
seklinde Hermite diferensiyel denklemi elde edilir.
4.4. Hermite Polinomlar: I¢in Rodrigues Formiilii

Es. 4.2°de Hermite polinomlariin dogurucu fonksiyonu olan exp(2xt - t2) ifadesine

Maclaurin agilimi uygulanirsa,

H,(x)= {ZZ exp (2xt - )} (4.15)

bulunur.

t den bagimsiz exp(—xz) fonksiyonu Es. 4.15 esitliginin her iki tarafi ile ¢arpilirsa;

exp(—*)H, (x) = {jt,, eXP{—(x—f)z}}

yazilir.



Burada x —¢=w doniisiimii yapilirsa,

olur.

Bu esitlik diizenlendiginde,

n

H,(x)=(-1)"exp(x") ;;n exp(—x7)

olarak Hermite polinomlari i¢cin Rodrigues formiilii elde edilir.

4.5. Hermite Polinomlari i¢in Baska Bir Dogurucu Fonksiyon

Hermite polinomunun Es. 4.1 ile verilen taniminin her iki tarafi

n=0 dan n =00 akadar toplam alinirsa,

5 (), H, (x)1" _ Z[/Zz] (=)' (e), (20)

= SE K(n-2k)!

yazilabilir.

Es. 4.17 esitliginde Lemma 2b uygulanirsa;

S (e), H, (x)7 =ii(_l)k (€), 10 (20)" 1

o, n! == kln!

(e),2"

ile carpilip,
n!

45

(4.16)

n

(4.17)



bulunur.

Lemma 3 den,

(c)n+2k = (c + 2k)n (c)zk degeri yerine yazilirsa;

i (c), blf:!(x)t” _ Z-o: [;Cl GﬁLil (—1)" 2%

=0 k=0 k!(l —2xt)

elde edilir.

Bu esitlik diizenlenirse,

- on = K(1-2x)
11 1
—Cc, —Cc+—;
27 2 2
=(1-2xt) " ,F,

46

(4.18)

olarak Hermite polinomlar1 i¢in ¢ keyfi sabitini iceren bir dogurucu fonksiyon

bulunur.
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4.6. Hermite Polinomlarinin Ortogonalligi ve Normu

Hermite polinomlari, (—oo,oo) araliginda exp(—xz) agirlik fonksiyonuna gore

ortogonaldir.
Bu polinomlarin normu da
|,)=(2n7) " n=0,1,2 (4.19)

seklindedir.

Bu polinomlar i¢in ortogonallik ve norm 6zellikleri Legendre polinomlarina benzer

olarak gosterilebilir.
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5. LAGUERRE POLINOMU
5.1. Ln(“)(x) in Tanimi

n negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere Laguerre polinomlari,

Ln(a)(x):(1+?)” B (-m1+ a;x) (5.1)
n!
(I+a) &

olarak tanimlanir.

(-n), i¢in Lemma 4 uygulanirsa,

= (5.2)

bulunur.

Bu polinomlar Laguerre, genellestirilmis Laguerre ya da Sonine polinomlar1 olarak

bilinir. & =0 oldugunda Laguerre ya da basit Laguerre polinomu olarak adlandirilir.
L, (x)=L" (x)= F(-mLx) (5.3)

seklinde yazilabilir.
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5.2. Genellestirilmis Laguerre Polinomu i¢in Dogurucu Fonksiyon

Es. 5.1 esitliginin her iki yani ile carpilir ve n=0 danoco a kadar toplam

(1+a)’1
alinirsa,
0 L(a)(x)tn © n (_1) ktn
L NG 5.4
)2 (l+ra)  SEn-k)(1+a) A G4

bulunur.

=

(Z ant”j(ant"j :z ab, ,t" seklindeki iki kuvvet serisinin Cauchy carpimi
n=0

n=0 n=0 k=0
uygulanirsa,
0 Ln(a) (.X)tn o tn o _l)k ntn
HZ:;‘ (l1+a) _(HZ_(‘;_J ,,Z_;‘n'(1+a)
, = [ (x)¢"
e oF ( ,1+a;—xz)=; "1+(a))n (5.5)

olarak genellestirilmis Laguerre polinomu i¢in bir dogurucu fonksiyon bulunur.

¢ keyfi bir sabit olmak {izere

(¢), "
(I1+a)

Es. 5.2 esitliginin her iki yan1 ile ¢arpilir ve n=0 dan o a kadar toplanirsa,

olur.
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Esitligin sagina Lemma 1b uygulanirsa,

bulunur.

(¢),,, mindegeri Lemma 3 ten yerine yazilirsa,

= (l+a) oty (1+a) k!
olur.
Lemma 6 dan ;%');" (1- t) degeri yerine yazilirsa,
CLTW 1 & (L)
= (1+a), (1-1) = (1+a), K(1-1)"
S A 56)

c keyfi sabitini igeren genellestirilmis Laguerre polinomlar i¢in farkli bir dogurucu

fonksiyon elde edilir.
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Es. 5.6’da ¢ =1+« alinirsa,

o 1 (a’) n . _
Z +a) L' (x)t _ 1 F{l+a, _xt}

par 1+a)n (l_t)H—a 1

1 exp( _’“j (5.7)

olur.

Es. 5.7°de genellestirilmis Laguerre polinomlar1 i¢in diger bir dogurucu

fonksiyondur.

5.3. Genellestirilmis Laguerre Polinomlar1 icin Diferensiyel Rekiirans

Bagintilan

Es. 5.5°de gosterilen dogurucu fonkisyona G(x,t) denilirse;

= [ (@ (x)¢"
G(x,t):Z:(; zl+(a)) =¢' F (=1+a;—xt)
© —1)nx"t”
=y 7= 5.8
‘2mlira) 9

olur.
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Esitligin her iki yaninin x ve t degiskenlerine gore kismi tlirevleri alinirsa,
o _1 n
a_G =e z w (5.9)

(5.10)

olur.

x—=t——1tG (5.11)
bulunur.

D= i olmak iizere;
dx

Es. 5.11°de G nin tiirevlerinin degerleri yerlerine yazilirsa,

00 t?‘l

Xy pL (x)(

LNy ) M(x)nt"_1 Ly ) (a)(x)t"
:t n —t n
LTS ), &

(21

~
=
=
I
o
—~
—
+
N—
=

1+

olur.
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+a)
x:l DL (x) ( +ta) = gnLn(a) (x) 0 J:a) - Zw; L(i]f;f;c )f
bulunur.
1 (a+n)
(I+a) . (1+a)
oldugu da dikkate alindiginda,
xDL) (x)=nL'" (x)~(a+n)L, " (x), (21 (5.12)

biciminde genellestirilmis Laguerre polinomlari i¢in bir rekiirans bagintisi elde edilir.

Es. 5.7 esitliginin her iki tarafinin x degiskenine gore tiirevi alinirsa,

olur.

Buradan esitlik diizenlenirse,

> DL (x)¢"=> DL (x)e" ==Y L (x)¢""
n=0 n=0 n=0

> DL (x)t" =Y (DL, ) (x) - L, (x))

n=0 n=0

bulunur.
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Burada da " in katsayilari esitlenirse;
DL (x)=DL, ) (x)-L, ' (x), n>1 (5.13)

biciminde bir bagka rekiirans bagintisi elde edilir.

Es. 5.12 esitliginin her iki yani x ile boliiniirse,

DL (x) =21, (x) - (a;") L, (x) (5.14)
bulunur.

Es. 5.14’te n yerine n-1 alinirsa,

DL, “ (x)= ”;1 L, (x)- (« +: - L, (x) (5.15)

bi¢ciminde yazilabilir.

Es. 5.14 ve Es. 5.15 deki DL'*(x) ve DL, ,)(x) degerleri, 5.13°de yerlerine

yazilirsa,

bulunur.
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Bu son esitlik de diizenlendiginde,

L (x)=(2n-1+a—-x)L, ) (x)-(n-1+a)L, ' (x) (5.16)

n

biciminde genellestirilmis Laguerre polinomlar i¢in tiirev igermeyen bir rekiirans

bagintis1 elde edilir.

5.4. Genellestirilmis Laguerre Diferensiyel Denklemi

Es. 5.12 esitliginden LH(") (x) gekilirse,

L (0)= =" 1, (1)~ D1, (o .17

olur.

Esitligin her iki yaninin x degiskenine gore tiirevi alinirsa,

DL, (x) (5.18)

bulunur.

L, (x) ve DL, \*)(x) lerin Es. 5.17 ve Es. 5.18"deki degerleri Es. 5.13"de yerine

yazilirsa,

1
n n

DL, (x)=——DL,' (x)——— DL, (x)-
(*) a+n " (*) a+n (*) a+n

DL (x)

bulunur.



56

Esitlik diizenlenirse,

xD*L\) (x)+(1+a—x) DL (x)+nL,' (x)=0 (5.19)
seklinde genellestirilmis Laguerre diferensiyel denklemi elde edilir.

5.5. Genellestirilmis Laguerre Polinomlarimin Ortogonalligi ve Normu

Ln(“)(x) genellestirilmis Laguerre polinomlarinin kiimesi, (0,00) araliginda x“e™

agirlik fonksiyonuna gore ortogonal bir sistem teskil ederler.

Genellestirilmis Laguerre polinomlarinin normu da,

HLn(a)

n!

{r(umn)r

seklindedir.
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6. DIGER POLINOM AILELERIi

6.1. Diger Polinom Aileleri I¢cin Dogurucu Fonksiyon

6.1 Teorem

c keyfi ve

(1—r)”w( ! ]=ifn(x)t” (6.1)

formunda bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahip olsunlar. O takdirde, n>1 igin

Es. 6.1 ile tanimlanan f, (x) polinomlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

()= WA (6.2)
e e I e
2] (o)
xfn'(x)—nfn (x):—(c+n—1)fH(x)—fo'(x), nx1 (6.3)
xf, (x)—nf, (x)= —cnz_:fk (x)- 2xnz_: fi (%), nx1 (6.4)
o, (x)=nf, (x) = S (1) (c+2k) £, (). n>1 6.5)



fspat

Es. 6.1°den,

olur.

k=0 (1—1‘)21”
o o ;/k( 4)kxktk(2k+c)
Zjnz::j n!
_ i Vi (_l)k (2)2k k(c)zk n g
n,k=0 n!(c)zk
i . (_l)k 7/kxk (C)k+nt
n=0 k=0 iy '(C)zk
(-0
k

58
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Bu son esitlikte ¢* in katsayilar esitlenirse,

bulunur.

Simdi, Es. 6.1°den,

F(x,z)=(1—z)cw[(_4xt2J (6.6)

olsun. F (x,t) fonksiyonunun x ver degiskenlerine gore kismi tlirevleri alinirsa,

e TN

(i) "y 6.7)
A 1(_1)1//+(—4x){(1_t)2 Ef_f)l’)(‘”’}u—zw v
R e

Geti ey
(1= a1+ 10y (68)

olurlar.



Bu son ifadelerden 7 vey' yok edilirse,

6F —c—1 —c-3 1 aF
T —(1-t —ax(1+)(1-¢) " ——/ &
at C( ) (l_t)fc x( )( ) —4[’(1—2‘)7672 ax
oF -1 X -1 OF
e e(1-t) F+=(1+1)(1-1)" =
ey Fe )0

oF cF X oF
— _+_ —_—

o (1-1) t(l—t)(IH) ox

t(l—t)a—F:ctF+x(l+t)a—F

ot ox
x(l+t)2—]:—t(l—t)(2—1;=—ctF

bulunur.

Es. 6.9 denklemi degisik formlarda diizenlenerek,

oF oF oF ,0F

X—+ Xt ——t—+1’ — = —ctF
ox ox ot ot

fE O p 4 OF
ox ot ot ox

oF OF —ct F 2xt OF

X
ox ot 11—t 1—-¢ Ox

OF OF —ct 2t* OF
X - F-= =
Ox ot 1+t 1+¢ ot

bicimlerinde yazilabilir. Es. 6.1 ve Es. 6.6’dan,

olup, Es. 6.13’{in kendisi ve kismi tiirevleri Es. 6.10°da yerlerine yazilirlarsa,

60

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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fon' (x)t" —Ztnfn (x)t”_] = —z ! Zt nfn 20

n=0 0 n=0

0 , o0 o0 o0 o0

fo; (.X)tn _an;l (x)tn — _Z n+1 zn n+1 Zx n+1
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

bulunur.

Bu ifade de diizenlendikten sonra, ¢" nin katsayilar1 esitlenirse,

o0 0

(xfn'(x)—nfn (x))t" =—icfn 1 n 1 f 1 t" —foH'(x)t"

n=

NgE

i
(=]
I
i

(xfn'(x) ) i[ c+n— 1 nl x)—xn_l'(x)}t”

S, (x)=nf, (x)==(c+n=1) £, ()=, (%)

[Ms

=
Il
(=}
S
Il
—_

=

elde edilir ki bu Es. 6.3 ile verilen rekiirans bagintisidir.

Simdi de,

oldugu dikkate alinarak, Es. 6.13’{in kendisi ve kismi tiirevleri Es. 6.11°de yerlerine

yazilirsa,

IRACIEIWACTEE (zj[z / ()jz(zj(z P W)

n=0

olur.
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Burada iki kuvvet serisinin Cauchy carpimi uygulanirsa ve ¢" nin Kkatsayilari

esitlenirse,

Doxf) (x)1" —infn ()" ==Y £ ()™ _ZXE:Zn:fk’(x)th

i(xfn' (x)—nfn (x))t" = i{—cifk (x)—2xnz_:fk' (x)}t"

elde edilir ki bu Es. 6.4’deki rekiirans bagintisidir.

Son olarak,

{ S mon+l
LI o
1+1 nzz;‘( )t

oldugu dikkate alinarak, Es. 6.13’lin kendisi ve kismi tiirevleri Es. 6.12°de yerlerine

yazilirsa,

n yerine n—1 alindiginda

i(xﬂ ()=, (X))f" = —irl (-1)"" (c+2k) £, (x)}"

n=0 n=0



elde edilir ki bu Es. 6.5 ile gosterilen rekiirans bagintisidir.

6.2. Bateman’mn Z, (x) Polinomu

1936 yilinda Bateman,

Z,(x)=,F (-n,n+L11x)

polinomunu tanimladi [1] . Burada hipergeometrik fonksiyonun
kullanildiginda,

2 (-n) (n+1
Zn ( x) — Z ( )k ( )k k

olarak yazilabilir.

6.3. Z,(x) I¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

Z,(x)Bateman polinomlari,

(1)’ lﬂ[é;nﬁ}gzn(x)r"

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.

Bunu gosterebilmek i¢in Teorem 6.1 den faydalanacagiz.
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(6.14)

tanimi

(6.15)

(6.16)



Teorem 6.1 de

seklindeydi.

Burada c=1 alinirsa

bulunur.

Es. 6.15 ile Es. 6.17 karsilastirildiginda,

alinmalidir.

64

(6.17)
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Buna gore Teorem 6.1 den,

—4xt - —4xt '
'”[u—r)z};(m)(l)n E(l_,yj o

olup, Es. 6.1'de f,(x) yerine Z, (x) ve 1//[(1 x;2] in Es. 6.18’deki degeri
-t

yazilirsa,

) ()
o (N2, [
o005

n=0 n=0 -

—~

=(1-¢)" 1Fl[ 1

bulunur.

Boylelikle Bateman polinomu i¢in Es. 6.16 dogurucu fonksiyonu elde edilir.

Yine Es. 6.3, Es. 6.4, Es. 6.5te c=1 ve f,(x)=Z,(x) alindiginda, Bateman

polinomlar1 i¢in rekiirans bagintilar1 asagidaki gibi elde edilir:

xZ, (x) -nZ, (x) =-nZ, (x) —xZ, | (x)
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n—1 n—1

xZ, (x)— nZ, (x) = —Z Z, (x) - ZxZ z, (x)

k=0 k=0

3 (1) (1+2k) Z, (x)

k=0

xZ, (x) -nZ, (x)

6.4. H,({, p,v) Rice Polinomu

Rice,

H,(¢, p.v)=F, (-n,n+1,¢;1,p;v) (6.19)

polinomunu tanimlamigtir [2]. Burada hipergeometrik fonksiyonun tanimi

kullanilirsa,

2 (1), (), K
_ S (_n)k (n+1)k (é/)k ¥ k
-5 ek

olarak yazilabilir.

6.5. H,(¢, p,v) I¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

Rice polinomlari,

I
é/: Ea

(1-0)"F (i:;z ZEOHH(J )" (6.20)
p;

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Gergekten,



Teorem 6.1 den

fn (x) — (c)'n i(_n)k ykxk (C+n)k

(5] (Gevd)
2 ) \27 " 2),

seklindeydi.

Burada ¢ =1 ve x=v alinirsa,

fn(v):i(_n)k ykvk (1+n)k

% (1]
2 k

olur.

bulunur.

67
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ve Teorem 6.1 de f, (x) yerine H, (¢, p,v) alimrsa,

: 1)

e (g)" —4vt '
ZHn(é/’p’V)tn:(l_t) Z (p) (n!) ( 2}

n=0 n=0 (l—t)
— | -
é/a Ea
- —4vt
—(1-1)"'F
p;

elde edilir ki bu da Es. 6.20 i¢in dogurucu fonksiyondur.

Diger taraftan, yine Teorem 6.1 den Es. 6.3, Es. 6.4, Es.6.5de c=1 ve

f,(x)=H,({,p,v) alindiginda, Rice polinomlar igin bazi rekiirans bagmtilari

asagidaki gibi elde edilir:

vA, (¢, p.v)+vH, [ ({ pv)=n[H, (S p.v)-H, (¢, p.v) ]

n—

an'(é',p,v)—an (&, pv)=- [Hk (g”,p,v)+2ka'(§,p,v)J

S
Il
(=}

—_

n—

vH (é’,p,v)—an (é’,p,v) =— (—l)n_k (1+2k)Hk (g,p,v)

=
Il
S



6.6. Bateman’mn F, (z) Polinomu

F,(z) Bateman polinomlari,

F (z)-= 3F2(—n,n+l,%(l+z);l,l;lj

seklinde tanimlanir [3].

olarak da yazilabilir.

6.7. F,(z) I¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

n

F,(z) polinomlari,

(l—t)z n=0 1

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Gergekten

YA
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(6.21)

(6.22)



Teorem 6.1 den

seklindeydi.

Burada ¢ =1 ve x =z alinirsa,

N (_n)k 7ka (1+n)k

72)=3; or

2

olur.

bulunur.
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olup, Teorem 6.1 de f, (x) yerine de F,(z) alirsa,

n

n=0 n=0 (n')z — Z)
_1 _
-, —+—=2Zz
2
] 4
=(1-1)" ,F,
( ) 271 (]—t)2
1

elde edilir.
6.8. C, (x) Sister Celine Polinomu

Sister Celine polinomlart,

Cn (.X) = p+2F:]+2 X

seklinde tanimlanir [4].

71

(6.23)



o (-n), (n+1),(a )k...(ap)kxk
; (1), (21 (B), ~(5,), *

o (-n) (n+1) (a )k...(ap)kxk
Zf; (21 (B), - (b,), (k)

olarak da yazilabilir.

6.9. C, (x) I¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

Sister Celine polinomlar1 i¢in bir dogurucu fonksiyondur. Gergekten,

Teorem 6.1 den

)€ i e
I EDI R
—c||=c+=
2 ) \2 2,
seklindeydi.

Burada ¢ =1 alinirsa,

N (_n)k 7/kxk (1+ n)k

olur.
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(6.24)
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secilirse,

f@=3 O lhle) o),
ERENCRORSA)

bulunur.

O halde, f

n

(x)=C,(x) olur.

olup, Teorem 6.1 de f, (x) yerine C, (x) alinirsa,

- . I al)n"'(ap)n —4xt '
S 10 S

—

al,...,ap; _4xt ]

= (1-1)" ,,FqL wabys (1-t)

elde edilir ki boylelikle Sister Celine polinomlart i¢in bir dogurucu fonksiyon

bulunmus olur.
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Teorem 6.1 den Es. 6.3, Es. 6.4, Es. 6.5 esitliklerinde c=1 ve f,(x)=C,(x)

alindiginda, Sister Celine polinomunun asagidaki rekiirans bagintilar1 asagidaki gibi
elde edilir:

6.10. Bessel Polinomu

1949 yilinda Kral ve Frink

Y, (x)=,F, (—n,l+n;—;—%x}

seklinde tanimlanan basit Bessel polinomlarini

—

),

%(c’x): Y ZFO(—n,c+n;—;x)
_N (_n)k (c+n)k(c)n k
¢n (C, x) - pars k!n! X

biciminde genellestirdi [5].



6.11. ¢, (c,x) Polinomlar i¢in Bir Dogurucu Fonksiyon

@, (¢,x) polinomlari,

e 1 1 1 —Axt - "
(1-1) 2F{EC’EC+5;_;(1_;)2 J = Z,;‘(D” (c,x)t

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir. Gergekten,

Teorem 6.1 den,

seklindeydi.

e (re)

B il

Vi =

alinirsa,

75
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olup, Teorem 6.1 de f, (x) yerine ¢, (c,x) yazilirsa,

T(l,.1, ;
oo g4 e

n=0 n=0

e 1 1 1 —4xt
:(l—t) ZFI)(EC’EC-FE;_;(I_Z()Z}

elde edilir.



10.

11.

12.

13.

14.
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