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1. GIRIS

Dogadaki yapilar farkli geometrik sekillere (desenlere) sahiptir. Her bir yapi
ortamdaki temel yapi taslarina gore farkli bir tanecikler kiimesidir. Heterojen gevre
sartlar1 ve diizensizlik olmasina ragmen kiimelerin nasil olup da diizenli, simetrik
ozellikler tasidigi temel bilim arastirmalarina konu teskil etmistir[1-3]. Difiizyon ile
sinirli kiimelesme (diffusion limited aggregation (DLA)) modeli 1981 yilinda
T.Witten ve L.M. Sander tarafindan takdim edilmistir[2-3]. Orgiiniin merkezine bir
cekirdek tanecik yerlestirilir. Ikinci tanecik merkezden uzakta bulunan gelisigiizel
(rasgele) bir 6rgii gozlinden birakilarak rasgele hareket ettirilir. Bu tanecik ¢ekirdegin
etrafindaki herhangi bir komsu goze ulasinca kiimenin bir elemani olur. Eger tanecik
hareketi esnasinda kapali kare orgiliniin disina ¢ikarsa, o tanecik iptal edilir. Daha
sonra ayni igslem yeni tanecikler i¢in tekrarlanir. Difiizyon ile sinirli kiimelesme
(DLA) modeline gore olusturulan tanecik kiimeleri, iki boyutlu kapali-kare orgii
icerisinde merkezi tanecige (¢ekirdek) bagli ana dallar ve bu dallara rasgele
noktalarindan ekli alt dallardan meydana gelen seyrek yapili kiimelerdir[4-8]. DLA
modelinin 6nerilmesinden giliniimiize kadar gecen siire icerisinde simiilasyonlarda
olusturulan kiimeler i¢in bir kimedeki tanecik sayisi 10* den 10’ ye kadar
ulasmistir[10-13]. Boylece kiimelesmeleri daha ayrintili incelemek ve o6zelliklerini

berraklastirmak miimkiin hale gelmistir.

Diflizyon ile siirli kiimelesme (DLA) modeli ile yapilan ¢alismalar genel olarak
taneciklerin Brown hareketi yaparak kiime olusturmasi iizerinde odaklanmistir.
Ancak daha sonra yapilan calismalarda taneciklerin, 1s1 etkisi ile birlikte diger

kosullarda dikkate alinarak kiime olusturmasi incelenmektedir[9-22].

DLA modeli, bakteri kolonilerinin biiylimesi, elektrolitten ayrisan maddenin bir
elektrotta birikerek biiylimesi, kristallerin biiytimesi, sehirlerin biiylimesi, yalitkan
ortamda elektrik bosalmasi, bitkilerin dallanmasi, akiskanlarin gozenekli ortamlarda
yer degistirmesi, canlilarda damarlarin ve sinirlerin dallanmasi gibi farkli alanlarda

kullanilmaktadir.



Bir maddenin durumunda belirli bir sicaklikta olan ani degisiklige faz gecisi denir.
Faz degistirme olayina 6rnek olarak demiri (Fe) verebiliriz. Demir kritik sicakligin
(T.) altinda ferromanyetik bir Ozellik gosteriyor iken kritik sicakligin iistiinde
paramanyetik bir 6zellik gosterir. Faz gegislerinin anlagilmasi yogun madde fiziginin
temel arastirma sahalarindan biridir. Sividan gaza, normal iletkenden siiper iletkene,
paramanyetiklikten ferromanyetiklige gecisler faz gegisleri i¢in en yaygin olarak

bilinen 6rneklerdendir[23].

Manyetik faz gecisi maddenin miknatislanmasindaki degismeye dayanmaktadir.
Herhangi bir maddenin miknatislanmasi o6l¢iilen manyetik dipol momentinin,
maddenin hacmine orani ile belirlenir. Dipol momentler elektronlarin hem yoriinge

hareketlerinden hem de spin denen i¢ 6zelliklerinden kaynaklanir.

Miknatislanmanin kaynagi atomlarin tamamlanmamis tabakalarindaki elektronlarin
spinidir. Her elektronun spini bir Bohr magnetonu kadar manyetik moment tasir.
Yoriinge acisal momentumundan bir katki gelmez. Maddenin manyetik
(miknatislanma) 6zellikleri bir dis manyetik alana gosterdikleri tepki cinsinden de
anlatilabilir. Genis anlamda maddeler ferromanyetik, paramanyetik veya
diyamanyetik olarak gruplandirilabilirler. Ferromanyetizma tek kalmis elektronun
spininden kaynaklanir, yani son yoriingesinde elektron ¢iftlenimi olmayan atomlarda
gozlenir. Ferromanyetik maddeler siirekli (kalic1) miknatislarin yapiminda kullanilir.
Baslangicta miknatislanma yoktur. Ferromanyetik maddeler zayif bir dis manyetik
alan icinde bile birbirlerine paralel olarak yonelmeye calisan manyetik dipol
momentlere sahiptirler. Bir kere manyetik dipol momentleri paralel hale getirildikten
sonra, dis alan ortamdan kaldirilsa bile madde miknatislanmis olarak kalacaktir. Bu
sirekli yonelim komsu olan manyetik momentler arasindaki etkilesimden
kaynaklanir. Ferromanyetizmada her dipol komsusuyla ayni yonde olmaya meyleder.

Ferromanyetizma ayni zamanda sicaklia baghh bir 06zellik olup maddenin

miknatislanmasi T=0 °K i¢in en biiyiiktir ve sicaklik arttikca maddenin
miknatislanmasi azalarak Curie sicakligi adi verilen bir T, sicakliginda sifir olur. T,
nin Ustiindeki sicakliklarda madde paramanyetik fazda bulunur. Bu durumda termal

sicakliktan kaynaklanan hareketler komsu atomlar arasi etkilesmelerden ileri gelen



yonlendirici kuvvetleri yenecek kadar biiylir. Ancak kritik sicaklik disaridan
uygulanan manyetik alanla degistirilebilir ve dis alanin varligi kritik sicakligin
degerini biiyiitlir. Yani madde daha yiiksek sicaklikta faz degistirir. Curie sicakligi
civarinda manyetik dipol momentlerin(spinlerin) asagi ve yukart yonelimlerinin
sayist hemen hemen esit olacaktir. Sicaklik kritik degere T. wulastiginda ve
gectiginde tiim manyetik momentler rast gele yonelmis olur. Bdylece madde
paramanyetik hale geger. Paramanyetik madde, manyetik dipol momentli atomlarin
varligindan kaynaklanir. Bu manyetik dipoller birbirleri ile yalmiz ¢ok zayif
etkilesimde bulunurlar ve bir dis manyetik alan igerisine konuldugu zaman atomik
dipoller alan yoniinde yonelmeye zorlanirlar. Bu durumda madde miknatislanmis
olur. Eger uygulanan dig manyetik alan kaldirilirsa madde i¢indeki manyetik dipol
momentler eski hallerini alirlar. Atomlar siirekli manyetik dipol momente sahip
olmayan maddelere ise diyamanyetik maddeler denir. Diyamanyetik bir maddeye bir
dis manyetik alan uygulandiginda bu alana zit yonde zayif bir manyetik dipol
moment olusur. Bu durumda madde miknatislanmis olur. Uygulanan dis manyetik
alanin kaldirilmas1 durumunda ise madde i¢indeki manyetik dipol momentler tekrar

eski halini alirlar[24].

Ising modeli spinler arasi basit etkilesmeleri icerir ve ferromanyetik maddelerin
gosterdigi termodinamik davraniglarin anlasilmasini saglayan basit bir model
olusturur. Ferromanyetik metallerde (Fe,Ni gibi) dis alanin olmadig1 durumda bile
Curie sicakligindan diisiik sicakliklarda kendiliginden miknatislanma olusmaktadir.
Metalin sicakligi Curie sicakligina yaklastiginda kendiliginden miknatislanma sifira
gitmekte ve Curie sicakliginin tistiinde ise sifir olmaktadir. Ising modelinin en basit

hali iki durumlu bir tane diizen parametreli bir sistem olan spin); Ising

modelidir[25]. Bundan bagka ii¢ durumlu ve iki diizen parametreli bir sistem olan
spin-1 Ising modeli de arastiricilar tarafindan incelenmektedir[23,26-32]. Spin-1
Ising modeli Blume-Emery-Griffiths modeli olarak da adlandirilir. En genel

hamiltoniyen



H= —Hsﬁ:s‘, —HQiQ, +AiS§ ~JY S.S,—H,Y S.8,(S,+8))
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seklinde verilir. Burada (ij) sembolil en yakin komsu spin ¢ifti, Hs : Dipol(iki
kutuplu) momentinden dolayr meydana gelen manyetik alan, Hq :Kuadrupol (dort
kutuplu) momentinden dolay1 meydana gelen manyetik alan, N : Orgii noktasi sayist,
A: Kiristal alan etkilesme sabiti, J: Spinler arasi eslesme sabiti K : Bikuadratik
degisme i¢in etkilesme sabiti ve Hs de ligiincli dereceden magnetik pertiirbasyonu
(tedirginligi) gostermektedir. Eger H3;=K=0 alinirsa model, Blume-Capel Modeli
olarak adlandirilir[26-31].

Bu tez ¢aligmasinda Ising modeli denildiginde spin Ising modeli anlasilmaktadir.
En basit spin{ Ising modelinin bir boyutlu durumu E.Ising tarafindan 1925’teki

tezinde ¢ozllmiistiir. Ising modelinde incelenen sistem 6rgii konumlari adi verilen N
tane sabit noktadan olusan d-boyutlu periyodik bir orgiidiir. Orgiiniin geometrik
yapisi iki boyutlu uzayda kare, ticgen vb., ii¢ boyutlu uzayda kiip vb. daha yiiksek
boyutlu uzaylarda genel olarak soyut kiip(hypercube) olabilir. Her bir orgii
konumuna, +1 veya —1 degerlerinden birisini alabilen N tane spin degiskeni
takilmistir. Sistemde bundan baska degisken yoktur. Eger s;=+1 ise i-nci Orgii
konumunun spin yukari durumda oldugu ve s;=-1 ise spin asag1 durumda oldugu

sOylenir. Verilen bir {Si } kiimesi biitlin sistemin konfiglirasyonunu belirtmekte ve
{si} ile belirtilen konfigiirasyona sahip olan bir sistemin enerjisi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir[23,33].

N
H, =-YJ,SS,-H)S, (1.2)
(i) i=1

Burada I alt indisi Ising enerjisini, (ij) de en yakin komsu spin ¢iftleri iizerinden

toplam1 gostermektedir. Sistem diizgiin bir H dis manyetik alani ile ya ayn1 ya da zit



yonlii olmaya zorlanan miknatislar seklinde diistiniilebilir. Spinler arasi eslesme
sabitleri J; i¢in, en sade durumda, tek bir deger J kullanilir; J, =J . Eger J)0 ise,
komsu spinler hem birbirleriyle hem de H ile ayn1 yonde olmaya calisirlar, boylece
model ferromanyetik olur. Eger J(0 ise, komsu spinler hem birbirlerine hem de H
ya zit yonde olmaya calisirlar, boylece model antiferromanyetik olur. Ising
modelinde biitiin termodinamik fonksiyonlar, E, enerjili biitiin konfigiirasyonlar
lizerinden hesaplanmaktadir. E, enerjili bir sistemin agirlik fonksiyonu asagidaki

gibidir.

Z,(HT)=Y > ... e (1.3)

S8

Burada her bir s; spin degiskeni bagimsiz olarak +1 degerlerini alabildiginden,
yukaridaki toplam 2" terimden olusmaktadir. Termodinamik nicelikler genel olarak
spin bagina serbest enerjiden elde edilmektedir. Serbest enerji Boltzman dagilimina

uyan sistemlerin serbestlik derecesi basina enerjisi olup
f(H,Ty=-kTN 'logZ,(H,T) (1.4)

seklinde ifade edilir. Serbest enerjiye bagli olarak spin bagina termodinamik

nicelikler asagidaki sekilde tanimlanmaktadir[25,34].

U,(H,T)=~kT" %) (1.5)
C,(H,T)="%" (1.6)
M(H,T)=~%(%) (1.7)

x(H.,T) =3¢ (1.8)



Burada U, i¢ enerji, C, 6zis1, M diizen(manyetiklesme) parametresi ve y manyetik
alinganliktir. Dis alanin degeri H =0 oldugunda M (0,7) niceligi kendiliginden

miknatislanma (manyetizasyon, diizen parametresi) olarak adlandirilmaktadir.

Ferromanyetik sistemlerde M (0,7) sifirdan farklidir. Bu ¢aligmada J)0 hali yani

ferromanyetizma ve dis manyetik alan H ’nin sifir oldugu durum goz Oniine
alinmaktadir. Ising modeli faz gecisi yapabilen sistemleri temsil eden modeldir. Faz
gecisi serbest enerji veya onun tiirevlerinde singiilerlik(iraksama) olustugunda ortaya
cikar. Faz degisimi sirasinda maddenin 6zelliginde ani bir degisim gozlenir. Faz
gecisi gosteren sistemler icin gelistirilen Ising modeli sadece iki boyutta tam olarak
¢coziilmiistlir. Faz gecisleri ve kritik olaylarin anlagilmasinda ilerlemenin biiyiik bir
boliimii tamamen ya da kismen bilgisayar simiilasyon sonuglarina dayanir.
Simiilasyon, ger¢ek bir sistemin modelini tasarlama siireci ve sistemin islemesi i¢in
sistemin davranisini anlamak veya degisik goriisleri degerlendirmek amaciyla bu
model iizerinde denemeler yapmaktir. Simiilasyon yontemi, serbestlik derecesi
biliylik olan karmasik sistemlerin laboratuar ortaminda incelenmesi hem teknik
acidan(teknik eleman,ara¢ ve gerec) cok zor hem de ekonomik agidan pahali ve ¢ok
zaman almasi sebebiyle deneysel calismalarin bilgisayar ortaminda yapilabilmesini
miimkiin  kilmakta ve sistemin termodinamik Ozelliklerinin, anlasilmasini
saglamaktadir. Istatistik mekanikte bazi problemlerin tam ¢dziimii yapilamazken,
yaklagik ¢0ziim bulmak miimkiin olabilir. Bu yaklasik ¢oziimlerin dogrulugunu
denemek ve desteklemek acisindan simiilasyon 6nemlidir. Bilgisayar simiilasyonu ile
teorileri test etmek de miimkiindiir. Simiilasyon sonugclari, teorik sonuglarin yani sira
gergek deney sonuglart ile de test edilebilir. Yani bilgisayar simiilasyonu teori ve
gercek madde ve malzemeler ile yapilan deney arasinda koprii vazifesi gormektedir.
Simiilasyon i¢in kullanilan bilgisayar sisteminin kapasitesine bagli olarak,
simiilasyonunun tamamlanma siiresi ger¢ek deneylerin yapilabilme siiresinden ¢ok

daha kisa olabilir[35].

Ferromanyetik maddelerin yapisini anlamak i¢in Onerilen Ising modelinin tam
¢oziimii 1944 yilinda Onsager tarafindan iki boyutlu uzayda[36] ve dis manyetik

alanin yoklugunda analitik olarak gergeklestirilmistir. Onsager’in bu ¢oziimil



modelin kritik istlerinin, Landau teorisinin o ana kadar dogru verdigi diisiiniilen
sonuclarindan oldukga farkli oldugunu gostermistir. Ancak gosterilen yogun ¢abalara
ragmen ne manyetik alanin varliginda iki boyutlu Ising modelinin, ne de {i¢ ve daha
yiiksek boyutlu Ising modelinin analitik ¢oziimii heniiz yapilamamistir. Monte Carlo
ve Molekiil Dinamigi istatistik sistemlerin sayisal simiilasyonu, dolayisi ile faz gegisi
ve kritik olay c¢alismalarinda kullanilan en temel araglardandir. Metropolis ve
arkadaglarinin algoritmasi ile Molekiil Dinamigi arasinda yer alan bir simiilasyon
yontemi 1983°de M.Creutz[37] tarafindan gelistirilmistir. Oncelikle “demon”(spine
eslenik momentum) denilen yeni bir serbestlik derecesi tanimlanmaktadir. Molekiil
dinamiginde eslenik momentumun kinetik enerji hesaplamada kullanilmasina benzer
sekilde, bu yeni degisken (“demon”) de kinetik enerji tasir. Sistemin toplam enerjisi
korunacak sekilde bu “demon” rast gele olarak spinleri ziyaret eder. Onun igin bu
algoritmaya Creutz’un gezgin “demon” algoritmasi denir. Bu algoritmada tek bir
gezgin “demon” kullanilabilecegi gibi birden fazla gezgin “demon” da kullanilabilir.
1986’da M.Creutz[38] Ising modelinin deterministik bir “cellular automaton™ ile
simulasyonunu iki boyutlu uzayda (d=2) gerceklestirmistir; Creutz bu modelinde
kare hiicreli orgii kullanmistir. Kare 6rgiideki her bir hiicreye dort ikili “bit” karsilik
getirilmekte ve bir hiicredeki degiskenlerin alacagi deger bir Onceki zaman
adimindaki kendi degeri ile ona en yakin komsularindaki degiskenlerin degerlerinden
asagida verilen kurala gore tayin edilmektedir. Bu modeldeki dort ikili “bit” den ilki,
Bi Ising spinidir; “0” veya “1” degerlerini alabilir. D1s manyetik alanin olmadigi
(H=0) durumda S;=2B;-1 olmak {izere, Ising spin enerjisi H; asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.

H,=-J)S.S, (1.9)
$ir)

Burada (ij) biitiin en yakin komsu hiicre ¢iftleri lizerinden toplami gostermektedir.

Her bir hiicredeki ikinci ve tgilincii “bit” spine eslik eden momentuma(“demon”)

karsilik gelmektedir. D;; ve Dy; ile gosterilen bu bitler “0” veya “1” degerlerini

alabilmekte ve (D, ,x2°+D, x2") seklinde 0,1,2 ve 3 degerlerini alabilen bir tam



say1 olusturmaktadir. Momentum degiskenine karsilik gelen kinetik enerji H, bu

tam say1 degerlerinin dort katini almaktadir.

H¢=4) (D,;x2° + D, x2") (1.10)

Kinetik enerji bu degerleri aldiginda, bir spin ters cevrildiginde sistemin Ising
enerjisinde olusabilecek en biiyiik enerji degisimi (AE,|=8) karsilanabilmektedir.

29 ¢¢

Bu sirada toplam enerji H =H, + H, korunmaktadir. Dordiincii “bit” “cellular

automaton”in zamanla dama tahtasi diizeninde gelisimini saglamakta, ve bdylece

Ising modelinin “Cellular Automaton” ile simiilasyonunu miimkiin kilmaktadir.

Gelisim sliresince dama tahtasinin siyah(=1) hiicrelerine ait spinlere kural
uygulanarak ters ¢evirme girisiminde bulunulur ve rengi beyaza(=0) ¢evrilir; beyaz
hiicrelerin ise sadece rengi siyaha gevrilir. Rengi beyaza ¢evrilen siyah hiicrelerin
spini ters c¢evrilerek (10 veya 0—1) Ising enerjisindeki AH, degisimi hesaplanir.
Eger bu enerji degisimi, bu hiicrenin momentum degiskenine aktarilabilecek veya
momentum degiskeninden alinabilecek bir degerde ise ve toplam enerji korunuyor
ise spin ters ¢evrilir. Buna uygun olarak momentum da degistirilir; aksi halde spin de
momentum da degistirilmez. Bu islem o6rgilideki biitiin siyah hiicrelere ayn1 zaman
adiminda uygulanmakta ve gelisim siiresince periyodik smir sart1 kullanilmaktadir.
Bu model, sistemin toplam enerjisi korundugundan dolayr mikrokanoniktir; ancak
sistemin kinetik ve i¢ enerjileri simiilasyon siiresince dalgalanmaktadir. Bu yiizden

T =), sicakliginda bir sistemde E; kinetik enerjili bir konfigiirasyona rastlama

ihtimali Boltzman agirlikli iistel bir dagilima uymaktadir. P(E;)~exp(-4BE;). Burada
Hy,=4E, ve E,=D,;+2D,; dir. Bu dagilma uygun olarak kinetik enerjinin

beklenen degeri asagidaki sekilde ifade edilmektedir.

(E,)= (i 4ne™ "’ )/(i e ") (1.11)

n=0 n=0



Bu denklem sistemin sicakligmi(7 = );) sayisal(niimerik) yontemle ¢ozerek elde

etmek i¢in kullanilmaktadir.

“Cellular Automaton” ilk olarak Neuman ve Ulam tarafindan “cellular space” adi ile
biyolojik sistemlerin simiilasyonu i¢in[39-41] Onerilmistir. En basit durumda
“cellular automaton” 0 veya 1 degerini alabilen bir hiicre veya orgii noktalari
satirindan olusur. Bu degerler belirli sabit bir kurala goére her bir zaman
adiminda(zaman kesikli degerlere sahiptir) yenilenir. “Cellular automaton” hiicreleri
sadece bir c¢izgi lizerinde degil, herhangi bir boyutta diizenli bir 6rgii lizerinde
siralanabilir. Yapisinin basitligine ragmen c¢ogu “cellular automaton”lar hayli
karmagik davranislar {iretir. Boylece cellular automatonlar bir ¢ok karmasik olaymn
genel Ozelliklerini kapsar. Daha detayli(ayrintili) ve ger¢ek¢i modeller cogu zaman

biraz daha karmasik “cellular automaton’lar1 igerir.

“Cellular automaton” fiziksel sistemler i¢in matematiksel bir modeldir. Bu model
icin ilk temel teoriler 1983 yilinda Wolfram tarafindan verilmistir[39-41]. Fizik,
Kimya ve Biyolojideki dinamik sistemler i¢in bir ¢ok uygulamalar1 vardir[45].
Bolgesel i¢ etkilesmeye sahip ¢ok sayida farkli elemanlar igeren fiziksel sistemler
siklikla “cellular automaton” olarak modellenmistir. Daha genel olarak makroskopik
seviyede bir “cellular automaton” da her bir hiicre bir ¢ok molekiil ihtiva eden bir
bolgeyi temsil edebilir. “Cellular automaton”larda uzay ve zaman kesikli degerlere
sahiptir. Sonsuza kadar genisletilebilen diizenli hiicreler érgiisiinden olusur. Orgiiniin
her bir hiicresinde kesikli degerler alabilen degiskenler yer almaktadir. Bir “cellular
automaton”da hiicrelerdeki degiskenlerin bir zaman adiminda alacagi degerler, bir
kural ile bir 6nceki zaman adiminda aldiklar1 degerlerden belirlenir. Genel olarak bir

“cellular automaton”in gelisiminin yapildig1 6rgiide periyodik sinir sartlar1 kullanilir.

Ising modelinin ve ¢esitli problemlerin bir “cellular automaton™ olarak simiilasyonu
Vichniac tarafindan dnerilmistir[43]. Iki boyutlu kare 6rgiiler i¢in komsu hiicrelerin
sayisina ve konumuna bagli olarak bir ¢ok “cellular automaton” tanimlanmustir. Ising

modelinin simiilasyonu i¢in iki farkli “cellular automaton” algoritmasi vardir. Bu
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algoritmalardan ilki Vichniac[43,44] tarafindan Q2R algoritmas1 adi altinda ortaya
konulmus, Pomeau ve Hermann tarafindan gelistirilmistir. Ikincisi ise Creutz
tarafindan ortaya atilmig olup Creutz “cellular automaton™ adi ile anilmaktadir[45].
Q2R algoritmasinda spin-spin etkilesme enerjisi(1sing enerjisi veya i¢ enerji)
sistemin toplam enerjisine karsilik gelmektedir.Q2R algoritmasi ile toplam enerjinin
korundugu mikrokanonik bir kiime olugmaktadir. Simiilasyon siiresince herhangi bir
spin degisiminde i¢ enerjinin korundugu konfiglirasyonlar (spin konumlari)
iiretilmektedir. I¢ enerji simiilasyon siiresince sabit kaldigindan o6zis1 enerji
dalgalanmalar1 kullanilarak hesaplanamamaktadir[43,44,46-51]. Bu kisitlama,
sistemin i¢ enerji ve spine eslenik momentuma karsilik gelen kinetik enerjinin
toplaminin korundugu Creutz “cellular automaton” ile ortadan kalkmaktadir. Creutz
“cellular automaton™ geleneksel(alisilagelmis) Monte Carlo yontemine gore iki
avantaja sahiptir(iki bakimdan tercih edilmektedir). Bunlardan biri, geleneksel Monte
Carlo metodundan daha hizli olmasi ve digeri yliksek kalitede rast gele sayilar

gerektirmemesidir.

Ising modeli Onsager tarafindan iki boyutlu uzayda analitik olarak ¢6ziilmiis[36] ve
ozellikleri elde edilmistir. Sonlu 6rgii 6lgekleme teorisi iki boyutlu Ising modeli igin
termodinamik niceliklerin sonlu orgiilerdeki davranislarindan sonsuz  orgii
davranigin1 belirleme imkéani verir. Monte Carlo metodlarn istatistik fiziginde
dengede ve dengede olmayan problemlerin ¢alisiimasinda onemli rol oynar[52].
Monte Carlo simiilasyonlar1 sonlu orgii Ol¢ekleme teorisinin ¢esitli yonlerini
dogrulamak ve test etmek i¢in kullanilir. Renormalizasyon teorisi ise, “Critical
Phenomena” ve faz gecisinin anlagilmasinin temelini olusturur[53]. Renormalizasyon
grup teorisi “hyperscaling” bagintisinin nigin genel bir bagint1 oldugunu ve d <4

icin saglayip d)4 icin basarisiz oldugunu agiklamaktadir. Faz gecisi sadece

termodinamik limitte olur. Faz gecisi durumunda sistemde enerji dalgalanmalar1 olur.
Enerji dalgalanmasinin fazla olmasi daha fazla ve giivenilir “data”lar(veriler) elde
edilmesini saglar. Bugiine kadar Creutz “cellular automaton” inda termodinamik
nicelikler iizerinde boyut etkisini ve teorik calismalarin O6ngdrdiigli sonuglarin

dogrulugunu arastirmak i¢in d=2 [6,54,55], d=3[56], d=4[57-65], d=5[66-68],



11

d=6[69-74], d=7[69,75-78], d=8[79,80] boyutlu Ising modellerinin simiilasyonlar1

yapilmistir. Geleneksel sonlu orgii 6lgekleme teorisi d(4 i¢in uygulanmaktadir.

Bu tez c¢alismasinin amact Diflizyon ile Sinirli Kiimelesme (Diffusion-Limited
Aggregation (DLA)) modeli kullanilarak L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240
boyutlu kare orgiilerde elde edilen fraktallar, d=2 boyutlu Ising modeli i¢in creutz
cellular algoritmas: kullanilarak simiilasyonu gerceklestirmek ve elde edilen
sonuclardan yararlanarak sonlu orgii Olgekleme bagmtilarinin dogrulugunu test
etmektir. Creutz “cellular automaton™ ile yapilan diger ¢alismalarda demon
sayisi[81], “demon”un “bit” sayisi (“demon” enerji seviyesi sayis1)[56,69] ve
sistemin dengeye ulasmasi i¢in gecen adim sayisinin etkisi aragtirllmigtir. Bu
caligmalarda en yakin komsu spin etkilesmeleri dikkate alinmistir. Daha uzak komsu
spinler dikkate alinarak ve dis manyetik alan uygulanarak da[82] iki boyutlu Creutz

“cellular automaton” inda simiilasyonlar gerceklestirilmistir[83].
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2. TEORI
2.1. DLA Modelini Temel Alan Kiimelesme Modelleri
2.1.1. DLA modeline yiizey gerilimi katilmasi -1

Yiizey gerilimi ve difiizyon kontroliinde biiylime 6rnekleri sunlardir: asir1 sogumus
eriyikten biiylime, asir1 doymus c¢ozeltiden biiylime, besinli ortamda hiicre
topluluklarinin biiylimesi. Yiizey gerilimi, kiire yiizeyinin kiire hacmine oranini
kiictilterek yogun kiime olusturma egiliminde iken, diflizyon aga¢ goriiniimli kiime
olusturma egilimindedir. Olusmakta olan kiimenin ne sekil alacagini bu iki zit
egilimin farki belirlemektedir. Sadece difiizyon gbz Oniine alinir ve yiizey gerilimi
thmal edilirse, olusan kiime ¢ok dalli ve ¢ok seyrek goriiniimlii olur. Model, bir x

goziinlin dolma hizinin V(x) asagidaki ifadeye uygun oldugunu kabul etmektedir.

V(x)= 40— s(x)ln(x)Dlx. , ) @.1)

Bu ifadedeki terimlerin anlamlar1 sdyledir:

L, x dolu jse

S(x)

0, x bos ise (2.2)

n(x) : en yakin dolu komsularinin saysi

— n(g) : [84-87] daki ylizey geriliminin karsiligidir; yiizeyin egriligi ile orantilidir ve
sadece yiizeydeki gozlerden biiylimeye imkan verir.

D()_c; [, ): etkin diflizyon sabitidir. x merkezli, /, yarigapli bir bolgedeki dolu
gozlerin, x de sebep olduklar perdeleme etkisini belirtir.

A : birleme sabitidir. Kiimenin geometrisine etkisi yoktur.
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n(x) in kararli hale getirme etkisi ile D(g; [ D) nin kararsiz hale getirme (kararli hali
bozma) etkisi arasindaki ¢ekisme (zitlik), yiizey gerilimi ve difiizyon kontroliindeki
kiime biiylimesinde var olan zithgin benzeridir. 0,06 </, <10,0 (6rgii sabiti

cinsinden) ve 5000 > N > 1500 tanecikli kiimeler i¢in simiilasyonlar yapilmistir.

Tek bir cekirdekten biiyliyen kiimelerde, /,, nin aldigi degerlere gore kiimelerin
sekilleri farklilagmakta ve 7, ® 8 i¢in aga¢ goriiniimlii kiimeler olugsmaktadir. Ancak

fraktal boyut df ~ 2 olup, DLA kiimeleri i¢in hesaplanmis degerden, df = 1,66,[2,3]
biiylktiir[88].

2.1.2. DLA modeline yiizey gerilimi katilmasi -2

Katilasma sirasinda olusan desenleri elde etmek tizere DLA modeli iizerinde
genellestirmeler yapilmaktadir. Tek bir cekirdekten biiyliyen iki boyutlu kiimeler
once daire seklinde iken daha sonra dalli bliylimeye geg¢is yapmaktadir. Anizotropik
ylizey geriliminin etkileri incelenmektedir; bunun i¢in taneciklerin yapisma
ihtimaliyetlerinin, arayiizeyin bolgesel yoOnelimine bagli olarak degistigi kabul
edilmektedir. Tercihli rasgele yiirliylis yapan taneciklerin birikmesi yolu ile yonlii
katilagmanin simiilasyonu yapilmaktadir. Yonlii katilagma deneylerinin temel
ozellikleri hesaba katildiginda dogrusal olarak kararli desenler elde edilmektedir.

Simiilasyonlar sonucunda elde edilen desenler deneylerdekilere c¢ok benzerlik

gostermektedir.

Model asagida verilmektedir:

Katilagsma cephesinin hareketini difiizyon alani u(x,t) tayin eder, eger araylizeyin
yavas ilerledigi farz edilirse Vzu(x,t) denklemini saglar. Yiizeyden ¢ok uzaklarda
harekete gecen bir tanecigin rasgele yiirliyerek x noktasina t aninda varma ihtimali,
yukaridaki denkleme, denklem x ve t nin kesikli degerler almasina uygun olarak
diizenlendiginde uymaktadir[2,3]. Bu denklemin arayiizey sicakligi Tiy ile erime

sicaklig1 Ty arasindaki GibbsThomson bagintisi,
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L, = TM( ——j (2.3)

dikkate almarak ¢oziilmesi gerekir. Bu ifadede y yiizey gerilimini, K arayiizeyin
bolgesel egriligini, H’da erime 1s1sim1 gostermektedir. Bu sartin etkilerini géz oniine
alabilmek i¢in DLA’da su degisiklik yapilmaktadir: Kiime yiizeyine yapisma
ihtimaliyeti arayiizeyin bolgesel egriligine baglidir. Gibbs-Thomson bagintisina gore,
K > 0 ise Tinx < Tm olur ve yerel sicaklik azalma egilimine geger. Bu etki yerel
bliyiime hizim1 azaltir (biiylimeyi yavaslatir). Yiizey geriliminin bu kararli hale
getirme Ozelligini hesaba katmak icin yapisma ihtimaliyeti diye bir nicelik
tanimlanmaktadir; K > 0 olan yerlerde yapisma ihtimaliyeti daha kiiciiktiir ve kiime
bu yerlerde daha yavas biiyiir. Yiizeyde bir x noktasindaki yerel egriligin dl¢iisii

olarak x merkezli (LxL) alanli bolgedeki kiimeye ait tanecik sayist N,

kullanilmaktadir. n, :% ve n, =

olmak iizere (n, —n,), ortalama yerel
egriligin yaklasik degeri olarak almabilir; n,, bir tanecigin yiizeye dokundugu x
noktasindaki diiz arayiizeye karsiliktir. Yapigsma ihtimaliyetinin egrilige bagimliligi
i¢cin

p(n): A(n—n0 +B) (2.4)

ifadesi kullanilabilir; n, arayiizeye varigs yerini c¢evreleyen bir kutu igindeki
normallestirilmis tanecik sayist olup, egrilik K bununla temsil edilmektedir. Gibbs -

Thomson bagintisi ile bu ifade iliskilendirilirse,

B=T, (2.5)

(2.6)

SRS
SuI R

(2.7)

—
S
(=1
|
S
SN
Il
~
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oldugu goriiliir. A veya B’yi degistirerek diizensiz fraktal biliylimeden kar tanesi

goriiniimlii biiylimeye gecis yapilabilir. Modelin kurallar1 6zetle sunlardir:

1. Tanecikler DLA daki gibi rasgele yiirtir.

2. Taneciklerin biiyiimekte olan kiime ylizeyine yapisma ihtimali arayiizeyin
egriligine baghdir.

3. Tanecik, en yakin komsu sayist en fazla olan (potansiyel enerjisi en diisiik olan)
bir konumda kararli duruma gelir.

Bu model ile [88]’deki model arasindaki farklilik arayiizeydeki yerel egriligin hesaba
katilma tarzindan kaynaklanmaktadir. [88]’da ylizeydeki bir bos gdze bir tanecigin
yerlesme ihtimali, o géziin en yakin dolu komsularinin sayisi ile orantilidir. Buradaki
modelde ise, bu yerlesme ithtimalini bulmak i¢in bu goézii merkez kabul eden (LxL)

tane goz kontrol edilerek dolu gozlerin sayisi N elde edilmektedir[89].

2.1.3. Tanecikler arasinda dipol etkilesmesi var iken kiimelesme

DLA modeli temel alinarak tanecikler arasinda dipol (iki kutuplu) etkilesmesi (uzun
menzillidir) var iken kiimelesme incelenmektedir. iki kutuplu etkilesmesi manyetik
tirden alinarak iki ve {i¢ boyutlu uzaylarda simiilasyonlar yapilmaktadir. Model
asagida aciklanmaktadir: Iki dipol arasindaki etkilesme enerjisi hem aralarmdaki

uzakliga hem de birbirine gore yonelmelerine baghdir. g =g u bir tanecigin

manyetik dipol momenti ve u,z yoOniinde birim vektor olmak {izere etkilesme

enerjisi,
U, = p’u, (2.8)
u; = [ZZZ _3(;5125)/ ry J/ Ty (2.9)

r,ve r; , i-nci ve j-inci dipollerin (dipol momentli taneciklerin) konumlari, u,

boyutsuz dipol enerjisi ve Z = ;_f; —17]. dir. Taneciklerin rasgele yiiriiytisleri kiimedeki
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taneciklerin uyguladiklar1 kuvvetlerden dolay1 etkilenir. Bu 6zellik soyle hesaba

—

katilmaktadir. Tanecik sayist (n-1) olan ve her bir tanecigi r, =12,,n-1

konumlarinda bulunan bir kiimeye, kiimelesmenin bir aninda », konumunda bulunan

bir tanecik (n-inci tanecik) rasgele yiirliylis yaparak geliyor olsun. Bu tanecigin

kiimenin tanecikleri ile etkilesme enerjisinin toplam degeri

(n-1)
up =y U, (2.10)
i=1

dir. Tanecik Brown hareketi (rasgele hareket) yaparak ve her adimda tanecik ¢ap1 (d)
kadar ve rasgele segilen yonde giderek bir Z konumuna gelsin. Bu sirada tanecik
dipol momentinin (;) yonii degismemekte ve enerjisinde Awu, =u, —u, kadar bir
degisme olmaktadir. Eger Au, <0 ise, bu hareket gecerli kabul edilir. Eger Au, >0

ise, hareket

P=e k) 2.11)

thtimali ile gecerli kabul edilir. Buradaki K parametresi yliriiyen tanecigin sahip

oldugu dipol etkilesme enerjisi ile 1s1 enerjisi arasindaki ¢cekismenin bir 6l¢iistidiir:

3
dkyT (2.12)

K™ =0 u¢ durumunda, eger tanecigin enerjisi sadece dipol etkilesme enerjisine
indirgeniyor ise tanecigin hareketi gecerli kabul edilir. K~ — o u¢ durumunda
tanecigin biitiin hareketleri kabul edilir, yani tanecik sadece rasgele yiiriiyiis (Brown

hareketi) yapar ve model temel DLA modeline indirgenir[90].
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2.1.4. iki boyutlu uzayda uzun menzili ¢ekici etkilesmelerin etkisinde biiyiime

DLA modeli temel almmarak tanecikler arast uzun menzilli gekici
u(r): p/retkilesme potansiyeline gore tanecik kiimelesmesi incelenmektedir.
Simiilasyonlar {iggen oOrglide yapilmakta ve bdylece anizotropi goz Oniine
almmaktadir. Asagida tanimlanmakta olan model, p—>0 veya o —>o ug
durumlarinda DLA modeline, siirekli ortam u¢ durumunda ise Smoluchowski

denklemine doniismektedir. Modelin kurallar1 sunlardir:

1. Cekirdek orgii merkezinde bulunmaktadir.

2. Ig yarigapi, kiimeyi igine alan en kiigiik gemberin yarigapt 7, olmak {izere,

4 5 .
Ve = Ero ve dis yaricap1 da r,, = Ero olan bir bolge tanimlanmaktadir

3. Yukarida sozii edilen bolgede rasgele bir 6rgii noktast (i, j) segilip, sonsuzdan bir
tanecik bu noktaya atlatilmaktadir; bu sirada tanecigin enerjisinde kiime tanecikleri

ile etkilesmesinden dolay1 AU kadar degisme olur.

- P
AU=U, =% "~ 2.13)
k=t Ty x
Bu atlama,
1 1
P(AU) :E(l—tanh(zAUD (2.14)

Glauber ihtimaliyetine gore gerceklesir ya da gerceklesmez.

4. Tanecik (i,j) noktasindan en yakinindaki bos 6rgii noktasina (/,m) atlar, bu sirada

enerjisinde AU=U, -U; kadar degisme olur. Bu atlama da Glauber ihtimaliyetine

gore gerceklesir ya da gergeklesmez.
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5. Yukaridaki adim, tanecik biiyiime noktasindan 27, uzakligina ulasana kadar

yinelenir.

6. Tanecik 2r, uzakligina ulastiginda ihmal edilerek simiilasyon 3. adimdan yeniden
baslatilir; eger biiylime noktasina ulagsmigsa oraya yerlestirilir ve 7, igin yeni deger

hesaplanarak 2.adimdan simiilasyona devam edilir.

DLA’da olusturulan kiime yapisindan, bu temel yapmin en ince alti dalli olanina

kadar kiimeler olusturulabilmektedir[91].
2.2. Cok Boyutlu Uzaylarda DLA Modeli

DLA modeli kullanilarak uzay boyutu 2 <d <6 aralifinda olmak {izere kare gozlii
orgiilerde kiime simiilasyonlar1 yapilmaktadir. 2 ve 3 boyutlu uzaylarda ayrica
Orgiisiiz simiilasyonlar yapilmaktadir. Yapigma ihtimaliyeti (s) degistirilerek yapilan
simiilasyonlar, kiiclik s degerlerine dogru daha yogun kiimeler vermekte fakat

0,1<s<1 araligindaki degerler igin fraktal boyut degismemektedir. Orgiisiiz

simiilasyonlar da aymi sonucu vermektedir. Simiilasyon yapilan biitiin boyutlarda

(2<d<6)gegerliolan d, = % ifadesi saglanmaktadir.

2.3. Difiizyonla Simirh Tanecik Kiimelesme Algoritmasi

Diflizyon ile smirli tanecik kiimelesme (DLA) modelinde L dogrusal boyutlu bir
kapal1 kare orgii ve yerlesecegi tahmin edilen parcacik (tanecik) sayisi belirlenir. Bu
orgli igerisinde taneciklerin etrafinda kiimelesecegi tohum (cekirdek) tanecik,
koordinatlar1 keyfi olarak belirlenen bir goze (hiicreye) yerlestirilir. Kare orgiiniin
kenarlarindaki goz sayisi 4L ve orgiiniin toplam goz sayist L* 'dir. Bilgisayar 0,001
ile 0,999 arasinda rasgele sayilar (R) iiretir. Tanecigin harekete baslayacagi gozii
bulmak i¢in, / = 4.R.L hesaplanir, / i¢in elde edilen degerin tamsay1 kismi alinarak
tanecigin harekete baglayacagi kenar goz elde edilmis olur. Tanecigin ilerleyecegi

sonraki gozii bulmak i¢in tekrar bir rasgele say1 iiretilir. Eger saymin degeri 0,001 ile
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0,249 arasinda ise tanecik bir géz asagi(4), 0,250 ile 0,499 arasinda ise bir goz
yukari(1), 0,500 ile 0,749 arasinda ise bir géz saga(2), 0,750 ile 0,999 arasinda ise bir
g6z sola(3) taginir. (Sekil 2.1). Kapali kare 6rgiiniin koordinatlar1 (i,j) olan gdziinde

bir tanecik varsa, ise tanecigin koordinatlar1 (i,j+1), ise 0,250 < R <0,499 (i,-1),
0,500 < R<0,7491se (i+1 ,j), 0,750< R <0,999ise (i-1,j) olacaktir. Bu iglemler

kiime Onerilen tanecik sayisina ulagincaya kadar tekrarlanir.

{ YUKARI() |

e BN

scn.(:s;-:'_.— -® —aE,-SAG(zl

ASAGI4)

Sekil 2.1. Bir tanecigin gidebilecegi komsu gozler.

Harekete baslatilan ve rasgele yliriitiilen tanecik, merkezi tanecigin (¢ekirdek) bir
komsu goziine ulasincaya kadar yiirliylisiine devam ettirilir ve tanecik kiimenin bir
eleman1 olur. Eger herhangi bir tanecik, hareketi esnasinda kapali 6rgiiniin sinirlar
disina ¢ikarsa, o tanecik ihmal edilerek yeni bir tane Onerilir. Bu islem, kiime

Onceden belirlenen tanecik sayisina ulagincaya kadar devam eder[92].

Sistemde bulunan tanecikler hi¢bir yonii tercih etmeksizin sicaklik etkisi ile siirekli
hareket halindedir. Brown hareketi olarak isimlendirilen taneciklerin bu hareketi
difiizyon ile smirli oldugu i¢cin Monte Carlo yontemi ile dogrudan incelenebilir

(Sekil 2.2).

Ortamdaki sicaklik degisimi taneciklerin ortalama serbest yollarinin biiyiikliglini
etkiler. Taneciklerin birbirlerine yapisma olasiligt P, ortamin sicakligi ile dogru
orantilidir. Sicakligin azalmasi, taneciklerin ortalama serbest yollarini biiyiitiir ve
tanecikler, kiime sagaklarinin (dallarinin), arasindaki i¢ bolgelere kadar ulasarak
yapisir ve dallarin kalinlig1 artar. Bunun sonucu olarak, tanecik kiimeleri daha siki ve

yogun bir goriinlim kazanir.
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Sekil 2.2. iki boyutlu kare 6rgiide iki farkl tanecigin rasgele hareket yaparak
izledikleri yoriingeler.
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2.3.1. Difiizyonla sinirh tanecik kiimelesme algoritmasi icin akis semasi

BASLA

ORGU BOYUTU
TANECIK SAYISI
BASLAMA NOKTASI

v
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< TANECIK <

¥

TANECIGIN HAREKETE BASLAMA NOKTASI

BASLAMA NOKTASINI RASGELE
BELIRLE KOORDINATLAR
(xy)

»&(_ (X,Y) YORUME

ETRAFINI KONTROL
ET H | RASGELE YON
BELIRLE

P, DEGERINE GORE

E
KOMSU TANECIGE
YAPIS YA DA YAPISMA
Py <RASGELE
ORGUDEKI GOZLERE
NOKTALARI YERLESTIR.
i 7

ORGU(X,Y)=1
TANECIK EKLE

Y

( TANECIK \
4

Sekil 2.3 Difiizyon ile sinirli tanecik kiimelesme algoritmasi igin akis semasi
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2.4. Evrensellik

Kritik olaylarda gozlenen, bir niceligin kuvveti seklindeki davraniglarin en ¢arpici
Ozelliklerinden birisi evrenselligidir. Yani, Hamilton islemcisinin mikroskobik
ayrintilardan bagimsiz olmasidir. Bu davranig, mikroskobik etkilesmelerin hiikiim
siirdiigli olceklere gore cok daha biiylik Olceklerde korelasyonlarin olustugu
durumlarda beklenmeyen bir davranis degildir. DLA i¢in de bu davranisin gegerli
olmasi gerektigi, kare ve iicgen orgiilerde ve Orgiisiiz simiilasyonlarda fraktal boyut
(d,) i¢in aym degerin hesaplanmasindan anlasilmaktadir{93]. Evrenselligin bir
ikinci yani, dallanarak biiylimenin incelenme tarzi[84-87,94,95] ile karsilagtirilarak

asagida incelenmektedir: Gergek bir dallanarak biiyliyen kiimenin biiyliime ucunun

(tomurcuk) yaricapini, Gibbs -Thomson sinir sartindaki

,=IK 2.15)

kilcal damar (boru) uzunlugu I' belirler; K, ylizeyin yerel egriligidir. DLA da rasgele
ylirliyen tanecik kiimenin c¢evresine ait bir géze geldiginde mutlaka kiimeye
yapigsmaktadir (yapigsma ihtimali s =1). Bu durum DLA kiimelerinde yiizey
geriliminin sifir oldugunu, dolayisi ile de yiizeyde sabit bir dagitma alan1 oldugunu
gostermektedir. Bu probleme ¢oziim olarak, rasgele yiirliyen tanecigin kiimeye
yapisma ihtimalinin s<1 oldugu kabul edilmektedir; bu difiizyon denklemine bir
uzunluk parametresi getirmektedir. Bu parametrenin DLA’da nasil bir degisiklik

yaptigini anlamak igin bir boyutlu uzayda asagidaki analiz yapilmaktadir:

ull,k+1)=(1 —s)u(@,k)+%u(2],k) (2.16)

u(@,k+1)= %u(l,k) (2.17)
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Bu ifadelerdeki 6 kiime ¢evresine ait bir gozii, / ve 2/ de bos uzay1 belirtmektedir.
Kararli hal s6z konusu ise k’ya bagimliligi kaldirarak Es. 2.16 ve 2.17

esitliklerinden,
su(l)=u(21)—u(l) (2.18)

bulunur. Siirekli ortamlar i¢in de

A

su|  =1nNusu (2.19)

S S

elde edilir. u’nun logaritmik tiirevinin yiizeydeki degeri yeni bir uzunluk dlgegi verir:

a=L (2.20)

Bu uzunluk 6lgegi istenildigi gibi ayarlanabilir. A, alisagelmis incelemelerdeki kilcal
damar (boru) uzunlugu gorevini iistlenmektedir. Daha 6nce elektrostatik ile yapilmis

olan benzerlikten yararlanarak Es. 2.19 esitligi yeniden yorumlanabilir. Bir kiire

yiizeyi diistinelim; 4 << R ise, §u|Y =u_, /R olur ve A i¢in birinci mertebeden
ul =u,A/R (2.21)

yazilabilir; bu da Es. 2.15 esitliginde ki sart ile ayn1 yapidadir. Es. 2.19 esitliginin ne
ifade ettigini ortaya koymak i¢in, yukaridaki yeni sinir sart1 kullanilarak kararlilik

analizi yeniden yapilirsa iki boyutlu uzayda su ifadeler elde edilir:

ds, _(m-1)5,4 2.22)
dt  R(R+mA) '
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(2.23)

A >>£ i¢in % esitligindeki degerine gore ihmal edilecek kadar kiigiiktiir;
m

alisilagelmis dallanarak biiylime durumundaki gibi isaret degistirmez, fakat R<A ise,
m ne olursa olsun sekil bozukluklari, zaman ilerledik¢e R’ye gore daha da biiyiimek
yerine daha da kiiciiliir. R<A i¢in DLA’ya sebep olan kararsizlik bastirildigindan,
DLA yogunlugunun R <A mesafelerinde sabit olmasi gerekir. Daha biiyiik R i¢in,
kararsizliklar yine mevcuttur ve temel DLA modelindeki gibi dallanan kiimeler

olusmasi gerekir. Ayni sonuglar {i¢ boyutlu uzayda da gegerlidir.
2.5. Ising Modelin Teorisi

Ising model ferromanyetik metallerin termodinamik 06zelliklerini incelemek igin
kurulmus bir modeldir. Bilindigi gibi ferromanyetik metallerde (Fe,Ni gibi), dis
manyetik alanin olmadig1 durumlarda bile Curie sicakligindan diisiik sicakliklarda
kendiliginden miknatislanma olugsmaktadir. Metalin sicakligi Curie sicakliginin
iistiinde ise sifir olmaktadir(Sekil 2.4). Diger taraftan Curie sicakligina her iki
taraftan yaklasildiginda ferromanyetik metalin 6zisist ve manyetik alinganlig

rraksamaktadir.

IMI

0 T

Sekil 2.4. H=0 da kendiliginden manyetizasyonun IMI nin sicaklikla degisimi
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Ising modelde incelenen sistemin 6rgii konumlar1 adi verilen N tane sabit noktadan
olusan n-boyutlu bir &rgiidiir. Orgiiniin geometrik yapis1 iki boyutta kare veya
licgen, lic boyutta kiibik veya hekzogonal ve dort boyutta ise basit hiperkiibik
olabilir. Her bir 6rgli konumuna , +1 veya -1 degerlerinden birisini alabilen s;
(1=1,2,...N) spin degiskeni takilmistir. Sistemde bundan bagka degisken yoktur. Eger
si=t+1 ise 1.konumun spin yukart durumda oldugu ve s;=-1 ise spin asag1 konumda

oldugu soylenir. Verilen bir {sl. }kﬁmesi biitiin sistemin konfigiirasyonu ve {si} ile

belirtilen konfiglirasyona sahip olan bir sistemin enerjisi asagidaki gibi

tanimlanmaktadir.
N

E, ==Y Js;5,—H) s, (2.24)
i=1

Burada I alt indisi Ising enerjiyi,<ij> en yakin komsu spin ¢iftleri lizerinden toplami
gostermektedir. Iki boyutta kare 6rgii igin Sekil 2.5’de goriildiigii gibi bir spin dort en
yakin komsu spine sahiptir. <ij> iizerinden toplam 2N terim ihtiva etmektedir. Jj;

etkilesme enerjisi ve H dis manyetik alan sabit olarak verilmektedir.

OSiti
O O O
Sij-1 Sij Sij+
OSi-1

Sekil 2.5. Iki boyutlu kare 6rgii i¢in en yakin komsu spinler

[zotropik etkilesmelerin oldugu durumda J;=J alimmakta ve J>0 oldugu durum

ferromanyetizmaya, J<O oldugu durum ise antiferromanyetizmaya karsilik
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gelmektedir. Ising modelde biitlin termodinamik fonksiyonlar, E; enerjili bir sistemin

agirlik fonksiyonu asagidaki sekildedir.

Z(H,T)=) > > e (2.25)

Burada her bir s; spin degiskeni bagimsiz olarak +1 degerleri alabildiginden,
yukaridaki toplam 2" teriminden olusmaktadir. Termodinamik nicelikler genel olarak

spin bagina serbest enerjiden elde edilmektedir.
f(H,T)y=-kTN 'logZ,(H,T) (2.26)

Bu serbest enerjiye bagli olarak spin basina termodinamik nicelikler asagidaki

sekilde tanimlanmaktadir[25,34].

_ g 9 S

U,(H,T)=—-kT e kT) (2.27)

oU,

C,(H,T)= e (2.28)
__ 0. f

M(H,T)= aH( T (2.29)
oM

X(H,T)= H (2.30)

Burada Uj i¢ enerji, C; 6z 1s1, M diizen parametresi ve y manyetik alinganliktir. Dig
manyetik alan H=0 oldugu durumda M(0,T) niceligi kendiliginden miknatislanma
veya diizen parametresi olarak adlandirilmaktadir. Ferromanyetik sistemlerde
M(0,T) sifirdan farklidir. Bu calismada J>0 hali yani ferromanyetizma ve dis
manyetik alan H’nin sifir oldugu durum goz Oniine alinmaktadir. Ising modelin

analitik ¢6ziimii i¢in iki yaklastirma mevcuttur, bunlardan ilki Bragg-Williams ve



27

ikincisi Bethe-Peierles yaklasimlar1 olarak bilinmektedir[25]. 1ki boyutta Ising
modelin tam ¢oziimii ise Onsegar tarafindan gerceklestirilmistir[36]. Ising modelin
¢ozlimi, ikili alasim ve o6rgli gaz1 modelleri uygun parametre se¢imi sonucunda Ising
modele 6zdes modeller olarak incelenebildiginden oldukc¢a énemlidir. Ornegin 6rgii

gaz1 modeli i¢in hamiltonyen agagidaki gibi verilmektedir.
—H:VZninj +y2ni (2.31)
(i.7) i

Burada V oOrgii hiicrelerine yerlesmis atomlar arasindaki potansiyel enerji ve p
kimyasal potansiyeldir. n; i-inci hiicrenin dolu veya bos olmasina bagl olarak sirasi
ile 0 veya 1 degerlerini alabilmektedir. Ising modeldeki spin degiskeni si=zx 1

degerlerini alabildiginden s, =2n, —1 veya n, = (s, +1) yazmak miimkiindiir. Bu

durumda 6rgili gaz1 i¢in verilen hamiltonyen spin degisikligine bagl olarak,

-H=V lSisj +Vzl(si +Sj)+/uzlsi +C (2:32)
4 ik T2

sekilde yazilabilir. Bu ifadede C, s; den bagimsiz bir sabittir. q her bir kiirenin bag

say1si (her bir hiicre q en yakin komsuya sahiptir.) olmak tizere,

<Z>(sl. +s;)= qul. (2.33)

dir ve toplam Es. 2.32’de kullanilacak olursa ,

-H=V %sisj+%(qV+2,u)ZS,~+C (2.34)
(i.7) !
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elde edilir. Sonug¢ olarak, Ising modeldeki parametreler s;=2n;-1, j=V/4

ve H =(gV +2u)/4 seklinde alinarak, 6rgli gazt modeli Ising modele 6zdes hale
getirilebilmektedir[33].

2.5.1. Statik kritik olay ve statik kritik iisler

Kritik olay deyimi ikinci derece faz gegisi yapan bir sistem i¢in termodinamik
niceliklerin kritik sicaklik T, yakinlarindaki davraniglarina karsilik gelmektedir.
Kritik sicakligin her iki tarafinda iki faz farki uzaysal simetrilere sahiptir. Kritik
sicakligin iistlinde miknatislanma sifirdir. Sistem donme simetrisine sahiptir. Kritik
sicakligin altinda kendiliginden miknatislanma olusur ve miknatislanma vektorii
uzayda tercihli bir dogrultuya sahiptir. Bu durum donme simetrisini bozmaktadir. Bir
simetrinin varlig1 veya yoklugundan dolayi iki faz, kritik noktadaki siireksizliginden
dolay1, termodinamik niceliklere karsilhik gelen farkli fonksiyonlar ile
tanimlanabilmektedir. Simetrinin bozulmas1 yiiziinden disiik sicaklik fazini
tanimlamak i¢in yeni bir parametre gerekmektedir. Bu parametre diizen parametresi
olarak adlandirilmaktadir ve M ile gosterilmektedir. Herhangi bir sistem i¢in bu
parametre rahatlikla Olciilebilen yaygin bir termodinamik degisken olarak

adlandirilmaktadir. Ferromanyetizma i¢in M miknatislanma vektoriidiir.

Kritik noktadaki degisik olgiilebilen niceliklerin siireksizlikleri farkli kritik tsler ile
tanimlanmaktadir. Bu tsler dig bir manyetik alan H’nin sifir oldugu durumlarda alt1
tanedir. Bunlar o, B, 7, n, v ve p seklinde Grek alfabesindeki harflerle
gosterilmektedir[33].

Kendiliginden miknatislanma M. manvetik alinganlik ¥y ve 06zis1 C’nin sicaklik

bagimliliklar

Kritik sicaklik T, civarinda termodinamik niceliklerin davranisi asagida tanimlanan

indirgenmis sicaklik 7’ye bagli olarak incelenmektedir.
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f=t_te (2.35)

t—0 limitinde, herhangi bir termodinamik nicelik sonlu olan diizenli bir kisim ve

iraksayan “singular” bir kisima ayrilabilmektedir. “Singular” kisimlarin t’nin bir

e

kuvveti ile orantili olarak degistigi kabul edilmektedir. Bu kuvvetler genel olarak

kesirlidir.
Termodinamik niceliklerden kendiliginden miknatislanma (diizen parametresi) M,dis
manyetik alan olmadigi durumda, kritik sicakligin altinda T’nin azalan bir

fonksiyonudur ve T.’de sifirdir. T’nin T, ye ¢ok yaklastig1 durumlar i¢in M asagida

verilen bir kuvvet kanununa uygun olarak degismektedir.

MO~ t7 100
M@O,T)~(-t)» 50" (2.36)

Burada S ve S kendiliginden miknatislanma kritik {isleri olarak adlandiriimakta ve

onlarin degerleri iki boyutlu Ising model igin S =1/8 ve B =7/8 olarak
verilmektedir[25,33].

D1s manyetik alanin varliginda ¢ = 0 i¢in hal denklemi,

Ml (2.37)

seklindedir. Burada ¢ bir diger kritik iistiir, ancak bu ¢alismada dis manyetik alanin

(H=0) sifir oldugu durum incelendiginden ele alinmayacaktir.
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Sicaklik T, kritik sicaklik T.’ye c¢ok yaklastiginda manyetik alinganlik y

raksamaktadir. Manyetik alinganligin kritikteki iraksayan davramsi y ve y kritik

usleri ile karakterize edilmektedir.

kTy(0,T) ~ t” t—0"

kTy(0,T) ~ ¢ t—>0 (2.38)

Burada y = y ’diir ve her iki haldeki orant1 katsayilar1 birbirinden farklidir. Manyetik

alinganlik kritik iissii icin teorik olarak y = ' =7/4 degeri verilmektedir[25,33].

D1s manyetik alanin yoklugunda 6z 1s1 C, kritik sicakliginda singiiler bir davranis

gostermektedir. Bu durum « , o kritik iisleri ile karakterize edilebilmektedir.

C(0,T)~t“ +b"* t—0°

C0,T)~ (£)“ +b" t >0 (2.39)

Burada b* bir diizeltme terimidir. Oz 1s1 kritik iisleri a ve o birbirine esittir ve 6z 1s1
icinde oranti sabitleri farklidir. Bu kritik {is teorik olarak a=0 (log) degeri ile
verilmektedir[25,33,96]. o =0(log) olmasi 6z 1smin singililer olmayan bir kisma
sahip olmasindan kaynaklanmaktadir. Oz 1s1 buna ragmen ¢=0’da sonlu bir
stireksizlige sahiptir. Buraya kadar verilmis olan tanimlarda singiiler davranisin kritik

sicakliga asagidan veya yukaridan yaklasilsa da ayni tipte oldugu kabul edilmektedir.
2.6. Spin-spin Ilgilesim Fonksiyonu g(r)

n ve v kritik isleri korelasyon fonksiyonu ile ilgili kritik iislerdir. Bir spin

sisteminde 1. ve j. spinler arasindaki korelasyon asagidaki ifade ile

verilmektedir[33,97].
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8jj :<Sisj>_<si><sj> (2.40)

Oteleme altinda degismez sistemler igin g, =8, (rij) dir ve sadece i. ve j. spinler

arasindaki vektor mesafe r;;’ye bagli olarak degismektedir. Kritik sicakliktan
yeterince biiylik sicakliklarda g(r)’nin biiyiik r ler i¢in sifira {istel olarak bozunmasi

beklenmektedir[25].
g(r) et (2.41)

Kuvvet kanununa uygun olarak t=0’da p=d-2+m dir. Korelasyon fonksiyonunun

sonsuz orgii i¢cin T>T¢ sicaklik bolgesinde gecerli tam ifade Kadonoff tarafindan

verilmistir[97].
r, _% 3
a(r)=c (%j 2% (2.42)

Bu ifadedeki & korelasyon uzunlugudur ve t’ye bagli olarak asagidaki sekilde

degismektedir.
E~e” t—>0" (2.43)
E~ () t—>0" (2.44)

Korelasyon uzunlugu kritik iisleri v ve ' birbirine esittir. Iki boyutlu Ising model
icin onlarin degeri 1 olarak verilmektedir[98]. Diger taraftan T=T. ‘de korelasyon

fonksiyonu iki boyutlu 6rgiiler i¢in sadece r’nin bir kuvveti ile bozunmaktadir.

glr)~r” (2.45)

Bu ifadedeki r’nin kuvveti bir diger kritik stiir. Teorik olarak n=1/4 dir.
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2.7. Sonlu Orgii Olgekleme Teorisi

Adindan da anlasilabilecegi gibi dlgekleme teorisi uzunluk 6l¢eginin degisimine
bagli olarak farkli niceliklerde olusan degisimlerle ilgilidir. Boyutlu bir niceligin
degeri, standart degistiginde degeri degisecek sekilde, standart bir birim uzunluga
bagl olarak ifade edilebilir. Bu yiizden boyutsuz bir nicelik, boyutlu nicelikler
boyuta bagli olarak degistiginden, degismez olacaktir. Termodinamik fonksiyonlarla
ilgili 6nemli Slgekleme kanunlari, sistemin kritik nokta yakinlarinda olmasi ve &
korelasyon uzunlugunun biitiin diger uzunluklarin ona bagl olarak ol¢iilebildigi

sistemin karakteristik bir uzunlugu olmasi gibi kabullerden ¢ikarilabilmektedir.
2.8. Boyut Analizi

Olgekleme hipotezini olusturmanin bir yolu, boyut niceliginin kritik nokta civarinda
£ ile orantih oldugunu kabul etmektir. Bu durumda termodinamik niceliklerin

boyutlari, karakteristik uzunluk &’a bagl olarak tanimlanabilmektedir. F/kT boyutsuz

serbest enerjisi olmak iizere f£=F/kTV (uzunluk)® boyutundadur.

[r]=1" (2.46)

Kritik noktada korelasyon fonksiyonunun tanimindan, onun boyutu asagidaki sekilde

verilmektedir.

[e(0)]=L7"" (2.47)

Tanim geregi korelasyon fonksiyonu <m(0)>2 ile ayn1 boyuta sahiptir. Buna bagh

olarak kendiliginden miknatislanmanin boyutu,

[M/v]= 1G4 (2.48)
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olarak tanimlanmaktadir. Dalgalanma-dagilma teoreminden manyetik alinganligin

boyutu asagidaki sekilde verilmektedir.
[kTy]=L*" (2.49)
Diger taraftan dis alanin boyutu M = —0F /0H ifadesinden;

[H/kT]=[f)/[M V]
veya

[H /kT]= L2+ (2.50)
seklinde elde edilmektedir.

Eger bu ifadelerde L uzunlugu & korelasyon uzunlugu ile degistirilip, korelasyon
uzunlugu i¢in & ~ ¢ bagintisi kullanilacak olursa biitiin kritik isleri tanimlamak

miimkiindiir. Ornegin 6z 1s1 g6z Oniine alinacak olursa;

0'F
oT*

C=-T (2.51)

ifadesinde serbest enerji icin f ~ & ~&" iliskisi kullamldiginda 6z 1smin kritik

sicaklik civarindaki davranisi belirlenebilmektedir.

C~ e (2.52)
Esitlik (2.39) ve esitlik (2.52) karsilastirildiginda 6zis1 kritik {issii o ve benzer
islemler yapildiginda diger statik kritik {sler icin asagidaki ifadeler elde

edilmektedir.

a=2-vd (2.53)
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y=v(2-7) (2.54)
p=-v(2-d-n)/2 (2.55)
B=v(2+d-n)/2 (2.56)

Bu ifadeler sirasiyla Josephson, Fisher, Rushbrooke ve Widom kanunlari olarak

bilinmektedir[25].
2.9 Termodinamik Nicelikler I¢in Sonlu Orgii Olcekleme Bagintilar:

Daha oOncede verildigi gibi olgekleme teorisi, korelasyon uzunlugunun ¢=0
komsgulugundaki bir sistem i¢in tek karakteristik uzunluk oldugunu kabul etmektedir.
Korelasyon uzunlugu deneysel olarak ¢=0’da yani kritik sicaklikta iraksar. Bu
sonu¢ sistemin ¢ = 0’da karakteristik bir uzunluga sahip olmadigin1 ve korelasyon
uzunlugunun oOlgekleme doniisiimii altinda degismez oldugunu gosterir. Diger
taraftan eger sistemin bir kismi orijinal sistem kadar biiyiitiildiigiinde orijinal sistem
ve biylitlilmiis sistem atasinda bir fark goriilmiiyorsa, bu durumda sistem Ol¢ek
doniigiimii altinda degismezdir. Daha kesin olarak termodinamik fonksiyonlarin,
t =0’da korelasyon fonksiyonuna benzer olarak homojen fonksiyonlar olduklar
“Olcek-degismez” bir sistem tanimlamak mimkiindir. #=0’da korelasyon

fonksiyonu

glx)~x7? (2.57)

seklinde davranmaktadir. Burada p—2+7 g(x)’in boyutudur. Birim uzunluk bir b

faktorii ile arttifinda koordinat x — x'=x/b seklinde doniisiir. Bu koordinat

doniisiimii altinda korelasyon fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir.

g(x/b)=b"g(x) (2.58)
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Bu bir homojenlik kuralidir. Bu kurala bagli olarak homojen bir fonksiyon su sekilde

tanimlanmaktadir[25].

¥(q')=b"(q) q'=b"q (2.59)

Ising modeldeki biitiin termodinamik niceliklerin ona bagli olarak elde edildigi
hacim bagina serbest enerji gz Oniine alinacak olursa; serbest enerji yogunlugu
f=F/kTV d-boyutundadir. Bu yiizden serbest enerji f, “6l¢ek- degismez” bir sistemde

homojen bir fonksiyonla tanimlanabilir.

f(n,e)=b"f(h,t) (h=H/KT) (2.60)
veya
f(nt)=b"" £(p™"h,b"t) (2.61)

¢ korelasyon uzunlugu sistemin tek karakteristik uzunlugu oldugundan birim
uzunluktaki bir degisim korelasyon uzunluguna es deger bir degisime sebep

olacaktir. Serbest enerji fonksiyonu d-boyutunda oldugundan yukaridaki ifadenin sag

tarafindaki fonksiyon boyutsuz olmalidir. & ~¢™ ifadesi kullanildiginda D, =1/v
ve ayn1 mantikla h’nin boyutu hatirlanacak olursa D, = of/v sonucu elde edilir.

Serbest enerji i¢in elde edilen son ifadede bu sonuclar kullanilarak ve iki boyutlu
(LxL) kare orgii icin b=L alinarak sonlu o6rgii 6lgekleme teorisi icin serbest enerji

fonksiyonu,
fhe)= 12" (L7 h, 17 ) (2.62)

seklinde elde edilmektedir[25]. Burada

(2.63)
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dir. Sonsuz ve sonlu orgii kritik sicakliklar1 arasindaki fark,

L—>w (2.64)

olarak tamimlanmaktadir[96]. Bu olcekleme bagintisindaki L Orgilinlin  kenar
uzunlugu ve biitlin kritik tsler ise sonsuz 6rgii igin kritik lislerdir. Diger ilgilenilen
biitiin termodinamik nicelikler i¢in sonlu 6rgii dlcekleme bagimntilari, serbest enerji
icin verilen sonlu orgii dlgekleme bagmtisindan elde edilebilmektedir. Ornegin,

kendiliginden miknatislanma i¢in sonlu orgii 6lcekleme bagintist asagidaki sekilde

olusturulabilmektedir.
Mne)=-L
Oh
0 .4 3B1v /v
=——1L h, L't
Oh f( )
— _L—dLb‘ﬂ/va (265)

Burada X° =—f' tanim1 ve &fF icin Es. 2.56 kullanilacak olursa dis manyetik

alaninin varliginda kendiliginden miknatislanma igin sonlu 6rgii lgekleme bagintisi,
M(he)=L7" x° (17" h, L' &) (2.66)
seklinde elde edilmektedir. Bu ifade dis manyetik alanin olmadig1 (h=0) durumunda,
M= x(1") (2.67)

seklinde yazilabilmektedir. Diger taraftan manyetik alinganlik ve 6zis1 i¢in sonlu
orgii olgekleme bagintilari, h=0 da kendiliginden miknatislanma i¢in elde edilen

ifadeye benzer olarak,
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ky=L"Y"(L'""t) (2.68)
C=L1"Z7°(L""t) (2.69)

bagintilari ile verilmektedir. Burada £, ¥, @ ve v sonsuz orgii i¢in miknatislanma,
manyetik alinganlik, 6zis1 ve korelasyon uzunlugu i¢in statik kritik islerdir.
Yukaridaki sekil fonksiyonlarinmx =L'""¢ olmak iizere X degerleri i¢in Ax"™
seklinde degismeleri beklenmektedir. Bu fonksiyondaki A sonsuz 6rgii igin kritik
genlik ve w ise sekil fonksiyonun karsilik geldigi niceligin kritik tssiidiir. w,

kendiliginden miknatislanma i¢in £, manyetik alinganlik icin y ve 6zis1 i¢in «

dir[96].

Korelasyon fonksiyonu i¢in sonlu 6rgii 6lcekleme bagintisi iki degiskenli bir sekil

fonksiyonuna sahiptir[99].
g(rog) — L_zﬂ/VGO(L_ll",Ll/Vg) (270)

Bu fonksiyondaki yeni degisken, birim uzunluk L fakktorii ile arttiinda i. ve j.

spinler aras1 vektor mesafesinin » — r'=r/ L seklinde donilismesinin sonucudur.

Yukarida verilen sonlu 6rgii 6lgekleme bagintilarini T.(c0) ve T.(L) deki karsiliklari,
kritik iisleri belirlemek icin farkli iki yaklasim olarak ortaya ¢ikmaktadir. Sonlu 6rgii
Olgekleme bagintilarinda T=T.(0) alindiginda ¢#=0 oldugundan sekil
fonksiyonunun degiskeni x=0 olmaktadir. Bu yiizden sekil fonksiyonu sicakliga ve
orgii biiyiikliigiine bagli olmamakta, yani sicakligin ve orgii biiyiikliigiiniin sabit bir

fonksiyonu olmaktadir. Bu durumda sonlu 6rgii 6lgekleme bagintilar1 T= T.() i¢in
M~LP" (2.71)

KT (o) y ~L7" (2.72)
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C~L"" (2.73)

olarak elde edilmektedir. Diger taraftan T= T(L) i¢in sekil fonksiyonunun degiskeni
t icin verilen Es. 2.35’de T= T.(L) alindiginda, sabit olmaktadir. Bu durumda sonlu
orgii 6lgekleme bagintilar1 agagidaki gibi yazilabilmektedir.

KT (L) L ~ L7 (2.74)

Croae ~ L7 (2.75)

Sonlu o6rgii 6lgekleme teorisinin sonucu olarak buraya kadar verilen bagintilar, iki-
boyutlu Ising modeller i¢in termodinamik niceliklerin sonlu Grgiilerdeki

davraniglarindan sonsuz 6rgii davraniglarini belirleme imkani vermektedir.

2.10. “Cellular Automaton” Modeli

“Cellular  Automaton”lar tabii  sistemlere model olustururlar. “Cellular
Automaton”lar fiziksel sistemler i¢in matematiksel bir modeldir. Bu model
fizikte kullanilan geleneksel modellerden farkli bir yapiya sahiptir. “Cellular
Automaton”da uzay ve zaman kesikli degerlere sahiptir ve “Cellular
Automaton” (CA) sonsuza kadar genisletilebilen diizenli bir hiicreler 6rgiisiinden
olusur . Orgiiniin her bir hiicresinde kesikli degerler alabilen degiskenler yer
almaktadir. Bir “Cellular Automaton” hali bu hiicre degiskenlerinin degerleri ile
belirlenmektedir. “CA” kesikli zaman adimlarinda gelisir ve gelisim esnasinda bir
hiicre degiskeninin degeri bolgesel bir kural yardimiyla bir 6nceki zaman adiminda
ona komsu hiicrelerdeki degiskenlerin degerlerine bagli olarak olusmaktadir. Bir
hiicrenin komsular1 olarak, genellikle hiicrenin kendisi ve ona en yakin komsu
hiicreler alimmaktadir. Herhangi bir zaman adiminda tiim hiicre degiskenlerinin
degerleri 6zdes bir kural yardimi ile es zamanl olarak elde edilmektedir. Genel

olarak d-boyutlu bir “Cellular Automatonnin gelisimi i¢in periyodik sinir sarti
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kullanilmaktadir. Sonu¢ olarak herhangi bir fiziksel sistem i¢in “Cellular

Automaton” ile bir model olusturulurken;

i- Sistemin yapisina uygun diizenli bir 6rgii (iki boyutta kare , iiggen , ii¢ boyutta
kiibik , hekzegonal , dort boyutta hiper kiibik, vb.) segilir.

ii- Orgiiyii olusturan hiicrelerin sahip olabilecekleri hallere karsilik gelen degisken
veya degiskenler belirlenir.

iii- Hiicrelerin birbirleri ile etkilesme seklini ve gelisimi saglayan bir bolgesel kural

tanimlanir.

Bir ¢ok fiziksel problem bir “Cellular Automaton™ olarak incelenebilmektedir;
Dinamik Ising Model (kinetik enerji terimi ihtiva eden) ve diger orgii spin sistemleri
basit bir “Cellular Automaton” problemi olarak ele alinmaktadir[43]. Daha genel
olarak makroskobik seviyede her hiicre bir¢ok molekiil ihtiva eden bir bolgeyi temsil
edebilir ve onun degeri birkag¢ farkli miimkiin fazlardan ve kompozisyonlardan birini
temsi edebilir. “CA” bu sekliyle dogrusal olmayan kimyasal sistemler i¢in kesikli
modeller olarak kullanilmistir[100,101]. Dentritik kristallerin biiytimesi, gizli 1sinin
bolgesel olarak ortaya ¢ikmasi ile iliskili bolgesel biiylime yasagina sahip farkl
paketlerin toplanmasi ile tanimlanmakta ve boylece bir “cellular automaton” 6rnegi
olarak g6z Oniine alinabilmektedir[84]. Fiziksel problemlerin yani sira Biyoloji ve

Kimyadaki bir ¢ok problem “cellular automaton” olarak incelenebilmektedir[39].
2.10.1. Bir boyutlu cellular automaton kurallar:
Bir ve iki boyutlu orgiiler i¢in bir¢ok cellular automaton kuralt mevcuttur[39,43,46].

Bu kurallar etkilesmeye giren hiicrelerin sayisina ve pozisyonuna bagli olarak

isimlendirilmektedir. Bir boyutlu cellular automaton’da
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i i+1

t_|_1 at+1

i

Sekil 2.6. Bir boyutlu 6rgii i¢in (t+1) zaman adiminda i. hiicrenin en yakin komsulari

tic komsu hiicre vardir. Bunlar g6z oniine alinan hiicrenin bir 6nceki zaman adiminda
kendisi, sag1 ve solundaki hiicrelerdir (Sekil 2.6). Bir boyutlu “CA” larda 1.
pozisyondaki bir hiicrenin a; degeri, ona en yakin {i¢ komsu hiicrenin degerlerine
bagli olarak degismektedir. Bu ylizden bir hiicrenin bir sonraki zaman adiminda
degerini belirleyen bolgesel kural, en yakin {i¢ hiicre degerlerinin fonksiyonu olarak

tanimlanmaktadir.

a" = flal,.alal,) (2.76)
Eger bir boyutlu 6rgiide bir hiicre degiskeni 0 veya 1 olmak tizere iki miimkiin deger
alabiliyorsa, li¢ hiicre t. zaman adiminda asagidaki gibi sekiz farkli duruma sahip

olabilir.

t 111 110 101 100 011 010 001 000
t+t1 0 1 0 1 1 0 1 0

Sekil 2.7. Hiicre degiskeni iki hale sahip, bir boyutlu basit cellular automaton igin
kural 90

Bir merkezi hiicre degiskeni (t+1)-inci zaman adimindaki en yakin komsularinin
degerlerine bagl olarak sekil 2.7°de gosterilen degerleri aliyorsa, bu bir kural ile
gergeklesir. Bu kurallar, sekil 2.7°de gosterilen diizende, (t+1). zaman adiminda
ulagilan iki tabanina gore saymin ondalik sistemdeki karsiliklar1 ile
isimlendirilmektedir. Sekil 2.7°de orneklenen kuralin ondalik sistemdeki karsiligi
0x2"+1x2°70x2°+1x2*+1x2°+0x2*+1x2'70x2°=90"dir. Bu yiizden kural doksan olarak
adlandirilmaktadir. Ug hiicre degerinin 8 farkli sekilleniminden ulasilan her sekiz
basamakli ikili say1 bir kurala karsilik geldiginden 2°=256 farkli “CA” kurali

olusmaktadir. Ancak bu kurallarin bazilar1 iki kisitlama yiiziinden gegersiz “CA”
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kurali olarak kabul edilmektedir. Ik kisitlamaya gore, yansima simetrisine sahip
olmayan kurallar gecersizdir. Yani 100 ve 001 (110 ve 011) gibi haller ayn1 degere
gitmelidir. Ikinci kisitlamada ise, 000 halini degisime zorlayacak bir durum
olmadigindan 1 ile biten biitiin 8 basamakli ikili sayilara karsilik gelen kurallar
gecersiz kabul edilmektedir. Bu yiizden a0, asos a,0s5 040 seklinde 32 tane gegerli

“CA” kurali mimkiin olmaktadir.

Gegerli bolgesel kurallar, komsuluklardaki hiicre degerlerinin Boolean fonksiyonu
olarak ifade edilmektedir. Kural 90 i¢in Boolean ifadesi, a; t-inci zaman adiminda i-

inci hiicrenin degeri olmak iizere, (t+1)-inci zaman adiminda i-inci hiicrenin degeri
bir onceki zaman adiminda ona komsu iki hiicre degiskeninin mod 2 toplami ile

olusturulabilmektedir.
t+1 t t
a,;" =a, , ®a (2.77)

i i+l

Burada @, mod 2 ye gore toplama karsilik gelmektedir.

2.10.2. iki Boyutlu cellular automaton kurallari

(@) (b)

Sekil 2.8. iki boyutlu kare 6rgiide (a) 5 komsuluk, (b) 9 komsuluk
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Iki boyutlu cellular automaton’lar i¢in kurallar, bir-boyutta oldugu gibi géz &niine
alinan hiicrenin bir 6nceki zaman adimindaki komsu hiicrelerinin etkilesme seklinde
ve etkilesmeye giren hiicrelerin pozisyonlarina bagl olarak degismektedir. Iki
boyutlu basit kare orgiilerde iki farkli komsuluk cinsi vardir. Bunlardan ilki bes
komsuluklu ve ikincisi ise dokuz komsuluklu cellular automaton olarak
adlandirilmaktadir. Bes komsiluklu “Cellular Automaton” larda komsu hiicreler
olarak merkezi hiicrenin kendisi ve onun kuzey, giiney, dogu ve batisindaki hiicreler
alimmaktadir. Dokuz komsuluklu “Cellular Automaton”larda ise en yakin bes komsu

hiicrenin yani sira kdselerdeki komsu hiicreler alinmaktadir (Bkz. Sekil 2.8).

Iki boyutlu “Cellular Automaton” kurallarinda, bir boyutlu “Cellular Automaton”
larda oldugu gibi herhangi ir merkezi aj;; hiicresinin bir sonraki zaman adimindaki
degeri, ona en yakin komsu hiicrelerin degerlerinin ir fonkisyonu olarak ifade
edilmektedir[46]. Ornegin bes komsuluklu “cellular automaton”larda kurallar

asagidaki gibi en yakin komsu hiicrelerin bir fonksiyonu olarak yazilmaktadir.
t+1 ( t ot t t t )
a; = flag.a;.,a;,,,a;,;,a;,,; (2.78)

Eger iki boyutlu “cellular automaton”larda hiicreler iki hale sahip ise (0,1 gibi) bes
komguluklu “cellular automaton”lar i¢in genel olarak 2%2=4x10° ve dokuz
komsuluklu “cellular automaton”lar ise 2°'*= 10" farkli kural miimkiin olmaktadr.
Iki boyutlu “cellular automaton” kurallar1 komsuluktaki hiicre sayisina bagl olarak
Wolfram tarafindan siniflandirilmistir[46] ve komsuluktaki hiicrelerin pozisyonuna
bagl olarak Vichniac tarafindan isimlendirilmistir[43]. Bu kurallara basit bir 6rnek
olarak, merkezi hiicre degiskeninin (t+1)-inci zaman adimindaki birinci derece en
yakin dort komsu hiicre degerinin mod 2 toplamiyla elde edildigi bir kural yazmak
miimkiindiir.

ol _

a

t
i T % ‘

a +ay,, +a.,; +a;,, Mod?2 (2.79)
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2.10.3. Cellular Automaton’da tersinirlik ve tersinmezlik

“Cellular Automaton”lar kesikli dinamik sistemler olarak g6z Oniine
almabilmektedir. Bu yiizden hemen hemen biitiin durumlarda “Cellular Automaton”
gelisimi tersinmezdir. Yani konfigiirasyon uzayindaki yolaklar zaman iginde
kesisirler ve miimkiin olan biitiin baglangi¢ hallerinden baslayan yolaklar belirli
cekici konfigiirasyonlarda yogunlasirlar. Bu konfigiirasyonlar miimkiin hallerin
sadece cok kiigiik bir kesrine karsilik gelmektedir. Keyfi baslangi¢ hallerinden ¢ekici
konfigiirasyonlara olan gelisim “Automaton”mn kendi kendine diizelmesine neden
olmaktadir. Yani belirli bir yapiya sahip olmayan baslangi¢ halinden uzun bir zaman
adimi1 sonra belirli bir yapiya sahip hale gelismektedir[39,40,46]. Ancak tersinmezlik
CA igin gerekli bir 6zellik degildir. CA’daki tersinmez davranig entropi goz ontlinde
bulundurularak analiz edilebilir. Entropi genel olarak bir sistemin miimkiin hallerinin

ortalama sayisinin logaritmasi veya

S=Y Plog, P, (2.80)

olarak tanimlanmaktadir[39]. Burada P i.inci hal i¢in ihtimaliyettir. Entropi deger

olarak miimkiin haller toplulugunda bir hali belirmek i¢in gerekli iiglii bitlerin
ortalama sayis1 olarak goz Oniine aliabilir. Bir boyutta N hiicreden her biri, iki hale
sahip ise 2" farkli konfigiirasyon miimkiindiir. Bir sistemin toplam entropisi,
istatiksel olarak bagimsiz alt sistemlerin entropilerinin toplamidir. Entropi, bir sistem
tamamen diizensiz ve bagimsiz alt sistemler maksimum sayida ise maksimumdur.
Termodinamigin ikinci kanununa gore entropi zamanla artma egilimindedir. Fiziksel
sistemler diizenli hallerden baglayarak zamanla daha diizensiz hallere bozunurlar.
Tersinmez sistemlerde entropi zamanla azalmaktadir. Tersinir sistemlerde ise zaman
degisimi hemen hemen her zaman entropide bir artisa sebep olmaktadir. Genel
olarak CA kurallar1 tersinmez olmalarina ragmen, tersinir bir CA olusturmak

mumkuindiir.
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Bir ve iki boyutlu CA Ilar i¢in yukarida tanimlanan kurallar tersinmez kurallardir. Bir
kural eger her bir konfigurasyon tek bir ge¢mise sahip ise veya o kural ile geriye
donlis miimkiin ise tersinirdir. “CA”da asagidaki sekilde tersinir bir kural

olusturulabilmektedir.
C"™! = f(t.zaman adimindaki kosullar)- C*'  (mod n) (2.81)

Burada C merkezi hiicreyi, n bir hiicrenin ka¢ miimkiin deger alabildigini
gostermektedir. £ komsu hiicre degerlerinin bir fonksiyonudur. Yukaridaki ifade f
degismeden C"' icin rahatlikla ¢oziilebilir ve bu 6zellik yeni kurali tersinir yapar.
n=2 i¢in mod?2 ¢ikarma islemi basitce tek basina bir OR Boolean islemidir. Bu yeni
kural zamana ikinci dereceden baglhdir, fakat her bir hiicre n” hale sahip olacak
sekilde ge¢cmis haller tanimlanarak birinci dereceden yapilabilmektedir. Bu sekilde
kurulmus kurallar sadece tersinir degil, onlar ayn1 zamanda zaman tersinimi altinda
degismezdir; ardil konfigiirasyonlar ayn1 kural ile geriye dogru iki son konfigilirasyon

ters ¢evrilerek basit¢e olusturulabilmektedir.
2.11. Ising Model i¢cin Creutz Cellular Automaton

Bu modelde[38], (LxL) kare oOrgiideki her hiicreye dort ikili “bit” karsilik
getirilmekte ve bir hiicredeki degiskenlerin alacagi deger bir Onceki zaman
adimindaki kendi degeri ile ona en yakin komsularindaki degiskenlerin degerinden
asagida verilen kurala gore tayin edilmektedir. Bu modeldeki dort ikili “bit” den ilki,
B; Ising spinidir; “0” ve “1” degerlerini alabilir. S;=2B;-1 olmak {izere , Ising spin

enerji Hy asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
H, =-J) 55, (2.82)

Burada <ij> biitiin en yakin komsu hiicre ¢iftleri lizerinden toplami gostermektedir.
Her bir hiicredeki ikinci ve {igiincii “bit” spine eslik eden momentuma (demon)

karsilik gelmektedir. D;;, D,; ile gosterilen bu bitler “0” ve”1” degerlerini
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alabilmekte ve (D;; x 20 + Da; x 21) seklinde 0,1,2 ve 3 degerlerini alabilen bir
tamsay1 olusturmaktadir. Momentum degiskenine karsilik gelen kinetik enerji Hk, bu

tam say1 degerinin dort katini almaktadir.
H,=4>(D,+2D,,) (2.83)

Kinetik enerji bu degerleri aldiginda, bir spin degisiminde Ising enerjideki olusan
maksimum enerji degisimi karsilanabilmektedir. Bu durumda toplam enerji degisimi

karsilanabilmektedir. Bu durumda, toplam enerji H
H=H;+Hg (2.84)

tiim simiilasyon siiresince korunmaktadir. Dordiincii “bit” “Cellular Automaton’nin
zamanla dama tahtas1 lizerinde gelisimini saglamakta ve bodylece Ising modelin

“Cellular Automaton” ile simiilasyonunu miimkiin kilmaktadir.

Gelisim siiresince dama tahtasinin siyah(=1) hiicrelerine kural uygulanip rengi
beyaza(=0) cevrilir, beyaz hiicrelerin ise rengi siyaha ¢evrilir. Rengi beyaza ¢evrilen
siyah hiicrelerin spini ters ¢evrilerek(1—0 veya 0—1) Ising enerjideki dH; enerji
degisimi hesaplanir. Eger enerji degisimi bu hiicrenin momentum degiskenine
aktarilabilecek veya momentumun degiskeninden alinabilecek bir degerse ve toplam
enerji korunuyor ise spin ters ¢evrilir. Buna uygun olarak momentum degistirilir.
Aksi halde spin ve momentum degistirilmez. Bu islem oOrgiideki biitiin siyah
hiicrelere ayn1 zaman adiminda uygulanmakta ve gelisim siiresince periyodik sinir

sart1 kullanilmaktadir.
2.11.1. Creutz algoritmasi
Bu yontemde yukarida tanimlandigi gibi momentum degiskenine karsilik gelen

kinetik enerji , iki ”bit” ile kodlanmis oldugundan sinirl degerler alabilmektedir. Bir

spin degisiminde Ising enerji degisimi ,dH;
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N, =>(B, + B, )Mod2 (2.85)
k

olmak iizere , 4’lin katlar1 ile degismektedir.
dH;=4(4 - N)) (2.86)

Burada alt indisi i. Hiicrenin en yakin komsu hiicreleri iizerinden toplami
gostermektedir. Kinetik enerji Ising enerji degisimine uygun olarak 4’{in katlar ile
degistiginden onun maksimum degeri M=28 dir. Burada spin degisimi deterministik
bir “Cellular Automaton”kurali ile gerceklesmektedir. E; kinetik enerjinin alabilecegi

degerlere karsilik gelmek iizere, spin degisim kurali agagidaki sekilde verilmektedir.

g =E' —42-N) (2.87)
Al =g (v +1] (2.88)
B! = (B! + (4w, )Mod?2 (2.89)
EM=q4 +E(1-4) (2.90)
W =1-w! (2.91)

(2.88) esitligindeki [ |t islemi eger kontrol dogru ise 1 , yanls ise 0’a esittir. Burada
W dordiincii “bit”e karsilik gelen degiskendir. Bu algoritmadan agikca goriilebilecegi

gibi bir merkezi hiicrenin spin degiskeninin bir sonraki zaman adimindaki degeri

B = f(B!,,B., ,B. Bl Bl ELL W) (2.92)

i,jo> i, -1
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seklinde deterministik bir “Cellular Automaton” kurali ile elde edilmektedir. Bu
kural tersinir bir “Cellular Automaton” kuralidir. Eger her hangi bir zaman adiminda
biitiin 6rgiiniin W degiskenleri ters cevrilir ve elde edilen bu konfigiirasyon baglangic
konfigiirasyonu olarak almnir ise bu zaman adimindan geriye dogru ardil
konfigilirasyonlar1 olusturmak miimkiin olmaktadir. Bu ylizden dengedeki bir

sistemin simiilasyonunu yapmak icin oldukc¢a kullanigh bir algoritmadir.
2.11.2. Creutz Cellular Automatonda Termodinamik niceliklerin Hesab

Bu model toplam enerjinin korunumu altinda mikrokanoniktir. Ancak kinetik enerji
ve i¢ enerji agisindan kanonik bir davranig sergilemektedir. Yani simiilasyon
stiresince bu enerjiler dalgalanmaktadir. Bu yiizden T=1/p sicakliginda bir sistemde
Ei’nin kinetik enerjili bir konfigiirasyona rastlama ihtimali Boltzman agirlikl {istel

bir dagilima uymaktadir;
P(E;) ~exp(-4BE) (2.93)

Burada Hy=4E; ve Ei=D,;;+2D;; dir. Bu dagilima uygun olarak kinetik enerjinin
beklenen degeri asagidaki sekilde ifade edilmektedir.
3

z ne "

(E)y=20— (2.94)

n=0

Bu ifade ile tanimlanan E; nin beklenen degeri sistem sicakliginin degerini belirleme
imkan1 vermektedir. E;’nin beklenen degeri hiicre basina ve zaman adimi basina
hesaplanip, yukaridaki ifade kullanilarak T=1/B esitliginden sicaklik degerleri
belirlenir. Elde edilen bu sicaklik degerlerine karsilik gelen kendiliginden
miknatislanma M, i¢ enerji Hj, manyetik alinganlik y ve 6z 1s1 C, yukaridaki
tanimlanan kural uygulanarak olusturulan konfigiirasyonlardan, asagida verilen

ifadeler yardimui ile hesaplanabilir.
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M=LYsi (2.95)
H, = %N%: S.S, (2.96)
=20y -my) 7 97

€L plur)) e

Es. 2.95 ve Es. 2.96 esitliklerinde N=LxL, 6rgiideki hiicre sayisidir ve < > zaman

lizerinden ortalamaya karsilik gelmektedir. Burada M, H; hiicre basina ortalama

degere ve h diizenli bir dis alana karsilik gelmektedir. Ising hamiltoyende diizenli bir

dis alan varliginda, alan-spin etkilesmesinin olusturdugu hz S, seklinde bir ek

enerji terimi mevcuttur. Ancak bu calismada dis manyetik alanin sifir oldugu goz
Online alinmaktadir. Bu yiizden Es. 2.97, manyetik alinganlik i¢in dis manyetik
alanin varliginda elde edilen ifadenin h—0 limitine karsilik gelmektedir. Bu
calismada biitiin biiyiikliiklerin beklenen degeri basit aritmetik ortalamalar alinarak
hesaplanmaktadir. Yani q herhangi bir 6lgiilebilir biiyiiklik olmak iizere q’nun

beklenen deger ifadesi su sekildedir.

(a), =+ 24 (2.99)

Burada N zaman adimi, orgii veya her ikisi iizerinden ortalamaya karsilik

gelmektedir.
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3. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 6rgiiler i¢in Difiizyon ile Siirh
Kiimelesme (Diffusion-Limited Aggregation (DLA)) modeli kullanilarak fraktallar
elde edilmistir. Difiizyon ile Smirli Kiimelesme (Diffusion-Limited Aggregation
(DLA)) modelinde o6rgiiniin merkezine bir cekirdek tanecik yerlestirilir. Ikinci
tanecik merkezden uzakta bulunan gelisigiizel (rasgele) bir oOrgili goziinden
birakilarak rasgele hareket ettirilir. Bu tanecik c¢ekirdegin etrafindaki herhangi bir
komsu goze ulasinca kiimenin bir elemam olur. Eger tanecik hareketi esnasinda
kapali kare Orgiiniin disina ¢ikarsa, o tanecik iptal edilir. Daha sonra ayn1 islem yeni
tanecikler i¢in tekrarlanir. Diflizyon ile Smirli Kiimelesme (Diffusion-Limited
Aggregation (DLA)) modeli kullanilarak elde edilen fraktallar iki bitli demonlar
kullanilmak yoluyla Creutz Cellular Automaton’da simiilasyonu yapilmistir. Statik
isler genel olarak ilgili termodinamik niceliklerin kritik sicaklik ve kritik sicaklik
civarinda sonlu orgiilerde yapilan dl¢iimlerden, sonlu 6rgii 6lgcekleme teorisi yardimi
ile hesaplanabilmektedir. Bunun yani sira asagidaki ifade kullanilarak ta sonsuz orgii

kritik tislerinin (q(oo))elde edilmesi denenmistir.

g(L)=g(wo)+a/L (3.1)

Bu ifade de q(L) sonlu orgii i¢in termodinamik niceligin kritik iissii olup,
logq(L,T) nin log(T-T.(L)/T¢(L))’ye kars1 degisiminin e§iminden elde edilmektedir;
a bir sabittir, T¢(L) ilgili niceligin, dogrusal boyutu L olan, sonlu 6rgii igin kritik

sicakligidir.

Bu c¢alismada iki boyutlu Creutz algoritmasi i¢in sonsuz orgii kritik {isleri hem kritik
sicaklikta ve kritik sicaklik civarinda verilen sonlu o6rgii 6lgekleme bagmntilari, hem
de yukarida tanimlanan hesaplama sekli kullanilarak elde edilmistir. Termodinamik
niceliklerin sicaklikla degisim egrilerini olusturmak amaci ile farkli sicakliklara
karsilik gelen baslangi¢c konfigiirasyonlari, orgiiniin biitiin spin degiskenleri paralel

secilerek (yani biitlin spinler “0” veya “1” alinarak ve orgiiniin beyaz hiicrelerindeki
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(W=0) kinetik enerji degiskenlerinin ikinci “bit”ine rasgele “1” verilerek

olusturulmustur.

3.1.Bir Tanecik Etrafinda Simiilasyonla Olusturulan Kiimeler

Kiime simiilasyonlar1 i¢in kisisel bilgisayarlar kullanilarak kenar uzunlugu 40-240
nokta birimi (pixel) olan kapali kare orgilide ortalama 1 ile 6 dakika arasinda 160 ile

4000 tanecikli bir kiime olusturulabilmektedir.

Buna gore, kiimelerdeki tanecik sayisi ile kiime olusumu i¢in gerekli bilgisayar
zamant orantili degildir. Bunun sebebi sudur: Simiilasyon ilerledik¢e kiime
biitlinliigli artar ve simiilasyonun baslangicinda harekete baslayan taneciklere gore

daha sonra baglayan tanecikler daha az zaman adiminda kiimenin bir eleman1 olurlar.

Kiime simiilasyonlar1 bir kenar1 40-240 nokta birimi (pixel) olan kapali kare 6rgiide
yapilmaktadir. Merkezi ¢ekirdegin koordinatlart 40 nokta birimi (pixel) i¢in (20,20),
60 nokta birimi (pixel) i¢in (30,30), 80 nokta birimi (pixel) i¢in (40,40), 100 nokta
birimi (pixel) i¢in (50,50), 120 nokta birimi (pixel) i¢in (60,60), 160 nokta birimi
(pixel) i¢in (80,80), 200 nokta birimi (pixel) i¢in (100,100) ve 240 nokta birimi
(pixel) icin (120,120) alinip, 160, 360, 64, 1000, 1440, 2560, 4000 ve 1560 tanecikli
8 kiime olusturulmaktadir. Taneciklerin birbirine yapisma olasiligi P =1 alinmistir.
Difiizyon ile Sinirli Kiimelesme (Diffiission-Limited Aggregation (DLA)) modeli
kullanilarak elde edilen fraktallar sekil 4.1.(a),(b),(c),(d),(e),(f),(g),(h)’de
gosterilmektedir[4,7,8,90].
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= ¥ *

40-40 (160) 60-60 (360) 80-80 (64)
(a) (b) ()
100-100 (1000) 120-120 (1440) 160-160 (2560)
(d () (H
T
200-200 (4000) 240-240 (1560)
(2 (h)

Sekil 3.1. (a) L=40, (b) L=60, (c) L=80, (d) L=100, (e) L=120, (f) L=160, (g) L=200,
(h) L=240 orgiileri i¢in Difiizyon ile Sinirli Kiimelesme (Diffusion-Limited
Aggregation (DLA)) modeli kullanilarak elde edilen fraktallarin sekilleri
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3.2.Kritik Sicakhik

Sonlu orgii kritik sicaklik degerleriyle sonsuz orgii sicaklik degerleri arasindaki

bagint1 “Es. 3.2” ve “Es. 3.3” de verilmistir[6,32,54,55,82,83].

T#(c0) =T (L)L ™ (3.2)

c

T (o) =T (L)l ™ (3.3)

c

T* (oo) ve TCC(oo) manyetik alinganlik ve 6z1s1 i¢in sonsuz orgii kritik sicakligidir. v

ise korelasyon uzunlugu kritik iissiidiir. d=2 boyut i¢in v =1 dir.

2,50

2,45 |
2,40 |
2,35 |

2,30

2,25 |
2,20 |
2,15 |
2,10 |

2,05

2,00
0,006 0,011 0,016 0,021 0,026

L-1/v

Sekil 3.2. Sonlu orgii igin TCZ(L) 'nin L' ’ye karst degisimi (40 < L <240
araligindaki verilere uyan dogru L — ooiken sonsuz orgii kritik sicaklik
degeri olarak T (c0) = 2,269 vermektedir)
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3,5

3,0 |

25 |
c
Te

2,0

1,5 F

1,0
0,006 0,011 0,016 0,021 0,026

L1IV

Sekil 3.3. Sonlu o6rgii i¢in YZ,C(L)’nin L""’ye karst degisimi (40< L <240
araligindaki verilere uyan dogru L — oo iken sonsuz orgii kritik sicaklik
degeri olarak T, (o0)=2,269 vermektedir)

Sonlu orgii sicaklik degerinden sonsuz Orgii sicaklik degerinin bulunmasinda
manyetik alinganlik ve 6zisinin maksimum oldugu sicaklik degerleri kullanilabilir.
Iki boyutlu Ising modeli icin Sekil 3.8 ve Sekil 3.14’de de goriildiigii gibi manyetik
alinganligin maksimumlar1 6zisininkine gore daha sivri ve daha yiiksek oldugundan

T* (L) degerleri ile elde edilen 7, degerleri daha hassas olacaktir. Manyetik

c

alinganlik ve 6zis1 igin degerler Cizelge 3.1°de verilmektedir.
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Cizelge 3.1. Manyetik alinganlik ve 6zisinin maksimum oldugu sonlu orgii kritik

sicaklik degerleri

L T*(L) s T.(L) C e
40 2,259 24,636 2,259 0,567
60 2,261 50,926 2,260 0,570
80 2,262 84,762 2,262 0,575
100 2,264 106,242 2,264 0,588
120 2,264 180,684 2,265 0,593
160 2,265 289,225 2,267 0,598
200 2,265 419,050 2,268 0,602
240 2,272 553,514 2,268 0,608

Cizelge 3.1 incelendiginde sonlu 6rgli boyutu(L) arttik¢a, sonlu 6rgii kritik sicaklik

degerleri (T.*(L) ve T.°(L)) artmaktadir. T.*(L) ile T.(L) “Es. 3.1” ve “Es. 3.2”

formiillerine uydurularak Sekil 3.2. ve Sekil 3.3.’de ¢izilmistir. Bu grafiklerden 7,

sonsuz orgii kritik sicaklik degerleri igin 7.%(c0)=

2,269 ve T.%(00)=2269 elde

edilmistir. Elde edilen bu sonsuz 6rgii kritik sicaklik degerleri 7.% (o) = 2,269 [25]

teorik degeri ve 7. (w0)=2,263[55] Creutz Cellular Automaton’un degeri ile uyum

C

halindedir.

Cizelge 3.2. Iki boyutlu Ising modelinin farkli calismalarda elde edilen sonsuz orgii

kritik sicaklik degerleri

T, Yontem
2,269 Teorik sonug [25]
2,263 Creutz Cellular Automaton [55]

2,269 (Manyetik alinganlik maximumlarindan) bu
calisma

Creutz Cellular Automaton

2,269(6z1sinin maximumlarindan) bu ¢alisma

Creutz Cellular Automaton
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3.3. Diizen parametresi icin kritik iis

Diizen parametresinin (M (L)) lineer Orgii boyutuna (L) ve kritik {slere

(B(L), A'(L)) bagimliligs [32,54,55,82,83]

ML)e(LY" , T<T(L), T->T(L) (3.4)

c

ML)y, T>T(L), T-oT(L) (3.5)

c

ifadeleri ile verilmektedir. Burada t(L):|T —TC(LX/TC(L) indirgenmis sicaklik,

,B(L) ve ﬂ'(L) ise diizen parametresi i¢in kritik stlerdir. d=2 boyutta sonlu orgii

Olgcekleme teorisi

B
M=L"X(x) (3.6)
X(x)= Bx* (3.7)

ifadeleri ile verilmektedir. Burada x=tL"" ve X olgekleme fonksiyonudur.

T =T, de “Es. 3.6

Y
Mal v (3.8)

formunu almaktadir.
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Cizelge 3.3. 0,0005<¢<0,074 araliginda M (L)’nin indirgenmis  sicaklik
t(L)= r —TC(LX/ T.(L)’e karst Log-Log grafiginin egiminden elde
edilen kritik iis B(L) ve f'(L) degerleri

L B(L) A(L)
40 0,144 0,403
60 0.135 0,432
80 0,140 0,694
100 0,098 0,809
120 0.145 0.675
160 0.137 0.726
200 0.127 0,749
240 0.133 0.801
1,2
& B(L) T<Tc
1 o B'(L) T>Tc
0,8 |
B 0,6 |
0,4 }
0,2 |
A A A = A 7 e\
0

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04
1/L

Sekil 3.4. ﬂ(L) ve ﬂ'(L) ‘nin 1/ L ’ye kars1 degisimleri (Egrilerin kesim noktasindan
(1/L - 0igin  extrapolasyonundan)  B(x0)=0,880,  f'(0)=0,126
degerleri elde edilmektedir.)
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Cizelge 3.3 ve Sekil 4.4’den yararlanilarak elde edilen manyetizasyon igin
B0)=0,880, f'(x0)=0,126 kritik iis degerleri, B(0)=0875 ve B'(x0)=0,125"n

teorik degerleri ile uyum halindedir.

—e—L=40
0,80 —a— L=60
—a—L=80
0,70 —o—L=100
—e—L=120
—o0—L=160
0,60 —A—L=200
—oL=240
0,50
M
0,40
0,30
0,20
0,10
0,00 . . \
2,13 2,23 2,33 2,43 2,53

Sekil 3.5. Manyetizasyonun sicaklik ile degisimi
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2 N
AN - L=40
AN —egim =0,125 T<Tc = L=60
15 F \\\ 4 L=80
AN « L=100
hN ° L=120
1 N
N > L=160
N 2 L=200
AN > L=240
£
N
&
d ot
-0,5 |
--—-——egim =-0,875 T>Tc
1 F \
-1,5
-2,65 -1,65 -0,65 0,35 1,35
Log(tL"")

Sekil 3.6. Olgeklenmis manyetizasyonun dlgeklenmis sicaklik ile degisimi

Log(Mc)

_0,7 Il Il Il Il
1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6
Log (L)

Sekil 3.7. Manyetizasyonun sonsuz Orgii kritik sicakligindaki degeri M, ’nin sonlu
orgii dogrusal boyutuna karsi Log-Log degisimi ((40<L <240)

dogrunun egimi £ =0,126 degerini vermektedir.)
1%
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Cizelge 3.4. Sonsuz orgii kritik sicakliginda 7, = 2,269 ve L=40, 60, 80, 100, 120,

160, 200, 240 orgiilerinde M . degeri

L M,
40 0,481
60 0,427
80 0,415
100 0,402
120 0,410
160 0,400
200 0,392
240 0,359

Cizelge 3.5. Dogrusal boyut (L) aralig1 i¢in M _’nin L ’ye karsi Log-Log grafiginin

egimi
L i¢in aralik s
1%
40< L <240 0,126 Bu c¢alisma

Sekil 3.6. incelendiginde datalarin st tiste geldigi goriilmektedir. Bu ise “Es. 3.6”da

verilen 6l¢ekleme ifadesinin dogru oldugunu gostermektedir.

Sekil 3.5. grafigindeki datalardan yararlanarak sonsuz orgii kritik sicakliginda

(T, =2,269) ve L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 orgiilerinde elde edilen M,

degerleri Cizelge 3.4’de verilmistir.

icin degisik dogrusal boyut (L) araliginda
1%

Sekil 3.7.’den elde edilen degerler Cizelge 3.5.’de verilmistir. Bu calismadan elde

B

edilen ﬁ =0,126 degeri, — = 0,125’in teorik degeri ile uyum halindedir.

14

14
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3.4. Manyetik alinganlik icin kritik iis

Manyetik alinganligin ( Z(L)) lineer Orgli boyutuna (L) ve kritik islere
(7(L),y'(L)) bagimlilig1 [32,54,55,82,83]

2L)e(LY, T>T(L), ToT(L) (3.9)

c

2L)ey™, T<7(L), ToHT(L) (3.10)

c

ifadeleri ile verilmektedir. Burada t(L):|T —TC(L]/TC(L) indirgenmis sicaklik,

7(L) ve ;/'(L) ise manyetik alinganlik i¢in kritik stlerdir. d=2 boyutta sonlu rgii

Olgcekleme teorisi

2=L"7() 3.11)
¥(x)= Gx (3.12)

ifadesi ile verilmektedir. Burada x =¢L'"" ve Y &lgekleme fonksiyonudur. 7 =T, de

“Es. 3.117

Y

yal v (3.13)

formunu almaktadir.



Cizelge 3.6.

0,0005 < ¢ < 0,074

61

araliginda ;((L) nin  indirgenmis  sicaklik
t(L)=|T —TC(L)|/ T.(L)’e karst Log-Log grafiginin egiminden elde
edilen kritik iis y(L) ve »'(L) degerleri

L y(L) y'(L)
40 1,333 1,051
60 1,231 1,052
80 1,700 1,296
100 1,151 1,659
120 1,905 1,531
160 1,670 1,767
200 1,640 1,527
240 1,634 1,602
3
ay(L) T>Te
o y'(L) T<Tc

0 L

0 0,005

0,01

0,015

0,02
1L

0,025

0,03 0,035 0,04

Sekil 3.8. y(L) ve }/'(L)’nin 1/ L ye kars1 degisimleri (Egrilerin kesim noktasindan

(1/L — 0 igin extrapolasyonundan) y(oo) =175, 7'(00) =1,80 degerleri

elde edilmektedir.)
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Cizelge 3.6 ve Sekil 3.8’den yararlanilarak elde edilen manyetik alinganlik igin,

7(:0)=1,75 ve y'(0)=1,80 kritik iis degerleri, y(0)=1,75 ve »'(c0)=1,75 "1n teorik

degerleri ile uyum halindedir.

600

—o—L=40

2,10 2,15 2,20 2,25 2,30

Sekil 3.9. Manyetik alinganligin sicaklik ile degisimi

2,35

---egim==-175

Log(kTxL ")

T<Tc

o L=40
o L=60
a L=80
o L=100
o L=120
o L=160
a L=200
o L=240

Sekil 3.10. Olgeklenmis manyetik alinganligin dlgeklenmis sicaklik ile degisimi

(T<T,)
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0
o L=40
-0,5 | o L=60
A L=80
I S o L=100
s * L=120
¥ = L=160
15 |
'z' 4 L=200
= o L=240
f? -2 -
- o5}
3}k
35 f —egim=-175 T>Tc
-4 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3

Log(tL"")

Sekil 3.11. Olgeklenmis manyetik alinganligin Slceklenmis sicaklik ile degisimi
(T>T.)

2,85

265 1 slope=ylv = 1,7531
2,45 |
2,25

2,05

Log(Xmax)

1,85

1,65 |

145

1,25

1,5 1,7 1,9 21 2,3 2,5

Log(L)

Sekil 3.12. Manyetik alinganlhigin sonlu orgii kritik sicakligindaki degeri y, . 'nin
sonlu orgii dogrusal boyutuna kars1 Log-Log degisimi ((40 < L <240)

Dogrunun egimi Y 1,75 degerini vermektedir. )
v
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2,8 [
26
24 |

22 |

Log(xc)
<O

18 |
16 |
14 |

1,2

1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5

Log(L)

Sekil 3.13. Manyetik alinganlhigin sonsuz orgii kritik sicakligindaki degeri y, ’nin
sonlu orgii dogrusal boyutuna karst Log-Log degisimi ((40< L <240)

Dogrunun egimi r_ 1,78 degerini vermektedir.)
1%

Cizelge 3.7. L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 6rgiilerinde sonlu 6rgli maximum
degerleri y,. ve sonsuz Orgii kritik sicakliginda (7, =2,269) .

degerleri
L X max X
40 24,636 22,634
60 50,926 44,901
80 84,762 81,250
100 106,242 101,769
120 180,684 164,348
160 289,225 272,931
200 419,050 390,041
240 553,514 535,314
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Cizelge 3.8. Dogrusal boyut (L) aralif1 i¢in y,. ve y.’nin L’ye karst Log-Log

grafiginin egiminden elde edilen (Z)max ve (Z)C ‘nin degerleri
1% 1%

L i¢in aralik ( z ) max ( z )e
v v

40 < L <240 1,75 1,78 Bu ¢alisma

Sekil 3.10 ve Sekil 3.11 incelendiginde datalarin {ist tiste geldigi goriilmektedir. Bu

ise “Es. 3.117de verilen Olgekleme ifadesinin dogru oldugunu gdstermektedir.

Sekil 3.9 grafigindeki datalardan yararlanarak sonsuz oOrgii kritik sicakliginda

(T. =2,269) ve L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 orgiilerinde elde edilen y, .

ve y.degerleri Cizelge 3.7°de verilmistir. (Z)max ve (Z)C icin degisik dogrusal
1% v

boyut (L) araliginda Sekil 3.12 ve Sekil 3.13’den elde edilen degerler Cizelge 3.8’de

verilmistir. Bu ¢alismadan elde edilen Y _ 1,75 ve Y _ 1,78 degerleri, Y _ 1,75’in
1%

|4 |4

teorik degeri ile uyum halindedir.

3.5. Ozis1 icin Kkritik iis

Ozis1 (C(L)) lineer 6rgii boyutuna (L) ve kritik iislere (a(L),a'(L)) bagimhihig
[32,54,55,82,83]

c@)-vyar(L)y"”, T>7(L), T-oT(L) (3.14)

c

cL)-vya(L)"”, T<71(L), T->T(L) (3.15)

c

ifadeleri ile verilmektedir. Burada #(L) = |T - TC(L)|/ T.(L) indirgenmis sicakhik «(L)

ve a'(L) ise 6z1s1 igin kritik iistlerdir. d=2 boyutta sonlu 6rgii 6lgekleme teorisi
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C= L_%Z(x) (3.16)
Z(x)=Ax“ (3.17)

ifadeleri ile verilmektedir. Burada x =tL"" ve Z &lgekleme fonksiyonudur. T =T,

ve h=0’da “Es. 3.16”

a

Cal” (3.18)
veya
CaL>)? (3.19)

formunu almaktadir.

Cizelge 3.9. 0,0005<7<0,074 araliginda C(L) ‘nin  indirgenmis  sicaklik
t(L)=|T -T, (L)|/TC(L)’e kars1 Log-Log grafiginin egiminden elde
edilen kritik iis (L) ve a'(L) degerleri

L a(L) a'(L)
40 0,091 0,153
60 0,114 0,197
80 0,048 0,060
100 0,082 0,092
120 0,056 0,071
160 0,030 0,059
200 0,040 0,076
240 0,046 0,083
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3
a a(L) T>Tc

2 | o a'(L) T<Tc

1 -

a

0 O G ——— —=

1 F

_2 L L L

0 0,01 0,02 0,03 0,04

1/L

Sekil 3.14. a(L) ve a‘(L)’nin 1/L’ye karst degisimleri (Egrilerin kesim
noktasindan (1/L — Oigin  extrapolasyonundan) a(oo) =0,029,
a'(0) = 0,042 degerleri elde edilmektedir.)

Cizelge 3.9 ve Sekil 3.14°den yararlanilarak elde edilen 6zis1 igin, a(oo) =0,029 ve
a'(oo) =0,042 kritik Us degerleri, a(»)=a'(©)=0 teorik degeri ile uyum

halindedir.

0,65

—~—L=40
—— L=60

0,60

0,55

0,50

0,45

210 215 220 2,25 2,30 2,35 240 245 2,50
T

Sekil 3.15. Ozisiin sicaklik ile degisimi.
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04

02

0,2 |

Log(Cmax)

-0,6 |

_0,8 1 1
1,8 2 2,2 2,4 2,6

Log(L)

Sekil 3.16. Ozisinmn sonlu 6rgii kritik sicakligindaki degeri C,, 'nin sonlu orgii
dogrusal boyutuna kars1 Log-Log degisimi ((40 < L <240). Dogrunun

egimi . 0,042 degerini vermektedir.)
v
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0.4

Log(Cc)
L

_0,8 L L L
1,8 2 2,2 2,4 2,6

Log(L)

Sekil 3.17. Ozismin sonsuz 6rgii kritik sicakhigindaki degeri C,’nin sonlu &rgii
dogrusal boyutuna kars1 Log-Log degisimi ((40 < L <240). Dogrunun

egimi . 0,054 degerini vermektedir.)
1%

Cizelge 3.10. L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 orgiilerinde sonlu orgi
maksimum degerleri C ve sonsuz Orgii kritik sicakliginda

max

(T. =2,269)C. degerleri.

L C,. C
40 0,567 0,553
60 0,570 0,557
80 0,575 0,561
100 0,588 0,576
120 0,593 0,576
160 0,598 0,591
200 0,602 0,598
240 0,608 0,603




Cizelge 3.11. Do

grusal boyut (L) aralig1 i¢in C

max

grafiginin egiminden elde edilen (ﬁ )max V€ (Z ). degerleri
v v

L i¢in aralik

(£ ) max £).
1% 1 %

40< L <240

0,042 0,054 Bu caligsma

0,5
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ve C_ ’nin L’ye kars1 Log-Log

04
03
02
01

01}

Log(C-b)L"

02}
03}
04 F

¢1=40 0L=60 AL=80 xL=100 +L=120 e L=160 m L=200 A L=240

a=0 T<Tc

b=-0,306

o0 oMxet ﬁl&*ﬂmts&ﬁwﬁﬂﬁl

0,5
-1,5

Log(tL"")

Sekil 3.18. Log((C—b_)L_“/V)’nﬁn Log(tL”V)’e kars1 degisimi
b~ =-0,306)

(T<T. ve



0,5
0.4
0,3
0,2
0,1

-0,1

Log(Cb" )L™

0,2
0,3
-0,4

-0,5

-1,5
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¢ L=40 oL=60 AL=80 xL=100 +L=120 e L=160 m L=200 a L=240
a=0
T>Tc
b=-0,306
ot a2t Nibetmeadinde A f 4
-1 -0,5 0 0,5 1

Log(tL"V)

Sekil 3.19. L0g((C—b+)L_“/V)’nﬁn Log(tL”V)’e kars1 degisimi (T>T. ve

b" =-0,306)
0,2
e =40
T T>Te = L=60
0,1 F A L=80
+A 0,05 } o L=100
Q A L=120
Q ot e =160
S oos o L=200
- " leng o L=240
A&ﬂ'
or | ‘%ﬁw
015 - egim ~ -0.053
-0,2
-2,5 -2,3 -2,1 -1,9 -1,7 -1,5 -1,3 -1,1
Logt

Sekil 3.20. Log(C—bi)’nin Log(t)’e karsi degisimi (t:|T—TC(L)|/TC(L),

egim=0,053)
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Sekil 3.15. grafigindeki datalardan yararlanarak sonsuz oOrgii kritik sicakliginda
(T, =2,269) ve L=40, 60, 80, 100, 120, 160, 200, 240 orgiilerinde elde edilen C,
ve C, degerleri Cizelge 3.10°da verilmistir. (%)max ve (%)C icin degisik dogrusal
boyut (L) aralifinda Sekil 3.16. ve Sekil 3.17°dan elde edilen degerler Cizelge 4.11.°
de verilmistir. Bu ¢alismada %: 0,042 ve %: 0,054 degerleri ve “Es. 3.19”’dan

yararlanarak o, =0,0410 ve a, =0,052 degerleri elde edilmistir. Bu ¢alismada
elde edilen o, =0,041 ve «a, =0,052 degerleri a =0 teorik degeri ile uyum

halindedir.

Sekil 3.18 ve Sekil 3.19 incelendiginde datalarin iist iiste gelmesi “Es. 3.16”da
verilen Olgekleme bagmtisinin T<T,, T>T. ve b =-0,306 diizeltme terimi

kullanildiginda gecerli oldugunu gostermektedir. Sekil 3.20 incelendiginde tiim

datalarin (T>T,) egimi 0,053 olan dogru iizerine diistiigli goriilmektedir.

3.6. Binder Parametresi

Binder parametresi g1 [6,35,103,104]

g, - %), _3 (3.20)

ifadesi ile tanimlanmaktadir[103-107]. Bu biiyiikliiklerin sicaklik degisim grafigi
cizilmistir(Bkz. Sekil 3.21). Bu grafikteki egrilerin kesim noktasi, L — oo iken 7,
kritik sicakligina karsilik gelmektedir[103-107]. Bu simiilasyon calismasinda Binder
parametresinin sicaklik ile degisim egrilerinin kesistigi sicaklik degerinin Sekil

3.21’deki grafikten 7, = 2,270 oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 3.12. Sonlu orgii degerleri icin Binder parametresi (g, ) ve 6zisinin (C)
sicaklik ile degisim grafiklerinin kesim noktasindan elde edilen
sonsuz Orgii kritik sicaklik (7, ) degerleri

g -T grafigindeki egrilerin kesim C-T grafigindeki egrilerin kesim

noktasindan elde edilen 7, degerleri noktasindan elde edilen 7, degerleri

2,270 2271

Cizelge 3.13. Sonsuz orgii kritik sicaklik (7, = 2,269 ) degerine karsilik gelen Binder

parametresi (g, ) degerleri

L g.(T.)
40 -1,793
60 -1,730
80 -1,644
100 -1,629
120 -1,563
160 -1,545
200 -1,526
240 -1,502

Cizelge 3.12 incelendiginde sonlu orgiilerin kesim noktasindan elde edilen sonsuz
orgii kritik sicaklik degerlerinin, 7, =2,270 ve 7, =2,271, sonsuz orgi kritik
sicaklik degeri 7. =2,269 ile uyumlu oldugu goriilmektedir. Cizelge 3.13

incelendiginde dogrusal boyut (L) arttikca Binder parametresinin degerlerinin

blytdiigi goriillmektedir.



Binder parametresi i¢in sonlu 6rgii 6lcekleme ifadesi,

g, « G(tLyT ), L—ow

dir. Farkli L degerleri i¢in 6lgeklenmis sicakliga gore egrilerin iist iiste gelmesinden

(Bkz. Sekil 3.22) “Es. 3.21” de verilen oOlgekleme ifadesinin dogru oldugu

anlasilmaktadir.

dL
-1,5

R
o, e

<
(0)
dQO a
I.- Odj)AAA

¢ L=40
o L=60
A L=80

o L=100
= =120
¢ =160
A L=200
® | =240

2,2

23
T

24

Sekil 3.21. Binder parametresinin sicaklik ile degisimi

2,5



gL

-1,5

——1L.=200
——1.=240

-15

15

Sekil 3.22. Binder parametresinin 6l¢eklenmis sicaklik ile degisimi

0,5

-0,5

-1,5

gL

-2,5

-3,5

30

80

130

L

180

230

280

Sekil 3.23. Binder parametresinin 6rgii uzunlugu ile degisimi
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Sekil 3.23 incelendiginde orgli uzunluguna (L) kars1 Binder parametresi (g ) grafigi

cizilmistir. Bu grafikteki dogrunun kesim noktas1 g, = —1,785 degerini vermektedir.
Bu deger d=2 i¢in literatiirde verilen —1,835< g, <—1,680 degerlerle uyum halinde

oldugu goriilmektedir[103,104].
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