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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullaniimis bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agsagida sunul-
mustur.

Simgeler Aciklama

aD D bodlgesinin sinir

D D bélgesinin kapanisi

IR" n boyutlu Euclid uzay:

C(D) D de taniml reel veya kompleks degerli

surekli fonksiyonlarin normlu uzayi

ck(D) D de tanimh k-inci mertebeden kismi
turevleri var ve surekli olan reel veya
kompleks degerli fonksiyonlarin normiu

uzayl

A Laplace operatoru

\% Gradient

L%(0Q) dQ da karesi integrallenebilir fonksiyon-

larin normlu uzayi

4} Landau semboli



1. GIRIS

Bu calismada IR® teki tek katl ve cift katli potansiyellerin tanimlari verilerek,
Laplace Denklemi igin Dirichlet ve Neumann Problemleri Fredholm integral
denklemleri olarak ifade edilmistir. Ayrica tek katli ve ¢ift kath Helmholtz potan-
siyelleri incelenerek, temel bagintilar kurulmustur. Son bélimde direkt ve ters
sacilma problemleri tanimlanarak, homogen olmayan bir ortamda zaman har-
monik dalga yayllmasi probleminin ¢ézUmu incelenmigtir.



2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boélimde galismamizda kullanacagimiz bazi tanim ve teoremleri verecegiz.
2.1. Surekli Fonksiyonlar

2.1. Tanim

f fonksiyonu A C IR" kimesinde tanimlansin. Kabul edelim ki f ve f nin k. mer-
tebeye kadar olan tum kismi turevleri, B C A kimesinde surekli olsun. O

zaman f fonksiyonuna, B kiimesinde Ck sinifindadir denir.

B de Ck sinifindan olan fonksiyonlar ailesi Ck(B) ile gosterilerilir. B de sirekli
olan fonksiyonlar ailesi C(B) ile gosterilir.

2.2. Harmonik Fonksiyonlar
2.2. Tanim

D C IR" bir bélge olsun. Bir u € C?(D) fonksiyonu, D de

d*u | &%u d%u
S+ .+ =
ox: x5 axz O

n

Au(x) =

Laplace denklemini saglasin. O zaman u ya, D de harmoniktir denir.

n 2 3 igin Laplace denkleminin temel ¢6zUma, X = (X,, ..., X ) ve Y = (Y, ..., ¥,)),
IR" de herhangi iki nokta olmak Uzere, x # y icin

1 1
u(x,y) = n—-2/2 — x—y[2

[(x1 —y1)2+ +(xn—yn)2]

olur.

Ozel olarak n = 3 igin Laplace denkleminin temel ¢ézimi, x = (X4s X5, X5) VE
Y=Y Yo V3) IR3 te herhangi iki nokta olmak Uzere, x # y igin



1
X =y

u(x,y) =

olur.

2.1. Teorem (Kuvvetli Maksimum Prensibi)

D C IR" sinirli bir bélge ve u € C2(D) N C(D), D de harmonik olsun ve bir sabi-
te esit olmasin. O zaman u(x), maksimum ve minimum degerine D nin ¢D sini-
rinda ulasir [1].

2.3. Green C')zdeglikleri, Laplace Denklemleriyle Birlikte Tanimlanan Sinir
Deger Problemleri

2.2. Teorem
D C IR3 sinirli bolgesi asagidaki sartlari saglasin.
a) D nin dD sinir1, sonlu sayida dizgun yuzeyden olugsun.

b) Koordinat eksenlerine paralel dogrular D yuzeyini ya sonlu sayida nokta-
da kessin ya da dD ile ortak noktalari bir aralik olustursun.

dD yuzeyi Uzerinde, D nin digina yonlendirilmig birim normal vektor
n=(n, n,, n,) olsun.

Kabul edelim ki u,w € C%D) N C(D) olsunlar.

Birinci Green Ozdesligi olarak bilinen

quzwdv = fu—dc— f(Vu)(Vw)dv
D

o N
bagintisi saglanir.

ikinci Green Ozdesligi olarak bilinen



f(uvzw — wV2u)dy = f(ua—w — wa—u>do
5 b on on

bagdintisi saglanir (Burada dv, D nin hacim elementi, do dD nin ylzey alan
elementidir.) [1].

2.3. Tanim

D C IR" sinirli bir bolge olsun ve D nin dD siniri, duzgun olsun. f € C(dD) veril-
mig bir fonksiyon olsun.

Au(x)=0 , xeDise (2.1)

u(x) =f(x), xeab ise (2.2)

denklemlerini saglayan u € C%D) N C(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-
ne Dirichlet problemi denir. Eger D, bir sinirli bélgenin digi ise bu probleme dig

Dirichlet problemi denir [1].

u=f xeadD

Sekil 2.1. Dirichlet problemi

2.4. Tanim

D C IR" sinirli bir bolge olsun ve dD siniri duzgun olsun. dD siniri Uzerinde,
x € dD noktasinda dD nin birim dig normalini n = n(x) ile gosterelim. f € C(dD)
verilmig bir fonksiyon olsun.



Au(x) =0, xe&Dise (2.3)
Uk _ oD i
n (x), xe€& ise (2.4)

denklemlerini saglayan u € C%(D) N C'(D) fonksiyonunun aranmasi problemi-

ne Neumann problemi denir. Eger D, bir sinirli bolgenin digi ise bu probleme
dig Neumann problemi denir [1].

Au(x)=0, x€D —n=f, x € adD

Sekil 2.2. Neumann problemi
2.3. Teorem

Es.2.1 ve Es.2.2 denklemleri ile tanimlanan Dirichlet probleminin en ¢ok bir
¢6zUma vardir [1].

Ispat

Problemin herhangi iki ¢oziUmunin 6zdes oldugunu gdstermeliyiz. Problemin
herhangi iki ¢ozUmuU u, ve u, olsun. u= u, — u, diyelim. O zaman u, D de
surekli, D de harmonik ve dD sinir1 GUzerinde sifir olur;

yani u

Au(x)=0, xEDise
u(x)=0 , Xx€EaD ise

denklemlerini saglar. Maksimum prensibinden u, maksimum minimum



degerlerine dD siniri lizerinde ulasir. Bdylece x € D igin u =0 olur ve bura-

dan x € D igin u, = u,, elde edilir.

2.4. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin mevcut
olan herhangi iki ¢6zUmu, birbirinden sadece bir sabit kadar farkhidir [1].

Ispat

u, ve u, fonksiyonlari Neumann probleminin herhangi iki ¢6zimu olsun.

u =u, —u, fonksiyonu

Au(x)=0, xEDise

au(x)
an

=0 , x&dDise
denklemlerini saglar. Birinci Green 6zdesliginden,

fﬁvzﬁdv = u—do— f(Vu) (Vu)dv
D aD
quzudv+ f|Vu!2dv = fu—do

f\Vu\zdv =

elde edilir. Bdylece Vu = 0 ve u, D de sabittir.
2.5. Teorem

Es.2.3 ve Es.2.4 denklemleri ile tanimlanan Neumann probleminin bir ¢6zu-
munin mevcut olmasi igin,

f f(x)do = 0
oD



saglanmalidir [1].
Ispat

u fonksiyonu Neumann probleminin bir ¢6ziUmu olsun. Divergens teoremi
uygulanarak,

_ 2 _ _ _ [ou_  _ _
0= fv udv = fv.wdv - fw.ndo = [ 5 do= ff(x)do
D D oD oD oD

elde edilir.
2.4. Fredholm Alternatifi

2.6. Teorem (Fredholm Alternatifi)

d—-Kod=0
ve
Y-KWw=0

operatoér denklemlerin her ikisi de, ya yalniz ® = ¥ = 0 6zdes sifir ¢dzlimune
sahiptir ya da, her iki denklem de ayni m € N sayida lineer bagimsiz ®,, @,
L, @ veW,, W, ., W ¢OzUmlerine sahiptir. ilk durumda, yani ® — Ko =0 ve
P — K*W¥ = 0 denklemlerinin her ikisi de yalniz ® = ¥ = 0 ¢ézimune sahip ise,

d—-Kob=f
ve
P-K'd=g

denklemleri verilmis her bir f € L2 ve g € L? fonksiyonlari igin bir tek ® € L? ve
W € L2 ¢dzimiine sahiptir. ikinci durumda, yani, ® - K& =0 ve ¥ — K*¥ = 0
denklemleri ayni m € N sayida lineer bagimsiz ®,, ®,, ..., ®_ve ¥,, ¥, ...,



W ¢ozUmlerine sahip ise ® — K® = f denkleminin bir gozimu olmasi igin gerek
ve yeter kosul, (f, W) =0, (n =1, 2, ..., m) olmasidir yani, f nin W,, W,,, ..., ¥ _
ye ortogonal olmasidir. Ayni sekilde ¥ — K*W = g denkleminin de bir ¢ozimu-
nUn olmasi igin gerek ve yeter kosul, (g, ®,) =0 (n =1, 2, ..., m) olmasidir [1].

2.5. Zayif Singiiler Gekirdekli integral Operatérler
2.5. Tanim

Q, m-boyutlu Euclid uzayinda sinirl, olgulebilir bir kime olsun. x ve y, Q da
herhangi iki nokta ve r =|x —y| olsun. A(x, y), Q x Q da sinirli élgulebilir bir

fonksiyon olsun:

A(x,y)|<c, c=sabit
A(x,y)

re

K(x,y) = 0<a<m, o =sabit

seklinde tanimlanan fonksiyonuna zayif singuler ¢cekirdek denir.

(Ku)(x) = fK(x, y)u(y)dy = fA(:O: y)u(y)dy

D

ile tanimlanan K operatériine zayif singuler ¢ekirdekli integral operatér denir

[2].

2.7. Teorem

Zayif singuler gekirdekli integral operator C(G) de kompaktir [2].



3. POTANSIYEL TEORI

Bu bolimde, IR te cift katli ve tek katli potansiyel kavramlarini verecegiz. Bu
potansiyellerin stireklilik 6zelliklerinden faydalanarak, IR® te Laplace denklemi
icin verilen Dirichlet ve Neumann problemlerini Fredholm integral denklemle-
rine indirgeyecegiz. Bunu yaparken Dirichlet probleminin ¢oézimunu gift katl
potansiyel, Neumann probleminin ¢6zimunu ise tek katli potansiyel biciminde

arayacagz.

Caligsmalarimizda, Gauss formliine ihtiyacimiz oldugundan, IR® te Gauss for-
mualind verelim.

3.1. Teorem (Gauss Formulu)

D C IR3 sinirli, basit bagintili bir bélge olsun. D nin siniri aD, C? sinifindan yani
dD surekli egrilige sahip olsun.

v, dD sinirinin birim dig normali, ds(y) yuzey alan elementi olmak uzere,
Gauss formulu;

—4n , xeDise

[% 1 dsy)=1-2r, xeaDise (3.1)
oD av(y)\x—y\ .
0 , xelR®*\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. € > 0 yeteri kadar kiiguk olsun ve Q_={y : |y — x| < &} yuvari D
nin iginde yatsin. D \ Q, bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim. dy hacim
elementi olmak Uzere,



oD

Sekil 3.1. x € D igin D\ Q_bolgesi

f1.v2 T 1 v2(|ay
V—y\\x—w

D\Q8
- f 1
oD

+ [

1

avy)x—y| \X—y\ av(y>
o 1

avy)x—y| |X —y| 6v

:f 0 1 ds(y) + 2 1
aD

1ds

ov(y)[x -y 0, v(y)x -y
0= 6va(y) Of f <——>£ sin ddddo
OzaD Ay o)
yazariz. Q. Uzerinde, 9__4d olur.
ov de

Boylece ¢ — 0 sifira gittiginde,

d
an av(y)\x y| dsly) =

elde edilir.

2)xedDolsun. 6=DnoQ =Dn{y:ly —x|= e} olsun.

1]ds(y

10

(3.2)



11

oD, = aD\ (D n{y:|y — x|<e}) olsun.
Y
aD

Sekil 3.2. x € dD igin D \ Q_ bolgesi

D\ Q, bolgesinde ikinci Green 0zdesligini yazalim.

f[1.v2X1y_X1yvz(1)]dy
D\Q8
0 1 1 3
a0, () x—y| \x—y\'a\,(y)1 ds(y)
+Gf 1'ava(y)|X1Y| - |X1y|-ava(y)1]ds(y)
) a0 aviy)|x1y|ds(y)+o ava(y)xide(w

21 72

0 1 d 1)\,
= ds(y) — (——) sin ®d®do
oD av(y)\x—y\ 6/ 6[ de €

0. [0 1
aD, 3V(y)\X—Y\

ds(y) — (—e2)¢%-2n

e — 0 sifira gittiginde,

0 1
oD av(y> ‘X - y‘

ds(y) =—2n (3.3)

elde edilir.
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3)xEIR3\ D ise

| | fonksiyonu D bolgesinde singuler degildir. D de ikin-
X—y

ci Green 0zdesligini yazarsak,

f[wz L V2(1)]dy
5 x—=y| [x—y]|

- ety ey

an 8va(y) . 1 ,8s)=0 (3.4)
elde edilir.

3.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmigs surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

woo =1 [w(y) 9 1 4s(y), xe IR®\aD (3.5)

b ov(y)[x -y
ye, ¥(y) yogunluklu iki kath (double layer) potansiyel denir.

iki kath potansiyel, x € IR3 \ aD icin Laplace denkleminin bir ¢dzimidur.
C6zUm oldugu kolayca gosterilebilir.

X = (X4, Xy, X5) € IR¥\ 0D igin,

2 2 2
AQN&)z(a A »Nu)

2 2 2
3x1 3x2 ax3

1 o [d*> 0> %\ 1
= by + + ds
4n / ) 3V(Y)<8xf x> axi)x —y| )

2

saglanir.
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Cift katli potansiyelin sureklilik 6zelliginden faydalanarak i¢ Dirichlet ve dis
Dirichlet problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.2. Teorem

D C IR? bolgesi sinirli, basit badlantili ve D siniri C? sinifindan olsun.
u € C%D) N C(D) ve f € C(dD) olmak lizere,

Asu(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

ic Dirichlet probleminin ¢dziimiini, W € C(dD) olmak iizere,

1 0 1 3
W) =— [ W(y) ds(y) , xelIR°\dD
4m an ov(y)[x —y|

iki kath potansiyel biciminde arayalim.

O zaman i¢ Dirichlet probleminin ¢6zimu,

1 o 1
W00~ 5 [w(y)

ds(y) =—2f(x) , xedD
T':aD av(y)\x—y\

integral denkleminin ¢ézUmune indirgenir.

Ispat

x € IR3\ 9D noktasinin, X, € dD noktasina yaklagsmasi halinde iki katli potan-

siyelin sureklilik 6zelliginden bazi sonuglar ¢ikaralim. v € C?(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.3.1 Gauss formuluna kullanalim.

f(vV2u + Vv-Vu)dy = fva—:ds(y) (3.7)

D oD g
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Birinci Green ézdesligini v € C%(D) ve u = fonksiyonlari igin yazalim.

X =y

Q ={y:|ly—x|=s¢e}CDolsun. O zaman Es.3.7 yi D \ Q_bolgesine yazarsak,

+ Vv(y).V
v YIx -y

I [ v(y)V?

D\, Yix -yl

ds(y)+ [ v(y);— ds(y) (3.8)

y)lx y| o, a(y)\x y|

olur.

1) x € D olsun. O zaman integraller igin ortalama deger teoremini kullanarak,

gma Qf v(y) 6va(y) x 1 Jl ds(y)

_ i _d 1)
—Ilrrg)ofdfv(y)< de € ) -sin @dPdo

= Iirr(m)—(— 8_2)'82'4313'V<X1+8 COS 0 *sin® *,x_+esin 6 *sin® * X +e cos d *)
£ —

0<0*<27,0<P*<n
= 4mv(x) (3.9)

elde edilir.

Sekil 3.3. x € D igin D \ Q_ bolgesi
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2) x € dD olsun. O zaman,

lim fv(y) ds(y) = 2rv(x) (3.10)

a(y\x y|

elde edilir.

:

Sekil 3.4. x € dD igin D \ Q_bolgesi

3)x € IR® \ D olsun. O zaman fonksiyonu, y € D icin tanimhdir.

X =y
Dolayisiyla,
f v(y)Vv?2 L w(y)-v 1 ldy
5 Vx| Y[x—y|
7, 1
= [v(y ds(y) (3.11)
an ov(y)[x —y|
olur.
Boylece Es.3.8 & — 0 icin,
2 1 1
[ |vy)v v )V, dy
5 Yx - V[x -yl

_ o 1 _
= Df v(y) v (y) X — y|dS(y) pv(x)

veya



_ 1 _ 0 1
Dva(y)Vy|X_y|dy+pv(x) anv(y) ) x—y) ds(y)

olur, bu formulde p sayi,

—4n , xeDise
p={-2x , xe&dDise
0 . xelIR*\Dise

dir.

Benzer olarak ikinci Green 6zdesliginden,

1 1

D\Q, (Y)Vy‘x y‘ ‘X—y‘v v(y)|dy
1 ov
(y \X—y\ Tx—ylav Y|y
0 1 1
+ f ()av(y)|X—y| x y|6v(y) ds(y)

oQ €

Es.3.9, Es.3.10 ve Es.3.11 den,

4nv(x) , xe€Dise
1 .
v(y)—— ds(y)={2av(x) , xedDise
Qf xR g
0 ., xelIR*\Dise

oldugunu biliyoruz.

_I|m f‘

& (y)ds(y)

16

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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< lim max

‘ sin ®dddo
¢e-0 yeD

8\/

< Iim]K-az‘%-4n -0 (3.16)

ov

K = max 5 (y)‘

yeD

Boylece ¢ — 0 sifiri gittiginde Es.3.14,

1 ~ 1
oy Py = vy O ey Ty

ds(y) — pv(x)

vy 21 1
“av(y)x—y| [x—y|ov

(y) ds(y) (3.17)

olur.

Simdi Es.3.5 ile tanimlanan iki kath potansiyeli gozonune alalim ve kabul ede-

lim ki, ¥ € C2(dD) olsun. O zaman ¥ fonksiyonu D da, C2 sinifindandir.
D'=D D =IR®\D ve x,€ D olsun.

VV+(X0)ZZXHQLVV(X) , VV_(XO)::XEQBVV(X)

xeD™ xeD

tanimlayalim.
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Es.3.12 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

[vwy)v, 1 —dy +pee = f w(y
D

Yx—y|

\X yl
= 4aW(X)

olur.

(3.18)

Es.3.18 de, D Uzerindeki integral sureklidir. Simdi Es.3.18 de x € D* olmak

uzere x — x, € dD ye limit hesaplarsak,

f v (y - y‘ dy — 4nW(x,) = 40W ™ (x, )

elde edilir. x, € dD igin Es.3.18,

f v (y).V, dy — 2nW(x,) = 49W(x,), X, € 3D

"% y\
olur. Es.3.20 den Es.3.19 u c¢ikarirsak,
200 (x,) = 4 W(x,) = W (x,)

veya

(3.19)

(3.20)
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W(x,) = 2[W(xo) —wt (xo)] (3.21)

elde edilir. Simdi Es.3.18 de, x € D" olmak (izere x — x, € dD ye limit hesap-
layalim.

1
V‘xo—y‘

f VW (y).V dy — 0-W(x,) = 4aW ™ (x,) (3.22)
D

elde edilir. Es.3.20 den Es.3.22 yi ¢ikarirsak,
~2m(xg) = 4| W(x;) =W (x,)
veya

—W(x,) = 2|W(x,) = W™ (x,)| (3.23)

W*(x )—W(x )=——W(x
_( o) ( o) ? ( o) (3.24)
w (Xo) B W(Xo> - +_IP(X0)
yazariz. Es.3.24 denklemlerinden,
W7 (x,) = W(x,) = —¥(x,) (3.25)

sigrama bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.3.17 ye dénelim. Es.3.17 de v € C%(D) secelim dyle ki x € dD
icin,
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vix)=W(x) , xeadD ise

(3.26)
ﬂ(x) =0 , xedD ise
ov
olsun. Boylece Es.3.26 kosullari altinda Es.3.17,
pv(x) = f V2 (y)dy + f w(y), 0] L y)lds(y)

X = vy x—y| x—ylev’
0

veya iki katll potansiyelin tanimi ile,
pv(x) = f - v(y)dy + 4aW(x) (3.27)

olur. Simdi Eg.3.27 nin iki yaninin, x € D* olmak Uzere x — x, € dD igin — —

ov(x)
turevini hesaplayalim,
ov 0 1 2 oW*
—4n—— = \% +4 :
n 8\/( )= Df vy v(y)dy +4n %, ~(x,) (3.28)
olur. Yine Es.3.27 nin iki yaninin, x € D™ olmak uzere, x — x, € dD igin 5 3( )
v(X

tlrevini hesaplarsak,

N, a1 AW~
020 (x,) = f p” (X0>X0_yv v(y)dy +4n 7 (x,) (3.29)

elde edilir. Es.3.28 ve Es.3.29 dan iki katll potansiyelin tlrevleri igin,

oW™ oW~
5 (xo)z 5 (xo) (3.30)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya ¢ikar, burada,
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A oW oW~

ov (%) = %, 5, 00 Ve Tamx0) = lmy 5, 0
xeDt xeD™

anlamindadir. Bdylece iki katli potansiyelin, D nin normali dogrultusundaki
tdrevi, x degiskeni sinirdan x, € dD noktasindaki normali boyunca gegerken,
surekli olarak degigir.

Simdi, u € C2 (D) N C(D) ve f € C(dD) olmak (izere,

A3u(x)=0 , xeDise
(3.6)
ux)=f(x) , xe€dD ise

ic Dirichlet problemini g6zénine alalim. Es.3.6 probleminin ¢ézimina, iki katl
potansiyel bigiminde arayalim. Iki katl potansiyel x € IR3 \ dD igin Laplace
denkleminin bir ¢ézumudur.

0 1

ds(y) , xelIR*\aD
ov(y) |x -yl

_ 1
Woo = - a Df w(y)

iki katli potansiyelin x € D ve x — x, € dD limiti,

. 1 o 1
W (xo) = 4JEabf‘l’(y) ov(y) ’XO — y’ds(y) = f(xo) (3.31)

seklindedir. Es.3.31 i Es.3.24 Un ilk denkleminde yerine yazalim.

veya ¥(x) bilinmeyen yogunluklu,
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%)~ g | ¥ gty g 80 =2 %%

ang Y avylx, -y

3
W(x,) = 5 [P 9 \Xo1— ; ds(y) = —2f(x,), X, €D (3.32)

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.6 i¢ Dirichlet probleminin ¢ézUmu
Es.3.32 integral denkleminin ¢ozUmune indirgendi.

3.3. Teorem

D C IR3 bolgesi sinirl, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.
u € C%IR3\ D) N C(IR?\ D) ve f € C(dD) olmak {izere,

Aux)=0 , xeIR3\D ise
3 (3.33)

ux)=f(x) , xe€dD ise

dis Dirichlet probleminin ¢ézimunu W(y) € C(dD) olmak lGzere

1 0 1 3
W) =— [ ¥(y) ds(y) , xeIR”\aD
4 an ov(y)[x —y|

iki kath potansiyel biciminde arayalim.

O zaman dig Dirichlet probleminin ¢dézimd,

1 3 1
WO+ 5 [w(y)

ds(y) = 2f(x), x€dD
J Py Y

integral denkleminin ¢6zimune indirgenir.
Ispat

Dis Dirichlet probleminin ¢ézimanda,
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1

ds(y) , xelIR*\aD
)Ix =y

W(x) = 1/111( )a (y

iki katli potansiyel biciminde arayalim. x € IR3®\ D olmak {izere x — X, € dD
icin iki kath potansiyelin limiti,

W7 (%) =

4n ( T 01 y‘ds(y)zf(xo) (3.34)

olmahdir. Es.3.34 U Es.3.24 Un ikinci denkleminde yerine yazarsak,

W™ () = W(x,) = 5(x,)

f(Xo) = W(x,) = 5 ¥(%,)

I\)\—\

veya ¥(x) bilinmeyen yogunluklu,

f(x,) - 41—% w(y)

ds(y) = 2f(x0), x, €D (3.35)

integral denklemi elde edilir.

Boylece Es.3.33 Dig Dirichlet probleminin ¢ozumu Es.3.35 integral denklemi-
nin ¢dzumune indirgendi.

3.2. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmis surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

_1 3
V(x) = v Df w(y) ds(y), x€IR*\aD (3.36)

1
X —y]|
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ye, ¥(y) yogunluklu tek kath (single layer) potansiyel denir.

Tek katli potansiyel, x € IR® \ 9D igin Laplace denkleminin bir ¢ozUmidur.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.

X = (X4, Xy, X3) € IR*\ 0D igin

2 2 2
A V60 =2+ 4 Oy
ox; Ox; OX;
1 * & | )\ 1
=— | ¥ + + ds
wd (y)<ax§ o ax§>\x—y\ V)

saglanir.

Tek katli potansiyeelin sireklilik 6zelliginden faydalanarak i¢ Neumann ve dig
Neumann problemini Fredholm integral denklemine indirgeyelim.

3.4. Teorem

D C IR? bolgesi sinirli, basit baglantili ve D siniri C? sinifindan olsun.

u € C2(D) N C(D), g € C(dD) ve v, 4D sinirinin birim dis normali olmak iizere,

Asu(x)=0 , xeDise

3.37
a—u(x) =g(x), xedD ise (5:37)
ov

ic Neumann probleminin ¢éziimiini, ¥ € C(dD) olmak lizere,

1
X —y]|

_1 3
V(x) = 4nan‘P(y) ds(y), x€IR*\aD

tek kath potansiyel bigiminde arayalim.

O zaman i¢ Neumann probleminin ¢ozimu,
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1 o 1 3
‘P(x)+nf‘P(y)av(X)X_yds(y)—Zg(x), x € aD

integral denklemin ¢ozumune indirgenir.
Ispat
Es.3.17 de, yani;

o 1 1
avy)x—y| |x—y|ov

pv(x) = f o v2 N wldsty) 3.17)

formiliinde v(x) fonksiyonunu v € C2(D) ve

vix) =0 , xedD ise
(3.38)
ﬂ(x) =P(x), xedD ise
ov
secelim,
Es.3.38 kosullari, Es.3.17 de yazilirsa,
1 2
pv(x) = Vov(y)dy — [ W(y s(y) (3.39)
Df X =y f !x - y!
denklemi elde edilir. Es.3.39 u tek katl potansiyel ile ifade edersek,
pv(x) = f x— y)dy — 4aV(x) (3.40)

olur.

Simdi, tek katl potansiyelin, x € IR3 igin strekli oldugunu gosterelim. Es.3.40
In x € D* — x, € dD ye limitini hesaplarsak,
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~4rv(x,) = Df X01_ szv(y)dy 4V (x,) (3.41)
-0

olur. Es.3.40 iIn x € D" — x, € dD ye limitini hesaplarsak,

0v(x,) = Df XO1_ ; V2u(y)dy — 4V (x,) (3.42)

olur. Es.3.41 ve Es.3.42 den, x, € dD igin,

1

V2v(y)dy (3.43)
‘Xo N y‘

V) =V = g [

elde edilir. E$.3.40 1 x, € dD igin yazarsak,

~2nv(x,) = Df X01_ ; V2u(y)dy — 4aV(x,) (3.44)
-0

olur. Es.3.43 ve Es.3.44 den, V(x) tek katl potansiyel, x € IR® igin sureklidir.

Es.3.40 in x € D™ — x, € dD ye v dogrultusundaki tlrevi

ov 0 1 V™

— = — 2 —
4nav(x0) Dfa\’(XO)XO—yV v(y)dy — 4x 9 (%)
veya
_ — 9 1 2 L, ov”
4w (x,) = Df . (XO)XO_yv v(y)dy — 4% ~(x)) (3.45)

olur. E$.3.40 iIn x € D™ — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

OV = 9 1T o2 _ 4.9V
0-27(%,) Df o (XO>X0_yv v(y)dy — 4n % (x,) (3.46)




olur. x, € dD igin Es.3.40 Iin v dogrultusundaki tirevi

Con Ny ) = 4 L. 4V

2127 (x,) Df p” <X0>X0_yv v(y)dy — 457 (x,)
="(xg)

veya

_ I R N N S.\'

27W(x, ) Df AT v(y)dy — 427 (x,)

olur. E$.3.45 den Es.3.47 cikarilirsa,

ov* oV 1
ov (Xo) B E(Xo) - flp(xo) , X, €D

elde edilir. Es.3.46 dan Es.3.47 cikartilirsa,

1
(Xo> - _EW(X0> , X, €D

oV~ oV
o (X0) 75y

olur. Es.3.48 ve Es.3.49 dan,

ov* oV~
av Xo) "5y

(%) = W(X,) » X, €D

27

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

tek kath potansiyellerin, v dogrultusundaki tarevleri igin sigrama (jump) bagin-

tis1 elde edilir.
Simdi u € C3(D) N C'(B) ve g & C(dD) olmak Uzere,

A3u(x)=0 , xeDise

a—u(x) =g(x), xedD ise
ov

(3.37)
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ic Neumann problemini gézonune alalim. Es.3.37 probleminin ¢oézumunu tek
katll potansiyel bigiminde arayalim. Tek katli potansiyel x € IR3 \ dD igin
Laplace denkleminin bir ¢ozumudur.

1
X —y]

_1 3
V(x) = 4nanlp(y) ds(y) , x € IR*\aD

tek kath potansiyelin x € D* — x, € dD ye a‘i tlrevi

V™ 1

P (%) = 47EDf\p(y)ava 1

(Xo>‘xo —y‘

ds(y) = g(xo) (3.51)

olur. Es.3.51 i E$.3.48 de yazarsak,

ov* 1
ov (%)~ aT,(Xo) - Elp(xo) , X, €D

ds(y) = 29(x,) (3.52)

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.37 i¢ Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.52 integral denkleminin ¢ozUmune indirgendi.

3.5. Teorem

D C IR3 bolgesi sinirli, basit baglantili ve dD siniri C? sinifindan olsun.

u € C4IR3\ D) N C(IR3\ D) ve g € C(dD) ve v, dD sinirinin birim dis norma-
li olmak Uzere,
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Au)=0 x e IR3\D ise

3.53
a—u(x) =gx), xedD ise (3.99)
ov

Dis Neumann probleminin ¢ézimunu, W € C(dD) olmak Uzere,

V(x) = f\p s(y), x€IR®\aD

\X y\
tek katl potansiyel bigiminde arayalim.

O zaman Dis Neumann probleminin ¢ézimd,

lIf(x)—— f‘P ds(y) =—2g(x) , xe€dD

av(x)\x— |

integral denkleminin ¢6zUmune indirgenir.
Ispat

Es.3.53 Dis Neumann probleminin ¢ézUmunu, tek katli potansiyel bigciminde

arayalim. x € D™ — x, € dD ye tek katli potansiyelin % tlrevini hesaplayalim.

oV~ _ 1 9 1 B
o (%0 = 2 Df w(y) ov(x) e - de(y) =g(x,) (3.54)

olur. Es.3.54 U Es.3.49 da yazarsak,

oV~ oV 1
W(Xo> B E<X0> - _Elp(Xo) , Xy €D
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X,) f‘I’(y i _y‘ s(y) =—2g(x,). Xx,€ D (3.55)

integral denklemi elde edilir. Boylece Es.3.53 dis Neumann probleminin ¢ozu-
mu Es.3.55 integral denklemin ¢ozimune indirgendi.
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4. DIRICHLET VE NEUMANN PROBLEMLERINE UYGULAMALAR

4.1. i¢ Dirichlet Problemi

Aux)=0 , xeDise (4.1)

ux)=f(x) , xe€adD ise (4.2)

ic Dirichlet probleminin u € C%(D) N C(D) ¢déziimiinii, ¥ € C(dD) olmak lizere,

1 o 1
ux) = — [ w(y)—2— ds(y) ., xeD 43
4%Df (y vy) x| (y) (4.3)

iki kath potansiyel biciminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde iki kath potan-
siyeller i¢in olan sigrama bagintilari kullanilarak

y o 1
T av(y)|x —y]|

ds(y) =—2f(x) , xedD (4.4)

integral denklemi elde edilir. Simdi Es.4.4 integral denkleminin bir tek ¢6zUmu-
nan varhgini géstermek icin, Fredholm alternatifinden,

1 d 1
PXx)—5- | W ds(y)=0, xedD 4.5
2 | O kg oY) (4.5)

homojen denklemin ¢6zimiiniin sadece W(x) = 0 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.5 i saglasin ve u(x) i, Es.4.3 ile tanimlayalim. O zaman
u(x), D de harmonik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. i¢ Dirichlet probleminin ¢dz(i-
munun tekliginden, x € D igin u(x) = 0 olur. Bu sonug, x € dD igin du(x) / dv =

0 olmasini gerektirir. Simdi, u(x), Es.4.3 iki katli potansiyel olarak, x € IR3\ D

icin verilmis olsun. O zaman u(x), IR3\ D de harmonik olur ve iki katl potan-
siyelin normal dogrultusundaki tlrevinin sureklilik 6zelliginden, x € dD igin

du(x)/ év =0 olur. (xi IR3\ D dan aD ye yaklastiriyoruz.) Ayrica x sonsuza git-
tiginde, Es.4.3 iki katli potansiyeli,
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y)-v

Ix—yP

oldugundan [x| = r — o igin

1
(x) = (—) o
ulx (6] r2 r

ou(x) (1)
= O| — ,reoo

or r3

ye gider. Boylece Green formulinden,
Q. ={x:IxIsR} ve DCQ,

olmak uzere,

V(uvu)dx = IVuP + uviu [Vul2dx
o= [ (i surgoc |

QR \D QR \D =0 QR \D

ve

fqu\zdx= f ug:ds

Qg \D agRuaD

= u—ds + u a—uds
f f“ ov

b =0
fua—uds = ( 1
R3

ov ) » R=o0

\%
( | 6y3 k>\/<x1 B y1)2 (%~ y2)2
_(x—y)v

+ (Xs B y3)2

(4.6)

4.7)

olur. R — « gittiginde x € IR3\ D igin u(x) in bir sabite esit oldugunu goririz.

Fakat [x| — o« sonsuza gittiginde u(x) — 0 sifira gittigini biliyoruz. Boylece
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Es.4.3 iki katl potansiyel ile tanimlanan u(x), D de ve IR®\ D da u(x) = 0 olur
ve iki katli potansiyelin,

uf(x) —u (x) =-¥(x) , xeadb
sureksizlik 6zelliginden, x € dD icin W(x) = 0 elde edilir.

4.2. Dig Dirichlet Problemi

AU =0 , xelR’\D ise (4.8)
ux)=fx) , xeadD ise (4.9)
u(x) sonsuzda sinirli (4.10)

dis Dirichlet probleminin bir u € C%(IR3\ D) N C(IR3\ D) ¢dziimiini arayahm.
Dis Dirichlet probleminin ¢ozUmunun varligini gosterelim. Bunun igin, Es.4.8 -
Es.4.10 probleminin bir ¢c6ziminu, W € C(dD) olmak Uzere,

1 0 1 3\ QR
ux) = [W ds(y) , x€IR*\D 4.11
4%)/ (y)awy)‘x_y‘ (¥) (4.11)

iki katli potansiyel bigiminde arayalim. iki katli potansiyelin sicrama siireksizli-
gi bagintisindan ¥(x),

WO + 5 fq; ds(y) = 2f(x) , x€aD (4.12)

\X y|

Fredholm integral denklemini saglamalidir. Fakat, x € dD igin Gauss formulu,

1 0 1
141 ds(y) =0 (4.13)
2wy

oldugundan, Es.4.13 U W(x) = sabit ile garparsak, W(x) = sabit fonksiyonu
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1 9 1 ~
‘P(x)+nan‘If(y)av(y)x_yds(y) =0 (4.14)

homojen integral denkleminin bir ¢ézimu olur. Boylece Fredholm alternatifin-
den,

o 1 B
q><x)+% fd)(y)av(wx_yds(y) =0

veya

c1>(x)+— fcb

av(x)\x y‘ds(y) =0 (4.15)

homojen adjoint integral denklemin, 6zdes sifir olmayan reel degerli bir ®(x)
¢6zUmu vardir. Es.4.15 ile tanimlanan homojen adjoint denklemin ®(x) ¢6zu-
mu f(x) e ortogonal degil ise, Es.4.12 integral denklemin bir ¢6zUmU mevcut
degildir. Yani Es.4.12 nin bir ¢ozumunun mevcut olmasi igin,

f f(X)D(x)ds(x) = 0 (4.16)
oD

olmahdir. Genel olarak f(x) in Es.4.16 kosulunu sagladigini kabul edemeyiz.
Bu nedenle, yontemimizde degisiklik yapmaliyiz. Ozel olarak, dig Dirichlet
probleminin ¢6zumu, genel olarak iki kath potansiyel bigiminde gosterilemez.
ikinci olarak, dig Dirichlet probleminin ¢dzimiinii, W € C(éD) olmak Uzere,

d 1

=
T ds(y) , xeR*\D (4.17)

+1

1
ux) = — [ ¥(y)
4 an

biciminde arayalim. O zaman Es.4.17 ile tanimlanan u(x) fonksiyonu

x € IR3\ D icin harmonik, sonsuzda sinirli ve x € dD icin u(x) = f(x) saglama-
sl i¢cin W(x) fonksiyonu,
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+1

WO+ 5 flp ds(y) = 2f(x) , x €D (4.18)

y\x y|

Fredholm integral denklemini saglamalidir. Yine Fredholm alternatifinden
Es.4.18 in birtek ¢6zumundn olmasi igin,

+1

lp(x)+—f1p ds(y)=0, xedD (4.19)

|X Y|
homojen integral denklemin ¢6zUmu yalniz, ¥(x) = 0 olmahdir.

Kabul edelim ki Es.4.19 homojen denklemin bir ¢ozumu W(x) olsun ve u(x) fonk-
siyonu, bu W(x) igin Es.4.17 ile tanimlansin. O zaman, x € dD igin u(x) = 0 olur.
(Cunku Es.4.19 homojen integral denklemi, x € dD i¢in f(x) = O sinir kosullu
probleme karsilik gelir.) O zaman dis Dirichlet probleminin ¢ézumunun tekli-
ginden x € IR3\ D igin u(x) = 0 elde edilir. Es.4.17 de x — o sonsuza gittigin-
de, u(x) sonsuzda sinirli oldugundan,

, 1 0
imu(x) = lim— [ ¥
Xl |XI£noo4ﬂ: f v) ov(y)|x —y|

+ I|m — f‘P (y)ds(y)

:0(:2) , r=Ix| (4.20)

yazariz. iki katli potansiyelin [x| — oo igin,

;—nanlp(y) c’Zy)x : y| ds(y) = °<l2) #21)

r
oldugundan

f ¥(y)ds(y) =0 (4.22)
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elde edilir. Boylece Es.4.19 homojen integral denklem

1 9 1 ~
W(x) + 2, Df w(y) =y ds(y) =0 (4.23)

olur.

Es.4.23 ile Es.4.14 ayni denklemlerdir. Yani sadece W(x) = sabit bir cozimdr.
Es.4.22 den dolayr W(x) = 0 olmak zorundadir. Boylece, Es.4.19 homojen den-

klemin ¢6zimu yalniz W(x) = O olur. ve Es.4.18 integral denklemin bir tek ¢6zU-
mu mevcuttur.

4.3. ic Neumann Problemi

A,ux)=0 , xeDise (4.24)
WX _ g0 . xedD ise (4.25)
ov

ic Neumann probleminin u € C%D) N CY(D) ¢dziimiinii, ¥ € C(dD) olmak
uzere,

1
ux) =— [ W(y)
4 aof

1
X =y

ds(y), xeD (4.26)

tek katli potansiyel bigiminde arayalim. x, dD sinirina gittiginde, tek katli potan-
siyellerin normal turevleri igin olan, sigrama bagintilari kullanilarak,

0 1
ov(x)[x —y|

W) + ;—n [w(y) ds(y) = 2900 , x €D (4.27)

D
Fredholm integral denklemi elde edilir.

Eger u(x), ig Neumann probleminin bir ¢6ziimi ise ¢ herhangi sabiti igin
u(x) + ¢ de bir ¢gozumdur.
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Es.4.27 integral denkleminde W(x) i belirleyelim. Es.4.27 integral denkleminin
bir coziUmunin mevcut oldugunu gostermek igin, Fredholm alternatifini izleye-
rek,

o 1
T av(y)|x —y]|

ds(y)=0, xedD (4.28)

homojen adjoint denklemin her ¢éziminin, g(x) e ortagonal oldugunu goster-
meliyiz.

ov ou
f(uA3v - vA3u)dx = f(uav - vav>ds

D oD
ikinci Green 0zdegliginde u harmonik ve v = 1 ise

0= a—uds
b ov

veya Es$.4.25 sinir kosulu ile

[gtds =0 (4.29)
aD

elde edilir. Boylece Es.4.24, Es.4.25 i¢ Neumann probleminin bir ¢ézUmunun
mevcut olmasi igin, Es.4.29 kosulu saglanmalidir. Simdi Es.4.29 un saglandi-
gini kabul edelim.

Kabul edelim ki W(x) fonksiyonu, Es.4.28 adjoint homojen denklemi saglasin

ve x € IR3\ D icin tanimlanmis harmonik, iki katli potansiyeli,

w0 = [wy); 2T ds(y), xeIR\D (4.30)

4”30 3V<y)‘X—y‘

fonksiyonu gbz 6nune alalim. Genelligi bozmadan kabul edelim ki, ¥(x) reel

deger olsun. x degiskeni, IR\ D den aD sinirina gittiginde, iki katli potansiyel-
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lerin sigrama sureksizlikleri kullanilirsa,

lim ux) = u_(x )
3.5 0
x€IR\D~xq €D

olmak Uzere,
u_(xo) - u(xo) = ;‘P(xo) , X,€0D (4.31)

elde edilir. Es.4.28 homojen adjoint denklemi ile Es.4.30 denklemi birlikte
disunuldiginde x, € dD igin Es.4.28 adjoint homojen denklemi,

lI’(xo)+2u(xo)=0 , xoeaD

veya

u(x,) ==5"¥(%,) (4.32)

elde ederiz. u(x), Es.4.30 ile tanimh oldugundan, iki katli potansiyeller, [x| - o

sonsuza gittiginde,

sifira gider. Maksimum prensibinden x € IR®\ D icin u(x) = o elde ederiz.

Es.4.30 iki katli potansiyelin normal dogrultudaki turevi surekli oldugundan;
yani,
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out ou~
av %)= 5y

(xo) , X,€dD (4.33)
oldugundan, x € D igin u(x) harmonik ve x € dD igin

a—u(x) =0, xedD

ov

elde edilir. Béylece, x € D icin u(x) = sabit elde edilmis olur. iki kath potansi-
yellerin sigrama sureksizliginden,

(1) = U(xy) =5 () + %, €D

W(x,) = sabit elde edilir. Gauss formdliinden,

—4n , xeDise
0 1

ds(y)={-2n, xedDise (4.34)
oD av(y)\x—y\ .
0 , xelR®\Dise
x € dD icin,
1 0 1
+— ds(y)=0 (4.35)
2m an ov(y)|x =yl

yazariz. Es.4.35 den, W(x) = sabit, Es.4.28 homojen adjoint denklemin bir
¢6zUmuUdur. Es.4.29 kosulundan, her ¥(x) = sabit fonksiyonu igin,

[ wgds(x) =W [ g(x)ds(x) =0 (4.36)
aD oD

ortogonallik sarti saglanir. Boylece Es.4.27 integral denklemin bir ¢6zUmu
mevcuttur.
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4.4. Dis Neumann Problemi

Au)=0 , xelR*\D ise (4.37)

WX _ g0 . xedD ise (4.38)
ov

u(x) sonsuzda duzgun (regular) (4.39)

kosullarini saglayan bir u € C4(IR2\ D) N C(IR2\ D) ¢dziimiinii arayalim. Bu
problemde Es.4.39 sonsuzda dizgunlik kosulu séyle tanimlanir; (r, 6) kutup-
sal koordinatlar olmak Uzere, 0 < 6 < 2w igin dizgln olarak,

lim|ru(r,8)| < oo

ve

r? a—u(r, 0)

i
m or

I— ool

< o0

ise u(x) sonsuzda dlzglindir denir. Q; = {x : Ix| <R} ve D C Q; olsun. Q;\ D
bolgesinde, Birinci Green 6zdesligini uygulayalim.

f (vAzu + Vv.Vu)dx = f vg:ds
Qg \D 3(QR \D)

Yds (4.40)

ou 0
vavds+ fvav

o

yazariz. Es.4.40 da v = 1 alirsak ve u(x), Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir
¢ozUmu ise,

_ [du _ [
0= 5 (x)ds(x) R u(x)ds(x)
R

oD ——

g(x)

veya
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& au ou

gx)ds(x) = [ —=Rdf = 2n——"R

an J R R
_ 5. p2.0u 1 _ (l)
= 2R R R R

olur. Boylece dis Neumann probleminin bir ¢ézimuanin mevcut olmasi igin bir
gerek kosulu; yani,

[gxdsx) =0 (4.41)
aD

elde ettik. Simdi yine Es.4.37 - Es.4.39 probleminin bir ¢gézimunia W € C(dD)
olmak Uzere,

_1 2\ 9
u(x) = znan‘P(y)log ds(y) , xeIR2\D (4.42)

X =y
tek kath potansiyel bigiminde arayalim. Eger W € C(dD) fonksiyonu,

f W(x)ds(x) = 0 (4.43)
oD

kosulunu saglar ise, Es.4.42 tek katl potansiyel ile tanimlanan u(x) fonksiyo-
nu sonsuzda duzgln (regular) olur. x, dD sinirina gittiginde Es.4.42 tek katl
potansiyelin normal tlrevinin sigrama sureksizliklerini kullanarak, W(x) in sag-
lamasi gereken,

1
X —y]

1 E -
W(x) X Df W(y) - log ds(y)=—29(x) , x€aD (4.44)

Fredholm integral denklemini elde ederiz. Fredholm alternatifine gore,

1
X —y]|

1 F
W(x) — 7 Df W(y) o log ds(y)=0, xedD (4.45)
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homojen denklemin ¢ézumu yalniz W = 0 ise, Es.4.44 integral denklemin bir
tek ¢ozumu mevcuttur.

Kabul edelim ki y(x), Es.4.45 in bir gozUmuU olsun. Es$.4.45 in iki yanini dD Uze-
rinden integrallersek,

P 1 B
f‘P(y) P log x— yds(y)}ds(x) =0

oD

[woodsto -+ {
oD oD

veya

1 o 1
W(x)ds(x) —— [ W(y [ log ds(x)
an “an ( >an ov(x) T|x—vy]

ds(y)=0 (4.46)

elde ederiz. x € dD icin Gauss formulinden,

2 1 ~
| 5y

oD

veya

1 d 1
1=— | d 4.47
J%Jawwogx_yﬁw (4.47)

yazariz. Es.4.47 nin iki yanini W(x) ile carpip, dD sinir Uzerinden integraller-
sek,

9 10g 1
5 oovly) T[x—vy]

olur. Es.4.48 i Es.4.46 da yazarsak,

[weodsoo=—1 [w ds(y)|ds) (4.48)
aD aD d

2 [Wwds(x) =0 (4.49)
aD

elde ederiz. Bdylece W(x), Es.4.43 kosulunu saglar. Yani Es.4.42 tek kath
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potansiyeli ile tanimlanan u(x) fonksiyonu harmoniktir ve sonsuzda duzgun-
dur. Boylece, W(x), Es.4.45 homojen denklemin ¢ozimu kabulu ile (g(x) = 0),
Es.4.42 tek katli potansiyel ile tanimlanan u(x) harmoniktir ve x € dD igin,

a—u(x)= gx)=0 , xeadD
ov

olur. Green formulinden,

fqu\zdx= uguds+ fuguds
0z \D ad, %Y b
= ug—uds
ag, Y
_ o OU o _ 20u 1 _ (1
—27cuaR R = 2rx.Ru.R R R? 0<R2>

yazariz. Buradan Vu = 0 ve u = sabit elde edilir. Fakat,

lim Ixlu(x) < oo

X|— o0

oldugundan [x|— oo igin u(x) = 0 olur. Buradan, x € IR2\ D igin u(x) = 0 elde
edilir. Ozel olarak sonsuzda diizginlik kosulu, dis Neumann probleminin
¢6zumunun tekligini verir. Tek katl potansiyelin surekliliginden u(x), D de har-
monik ve x € dD igin u(x) = 0 olur. Béylece x € D igin u(x) = 0 olur. Tek katl
potansiyelin, normal dogrultudaki tlrevlerinin

ou”
ov

(x) — a;V_ (x)=wkx , xedb (4.50)

denklemini sagladigini biliyoruz. Buradan W(x) = 0 elde edilir. Boylece Es.4.44
integral denklemin bir ¢6zUmuU mevcuttur.

Kabul edelim ki W(x), Es.4.44 integral denkleminin bir tek ¢ézUmu olsun.
Es.4.44 Gn iki yanini, dD siniri Uzerinden integrallersek, Es.4.41 kosulu ile
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d

1 1
Y(x)ds(x) —— | W lo ds(x)|ds

an %Df <y)LDf 0 x—y) (¥)

=-2 [gxdsk) (4.51)
aD
veya Gauss formilinden x € D igin
2 [wxds(x) =0 (4.52)
aD

elde edilir. Boylece Es.4.43 kosulu sadlanir. ¥(x), Es.4.44 integral denklemin
bir tek ¢ézUmudur ve dolayisiyla Es.4.42 tek kath potansiyel, dis Neumann
denkleminin bir tek ¢ézumudur [1].
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5. HELMHOLTZ DENKLEMi iCiN POTANSIYEL TEORI

Bu boélumde Helmholtz denklemi igin ¢ift katl ve tek katli potansiyellerin 6zel-
liklerini inceleyecegiz.

5.1. Helmholtz Denklemi

eik‘x_y‘

X —y

, X#Y

A,u + k?u = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢éziimidir. Kolaylikla tiirev alinarak
ik|x —y|

X =y

gosterilebilir ki, sabit y € IR3 ve x # y igin Helmholtz denklemini saglar.

5.1. Teorem

D C IR3 sinirh, basit baglantili bir bolge olsun. D nin siniri dD, C? sinifindan
yani dD surekli egrilige sahip olsun.

v, dD sinirinin birim dis normali ve u, Au + k?u = 0, Helmholtz denkleminin bir
¢6zUmu olmak Uzere

—4nu(x) , xe€Dise

a ekix=yl  gikix=yl g, .
u( Vov Wix—yl x—y| av(y)(y) ds(y) = {-2nu(x) , x€dDise (5.1)
0 , xelR*\Dise
saglanir.
Ispat

1) x € D olsun. € > 0 yeteri kadar kiiguk olsun ve Q_={y : |y — x| < ¢} yuvari D
nin iginde yatsin. D\ Q_ bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim. integraller
icin ortalama deger teoremi yardimiyla,



ekx—vl ik|x =]

e 2
f u(y) - VZu(y)|dy
D\Q, |X.k_ y| |X_V|T
ikx—y
Ix—vl
9 ekx-yl  gikx-yl Au
~_(y)|ds(y)
[ av(y) [x—y|  Ix—y| ov
a ek—yl  gikix=yl g
+ ds
f U gy iyl v

D\Q

Sekil 5.1. x € D igin D \ Q_bolgesi

P eik\x—y\
u(y) (y)( )s sin ®dddo
f iy x -yl / f
|ks
=u(y *) Eli(e e2.4m, y*e 0Q
ve
|k\x y| aU |k\x y| aU ‘
) ds(y)
y oV f x—yl oV
< au el 5 .
ryneag)( aV(y)‘f f’ e sin ddde
ike
<M.e2.|% | 4n

Burada,
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M = max
yeD

)

dir.

e — 0 sifira gittiginde,

ik|x —y] |k\x |
[u 9 ™™ "0u )\ds(y) = —4mu(x) (5.2)
a

av(y)[x—yl [x—y|av
elde edilir.

2)x€dD olsun. 0 =DNIQ_=Dn{y:|y — x| = ¢} olsun.

oD, = 3D\ (aDN{y:|y — x|<e}) olsun.

X

ZF )

Sekil 5.2. x € dD igin D \ Q_bolgesi
D \ Q_bolgesinde ikinci Green 6zdesligini yazalim.

ekx—Vl iklx —y|

e
x=y[ [x—y]|
g ekx=yl  gkix=yl 5,
av(y) x—y| [x—y &

a e'k‘x vl ik‘X—y‘ ou

— d
Wix=yl =y

[ (y).v? v2U(y)]dy

D\,

[ |uy)

a0,

+ [ |uty

(y)|ds(y)

s(y)
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(1) dekine benzer bir inceleme ile ¢ — 0 sifira gittiginde,

o eMx—yl  gikix-yl g
Xy \x—yc?:(y) ds(y) = —2mu(x) (5.3)

[u( )

elde edilir.

ik|x -y

3)x € IR\ D ise
x -yl

ci Green 6zdesligini yazarsak,

fonksiyonu D bélgesinde singuler degildir. D de ikin-

f [“(y) e ik|X_yVZU(W]dy

X — Y‘ X|— | »
-yl gikx—y
[ 3va(y yi_y, X—y| g:(y)dS(y)
[u(y) |eXk yy|| xiki_yyg:(y) ds(y) =0 (5.4)
elde edilir.
5.1. Tanim

P(y), y € dD icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. éD nin birim dis nor-
mali v olsun.

1 9 e, 3
W) =— [w , xeIR%\aD 5.5
I abf (y)av(y) x—y ds(y) (5.5)

ye W(y) yogunluklu iki katli Helmholtz potansiyeli denir.

Es.5.5, A,u(x) + k?u(x) = 0 Helmholtz denkleminin bir ¢dziimudiir. Céziim oldu-
gu kolayca gosterilebilir.
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2 2 2
AWG0 =24+ 2 4 P dwi
ax1 6x2 8x3

1 a 62 32 32 (emxy>
=— | W + + ds
4 af ) 3V(Y)(8x? ax: axi) X —y]| )

D

\ J

ikjx—y]
_kZe

Ix =yl

— K2 g ekx-y
AWX) =—— [ W ds
W= Yy

A W00 + k2W(x) = 0

saglanir.
5.2. iki Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

x € IR3\ dD noktasinin, x, € dD noktasina gitmesi halinde, iki katli potansiye-

lin sdreklilik 6zelliginden bazi sonuglar ¢ikaralim. v € C?(D) olsun. Birinci
Green 6zdesligini ve Es.5.1 i kullanalim.

[Gvusvwvidy = [ va—:ds(y) (5.6)

D oD g

eWV—Y

X =y

Birinci Green 6zdesligini v € C3(D) ve u = fonksiyonlari igin yazalhm.

Q ={y:|ly—x|<¢e CDolsun. O zaman Es$.5.6 y1, D\ Q_b0dlgesi Uzerinden

yazarsak,
ikx—y| ik|x—y|
/ [V(y)VzL + V(Y)Y - |dy
D\, VIx -yl Y x—y|

B o ekx-vl o ekxvl
- f )3 ey W f V) ok —y &)

yani
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, oiklx \ iklx —y|
f —kv(y) +W(Y)V, - ]dy
D\Q x -yl
g elxl 9 ekx-vl
= — d — d 5.7
anV(y)av(y) x_y] S(y)+ag{"(y>av(y) x_y] s(y) (5.7)
olur.

1) x € D olsun. O zaman, integraller icin ortalama deger teoremi kullanilarak,

a eik‘x_ﬂ

lim [ v(y) ds(y)
“Oag{ ov(y) [x -yl
2n 1 k
_ Slim)of Of (y)( e >g - sin ddddo
:”"5( |kse )a Anv(y*) , y*eoQ
= 4nv(x) (5.8)
elde edilir.
Q D\Q,
aD

Sekil 5.3. x € D igin D \ Q_bolgesi
2) x € dD olsun. O zaman,

P e|k\x y|
lim f ds(y) = 2nv(x) (5.9)

6v(y X =y

elde edilir.
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Sekil 5.4. x € dD igin D \ Q_bdlgesi

iklx—y

3)x€IR3\ D ise £
x -yl

e*V—ﬂ e*V—ﬂ

V(y)VZ=——+ Vv(y)-Vy
Y x—y]| X =y

o eWV—y

ov(y) [x -y

/

ds(y)

olur.

Boylece Es.5.7 ¢ — 0 icin,

a eWV—Y

) f Waviy) x—y

veya

elklx—y

f Vv(y Y dy + pv(x)

, |k|X vl
=K fV(y) ] dy + an (y)a (y)|x—y]|

Mx—yl

ds(y)

olur, bu formulde p sayi,

fonksiyonu, y € D icin tanimlidir. Dolayisiyla,
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(5.10)

(5.11)



—4n , xeDise
p=4J-2n , xedDise
0 , xelR®*\Dise

dir.

Benzer olarak, ikinci Green 6zdesliginden,

kx—y[  gikix—y|

e 2
v(y)V2 - V2v(y)|dy
D\éE Yix—y| |x-vy]|
[ P eik\x—y| eik\x—y\ ov
= [ |v(y). - —_(y)|ds(y)
an, av(y) x—y| [x—y|av
[ P eik\x—y\ eik|x—y\ ov
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{ av(y)[x—y|l |[x—y|ov
yani
kx| kx|
—k2V(y) o — S——V2y(y)|dy
D\ﬂ x=yl Ix=y]|
f’ ( ) P eik\x—y| eik\x—y\ aV( )d ( )
= [|vly - ~(y)|ds(y
a L 6v(y) ’X_y| ‘X_y‘ ov |
[ 9 eik\xfy\ eik|x7y\ ov 1
+ [ {v(y) - ~_(y)|ds(y)
ag{_ ov(y) [x =yl Ix—y[ov]
yazariz.
Es.5.8, Es.5.9 ve Es.5.10 dan
4nv(x) , xeDise
i & 4 y) = Jomvin) aDi
im | v(y s(y)=42nv(x) , xe€dDise
b4 Vavy)x-y)

0 . xelIR%\Dise
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(5.12)

(5.13)

(5.14)



dir.
ik|x—y
e ov
I d
im .y 5, V)ds(y)
|k
¢l ov
—(y)|d
5, V)(ds(y)
V 27 n’eikg 5 .
<!|£r?) ryeag)( (y)‘of 6/ — " sin®@dddo
) eika
<limK-e“|—14n =0
e—0 €
Burada,
K = max|—— y)‘
yeD
dir.

Bdylece ¢ — 0 sifiri gittiginde Es.5.13,

) ekx=yl  gikix-y| )
f —K*v(y)T Vev(y)|dy
x—y| |x—y]

P e|k\x y| eik\x—y\ ov
= [|v(y) ~_(y)|ds(y) -
f ov(y) [x =yl [x—ylov
veya
ikIx—y| ikx—y|
pv(x) = kzv(y)e © Vzv(y)dy]
5 x=y[ |x—y]|
P eiklx—y\ elkx=vl gy
v(y ~(y)|ds(y)
f[ O @ =y b=yl v

olur.

pv(x)
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(5.15)



54

Simdi Es.5.5 iki kath Helmholtz potansiyeli gézonune alalim ve kabul edelim
ki, ¥ € C2(dD) olsun. O zaman W fonksiyonu D da, C2 sinifndandir.

D'=D D =IR*\D ve x,€&dD olsun.

W*(xo) = Xllr)po W(x) W‘(xo) = Xlirpo W(x)

xeD™ xeD

tanimlayalim.

D =IR*\D

Xy € oD
oD

Sekil 5.5. D* ve D™ bdlgeleri
Es.5.11 de v(x) = W(x) koyalim ve iki kath potansiyelin tanimini kullanalim.

eWV—ﬂ

f V‘P(y)Vy dy + p¥(x)
B

X =y
eWV—y

ay+ w0 " sy

_ Df‘P(y)'|X_y| K av(y) [x -yl

yani

eWV—H

f V‘P<y>-Vy|

dy + pW(x)
x =yl

ok

X =]

= K2 f w(y)- dy + 4TW(x) (5.16)
D
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Es.5.16 da x € D* olmak lzere x — X, € dD ye limit hesaplarsak,

|dy + 4TW* (x,) (5.17)

dy + 4mW(x,) (5.18)

Es.5.18 den Es.5.17 yi cikarirsak,
27 (%) = 4| W (xg) = W* (x|

veya

W(x,) = 2|W(xp) = W* (x,)| (5.19)

elde edilir. Simdi Es.5.16 da, x € D" olmak Uzere x — x, € dD ye limit hesap-

layalim.
elk‘xo—y‘
'Y \Y% dy — 0-W(x
Df V) Y%=y )
ik|Xn—
= K2 f w(y)-2 i y|dy+4nw—(xo) (5.20)
D %o Y|

Es.5.18 den Es.5.20 yi ¢ikarirsak,
~20%(x;) = 4[W(x;) = W (x,)
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—W(x,) = Z[W(xo) ~ W~ (xo)] (5.21)

(5.22)
w- <X0> B W<X0) - +71P(X0)
yazariz. E$.5.22 den,
W7 (X,) = W(x,) = =¥(x,) (5.23)

sigrama (jump) bagintisi elde edilir.

Simdi tekrar Es.5.15 e dénelim. Es.5.15 de v € C2(D) secelim 8yle ki x € aD
icin

vix)=W(x) , xeadD ise

(5.24)
ﬂ(x)=0 , xeadD ise
ov

olsun. Boylece Es.5.24 kosullari altinda Es.5.15,

ekx-yl eiklx—y\
pv(x) = [ |k3v(y V2v(y)|dy
SOy oy T
kix—y[  gikix-y|
v [l o_e Miy)las(y)

ovy) x—y| [x—ylov”’

=0

veya iki katli HelImholtz potansiyelin tanimi ile,
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e|k|x_y‘ e|k|X_Y‘

pv(x) = [ [K2v(y) + V2v(y)|dy + 4nW(x)
Df x=y[ [x=y|
eik‘x_y| 2 2
pv(x) = f ” y|[V v(y)+k v(y)]dy+4nW(x) (5.25)
J |x—
olur. $imdi Es.5.25 nin iki yaninin, x € D* olmak Uzere x — x, € dD igin P 6( )
v (X

turevini hesaplayalim.

_an oV _ 9 e oV, 2 oW+
4n 7 (x,) = Df e \Xo—y\[v v(y) +KPV(Y)]dy +4n 7 (x,)  (5.26)
olur. Yine Es.5.25 nin iki yaninin, x € D™ olmak Uzere, x — x, € dD igin P ix)
A%
tUrevini hesaplarsak,
oV _ 9 el v, 2 aw
0 v <XO> - 5 a\,(X()) ‘Xo _ y‘ [V v(y)+k V(Y)]dy +4n oy (Xo) (5.27)

elde edilir. E$.5.26 ve E$.5.27 den iki katli Helmholtz potansiyelin tarevleri igin,

oW~ _dW~
ov (XO)_ ov

(%) (5.28)

ayni sureksizlik 6zelligi ortaya c¢ikar, burada,

anlamindadir. Boylece iki katl potansiyelin, dD nin normali dogrultusundaki
tirevi, x degiskeni sinirdan x, € dD noktasindaki normali boyunca gecgerken,
surekli olarak degisir.
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5.2. Tanim
Y(y), y € D icin tanimlanmig surekli bir fonksiyon olsun. O zaman,

glkx— Y\

1
V(x) = W(y
f \X y|

ds(y) , x€IR®\dD (5.29)

ye, ¥(y) yogunluklu tek kath Helmholtz potansiyel denir.

Tek katli potansiyel, x € IR\ 9D igin Helmholtz denkleminin bir ¢ozimuddr.
C6zum oldugu kolayca gosterilebilir.

2 2 2
A3V(x):<a + 9 + aZ)V(x)

2 2
[7)4 oX ) oxX 3

2 2 |kx y\
=41—n/w<y><a +32+3) “as(y)

i ax2  ox x—y|
e |k\x y|
‘ | Ix=y|
|kx y
AV = W(y)e——ds(y)
f X =y

ANV + k2V(x) =

saglanir.
5.3. Tek Kath Helmholtz Potansiyelin Siireklilik Ozellikleri

Tek kath potansiyelin sureklilik 6zelliklerini kurarken W € C'(dD) kabul edelim.
Es.5.15 de yani,

elkix— y\ ekx=Vl
vix) = [ kv V2y d]
V00 = [ [kl L Ty
T O L L Sl ) (5.15)
\Y .
L1 vy x—y|  x—ylav |V




59

formiliinde v(x) fonksiyonunu v € C2(D) ve

vix)=0 , xe€dD ise
(5.30)
ﬂ(x) =¥P(kx) , xedD ise
ov
secelim. Es.5.30 kosullari, Es.5.15 de yazlilirsa,
glkx—vl
pv(x) = f o [v2 (y) + k2v(y)|dy f w( y) ds(y) (5.31)

denklemi elde edilir. E$.5.31 i tek katli Helmholtz potansiyel ile ifade edersek,

pv(x) = f x— [Vzv(y +k2v(y)|dy — 4nV(x) (5.32)

olur.

Simdi, tek katli Helmholtz potansiyelin, x € IR? igin slirekli oldugunu gostere-
lim. E$.5.32 nin x € D* — x, € dD ye limitini hesaplarsak,

|k|x ‘
—475L / . iyy’ () + K*v(y)| = 4av* (x,) (5.33)

olur. E$.5.32 nin x € D™ — x, € dD ye limitini hesaplarsak,

ik|x -
O-v(xo) = ‘exo i ;‘ [Vzv(y) + k2v(y)]dy —4nV"~ (xo) (5.34)

olur. E$.5.33 ve Es.5.34 den x, € dD igin,

|k‘x ‘
VI (%) = V7 (%) = f‘x iyy‘ v(y) + K>v(y)]dy (5.35)
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elde edilir. E$.5.32 yi x, € dD i¢in yazarsak,

ekxo— V\
—2nv__r f ‘X _y‘ v(y) + k2v(y)] - 4aV/(x,) (5.36)

olur. Es.5.35 ve Es.5.36 dan, V(x) tek katl Helmholtz potansiyel, x € IR? igin
sureklidir.

Es.5.32in x € D* — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi,

o _ o e XY _, ) v
_4nav(xo)_ Dfa\’<xo> ’XO_y’[V v(y)+k v(y)]dy 45 o ( o)

9 eik|X07

-/ av (%) %, Y|

‘[vz (y) + K2v(y)|dy — 4n ag/+< X,) (5.37)

olur. E$.5.32 nin x € D" — x, € dD ye v dogrultusundaki tirevi

o o eV, 2 oV~
O )= ayx—y oy VAV Kv)ldy — 47 (xy) (5.38)
olur. x, € dD icin E$.5.30 nin v dogrultusundaki tlrevi
oV = 8 eV, 2 av
2n2 (%) = Df ov(x,) ‘Xo_y‘[v v(y) + K2v(y)ldy — 45 (x,) (5.39)
="(xg)

olur. Es.5.37 den Es.5.39 cikarilirsa,

ov* oV 1
ov (%o) = E<XO> - Elp(xo) , X, €D (5.40)




elde edilir. Es.5.38 den Es.5.39 cikartilirsa,

<X0> - _1111()(0) , X, €D

NN
2

ov ( o) ov
olur. Es.5.40 ve Es.5.41 den,

ov*
ov

(Xo) B ag/—\,—(xo) - III(Xo> , X, €9D
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(5.41)

(5.42)

tek kathh Helmholtz potansiyellerin, v dogrultusundaki turevleri igin, sigrama

(jump) bagintisi elde edilir.
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6. FiZIKSEL ALTYAPI

Akiskan bir ortamda hareket eden acustic dalgalari g6zonine alalim.
V(x, t), x € IR® noktasindaki pargacagin t zamanindaki hiz vektori olsun.
Akiskanin basincini, yogunlugunu ve spesifik entropisini sirasiyla p(x, t), p(x, t)
ve s(x, t) ile gosterelim. Akigkan Gzerine hig¢ dis kuvvetin etki etmedigini varsa-
yalim. O zaman pargacigin hareketi asagidaki denklemlerle ifade edilir;

Euler denklemi

oV(x,t)
ot

+ (V(x,t).V)V(X, 1) + yV(x,t) + Vp(x,t) =0 (6.1)

1
p(x,1)

Sureklilik denklemi

op(x,t)
ot

+ V[p(x,t)V(x,t)] = 0 (6.2)

Durum denklemi
f(p(x, 1), s(x, 1)) = p(x, 1) (6.3)
Adiabatic hipotezi

os(x, t)
ot

+V(x,t)Vs(x,t) = 0 (6.4)

Burada f akigkana bagli bir fonksiyondur. y sonum katsayisidir. Bu sistem V,
p, p ve s bilinmeyen fonksiyonlarina gore lineer degildir. Baslangi¢ hali olarak
V, = 0, zaman bagimsiz dagilimlar p = p,(x), s = s,(X) ve p, sabiti p, = f(p,(x),
s,(x)) seklinde olsun. Bu lineer olmayan sistemin lineerlestiriimesi, bu sistemin
(Vo Pg» Po» Sp) daki threvleri



V(x,t) = eV, (x,t) + o(e?)
p(x,t) = p0+e1p1(x,t)+o(ez)
p(x,t) = po(x)+ e P, (X, 1)+ ole?)

s(x,t) =s,00+¢s (xt)+ ole?)
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ile verilir ve bu son egitlikleri Es.6.1, Es.6.2, E$.6.3, E$.6.4 de yerine koyalim.

o(e?) yi igeren terimleri ihmal edersek,

v, (x,1)
ot

+yV, (X 1) + Vp,(x,t)=0

1

P, (X)

ap, (x, 1)
ot

+ V[po OV, (x, t)] =0

af(pO’ SO) af(pO’ SO)

2 p, (X, 1)+ s s, (x,t)=p_ (x1)

os, (x,1)
ot

+V, (x,)Vs (x) =0

lineer sistem olusur [3].

Bunu gorelim.

8(81V1 (X, t))

ot
1

" p, (0 +e p, (X 1)
v, (x,1)
oot
v, (x,1)
L ot

V(p0+s1p1(x,t)):0

€

3 +81(V1(x,t).V)V1(X,t)+yV1(x,t)+

—i—(s1V1 (x, t).V)(s1V1 (x, t))+y<zr:1V1 (x, t))

1

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

+ 812(V1 (X,t).V)V1 (x, t)+YE1V1 (x,t) +

P, X +e p, (X, 1)

1

P, () +e p, (X 1)

€ Vp1(x,t):0

Vp,(x, )| =0



v, (x,1) 1

ot +e, (V1 (X, t).V)V1 (X, 1)+ 9V, (x, 1) +

olur. €, — 0 gittiginde

v, (x,1)
ot

+yV1(x,t)+ Vp1(x,t):0

1
. (x)

0

denklemi elde edilir.

8<p0 ) +e,p, (% t))

ot
P, (x) ap, (X, 1)

+ V[(po(x)+ e,P, (x,t).(s1V1 (x, t)))] =0

+¢ + V]e,p, 0OV, (x, 1) + 2,20, (X, OV, (x, 1)] =

ot oot

[ —)

=0

ap, (x,1)
1ot

ap, (x, 1)

1l ot

ap, (x, 1)
at

€ +e, V(po (X)V1 (X, t)) + 812V(p1 (X, t)V1 (X, t)) =0

£ + V(po OV, (x, t)) +e, V(p1 (X V. (x, t)) =0

+ V(po OV (%, t)) + s1V(p1 (X YV (x, t)) =0
olur. &, — 0 gittiginde

ap, (x, 1)
ot

+ V(po x).V, (x, t)) =0

denklemi elde edilir.

p(x,t) = f(p(x, 1), s(x, 1)), p,= f(Pg:S)

p _(af_ap af_as)

ap=p,+ep, \gp ot  as at)P  PoT P

S=So-f-81S1

p, X+ p, (X, 1)
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Vp1(x,t)=0

(6.5)

0

(6.6)



a(p +ep [—f Pyt &P S, +£s)

[ +s1p1,so+s1s)]aat(s +ss)
2,
_ 0 Py

ot —%f<po+s1p1,so+s1s1)£1-?

0 Js,
+£f(p0—l—s1p1,so+s1s1>s1ﬁ
op, P 9,
W:aT_)f(po+e1p1,S +eS ) ot

0 ds,
+£f(p +e.p,S, ¢S ) n
g, — 0 qittiginde
op, (Xt 4 ap, (X, t) 4

ot 6p( (x), 5, (x)) o +gf<po(x),so(x))

veya ses hizi ¢
20 = Zf(p (), (0
ap (pO ’70 >

ile tanimlanirsa

ap1a(tx, Y =[cP 3p1a(tx, ! + a‘lf(po (x), s, (x)) 8s1a(tx, L
olur.
Vp, = Vf(p, (), s,(x))

yazilabilir.

d
3t( Pot €,Py)
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os, (x,1)
ot

(6.9)

(6.10)
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é(so(x)+ .s1s1(x,t))+(s1v1 (x,t))V(sO(x)+ £1S1(X,t)) =0

ot

os, (x, 1)
& o +e1V1(x,t)[VsO(x)+s1Vs1(x,t)]=0
os, (x,1)

p +V (%, t)[VsO(x)+ e, Vs, (x,t)] =0

€, — 0 gittiginde

os, (x,1)
ot

+V, (x,1).Vs (x) =0 (6.8)

elde edilir.
Once s, i yok edelim.

Es.6.8 ve Es.6.10, Es.6.9 da kullanilirsa

os, (x,1)
ot

-V, (x, t)VsO(x)

ap»] (X1 t) 2 ap»] (X: t) 0
Fra [c(x)] P gf<po (x), s, (x))

ap, (x, 1)
ot
ap, (X, 1)
ot

= [c(

+21(p, 30,5, 00)( =V, (. §Vs ()

—V1(x,t)a

_ 2 9
=[c()] %

f(p0 (x), s, (x)).Vs0 (x)

o)
v
ap Po

op, (x,1) of(p,, s
1at +V1 (X,t) (0 0)

= [c(P

2 Vp, X
| N—
[0l

ot

ap, (X, t) L1 9P, (1)
P [c(x)] p

op
= [c()P—

+V (%, t)[c(x)]ZVp0 (x)

+V, (x,)Vp, (%) (6.11)

Simdi V, ve p, i yok edelim. Bunun i¢in Es.6.11 in t ye gore trevini alalim.
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32p1 (x, t) P 62p1 (x, 1) N v, (x,1)
ot? ot? ot

Vp, (%) (6.12)

Es.6.6 nin t ye gore turevini alahm.

ap, (x, 1)
at V[p, XV, (x,1)] = 0 (6.6)
8%p, (x,1) ’ oV, (x,1) 3p, ()
T:_v_pO(X)T+V1(X’t) at
0
v, (x,1)
==V|p, (00— (6.13)

olur. Es.6.13 de, Es.6.5 i yani

v, (x,1)
ot

=—\(V1 (X,t)——( )Vp (x, 1)

yi kullanirsak

o°p, (%, 1)
S ==, (x)( SV, (x, 1) TVp (x, t))]

= V[Vp1 (X, t) +yp, OV, (x, t)]

= Vzp1 (X, 1) + 79 (p, OV, (x,1) (6.14)
olur.

Es.6.5 ve Es.6.14, Es.6.12 de yerine yazilirsa

?p, (x, 1) L1870, () 8V, (x,1)

__EET__:[COO] poe L Vp, (X) (6.12)
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&°p, (x.1) 2[o2
e = [cOOF [V, (x, 1) + vV (p, OOV, (x, 1))
+(—\(V1 (x,t)— TVp (x, t))Vpo(x)
p,(xt) ap,, (X, t)
a1t2 = [c()?|—y 1at V2p1(x,t)—yv1 (x,t)VpO(x)
1 Vp, (x, HVp, ) (6.15)
PO 0
9,
elde edilir. Es.6.15 te 3— yerine Es.6.11 den
ap»] (X’ t) 1 ap1 (X’ t) 2
. [oofl @ ~[cOOFV, (x HTp, (0
yazilirsa
32p1 (X1 t) 1 ap1 (X’ t)
T = [c(x)P? _Y[C(X)]Z( pn —[c(x)]2V1 (X, t)VpO(x))
£9%p, (%, ) =4V, (%, ¥, (0 = —Vp (0Vp, (x,1
p,(X)
32p1 (X1 t) ap1 (X’ t) 2 1
v 2 __
poe Yo + [ |V p,(x 1) e Vp, )Vp, (x,1)
o°p,(x,t)  ap,(x1) ,
= L 6.16
poe S [c(l p, (X)V ( )Vp (x,1) (6.16)

elde edilir. Bu p, i¢in dalga denklemidir.

Simdi kabul edelim ki p,(x, t) zaman periyodik (veya zaman harmonik) yani,
p, (x,1) = Re[ux)e ™ (6.17)

sadece uzaysal degiskene bagli kompleks degerli bir u = u(x) fonksiyonu ve
w > 0 frekansi ile tanimlansin. E$.6.17 i, dalga denklemi Es.6.16 da yerine
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koyarsak, u i¢in U¢ boyutlu Helmholtz denklemi saglanir.

2
v2u(x) + —% <1+il>u(x)=LVp0(x).Vu(x) (6.18)

[c(x) w P X)

Serbest uzayda c = ¢, sabit ve y = 0 dir. “Dalga sayisI” ve “kirilma indeksi’ni,

.
w 0 Y

k=—->0 ve n(x) = <1 +|> (6.19)
C [c()]? w

ile tanimhyoruz.

O zaman Helmholt denklemi

AUGO + K2nGO.uG) = Vp, ).Vu(x) (6.20)

P, (x)

olur. Burada Ren(x) = 0 ve Imn(x) = 0 olmak Uzere n(x) bir kompleks degerli
fonksiyondur.

Es.6.20, kuguk genlikli zaman harmonik ses dalgalarinin homogen olmayan
bir ortamda yayilmasini belirtir.

Bu denklem IR® deki her serbest kaynak bdlgesinde saglanir. Kabul edelim ki

her [x/=a i¢in c(x) =c  ve y(x) =0 yani [x|=a igin n(x) = 1 olacak bigim-

de a > 0 sayisi mevcut olsun. Bunun anlami, homogen olmayan
{xeIR®: n(x) £1}

ortami sinirhdir ve a yarigapli

KO0,a)={yeIR® : |y|<a}

yuvarinin i¢cinde yatmasidir. K(0, a) nin kapanisi,
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K[0,a]={y € IR® : |y|<a}

ile tanimlanir. Ek olarak kaynagin K[O, a] yuvarinin diginda oldugunu kabul
edelim.

Bu kaynaklar, u' olay dalgay: Uretir, dyle ki K[0, a| yuvarinin iginde,
AU+ k2Uu =0

Helmholtz denklemini saglar. Biz u' yi “noktasal kaynak” veya “dizlemsel
dalga” olarak alacagiz, yani, zamana bagimli olay dalga, kaynak z de ise

iklx — z|
ikIx —z| — iwt

pL(x,t) = 1 Ree yani u'(x) = zI>a
X_

z|

Ix —z|’
veya

P, (xt) = Ree W yani yi(x) = e

8 € IR® birim vektdr olmak lizere.

Her durumda, K[0, a] yuvarinin iginde u', Au' + k?u' = 0 Helmholtz denkleminin

bir ¢dzimidur. ik durumda, pi1 bir “kUresel dalga”y1 tanimlar dyle ki kuresel

dalga kaynaktan c, hiziyla uzaklagir.

ikinci durumda pi1 (x,t) bir duzlemsel dalgadir, dyle ki 6 dogrultusunda Cy

hiziyla yayilr.

Olay dalga n(x) kirilma indeksiyle tanimlanan homogen olmayan ortamda,
us(x) “sacilan dalga”y Uretir.

u = u' + us toplam alani, kaynagin disinda Au + k?u = 0 Helmholtz denklemini
saglar. Ayrica biz sagilan dalganin homogen olmayan ortamdan, bir kiresel
dalga olarak uzaklastigini beklemeliyiz.
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Bu, asagidaki “yayilma kogulu” ile tanimlanir.

|mr@mw 0 (6.21)

Fr iku (x))

r=I[xl-oo

RS

] e s?, burada s2, IR3 deki birim kiiredir [3].
X

6.1. Direkt Sagilma Problemi

k > 0 dalga sayisi, [x|>a igin n(x) = 1 olmak lzere kiriima indeksi n = n(x)

olsun ve u' olay dalga verilsin. IR3 te kaynak alanin disinda,
Au + k?n(x)u =0 (6.22)

Helmholtz denklemini saglayan (eger Ap, = 0 ise) u toplamani, Oyle ki,
us = u — u' sagilan alan Es.6.12 yayilma kosulunu saglamak Uzere, belirleme
problemidir.

6.2. Ters Sagiima Problemi

K(0, a) yuvarinin disinda, ¢ok sayida farkli u' olay dalga ve (veya) farkli k
dalga sayisina karsilik gelen u(x) toplam alanin degerlerinden n = n (x) kiril-
ma indeksinin belirlenmesi problemidir.

6.3. Homogen Olmayan Bir Ortamda Zaman Harmonik Dalga Yayilmasi

Uzayda az yogunluklu veya ¢ok yogunluklu bir bélgeden gecerek yayilan,
zaman harmonik ses dalgasini gézénune alalim. Kabul edelim ki, bdlgenin
yogunlugu p, = py(x) fonksiyonu ile verilsin ve p,(x) yavas degissin; yani
Vp, () terimi ihmal edilebilir olsun. Bu nedenle Vp (x) =0 alacagiz. U(x, t)

hiz potansiyeli, x € IR3, (x, t) € IR* igin,

2 2 2 2
au=9Y,00 oV __1 U (6.23)
ox.~  ox~ xS ¢ (x) ot
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dalga denklemini gergekler. Es.6.23 de c(x) € C'(IR3), ses hizi olarak tanim-

lanir. a > 0, ¢, > 0 pozitif sabitler olmak dzere, [x|= a icin c(x) = ¢ tanimlan-

sin. Es.6.23 dalga denkleminin,
U(x, t) = u(x)T(t) (6.24)

bigciminde degiskenlerine ayrilabilir ¢ozimi arandiginda, —w? ayirma sabiti
olmak Uzere, u(x) ve T(t) fonksiyonlari,

2

w
Au(x) + C2(X)u(x) =0 (6.25)
T (t)+w?T(t) =0 (6.26)

denklemlerini saglamalidir. E$.6.26 nin ¢ozumleri, e*™ olur. Burada w ses

dalgasinin frekansidir. Ses dalgasi, zaman harmonik oldugundan Es.6.24
ayrilabilir gozimd,

U(x, 1) = u(x)e ™ (6.27)

olur. Boylece,

2

2 c
K=" ve m=1--" (6.28)
c, c(x)
olmak Uzere kompleks degerli u(x) fonksiyonu,
AuG0 + K2 [1 = mOoluk) = 0 (6.29)

indirgenmig dalga denklemini saglamalidir.

U(x, t) yi iki fonksiyonun toplami olarak diistinelim; Bunlar Ui(x, t) olay dalga
ve Us(x, t) = U(x, t) — U(x, t) sacilan dalga olsunlar. Dikkat edilirse, az yogun-
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luklu ya da gok yogunluklu bir bolge yok ise Us(x, t) = 0 ve U(x, t) = Ui(x, t)
olur. Kabul edelim ki Ui(x, t) olay dalga, diizlemsel dalga olsun. Ui(x, t) diizlem-
sel dalga,

. 1 92U (x,1)
A3UI(X, t)_?T =0 (630)
0

denklemini gergekler. o € IR®, lal=1, o =(a,, a,,a,) birim vektdr olsun.
O zaman her bir t igin

a,X, + a,X, + ) cot = sabit

denklemi, IR® de bir diizlem belirtir. Dolayisiyla keyfi, F, € C? fonksiyonu
olmak Uzere,

Ux,t)=F, (oc1x1 +0,X, +a,X, — cot) (6.31)

fonksiyonu, Es.6.30 dalga denkleminin bir ¢6zimudur. Es.6.31 fonksiyonu
duzlemsel dalga olarak bilinir.

Es.6.28 dan dolayi duzlemsel dalgayi,

U(x,t) = F, (a.x — %t)

veya
U(x,t) = F(kox — wt), F € C?
yazariz. o dogrultusundaki duzlemsel dalgayi 6zel olarak,

Ui(X, t) — ei(ka.X—Wt) — eikOL.X.e—iW'[ (632)
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alahm. Ui(x, t) dizlemsel dalga o dogrultusunda hareket eder. Simdi tekrar
sacllan dalgaya donelim UsS(x, t) sacilan dalganin, engel bolgeden buyuk
uzakliklardaki davranisi, uzaklasan zaman harmonik kuresel dalgalara ben-
zer; yani US(x, t)

iazuS(x, t)
2

A US(x, 1) = 6.33
D= (6.33)

dalga denklemi saglar. Es.6.33 dalga denkleminin

Us(x,t) = us(x)T(t) (6.34)

bigciminde degiskenlerine ayrilabilir ¢ézimi arandiginda, —w? ayirma sabiti ve

w? = ¢’k olmak lizere, us(x) ve T(t) fonksiyonlari

A0 +K2us () = 0 (6.35)

T () +w?T(H) =0 (6.36)

denklemlerini saglamalidir. E$.6.35 in X, = rcos0sin®, X, = rsinsin @,
X, =rcos® kuresel koordinatlardaki bigimi,
o?u® | 24u® 1 3

+ = + —|sin®
o> "o  r’sind 3<D<

au5> 1 o%us o s
+ +k =0 6.37
0P/  r?sin’®d 902 (6:37)
olur. Es.6.37 in u®(r,0,®) = R(r)F(0, ®) biciminde ¢oziimi arandiginda R(r)
ve F(0, @) fonksiyonlari

sin® 0P

1 a(. 8F> 1 9°F
sin®—_— |+ —+yF=0
0P/ sin’d 902 !

r’R” + 2rR + (k?r? —y)R = 0 (6.38)
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denklemlerini saglamalidir. y ayirma sabiti, y =n(n + 1) (n =0, 1, 2, ...) segilir-

se, Es.6.38 denklemi v = rWR bagimh degisken degistirmesiyle, (n + 1/2).
mertebeden

v+ v + k22 —(n + 1/2%]v = 0 (6.39)
Bessel denklemine donugur. Boylece Es.6.38 in lineer bagimsiz ¢ozumleri,

r= 12y k) ve r " (kr)
(n+1/2) —(n+1/2)

olur. Yani u®(r, 0, ®) yi

us(r,0, @) = F(0, ®)r "?J (kr)
F(in+1/2)

biciminde yazariz. Bessel fonksiyonlarinin, ¢ok buyuk r ler icin asimtotik dege-
ri kullanilirsa ¢ok buyuk r ler igin,

F(G’ (I)) ikr

us(r,0,®) ~ — € (6.40)

olur. Boylece ¢ok buyuk r ler igin,

F(6,®) .
US(X, t) - (r)el(kr—wt) (641)

yazariz. Es.6.40 kosulu, U®(x,t) sacilan dalganin Sommerfeld yayilma kosu-
lunu saglamasini garanti eder yani

S
Iimr(aU —ikUs>= 0
r=eo \ or

Bu incelemeler bizi, agagida tanimlanan probleme goturur. Kompleks degerli

bir u € C2(IR®) fonksiyonu bulmaliyiz dyle ki; u,



76

AuG0+ K1 —mlu) =0, xeIR® (6.42)
u(x) = e*** + us(x) (6.43)
lim r(aus - ikus> =0 (6.44)
r=co \ or

denklemlerini saglasin.

Es.6.42 — Es.6.44 problemi igin bir ¢ézim kuralim.
Q=1{x: xl<a}, @ ={y: ly—x|<d} ve Q CcQ
olsun.

X € Qicin

giklx— Y\

I(x) = f X u(y)dy

integralini inceleyelim.

|k|x y| ik[x —y]
I(x) = u(y)dy + m(y)u(y)dy
fx—y Q\é X -y
=17 +1?(x) (6.45)
yazalim.
ik[x -y
X #yigin fonksiyonu, A u+ k?u = 0 denklemini saglar. Béylece,

X =y

A0 + K21(x) = Aal“)(x) + K21 (%)

olur.
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V= [ gty + f L muay

yazalim.

ALTV00 + KT (00 = Qéf(AB + k2)<eik|;__y|y_| 1 )m(y)u(y)dy

+ 3gafxiym(y)U(y)dy +k? Qéfxiwm(ywy)dy

olur.

d — 0 sifira gittiginde,

A0 + K1) = —4am()u(x) (6.46)

ikow.x

elde edilir. e , A3u+k2u = 0 denkleminin bir ¢ézimudur. Bu nedenle

eger u(x),

. gkx—vl
u(x) = e — f ' m(y)u(y)dy (6.47)
X =yl

integral denkleminin bir ¢6zimu ise 0 zaman u(x)

A u00) + kK2[1 — m)]ux) =

denkleminin x € Q igin bir cozimudur.

Es.6.47 integral denklemini kurarken x € Q kabul etmistik. x € IR3\ Q ise o

ik[x—y
X =y
Q da singuler olamayacagindan u(x), agik olarak Es.6.42 nin bir ¢dzUmudur.

zaman |x| > a igin m(x) = 0 oldugundan ve x € IR®*\ Q igin fonksiyonu
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Es.6.47 integral denkleminin, Q iginde surekli olan bir u(x) ¢ozumunud bulabi-
lece@imizi kabul edelim. O zaman, u(x) € C?(IR®) ve u(x) in IR® de Es.6.42 nin
bir g6zUmU oldugunu gosterebiliriz.

us(x) sagilan dalga fonksiyonunu,

ik|x —y|

sy K e
us(x) = 4ﬂgf X_y|m(y)u(y)dy (6.48)

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 i

u(x) = e*** + us(x)

yazariz.

r> aigin us(x),

. (3us(x)
ILmr

Fra iku (X)) =0

r— oo

yayllma kosulunu sagdlar. Yani u(x), Es.6.47 integral denkleminin bir ¢ézimu
ise Es.6.48 ile tanimlanan u$(x) sagilan dalga,

ux) = e*** + us(x)

ve

. (c?uS (x)
imr| =5~

pw iku (x)) =0

r

denklemlerini saglar. Bu nedenle Es.6.42 — Es.6.44 denklemleriyle tanimlanan
saciima probleminin bir ¢6zUmunu bulmak igin, E$.6.47 integral denkleminin
bir strekli gozUmunu bulmak gerekir. Es.6.47 integral denklemini, yeteri kadar
kiguk k lar igin, ardisik yaklasmalar yontemini uygulayarak ¢ozecegiz.
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T-C(Q) — C(Q)

lineer operatorund,

ekx—vl
(Twx) =— f| m(y)u(y)dy (6.49)

ile tanimlayalim. Boylece Es.6.47 yi
u(x) = e*** 4+ (Tu)(x) (6.50)
yazariz. Ardisik yaklagsmalar dizisini,

uo(x) =

u,,,00=e"*+(Tu ) , (n=0 igin) (6.51)

tanimlayalim.

{un (x)} dizisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter kosul

W0 =3 [u 60 —u_ (] (6.52)
n=0

serisinin yakinsak olmasidir.

Eger x € Q igin

lu, ., —u |=my" (6.53)

n+1
esitsizligini saglayan M > 0 ve 0 < y < 1 pozitif sabitleri bulunabilirse Es.6.52

serisi dlizgiin yakinsak olur. Burada |ul = r)peag%(\u(x)\ seklindedir. T bir daralma

operatoru ise Es.6.53 saglanir.

T bir daralma operatéru ise her u, v e C(Q2) ve 0 <y < 1 igin
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ITu—TvI<ylu—v| (6.54)
saglanir. T lineer oldugundan Es.6.54 esitsizligi, u € C(Q) igin
| Tull < ylul (6.55)

esitsizligine denktir.

Eger |Tul<vylul saglaniyor ise o zaman u(x)= ) [un+1(x)— un(x)] serisi
n=0

duzgln yakinsak olur ve bir u € C(Q2) fonksiyonu mevcuttur dyle ki,
limju —u|=0
N — o9 n

olur. u(x) in Es.6.47 integral denkleminin bir ¢6zUmu oldugunu biliyoruz.

Simdi T nin bir daralma operatort oldugunu gostermeliyiz; yani, 0 <y < 1 yi
saglayan vy lar igin

ITul<ylul , ueC(Q)

oldugunu gostermeliyiz.

u e C(Q) icin
k2| eikx-yl K2ulul 1 1.0 o
= —_— < <
ITul TEQXMLf Xy m(y)u(y)dy| < A Qf|x—y]dy _2k ua“lul (6.56)
olur.
Burada

v = maxim)

dir.
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Eger,

k?ua?

2<1

ise yani,

k? < = (6.57)
ua

ise Es.6.47 integral denklemi, ardisik yaklagmalar ile ¢gdzulebilir.

Simdi Es.6.47 integral denklemin ¢ézimunun,

k? <« £
ua’

kosulu altinda tek oldugunu gosterelim. Bunu gormek icin kabul edelim ki iki
¢6zim u,(x) ve u,(x) olsun. O zaman V(x) = u (x) — u, (x) fonksiyonu V = TV

ve her n € IN icin V = T"V denklemlerini saglar.

Her n € IN icin

IVl =TV < %k%ﬁa2n VI (6.58)

esitsizligi saglanir ve E$.6.57 esitsizligi kullanilirsa n — o gittiginde V=0

oldugu gosterilir.

Simdi Es.6.57 esitsizligi saglandiginda Es.6.42 — Es.6.44 probleminin ¢6zuU-
minin tek oldugunu gorelim yani u € C?(IR3) fonksiyonu,

Au+K[1T-mlu=0 , xelR’ (6.59)



denklemlerini saglasin.

Dikkat edilirse Es.6.42 — Es.6.44 sacilma probleminin iki ¢ozumu

ise u = u, — u, fonksiyonu Es.6.59 — Es.6.60 | saglar.

ou
I|mr(ar |ku) 0

yayllma kosulu |y| = a kiresi lizerinden,

0

lim ‘ — |ku

aﬁoo

s(y)

dir ve ikinci Green 6zdesliginden

f(ﬁglrj — u%?)ds(y) =0

ly|=a
u nun kompleks eslenigi u olmak lizere yazabiliriz.

Es.6.61 ve Es.6.62 den

0—a“l'oo' f—lku )
. du 212 ( du 6u>
= lim ary
aley:a‘ r‘ k*lul” + ik U U ds(y)

, EN 2)
lim ( o + k*lul”|ds(y)

ly|=a

82

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)
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elde edilir.

IR3 te keyfi a > 0 igin |y| < a bdlgesinde gosterilim teoreminden

1 ekx=vl g o ekx-vl
u(x) = f xy| o) U lds)
k2 e|k|x7y\
Tan ) xoyMYUME) (6.64)

olur. Schwarz esitsizliginden

1 |Mx ylau 9 emu y| <6u 2 2) 1/2
- — +
) (X_y WUl yw— ds(y) = 475‘ :f o | *1uf)ds(y)
1/2
9 ekx—vIf | gikx-y|?
f ( o ds(y) (6.65)
ly|=a X =yl X—y
Es.6.63 den
= lim flu\zds
\w a
elde edilir.

r = x| igin ve yeteri kadar blyik r ler igin

eikix—yl _ 0(1)
X =y r

ve
9 ekx-vl (1)
or|x—y| T
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yazilabilir. Boylece a — oo sonsuza gittiginde Es.6.65 in sol yani sifira gider.

Diger yandan [x|> a igin m(x) = 0 oldugundan Es.6.64 a — « icin ve x| < a

icin

2 ik|x —y]|
U(X):_Z—n fe m(y)u(y)dy (6.66)

IxI<a

olur. Fakat k, k? <% esitsizligini sagladigindan a — oo igin k? — 0 sifira
ua

gider. Boylece Es.6.66 integral denklemin ¢dzimi yalniz u(x) = 0 olur. Biz bu
islemi, a keyfi ve [x|, [x|< a esitsizligini saglayan herhangi bir nokta icin yap-
tik.

Es.6.42 — Es$.6.44 sacilma problemini, bir integral denklem olarak yazabilmek
icin Helmholtz denkleminin bir temel ¢ozUmunu kullandik. Es$.6.47 integral
denklemini ¢ozebilmek icin, T operatorunun bir daralma donusumu oldugunu

gostermek gerekir. Eger, k? < % saglanmaz ise, T bir daralma déntusumu

ua
olmaz [1,4].
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