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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalariyla birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

C*(M,R) M de R ye diferensiyellenebilir fonksiyonlar
g Metrik Tensorii

M p € M noktasindaki tanjant uzay

x(M) Vektor alanlarinin uzay1

™ M Manifoldunun Tanjant Demeti

¢ f -yapt

¢a karakteristik vektor alanlari

n“ 1-formlar

Ly X vektor alanina gore tiirev

M Diferensiyellenebilir manifold

N, @ nin Nijenhuis tensor alani

L] Lie Parantez Operatorii

® Tensor Carpimi

v* Levi-Civita koneksiyon

\Y Yari-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon
v Yari-Simetrik Metrik Koneksiyon

R* Riemann Cristoffel Egrilik Tensorii

R Yari-Simetrik Metrik Olmayan

Koneksiyonun Egrilik tensorii



Simgeler

R

S*

P*

K*

=l

T*

Aciklama
Yari-Simetrik Metrik Koneksiyonun
Egrilik Tensorii
Riemann Koneksiyonunun Ricci Tensorii
Yari-Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyonun Ricci tensorii
Riemann Koneksiyonunun Weyl
Projektif Egrilik Tensort
Yari-Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyonun Weyl Projektif Egrilik tensorii
Yari-Simetrik Metrik Koneksiyonun Weyl-
Projektif Egrilik Tensorii
Riemann Koneksiyonunun Kesit Egriligi
Yari-Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyonunun Kesit Egriligi
Yari-Simetrik Metrik
Koneksiyonunun Kesit Egriligi
Riemann Koneksiyonuna Gore Torsiyon
Tensoru
Yari-Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyona
Gore Torsiyon Tensori
Yari-Simetrik Metrik Koneksiyona Gore

Torsiyon Tensorii



1. GIRIS

Hemen hemen kontakt metrik yapilarin ve hemen hemen kompleks yapilarin bir
genellestirilmesi olan metrik c¢atili yapilar ilk kez Yano (1963) tarafindan ortaya
atilmis ve giinlimiize kadar bu alanda bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Bunlardan bazilari
Nakagava (1966), Ishahara (1966), Kobayashi ve Tsuchiya (1972), Mihai (1983) ve
Kobayashi (1990) dir. 1970 yilinda Goldberg ve Yano, metrik ¢atili manifoldlar

tizerindeki f -yap1 yardimi ile bir kompleks yap1 tanimlayip metrik ¢atili yapilarin

normallik kosullarini inceleyerek bu alanda yapilacak olan ¢alismalara 1s1k tutmus

oldular.

1970 yilinda Blair, normal metrik catili yapilara, normal metrik catili yapilarin
saglamis oldugu bazi yeni kosullar1 ilave ederek, hemen hemen Hermit durumunda
Kaehler yapilarin ve hemen hemen kontakt durumunda Sasakian yapilarin bir

genellestirilmisi olan S-manifoldlar tanitmstir.

1990 I1 yillarda Ispanyol matematik¢ilerden Cabrerizo, Fernandez, L.M. ve
Fernandez, M. S-manifoldlara ait ciddi ¢alismalar yapmislardir. Bunlardan bazilari
Cabrerizo Fernandez, L.M: ve Fernandez, M. (1991,1992, 1993, 1996) dir. 1990 Ih
yillarda yapilan ¢aligmalarin yani sira giiniimiize kadar S-manifoldlar ile ilgili
Kobayashi (1990), Lotta ve Pastore (2004), Dileo ve Lotta (2005), Terlizzi (2006)
gibi ¢esitli ¢alismalarda yapmustir.

Bir Riemann manifoldu {izerinde yar1 simetrik lineer koneksiyon ilk kez Friedman ve
Schouten (1924) tarafindan tanimlanmistir. Yar1 simetrik metrik koneksiyon tanimi
ise Hayden (1932) tarafindan verilmistir.Bir Riemann manifoldu iizerinde yari
simetrik metrik olmayan koneksiyon tanimi Agashe ve Chafle (1992) tarafindan

verilmigtir.

Bu yiiksek lisans calismasinda Yari1 simetrik metrik olmayan koneksiyon ve yari

simetrik metrik koneksiyonlu S- manifoldlarin tanimi verilerek bunlara ait bazi



ornekler verildi. Ayrica, bazi teoremler ispanlanip bu koneksiyonlar tizerindeki

egriliklerin semi-simetrik sartlari incelendi.



2.TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Riemann Manifoldlar

2.1.1 Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerindeki €™ vektor alanlarinin

uzay1 y(M) ve M den R ye €= fonksiyonlarinin uzay1 €= (M, R) olmak iizere

g: x(M) X x(M) = x(M)

dontisimii bilineer, simetrik ve pozitif taniml ise g ye M {lizerinde bir Riemann
metrigi (veya metrik tensor ) ve (M, g) ikilisine de bir Riemann manifoldu ad1 verilir

[Hacisalihoglu, 1983].

2.1.2 Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold ve bir 7*: y(M) x y(M) — (M) donisimi
verilsin. W X, ¥, Z € y(M) ve ¥ £, g € C=(M, R) i¢in,

Ve Z=VL,Z+VLE

V(Y + Z) = VY + V32

1) Voo Z = fVAZ + gV3Z

ozelliklerini sagliyorsa V* ya M manifoldu tlizerinde bir /ineer koneksiyon denir

[Hacisalihoglu, 1983].

2.1.3 Tanim

U bir K cismi tizerinde vektor uzayi ve



[J:UxU—=U
(X,¥) = X,¥]
doniisimii

i) 2-lineer

i) Anti-Simetrik (V X,¥ € U igin [X,¥] = —[¥,X])

{if) ¥ X,¥,Z € Uigin [X,[Y,Z]] + [V, [Z.X]] + [Z.[X. Y]] =D

sartlari sagliyorsa [,] doniisiimiine, U iistiinde bir Lie operatorii (Lie parantez
operatoril) denir [Hacisalihoglu, 1983].

2.1.1 Teorem

M diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M iizerindeki vektor alanlarinin uzayi

(M) olsun.

[]:X(M) X X(M)— X(M)
(%,¥) > [X,¥]

donilisimil ¥Vf € C*(M, E) i¢in

(X, Y1(f) = XY (f) —YX(f)
seklinde tanimlanirsa [,] operatorii y (M) lizerinde bir Lie operatoriidiir [Yano ve

Kon, 1984].

2.1.4 Tanim

M, g) bir Riemann manifoldu olsun ve L., X vektor alanina goére Lie tiirev
(M, g) x g

operatérii olsun. Eger X € (M) i¢in

Lyg=0



ise X e Killing vektor alani denir [Yane ve Kon,1984].

2.1.5 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. ¥f € C*(M, E) VXY, Z € y(M) i¢in
)Ly (f) = x(f)

i) LY = [X,Y]

iti)L.o(Y.2) = X(a(¥,2)) — g([X.¥1.2]) - o([X.Z].Y)

dir [Yano ve Kon, 1984, Duggal ve Bejancu, 1996].
2.1.6 Tanim

(M, g) bir Riemann manifold olsun. M iizerinde verilen her bir diferensiyel s-forma
bir diferensiyel (s+ 1)-form karsilik getiren diferensiyel operatorii dis tiirev
operatorii olarak adlandirilir ve d ile gosterilir. Ozel olarak bir 1-form w ve 2-form

0 i¢in d operatorii

dw(X,¥) = S{x(w(¥)) - ¥(w(x)) — w(lx, YD)

ve

dO(X,v,2Z) = % (x(ay,2)) -v(a(x,2)) - z((x,v)) — 0([x,Y],Z)
+0([x, z1.Y) — a([v.Z].X))

olarak tanimlanir [Yano ve Kon, 1984].
2.1.2 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu ve ¥* da M iizerinde bir lineer koneksiyon olsun.



¥ X,V,Z € y(M) i¢in Riemann koneksiyonu,
29(V3Y,2) = Xg(¥,Z) +Yg(Z,X) - Zg(X.¥) — g(X,[¥,2]) + g(¥,[Z,X])
+g(Z,[%,¥]) (2.1)

Kozsul formulu ile tek tiirlii belirtilir [Yano ve Kon, 1984].
2.1.7 Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold ve v* da M {izerinde bir lineer koneksiyon

olsun. v X, ¥,Z = »(M) igin
VY — Vi X = [X, ¥] (Sifir torsiyon Ozelligi)
iXg(Y,Z) = g(VyY.Z) + g(¥,ViZ) (Metrik ile bagdasabilme 6zelligi)

sartlarin1 sagliyorsa, V¥ ya M lizerinde Riemann koneksiyonu veya Levi-Civita

koneksiyonu denir [Hacisalihoglu, 1983].
2.1.8 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V* de M lizerinde Riemann koneksiyonu olsun.
VXY, ZE y(M icin,

R*: x(M) x x(M) X x(M) = x(M)

(X,¥,Z) » R (X,Y,Z) = ViVeZ— ViVl —VigwZ  (2.2)
seklinde tamimlanan (1,3) tipinden tensor alanm1 R* ye M lizerinde Riemann egrilik
tensor alam, F(X,¥,Z,W) = g(R*(X Y)Z,W) tensoriine M nin Riemann-Christofel

egrilik tensorii veya kisaca Riemann egriligi denir.



2.1.9 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve R* de M lizerinde Riemann egrilik tensor alani

olsun. v X, ¥, Z € y(M)i¢in

) g(R*(X,Y)Z,W) = —g(R*(V.X)Z, W), (2.3)
i) g(R (X, ¥Y)Z,W) = —g(R* (X, Y)W, Z), (2.4)
iit) g(R*(X,Y)Z,W) = g(R*(ZW)X,Y), (2.5)

dir [O"Neill, 1983].
2.1.10 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve R* de M {izerinde Riemann egrilik tensor alani

olsun. ¥ X, ¥, Z € y(M i¢in
R (X, YV)Z+ R (ZX)Y +R*(V.Z)X=0

esitligi 1. Bianchi 6zdesligi olarak adlandirilir [Yano ve Kon, 1984].

2.1.11 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bir p» € M noktasindaki T, M tanjant uzayinin,

X,, Y, tanjant vektorleri tarafindan gerilen 2-boyutlu bir uzay I1 olmak iizere

3[R éc[X?:’Yp )X?:’ Y )
g X‘P’X‘F)g[y‘ﬂ’ Y ) - Q[X?:’ F;:)‘

K*(I) = (2.6)

seklinde tanmimlanan K*(IT) reel sayisina Il nin kesit egriligi denir [Yano ve Kon,

1984].



2.1.12 Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g), M tizerinde egrilik tensorii R* ve y(M) nin

bir ortonormal bazi {E, ..., E, } olsun.

Q%: (M) = x(M)
X QX = —Z R*(E, X)E,
i=1
seklinde taniml @* operatdriine M nin Ricci operatorii,

5% x(M)X x(M) = x(M)

olmak tlizere
¥l

SUEY) =) g(R(EHY,E) (2.7)
i=1

seklinde taniml1 (0,2) tipindeki S$* tensor alanina, M iizerinde Ricci egrilik tensorii

adi verilir.
2.1.13 Tanim

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M {izerinde ortonormal vektér alanlar

E,, ..., E_}olmak lizere M nin skalar egriligi,
1 ) &g g

n
= 258[5:'! E:':
i=1

seklinde tanimlanir [Yano ve Kon, 1984].



2.1.14 Tanim

n = 2 olmak lizere n-boyutlu bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. ¥X,¥Y,Z € y(M]

icin M nin Weyl projektif egrilik tensér alani;
1
P*(X,Y)Z =R*(X,¥Y)Z — — 5*(V.2)X -5*(X.Z)Y} (2.8)
n—

ile tanimlanir.
2.1.15 Tanim

n = 2 olmak iizere nboyutlu bir Riemann manifoldu (M, g) olsun. M lizerinde

tanimli ((0,2) tipinde bir simetrik tensor alan1 4 olmak iizere , endomorfizmi
Ny (M) X x(M) X (M) = (M)

(X,Y,Z)= (XA, YIJI=A(Y,Z)X —A(X,Z)Y

seklinde tanimlanir. Eger £ = g alinrsa;

(XA, Y)Z=9g(v.2)X - g(X,2)Y

olur. Bundan sonra ¥ A_ ¥ yerine X AY kullanilacaktir.

M tizerinde (0,k) tipinde bir T* tensor alan1 ve (0,2) tipinde bir simetrik A tensor

alani verildiginde R*. T* ve Q*(4,T*) tensorleri sirasiyla;
(R*.T*)(Xy, oo, Xy X, ¥) = —T*(R*(X, ¥)Xy, 0, X, ) — = — T*(Xy, e, R*(X, V)X,

Ve

Q (AT)H(Xy, v, X X, V) = —T*(XAY) Xy, o, X ) — = TH(Xp, o, (XA YV)X)
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seklinde tanimlanir. O halde T* = R* ve A = g alinirsa,
(R*.R*)(X,, X, X5, X3 X,¥) = —R*(R™(X, V)X, X,, X3, X,) —
—RY (X1, %5, X3, R (X,Y)X,)

(G RIXL X X X3 X,Y) = R (X NY) X Xy Xg, X,) — =
—R*(X,,X,, %5, (X AV)X,)

T* =5"ve A= galinirsa,

(R*.5*)(Xy, X0, Xq, X3 X,¥) = —S*(R™(X, V)X, X5, X3, Xo) — -
—5*[3(1,}'{2,}':'3, E*[}f, YJX:J

@ (9,5 ) (X, X0, X3, Xys X, V) = S*((XAY)Xy, Xy, X3, X,)

— S5 (X Ky K, (XAY)X,)

T = (C*ve A = galinirsa,

(R CNX Xy X X X, Y) = —CT (R (X, V)X, Ko X, Xu) — -
—C*(X,, X, %5, RO (X, V)X,)

Q (g, CV(X, X, X X s X, V) = —C* (X AY)X, X, X, X)) —
—C* (X, X, X5, (XAY)X,)

Ayricad =5, T* = R" igin

Q*(S"R* )X, X, Xg, Xyi X, V) = R((X Ay V)X, X, X5, X,)
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—R*(X,,X5, ¥, (X Ag Y)X,)

olarak elde edilir.

(M, g) Riemann manifoldu i¢in

R*.R* = D ise M ye yar1 simetriktir

RE*®.5* = dise M ye Ricci yar1 simetriktir
R*.C* = Dise M ye Wely-yar1 simetriktir
R*. P* = D ise M ye Projektif yar1 simetrik

denir.

2.1.16 Tanim

n —boyutlu bir Riemann manifoldu M olsun. M nin her p noktasindaki T, M teget
uzayindaki »boyutlu bir D, alt uzay1 baglayan D donlsiimiine M lzerinde ranki =
olan bir dagilim denir. X € y(M) ve ¥p € M i¢in X, € D, ise X vektor alammna D

dagilimma aittir denir. D dagilimina ait olan vektor alanlarinin uzayr I(D)ile

gosterilir.

2.2 Bir Riemann Manifoldu Uzerinde Yar1 Simetrik Metrik Olmayan
Koneksiyon

2.2.1 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve * , M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olsun.

V:x (M) % y(M) = y(M)
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seklinde tanimlansin. Burada  bir 1-form ve & £ (M) olmak iizere

n(y) =g(¥,$) (2.10)

ile tanimlidir.

2.2.1 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Es. 2.9 de tanimli V, M iizerinde bir lineer

koneksiyondur [Agashe ve Chafle, 1992].

2.2.2 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu iizerinde Es. 2.9 ile tanimli bir lineer koneksiyon ¥
olsun. ¥ nin torsiyon tensorii T olmak tlizere WX,V £ (M) i¢in;
T(X,¥) = n(¥)X - n(X)Y (2411)

ise  yayart simetrik koneksiyon ad1 verilir [Agashe ve Chafle, 1992].

2.2.3 Tanim

(M,g) bir Riemann manifoldu iizerinde Es. 2.9 ile tanimli bir yar1 simetrik
koneksiyon ¥ olsun. ¥X,¥,Z € y(M) i¢in;
ise  koneksiyonuna yar: simetrik metrik olmayan koneksiyon denir [Agashe ve

Chafle, 1992].

2.2.2 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu iizerinde Es. 2.9 ile taniml1 bir lineer koneksiyon ¥
olsun. ¥, M iizerinde bir yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyondur [Agashe ve

Chafle, 1992].
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2.3 Bir Riemann Manifoldu Uzerinde Yar1 Simetrik Metrik Koneksiyon

2.3.1 Tanim

&

(M, g) bir Riemann manifoldu ve * , M iizerinde Levi-Civita koneksiyonu olsun.

V:x (M) X (M) = x(M)

seklinde tanimlansin. Burada & bir vektor alani ve 5 bir 1-form ol

n(¥) =g(¥, &) (2.14)

ile tanimlidir.
2.3.1 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Es. 2.13 de tanimh ¥, M iizerinde bir lineer

koneksiyondur [Friedman ve Shouten, 1924].
2.3.2 Tanim

(M, ) bir Riemann manifoldu iizerinde Es. 2.13 ile tanimli bir lineer koneksiyon ¥

olsun. ¥ nin torsiyon tensorii T olmak lizere vX,¥ € y(M) igin;
(X, ¥) = n(¥)X - n(X)Y (2.15)
ise V ya yar1 simetrik koneksiyon ad1 verilir [Friedman ve Shouten, 1924].

2.3.3 Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu tizerinde Es. 2.13 ile tanimli bir yar1 simetrik

koneksiyon ¥ olsun. ¥X,¥,Z € y(M) i¢in;

(Vx9)(r.2) =0 (2.16)
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ise V koneksiyonuna yar: simetrik metrik koneksiyon denir [Friedman ve Shouten,

1924].
2.3.2 Teorem

(M, g) bir Riemann manifoldu iizerinde Es. 2.13 ile tanimli bir lineer koneksiyon
Volsun. ¥, M iizerinde bir yar1 simetrik metrik koneksiyondur [Friedman ve

Shouten, 1924].
2.4 Hemen hemen Kompleks ve Hemen hemen Kontakt Manifoldlar
2.4.1 Tanim

M Dbir diferensiyellenebilir reel manifold olsun. M nin her g noktasindaki 7, M

tanjant uzayi iizerinde tanimli bir

J:TM—>TM
lineer doniisiimii

Jr=—1

kosulunu saghyor ise J ye M lizerinde hemen hemen kompleks yapi, M
manifolduna da hemen hemen kompleks manifold denir. Her hemen hemen kompleks

manifold ¢ift boyutludur [ Yano ve Kon, 1984].
2.4.2 Tanim

M bir hemen hemen kompleks manifold ve M iizerinde hemen hemen kompleks

yap1 J olsun. g, M iizerinde bir Riemann metrik olmak tizere VX,Y € )((M ) icin

g((X).J(¥))=g(x.Y)

ozelligi saglaniyor ise g ye M flizerinde Hermit metrik denir. M manifolduna da

hemen hemen Hermityan manifold denir [Yano ve Kon, 1984].
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2.4.3 Tanim

M bir (2n+1) boyutlu manifold, ¢,& ve  da M iizerinde sirasiyla, (1,1) tipinde

tensor alani, bir vektor alan1 ve bir 1-form olsun. Herhangi bir vektor alan1 X i¢in;
¢2(X):—X+77(X)§ ve 77(5):1 (2.17)

ozellikleri saglantyorsa o zaman ((p, §,f7) ya M tzerinde bir hemen hemen kontakt

yapt ve M manifolduna da hemen hemen kontakt manifold denir [Yano ve Kon,
1984].

2.4.4 Tanim

(2n+1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M olsun. V.X,Y € (M) ve

e ;((M) icin

n(X)=g(X,$) (2.18)
g(o(X).0(Y))=g(X.7)-n(X)n(Y) (2.19)

kosullarini saglayan bir g Riemann metrigi (go, é,n, g) dortliistine bir hemen hemen

kontakt metrik yapt, (M , 0, f,n,g) beslisine de bir hemen hemen kontakt metrik
manifold denir [ Yano ve Kon, 1984].

2.4.1 Teorem

M Dbir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. VX,Y € ;((M ) icin

g(o(X),0(Y))=g(X.7)-n(X)n(Y)

olacak sekilde bir g Riemann metrigi daima vardir [Blair, 1976].
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2.4.5 Tanim

M (2n+1)-boyutlu bir manifold,  da M iizerinde bir 1-form olsun. Eger,

na(dn) #0

kosulunu sagliyor ise M ye bir kontakt yapiya sahiptir denir. M manifolduna da,
kontakt manifold denir [Yano ve Kon, 1984].

2.4.2 Teorem

(M,9,&,17) bir hemen hemen kontakt manifold olsun. X,&e y(M),X =& ve
0:2(M)— x(M)

icin

(i) ¢(&)=0, (ii) nop=0, (iii) rankp=2n (2.20)
dir [Yano ve Kon, 1984].

2.4.6 Tanim
M bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. V.X,Y € y(M) igin
O(X,Y)=-g(X,p(Y))=dn(X.Y) (2.21)

seklinde tanimli @ doniisiimiine (go, &,n, g) hemen hemen kontakt metrik yapinin

temel 2 — fermu denir. Burada 7 kontak formu i¢in yazilan 7 /\(dn)" # 0 kosulu

nA(P) 0 halini alir [Yano ve Kon, 1984].
2.4.7 Tanim

(2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun. Eger,

dn(X.Y)=g(X.0(Y))=0(X.7)
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oluyorsa (¢,&,n7,g) dortliisine kontakt metrik yapt ve (M,p,£,n,g) beslisine de

kontakt metrik manifold denir [Yano ve Kon, 1984].
Sonug

Her hemen hemen kontakt metrik manifold aym1 zamanda kontakt manifoldtur

[Yano ve Kon, 1984].

2.4.3 Teorem

M bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun.V", M iizerinde Riemann

koneksiyon olmak tlizere VX,Y € ;((M ) icin

an(X.¥)=g(X.p(1) =2 {g(Vié.¥)-g(V;é. X)) 222)

dir [Yano ve Kon, 1984].

2.4.4 Teorem

(2n+1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun.

VX,YE;((M)igin

dn(X,&)=0 (2.23)
Ve
dn(p(X).Y)+dn(X,p(Y))=0 (2.24)

dir [Yano ve Kon, 1984].

(2n+1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M ve M iizerinde hemen
hemen kontakt yap1 (go, 5,77) olsun. Reel dogru IR ile gosterilirse M x IR manifoldu

(2n+2) boyutlu bir ¢arpim manifoldu olur. Burada X, M xIR iizerinde herhangi
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bir vektor alani, ¢, /R nin bir koordinatt ve f de M xIR iizerinde tanimli

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, M xR iizerinde bir hemen hemen kompleks

yapiy1 veren M x IR nin tanjant uzayindaki bir J lineer doniigiimii;

J:x(MxIR)— y(M xIR)

(X,f%j—u(x,f%j =(¢(X)—f§,n(X)%j (2.25)

seklinde tanimlidir.

2.4.8 Tanim

M bir diferensiyellenebilir manifold ve ¢, M iizerinde bir (1,1) tipinde bir tensor

alan1 olmak tizere, VX,Y € ;((M ) i¢in
N, (X.Y) =9 [X.Y]+[p(X).0(Y) |-[2(X).Y |-¢[ X.0(Y)]

seklinde tanimlanan (1,2) tipindeki tensor alanina ¢ nin Nijenhuis tensér alan

denir [Yano ve Kon, 1984].
2.4.9 Tanim

Bir hemen hemen kompleks metrik manifold M , M iizerindeki hemen hemen

kompleks yapr J olsun. J nin Nijenhuis tensor alant N, olmak iizere N, =0 ise J

dontistimiine integrallenebilirdir denir [ Yano ve Kon, 1984].

2.4.10 Tanim

Bir (2n+1) -boyutlu hemen hemen kontakt manifold M ve (¢,£,7) de M iizerinde

hemen hemen kontakt yap1 olsun. Reel dogru /R olmak lizere M xIR c¢arpim

manifoldu goz Oniine alinsin. Eger M xR fizerindeki (2.25) ile verilen hemen

hemen kompleks yapisi integrallenebilir ise ((o, 5,77) hemen hemen kontakt yapisi

normaldir denir [Yano ve Kon, 1984].
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2.4.11 Tanim

Bir (2n+1)-boyutlu hemen hemen kontakt manifold M olsun. M xIR garpim

manifoldu Uzerinde

[,]:;{(MxR)x;g(MxR)—);((MxR)

(or e |(er ) o)) -l ixe-rong)

seklinde tanimlanan operator
(i) Anti-Simetriktir,
(i) Jacobi dzdesligini saglar,

bu sekilde tanimlanan bu operatore Lie braketi denir [Blair, 2002].

2.4.12 Tanim
(2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M olsun. N, ((X , 0) i (Y s 0)) ve

N, ((X ,0), (0,%)) degerleri sirastyla hesaplanarak

N'(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢& (2.26)
N (X,Y) = (Lyay1)Y =(Lyyn) X 2.27)
N (X)=[£0(X)]-p[X.¢] (2.28)
N*(X)=¢én(X)-n[X. €] (2.29)

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerle N', N°, N’ ve N* tensorleri tanimlanur.
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2.4.5 Teorem

(2n+1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M olsun. Bu yapinin normal
olabilmesi igin gerek ve yeter sart N', N>, N° ve N* tensorlerinin sifir olmasidir

[Yano ve Kon, 1984].

2.4.6 Teorem

(2n+1)-boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M olsun. N'=0 ise

N?=N’=N"*=0 dir [Yano ve Kon, 1984].

2.4.13 Tanim

(2n + 1) -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun. Eger M nin

kontakt yapis1i normal ise M bir Sasaki yapiya ya da normal kontakt metrik yapiya

sahiptir denir. Sasaki yapiya sahip M manifolduna ise Sasakian manifold denir ve

(M 0,8, 5,77) ile gosterilir [Yano ve Kon, 1984].
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3. HEMEN HEMEN S-MANIFOLDLAR VE S-MANIFOLDLAR
3.1 f-yapr
3.1.1 Tanim

(2n+s) boyutlu bir C* manifold M olsun. M’ nin tanjant demeti 7M olmak {izere

P+f=0, rankf =2n 3.1

kosulunu saglayan (1,1) tipindeki diferensiyellenebilir , f tensor alanina f -yap: ve
lizerinde bir f -yapt tanimli M manifolduna da f -manifold denir [Goldberg ve
Yano,1970].

s=0 ise f -yapt hemen hemen kompleks yapidir. s=/ ise f -yap1 hemen hemen

kontak yapidir. f hemen hemen kontak yapi olmasi durumunda M manifoldu

yonlendirilebilirdir.

() P=—f2, (i) O=f"+1 (3.2)

ile tanimlanan iki biitiinleyen izdiisiim operatdrlerine karsilik sirasiyla D ve D™

biitiinleyen dagilimlar vardir. Burada boy( D )=2n ve boy(D")=s "dir.
3.1.1 Lemma

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. ¢, M {izerinde bir f -

yapi, P ve Q ise Es. 3.2 ile taniml1 biitiinleyen izdiisiim fonksiyonlar1 olmak tizere
@) fP=Pf=f (i) fO=0f=0 (iii) f*P==-P () [*Q=0 (3.1.3)
dir [Ishihara ve Yano, 1964].

Es. 3.1 kosulunu saglayan P ve Q izdiisim fonksiyonlar1 yardimi ile M’ nin tanjant

demeti TM, biri 2n digeri s boyutlu olan iki dagilimin direkt toplami olarak yazilir.

Yani;

TM =D®D*, DnD" ={0} (3.4)
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dir.
3.1.2 Tamim

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M iizerinde bir f -yap1 € olsun.

M tizerinde,
0 =-1+3 0 ®s. 1(&)=9, (3.5)
i=1

olacak sekilde (1,1) tipinden bir ¢ tensor alani, s-tane & vektor alanlari ve s -tane
n' 1-formlar1 var ise M’ ye bir global catilandirilan manifold ya da kisaca
catilandirilan  manifold denir ve (M ,(/),fi,ni) ile gosterilir [Goldberg ve

Yano,1970].

3.1.2 Lemma

(M 0,8, ni) bir ¢atilandirilan manifold olsun. Bu durumda

(i) ¢(&)=0, (i) n'ep=0, (iii) rankg=2n (3.6)
dir [Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].
3.1.3 Lemma

@’ nin Img ’ye kisitlanmasi  Ime¢ iizerinde bir hemen hemen kompleks yapi

belirler [Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].

Sonuc¢
(Im 0,0 ‘Im w) bir hemen hemen kompleks manifolddur.

3.1.3 Tanim

(M 0,8, ni) catilandirilan manifold olsun. ¢ 'nin Nijenhuis tensér alan1 N, olmak

uzere



23
S,=N,+2) dn'®¢ (3.7)
i=1

ile belirtilen (1,2) tipindeki S, tensor alanina forsiyon tensér alant denir.
Burada N, Nijenhuis tensor alam VV,W € y(M) igin
N,(V.W)=@*[V.W]+[oV,oW |- @[V . W]-p[V,oW] (3.8)

esitligi ile tanimlidir.
3.1.4 Lemma

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M ve M iizerinde f -yap1 ¢ olsun.

@ ’ye karsilik gelen matris

[O]nxn _[” [O]xxn
»= I" [O]nxn [0]s><n
[O]nxs [O]HXS [O]SXS (2n+s)x(2n+s)

dir [Ishihara ve Yano, 1964].

3.1.5 Lemma

(M 0,8, ni) catilandirilan manifold olsun. M iizerinde VX,Y € ;((M ) icin

S

g(goX,an)=g(X,Y)—277i(X)77i(Y) (3.9

i=1
g(X.&)=n'(X) (3.10)
kosullarin1 saglayan bir g Riemann metrigi vardir [Yano ve Kon, 1984].
3.1.6 Lemma

(M 0, &1 ) catilandirilan manifold tizerindeki g Riemann metrigi
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g(pX.Y)+g(X,pY)=0 (3.11)
kosulunu saglar, yani g anti-simetriktir [Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].
3.1.2 Sonug

(M L, 0,E.1 ) bir catilandirilan manifold olsun. Es. 3.9 ve Es. 3.10 kosullarini

saglayan keyfi bir Riemann metrigi her zaman bulunabilir [Duggal ve Bejancu,

1996].

3.1.4 Tanim

(M 0, &1 ) catilandirilan manifoldu iizerinde Es. 3.1.9 ve Es. 3.1.10 sartlarinm

saglayan bir g Riemann metrigiyle birlikte (M 0,1, g) ye bir ¢atilandirilan

metrik manifold yada metrik f-manifold denir.

3.1.5 Tamim
(M L 0,E,1, g)bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. V X,Y € y (M) igin;
O(X,Y)=g(X.pY) (3.12)

ile taniml1 @ ’ye M tizerinde, temel 2-form denir [Yano ve Kon, 1984].

3.1.3 Sonug

(M 0,1, g)bir catilandirilan metrik manifold olsun. Bu durumda V V € ;((M )

ve Vie{l,..,s} i¢in ®(X,&)=0 dir [Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].
3.2. Torsiyon Tensorii

(2n + s) -boyutlu bir ¢atilandirilan metrik manifold (M 0,1, g) olsun. M x IR’

(2n + ZS) -boyutlu bir ¢arpim manifoldtur. /R’ iizerindeki vektor alanlar
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Z(IRS):{Z“fingi e C‘”(]RS,IR),ISiSS}

1

seklindedir.

(X ) ai,..., /. 8%} ile M xIR’’deki vektor alanlar1 gosterilmektedir. Burada X,
tl

)

M?*"**de bir tanjant vektdr alani, (¢,,...,¢,) ile IR*’deki dik koordinat sistemi,

f’lerle M*"™ xR’ dizerinde C” fonksiyonlar1 gdsterilmektedir. Ayrica IR’

tizerinde hemen hemen kompleks yapi;

JI}((MX]RS)—)}((MXIRS)

g rd) e gaging) e

olarak tanimlanir.

3.2.1 Lemma

J dontistimii

(i) Lineerdir

(it) J* =-I dir[Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].
3.2.2 Lemma

(2n+s)-boyutlu bir catilandirilan metrik manifold (M 0, &1 g) olsun. Bu

durumda (M xIR’,J ) bir hemen hemen kompleks manifoldtur.
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3.2.1 Tamim

(2n +s) -boyutlu bir ¢atilandirilan manifold (M ,0,E.1' ) ve (M xR, J ) bir hemen

hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks yap: J nin Nijenhuis

tensorii Es. 3.8 den V(X Zf ] ( Zg,

]e;((MxRS) i¢in

i

R AT  (: g%J]

dir.
3.2.2 Tanim

(M xIR*,J ) bir hemen hemen kompleks manifold olsun. M x IR* iizerinde

[.]: 7(M < IR*)x 3 (M x IR ) — (M x IR*)

(rseafies ) [rzrs)ard]

olmak lizere

[rgedjog g fngmonng] o
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seklinde tanimlanan operatore braklet operatorii denir.

3.2.3 Lemma

Es. 3.14 ile taniml [,] operator

(i) Anti-simetriktir,

(ii ) Jacobi 6zdesligini saglar [Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].
3.2.3 Tanim

Lemma 3.2.3. de tanimlanan operatore Lie braketi denir.

3.2.4 Lemma

(M xIR*,J ) bir hemen hemen kompleks manifold ve Jhemen hemen kompleks

yapinin Nijenhuis torsiyon tensorii N, olmak lizere

N, ((X,0,..,0),(Y,0,..,0)) = {N‘(XaY%Nz(XJ)%}

1

Ve

N, ((X,O,...,O),(O, 0,...0,%,0...,0]} =(N*(X).N* (X))

dir [Blair, 2002, Sagbas, 2010].
3.2.2 Tanim
(M 0,1, g) bir ¢atilandirilan metrik manifold ve ¢ nin Nijenhuis tensor alani

N, olsun. (M xIR*,J ) hemen hemen kompleks manifoldun Nijenhuis tensor alanm

N, =0 ise (M 0, &1 g) ye normaldir denir [ Yano ve Kon, 1984].
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3.2.1 Teorem

(M ,(o,é,ni,g) bir catilandirilan metrik manifold olsun. Bu yapmin normal

olabilmesi igin gerek ve yeter kosul N',N*, N’ ve N* tensérlerinin sifir olmasidir

[Yano ve Kon, 1984, Sagbas, 2010].

3.2.2 Teorem

(2n +s) -boyutlu M manifoldu (go,é‘,.,n", g) catilandirilan metrik yapisiyla verilsin.
Eger N' =0 ise N> =N’ = N* =0 dir [Blair, 2002, Sagbas, 2010].

3.2.3 Teorem

(M 0, &1 ,g) bir ¢atilandirilan metrik manifold olsun. V', M nin Levi-Civita

koneksiyonu olmak iizere VX,Y,Z € ;((M ) igin

28((V'x0)Y.2)=3dD(X,0(Y),p(Z))-3dD(X,Y,2)+g(N'(V,Z),0(X))

SN (V. 2)7 (X)+2dn (p(Y), X )7’ (X)

i=1

~2dn' (p(2), X )n' (¥)} (3.15)

dir [Blair, 2002, Sagbas, 2010].
3.3. Hemen Hemen S-Manifoldlar

3.3.1 Tanim

(M ,0,E,1", g) bir catilandirilan metrik manifold olsun. Eger ‘v’ie{l,...,s} igin

dn' =® ise M ye hemen hemen S-manifold denir.

Sonug
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(2n+s)-boyutlu bir hemen hemen S-manifold M olsun. s=1 ise M bir hemen

hemen kontakt manifoldtur.

3.3.1 Lemma

(M,(o,;,ni,g) bir hemen hemen S-manifold ve XEF(D) olsun. O halde,

Vie{l,..,s} i¢in [X,&] el (D) dir.

Ispat: Vi, je{l,...,s}ve X eT'(D) i¢in

n ([X.&])==2dn’ (X.&)+ X (0" (&))-& (' (X))
- 20g (X.£)+ X(5,)-& (' (X))
=0

dir. O halde [X,& ] el (D) dir.

3.3.2 Lemma

Hemen hemen S-manifoldlarda Vie{l,...,s} ve VX,Y € y(M) i¢in
(i) N? ve N* tensor alanlar1 sifirdir,

(if) N°=0 < £ lar Killing vektor alanidur.
fspat.'

(i) N? nin tanimindan
N*(X,Y)=2dn' (p(X),Y)-2dn' (¢(Y),X)
=20(p(X),Y)-20(p(Y),X)

= 2¢(p(X),0(¥))-2g(0(¥),0(X))
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bulunur. Vie{l,..,s} i¢in

L' =(doig +ig od)(n’)

olur. Bu nedenle N* =0 dur.

(ii) L.®=L.dny’ =doi ody’ +i& ed’n’ =0
dir. Buradan, V.X,Y € ;((M ) i¢in

0

(Lé dD)(X,Y)

=& (g(X0(1))-g ([ X].0(xX))-g(X.0[£.Y])
=(L;g)(X.0(1))+2(L.0(Y), X)
- (Lé_g)(X,go(Y))+g(N3 (Y).X)

bulunur. Bu esitlikten ispat aciktir.

Sonug

Hemen hemen S-manifoldlarda Vie({l,...,s} ve VX,Y eI'(D) igin

7' ([o(X).1])=n'([o(v).X])
dir.
fspat:

VX,Y €T (D) i¢in N* =0 oldugundan

0=N (X’Y) :(an(X)n[)(Y)_(L(p(Y)n[)(X)

30
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=o(X)(n' (V) =7'([0(X).Y])=0(¥)(n (X))+7' ([o(¥).X])
=11 ([o(X).Y])+7' ([0().X])

olur, dn' (¢(X),Y)+dn'(X,9(Y))=0 oldugundan

7 (LX) ])=n'([o(v).x])

dir.

3.3.1 Onerme

Hemen hemen S-manifoldlarda Vie{l,...s} ve VX,Y,Z e y(M) igin
(i) 28((V'10)Y.2)=g(N'(¥.2).0(xX))+ 28 (0(X ). (¥)) (2)
~2¢(p(X).0(2))r'(Y).

(ii) V.0=0,
(iit) V'.&,=0.
dir.
Ispat:
(i) 3.2.3 Teorem ve 3.3.2 Lemma’ dan ispat kolayca yapilir.

(if) (i) de X =¢ yazilirsa
28((Vo0)¥.2) =g (V' (1.2).0(5))+ 28 (0(5) 0 (1)) (2)

-2g(p(£)0(2))7' (Y)

=0
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elde edilir. Buradan

V*éigo:O

(iii) (ii) de Y =¢, yazilirsa

0= (V*égo)fj = v*é(p(;i)_(o(v*égj) =" ¢(V*§i§i)
bulunur. Buradan

V', & e D" béylece Viel,..,s} igin

”i([gi’fj]):_zdny (é’éi):_zq)(é’é:j) 0

olup [é,é}] =0 olur. Ancak, g(é,é‘j): 0, = sabit oldugundan
26(V'.¢,.6)=¢(2(£.¢))+¢ (2(£.6))-4 (2(£.¢)-2([¢-¢ ].¢)

+g([5.61.)e([4¢].¢)
=0
elde edilir. Buradan V', &, € T'(D) olacagindan V', &, =0 dur.
3.3.2 Tanim

(M,go,éfi,ryi,g) bir hemen hemen S-manifold olsun. Vie{l ..... S} ve VX € ;((M)

i¢in, A, tensor alani
h:x(TM)— x(TM)

X - iy (X) :%Lé(p()() :%M (X)
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ile tanimlidir.

3.3.3 Lemma

(M,go,é,ni,g) bir hemen hemen S-manifold olsun. M de VX,Yey(M) ve

Vie {1,...,S} icin agagidakiler saglanir.
(1) (N (X.Y)+ N(p(X),Y)) =25 (Y) i (Y)

(i) s(V(o(x).1).)0
3.3.2 Onerme

(M,QJ,é‘i,ni,g) bir hemen hemen S-manifold olsun. VX.,Y,Zey(M) ve

Vie {1,...,S} icin , A, tensor alani olmak tizere

dir.
Ispat:

3.3.3 Lemma da X =¢ konulursa, VY,Z € (M) igin

g(N(&.7).0(2))=-2(0(N(£.2)).7)
:—Zgni(é)g(hy(Z),Y)

=—2g(hi(Z),Y)

dir. Onerme 3.3.1° den

g(N(£.2).0(Y))=22((V'9)£.2)-22(p(£).0(Y))n' (2)
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bulunur. Boylece

¢(0(V',).2) =2 (1 (2).)+2(2.7)- 0 (Z)r ()

7=l

elde edilir. Buradan

o(VE)=h ()Y =20 (g,

olur. Esitligin her iki tarafininin ¢ altinda goriintiisii alinirsa
7' (V') =0 (1 (1) ro(1)- T (1)o(4)

bulunur. ¢* nin degeri yerine yazilirsa

V& ==p(h(Y))-0(Y)

elde edilir. Burada )_n’ (V*chi ) &, =0 dir. Gergekten;

207 (V',&)=22(V'16.¢))
=7(2(4:6))+&(2(6:7))-¢ (2 (r:6))-2(r.[£:¢,])

~g(&[r. )28 [7.4))
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=& (0 ()=, (0 ()= ([1-& ]+’ (76
—dn’ (£,Y)+dn' (V)
=0

dir.

3.3.3 Onerme

(M L, 0,E,1", g) bir hemen hemen S-manifold olsun. M iizerinde Vie {1,...,S} i¢in,

h, tensor alan1 asagidakileri saglar

(i) h, simetrik tensér alamidir,

(it) b, (981) =0,
(iti) h,, @ ile anti-degisimlidir.
Ispat:

(i) Onerme 3.3.1den V', =0 dir. VX,Y € y(M) igin

g((L.0)x.7)=g([&.0(X)]-0[&. X].Y)
:g(V*é_q)(X)—V*(p(X)é—¢(V*§‘X)+(p(v*x ,.),Y)
=8((Vi0) XV b +0(Vi). )
=g(~(V' &) ro(V'i8).Y)

dir. Burada Vie{l,...,s} icin X=¢, ya da Y=¢& yazilisa sonug ozdes sifir

olacaktir. VX,Y € y(M) igin, Sonug yardimu ile



(1.0 07) (¥ £ )£{(7.£)ol)
==& (2(0(x).7)) +2 (& V ¥ )& (2 (Xo0(1)))
+g(&.V 10(Y))
(V)4 (V10 (1)
=11 (Vo (X)) ([p(X).Y ]) 47 (V' X)
+7 ([X.0(1)))
=1 (V0 (X)) + 7 (V' X)
= 2((L0)Y. %)
bulunur. Buradan . simetrik operatordir.
(i) 1 (&) =5 (L0)(&) =5 (e (£ ) -0(L:£ ) =0 die.
() 26 (X.p(1)) =20 (X.¥) =24 (X.1)
—g(V',E¥)-g (V)& X)
=g(=o(X)=0(h (X)).¥)-g(-0()=0(h(Y)).¥)
=g(X.0(Y))+2(-0(h(X)).Y)+g(X.0(Y))

+g(Y.~h (9(X)))

dir. O halde;

36
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g(—(p(h,,(X)),Y) +g(—h,,(go(X)),Y) =0

dir.VY e (M) igin saglandigindan ve g non-dejenere oldugundan
@(h (X))+h (e(X))=0 olup buradan

poh +hop=0

dir.

3.3.4 Onerme

(M, @,E.1', g) bir hemen hemen S-manifold olsun. VX,Y e ;((M) igin

(Vo) Y +{(V )0 (1) =26 ((X).0(1) &+ 2 (V)" (X)- X (1), ()

dir.
fspat:

VX,Y,ZE;((M) ve V;/,ie{l,...,s} igin

28((V'40)Y.2)+ & ((V i) 0(Y). Z) = (28 (2,77 (Y), (X)) + 28 (X.7)¢

dir. O halde;

N

(V30)Y +(V ) 0(Y) == (V)h, (X)+ 22 (X.7)E, =257 (X)i (V)€

y=l
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dir.
Sonuc¢

VX,Y € y(M) igin

(if) (V*X¢)¢(Y)=(V*¢(X)¢)Y
(iii) Eger s =1 alinirsa

(Vo) Y +(V 00 (Y) =22 (XY ) E=n (V) (X +h(X)+n(X)E)
dir.
fspat:

(i ) 3.3.4 Onerme de 3.3.2 Tanim kullanilir ve denklem diizenlenirse istenilen sonug

elde edilir.

(i) de Y:(p(X) alinirsa

(V') (0 (X)) +(V0) (0 (X)) =23 g (X.0(X))£ =0

i=1
olur, burada ¢ (X ) =—X oldugundan
(V'eo)(2(X)) = (v*qo(X)(p)(X)
dir.

(iti) s=1 alinirsa 3.3.4 Onerme den kolayca goriiliir.
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3.4. S-Manifoldlar
3.4.1 Tamim

(M ,go,é.,n" , g) bir ¢atilandirilan metrik manifold ve @ bir temel 2-form olsun.

Eger M normal, &,...,& vektor alanlan birer Killing vektor alani ve @, 2-formu

kapaliysa, yani d® =0 ise M normal ¢atilandirilan metrik manifold veya K-

manifold olarak adlandirilir.

3.4.2 Tamim
(M L, 0,E,1", g) bir K-manifold olsun. Vie {1,...,s} icin & nin duali n' olmak iizere

n'AAl A (a’ n' )" # 0 ise K-manifolduna yonlendirilebilirdir denir

[Terlizzi ve Pastore, 2002].

3.4.3 Tanim

(M L 0,E.1, g) bir K-manifold olsun. Eger
CD(X,Y) =dn' (X,Y)
oluyorsa (M 6, &1 g) ye S-manifold denir [Terlizzi ve Pastore, 2002].

Ornek

E*"* $klid uzaymin dik koordinat sistemi (xl,xz,...,xn, VisVosers Vs ZisZaseees ZS)

olsun.

& :26i , 1=1,2,...,8
Zi

1
n =E[dzi —Zyjdxj],
j=l1



PX = ZY/f—ZXijJr(ZY’ ][Zai J

i=1

g= 277 ®n' +—Z(dx ®dx; +dy, ®dyj)

j =1
olarak alinirsa
N"'AAR AD" 20

ve

dir. Ayrica E*"** de herhangi bir vektdr alani

Ji J i
X = Z(X axj+Y ) ;Z

dir. Sonug olarak (¢, g, & ) yapisiyla birlikte £ bir S-manifoldtur.

3.4.1 Lemma

40

(M.p.&.7'.g) bir S-manifold olsun. (M,¢,&.7',g) iizerinde V', Levi-Civita

koneksiyonu, ¢, f-yap1, &, 1<i<s, vektor alanlar1 olmak lizere VX € )((M ) i¢cin

Vi =-pX
dir.
fspat:

VX,YG;((M) igin

0=(L,g)(X.7)=&g(X.V)-g([&. X].¥)-g(X.[&.7])

(3.16)
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=g(V,X.Y)+g(X.V.Y)-g(V.X.Y)+g(V\E.Y)
~g(X,V.Y)+g(X.V}&)
=g(Vy&.Y)+g(X. V&)

dir. Buradan;

g(Vy&.Y)=—-g(X.V;&) (3.17)

olup g anti-simetriktir.

Temel 2-formun ve S-manifoldun tanimindan;

©(X.Y)=g(X.0(Y))=dn' (X.Y)=—g(p(X).Y)

dir,

2y (X,7)= X ()=’ (X) =17 ([, Y])
=Xg(¥.£)-Yg(X.5)-g([X.Y].£)
=g(¥.Vy&)-g(X. V)<, (3.18)

olur. Es. 3.17 ve Es. 3.18’ den

2dn' (X,Y)=2g(VE.Y)= dn (X,Y)=g(VE.Y)=-g(p(X).Y)

dir. VY € y(M) igin g non-dejenere oldugundan V& =—¢(X)

olur.

3.4.1 Onerme

(M 0,1, g) bir S-manifold ve V', Levi-Civita koneksiyonu olsun.

VX.,Y € y(M) igin,
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S

(Vie)y = » (g(pX.@Y)E+7' (V)9 (X)) (3.19)

dir.

fspat:

3.2.3 Teoremde dp=0 ve N' = N’ =0 oldugu yerine yazilir ve gerekli islemler

yapilirsa;

S

g((Vio)Y.2) =X \dn' (9X.Y)i' (2)~dn' (92.X )11 (Y)]

i=1

S

=Y {0 (X, V) (2)-@ (92, X)7' (V)}

bulunur. VZ € (M) i¢in g non-dejenere oldugundan;

N

(Vio)Y =Y (2(0X.0Y)& +1' ()" (X))

pa
dir.

3.4.2 Onerme

(M.p.&.7'.g) bir S-manifold olsun. L, M iizerinde Lie tiirevi olmak iizere,
VX,Y € y(M) igin,

(L' )(¥) = (L") (X) (3.20)

dir.



Ispat:
(Lot )(¥) =X (V) =11 ([pX . Y])
=pXg(V.6)-g([eX.Y].8)
=g (Vi ¥.&)+g(Y.V, & )-g(VinY.& )+ g(VieX. &)
=g(Y.V, &)+ g(VieX.&) (3.21)
bulunur. Diger taraftan
2dn' (pX.,Y)=pXn' (Y)-Yn' (pX)-g([0X.Y].&)
=g(VY.&)+g(Y.V, & )—g(VieX.&)-g(pX. V&)
—g (Vi Y. &)+ g(VieX.&)
=g(V.V,&)-g(pX. V&)
=g(V.V,.)+g(VipX.8) (3:22)
olur. Es. 3.21 ve Es. 3.22 den
(L, )(Y) = 2dn' (9X,Y)=20(pX,Y)
(L' )(X)=2dn' (¢, X) =20(pY, X)
oldugu goriiliir. Buradan,

(Lo ) (¥) = (Lo )(X)

dir.
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3.4.3 Onerme
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(M 0,1, g) bir S-manifold olsun. ie{l,..,s} icin A, tensor alani asagidaki

esitlikleri saglar;

(i ) h,, simetrik tensor alanidir,
(ii) h& =0, je{l,..s}.
dir.

Ispat:

VX,YE}((M) i¢in,

hi:;((M)—>;((M)
X = h(X) :%(Lé(p)(X) :%(Légo(X)—(pLéX)
dir.
1

(1) b (X)= E(L;.(D(X)—(pLéX)

:%(V;goX—V;Xé ~p(ViX)-¢(Vi&))

1o :
= (VieX +9" (X) =gV, X ¢ (X))

= %(V;goX—goV;X)

dir. Buradan

(3.23)
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=%{g(vg(pX,Y)_g(_q)V;X’Y)}

olur. Burada Vi {1 ..... s} igin X =¢ yada Y =¢; yazildiginda 6zdes sifir olur.

Diger taraftan,
7' ([oX.Y])+7' ([X.0Y])

=g(Vi Y. &) -g(VieX.&)+g(Viel.&)-g(V, X, &)

= g(Viu&.Y)-g(Vi&.0X)+g(Vié.oY)-g(V,,é. X)
=—g(0’X.Y)+2(pY.0X)-g(pX.pY)+g(0'Y. X)

=0

dir. Es. 3.23 de X ve Y & ya dik ise;

(Lox')(Y)=(L,m')(X) (3.24)
dir.

g(h[(X),Y):% (ze0)x.7)

=%{g(V;¢X,Y)_g(¢V;X’Y)}

{0 (Vor) e (Vior)

= %{ni (VypX)+n' (v’;YX)}



olup A, simetriktir.

dir.
3.4.4 Onerme

(M,go,é‘i,ni,g) bir S-manifold olsun. O halde VX € ;((M) ve Vie {1,...,s} i¢in

(i) Vi —ZS_:??" (V& )E =—0h (X)-o(X) (3.25)
(if) hi(X):%{go(V}fi)—V;(X)fi} (3.26)
dir.

Ispat:

3.3.1 Onerme den VX, Z € (M) ve Vie{l,...s} igin
2¢((Vio).2) =g (0(L;0)Z.0(X))-22(0(X).0(2))

=—g((Lé_(p(Z)),X)—2g(X,Z)+2;77"(X)?]j(Z)
dir. h, simetrik oldugundan

26 ((Vi0) 6. 2) =2 ((L,0) X.2) 26 (X.2)+ 23 ' (X) (£,.2)

J=1
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olur. VZ € y(M) i¢in g non-dejenere oldugundan;

2(Vip(&)-Vié )= —(L§i¢)X—2X+2ZY:77f (X)¢,

=
20(V &) =-2h,(X)+20° (X)
(V&) ==h(X)+¢* (X)
bulunur. Her iki tarafa ¢ uygulanirsa

0" (Vi& ) =—o(h(X))+ ¢ (X)

V;sz - 277‘]. (v;(éri )‘fj = —(D(hi (X)) _¢(X)
j=1
dir. Gergektende;

¢(0(2.0)Z.0(X)) =2 ((L.0)2.X) - 20" ((Le0)(2)) ' (%)

J=1

= 5((L.p)z.X)- X0 (X)(n' (Lo(2) ' (0L, Z))

J=1

=g((L:0)z.X) =20 (X)(n (V.0(2) = (Vi )

=
' (V. Z)+1' (9V3£))

= &((L.0) 2.X)- 30 (%) (Vio(2) -’ (¢* (2))

Jj=1

-1 (¢V. 7)1 (¢ (7))

=8((L,0) 2. %) -2 0 (X)(n (Vio(2)) 40 (¢ (2)))

J=1
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3.4.1 Teorem
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(M ,0,E,1", g) bir S-manifold olsun. Bu durumda i €{1,2,...,s} i¢in & vektdr alam

bir Killing vektér alanidir < 4, =0

dir.
fspat.‘

L. ®=di§®+i5d® =0 dir. VX,Y € ;((M) igin;
(Léd))(X,Y) = f:l.d)(X,Y)—(D(LéX,Y)—QD(X,LéY)

= &0 (X,Y)—dn' (L X.Y)-dn' (X,Lé_Y)
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= ci.(D(X,Y)—g(LéX,(P(Y))_g(X’(p(LeﬁY))
= (X, Y)-g(Lp(Y). X )-g(X, L p(Y))+g(X,(Lo)Y)

—ED(X,Y)+ g(X,(Lé_ qp)Y) (3.27)

olur.

=

&, bir Killing vektor alani olsun. Yani L, g =0 oldugundan
g(X.(Lop)Y)=(L,0)(X,¥)=0
dir. VX € (M) igin g non-dejenere oldugundan
1
Lé(DZEhi =0= hi =0

bulunur.

—

Kargit olarak /, =0 ise Vj €{1,2,...,s} i¢in Es. 3.27 den;

(1.8)(X.0() =(L,0)(X.7) =0

olur.

(1) ()= r) 07 2 ()5 |0

J=1

N

0=—(L.g)(x.7)+ >0’ (¥)(L.n') ()

J=1
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dir. Ayrica

(L) =(doic +i od)(n')
=d(i.n’)+i, (dn’)
=d(n'(£))+2dn’ (£.7)
=2(g(Vi&.¥)e(5.V:Y))
—2¢(r.v; &)
=0

dir. VX,Y e ;((M ) i¢in L, g =0 oldugundan & bir Killing vektor alanidir.

3.4.5 Onerme

(Mz’”s,go,é,ni,g) bir K-manifold olsun. O halde VX,YE}((M) ve

Vi, j€{l,2,...,s} i¢in

(i) R(X.&)Y=V,V,& -V, & (3.28)
(i) R'(&.X.8.7)=-g(Vi&, V&) (3.29)
(iit) K'(&.%)=|V:&| (3.30)

(iv) R (E.0(X).E.0(Y))=R (&, X,£,.7) (3.31)
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(v) R (X.£)é =-9°X (3.32)
dir.
Ispat:

(i) & bir Killing vektdr alani oldugundan;
LV,Y-V LYY=V, Y
[V |-Vl Y] = Vg ¥

*

VQ,VXY_VV}YSZI' _VXVéYJrv}V;gi =Vien¥

[, XY=V, ¥ ==V, V,&+ v*v}ygi.

.1
dir. 2.1.2 Teorem’ den;

R (X.E)Y=V\Vi& -V, &
olur.

(ii) 2.1.2 Teorem ve (i)’ den
R(&.X,6.Y)=g(R (£.X)&,.Y)
=g(R'(¢,.Y)é.X)
=—g(R'(¢,7)x.¢)
=g(R (r.¢,)x.)
=—g(Vy: &8 ) +2(ViVig, &)

=g(V.&, VX )+g(VVié, &)



dir. & Killing vektor alant oldugundan;
R'(£.X.6.Y)=g(V,ViE,.&)
=-2(Vié.Vis))

= _g(V*ij’v;é)

dir.

(v) R (&0(X).&.0(Y))=g(R (& 0(X))&0(Y))
=g(K foY)Zﬂ( )& ) (Y)

:g(R*(é,X)fj,Y)

R (6, 1.,7)
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dir. Gergektende;

7 (R (6:008)=n (Vi -V, 8
= g(V;V}f,-,fy)—g(V’;;Xfwé)

=—g(V;fy,V*Xfﬂ)+g(V;f;‘j,V;X)
=0
dur.
(v) (i) de Y =¢&; alip 3.3.1 Onerme ve Es. 3.16 kullanilirsa

R* (Xaétz)éjj = Vj(v;é:z _v*v’;(gjé:i

=V &
=0’ X
elde edilir.
3.4.6 Onerme

(Mz’”s, 0,1, g) bir K-manifold olsun. (Mz"”, @.&.1, g) bir S-manifold ise

R (X.0)E=3 {0’ (X)0 (V) -n' (V)0 (X)) (3.33)

dir.
fspat.‘
Es. 3.16° den;

R (X, Y) &= V;V;fi - V;Vj\’é _VEX,Y]é:i
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=-Vio(Y)+Vi0(X)+e([X.Y])
== (Vi0)Y =0(Vi¥)+(Vi0) X +0(V:X) + (Vi) -0V, X)
=—(Vie)Y +(Vie) X

dir.

3.4.1 Onerme den

R (x0)8 =2 e(o().0(X))é +n' (X)" (1)

3.4.1 Sonug

(MZ””,gp, E,n', g) bir K-manifold olsun. (Mz"”,(P, f,«ﬂ?i,g) bir S-manifold ise

(i) R (X.£)Y =—(Vyp)Y (3.34)
(i) R (5. X)& =9’ X (3.35)
(iii) R (&,,&,)& =0 (3.36)
dir.

Ispat:

*

AL

(i) R (X&) =V, V.Y-V.V Y-V

olup Es. 3.16 ve Es. 3.28’ den
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elde edilir.

(i) Es. 3.33 de X =¢, ve Y = X yazilirsa

S

R(&.X)& =210 (&)™ (X)-1' (X)o" (4}

j=1
= ¢ 2 X
bulunur.

(iii)Es. 3.33de X =&, ve Y =¢, aliirsa

S

R'(£.6)E=2{n" (&)@ (&)-1' (&9 (&)

=1
=0
bulunur.

3.4.7 Onerme

( M o, &1, g) bir K-manifold olsun. (M .8 g ) bir S-manifold ise

=
ST (X, &) = 2n Z nd ¢

j=1

(3.37)

dir [Kobayashi, M. ve Tsuchiya, S. 1972].
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4. YARI SIMETRiIK METRIK OLMAYAN KONEKSIiYONLU S-
MANIFOLDLAR

4.1 Yan Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon

4.1.1 Tanim

(2n+s) boyutlu bir S-manifold (A1, ¢, &, 7', g )olsun. S-manifold iizerinde Levi-

Civita koneksiyon V" olmak iizere

Vi x (M) X y (M) = x (M)
(X,¥Y) =V, ¥ = vj.;}urznf (V)X (4.1)
=1

doniisiimii tanimlansin.

4.1.1 Teorem

(2n+s) boyutlu bir S-manifold (M, @, &, %', g) ve ¥X,Y € x(M) igin
V.Y =VY+ Zn}' (v)x
=1

seklinde tanimh ¥, M iizerinde bir lineer koneksiyon dur.

fspat.‘

VX, Y,ZE y(M)ve f € €= (M,R) i¢in,

]
L Vgspd = ViygylZ + Zﬂj (Z)(x+Y)
=1



=ViZ +an (Z)X+ V3 Z +er" (Z)Y
i=1 =1
=V, Z+V,Z
elde edilir.

VL (Y+Z)=Ve(Y+2)+ Zni (¥ +2)X

=1
=Vy;¥ + Zw" (V)X+V,Z + Z W (Z)X
j=1 j=1

=V,Z+V,Z

bulunur.

1) U (V) = Vi () + ) o/ (V)FX

= Y+ ) o (D)

= [va]

elde edilir. Son olarak

= X[V + F(V3¥ + ) o (N)X)
=1

= X[£1Y + F(7,Y)

bulunur. Buradan ¥, M tizerinde bir lineer koneksiyondur.

57
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4.1.2 Teorem
(2n+s) boyutlu bir S-manifold (M, @, ¢, n', g) olsun. Es. 4.1.1 de tanimlanan lineer
koneksiyon V, M iizerinde yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyondur.
fspat:
¥ lineer koneksiyonun torsiyon tensor alani 7 olmak iizere, herhangi iki vektor

alanlar X, ¥ icin,

T(X,V) = VY — VX — [X,Y] (4.2)

—TY ) 0 (DX- (G + ) o (99) - (% Y]
=1 =1
=T*(X, V) + Z{nﬁ (Y)X — o/ (X)Y}

= Z{n}' (V)X — o (XY}

elde edilir. Burada T* M {izerinde V* Levi-Civita koneksiyonun torsiyon tensor
alanidir. Bu durumda lineer koneksiyon ¥, M iizerinde yar1 simetrik bir
koneksiyondur. Simdi, v lineer koneksiyonunun M {izerinde tanimli g Riemann

metrik tensorliyle bagdasabilir olmadigi gosterilecektir. Metrikle bagdasabilir

olmayan koneksiyona kisaca metrik olmayan koneksiyon ifadesi kullanilacaktir.

VX, ¥ € »(M)igin

(Vzg)(V,Z) = X[g(¥,Z2)] — g(V;Y,Z) — g(¥,V,Z) (4.3)
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=[] —g| Vv + ) W ()X,2

=

-3
gl v.viz | Zr,r" (Z)x

Jj=1

- ZE,?;' (Mg (X, 2) + 7’ (Z2)g(¥.X))

elde edilir. Bu durumda lineer koneksiyon Vv, M iizerinde bir metrik olmayan
koneksiyondur. O halde Es. 4.2 ve Es. 4.3 den lineer koneksiyon v, M iizerinde yar1
simetrik metrik olmayan bir koneksiyondur.

Ornek

E*"** Oklid uzayinim dik koordinat sistemi (xl,xz,...,xn, VisVoseres Vs Zys Zysenes ZS)

olsun.

i1 .
n =5{dzi—zy_/dx/]’
=1
Jj=1 i=1

(pX=Zn:Y’£—j 1X17+(ZY’ J[z; J

g= Zf? ®n' +—Z(dx ®dx, +dy, ®dy, )

] 1
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veya metrigi matris olarak ifade edersek

i

S,+sv'y 0 —y

g:’_;l' g:;l gfbl
(Gxn) =| 95 G5 9% | =7 0 g; 0 (4.4)
HEI_;I' gﬂli' gﬂlbl _};.i" 0 Sﬂb
burada g, = {B%{,ﬁ),(l =k, h=2n+s)i"=n+i(l=i=n)ve
a =2n+a (1< a< s) dir. Bumatrisin ters matrisi
.0 —q7t
i i ik t -
g7 g7 g7 0 4, 0
(Gun) =| g7 g7 g'% |=4 n (4.5)
grz j grz i grz b }:J' 0 5Eb + Z (}rkji
k=1

olup bu matris yardimiyla Riemann koneksiyonunun bilesenlerinin ifadesi;

5 . - 5 . . R 1 C 1 .
F:'?'Tj - E‘F:‘h?}r F:? - _E [‘i‘h’:’" + ‘5:1'?=1-'TE)’ FE-:I - Egi"’riqj - E [51-'?:1-"':' - 55}')

(4.6)

olup geriye kalan bilesenleri sifirdir [Hasegawa, Okuyama, Abe, 1986]. Buradan Es.
4.4, Es. 4.5 ve Es. 4.6 yi kullanarak Es. 4.1 de tanimlanan yeni koneksiyonu

bilesenlerine gore ifade edelim.

=
Vie; = Vge+ Z 7" [ej.} €;
=1

= = =

Z rfj;ek - Z rf;'kek + Z n* EE}')EE’ n* [:E}') =4 @

k=1 k=1 a=1 1
2



olup buradan

k_ sk __ 1 .
F:'_;f = F:'_;f - ;5}’_;.-5&:
ve

£ i . . 1
~2(uy +8,5), T =380,
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Fz't: = Fi;k "‘% i

1 o
> e = 3 (:S};-f}:r} — 5{_}_)

olup geriye kalan bilesenleri sifirdir.

Sonug

(2n+s) boyutlu yari

('ﬂ"f! oy d:i.l' Hirgj olsun.

Vil = —0X + X

Ve

(Vxn' )Y = —g(¥, 0X)

dir.

fspat:

simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

Bu taktirde vX,Y € y(M) i¢in

(47)

=) W O (48)

Es. 4.1 de ¥ = ¢, alinir ve Es. 3.16 kullanilirsa

Vel = Vil + ) ' (GX

=-@X+X

bulunur. Diger taraftan Es. 4.1 ve Es. 3.16 kullanilirsa

Vo' (V) =X[n'(¥)] -

ﬂi (V1)
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=Xg(¥.§) — 7' (VgY)
:H[F;Yﬂi‘] + (v, F;"i’j _T?E (V:V)

— 5 (7.8 — 9(¥,0X) — ' (VgV) = ¥ o () (%)

=1

——g(V,X) = ) 7 (V)'(¥)

=1
elde edilir.

4.1.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&,7',g) olsun. Bu taktirde ¥X, ¥ € y(M) igin

(7x0)¥ = ) (g(oX,9¥)¢, + 7 (1) (X - o)) (49)
dir.
fspat:

Es. 4.1 ve Es. 3.19 kullanilirsa

(V@)Y =Vy@F — @V, ¥

= VoV + ) w (@)X —o| V¥ + ) W ()X
=1 =1
= (Vzo)7 = ) 7 (Vo
j=1

= Z{g (oX, e¥)E; + 7 (V) (0 X — 0X)}

elde edilir.
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Sonug

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,,&,n',g) olsun. Bu taktirde vX,¥ € y(M) igin

(Vx@)E, = _v.prf =@’X — @X (4.10)
\~

Ve oX = @V X (4.11)
dir.

fspat:

Es.49day = & alimirsa

(7:0)¢; = 0'X — oX
bulunur. Diger taraftan

(Vx@)d = Vel — oV,
=—oV3§ =¢'X — X

elde edilir. Diger taraftan Es. 4.9 da X = £, ve ¥ = X alinirsa

bulunur. Buradan

elde edilir.
Simdi, metrik f-manifoldlarin genel bir hali olan ve S-manifoldla normallik sarti

disinda ayni sartlar1 tasiyan ve Es. 4.1 de tanimlanan lineer ¥ koneksiyonunu
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uzerinde bulunduran hemen hemen S-manifoldlar ele alinacaktir. Hemen hemen S-

manifold da
1
h;: ¥(M) = (M), h; (X) = ELE.- (@X), ie{l,..,s} (4.12)

seklinde tanimlanir.
4.1.1 Lemma

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir hemen hemen S-
manifold [M, @, fi-,r;r",g) olsun. Bu taktirde Vi € {1, ...,s} icin k; simetrik tensor

alanidir.
fspat:

Es. 4.12 deki ifadenin Y vektor alani ile i¢ ¢arpimi alinirsa

o((z0)x.Y)

lo(Vg oX — Vi X.7))

g(h(X),Y) =

= B | e

{Q‘ [?% X, Y) -8 (Q:J"F%. X, Y)}

bulunur. Burada Es. 4.1 ve Es. 4.11 kullanilirsa

o (0),¥) =3 (o(V; 0x.¥) — 007, X.¥))
:% {H[?mx Y, "}_:) + g[El,'ﬁ'ngY]]
=2 (1 (Tux¥) + 7 (T507)]

~Zo(Csemx)

=g(h,(¥),X)

elde edilir. Buradan h; simetrik tensor alanidir.
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4.1.4 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir hemen hemen S-

manifold (M, ¢, &,,1°, g) olsun. Bu taktirde ¥X € x(A) igin

Vabi— > 7 (V)§ = kX — 9(X) — 67 () (4.13)
ve

1
h,X = 3 {‘F’[Ex{e] - F.p,:;"i'} (4.14)
dir.
fspat:

3.3.1 Onerme ve Es. 4.1 kullamlirsa

2g((Vy@)§, Z) = 29(Vipd, — @V3E.Y)

=29(Vewti— ) 0 (@)X, 2) ~29(0(Vsi— ) W' GIX.2)

=29((Vy9)&, Z) + 29(@X, Z)

bulunur. Buradan

2g((V,@)E, 2) = —g(@(LE0)Z, @X) — 2g(@X, ¢Z) — 2g(@X, Z)
= —o((L0)2.%) ~ 29(x.2) +2) 7 (I (2) — 20(p%.2)

elde edilir. Simdi ¥Z £ y(M) i¢in Es. 4.12 kullanilirsa
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20((Vy@)&,2) = —g((LE @)X, Z) — 29(X,2) + EZ n (X (Z) — 2g(pX.Z)

7

olur. O zaman

—@(Vy§) =—hX + @’ X — X
dir. Burada her iki tarafin ¢ doniisiimii altinda goriintiisti alinirsa

-0 (V) = —o(hX) + @*(X) — o*(X)

=

Vii— Y 1 (V2)8; = —(hX) - 9(X) = 97 (%)

i=1

elde edilir. Diger taraftan Es. 3.16 ve Es. 4.1 kullanilirsa

o(V:8) = 0(Ti&+ ) o (2)X)
j=1

=@V + X

bulunur. Ayrica

Voxki = Vi + ) 1 )X
=1

= vsox &+ wX
olup, buradan
1
h, X = E{‘P[vx‘i‘] — 'Frpffe}

elde edilir.



4.2 Egrilik Tensorii

4.2.1 Teorem
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(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M, ¢, ¢, %', g) olsun. Bu taktirde VX,Y,Z € y(M) igin

R(X,Y)Z = R*(X,Y)Z + s{g(@Z,X)Y — g(@Z,Y)X}

£ {7 O @x— o (o (D)}

ij=1

dir. Burada R*, Levi-Civita koneksiyon V* 1n egrilik tensor alanidir.
fspat:

Es. 2.2 ve Es. 4.1 kullanilirsa

V.V, 2=V, (v;:z + Z 7 (Z) Y)

i=1

=
=V, ViZ+ ? Vi (n'(Z)Y)
=1

=

=ViVZ + Z ' (V3Z)X — Z 7 (2 (XY — Z g(z,x)y

ij=1 i=1

(4.15)

+in" (Z)ViY + i W (Z)n (X)Y+ig(¢Z:XJY+zH(ZrX)Y

Li=1

+ Z (VY + ) o/ (¥In'(2)x

L=



= = =
ViVpZ=V;ViZ+ er’ (ViZ)X + Z 7 (Vi Z)¥ + Z gleZ,X)Y
i=1 i=1 i=1

£ @y
i=1

dir. Benzer olarak X ve ¥ ifadelerinin yerleri degistirilirse ¥,V .Z elde edilir.

dir. Ayrica

VoenZ = Vg Z + ) 0 (DI YD
i=1

=VienZ+ Z ' (Z)(V3Y — Vi X)
=1

olup, bulunan sonuglar Es. 2.2 de yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

& & &
ROLY)Z =Vi¥iZ+ ) ' (D)X + ) ' (Vi2)V + ) g(eZ, )Y
i=1 i=1 i=1

£ @Y+ ) WO (DX — V¥ + ) 7 (VRDY
i=1 i=1

=1
DA WDE + ) g@ZVIX+ ) H(E)GX— ) W (0 (DY
i=1 i=1 i=1 Lj=1
—VienZ — Z 7 (Z)(Vi¥V — V3 X)

i=1

R(X,Y)Z = R*(X,Y)Z + s{g(@Z,X)Y — g(@Z,Y)X}

68
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£ ' @x = (' (2)7)

=1

elde edilir.
Sonuc

(2nt+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&,7',g) olsun. Bu taktirde VX, ¥, Z € y(M) i¢in

0 REYIE = D [P 0@y = V) =0 (1)(92X - X)) (4.16)

i) R(X,&)Z = — Z{g (X, 0Z)E; + 1 (2)@* X} + sg(0Z,X)E,

7

£ W@DR= ) 7o @4 (4.17)
i) R(X,8,)5, = —¢*X +X = ) (%) (418)
) R(S, )& = ¢°X — X+ ) 1% (D, (+19)
D R(Gu &) — G~ k#] (+:20]
dir.
fspat.‘

i) Es. 4.15 de Z = ¢, yazilir ve Es. 3.33 kullanilirsa
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RULYIE = ) [ (@) = @0} + ) (' (0X =1 (07)

bulunur. Bu son denklem diizenlenirse

RV = ) (7 (D(6?¥ = V) — o () (62X - 1))

J=1

elde edilir.

i) Es. 4.15 de ¥ = ¢, yazilir ve Es. 3.28 kullanilirsa

R(LE)Z = — ) {g(0x,02)5,+ 1/ (D65} +s(9(0Z.0)8) + ) 7' (D)X
=1

i =1

=) Ao 2,

=1

elde edilir.

iit) Eg. 4.15de ¥ = ¢, ve Z = &, yazilir ve Es. 3.32 kullanilirsa

R(X,8)5 = ) {1 (0(0%%) = (£)(* )}

£ = (8P G)x — = (0P (€)8)

f.a=1

olur. Bu son denklemi diizenlersek

R(X,8,)¢, = —¢*X + X — Z (X0,



71

elde edilir.

iv)EBs.4.15de X = §.Y=XveZ=4g yazilir ve Es. 3.35 kullanilirsa

R(E, )& = ) {n* (5)(620) —n* (R)(67%,)}
&=1

+ Z ™ (Xn® (€&, — = (&, )n” (£)X)
Ba=1
olur. Bu son denklemi diizenlersek
2
R(E,X)E = 6P X =X+ ) o (X%,
=1
elde edilir.

v) Es. 415de x = &,,¥ = ¢, ve Z = ¢ yazilirsa

R(&,. )¢ = R*(£.8,)E + slo(08,. £)E, — a(wE. &)E,)
+ Z (72 ()8 (28, —n® (E0nP (£E,)
Ba=1

elde edilir. Bu son denklemde Es. 3.36 kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
R(fh- f_;.')é-i = f;l; - é__,- k + i

elde edilir.
4.2.2 Teorem

(2nt+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,9,&,1',g) olsun. Bu taktirde VX, ¥, Z € y(M) i¢in



(FZRJ (Xr Y, E;'-Ej =R (Xr chpz - R(Xr sz
+2{g(X, 9Z)Y —g(X,Z2)Y — g(¥,@Z)X — g(¥,Z)X}

dir.
fspat:
Es. 4.16 kullanilirsa

(FZR:] (Xr Y, [‘::z] = FZR(‘X; Y] ‘i‘ —R (szr F] ‘i‘ — R [X, FZY] fe —R [X, Yj ?Z{i

—Vz (Z 7 (X) (@Y —¥) = (V) ("X - X])

F=1

_Z{TH (V;X) (@Y —Y) — o (V) (@?V, X — V,X)}

=) P (RGP = V,7) — 1 (V1) (07X — )}
=1

—R(XY)—@Z+2)

= Z{—zg (X, V&)Y +2g(Y.V;¢,)X} + R(X,Y)pZ — R(X,Y)Z

=1

bulunur. Bu son esitlikte Es. 4.7 kullanilirsa

(VZR)(X, Y, &) = 2g(X.@Z)Y —2g(X,Z)Y — 29 (Y,Z)X
+2g(Y,Z2)X + R(X,Y)oZ — R(X,Y)Z

elde edilir.

72
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4.2.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,,&.,n',g) olsun. Bu taktirde VX, ¥, Z, W € y(M) igin

RIXLY,ZW)=R(XY,Z,W) +s{g(eZ X)g(Y.W) — g(@ZY)g(X,W))
£ P O @ax W) =0 () 7' (Da(v. W) (421)

ij=1
dir.
fspat.‘
Es. 4.15 den
g(R(X,Y)ZW) =g(RT(XY)EZ W)+ s{g(eZ, X)g(Y. W) — g(@Z,Y)g(X, W}

+ D (O @ g0e W) — o (1) 7 (2)g (¥, W)}

=1

bulunur. Bulunan denklem diizenlenirse Es. 4.21 elde edilir.
4.2.4 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M, p, &, 7, 5) olsun. Bu taktirde ¥X,V,Z, W € x(M) i¢in

R(XY,W,Z) = R* (XY, W,Z) +s{g(eW,X)g(V.Z) — g(eW,V)g(X, Z)}

£ m (W)a(x,2) =’ (' (W) g(v,2)) (4.22)

ig=1

dir.



fspat:
Es. 4.15 den

gRIX,Y)ZW) = g(RT(XY)Z W)+ s{g(eZ X)g(¥Y,. W) —g(@Z.Y)g(X,. W}

+ D @ @atew) - (0 7' (@) g v, W)

ig=1
bulunur. Bulunan denklemde Z ile W nin yerleri degistirilirse Es. 4.22 elde edilir.

4.2.5 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,¢,¢,n',g) olsun. Bu taktirde VX, Y, Z, W € y(M) i¢in
R(XJ Y,Z, Wj + R(XJ Y, WJZ] =35y [‘;JZJX:)H[YJW] - Sg[‘;:z!ng[‘j{! W]

+sg(eW,X)g(Y,Z) — sg(eW,Y)g(X,Z)

£ ) {7 (O @axw) = K (219, W)}

ij=1
g
£ (O W) g(%,2) = (X (W)g(¥,2))
Lj=1
(4.23)
dir.
fspat:
Es. 4.21 ve Es. 4.22 taraf tarafa toplanirsa

R(X,Y,ZW)+R(X,Y,W,Z) =R*(X,V,Z,W) 4+ R*(X,V,W,Z)
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+sg(@Z,X)g(Y, W) — sg(@Z,Y)g(X, W)}

¥ Z ! W' (Dg(x.W) — o (X) 7' (2) g (v, W)}

Li=1

+Hs{gleW, X)g(¥,Z) — gleW,¥)g(X, 2]}

£ ) {7 O W) gx,2) - R (W)g (v, 2)})

Lj=1

bulunur. Bu son denklemde Es. 2.4 kullanilip denklem diizenlenirse Es. 4.23 elde

edilir.

4.2.6 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&.,7',g) olsun. Bu taktirde V¥X,Y,Z,W € y(M) igin
R(X,Y,Z,W) —R(Z,W,X,¥) = 2sg(@Z,X)g(¥, W)

—sgleZ, V) g(X, W) — sgleW,X) g(¥,Z)
£ ) O @axw) = (0n' W g(v.2))
Li=1
dir.
jspat.‘
Es. 4.21 ve Es. 4.22 taraf tarafa ¢ikartilirsa

R(X,Y,Z,W)—R(X,Y,W,Z) = R*(X,Y,Z,W) — R*(X,V,W,Z)
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+s{g(eZ,X)g(Y, W) — g(@Z,Y)g(X, W)}

¥ Z ! W' (Dg(x.W) — o (X) 7' (2) g (v, W)}

Li=1

—{slglew, X)g(V, Z) — g(eW.Y)g (X, Z)]
g
£ ) (O W)g(%,2) = (0 (W)g (1, D))
ij=1
bulunur. Bu son denklemde Es. 2.5 kullanilip denklem diizenlenirse ifade elde edilir.

4.2.7 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,9,&,7",g) olsun. Bu taktirde vx,Y,Z, W € y(M) icin

R(3a ¥, 50 W) = —g(#¥, W) — g(¥, W) + ) 7 (V)"(W) (4:24)
dir.
jspat.‘

Es. 421 de X = {_ve Z = {y alimirsa

R (fﬂ:’ Y, ‘t:lﬁ’rw) = R:g[fa:r Y, ‘:Er W) + 54 (_‘P ‘:Er fﬂ:)g(}rr Wj — g [‘p flﬁrng(fn:r Wj

= O (80)9 (0 W) — 0 G (80)a (v, W)}

=1

bulunur. Bu son esitlikte Es. 3.29 kullanilirsa Es. 4.24 elde edilir.
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4.2.1 Onerme

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,,&.,n',g) olsun. Butaktirde vX,v,Z,W € y(M) igin

K(X,Y)=R(XY,Y.X) =R (XYY, X) +sg(oV,X)g(V,X) — sg(eY¥.Y)g(X,X)

£ W g%, )~ (0 (1) (¥, ) (4.25)

=1

dir.

Ispat: Es.4.15de Z = ¥ almp X ile carpilirsa

g(R(X,Y)Y,X) = g(R*(X,Y)Y.X) +s{g(e¥, X)g(¥.X) — g(¥,Y)g(X,X}

£ P O gx) =0 (00 7 (g (v, 1)

bulunur. Bu son denklem diizenlenirse Es. 4.25 elde edilir.
Sonug

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

[M.q:.fi.ni,g) olsun. Bu taktirde ¥X,V,Z, W £ y(M) igin

K@X) = g(oX,oX) + D (P ()= ) 1 (0n' (®) (4:26)
a =1 =1

dir.

fspat:

Es.4.25de X = & ve ¥ = X alinirsa
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=

K@K = REXXE) = REXXE + ) 1= (nf ()= Y n® (n' )

o f=1 =1

bulunur. Bu son esitlikte Es. 3.30 kullanilirsa Es. 4.26 elde edilir.
4.3 Ricci Egrilik Tensorii
4.3.1 Tanim

(2nt+s) boyutlu yari-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&,7",g) ve x(M) nin ortonormal bir baz1 {E,, ..., E;,,&;, ..., £} olsun. Yar1

simetrik metrik olmayan koneksiyonlu M manifoldunun Ricci egrilik tensorii

Zn

S(x¥Y)— Zg(&(ﬁ'k,}f] Y, E,) +Z g(R(¢,.x)v.&,) (1.27)
¥=1

k=1

olarak tanimlanir.
4.3.1 Teorem

(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

[M, @, &, rf,g) olsun. Bu taktirde ¥X,¥ £ (M) igin

=

SCY) =S (KY) +@n+s— DY 7t (K0nf (1) = 5.9(X,07) ]

mf=1
(4.28]

dir.
jspat.‘
Es. 4.27 de Es. 4.17 kullanilirsa

R(EJ{J'XJ F.l' EJ.{) = Rg(EJ{J'Xr Y.l' Ekj +SEB(QJY,EJ{)H(X,EJ{) _H(?YIXJHE:EJ{! EJ{)]
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£ 1 (mf (BB

o, f=1

olup her iki taraftan toplam alinirsa,

In In
Z R(E, X,Y,E,) = Z R*(E,X,V,E,) +sg(o¥,X) — 2nsg(@¥,X)
k=1 k=1

1+2n Z 7% (X1 (V) (4.29)

@ f=1

elde edilir. Diger taraftan,

R(E, % ¥.8) = R(5, X.V.8,) = sV, ) + ) #*(0)nF (7)
e =1

=Y @) (%)
x=1

olup her iki taraftan toplam alinirsa,

g g

Y RE xY.E) = ) R, RS- sgler,X) +5 ) (0 ()
=1

¥=1 ﬁ:”g:l

=

- Z n* (Xn? (¥) (430)

o fi=1

olup Es. 4.29 ve Es. 4.30 ifadeleri taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa Es. 4.28 elde edilir.



4.3.1 Sonug
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(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,,&.,n',g) olsun. Bu taktirde VX, ¥ € y(M) igin
SCKE) = (n+s—1) ) 1 ()
x=1

S(ex,£) =0, S(¢.&)=4n+s-1

dir.
fspat:

Es. 4.27 de ¥ = ¢, almur ve Es. 3.37 kullanilirsa

S(X,8)=57"(%¢) +s5.(2n+5- Dg(X, ¢f;)

Hon+s—1) ) a7 ()
o f=1

= EHZT;“‘[X] + [2n+s—1]Zn'x(X]

S(X, &)= (4n+s—1) Zﬂ“‘ (%)

bulunur. Burada Es. 4.32 i¢in Es. 4.31 de X yerine @X yazilirsa

S(px, &) =0

bulunur. Benzer sekilde Es. 4.31 de X = & ; yazilirsa

(4.31)

(4.32)
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(¢, )=4an+s—1

elde edilir.

4.3.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold
(M,@,&,1',g) olsun. Bu taktirde ¥, Y € y(M) igin

S(X,¥)—5(v,X) = —25(2n+ s — 1) g(X, @¥) (4.33)
dir.

fspat:

Es. 4.28 de X ile ¥ vektdr alanlarinin yerleri degistirilirse

S(v,.X) =5, X) +(2n+s5—1)[ Z n*(YInf (X) — sg(¥,@X) ]

ef=1

bulunur. Es. 4.28 ile bu ifadenin farki alinirsa

S(X,Y)—5S(Y.X) =5 (X¥)—S5S(V.X)+ s.2n+s5—1)g(X, @Y)
—s5(2n+s5—1)g(¥,0X)

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilip denklem diizenlenirse

S(Xx,Y)—S5(Y,X) =—-2s5(Z2n+ 5 — 1) g(X, @¥)

bulunur.
Sonug

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M, p.¢.,n', ) olsun. Bu taktirde VX, Y € x(M) i¢in
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5(%,§) = S(§, %) (4-34)
dir.

Ispat: Es. 433 de v = ¢, yazilirsa Es. 4.34 elde edilir.

4.3.4 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&.,7',g) olsun. Bu taktirde VX, ¥ € (M) igin

S(H,¥) = S(¢X,9¥) + (4n+35—1) ) 7 (X (¥) (4.35)

i=1
dir.
fspat:

X, ¥y € Imep, 7° (X)E, 7°(Y)E, € ceke, D ve D+ dagilimmin vektdr alanlarinin

uzayi sirastyla I'( D) ve I'(D ~) olmak iizere WX, ¥ € y (M) icin
g &
X=X+ Y (08, Y=%+ ) n(E
i=1 i=1
olacak sekilde X, ¥, € I'(D) ve ° (X)¢; , i (X)&; € T(D*) seklinde yazilr.

SCY) = S(Ko+ ) ' (8% + ) 7 (DE)

= S5(X,,¥p) + Zﬂi (Y)((4n+s—1) Z n*(X,)
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£ A (n+s =1 ) n=F)+ ) 107 ¥)SE )
olur. #* (X,) = 0.7%*(¥,) = 0 olup buradan

SO0Y) = S(Xo %) + (4n+ 5= 1) ) (X' (¥)

i=1
bulunur. @X,@Y € y(M) oldugundan 5(X,,Y;) = S(@X, @Y ) yazabiliriz. Buradan
SO Y) = S(oX, 0¥) + (4n+5— 1) ) 7 ()7 (¥)

i=1

elde edilir.
4.3.5 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&,7',g) olsun. Bu taktirde VX,V € y(M) i¢in

dir.
fspat:

Es. 4.7 ve Es. 4.34 kullanilirsa

=(4n+s5s—1)— S(—pX+ X&) —5(&, —pX + X)

=(Mn+s—-1)+5(ex§) —S(X{) +5(E,0X) —5(8, X)



elde edilir.

=(4n+s— 1}(1—221?}' (x)
j=1

84
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5. BAZI EGRILIK SARTLARI
5.1.1 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,p,&.7',g) olsun. M iizerinde R.R = 0dir. Yani manifold yari simetrik

degildir.

fspat:

Farzedelimki ¥X,V, X, X, X, X, € y(M) i¢in R(X,¥Y).R=0 olsun. O halde

(R.R)(Xy,X,,X3,X;X,Y) = —R(R(X,Y)X,X,,X3,X,) — R(X, R(X,Y)X, , X3, X,])
~R(X,. X, R(X,Y)X5,X,) — R(X,,X, X3, R(X,Y)X,) = 0

olur. Burada X =T(D)ve Y=¢, X, =X, X, = X;= @X, X, =, Ozel vektor

alani alinirsa,

R(R(X, &)X, oX, X, &) | R(X,R(X, &)X ,¢X, ;)
+R(X,0X,R(X.§)@X,&;) +R(X, 0X , X, R(X,£)E;) =0 (5.1)

elde edilir. Burada Es. 4.17 ve Es. 4.18 kullanilirsa, Es. 5.1 in birinci ifadesi

RLENY == ) (g(oX.oX)E, +7° (DX} + sg(oX, X)E + ) ()X
a=1 =1

- Z n® (X)nf (%),

o f=1
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-

=1

olup

=

R(R(X,EJX, X, 0X ;) = — Z R(¢. X, 0X,E;)

=1

=T Z{Z{g (07X, 0*X)g (85.8;) +7F (0X) 9(0°X.¢;)}

e=1 f=1
+sg(@*X, @X)g (¢, &) + iﬂg (eX)g(@X, &) — Z 1= (@X)n" (0X)g (&0 €;))
A=1 a.fi=1
=—5
bulunur. Es. 5.1 in ikinci ifadesi
R(X,§)eX = sg(X, 0*X)E, = —s¢,
olup
R(X,—s¢, ¢X, &) = —sR(X,§,0X,§,) = —s(sg (X, ¢’ X)g(§,,§,) =576,
bulunur. Es. 5.1 in iigiincii ifadesi

R(X, f;i]‘PX == —s§;

olup

R(X, 90X, —s&,¢;) = —sR(X,0X,§,8,) =0
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bulunur. Son olarak Es. 5.1 in dordiincii ifadesi

R(Z.E)E, = —0 X +X — ) (%), = 2X
=1

olup

R(X, pX,0X,2X) = 2R(X, X, oX, X)

bulunur. Bu ifadeler Es. 5.1 de yerlerine yazilirsa 2R (X, ¢X, X, X) = s — 528, i

elde edilir. Bu Es. 5.1 ile ¢elisir. O halde R. R + 0 olup ispat tamamlanir.

5.1.2 Teorem

(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,¢,1°,g) olsun. M lizerinde R.5 = 0 dir. Yani manifold Ricci yar1 simetrik
degildir.
fspat:

Farzedelim ki wX,¥, U,V € y(M) i¢in R(X,¥).5 = 0 olsun. O halde
R(X,Y).S = —S(R(X,Y)U, V)= S(UR(X,Y)V)

olup S(R(X, YU, V) + S(U,R(X,Y)V) = 0 esitligi yazilir. Bu esitlikte
X =& veU = ¢, almrsa

S(R(£.Y)E; V)+S(&, R(£,Y)V) = Oolur. Burada Es. 5.2 kullamlirsa

5(R(E,¥)E, V) =S| @'Y — ¥ + Z nf (V)E,V (5.2)
f=1
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=@V, V) =S V)+ ) 1 (SEV)
F=1

=-25(Y,V)+2(4n+5s —1) Z 7 (¥)nf (V)

@, G=1
elde edilir. Diger taraftan Es. 5.3 kullanilirsa
S(&,R(E,VIV) =(4n+5s—1) Z n (R(£,¥),V) (5.3)
¥=1

bulunur. Burada

=

REVIV = ) (oV.oV)E, + ) n=(Ne*(¥) - sgleV,V)E = ) n* (V)Y
&=1

z=1

=

z=1

£ AFEOmEm,

e fi=1

elde edilir. Buradan

7 (REYIV) = 9o, oV)+ ) 9% (V' (6°F) = sg(oV, V) (£)

c=1

£ ) FOEOTEI- ) )

afi=1 afi=1

elde edilir. Son esitlik

D RGYIV) = sg(¥, ¢V) = s*g(9V,¥)

¥=1
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=

£ EEOEW= ) @)

@ =1 a,f=1

olup bu ifadeler Es. 5.3 de yerine yazilirsa

S(EREVIV) = (4n+5 = D(sg(o¥,0V) —sg(oV.¥) + Y nf (re(V)
e =1

=

- ) @)

=1

bulunur. Burada Es. 5.2 ve Es. 5.3 taraf tarafa toplanirsa

=

25(1,V) = (4n+s —1)(sg(¥.V) —s7g(oV.¥) =5 ) #*(V)n(V)

z=1

+25 » 2 (VInF (V)

1

)
'tx:Mlq
I

olur. Buradan S(¥,V) — S(V,¥) = —s*(4n + = — 1)g(¥,pV) elde edilir. Bu ifade

Es. 4.33 ile gelisir. O halde R. § # D olup ispat tamamlanur.

5.1.3 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,,&,1',g) olsun.M iizerinde P.S + 0dir. Yani manifold Ricci Projektif yar
simetrik degildir.
fspat:

Farzedelimki WwX,¥,U,V € y(M) icin P(X,¥).S=0 olsun. Budurumda

(P(X,Y).5)(UV)=P(XYV).S(UV)—S(P(X,YIJUV)—S(UPXYIV)=0
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S(P(X,Y)U,V) +S(U, P(X,¥)V] =0 olur.

P(X,V)I =R(X,V)Z - ﬁ{s(}zz}x —S(x, )V}

M+ s

olup 2n+s-1=m almirsa Z = U 6zel vektor alani i¢in

s(a(x, YIU — = (S(V.0)X — S(X, ujy},v)

T
+s(u,p.(x,ij- %{5(1’, V)X — s(x,v)y}) =0
SRR, YIU,V) — %{sty,ujstx,wj — s S(Y, V)

1

+5(UR(X, ¥)V) — —{5(V,V)S(U.X) — S(X,V)S(U,¥)} =0
m

bulunur. Bu esitlikte ¥ = §; ve U = &; alinirsa

S(RELVIE,V)+S(E,R(EYIV) =0

olur. Burada Es. 4.19 kullanilirsa

S(R(&, Y, V) -5 (‘PTY -r+ Z n* (¥)¢, V) (54)
2=1

=S(¢7,1) = S(¥. 1)+ ) 1 (NSEV)
=1

=

+lants—1) ) AP

=1



S(R(&. V), V) = —25(Y, V) +2(4n+5—1) Z 7% (¥Inf (V)

=1
elde edilir. Diger taraftan Es. 4.17 kullanilirsa
S(5,REVIV) = (4n+s—1) ) 7 (R, V) (55)
r=1

bulunur. Bu esitlikte

REYIV = ) gloV,o)E, + ) n=(Ne (V) - sg(eV,¥) = ) n* VY
om=1 x=1 x=1

olup buradan

WRE IV = g(o¥,oV)+ ) n=(VIn (9¥) = sg(eV, V) (3)

=1
=

£ ) @)= ) )

e =1 @ f=1

olur. Her iki taraftan toplam alinirsa

Y 0 RE VIV = sgle¥,0V) — sg(oV ) + ) nf (M) (W)
¥=1 a,ff=1

n=(VIn (¥)

1

gk

(a4

bulunur. Bu deger Es. 5.5 de yerine yazilirsa

=

S REIV) = (4n+ s — Disa(eY,0V) = s2g(@V, V) + ) 7P (n*(¥)
o =1
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- ) W)

=1

bulunur. Son olarak Es. 5.4 ve Es. 5.5 taraf tarafa toplanirsa

=

25(1,V) = (4n+s —1)(sg(V,V) = s2g(oV.¥) =5 ) (V) n*(V)
a=1

+25 Z 7= (¥In (V)
o=

1

bulunur. Buradan S(V,V) — S(V,¥) = —s%(4n + s —1)g(V,eV) elde edilir. Bu
ifade Es. 4.33 ile ¢elisir. O halde P.5 £ 0 olup ispat tamamlanir.

5.1.4 Teorem

(2nt+s) boyutlu yart simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold

(M,@,&,1',g) olsun.M iizerinde R. P = 0 dir. Yani manifold Projektif yar1 simetrik
degildir.
fspat.‘

VX,Y,Z, UV € y(M)icin R(X,¥). P = 0 olsun.
(R(X,V).P)Y(UV)Z =R(X.V)P(UV)Z— P(R(X,Y),V)Z

—P(U,R(X,Y)V)Z— P(U,V)R(X,Y)Z =0

(5, 2)x S 2)Y)

PIXY)Z=RIX,Y)Z—
E ] [ ] 2n+s

olup 2n + = — 1 = m alinirsa

R(X,Y¥).P(U,V)Z— P(R(X,Y)U,V)Z— P(U,R(X,YIV)Z— P(U,V)R(X,Y)Z
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= R[X,Y]R[U,V]Z—%{S(V,E]R[X,Y]U—S[U,Z]R[JE,Y]V]
—R(R(X, YjU,V]Z—F%{S(V,Z]R[X,F}U—S[R[X,}’]U,ZJV]
—R(U,R(X,ijjz+%{5(R(x,y)v,zju—s(u,zjn(x,ij}
—R(U,V]R(X,Y]Z+%{5(V,E(X, Y)Z)U - S(U, R(X,Y)Z),V}
= R(X,Y)R(U,V)Z— Rmfx,mu,mz—%sfﬂtx,mu,zjV— R(U,R(X,Y)V)Z
+ %S(R[X, YIV.Z)U — R(U.VIR(X.Y)Z + %5[1& R(X.Y)Z)U

1
——S(uR(x, V)2V W=0
i

olur gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(X,Y)R(U,V)E—-R(R(X,Y)UV)Z—R(U,R(X,Y)V)Z-R(U,V)R(X,Y)Z
+ %{S(R(X, VIV, Z)JU+ S(V,R(X,Y)Z)U —S(R(X,Y)U,Z)V — 5(U,R(X,Y)Z)V}

=0

elde edilir. X = §; ve U = §; alimirsa
R(E,YIR(E.V)Z — R(R(E, V), V)Z — R(E,R(E, YIV)Z—R(E,V)R(E,V)Z

+(S(R(E, VIV,Z); + S R(ET)Z,
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—5(R(&,¥)E,2)V —5(&;, R(E,Y)Z)V}

=0

olur. Buradan

ofR(&.YIR(§,.V)Z —R(R(£.Y)E,V)Z —R(E,. R(E.YIV)Z — R(,.V)R(£.Y)Z

+— (S(RG, V)V, 208+ S(V, R, V) D)8, ~ S(REY)E, Z)V

—5((¢, RE.Z)V.&)=0

g(RE.VIR(E.V)7Z.E) - o(R(RE.V)ELV)ZE,) —o(R(£,. RE.VIV)Z.E,)
—9(R(£.V)RE,VIZE,) + %{5(&(&-, V. 2)g(E; )

+S(V,R(£.¥)2)g(;. %)
S[R (&5 Ifjf}-,z)g(v, &n S[fjrﬂ("‘:‘-&! sz)g(vr‘fh]} =0 (5.6)
bulunur. Burada Z = &, alinir Es. 4.17 ve Es. 4.19 kullanilirsa, Es. 5.6 nin ilk ifadesi

g(R(EV).R(E.V)ELE) = g(R(£,V).R(E,V)EL &)

olur. Es. 5.6 nin ikinci ifadesi

F=1

9(R(R(E,V)E, V)G 6) = g(& (qﬂzf —v+ Y APE, V) S fh)

=g (R(@EY,V]fk,R(Y, ijk + z TF'E (ng(ffrvjfkr‘fh)
A=1
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= H(R(‘Pz Y, Vj fkr {hj - H(R(Y.r Vj fk: e;:hj

£ P (Va(REVEE)
=1

=

=2) #Wsle®.5) = ) AW W)
=1

=1

=Y A ) = Y A+ > B ()
=1 B.r=1 By=1

bulunur. Es. 5.6 nin {igiincii ifadesi

E{R [{;I" R(f{" YJV)Z’ E:-i't) ) ((R ({J’ZE«Q‘(FY! ‘ij E:-; + ??: (V} E:Q:J:Yj })
—g(V, )&= Y AT+ Y (W (VE)Gw8)

= Z g((p Y, Q;‘V]Q’(_R [‘f_;.‘r‘fz )"fk! ‘::h)
+1"(Vg(R(E @°Y )5 8)

~5(oV.V)g(R(E,805 ) = ) 1 (Va(R(E, V) 8)

£ 7 Wg(R(Ep8)508)



elde edilir. Es. 5.6 nin dordiincii ifadesi

SRV D80 i) =S5O {a(e¥. 005+ (V&) - g(oV. V)
=Y AW Y OS5

=5g(eY,eV)S(E8) + ) 1 (S@Y,6)
-
—SgleV.Y)S5(&,. &)

=Y HWISEE) + Y M WITWISE 8
=g(¥,V)(an+s—1) = ) ' ()r (1) (4n+ 5= 1)
(nls DY AOFEE) Gnls Dalevy)
La=1

g
= (4n+5-1) (sg(r,m —sg(gV, 1) = ) 7 (V]n‘(i’])
=1
bulunur. Es. 5.6 nin besinci ifadesi

S(V,R(§.Y)E)g(8, 6 ) = S(Vﬂ;ﬂ:i’ -Y+ Z nﬁ[ifjﬂ)
-1

96
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=S5V, 9%Y) —S(V,Y) + Znﬁ’ (VIS(V.&)
B=1
- s(v,—m ana) —SWV)+ ) 7 (NSW,E)
=1 g=1

=-25(V,¥)+2(4n+s5s—-1) Z n (¥)n" (V)

Ly=1

olur. Es. 5.6 nin altinc1 ifadesi

S(R(£, V)€, & )g(v.E,) = S(euzi’— Y+ ;ng (Y)f”fk) " (V)
= (S(qa:if,fk SV, &) | ;nﬁ’(if)sm,fk))n’“(m
= (S(-r&)+ Z n (YIS (&, &)™ (V)
=SW.&In" (V) + EZ 7 (V)S(E. &) 7" (V)
=—2(4n+s—-1) Zln“(}’)n’*(v)

Han+s=1) ) (IAW)



Han+s =1 ) (W)
=1
ve Es. 5.6 nin son ifadesi

5[6}""’;‘({#}’){:{}9'(1&%] = 5({}.,.:;12}’ —-¥ + Z ﬂg(yjfi)ﬂ“(V]
g=1

- (s@z, 0¥) =&, ¥) + ) P IS(E,4 ))nh )
f=1
= (25 () + ) H (S, &) n" (V)
i=1

£ FWSE.8) 7 W)
5=

=0

bulunur. Bulunan esitlikler Es. 5.6 de yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

g(R(E.V).R(§,V)E,E ) — g(R(R(EVIE,Y)E) — g(R(E,R(E.YIV)ZE,)

—g [E [e;‘}., L’}.R ({.Y)Z, ‘fh)

Ty (CUREEY [sg(z V) ~sg(gv.¥) —s 3 7 EV]n‘EYJI

=1

—25(V,¥)+2(4n+5—1) Z 7 (Yig¥(v)}=0

Ly=1

98
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olur. Buradan

25(1,V) = (4n+s —1)(sg(V.V) —sg(@V,¥) = s ) 7' (V)7 (7)
=1

-2 ) AW )
Ly=1

elde edilir. Diger taraftan S(¥,V)— S(V,Y) = (4n + 5 — 1)sg(¥,pV) elde edilir.

Bu ifade Es. 4.33 ile celisir. O halde R. P # 0 olup ispat tamamlanir.
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6. YARI SIMETRIK METRIK KONEKSIYONLU S-MANiIiFOLDLAR
6.1 Yanr1 Simetrik Metrik Koneksiyon

6.1.1 Tamim

(2nts) boyutlu bir S-manifold (M, ¢,&,.7', g)olsun. M iizerinde Levi-Civita

koneksiyon v olmak iizere

Vv (M) X 7(M) = (M)

=

(X,Y) =W,V = v;;,?+zn5 (Y)X — Zg(X,Y]fg (6.1)
£=1 =1

doniisiimii tanimlansin.

6.1.1 Teorem

(2n+s) boyutlu bir S-manifold (M, ¢, §,, %%, g ) olsun. ¥X, ¥ € x(M) igin

=

V¥ =Vi¥+ Z”E (Y)X — z g(X,¥)Eg
B=1 B=1

seklinde taniml1 ¥, M lizerinde bir lineer koneksiyon dur.

Ispat: WX, ¥,Z € y(M) ve f € C=(M,R) icin,

=

DVisyZ =ViyZ + Z TF'E (Z) (X +Y) — Z g(x + erjfg
F=1 g=1

=

=VLZ+ Z”E (2)X — Z g(X, D)+ VyZ + Z n (2)Y
8=1 8=1 =1
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- a.2)%
F=1

=T 2+ 7,2

elde edilir.

DTV +2) =TV (Y+2) + ) 7f (V+ DX~ ) g(x¥ +2)¢;
=1 g=1

=V,¥ 4 Z nf (V) X— Zg[X,Y]fg VLI Z nf ()X
£=1 g=1 F=1

bulunur.

=

i) Ve (¥) = Vi (¥) + Z n® (Y)FX— Zg (fX,¥)Eg
=1

B=1

=f(?§‘e1’ D mx Y e ijg)

=1 =1

=f (ﬁx?j

elde edilir. Son olarak

=

w)Tx() = Vi (FV)+ ) 2f VX = ) g(X 1)
£f=1 f=1
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=xX[flr +F(var+ ) o (DX - Y g(xVE,
A=1 £=1
= Z[fIY + F(T,)

bulunur. Buradan ¥, M iizerinde lineer koneksiyondur.

6.1.2 Teorem

(2n+s) boyutlu bir S-manifold [M @ &, g) olsun. Es. 6.1.1 de tanimlanan lineer

koneksiyon ¥V, M iizerinde yar1 simetrik metrik koneksiyondur.

Ispat: ¥ lineer koneksiyonun torsiyon tensor alan1 T olmak iizere, herhangi iki vektor

alanlar X, ¥ i¢in

T(X,Y) = V.Y — T,X—[XY] (6.2)

E]
=1

=Ty + ) 1f (DX- ) g(X,¥)E
=1 g

B =

wir Dt Y Y gv0g | XY]
E=1 £=1

=T (4,7)+ ) {#f ()X —nf (D))
f=1

= > F % —nf ()Y}
2=1
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elde edilir. Burada T*, M {izerinde V* Levi-Civita koneksiyonun torsiyon tensor
alanidir. Bu durumda lineer koneksiyon ¥, M {lizerinde yar1 simetrik bir
koneksiyondur. Simdi, ¥ lineer koneksiyonunun M fiizerinde tanimli g Riemann

metrik tensoriiyle bagdasabilir oldugu gosterilecektir. Metrikle bagdasabilir

koneksiyona kisaca metrik koneksiyon ifadesi kullanilacaktir.

VX,Y € y(M)igin

(ﬁxgj [erj = X[H[Yr Z:]] - g[ﬁXY,Z] - Q‘[}"; ﬁxzj [6-3:]

=xlg(v.2)] - g| Vi¥+ ) nF (X =) a(X V)52
B=1 B=1

—g| ¥V, ViZ + Z P (2)X - thx,z]fg
=1 B=1

elde edilir. Bu durumda lineer koneksiyon ¥, M iizerinde bir metrik koneksiyondur.
O halde Es. 6.2 ve Es. 6.3 den lineer koneksiyon ¥, M {izerinde bir yar1 simetrik

metrik koneksiyondur.

Ornek

E*"** OKlid uzaynin dik koordinat sistemi (x;,,,..., X, Y1 Vy»eees V> Z1s Zgsevs Z, )

olsun.

é :28i . i=12,..s
Z.
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n' :%[dzi—iy dx, ]

J=1

¢X=Zn:Yj6%— Xf$+(ZYf J[Za‘z J

Jj=1 Jj=1 i=1
gzini ®n' +%Zn:(dxj Qdx, +dy, ®dyj)
i=1 =1

olup burada Es. 4.4, Es. 4.5 ve Es. 4.6 yi kullanarak Es. 6.1 de tanimlanan yeni

koneksiyonu bilesenlerine gore ifade edelim.

l?al_e}-= e+ Zn“‘[ej)e Zg[ei,e )f
=1 @=1
ﬁ?ek =Zrzj'kek+ Zﬂﬂc[e})e: zg:;fn:
k=1 k=1 =1 z=1
=Z I e + Z n* [:.9}.).9E Zgu 2e,,
k=1 z=1 =1
1 .
_EF}: I=L..,n
n%(e;) =40 j=n+1..2n
1
E:ﬁ'ﬁ:}-, j=2n+1,..,s

olup buradan

Ints In+ts

k= 1"*"——1 O —2 Z G0 T =T =2 Z G500

i=Int+l i=In+l

Ve
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5 3 5 . . " 1 1 .
]__'h = E,ﬁih}r}’ 1"_??_ = _Etgih}r} +§}.h}3 )’ ng. :—5ih,l_' =£[S}:r }:r-;I — 6-!'_;'

2 o

olup geriye kalan bilesenleri sifirdir.
Sonuc

(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M, @, &7, g)

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥ € (M) icin

=

Tabe = —0X+X— ) 1*(0E (6.4)
B=1
A%~
()Y = —g(¥,0X) +a(X,¥) = ) n® (¥)n(X) (65)
=1
dir.
fspat:

Es. 6.1 de ¥ = £, alinir ve Es. 3.16 kullanilirsa

Tuta = Vit + ) 7 (€)X — ) o(X.8)%,
g=1 f=1

5

=—pX+X— Z n*(X)&p
A=
bulunur. Diger taraftan Es. 6.1 ve Es. 3.16 kullanilirsa
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(Ven™)Y = X[n=(¥)] — 0™ (VzY)
=Xg (¥, &) — 0% (VY]
=g(ViV. &, ) + gV, ULE) — 0" (V.V)

= 9(47,8) — (¥, 0%) =1 (V) = ) nf ()" (%)
=1

+ Z glx. V)% (&)
F=1
~—g(¥,0%) +g(X,¥) = ) o (I (%)
F=1
elde edilir.
6.1.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, < t.,n-",g)

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥ € x (M) i¢in

(T, @)Y = Z{mfmx, oY) — a(X, 0V)Ep +1F (V) (07X — o)) (66)
=1

dir.

fspat.‘

Es. 6.1 ve Es. 3.19 kullanilirsa
(Vop)V =V, 0V — V.V

=

=Vior+ ) #f (o)X= ) g(K.oN)E
g=1 f=1

—o( Viv+ ) W (DX ) g(x¥)g
p=1 F=1
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= 3o)¥ = ) f (NeX— ) glx.e¥)i
=1 F=1

= Y {(lox.07) — g (X, 9M)¢ +nf (V)% - 9X)}
F=1
elde edilir.
6.1.2 Sonug

(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M,e,£,7',g)

olsun. Bu taktirde v.X,¥ € (M) igin

(Vi@)é, = —oV, i, = o°X — oX (6.7)
ve

ﬁe}-ﬂfpy = QJ?%-”Y (65)
dir.

fspat:

Es. 6.6 da ¥ = ¢, alinirsa

(Vie)e = ¢°X — X
bulunur. Diger taraftan

(ﬁx?ﬂ]fﬂ = ﬁx@’fﬁ: - ‘Pﬁx‘fn:
= -V, = ¢ X — oX

elde edilir. Diger taraftan Es. 6.6 da ¥ = Z_ ve alinirsa
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[ﬁgaq.:)y =0

bulunur. Buradan

?Eafpi’r = E;Jﬁflx}’

elde edilir.

Simdi, metrik f-manifoldlarin genel bir hali olan ve S-manifoldla normallik sarti

disinda ayni sartlar1 tagiyan ve Es. 6.1 de tanimlanan lineer V¥ koneksiyonunu

uzerinde bulunduran hemen hemen S-manifoldlara bakallm. Hemen hemen S-

manifold da, a € {1, ..., s} i¢in

1
hot (M) = (M), he(X) =5 (Ly @) (x) (6.9)

seklinde tanimlanir.
6.1.1 Lemma

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir hemen hemen S-manifold

(M, @,&,1', g) olsun. Bu taktirde ¥ € {1, ..., s} igin h, simetrik tensor alanidir.
fspat:

Es. 6.9 daki ifade Y vektor alani ile i¢ ¢arpimi alinirsa
g(h(X),Y) = Eg ([L @)X, 1’)
© 7 £
1
= E{g [vga ¢X — Vi X, ¥)}
1
=50V, 0x.Y) —g(eVg, X))
bulunur. Burada Es. 6.1 ve Es. 6.8 kullanilirsa

6k (D), 7) = 2o (T, oR.Y) - 96T, X 1))
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1 _ —
=5{o(ex. V., V) + o(Ve X o¥)}
1 _ —
= {1 (Vex¥) + 0% (Vyeo¥))

=29 ((te,p)v.x)

=g(h.(Y),X)

elde edilir. Buradan k , simetrik tensor alanidir.
6.1.4 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir hemen hemen S-manifold

(M, p, &, 7', g) olsun. Bu taktirde WX € x(M) i¢in

=

Teba = D 1 (Fxbdp = —0hoX —0(X) = 6*(X) (6.10)
g=1
A\~
1. _ _
h X = > {p(Vyt,) — ‘FM{E} (6.11)
dir.
jspat.‘

3.3.1 Onerme ve Es. 6.1 kullanilirsa

20((Vy0)E,.2) = 2g(Vigt, — 0V3E,. Z)
- Zy(ﬂw& - Z 1 (@i )X + Z y(X, @8, ) . 2
F=1 P=1

=—2g(o(V;&,).Z) + 2g(pX. Z)

=29(Vy0)ipZ) +29(pX.Z)
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bulunur. Buradan
29((Vi@)enZ) = —g(o(Ls @)Z, 0X) — 29(0X, @Z) — 29 (¢X, Z)
=5 ((;,0)2,%) - 20(%,2) +2 ) nf ()1* (2) - 25(0%,2)
F=1

dir. b, simetrik oldugundan

20((V30)8.2) = —g ((Le,0)%.Z) — 29(%, 2)
£2 ) o (0 (2)— 29 (9%, 2)
f=1
olur. Simdi ¥Z £ y(M) i¢in g non-degenere oldugundan
2(Veo8, — 0(V8,)) = —2h,X —2X + EZ n¥ (X)& — X
f=1
—@(Vié, ) =—h X + @ X — X
dir. Her iki tarafin ¢ donligiimii altinda goriintiisii alinirsa

—@* (V&) = —o(hX) + *(X) — o (X)

=

Vsbe = D 1 (Tbdép = —0(h) — 9(X) — 02 (%)
F=1

elde edilir. Diger taraftan Es. 3.16 ve Es. 6.1 kullanilirsa

g

g
?(Txi) = ( Vite | ) nf (GX ) g(0EE
E=1

g=1



= @Vil, + X

bulunur. Ayrica

Vorta = Vorla T Z 1 (§)oX — Z g(eX. )8
F=1 =1

olup, buradan
1 _ —
h’ﬂ:X = E {'?9 [ER’ fﬂ:] - Eq;-.k’gﬂ:}
elde edilir.
6.2 Egrilik Tensorii

6.2.1 Teorem
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(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M,e,£,7',g)

olsun. Bu taktirde ¥X,V,Z € y(M) icin
R(X,Y)Z =R (X Y)Z +s{g(@Z,X)Y — g(@Z,Y)X + g(¥,Z)pX}

tsig(X, Z2)Y — g(¥, Z)X — g(X, Z)@Y)

+ Z P (V)X —nf (2 (X)Y)

e f=1

+ Z {o(v. 2P (x)¢, — g (x, 2)nP (Y)E,}

m f=1

(6.12)
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dir. Burada R*, Levi-Civita koneksiyon V* 1n egrilik tensor alanidir.

fspat.‘

Es. 2.2 ve Es. 6.1 kullanilirsa

k- k-
V.V,2=7,|viz+ Z e (7)Y — Z a(v,2)&,
=1 =1

=V, ViZ+ Z V. (n* (DY) - Z Ve(o(r.2))
g=1 f=1

=

=ViviZ 4+ Znﬁ’ (ViZ)X — Z g(X VyE) &g
£=1 f=1

+ Z Vi (n® (DY) +i i'rr“ (n* EEJY)X—i igf}f"ﬂg ()Y )z
g=1 f=1a=1 f=1a=1

=

—Z Vi(g(v.2)¢p) - Z in‘f (g(v,2)&p)x
g

F=1 =1 =1
+Z ZEEX'E[?!Z:I{E)fﬁc
f=1=x=1

T Z= V%24 ) wf (DX - ) g(%,952)8
F=1 g=1

+ Z (9(ViEp Z)Y +g(Eg, V3 Z)Y + 17 (2)V5Y)
=1
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+ Z [n.ﬁ' (Zm* (V)X — TI'E (Z)g(X.Y) fﬂ:)

. f=1

—Z[g(v;zzm +g(¥V, V320 +g(¥, Z2)V5Es)
g=1

=

=) (g2 (5)X — g (0. P ()5,

@, f=1

dir. Benzer olarak X ve ¥ ifadelerinin yerleri degistirilirse ¥,.V.Z ifadesi elde
edilir.
Ayrica,

=

TienZ = VignZ + ) 7 DXV ) o((%¥1.2)
g=1 B=1

~VinZ + ) (DG -G - ) oG- VK2

£=1 A=1

olup, bulunan sonuglar Es. 2.2 de yazilir ve gerekli islemler yapilirsa

R(x,V)Z =R*(X,Y)Z +s{g(@Z,X)Y — g(@Z,Y)X + g(YV,Z)pX}

+s{g(X.2)Y — g(¥Y.2)X — g(X, Z) @Y}

+ ) @ mx -2 (Dn*0v)

=1

+ z lg(v. 2P ()¢, — g(x, 2P (V)E, }

=1
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elde edilir.
Sonug
(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, L, g)

olsun. Bu taktirde ¥.X, ¥V, Z € y (M) i¢in

=

DREVE == ) 7 (DTetp+ ) 70Ty
F=1 f=1

£ I I @Y V) = (W) (02K - ) (6.13)

1) R(X,E)Z = ) (~g(9X, 92)8 — 1 (D)@K +17 (D)X — g (X, 2)2,)

=1

+s{g(x, @2)¢; + ' (D)ex + g(X,2)¢; — ' (2)x])

+ ) b @ 08— D (008 (6.14)

o f=1
i) R(X,8,)8, = —¢*X +X +51 (08, = ) {1 (0%, +7 () (6.15)
iv) R(§;, X)§ = 0°X — X —sq' ()¢ + Z{’-‘?“ (3¢ + ' (X)&e ) (6.16)
W R(§.E)E =8 &, k7 (6.17)

dir.

fspat:
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i)Es. 6.12 de Z = ¢, yazilir ve Es. 3.33 kullanilirsa

R(X,Y)¢; = ZEW“ () (@Y) —n* (¥) (¢ X)}

+in" (Y)[cpx - X +in3(x’m
F=1 =1

+i 1 (X) [—fpi’+ Y — Z nEEYJfaI
£=1

=1

+ ) @)X —7° (1)

bulunur. Burada Es. 3.33 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

=

ROGYE == D n(DTedp + ) 0 (0Té;
=1 =1

£ ) W@ Y = ¥) =0 (197X ~ X))

elde edilir.

ii) Es. 6.12 de Y = ¢, yazilir ve Es. 3.34 kullanilirsa

RULENT = ) (—g(oX,02)E, — n* (D)oK +n° (D)X — 9(X, DE)

a=1

+5f9(X, @2) + 0 ()X + g(X,2)¢, —n' (2)X)
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+ Z {n (@ (D¢, — 0 (D" (D).}

=1

elde edilir.

iit) Es. 6.12de Y = &; ve I = {; yazilirsa

B(%.2)5 = R(2.8)8 + 51 (D& +X = > (2 (0)¢; + 7 (D&}
a=1
bulunur. Burada Es. 3.32 kullanilirsa
R(L.E)E = —02X + X+ (08— ) (1* (0, +1 ()
z=1

elde edilir.

iv) Es. 6.12de X = ¢, ,¥ = X ve Z = £ yazilirsa

R(§, x)& = R (&, %) — sn' ()& — X + Z{n“(m}- +' ()&}
o=1
elde edilir. Burada Es. 3.35 kullanilirsa

R(¢,X)¢ = X — X —sp' (X)E, + Z{n“ (x)¢; + 7' (X)¢, }

=1

elde edilir.

v) Es. 6.12de X = &Y = §; ve Z = ¢ yazilir ve Es. 3.26 kullamilirsa

E[:‘fm 'f_;]fa =& — {1‘ k+j

elde edilir.
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6.2.2 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (MJ @, &, g]

olsun. Bu taktirde ¥.X,V,Z, W € y (M) i¢in
RXY,ZW)=R(XY,Z,W) +s{g(eZ, X)g(¥.W) — g(0Z.Y)g(X,W)]
+s{g(¥, Z2)g(eX, W) + g(X, Z) g (Y. W)}

—s{g(Y.Z)g(X. W) + g(X,Z)g(eY, W)}

£ ) [ @ a W) —rf (2 (g, W))

o f=1

+ 3 {g .20 (X7 (W) — g(%, ) ()= (W) (6.18)

@ B=1
dir.
jspat.‘
Es. 6.12 den
gRX.Y)ZW) = g(R* (X, Y)Z,W) + s{g(0Z. X)g(Y, W) — g(@Z.V)g(X. W)}

+slg(Y, Z)g(ex, W) + g(X, Z)g(¥, W)]

—s{ g(¥V,Z)g(X, W) + g(X,Z)g(e@Y,.W)]

+ ) (F@rE@gx W) —rf @ (0)g(r, )

@ f=1
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+ ) {g,2mf Qomt (W) = g (%, 20 (¥ )= (W)

@ f=1

bulunur. Bulunan denklem diizenlenirse Es. 6.18 elde edilir.

6.2.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M,(p,{i,ni, g)
olsun. Bu taktirde ¥X,V,Z, W € y(M) icin

R(X,Y,W,Z) = R*(X,Y,W,Z) +s{g(eW,X)g(V,Z) — g(eW,Y)g(X, Z)]
+s{g(Y. W)g(eX,Z) + g(X,W)g(Y.Z)}

—s{ g(Y.W)g(XZ) + g(X, W)g(eV¥.Z)}

£ W g(1.2) = (W (05 (v, 2))

o f=1

+ ) {g WP (0n® (2) - 9 (%, W)nf ()" (2)) (6.19)
o f=1
dir.
fspat.‘

Es. 6.12 den

g(R(X.Y)ZW) = g(R*(X.Y)EW) + s{g(0Z, X)g(Y.W) — g(@Z,Y)g(X,W)}
+s{g(V,2) g(@X, W) + g(X,Z)g(¥Y,W)}

—s{g(V.Z)g(X,. W) + g(X.Z) g(e¥, W)}
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+ ) (P D W)g W) = (2 (X)g(r, W)

@ f=1

+ D (g, 2mF Qomt (W) = g (%, 20 (¥ (W)

@ f=1
bulunur. Bulunan denklemde Z ile W nin yerleri degistirilirse E5.6.19 elde edilir.

6.2.4 Teorem

(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, L, g)
olsun. Bu taktirde ¥X,¥,Z, W € y (M) i¢in

R(Z,W,X,Y)=R(ZW,X,Y) +s{g(eX,Z)g(W.Y) — g(eX, W)g(ZY)}

+s{g(W, X) g(@Z.Y) + g(Z.X) g(W.¥)}

—s{g(W, X)g(Z, V) + g(Z,X)g(eW.Y)}

+ ) W@ ) —f G (Dg(W, 7))
@ f=1

+ ) (oW, X (2 (V) - (2.0 (W) (¥)} (620)
& f=1
elde edilir.
Ispat:
Es. 6.12 den

g(RX,Y)ZW) =g(R*(X,Y)Z,W) + s{g(eZ,X)g(¥, W) — g(@Z,V)g(X,W)}
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+s{g(V.2) g(@X, W)+ g(X,Z)g(¥Y, W)}

—SEQ‘(Y,ZJ_Q'(X, W] + H(Xr Z)g(g:ly, Wj}

+ 3 (P @0 w) —nf @ (R)g(r w))

=1

+ ) {20 n= (W) — g (&, 2)nf (V) (W))

=1
bulunur. Bulunan denklemde Z = ¥ ve ¥ = W alinirsa Es. 6.20 elde edilir.

6.2.5 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, &1, g)

olsun. Bu taktirde ¥X,¥,Z, W € y(M) i¢in
E(Y,X,Z, Wj = R*(Y,X,Z, W] +s{g[cpz, ng(X, Wj —g(cpz,}f]g(l’, Wj}
+s{g(X. Z2)g(eY. W) + g(¥V.Z)g(X, W)}

—s{g(XZ)g(Y, W) +g(¥,Z)g(eX, W)}

+ Z P2 (X)g(r,w) — nP (2 (¥)g(x, W)}

@ f=1

£ ) {g@ P W W) - g D O W)} (621)

@ f=1

dir.
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fspat:
Es. 6.12 den
gRX,VIZW) = g(RF(XLY)Z, W) + s{g(eZ, X)g(Y. W) — g(0Z,Y)g(X, W)}

+s{g(V.2) g(@X. W) + g (X, Z)g (¥, W)}

—s{ gV, Z)g(X, W) + g(X,Z) g(@Y, W)}

+ ) (P D W)a W) = (2= (X)g(r, W)

@ f=1

+ ) {g@,2P (W) - g (%, 2)F (¥ )r=(w)

@ f=1
bulunur. Bulunan denklemde X ile ¥ nin yerleri degistirilirse Es. 6.21 elde edilir.

6.2.6 Teorem
(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [:MJ @, &, y)

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥,Z, W £ y(M) i¢in

(VR(X,Y,Z, W) = —R(V,X,Z,W) (6.22)
(({)R(X,V,Z.W)=—-R(X,Y.W.Z) (6.23)
dir.

fspat:

(i) Es. 6.18 ve Es. 6.21 taraf tarafa toplanirsa

R(X,Y,Z,W)+ R(Y,X,.ZW) =R*(X,Y,Z,W) + R*(Y,X,Z, W)
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+S£‘9‘(Q:JZ, ng (Yr Wj - H(‘Pzr Y]H(Xr WJ]
+5{g(V.Z) g(@X, W) + g(X, Z)g(¥, W)]

—s{g(¥.2)g(X, W)+ g(X,Z)g(o¥, W)}

+ ) P @ Waxw) —nf (e (0g (v, W)
@ f=1

+ ) (g, 20f (oot (W) - g(X, 2)nf (o (W)}
=1

+(s{g(eZ,V)g(X, W) — gleZ,X)g(¥Y,W)]
+s{g (X, Z)g(oY W) + g(¥,Z)g(X, W)}

—s{g(X,Z2)g(¥, W) + g(V,Z) g(eXx, W)}

+ ) W @ Warw) - nf (2n* (g (W)
=1

+ 3 (o020 () — g (v, 20 o (W)

e f5=1

bulunur. Bu son denklemde Es. 2.3 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(x.Y,Z,W) = —R(yY,x,zZ W) elde edilir.
(i) Es. 6.18 ve Es. 6.19 taraf tarafa toplanirsa
R(x,¥,Z,W)+ R(X,Y,W,Z)=R*(X,Y,Z,W) +R*(X,Y,W,Z)

+s5{g(@Z,X)g(¥Y, W) — gl@Z,Y)g(X, W)}
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+s{g(V,2) g(@X, W) + g(X,Z)g(¥Y, W)}

—s{ g(¥V.Z)g(X, W) + g(X,Z)g(e¥, W)]

+ 3 P @0 w) —f @R g(r w))

@ f=1

+ ) {g(v, 20 Ry (W) — g%, 20 () (W)}

=1
+(slgleW,X)g(¥,Z) — g(eW,Y) g(X, Z)}
+s{g(Y, W)g(eX,Z) + g(X,W)g(Y,Z))]

—s{g(Y W)g(X,Z) + g(X,W)g(eV.Z)}

+ 3 o W )908.2) — f W09, 2))
@, =1

+ Z {o(r, w)nf (N)n(2) — g . WInf (V)n=(2)} )
. fG=1

bulunur. Bu son denklemde Es. 2.4 kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

R(x,v,Z. W)= —R(x,Y,W,Z) elde edilir.

6.2.7 Teorem

(2nts) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M., &, 7', g)

olsun. Bu taktirde ¥X,¥,Z, W € y(M)i¢in

R(X,Y,Z,W) —R(Z,W,X,Y) = 2s{g(@Z.X) g (Y, W) — g(@Z,Y)g(X, W)}



124

+2s{g (¥, Z)g(pX, W) + g(Z,X)g(eW,Y)}
dir.
fspat:
Es. 6.18 ve Es. 6.20 taraf tarafa ¢ikartilirsa

R(X,Y,Z,W)—R(Z,W,X,Y) =R*(X,Y,Z,W) — R*(Z,W,X,Y¥)
+s{g(@Z,X)g(Y, W) — g(@Z,Y)g(X, W)}
+s{g(¥, Z)g(eX, W) + g(X,Z)g(¥,W)}

—s{g(V.2)g(x, W) + g(x,Z2)g(@Y, W)}

+ 3 P @ Waxw) = (D (0g (v, W)

@ f=1

+ ) {gn. 2P o (W) = g(%, 20 W= (W)}

=1
—{slg(eX,.Z)g(W.¥) — g(oX.W)g(Z.Y)}
+s{g(W, X)g(eZ,Y) + g(Z, X)g(W,Y)}

—s{g(W,.X)g(Z,Y) + g(Z,X) g(eW,¥)}

£ ) {rf G g (z.y) = f R (@) g(W,v)}

=1

+ ) {gw, x)nf @)= (¥) - 92, 0)nF (W)n(v)}

@ =1
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bulunur. Bu son denklemde Es. 2.5 kullanilip denklem diizenlenirse
R(XY,Z,W) -R(ZW.XY) = 2s{g(eZ.X) g(Y. W) — g(@Z,Y)g(X, W)}
+2s{g(V.Z)g(@X, W) + g(Z,X)g(eW,Y)}

elde edilir.
6.2.8 Teorem
(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [:MJ @ &, g)

olsun. Bu taktirde ¥X,¥,Z, W € y(M)igin

R(£,7,8,W) =—g(o¥,@W) — g(¥, W) + sy’ (V)n' (W)

£ @ W) o (Ve (W) (6.24)

e fi=1

dir.
fspat.‘

Es. 6.18de X = & ve Z = &, alinursa
R(&, Y., W)=R"(¢.V.¢,W) +s{g(wf, &)g(Y.W) — g(@f,Y)g(& W)}
+s{a(¥.¢)al0s, W) + alE, & )a(¥. W)}

-s{ g(¥.¢;)g(&W) + g(&.¢; )g(eY, W)}

£ ) {1 (g, w) =P (" ) g v w)

=1
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+ ) (o (1) GO (W) - g6 &) W (W)}
o =1

bulunur. Bu son esitlikte Es. 3.29 kullanilirsa Es. 6.24 elde edilir.
6.2.1 Onerme
(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @ &, g]

olsun. Bu taktirde ¥X,V,Z, W € y(M)i¢in

F(X,Y)=R(X,Y,Y.X) =R'(X,V,V,X) +sg (X, oY) g(¥,X)

" Z fnf (V)= (V) g(X, %) +1f (X7 (X) g (¥, V)

@ f=1
=2 ) g®V) 2 () (6.25)
o =1
dir.
jspat.‘

Es. 6.12 de Z = ¥ alinir ve buradan
g(R(X,Y)V.X) = g(R*(XY)V.X) +s{g(e¥, X)g(V.X) — g(eV.V)g(X, X))}
+s{g(V.V)g(eX, X) + g(X,V)g(¥Y,X)}

—s{g(¥.V)g(X.X) + g(X,Y)g(eV,X)}

+ 3 G @G0 — 1 (D (g, )

=1
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£ (g, o (0) = g (XY (V) (0)

=1

bulunur. Bu son denklem diizenlenirse Es. 6.25 elde edilir.

Sonug

(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M,@.¢,.7'. g)

olsun. Bu taktirde vX,¥,Z, W € y (M) i¢in

KE(¢,X) = glox, ¢X) + (1 — 5)g(X, X) + sn* (X" (X)

—2) A+ ) = ) (626)
F=1 =1
dir.
fspat:

Es. 6.23 de X = {, ve Y = X alimirsa

E(fﬁr-’{j = E(fi,X;X,fij = Rg(fﬁrXrX:fij +5{9(6er33(er53 _H(erjgtfir Srzj}

+ 3 (OO (096,80 + 1 (I (€a (%, )

=1

2 ) (g 30 (On ()

mf=1

bulunur. Bu son esitlikte Es. 3.30 kullanilirsa Es. 6.26 elde edilir.
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6.3 Ricci Egrilik Tensorii
6.3.1 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (MJ @, &, g]

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥ € (M) i¢cin

=

SCY) = S (KY) +(2n+5= D[ P (P () - sg(X,0¥) = sg(X,1)]
af=1
(6.27)
dir.
fspat:
Es. 6.14 kullanilirsa

R(E,,X,Y,E,) =R (E, XY, E,) +s{g(eY,E)g(X,E) — g(X,o¥)g(E,E)]
+s{g(X, YJQ'(@EJ{!EJJ —g(¥, Ek).ﬂ'(fpxr Ekj}

+s{g(¥, Eij(Xr Ekj - g(x, Y:]H(Ekr Ekj}

£ ) {1 nf (DB B =1 (N (B (KB}
@ f=1

+ ) gV (B9 B — 9(BuV)nf (D9 (5 E)
=1

olur. Her iki taraftan toplam alinirsa,

In

In
Z R(E,X,Y,E,) = Z R*(E_,X,Y,E,) + (25 — 2ns)g(X, oY) — 2nsg(X,¥)
k=1 k=1
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In k=

+sY s(EIGWE) +2n Y P () (628)
k=1 af=1

elde edilir. Diger taraftan

E({v’ XY, ‘f}f ) = R$(€v’ XY, ‘f}f ) + S{—g‘ (‘X’ qujg({r’ ‘f}f ) - g[fv’ Y)g [‘pr ‘f}fj}

+s{g($,. Y)a(x.8,) —a(x.1)9(s,.5,)}

£ ) =@ (05(5,5,) —7F e (5,)s(x,3,))

=1
Y FEOTE + ) gxg(8,)
B=1 z=1

olup her iki taraftan toplam alinirsa,

=

Z R(¢, XYV, ¢, )= Z R(, XYV, 8, )~ s"g(X,@¥) — (s> —s)g(X, V)

¥=1
&

+) gKLIE) +(5-2) ) n"(0nF (V) (629)

=1

olup Es. 6.28 ve Es. 6.29 ifadeleri taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa Es. 6.27 elde edilir.
6.3.2 Teorem

(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M, e, ¢, 7', g)

olsun. Bu taktirde v.X,¥ € (M) igin
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S(X,&) = (4n+s5—2) Z n*(X) — 5.(2n + 5 — ) (X) (6.30)
S(px, &) =0, SE.&)=(an—s—1)—(s+1)? (A.31)
dir.

fspat:

Es. 6.27 de ¥ = ¢, alinirsa ve Es. 3.37 kullanilirsa

=

S(E) = SHE) + 2n+ s =D ) 1% (O (6) - s9(X,98) = 59(X,8)]

mf=1

= =

=2n ) aF(X) + (2n+s = 2)[Y 7°(X) - 51 (0]

S(,&) = (4n+5—2) Z 1% (%) — 5. (2n+ 5 — 2)n'(X)

elde edilir. Es. 6.31 i¢in Es. 6.30 denkleminde ¥ = @X alinirsa
S(px. &) =0

elde edilir. Benzer sekilde Es. 6.30 de ¥ = £, alinirsa

5(68) = (n+5=2) ) n7(5) = s.(2n+5 - 27/ (§)

=(dn—s5—1)—(s+ 1)?
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6.3.3 Teorem
(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M,@.¢,.7'. g)

olsun. Bu taktirde ¥.X, ¥ € x(M) icin
SxY)-5(v.X)=—-202n+s5— 2)sg(X, @¥) (632)

dir.

fspat:

Es. 6.27 de X ile ¥ vektdr alanlariin yerleri degistirilirse

SR) =5 X) + @nts—2)[ Y n*(¥)nF(X) - sg(¥,9X) — 5(¥,X)]

mf=1

bulunur. Es. 6.27 ile bu ifadenin farki alinirsa

SxYV)-5T,X)=5"x¥Y)—-5(V,X) —2(2n+s5— 2)sg(X,@Y)

elde edilir. Burada gerekli islemler yapilip denklem diizenlenirse

5(x,¥) - 5(¥,X) = —2(2n + s — 2)sg(X, @¥)

bulunur.
Sonuc
(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, &1, g)

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥ € x(M) i¢in

S(x. &) =5(.X%) (6.33)

dir.
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fspat:
Es. 6.32 da vV = &, alinirsa Es. 6.33 elde edilir.
6.3.4 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold [M, @, &1, g)

olsun. Bu taktirde ¥X,¥ € (M) i¢in

SxY)=S(pX. V) + (4n—5—1)— (s +1)° Z 7 (X)n* (V) (6.34)
dir.
fspat.‘

Xy Yy € Imyp, 7' (X)&, 7' (¥)E, € cekg olmak lizere WX,V € (M) igin D ve D+

dagiliminin vektor alanlarinin uzayi sirastyla I'(D) ve I'(D+) olmak iizere
X=Xkt ) (08, V=% ) r0k
i=1 i=1

olacak sekilde X, Y, €T(D) ve 7' (X)& 1 (X)& €T(D~) seklinde yazilir. Bu

denklemde Es. 6.3.4 kullanilirsa

S(Y) = 35(Kg+ ) 1 (08, % + ) 1 (V)
i=1 i=1

= S(o¥y) + ) () ((n+ 5= 2) ) o (X)) — 5. (2m+ s — 27 (%))

i=1 ¥=1

£ A ((n+s—2) Y nf () —s(2n+ s — 2)7' (%)

i=1 =1
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£ 7 (0n' (1) 5E 8
i=1
olur. #* (X,) = 0.7*(¥,) = 0 olup buradan
S00¥) = S(Xp %) + (4n—s— 1) = (s+ 1) ) 7' (W)’ (¥)
i=1

bulunur. @X, @Y € y(M) oldugundan 5( X1, = 5(gX, ¥ yazabiliriz. Buradan
g

SxY)=5(pX, oY)+ (dn—5-1)—(s + 1JZZT‘IE (X" (¥)
i=1

elde edilir.
6.3.3 Teorem

(2n+s) boyutlu yart simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M, @, &1, g)

olsun. Bu taktirde ¥.X,¥ € y(M)i¢in

(V.5)(&. &) = r_4n+s—z](1—22n}‘rx] +s(2n+5-2)(1—n'(X)

¥y=1
dir.
fspat.‘
Es. 6.4 ve Es. 6.31 kullanilirsa
(ﬁxfj (fzr fz'j - ﬁ.&’f(e}-irfij - E(Exferfej _E(ffrﬁxff)

=(4n-s5—-1)—(s+1)* —5(—eX + X,&) - 5(¢,—0X + X)
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=(4n—5—-1)— (s+ 1]2 + 5(pX, ‘f;j _E(Xr{z‘j
+5(E,0X) — 5., %)

=(4n—s5—-1)— (s +1)* —25(x,¢&)

- [4n+5—2](1— EZnT(Xj)+s(2n+s—2](1—7;‘(}:‘]]

¥=1

elde edilir.



7. BAZI EGRILIK SARTLARI
7.1.1 Teorem

(2n+s) boyutlu yar1 simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M, @, &, 1", )
olsun. M lizerinde R.5 # 0 dir. Yani manifold Ricci yar1 simetrik degildir.
fspat:

VX, ¥V, U,V E y(M)igin £(X, ¥).5 = U olmasi halinde
R(X,Y).S=-S(R(X,Y)U,V)—S(UR(X,Y)V)

olup S(R(X, YIU,V) + 5(U,R(X,¥)V) = 0 esitligi yazilir. Bu esitlikte X=¢, ve
U = ¢&; alinirsa

S(R(Z.Y)E. V) +5(8,. R(E.YIV) =0 (7.1)

olur. Burada Es. 6.16 kullanilirsa

S(R(E. V)¢, V) = f(w— Vs (VE+ ) i &+ P (E), V)
&=1
=S,V =SV = s WDSEV) + ) * (NSEV)
&=1

=Y W (SE) (72)
xz=1

elde edilir. Bulunan denklemde Es. 6.30 kullanilirsa

S(R(&.Y)E,, V) =—25(y.1)
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-I-Zr;rg [1’]([4n+5— 1]2?;}' (V)—s(2n+s5— 1)7;%1’])
F=1 ¥=1

s (V) ([4n+s - 1)2 W (V) — s(2n + 5 — 1jf;='(yj>

bulunur. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

S(R(E,¥)5,V) = —25(7,V) + 2(4n+5 1) > 7= (D)7 (V)

o, p=1

—s(zn+s —1) (Z 7 () (V) + nf tvunﬂm)
==1

elde edilir. Diger taraftan 6.31 kullanilirsa

=

S(ERENV) = (n+s—1) ) a(RE V)

(y=ily=1

—2s(2n+s — 1)n'(R (&, V)V) (7.3)

WRENIN =1 Y (5(0¥,0V)Ea+ 1 (V@Y = 1= (Y + (¥, VE)

(yzila=1

—s{g(V,@V)E + n' (V)@Y + g(V, V)& —n (V)Y

- Z {n' (v’ (D€, = (VIn=()E])

@ f=1
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= g(o¥,gV) = Y n= W (¥) + g(¥,V) + 7 (V)" ()

=

- B

B=1

bulunur. Bulunan denklemde j {izerinden toplam alimip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

(4n+5—1) Z n (R(&, YIV) = (4n+5— 1)(g(e¥,oV) + (¥, V)
'f}f:z'}}f=1

= ) @) ()

oy=1

elde edilir. Diger taraftan

7 (R(Z.YIV) = ' (ZEQ(@K@V)%’E +77(V)e’Y —n® (V)Y + g(¥.V)E)
a=1
—s{g(¥,@V)¢, + n* (V)@Y + g(¥,V )¢, —n* (V)¥}

_ Z {?{ri (Nnf (V)E, —nf (V]?‘Irxtyjfi}

o =1

olup

N (R(E,Y)V) = gle¥, ¢V) — Z n*(Vi(Y) + g(v,v) —sg(Y,@V)

=1
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—sg, )+ sn' (n () = Y f D+ ) P V()
F=1 =1

elde edilir. Buradan

2s(2n+s— ' (R(E, V)V)=25.(2n+ s — 1)(g(eY, V) + (1 —s)g(¥.V)

o (N (V) =2 ) 7= (V' (¥) = sg(¥,67)

=1

£ ) ) ¢+

@f=1

bulunur. (*) ve (**) denklemleri Es. 7.3 de yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

5

S(EpR(EYIV)=(4n 15 1) (g(qﬂﬁ @V) | g(v,V) Z n® (V" (¥)

my=1

—2s.(2n+s—1)(gleY,eV) + (1 —s)g(Y,v) + sy’ (V)n'(Y)

—sg(r,eV) =2 ) =)+ ) 1= ()

@ f=1

bulunur. Son olarak Es. 7.2 ve Es. 7.3 ifadelerini Es. 7.1 denkleminde yerlerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

25(r,V) = (4n+5 )@@V, 0V) + g(X.V) + D n* (W) ()

o y=1

—25.2n+s5—-1)(g(eV.@V)+ (1—s)g¥,V) + sq'(VIn'(Y)
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—sg(¥,@V) =3 ) (VI + D AW W)+ ) nf (1)
=1 o 5=1 8=1

elde edilir. Diger taraftan $(V, V) — 5(V,¥) = 25*(2n + s — 1) g(¥, V) bulunur.

Bu ifade Es. 6.32 ile gelisir. O halde R.S # 0 olup ispat tamamlanur.

7.1.2 Teorem
(2n+s) boyutlu yari simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold (M,e,£,7', g)

olsun. M tizerinde P.S = 0 dir. Yani manifold Ricci projektif yari simetrik degildir.

fspat.‘

VX, ¥, U,V € y(M)icin P(X,¥Y).5 = 0 olsun. Bu durumda
(P(X, Y).5)(U,V) = P(X, Y).5(U, V) — SCE(X, YU, V) — S(U,P(X,Y)V) = 0

S(P(X,Y)U,V)+S5(U,P(X,Y)V)=0olur.
1
P(x,Y)Z=R(X,Y)Z— P 1{5(1’,2)){ - 5(x, )Y}

n+s

olup 2n+s-1=m alirsak Z = [J 6zel vektor alan1 i¢in

5(Rx VU -= (500K -5 V)TLY)

o 1 _
+s(u,g(x,ij- ~ (5, )X - s(x,v)y}) —0
SROL YYD V) — - (5(v, 1) V) — SR D))

+S(U,R(X,V)V) — %{E[Y,V]E[U,X] -Sx v)S(u.y)}=0
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bulunur. Bu esitlikte ¥ = £, ve U = £, alinirsa

S(R(Z, V)&, V) +5(¢,R(E.YIV) =0 (7.4)

olur. Es. 6.16 kullanilirsa

SRV V) = 5‘(@21’— Vs (V8 + ) (g + P (L), V)
=5(¢*Y,V) =S,V = 5P DSV + ) 1 (DS E V)

+ ) W NSE) (7.5)
=1

elde edilir. Bulunan denklemde Es. 6.30 kullanilirsa

S(R(£,Y)E, V) =—=25(v,V)

+Z 7 (V) ((am +5— 1]2 (V) —s(2n+ s — D9 (V)
f=1 ¥=1

—s. (V) ((4n+ 5 — 1)27;1* (V)= s(2n+ s — 1) (YJ)
¥=1

+Z n*(Y) ((4n+ 5— 1]27;}’ (V)—s(2n+s— 1)y (V])



141

+ s (Y) ((4n+3 — IJZ 7(V)—s(Zn+s5s— 1" [V])

r=1

bulunur. Bu son denklemde gerekli diizenlemeler yapilirsa

S(R(E1)E, V) = —25(V.0) + 2(4n+5—1) D 7= (V)7 (V)
& F=1

—s(2n+s - 1) (Z 7 () (V) + nf tvunﬁm)
m==1

elde edilir. Diger taraftan Es. 6.31 kullanilirsa

S5 RG V) = (4nts=1) ) P (REVIV)

(y=ily=1

—2s(2n+s—1)n(R(&,Y)V) (/.6)

=

WRENIN =1 Y (5(0¥,0V)Ea+ 1 (V@Y = 1= (Y + (¥, VE)

(yzila=1

—s{g(v, V)& + 0 (VoY + g(v. V)& — ' (V)Y

- Z I (V& —nf (VI (V) &)

o =1

=g(eY.oV) = Y 1= (VIn W) + gW.¥) + 57 (V) (¥)

— > A @w )
F=1
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bulunur. Bulunan denklemde y tizerinden toplam alinip gerekli diizenlemeler

yapilirsa

(4n+s—1) ) 7 REVN=(n+s—D(gla¥.o) +g(r,1)
(y=iy=1

- Z n® (V)n¥ (¥)) (%)

o yp=1

elde edilir. Diger taraftan

7 REYIVY = 1) Lo, 00, +17 (V@Y —n* (DY + 5,1}

o=1

—s{g(V,eV)¢& + 1 (VoY + g(v,V)E — 1 (V)Y}

=Y G @ - W)

@ f=1

olup

N (R(£,.YIV) = g(oY, @V) — Z n* (V' (¥Y) + g(¥.v) —sg (¥, @V)

=1

—sg(V.V) + 51 (@) = ) W)+ > 7 ()
B=1

o 5=1

elde dilir. Buradan

2s(2n+s— 17 (R, VIV)=25.2n+s5— 1)(g(et,@V)+ (1 —5)g(Y,V)
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=

+rt (V) =2 ) 0t (V' (V) = s (¥,07)

=1

£ ) ) e+

e f=1

bulunur. (*) ve (**) denklemleri Es. 7.6 de yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

5(&, R yIV) — (4n+5 — 1) (g(mgwﬁ g(r,v) — Z o (Vi (¥)

=1

—25.2n+ s — 1) (g(e¥, V) + (1 —5)g(V,V) + sy (V)r' (¥)

—sg(¥, V)= 2 ) 1= N) + Y n*(nf )
=1 =1

bulunur. Son olarak Es. 7.5 ve Es. 7.6 ifadelerini Es. 7.4 denkleminde yerlerine yazip

gerekli diizenlemeler yapilirsa

25(v,V) =(4n+s —1)(g(oY, V) + g(Y.V) + Z n=(Vin'(¥))
&y=1

—25.2n+s5—1)(gleY. @V)+ (1 —5) g(¥.V) + sy’ (V)n'(¥)

=

—sg(TeV) =3 ) = D@+ Y =W+ ) P E)
=1 8=1

e f=1

elde edilir. Diger taraftan 5(V,V) — §(V.¥) = 25%(2n +5 — 1) g(¥,@V) bulunur.

Bu ifade Es. 6.32 ile gelisir. O halde £.5 + 0 olup ispat tamamlanir.
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