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ÖZET  

 

Bu çalışmada S-manifold üzerinde yarı simetrik metrik olmayan koneksiyon ve 

yarı simetrik metrik koneksiyonun tanımları verilerek bazı teoremler ispatlanıp 

örnekler verildi. Ayrıca, bu koneksiyonların eğrilikleri ve Ricci eğrilikleri 

hesaplanıp koneksiyonlarla ilgili yarı simetrik, Ricci yarı simetrik, Ricci 

projektif yarı simetrik ve projektif yarı simetrik şartları incelendi.  
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ABSTRACT 

 
In this thesis, semi symmetric non-metric connection and semi symmetric metric 

connection are defined on S-manifolds.  In addition some theorems and 

examples are given about these connections on S-manifolds. Moreover, the 

curvature and Ricci curvature of such connections are obtain, and the 

conditions of semi-symmetry, Ricci semi symmetric, Ricci projectif semi 

symmetry and projectif semi symmetry are investigated.    
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1. GİRİŞ     

 

Hemen hemen kontakt metrik yapıların ve hemen hemen kompleks yapıların bir 

genelleştirilmesi olan metrik çatılı yapılar ilk kez Yano (1963) tarafından ortaya 

atılmış ve günümüze kadar bu alanda birçok çalışma yapılmıştır. Bunlardan bazıları 

Nakagava (1966), Ishahara (1966), Kobayashi ve Tsuchiya (1972), Mihai (1983) ve 

Kobayashi (1990) dır. 1970 yılında Goldberg ve Yano, metrik çatılı manifoldlar 

üzerindeki f -yapı yardımı ile bir kompleks yapı tanımlayıp metrik çatılı yapıların 

normallik koşullarını inceleyerek bu alanda yapılacak olan çalışmalara ışık tutmuş 

oldular. 

     

1970 yılında Blair, normal metrik çatılı yapılara, normal metrik çatılı yapıların 

sağlamış olduğu bazı yeni koşulları ilave ederek, hemen hemen Hermit durumunda 

Kaehler yapıların ve hemen hemen kontakt durumunda Sasakian yapıların bir 

genelleştirilmişi olan S-manifoldları tanıtmıştır. 

              

1990 lı yıllarda İspanyol matematikçilerden Cabrerizo, Fernandez, L.M. ve 

Fernandez, M. S-manifoldlara ait ciddi çalışmalar yapmışlardır. Bunlardan bazıları 

Cabrerizo Fernandez, L.M: ve Fernandez, M. (1991,1992, 1993, 1996) dır. 1990 lı 

yıllarda yapılan çalışmaların yanı sıra günümüze kadar S-manifoldlar ile ilgili 

Kobayashi (1990), Lotta ve Pastore (2004), Dileo ve Lotta (2005), Terlizzi (2006) 

gibi çeşitli çalışmalarda yapmıştır. 

 

Bir Riemann manifoldu üzerinde yarı simetrik lineer koneksiyon ilk kez Friedman ve 

Schouten (1924) tarafından tanımlanmıştır. Yarı simetrik metrik koneksiyon tanımı 

ise Hayden (1932) tarafından verilmiştir.Bir Riemann manifoldu üzerinde yarı 

simetrik metrik olmayan koneksiyon tanımı Agashe ve Chafle (1992) tarafından 

verilmiştir.  

           

Bu yüksek lisans çalışmasında Yarı simetrik metrik olmayan koneksiyon ve yarı 

simetrik metrik  koneksiyonlu S- manifoldların tanımı verilerek bunlara ait  bazı 
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örnekler verildi. Ayrıca, bazı teoremler ispanlanıp bu koneksiyonlar üzerindeki 

eğriliklerin semi-simetrik şartları incelendi.   
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2.TEMEL KAVRAMLAR    

 

2.1 Riemann Manifoldları 

 

2.1.1 Tanım 

 

M  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M  üzerindeki vektör alanlarının 

uzayı  ve M den  ye  fonksiyonlarının uzayı  (M, ) olmak üzere   

   

 

dönüşümü bilineer, simetrik ve pozitif tanımlı ise  ye M üzerinde bir Riemann 

metriği (veya metrik tensör ) ve (M, ) ikilisine de bir Riemann manifoldu adı verilir 

[Hacısalihoğlu, 1983]. 

 

2.1.2 Tanım 

 

M diferensiyellenebilir bir manifold ve bir  dönüşümü 

verilsin.  (M) ve (M, ) için, 

 

 

 
özelliklerini sağlıyorsa  ya M manifoldu üzerinde bir lineer koneksiyon denir 

[Hacısalihoğlu, 1983]. 

 

2.1.3 Tanım  

 

U bir K cismi üzerinde vektör uzayı ve 
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dönüşümü 

2-lineer 

Anti-Simetrik  

 için  

şartlarını sağlıyorsa dönüşümüne, U üstünde bir Lie operatörü (Lie parantez 

operatörü) denir [Hacısalihoğlu, 1983]. 

2.1.1 Teorem  

M  diferensiyellenebilir bir manifold olsun. M üzerindeki vektör alanlarının uzayı 

 olsun. 

 
          

dönüşümü  (M, ) için  

 
şeklinde tanımlanırsa  operatörü  üzerinde bir Lie operatörüdür [Yano ve 

Kon, 1984]. 

 

2.1.4 Tanım 

 bir Riemann manifoldu olsun ve ,  vektör alanına göre Lie türev 

operatörü olsun. Eğer  için  
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ise  e Killing vektör alanı denir . 

2.1.5 Tanım 

 bir Riemann manifoldu olsun. (M, ) ) için 

 

 

 

dir [Yano ve Kon, 1984, Duggal ve Bejancu, 1996]. 

2.1.6 Tanım  

(M ) bir Riemann manifold olsun. M üzerinde verilen her bir diferensiyel s-forma  

bir diferensiyel -form karşılık getiren diferensiyel operatörü dış türev 

operatörü olarak adlandırılır ve  ile gösterilir. Özel olarak bir 1-form  ve 2-form 

için operatörü 

   

ve 

 

 

olarak tanımlanır [Yano ve Kon, 1984]. 

2.1.2 Teorem  

(M ) bir Riemann manifoldu ve  da M üzerinde bir lineer koneksiyon olsun. 
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 için Riemann koneksiyonu, 

 

 

Kozsul formulu ile tek türlü belirtilir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.1.7 Tanım 

M  diferensiyellenebilir bir manifold ve  da M üzerinde bir lineer koneksiyon 

olsun.  için  

(Sıfır torsiyon özelliği) 

(Metrik ile bağdaşabilme özelliği) 

şartlarını sağlıyorsa,  ya M  üzerinde Riemann koneksiyonu veya Levi-Civita 

koneksiyonu denir [Hacısalihoğlu, 1983].  

2.1.8 Tanım 

( ) bir Riemann manifoldu ve  üzerinde Riemann koneksiyonu olsun. 

 için, 

 

                    

şeklinde tanımlanan  tipinden tensör alanı  ye M üzerinde Riemann eğrilik 

tensör alanı,  tensörüne M nin Riemann-Christofel 

eğrilik tensörü veya kısaca Riemann eğriliği denir. 
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2.1.9 Tanım 

( ) bir Riemann manifoldu ve  de M  üzerinde Riemann eğrilik tensör alanı  

olsun. için  

 

  

 

dir [O`Neill, 1983]. 

2.1.10 Tanım  

( ) bir Riemann manifoldu ve  de M  üzerinde Riemann eğrilik tensör alanı 

olsun. için  

 

eşitliği I.Bianchi özdeşliği olarak adlandırılır [Yano ve Kon, 1984]. 

 

2.1.11 Tanım 

( ) bir Riemann manifoldu olsun. Bir  noktasındaki  tanjant uzayının, 

 tanjant vektörleri tarafından gerilen 2-boyutlu bir uzay  olmak üzere  

 

şeklinde tanımlanan  reel sayısına  nin kesit eğriliği denir [Yano ve Kon, 

1984]. 
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2.1.12 Tanım 

n-boyutlu bir Riemann manifoldu ( ), M  üzerinde eğrilik tensörü  ve  nin 

bir ortonormal bazı  olsun. 

 

 

şeklinde tanımlı  operatörüne M nin Ricci operatörü, 

 

olmak üzere 

 

şeklinde tanımlı  tipindeki  tensör alanına, M üzerinde Ricci eğrilik tensörü 

adı verilir. 

2.1.13 Tanım 

n-boyutlu bir Riemann manifoldu M üzerinde ortonormal vektör alanları 

olmak üzere M nin skalar eğriliği, 

 

şeklinde tanımlanır [Yano ve Kon, 1984]. 
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2.1.14 Tanım 

 olmak üzere -boyutlu bir Riemann manifoldu ( ) olsun.  

için nin Weyl projektif eğrilik tensör alanı; 

 

ile tanımlanır. 

2.1.15 Tanım 

 olmak üzere boyutlu  bir Riemann manifoldu olsun. üzerinde 

tanımlı  tipinde bir simetrik tensör alanı  olmak üzere  endomorfizmi 

   

 

şeklinde tanımlanır. Eğer  alınırsa; 

 

olur. Bundan sonra   yerine  kullanılacaktır.  

üzerinde  tipinde bir  tensör alanı ve tipinde bir simetrik  tensör 

alanı verildiğinde  ve tensörleri sırasıyla; 

 

ve 
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şeklinde tanımlanır. O halde  ve   alınırsa, 

 

 

 

 

 ve  alınırsa, 

 

 

 

 

 ve  alınırsa, 

 

 

 

 

Ayrıca  için  
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olarak elde edilir. 

Riemann manifoldu için 

ise  ye yarı simetriktir 

ise  ye Ricci yarı simetriktir 

 ise  ye Wely-yarı simetriktir  

 ise M ye Projektif yarı simetrik 

denir. 

2.1.16 Tanım 

boyutlu bir Riemann manifoldu  olsun. nin her  noktasındaki  teğet 

uzayındaki boyutlu bir  alt uzayı bağlayan  dönüşümüne  üzerinde rankı  

olan bir dağılım denir.   ve için ise  vektör alanına  

dağılımına aittir denir.  dağılımına ait olan vektör alanlarının uzayı ile 

gösterilir. 

2.2 Bir Riemann Manifoldu Üzerinde Yarı Simetrik Metrik Olmayan       
      Koneksiyon 
 

2.2.1 Tanım 

 bir Riemann manifoldu ve , M üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olsun.  
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şeklinde tanımlansın. Burada  bir 1-form ve  olmak üzere  

 

ile tanımlıdır.  

2.2.1  Teorem 

 bir Riemann manifoldu olsun. Eş. 2.9 de tanımlı , M üzerinde bir lineer 

koneksiyondur [Agashe ve Chafle, 1992]. 

 

2.2.2 Tanım 

 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.9 ile tanımlı bir lineer koneksiyon  

olsun.  nın torsiyon tensörü  olmak üzere  için; 

 
ise  ya yarı simetrik koneksiyon adı verilir [Agashe ve Chafle, 1992].  

2.2.3 Tanım 

 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.9 ile tanımlı bir yarı simetrik 

koneksiyon  olsun.  için; 

ise  koneksiyonuna yarı simetrik metrik olmayan koneksiyon denir [Agashe ve 

Chafle, 1992]. 

 

2.2.2 Teorem 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.9 ile tanımlı bir lineer koneksiyon  

olsun.  M üzerinde bir yarı simetrik metrik olmayan koneksiyondur [Agashe ve 

Chafle, 1992].  
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2.3 Bir Riemann Manifoldu Üzerinde Yarı Simetrik Metrik Koneksiyon 

2.3.1 Tanım 

 bir Riemann manifoldu ve , M üzerinde Levi-Civita koneksiyonu olsun.  

 

şeklinde tanımlansın. Burada  bir vektör alanı ve  bir 1-form ol 

 

ile tanımlıdır.  

2.3.1  Teorem 

 bir Riemann manifoldu olsun. Eş. 2.13 de tanımlı , M üzerinde bir lineer 

koneksiyondur [Friedman ve Shouten, 1924]. 

2.3.2 Tanım 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.13 ile tanımlı bir lineer koneksiyon  

olsun.  nın torsiyon tensörü  olmak üzere  için; 

 

ise  ya yarı simetrik koneksiyon adı verilir [Friedman ve Shouten, 1924]. 

2.3.3 Tanım 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.13 ile tanımlı bir yarı simetrik 

koneksiyon  olsun.  için; 
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ise  koneksiyonuna yarı simetrik metrik  koneksiyon denir [Friedman ve Shouten, 

1924]. 

2.3.2 Teorem 

 bir Riemann manifoldu üzerinde Eş. 2.13 ile tanımlı bir lineer koneksiyon 

olsun.  M üzerinde bir yarı simetrik metrik  koneksiyondur [Friedman ve 

Shouten, 1924].  

 

2.4 Hemen hemen Kompleks ve Hemen hemen Kontakt Manifoldlar 

 

2.4.1 Tanım 

 

M  bir diferensiyellenebilir reel manifold olsun. M  nin her q  noktasındaki qT M  

tanjant uzayı üzerinde tanımlı bir  

 

: q qJ T M T M→  

lineer dönüşümü 
2J I= −  

koşulunu sağlıyor ise J  ye M  üzerinde hemen hemen kompleks yapı, M  

manifolduna da hemen hemen kompleks manifold denir. Her hemen hemen kompleks 

manifold çift boyutludur [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.2 Tanım 

M  bir hemen hemen kompleks manifold ve M  üzerinde hemen hemen kompleks 

yapı J  olsun. g , M  üzerinde bir Riemann metrik olmak üzere ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

( ) ( )( ) ( ), ,g J X J Y g X Y=  

özelliği sağlanıyor ise g  ye M  üzerinde Hermit metrik denir. M  manifolduna da 

hemen hemen Hermityan manifold denir [Yano ve Kon, 1984]. 
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2.4.3 Tanım 

M  bir ( )2 1n+  boyutlu manifold, ,ϕ ξ  ve η  da M  üzerinde sırasıyla, ( )1,1  tipinde 

tensör alanı, bir vektör alanı ve bir 1-form olsun. Herhangi bir vektör alanı X  için; 

( ) ( )2 X X Xϕ η ξ= − +   ve   ( ) 1η ξ =                                                                  (2.17) 

özellikleri sağlanıyorsa o zaman ( ), ,ϕ ξ η  ya M  üzerinde bir hemen hemen kontakt  

yapı ve M  manifolduna da hemen hemen kontakt  manifold denir [Yano ve Kon, 

1984]. 

2.4.4 Tanım 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M olsun. ( ),X Y Mχ∀ ∈  ve 

( )Mξ χ∈  için 

 ( ) ( ),X g Xη ξ=                                                                                                  (2.18) 

ve 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ η η= −                                                             (2.19) 

koşullarını sağlayan bir g Riemann metriği  ( ), , , gϕ ξ η  dörtlüsüne bir hemen hemen 

kontakt metrik yapı, ( ), , , ,M gϕ ξ η  beşlisine de bir hemen hemen kontakt metrik 

manifold denir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.1 Teorem 

M  bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), ,g X Y g X Y X Yϕ ϕ η η= −  

olacak şekilde bir g Riemann metriği daima vardır [Blair, 1976]. 

 



 
 
 

16

2.4.5 Tanım 

M  ( )2 1n+ -boyutlu bir manifold, η  da M  üzerinde bir 1-form olsun. Eğer, 

( ) 0ndη η∧ ≠  

koşulunu sağlıyor ise M  ye bir kontakt yapıya sahiptir denir. M  manifolduna da, 

kontakt manifold denir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.2 Teorem 

( ), , ,M ϕ ξ η  bir hemen hemen kontakt manifold olsun. ( ), ,X M Xξ χ ξ∈ ≠  ve  

( ) ( ): M Mϕ χ χ→  

için 

( )i  ( ) 0ϕ ξ = , ( )ii  0η ϕ =o , ( )iii  2rank nϕ =                                                   (2.20) 

dir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.6  Tanım 

M  bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( ), , ,X Y g X Y d X Yϕ ηΦ = − =                                                                  (2.21) 

şeklinde tanımlı Φ  dönüşümüne ( ), , , gϕ ξ η  hemen hemen kontakt metrik yapının  

 denir. Burada η  kontak formu için yazılan ( ) 0ndη η∧ ≠  koşulu 

( ) 0nη ∧ Φ ≠  halini alır [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.7 Tanım 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M  olsun. Eğer, 

( ) ( )( ) ( ), , ,d X Y g X Y X Yη ϕ= = Φ  
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oluyorsa ( ), , , gϕ ξ η  dörtlüsüne kontakt metrik yapı ve ( ), , , ,M gϕ ξ η  beşlisine de 

kontakt metrik manifold denir [Yano ve Kon, 1984]. 

Sonuç 

Her hemen hemen kontakt metrik manifold aynı zamanda kontakt manifoldtur  

[Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.3 Teorem 

M bir hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. *∇ , M üzerinde Riemann 

koneksiyon olmak üzere ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }* *1, , , ,
2 X Yd X Y g X Y g Y g Xη ϕ ξ ξ= = ∇ − ∇                                      (2.22) 

dır [Yano ve Kon, 1984]. 

 

2.4.4 Teorem 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M olsun. 

( ),X Y Mχ∀ ∈ için 

( ), 0d Xη ξ =                                                                                                       (2.23) 

ve 

( )( ) ( )( ), , 0d X Y d X Yη ϕ η ϕ+ =                                                                       (2.24) 

dır [Yano ve Kon, 1984]. 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M  ve M  üzerinde hemen 

hemen kontakt yapı ( ), ,ϕ ξ η  olsun. Reel doğru IR  ile gösterilirse M IR×  manifoldu 

( )2 2n+  boyutlu bir çarpım manifoldu olur. Burada X , M IR×  üzerinde herhangi 
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bir vektör alanı, t , IR  nin bir koordinatı ve f  de M IR×  üzerinde tanımlı 

diferensiyellenebilir bir fonksiyon, M IR×  üzerinde bir hemen hemen kompleks 

yapıyı veren M IR×  nin tanjant uzayındaki bir J  lineer dönüşümü; 

( ) ( ):J M IR M IRχ χ× → ×  

     , ,d dX f J X f
dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( ), dX f X
dt

ϕ ξ η⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                    (2.25) 

şeklinde tanımlıdır. 

2.4.8 Tanım 

M  bir diferensiyellenebilir manifold ve ,ϕ  M  üzerinde bir ( )1,1  tipinde bir tensör 

alanı olmak üzere, ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( )2, , , , ,N X Y X Y X Y X Y X Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

şeklinde tanımlanan ( )1,2  tipindeki tensör alanına ϕ  nin Nijenhuis tensör alanı 

denir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.9 Tanım 

Bir hemen hemen kompleks metrik manifold M , M üzerindeki hemen hemen 

kompleks yapı J  olsun. J  nin Nijenhuis tensör alanı JN  olmak üzere 0JN =  ise J  

dönüşümüne integrallenebilirdir denir [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.10 Tanım 

Bir ( )2 1n+ -boyutlu hemen hemen kontakt manifold M  ve ( ), ,ϕ ξ η  de M  üzerinde 

hemen hemen kontakt yapı olsun. Reel doğru IR  olmak üzere  M IR×  çarpım 

manifoldu göz önüne alınsın. Eğer M IR×  üzerindeki (2.25) ile verilen hemen 

hemen kompleks yapısı integrallenebilir ise ( ), ,ϕ ξ η  hemen hemen kontakt yapısı 

normaldir denir [Yano ve Kon, 1984]. 
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2.4.11 Tanım 

Bir ( )2 1n+ -boyutlu hemen hemen kontakt manifold M  olsun. M IR×  çarpım 

manifoldu üzerinde 

[ ] ( ) ( ) ( ), : M R M R M Rχ χ χ× × × → ×  

    , , , , , ,d d d dX f Y g X f Y g
dt dt dt dt

⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
[ ] ( ) ( )( ), , dX Y X g Y f

dt
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

şeklinde tanımlanan operatör  

( )i  Anti-Simetriktir, 

( )ii  Jacobi özdeşliğini sağlar, 

bu şekilde tanımlanan bu operatöre Lie braketi denir [Blair, 2002]. 

 

2.4.12 Tanım 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M  olsun. ( ) ( )( ),0 , ,0JN X Y  ve 

( ),0 , 0,J
dN X
dt

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 değerleri sırasıyla hesaplanarak 

( ) ( ) ( )1 , , 2 ,N X Y N X Y d X Yϕ η ξ= +                                                                  (2.26) 

( ) ( )( ) ( )( )2 , X YN X Y L Y L Xϕ ϕη η= −                                                                     (2.27) 

 ( ) ( ) [ ]3 , ,N X X Xξ ϕ ϕ ξ= −⎡ ⎤⎣ ⎦                                                                           (2.28) 

 ( ) ( ) [ ]4 ,N X X Xξη η ξ= −                                                                                (2.29) 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerle 1 2 3, ,N N N  ve 4N  tensörleri tanımlanır. 
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2.4.5 Teorem 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M  olsun. Bu yapının normal 

olabilmesi için gerek ve yeter şart 1 2 3, ,N N N  ve 4N  tensörlerinin sıfır olmasıdır 

[Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.6 Teorem 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt manifold M  olsun. 1 0N =  ise 

2 3 4 0N N N= = =  dır [Yano ve Kon, 1984]. 

2.4.13 Tanım 

( )2 1n+ -boyutlu bir hemen hemen kontakt metrik manifold M  olsun. Eğer M  nin 

kontakt yapısı normal ise M  bir Sasaki yapıya ya da normal kontakt metrik yapıya 

sahiptir denir. Sasaki yapıya sahip M  manifolduna ise Sasakian manifold denir ve 

( ), , , ,M gϕ ξ η  ile gösterilir [Yano ve Kon, 1984]. 
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3. HEMEN HEMEN S-MANİFOLDLAR VE S-MANİFOLDLAR  

3.1 f-yapı     

3.1.1 Tanım  

(2n+s)  boyutlu bir C∞  manifold M olsun.  M’ nin tanjant demeti   TM   olmak  üzere  

 3 0f f+ = ,      2rankf n=                                                                                  (3.1) 

koşulunu sağlayan (1,1) tipindeki diferensiyellenebilir , f  tensör alanına f -yapı ve 

üzerinde bir f -yapı tanımlı M manifolduna da f -manifold denir [Goldberg ve 

Yano,1970].  

  s=0 ise f -yapı hemen hemen kompleks yapıdır. s=1 ise f -yapı hemen hemen 

kontak yapıdır. f  hemen hemen kontak yapı olması durumunda M manifoldu 

yönlendirilebilirdir. 

( )i  2P f= − ,      ( )ii  2Q f I= +                                                                       (3.2) 

ile tanımlanan iki bütünleyen izdüşüm operatörlerine karşılık sırasıyla D  ve D⊥  

bütünleyen dağılımlar vardır. Burada boy( D )= 2n  ve boy( D⊥ )= s ’dir. 

3.1.1 Lemma 

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M olsun. ϕ , M üzerinde bir f -

yapı, P  ve Q  ise Eş. 3.2 ile tanımlı bütünleyen izdüşüm fonksiyonları olmak üzere 

( )i  fP Pf f= =   ( )ii  0fQ Qf= =   ( )iii  2f P P= −   ( )iv  2 0f Q =              (3.1.3) 

dir [Ishihara ve Yano, 1964]. 

Eş. 3.1 koşulunu sağlayan P  ve Q  izdüşüm fonksiyonları yardımı ile M’ nin tanjant 

demeti TM, biri 2n  diğeri s  boyutlu olan iki dağılımın direkt toplamı olarak yazılır. 

Yani; 

TM D D⊥= ⊕ ,      { }0D D⊥∩ =                                                                          (3.4) 
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dir. 

3.1.2 Tanım 

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir  manifold  M üzerinde bir -yapı olsun. 

M üzerinde,  

2

1

s
i

i
i

Iϕ η ξ
=

= − + ⊗∑ ,      ( )i
j ijη ξ δ=                                                                     (3.5) 

olacak şekilde (1,1) tipinden bir  ϕ  tensör alanı, s -tane iξ  vektör alanları ve s -tane 

iη 1-formları var ise M’ ye bir global çatılandırılan manifold ya da kısaca 

çatılandırılan manifold denir ve ( ), , , i
iM ϕ ξ η  ile gösterilir [Goldberg ve 

Yano,1970]. 

3.1.2 Lemma 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  bir çatılandırılan manifold olsun. Bu durumda 

( )i  ( ) 0iϕ ξ = ,     ( )ii  0iη ϕ =o ,     ( )iii  2rank nϕ =                                          (3.6) 

dir [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

3.1.3  Lemma 

ϕ ’ nin Imϕ ’ye kısıtlanması   Imϕ  üzerinde bir hemen hemen kompleks yapı 

belirler [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

 Sonuç 

( )2
ImIm , ϕϕ ϕ  bir hemen hemen kompleks manifolddur. 

3.1.3 Tanım 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  çatılandırılan manifold olsun. ϕ ’nin Nijenhuis tensör alanı Nϕ  olmak 

üzere 
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1
2

s
i

i
i

S N dϕ ϕ η ξ
=

= + ⊗∑                                                                                         (3.7) 

ile belirtilen (1,2) tipindeki Sϕ  tensör alanına torsiyon tensör alanı denir. 

 Burada Nϕ , Nijenhuis tensör alanı ( ),V W Mχ∀ ∈  için 

( ) [ ] [ ] [ ] [ ]2, , , , ,N V W V W V W V W V Wϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= + − −                                  (3.8) 

eşitliği ile tanımlıdır. 

3.1.4 Lemma 

(2n+s) boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M ve M üzerinde f -yapı ϕ  olsun. 

ϕ ’ye karşılık gelen matris  

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
( ) ( )2 2

0 0
0 0

0 0 0

nn n s n

n n n s n

n s n s s s n s n s

I
Iϕ

× ×

× ×

× × × + × +

⎡ ⎤−
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 dir [Ishihara ve Yano, 1964]. 

3.1.5 Lemma 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  çatılandırılan manifold olsun. M üzerinde ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,
s

i i

i

g X Y g X Y X Yϕ ϕ η η
=

= −∑                                                           (3.9) 

( ) ( ), i
ig X Xξ η=                                                                                              (3.10) 

koşullarını sağlayan bir g Riemann metriği vardır [Yano ve Kon, 1984]. 

3.1.6 Lemma 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  çatılandırılan manifold üzerindeki g Riemann metriği 
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( ) ( ), , 0g X Y g X Yϕ ϕ+ =                                                                                     (3.11) 

koşulunu sağlar, yani g  anti-simetriktir [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

3.1.2 Sonuç 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  bir çatılandırılan manifold olsun. Eş. 3.9 ve Eş. 3.10 koşullarını 

sağlayan keyfi bir Riemann metriği her zaman bulunabilir [Duggal ve Bejancu, 

1996]. 

3.1.4 Tanım 

( ), , , i
iM ϕ ξ η  çatılandırılan manifoldu üzerinde Eş. 3.1.9 ve Eş. 3.1.10 şartlarını 

sağlayan bir g Riemann metriğiyle birlikte ( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  ye bir çatılandırılan 

metrik manifold yada metrik f-manifold denir. 

3.1.5 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η bir çatılandırılan metrik manifold olsun. ∀ ( ),X Y Mχ∈  için;                                    

( ) ( ), ,X Y g X YϕΦ =                                                                                          (3.12) 

ile tanımlıΦ ’ye M üzerinde, temel 2-form denir [Yano ve Kon, 1984]. 

3.1.3 Sonuç 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η bir çatılandırılan metrik manifold olsun. Bu durumda ∀ ( )V Mχ∈  

ve { }1,...,i s∀ ∈  için ( ), 0iX ξΦ =  dır [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

  

3.2. Torsiyon Tensörü 

 

( )2n s+ -boyutlu bir çatılandırılan metrik manifold ( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  olsun. sM IR×  

( )2 2n s+ -boyutlu bir çarpım manifoldtur. sIR  üzerindeki vektör alanları  
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( ) ( )
1

: , ,1
s

s s
i i

i i

IR f f C IR IR i s
t

χ ∞

=

⎧ ⎫∂
= ∈ ≤ ≤⎨ ⎬∂⎩ ⎭
∑  

şeklindedir. 

1
1

, ,..., s
s

X f f
t t

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 ile sM IR× ’deki vektör alanları gösterilmektedir. Burada X, 

2n sM + ’de bir tanjant vektör alanı, ( )1,..., st t  ile sIR ’deki dik koordinat sistemi, 

if ’lerle 2n s sM R+ ×  üzerinde C∞  fonksiyonları gösterilmektedir. Ayrıca sIR  

üzerinde hemen hemen kompleks yapı; 

( ) ( ): s sJ M IR M IRχ χ× → ×  

1 1
, ,

s s

i i
i ii i

X f J X f
t t= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
→⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ( )
1 1

,
s s

i
i i

i i i

X f X
t

ϕ ξ η
= =

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑ ∑                        (3.13) 

olarak tanımlanır. 

3.2.1 Lemma 

J dönüşümü  

( )i  Lineerdir 

( )ii  2J I= −  dir [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

3.2.2 Lemma 

( )2n s+ -boyutlu bir çatılandırılan metrik manifold ( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  olsun. Bu 

durumda ( ),sM IR J×  bir hemen hemen kompleks manifoldtur. 
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3.2.1 Tanım 

( )2n s+ -boyutlu bir çatılandırılan manifold ( ), , , i
iM ϕ ξ η ve ( ),sM R J×  bir hemen 

hemen kompleks manifold olsun. Hemen hemen kompleks yapı J nin Nijenhuis 

tensörü Eş. 3.8 den ( )
1 1

, , ,
s s

s
i i

i ii i

X f Y g M R
t t

χ
= =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
∀ ∈ ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑  için 

1 1
, , ,

s s

J i i
i ii i

N X f Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ 2

1 1
, , ,

s s

i i
i ii i

J X f Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  

                                                               +
1 1

, , ,
s s

i i
i ii i

J X f J Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  

                                                                
1 1

, , ,
s s

i i
i ii i

J J X f Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  

                                                        
1 1

, , ,
s s

i i
i ii i

J X f J Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  

dir. 

3.2.2 Tanım 

( ),sM IR J×  bir hemen hemen kompleks manifold olsun. sM IR×  üzerinde  

[ ], : ( ) ( ) ( )s s sM IR M IR M IRχ χ χ× × × → ×  

1 1

, , ,
s s

i i
i ii i

X f Y g
t t= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ →
1 1

, , ,
s s

i i
i ii i

X f Y f
t t= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑  

olmak üzere 

1 1
, , ,

s s

i i
i ii i

X f Y f
t t= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ [ ] ( ) ( )( )
1

, ,
s

i i
i i

X Y X g Y f
t=

⎛ ⎞∂
= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∑                  (3.14) 
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şeklinde tanımlanan operatöre braklet operatörü denir. 

3.2.3 Lemma 

Eş. 3.14  ile tanımlı [ ],  operatör 

( )i  Anti-simetriktir, 

( )ii  Jacobi özdeşliğini sağlar [Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

3.2.3 Tanım 

Lemma 3.2.3. de tanımlanan operatöre Lie braketi denir. 

3.2.4 Lemma 

( ),sM IR J×  bir hemen hemen kompleks manifold ve J hemen hemen kompleks 

yapının Nijenhuis torsiyon tensörü JN  olmak üzere 

( ) ( )( ),0,...,0 , ,0,...,0JN X Y = ( ) ( )1 2, , ,
i

N X Y N X Y
t

⎧ ⎫∂
⎨ ⎬∂⎩ ⎭

 

ve 

( ) ( ) ( )( )3 4,0,...,0 , 0,0,...0, ,0...,0 ,J
i

N X N X N X
t

⎛ ⎞⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

dir [Blair, 2002, Sağbaş, 2010]. 

3.2.2 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir çatılandırılan metrik manifold ve ϕ  nin Nijenhuis tensör alanı 

Nϕ  olsun. ( ),sM IR J×  hemen hemen kompleks manifoldun Nijenhuis tensör alanı 

0JN =  ise ( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  ye normaldir denir [Yano ve Kon, 1984]. 
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3.2.1 Teorem 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir çatılandırılan metrik manifold olsun. Bu yapının normal 

olabilmesi için gerek ve yeter koşul 1 2 3, ,N N N  ve 4N  tensörlerinin sıfır olmasıdır 

[Yano ve Kon, 1984, Sağbaş, 2010]. 

3.2.2 Teorem 

( )2n s+ -boyutlu M  manifoldu ( ), , ,i
i gϕ ξ η  çatılandırılan metrik yapısıyla verilsin. 

Eğer 1 0N =  ise 2 3 4 0N N N= = =  dir [Blair, 2002, Sağbaş, 2010]. 

3.2.3 Teorem 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir çatılandırılan metrik manifold olsun. *,∇  M  nin Levi-Civita 

koneksiyonu olmak üzere ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈  için 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )* 12 , 3 , , 3 , , , ,Xg Y Z d X Y Z d X Y Z g N Y Z Xϕ ϕ ϕ ϕ∇ = Φ − Φ +  

                            ( ) ( ) ( )( ) ( ){ 2

1
, 2 ,

s
i i i

i
N Y Z X d Y X Xη η ϕ η

=

+ +∑  

                             ( )( ) ( )}2 ,i id Z X Yη ϕ η−                                                           (3.15) 

dir [Blair, 2002, Sağbaş, 2010]. 

 

3.3. Hemen Hemen S-Manifoldlar 

 

3.3.1 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir çatılandırılan metrik manifold olsun. Eğer { }1,...,i s∀ ∈  için 

idη = Φ  ise M ye hemen hemen S-manifold denir. 

 Sonuç 
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( )2n s+ -boyutlu bir hemen hemen S-manifold M  olsun. 1s =  ise  M  bir hemen 

hemen kontakt manifoldtur. 

3.3.1 Lemma 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold ve ( )X D∈Γ  olsun. O halde, 

{ }1,...,i s∀ ∈  için [ ] ( ), iX Dξ ∈Γ  dir. 

İspat: { }, 1,...,i j s∀ ∈ ve ( )X D∈Γ  için  

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( )( ), 2 ,j j j j
i i i iX d X X Xη ξ η ξ η ξ ξ η= − + −  

                    ( ) ( ) ( )( )2 , j
i ij ig X X Xξ δ ξ η= − Φ + −  

                    0=  

dir. O halde [ ] ( ), iX Dξ ∈Γ  dir. 

3.3.2 Lemma 

Hemen hemen S-manifoldlarda { }1,...,i s∀ ∈  ve ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( )i  2N  ve 4N  tensör alanları sıfırdır, 

( )ii 3N =0 ⇔ iξ lar  Killing vektör alanıdır. 

İspat: 

 ( )i  2N  nin tanımından 

( ) ( )( ) ( )( )2 , 2 , 2 ,i iN X Y d X Y d Y Xη ϕ η ϕ= −  

                 ( )( ) ( )( )2 , 2 ,X Y Y Xϕ ϕ= Φ − Φ  

                 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 , 2 ,g X Y g Y Xϕ ϕ ϕ ϕ= −  
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                 0=  

bulunur. { }1,...,i s∀ ∈  için 

( ) ( )
i

i j
i iL d i i dξ η ξ ξ η= +o o  

olur. Bu nedenle 4 0N =  dır. 

( )ii  2 0
i i

j j j
i iL L d d i d i dξ ξ η ξ η ξ ηΦ = = + =o o o  

dır. Buradan, ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

0 = ( )( ),
i

L X Yξ Φ  

   ( )( )( ) [ ] ( )( ) [ ]( ), , , , ,i i ig X Y g X X g X Yξ ϕ ξ ϕ ϕ ξ= − −             

   ( ) ( )( ) ( )( ), ,
i i

L g X Y g L Y Xξ ξϕ ϕ= +  

   ( ) ( )( ) ( )( )3, ,
i

L g X Y g N Y Xξ ϕ= +  

bulunur. Bu eşitlikten ispat açıktır. 

 Sonuç 

Hemen hemen S-manifoldlarda { }1,...,i s∀ ∈  ve ( ),X Y D∀ ∈Γ  için 

( )( ) ( )( ), ,i iX Y Y Xη ϕ η ϕ=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

dir. 

İspat:  

( ),X Y D∀ ∈Γ  için 2 0N =  olduğundan 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )20 , i i
X YN X Y L Y L Xϕ ϕη η= = −  
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                       ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ), ,i i i iX Y X Y Y X Y Xϕ η η ϕ ϕ η η ϕ= − − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                       ( )( ) ( )( ), ,i iX Y Y Xη ϕ η ϕ= − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

olur, ( )( ) ( )( ), , 0i id X Y d X Yη ϕ η ϕ+ =  olduğundan 

( )( ) ( )( ), ,i iX Y Y Xη ϕ η ϕ=⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

dir. 

3.3.1 Önerme 

Hemen hemen S-manifoldlarda { }1,...,i s∀ ∈  ve ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈  için 

( )i  ( )( )*2 ,Xg Y Zϕ∇ = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 , , 2 , ig N Y Z X g X Y Zϕ ϕ ϕ η+  

                                  ( ) ( )( ) ( )2 , ig X Z Yϕ ϕ η− , 

( )ii  * 0
iξ
ϕ∇ = , 

( )iii  * 0
i jξ ξ∇ = . 

dır. 

İspat: 

 ( )i  3.2.3 Teorem ve 3.3.2 Lemma’ dan ispat kolayca yapılır. 

( )ii  ( )i  de iX ξ=  yazılırsa 

( )( )*2 ,
i

g Y Zξ ϕ∇ = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1 , , 2 , i
i ig N Y Z g Y Zϕ ξ ϕ ξ ϕ η+  

                              ( ) ( )( ) ( )2 , i
ig Z Yϕ ξ ϕ η−  

                            0=  
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elde edilir. Buradan 

* 0
iξ
ϕ∇ =  

dir. 

( )iii  ( )ii  de jY ξ=  yazılırsa 

( ) ( ) ( )* * *0
i i ij j jξ ξ ξϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ= ∇ =∇ − ∇ = − ( )*

i jξφ ξ∇  

bulunur. Buradan 

*
i j Dξ ξ

⊥∇ ∈  böylece { }1,...,i s∀ ∈  için 

( ) ( ) ( ), 2 , 2 , 0i
i j i j i jd γη ξ ξ η ξ ξ ξ ξ⎡ ⎤ = − = − Φ =⎣ ⎦  

olup , 0i jξ ξ⎡ ⎤ =⎣ ⎦  olur. Ancak , ( ),i j ijg sabitξ ξ δ= =  olduğundan 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )*2 , , , , , ,
i j i j j i i j j ig g g g gξ γ γ γ γ γξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⎡ ⎤∇ = + − − ⎣ ⎦  

                         ( ) ( ), , , ,i j i jg gγ γξ ξ ξ ξ ξ ξ⎡ ⎤⎡ ⎤+ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

                       0=  

elde edilir. Buradan ( )*
i j Dξ ξ∇ ∈Γ  olacağından * 0

i jξ ξ∇ =  dır. 

3.3.2 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold olsun. { }1,...,i s∀ ∈  ve ( )X Mχ∀ ∈  

için, ih  tensör alanı  

( ) ( ):ih TM TMχ χ→  

               ( ) ( ) ( )31 1
2 2iiX h X L X N Xξ ϕ→ = =  



 
 
 

33

ile tanımlıdır. 

3.3.3 Lemma 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold olsun. M de ( ),X Y Mχ∀ ∈  ve 

{ }1,...,i s∀ ∈  için aşağıdakiler sağlanır. 

( )i  ( ) ( )( )( ) ( ) ( ), , 2 i
iN X Y N X Y Y h Yϕ ϕ η+ =  

( )ii  ( )( )( ), , 0ig N X Yϕ ξ =  

3.3.2 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold olsun. ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈  ve 

{ }1,...,i s∀ ∈  için , ih  tensör alanı olmak üzere 

( ) ( )( )*
X i iX h Xξ ϕ ϕ∇ = − −  

dir. 

İspat: 

 3.3.3 Lemma da iX ξ=  konulursa, ( ),Y Z Mχ∀ ∈  için 

( ) ( )( ) ( )( )( ), , , ,i ig N Y Z g N Z Yξ ϕ ϕ ξ= −  

                                ( ) ( )( )
1

2 ,
s

i
i g h Z Yγ

γ

η ξ
=

= − ∑  

                                ( )( )2 ,ig h Z Y= −  

dır. Önerme 3.3.1’ den  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )*, , 2 , 2 , i
i Y i ig N Z Y g Z g Y Zξ ϕ ϕ ξ ϕ ξ ϕ η= ∇ −  
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                                   ( ) ( )( ) ( )2 , i
ig Z Yϕ ϕ η ξ+  

                                ( )( ) ( ) ( ) ( )*

1

2 , 2 , 2
s

Y ig Z g Z Y Z Yγ γ

γ

ϕ ξ η η
=

= − ∇ + − ∑  

bulunur. Böylece 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )*

1

, , ,
s

Y i ig Z g h Z Y g Z Y Z Yγ γ

γ

ϕ ξ η η
=

∇ = + −∑  

                          ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

, ,
s

ig h Y Z g Y Z Y Zγ γ

γ

η η
=

= + −∑  

elde edilir. Buradan 

( ) ( ) ( )*

1

s

Y i ih Y Y Yγ
γ

γ

ϕ ξ η ξ
=

∇ = + −∑  

olur. Eşitliğin her iki tarafınının ϕ  altında görüntüsü alınırsa 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 *

1

s

Y i ih Y Y Yγ
γ

γ

ϕ ξ ϕ ϕ η ϕ ξ
=

∇ = + −∑  

bulunur. 2ϕ  nin değeri yerine yazılırsa 

( )( ) ( )*
Y i ih Y Yξ ϕ ϕ∇ = − −  

elde edilir. Burada ( )*

1

0
s

j
Y i j

j

η ξ ξ
=

∇ =∑  dır. Gerçekten; 

( ) ( )* *2 2 ,j
Y i Y i jgη ξ ξ ξ∇ = ∇  

                    ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ), , , , ,i j i j j i i jY g g Y g Y g Yξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ⎡ ⎤= + − − ⎣ ⎦  

                       ( ) [ ]( ), , , ,i j j ig Y g Yξ ξ ξ ξ⎡ ⎤− +⎣ ⎦  
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                    ( )( ) ( )( ) ( ) [ ]( ), ,j i i j
i j j iY Y Y Yξ η ξ η η ξ η ξ⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦  

                    ( ) ( ), ,j i
i jd Y d Yη ξ η ξ= +  

                    0=  

dır. 

3.3.3 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold olsun. M üzerinde { }1,...,i s∀ ∈  için,  

ih  tensör alanı aşağıdakileri sağlar 

( )i  ih  simetrik tensör alanıdır, 

( )ii  ( ) 0i jh ξ = , 

( )iii  ih , ϕ  ile anti-değişimlidir. 

İspat: 

 ( )i  Önerme 3.3.1 den * 0
iξ
ϕ∇ =  dır. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( )( ) ( ) [ ]( ), , , ,
i i ig L X Y g X X Yξ ϕ ξ ϕ ϕ ξ= −⎡ ⎤⎣ ⎦  

                         ( ) ( ) ( ) ( )( )* * * * ,
i ii X iXg X X Yξ ξϕϕ ξ ϕ ϕ ξ= ∇ −∇ − ∇ + ∇  

                         ( ) ( ) ( )( )* * * ,
i i X iXg X Yξ ϕϕ ξ ϕ ξ= ∇ −∇ + ∇  

                         ( )( ) ( )( )* * ,i X iXg Yϕ ξ ϕ ξ= − ∇ + ∇  

dır. Burada { }1,...,i s∀ ∈ için jX ξ=  ya da jY ξ=  yazılırsa sonuç özdeş sıfır 

olacaktır. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için, Sonuç yardımı ile  
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( )( ),
i

g L X Yξ ϕ = ( )( )( ) ( ) ( )( )* *, ,i X iXg Y g Yϕ ξ ξ ϕ− ∇ − ∇  

                         ( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )*, , ,i i iXg X Y g Y g X Yϕξ ϕ ξ ξ ϕ= − + ∇ −      

                          ( )( )*,i Xg Yξ ϕ+ ∇    

                         ( )( ) ( )( )* *i i
XX Y Yϕη η ϕ= ∇ + ∇  

                         ( )( ) ( )( ) ( )( )* *,i i i
Y YX X Y Xϕη ϕ η ϕ η= ∇ + + ∇⎡ ⎤⎣ ⎦  

                           ( )( ),i X Yη ϕ+ ⎡ ⎤⎣ ⎦  

                          ( )( ) ( )( )* *i i
Y YX Xϕη ϕ η= ∇ + ∇  

                          ( )( ),
i

g L Y Xξ ϕ=  

   bulunur. Buradan ih , simetrik operatördür. 

( )ii ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 0
2 2i i ii j j j jh L L Lξ ξ ξξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ= = − =  dır. 

( )iii ( )( ) ( ) ( )2 , 2 , 2 ,ig X Y X Y d X Yϕ η= Φ =  

                      ( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xξ ξ= ∇ − ∇  

                      ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ), ,i ig X h X Y g Y h Y Xϕ ϕ ϕ ϕ= − − − − −    

                      ( )( ) ( )( )( ) ( )( ), , ,ig X Y g h X Y g X Yϕ ϕ ϕ= + − +                             

                          ( )( )( ), ig Y h Xϕ+ −  

dır. O halde; 
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( )( )( ),ig h X Yϕ− ( )( )( ), 0ig h X Yϕ+ − =  

dır. ( )Y Mχ∀ ∈  için sağlandığından ve g non-dejenere olduğundan 

( )( ) ( )( ) 0i ih X h Xϕ ϕ+ =  olup buradan 

0i ih hϕ ϕ+ =o o  

dır. 

3.3.4 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir hemen hemen S-manifold olsun. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * 2

1 1

2 ,
s s

i
X iX

i
Y Y g X Y Y X Y h Xγ

γϕ
γ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ η ϕ η
= =

∇ + ∇ = + −∑ ∑  

dir. 

İspat: 

 ( ), ,X Y Z Mχ∀ ∈  ve { }, 1,...,i sγ∀ ∈  için 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )(* *2 , , 2 , 2 ,X iXg Y Z g Y Z g Z Y h X g X Yγ
γϕϕ ϕ ϕ η ξ∇ + ∇ = − +  

                                                                ( ) ( ) ( )2 iX Y Y Xγ γ
γη η ξ η− −  

                                                                 ( ) ( ) )X Yγ γ
γη η ξ−  

dır. O halde; 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *

1

2 , 2
s

X XY Y Y h X g X Y X Yγ γ γ
γ γ γϕ

γ

ϕ ϕ ϕ η ξ η η ξ
=

∇ + ∇ = − + −∑  

                                         ( ) ( )( )
1

s
i i

i
i

Y X Xη η ξ
=

− −∑  
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                                        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 1

2 ,
s s

i
i

i
g X Y Y X Y h Yγ

γ
γ

ϕ ϕ ξ η ϕ η
= =

= + −∑ ∑  

dir. 

Sonuç 

 ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 

( )i  ( ) ( )( ) ( ) ( )* *

1

2 ,
s

X iX
i

Y Y g X Yϕϕ ϕ ϕ ξ
=

∇ + ∇ = ∑  

( )ii  ( ) ( ) ( )( )* *
X XY Yϕϕ ϕ ϕ∇ = ∇  

( )iii  Eğer 1s =  alınırsa  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )* * 2 ,X XY Y g X Y Y X h X Xϕϕ ϕ ϕ ξ η η ξ∇ + ∇ = − + +  

dir. 

İspat: 

 ( )i  3.3.4 Önerme de 3.3.2 Tanım kullanılır ve denklem düzenlenirse istenilen sonuç 

elde edilir.  

 ( )i  de ( )Y Xϕ=  alınırsa 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )* * 2

1

2 , 0
s

X iX
i

X X g X Xϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ξ
=

∇ + ∇ = =∑  

olur, burada ( )2 X Xϕ = −  olduğundan 

( ) ( )( ) ( )( )( )* *
X XX Xϕϕ ϕ ϕ∇ = ∇  

dir. 

( )iii  1s =  alınırsa 3.3.4 Önerme den kolayca görülür. 
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3.4. S-Manifoldlar 

3.4.1 Tanım   

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir çatılandırılan metrik manifold ve Φ  bir temel 2-form olsun. 

Eğer M  normal, 1,..., sξ ξ  vektör alanları birer Killing vektör alanı ve Φ , 2-formu 

kapalıysa, yani 0dΦ =  ise M  normal çatılandırılan metrik manifold veya K-

manifold olarak adlandırılır. 

3.4.2 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir K-manifold olsun. { }1,...,i s∀ ∈  için iξ  nin duali iη  olmak üzere 

( )1 ... 0
ns idη η η∧ ∧ ∧ ≠  ise K-manifolduna yönlendirilebilirdir denir  

[Terlizzi ve Pastore, 2002]. 

3.4.3 Tanım 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir K-manifold olsun. Eğer  

( ) ( ), ,iX Y d X YηΦ =  

oluyorsa  ( ), , , ,i
iM gφ ξ η  ye S-manifold denir [Terlizzi ve Pastore, 2002]. 

Örnek 

2n sE + öklid uzayının dik koordinat sistemi ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , , ,...,n n sx x x y y y z z z  

olsun. 

2i
iz

ξ ∂
=

∂
  ,   1, 2,...,i s=  

1

1
2

n
i

i j j
j

dz y dxη
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 
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1 1 1 1

n n n s
j j j j

j j j ij j i

X Y X Y y
x y z

ϕ
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ , 

( )
1 1

1
4

s n
i i

j j j j
i j

g dx dx dy dyη η
= =

= ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑  

olarak alınırsa  

1 ... 0s nη η∧ ∧ ∧Φ ≠  

ve 

1

1

...
s

s
i i

i

d d dx dyη η
=

= = = ∧∑  

dır. Ayrıca 2n sE + de herhangi bir vektör alanı  

1 1

n s
j j i

j ij j i

X X Y Z
x y z= =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑   

dır. Sonuç olarak ( ), , igφ ξ yapısıyla birlikte 2n sE + bir S-manifoldtur. 

3.4.1 Lemma 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold olsun. ( ), , , ,i

iM gϕ ξ η  üzerinde *∇ , Levi-Civita 

koneksiyonu, ϕ , f-yapı, iξ , 1 i s≤ ≤ , vektör alanları olmak üzere ( )X Mχ∀ ∈  için 

*
X i Xξ ϕ∇ = −                                                                                                         (3.16) 

dir.  

İspat: 

 ( ),X Y Mχ∀ ∈  için  

( )( ) ( ) [ ]( ) [ ]( )0 , , , , , ,
i i i iL g X Y g X Y g X Y g X Yξ ξ ξ ξ= = − −  
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                            ( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , ,
i i i X ig X Y g X Y g X Y g Yξ ξ ξ ξ= ∇ + ∇ − ∇ + ∇  

                             ( ) ( )* *, ,
i Y ig X Y g Xξ ξ− ∇ + ∇   

                             ( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xξ ξ= ∇ + ∇  

dır. Buradan; 

( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xξ ξ∇ = − ∇                                                                                   (3.17) 

olup g anti-simetriktir. 

Temel 2-formun ve S-manifoldun tanımından; 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , ,iX Y g X Y d X Y g X Yϕ η ϕΦ = = = −  

dir. 

( ) ( ) ( ) [ ]( )2 , ,i i i id X Y X Y Y X X Yη η η η= − −  

                     ( ) ( ) [ ]( ), , , ,i i iXg Y Yg X g X Yξ ξ ξ= − −     

                      ( ) ( )* *, ,X i Yg Y g X αξ ξ= ∇ − ∇                                                           (3.18) 

olur. Eş. 3.17 ve Eş. 3.18’ den 

( ) ( )*2 , 2 ,i
X id X Y g Yη ξ= ∇ ⇒  ( ) ( ) ( )( )*, , ,i

X id X Y g Y g X Yη ξ ϕ= ∇ = −  

dir. ( )Y Mχ∀ ∈  için g non-dejenere olduğundan ( )*
X i Xξ ϕ∇ = −  

olur. 

3.4.1 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold ve *∇ , Levi-Civita koneksiyonu olsun. 

( ),X Y Mχ∀ ∈  için, 
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( ) ( ) ( ) ( )( )* 2

1

,
s

i
X i

i
Y g X Y Y Xϕ ϕ ϕ ξ η ϕ

=

∇ = +∑                                                 (3.19) 

dir. 

İspat: 

 

3.2.3 Teorem de 0dϕ =  ve 1 2 0N N= =  olduğu yerine yazılır ve gerekli işlemler 

yapılırsa;  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }*

1

, , ,
s

i i i i
X

i

g Y Z d X Y Z d Z X Yϕ η ϕ η η ϕ η
=

∇ = −∑   

                         = ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

, ,
s

i i

i

X Y Z Z X Yϕ η ϕ η
=

Φ −Φ∑       

                         = ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1

, ,
s

i i

i
g X Y Z g Z X Yϕ ϕ η ϕ ϕ η

=

−∑  

                         = ( ) ( ) ( )( ){ }2

1

, ,
s

i
i

i
g g X Y X Y Zϕ ϕ ξ ϕ η

=

+∑  

bulunur. ( )Z Mχ∀ ∈  için g non-dejenere olduğundan; 

( ) ( ) ( ) ( )( )* 2

1

,
s

i
X i

i

Y g X Y Y Xϕ ϕ ϕ ξ η ϕ
=

∇ = +∑  

dir. 

3.4.2 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold olsun. L , M  üzerinde Lie türevi olmak üzere, 

( ),X Y Mχ∀ ∈  için,  

( )( ) ( )( )i i
X YL Y L Xϕ ϕη η=                                                                                    (3.20) 

dir. 
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İspat: 

 ( )( ) ( ) [ ]( ),i i i
XL Y X Y X Yϕ η ϕ η η ϕ= −  

                    ( ) [ ]( ), , ,i iXg Y g X Yϕ ξ ϕ ξ= −  

                    ( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , ,X i X i X i Y ig Y g Y g Y g Xϕ ϕ ϕξ ξ ξ ϕ ξ= ∇ + ∇ − ∇ + ∇  

                     ( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xϕ ξ ϕ ξ= ∇ + ∇                                                        (3.21) 

bulunur. Diğer taraftan 

( ) ( ) ( ) [ ]( )2 , , ,i i i
id X Y X Y Y X g X Yη ϕ ϕ η η ϕ ϕ ξ= − −  

                      ( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , ,X i X i Y i Y ig Y g Y g X g Xϕ ϕξ ξ ϕ ξ ϕ ξ= ∇ + ∇ − ∇ − ∇   

                      ( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xϕ ξ ϕ ξ− ∇ + ∇  

                      ( ) ( )* *, ,X i X ig Y g Xϕ ξ ϕ ξ= ∇ − ∇  

                      ( ) ( )* *, ,X i Y ig Y g Xϕ ξ ϕ ξ= ∇ + ∇                                                       (3.22) 

olur. Eş. 3.21 ve Eş. 3.22 den 

( )( )i
XL Yϕ η = ( )2 ,id X Yη ϕ = ( )2 ,X YϕΦ  

( )( )i
YL Xϕ η = ( )2 ,id Y Xη ϕ ( )2 ,Y Xϕ= Φ  

olduğu görülür. Buradan, 

( )( )i
XL Yϕ η = ( )( )i

YL Xϕ η  

dir. 
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3.4.3 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold olsun. { }1,..,i s∈  için ih  tensör alanı aşağıdaki 

eşitlikleri sağlar; 

( )i  ih , simetrik tensör alanıdır, 

( )ii 0,i jhξ =   { }1,...,j s∈ . 

dır. 

İspat: 

 ( ),X Y Mχ∀ ∈  için, 

( ) ( ):ih M Mχ χ→  

               X → ( ) ( )( ) ( )( )1 1
2 2i i iih X L X L X L Xξ ξ ξϕ ϕ ϕ= = −  

dir. 

( )i ( )ih X = ( )( )1
2 i i

L X L Xξ ξϕ ϕ−  

                  ( ) ( )( )* * * *1
2 i iX i X iX Xξ ϕ ξϕ ξ ϕ φ ξ= ∇ −∇ − ∇ − ∇  

                   ( ) ( )( )* 2 * 21
2 i i

X X X Xξ ξϕ ϕ ϕ ϕ= ∇ + − ∇ −  

                   = ( )* *1
2 i i

X Xξ ξϕ ϕ∇ − ∇                                                                    (3.23) 

dir. Buradan 

( )( ) 1,
2ig h X Y = ( )* * ,

i i
g X X Yξ ξϕ ϕ∇ − ∇  
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                       ( ) ( ){ }* *1 , ,
2 i i

g X Y g X Yξ ξϕ ϕ= ∇ − − ∇  

olur. Burada { }1,...,i s∀  için jX ξ=  ya da jY ξ=  yazıldığında özdeş sıfır olur. 

Diğer taraftan,  

[ ]( ) [ ]( ), ,i iX Y X Yη ϕ η ϕ+  

= ( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , ,X i Y i X i Y ig Y g X g Y g Xϕ ϕξ ϕ ξ ϕ ξ ξ∇ − ∇ + ∇ − ∇  

= ( ) ( ) ( ) ( )* * * *, , , ,X i Y i X i Y ig Y g X g Y g Xϕ ϕξ ξ ϕ ξ ϕ ξ∇ − ∇ + ∇ − ∇  

( ) ( ) ( ) ( )2 2, , , ,g X Y g Y X g X Y g Y Xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + − +  

0=  

dır. Eş. 3.23 de X  ve Y iξ  ya dik ise;  

 ( )( ) ( )( )i i
X YL Y L Xϕ ϕη η=                                                                                   (3.24) 

dir. 

( )( ) ( )( )1, ,
2 iig h X Y g L X Yξ ϕ=  

                       ( ) ( ){ }* *1 , ,
2 i i

g X Y g X Yξ ξϕ ϕ= ∇ − ∇  

                       ( ) ( ){ }* *1
2

i i
X XY Yϕη η ϕ= ∇ + ∇  

                       ( ) ( ){ }* *1
2

i i
Y YX Xϕη ϕ η= ∇ + ∇  

                       ( )( )1 ,
2 i

g L Y Xξ ϕ=  

                       ( )( ),ig h Y X=  
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olup ih  simetriktir. 

( )ii  ( )1
2 ii j jh Lξξ ϕ ξ=  

                  ( )1
2 i ij jL Lξ ξϕξ ϕ ξ= −  

                   0=  

dir. 

3.4.4 Önerme 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold olsun. O halde ( )X Mχ∀ ∈  ve { }1,...,i s∀ ∈  için 

( )i  ( ) ( ) ( )* *

1

s
j

X i X i j i
j

h X Xξ η ξ ξ ϕ ϕ
=

∇ − ∇ = − −∑                                                 (3.25) 

( )ii  ( ) ( ) ( ){ }* *1
2i X i iXh X ϕϕ ξ ξ= ∇ −∇                                                                  (3.26) 

 dir. 

İspat: 

 3.3.1 Önerme den ( ),X Z Mχ∀ ∈  ve { }1,...,i s∀ ∈  için  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )*2 , , 2 ,
iX ig Z g L Z X g X Zξϕ ξ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∇ = − −  

                            ( )( )( ) ( ) ( ) ( )
1

, 2 , 2
i

s
j j

j
g L Z X g X Z X Zξ ϕ η η

=

= − − + ∑  

dir. ih  simetrik olduğundan 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )*

1

2 , , 2 , 2 ,
i

s
j

X i j
j

g Z g L X Z g X Z X g Zξϕ ξ ϕ η ξ
=

∇ = − − + ∑  
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olur. ( )Z Mχ∀ ∈  için g non-dejenere olduğundan; 

( )( ) ( ) ( )* *

1

2 2 2
i

s
j

X i X i j
j

L X X Xξϕ ξ ϕ ξ ϕ η ξ
=

∇ − ∇ = − − + ∑  

                ( ) ( ) ( )* 22 2 2X i ih X Xϕ ξ ϕ− ∇ = − +  

                  ( ) ( ) ( )* 2
X i ih X Xϕ ξ ϕ− ∇ = − +  

bulunur. Her iki tarafa ϕ  uygulanırsa 

( ) ( )( ) ( )2 * 3
X i ih X Xϕ ξ ϕ ϕ− ∇ = − +  

( ) ( )( ) ( )* *

1

s
j

X i X i j i
j

h X Xξ η ξ ξ ϕ ϕ
=

∇ − ∇ = − −∑  

dır. Gerçektende; 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )
1

, ,
i i i

s
j j

j
g L Z X g L Z X L Z Xξ ξ ξϕ ϕ ϕ ϕ η ϕ η

=

= −∑  

                                 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

,
i i i

s
j j j

j
g L Z X X L Z L Zξ ξ ξϕ η η ϕ η ϕ

=

= − −∑  

                                 ( )( ) ( ) ( )( )( ( )( )*

1

,
i i

s
j j j

iZ
j

g L Z X X Zξ ξ ϕϕ η η ϕ η ξ
=

= − ∇ − ∇∑  

                                    ( ) ( ))* *
i

j j
Z iZξη ϕ η ϕ ξ− ∇ + ∇  

                                 ( )( ) ( ) ( )( )( ( )( )* 2

1

,
i i

s
j j j

j
g L Z X X Z Zξ ξϕ η η ϕ η ϕ

=

= − ∇ −∑  

                                     ( ) ( )( ))* 2
i

j jZ Zξη ϕ η ϕ− ∇ +  

                                 ( )( ) ( ) ( )( )( *

1

,
i i

s
j j

j
g L Z X X Zξ ξϕ η η ϕ

=

= − ∇∑ ( )( ))2j Zη ϕ+  
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                                  ( )( ) ( ) ( )( )( *

1

, ,
i i

s
j

j
j

g L Z X X g Zξ ξϕ η ξ ϕ
=

= − − ∇∑  

                                      ( ))* ,
i jg Zξϕ ξ+ ∇  

                                 ( )( ),
i

g L Z Xξ ϕ=  

dir. 

( )ii  ( )( ) ( ) ( )( )1 1
2 2i i i

L X L X L Xξ ξ ξϕ ϕ ϕ= −  

                           ( ) ( )( )* * * *1
2 i ii X iXX Xξ ξϕϕ ξ ϕ ϕ ξ= ∇ −∇ − ∇ + ∇  

                           ( ) ( ) ( )( )* 2 * 21
2 i i

X X X Xξ ξϕ ϕ ϕ ϕ= ∇ − − ∇ +  

                           ( )( )* *1
2 i i

X Xξ ξϕ ϕ= ∇ − ∇  

dir. 

3.4.1 Teorem 

( ), , , ,i
iM gϕ ξ η  bir S-manifold olsun. Bu durumda { }1,2,...,i s∈  için iξ  vektör alanı 

bir Killing vektör alanıdır ⇔  0ih =      

dır.                                

İspat:  

 0
i i iL di i dξ ξ ξΦ = Φ + Φ =  dır. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için; 

( )( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
i i iiL X Y X Y L X Y X L Yξ ξ ξξΦ = Φ −Φ −Φ  

                       = ( ) ( ) ( ), , ,
i i

i i
i X Y d L X Y d X L Yξ ξξ η ηΦ − −  
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                       = ( ) ( )( ) ( )( ), , ,
i ii X Y g L X Y g X L Yξ ξξ ϕ ϕΦ − −  

                       = ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ), , , ,
i i ii X Y g L Y X g X L Y g X L Yξ ξ ξξ ϕ ϕ ϕΦ − − +  

                       ( ) ( )( ), ,
ii X Y g X L Yξξ ϕ= Φ +                                                    (3.27) 

olur. 

⇒  

iξ  bir Killing vektör alanı olsun. Yani 0
i

L gξ =  olduğundan 

( )( ) ( )( ), , 0
i i

g X L Y L X Yξ ξϕ = Φ =  

dir. ( )X Mχ∀ ∈  için g non-dejenere olduğundan 

1 0
2i iL hξ ϕ = = ⇒ 0ih =  

bulunur. 

⇐  

Karşıt olarak 0ih =  ise { }1,2,...,j s∀ ∈  için Eş. 3.27 den; 

( ) ( )( ) ( )( ), , 0
i i

L g X Y L X Yξ ξϕ = Φ =  

olur. 

( ) ( )( ) ( ) ( )2

1

, , 0
i i

s
j

j
j

L g X Y L g X Y Yξ ξϕ η ξ
=

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

                           ( )( ) ( )( )( )
1

0 ,
i i

s
j j

j
L g X Y Y L Xξ ξη η

=

= − +∑  
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        ( )( ),
i

L g X Yξ = ( )( )( )
1

i

s
j j

j
Y L Xξη η

=
∑  

                               0=  

dır. Ayrıca 

( ) ( )( )
i i i

j jL d i i dξ ξ ξη η= +o o  

             ( ) ( )
i i

j jd i i dξ ξη η= +  

             ( )( ) ( )2 ,j j
i id d Yη ξ η ξ= +  

             ( ) ( )( )* *2 , ,
i ij ig Y g Yξ ξξ ξ= ∇ + ∇  

             ( )*2 ,
j ig Y ξ ξ= − ∇  

             0=  

dır. ( ),X Y Mχ∀ ∈  için 0
i

L gξ =  olduğundan iξ  bir Killing vektör alanıdır. 

3.4.5 Önerme 

( )2 , , , ,n s i
iM gϕ ξ η+  bir K-manifold olsun. O halde ( ),X Y Mχ∀ ∈  ve 

{ }, 1,2,...,i j s∀ ∈ için 

  ( )i  ( ) *
* * * *,

X
i X Y i iY

R X Yξ ξ ξ
∇

= ∇ ∇ −∇                                                                     (3.28) 

 ( )ii  ( ) ( )* * *, , , ,i j X j Y iR X Y gξ ξ ξ ξ= − ∇ ∇                                                               (3.29) 

( )iii  ( ) 2* *,i X iK Xξ ξ= ∇                                                                                      (3.30) 

( )iv  ( ) ( )( ) ( )* *, , , , , ,i j i jR X Y R X Yξ ϕ ξ ϕ ξ ξ=                                                    (3.31) 
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( )v ( )* 2, i jR X Xξ ξ ϕ= −                                                                                       (3.32) 

dir. 

İspat: 

 ( )i iξ  bir Killing vektör alanı olduğundan; 

* * *
i i iX X L XL Y L Y Y

ξξ ξ∇ −∇ = ∇  

[ ] [ ]
* * *

,, ,i X X i XY Y Y
αξ

ξ ξ⎡ ⎤∇ −∇ = ∇⎣ ⎦  

[ ]*
* * * * * * * *

,i iX
X i X X Y i XY
Y Y Y

αξ ξ ξξ ξ
∇

∇ ∇ −∇ −∇ ∇ +∇ ∇ = ∇  

[ ] [ ] *
* * * *

,,
i X

i X Y i iX Y
X Y Yξξ ξ ξ

∇
−∇ = −∇ ∇ +∇  

dır. 2.1.2 Teorem’ den;  

( ) *
* * * *,

X
i X Y i iY

R X Yξ ξ ξ
∇

= ∇ ∇ −∇  

olur. 

( )ii  2.1.2 Teorem ve ( )i ’ den  

( ) ( )( )* *, , , , ,i j i jR X Y g R X Yξ ξ ξ ξ=  

                         ( )( )* , ,j ig R Y Xξ ξ=  

                         ( )( )* , ,j ig R Y Xξ ξ= −  

                         ( )( )* , ,j ig R Y Xξ ξ=  

                         ( ) ( )*
* * *, ,

Y
j i Y X j iX

g gξ ξ ξ ξ
∇

= − ∇ + ∇ ∇  

                         ( ) ( )* * * *, ,
i j Y Y X j ig X gξ ξ ξ ξ= ∇ ∇ + ∇ ∇  
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dır. iξ  Killing vektör alanı olduğundan; 

( ) ( )* * *, , , ,i j Y X j iR X Y gξ ξ ξ ξ= ∇ ∇  

                         ( )* *,Y i X jg ξ ξ= − ∇ ∇  

                         ( )* *,X j Y ig ξ ξ= − ∇ ∇  

dir. 

( )iii  ( )i ’ den; 

( ) ( )* *, , , ,i i iK X R X Xξ ξ ξ=  

                 ( )( )* , ,i ig R X Xξ ξ=  

                 ( )( )* , ,i ig R X Xξ ξ= −  

                 ( ), , ,i ig X Xξ ξ= −  

                 ( )* *,X i X ig ξ ξ= ∇ ∇  

                 
2*

X iξ= ∇  

dir. 

( )iv  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )* *, , , , ,i j i jR X Y g R X Yξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ ξ ϕ=  

                                      ( )( ) ( )( ) ( )* *

1

, , ,
s

i j i jg R X Y R X Yγ γ

γ

ξ ξ η ξ ξ η
=

= −∑  

                                      ( )( )* , ,i jg R X Yξ ξ=  

                                      ( )* , , ,i jR X Yξ ξ=  
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dir. Gerçektende; 

( )( ) ( )*
* * * *,

i i
i j X j jX

R X
ξ

γ γ
ξη ξ ξ η ξ ξ

∇
= ∇ ∇ −∇  

                            ( ) ( )*
* * *, ,

i i
X j jX

g g
ξ

ξ γ γξ ξ ξ ξ
∇

= ∇ ∇ − ∇  

                            ( ) ( )* * * *, ,
i iX jg g X

γξ γ β ξ ξξ ξ ξ= − ∇ ∇ + ∇ ∇  

                            0=  

dır. 

( )v  ( )i  de  jY ξ= alınıp 3.3.1 Önerme ve Eş. 3.16 kullanılırsa 

( ) *
* * * *,

j X j
i j X i iR X ξ ξ
ξ ξ ξ ξ

∇
= ∇ ∇ −∇  

                    *
X iϕ ξ−= −∇  

                    2 Xϕ= −  

elde edilir. 

3.4.6 Önerme 

( )2 , , , ,n s i
iM gϕ ξ η+  bir K-manifold olsun. ( )2 , , , ,n s i

iM gϕ ξ η+  bir S-manifold ise 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 2 2

1

,
s

j j
i

j

R X Y X Y Y Xξ η ϕ η ϕ
=

= −∑                                                 (3.33) 

dır. 

İspat:  

 Eş. 3.16’ den; 

( ) [ ]
* * * * * *

,, i X Y i Y X i iX YR X Y ξ ξ ξ ξ= ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  
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                   ( ) ( ) [ ]( )* * ,X YY X X Yϕ ϕ ϕ= −∇ +∇ +  

                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *
X X Y Y X YY Y X X Y Xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − ∇ − ∇ + ∇ + ∇ + ∇ − ∇  

                   ( ) ( )* *
X YY Xϕ ϕ= − ∇ + ∇

 

dir.  

3.4.1 Önerme den  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

* 2

1

2

1

, ,

,

s
j

i j
j

s
j

j
j

R X Y g Y X X Y

g X Y Y X

ξ ϕ ϕ ξ η ϕ

ϕ ϕ ξ η ϕ

=

=

= +

= − −

∑

∑
                   

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2

1

s
j j

j

X Y Y Xη ϕ η ϕ
=

= −∑  

dir. 

3.4.1 Sonuç 

( )2 , , , ,n s i
iM gϕ ξ η+  bir K-manifold olsun. ( )2 , , , ,n s i

iM gϕ ξ η+  bir S-manifold ise 

( )i ( ) ( )* *, i XR X Y Yξ ϕ= − ∇                                                                                  (3.34)     

( )ii ( )* 2,k iR X Xξ ξ ϕ=                                                                                         (3.35) 

( )iii ( )* , 0k h iR ξ ξ ξ =                                                                                             (3.36) 

dir. 

İspat:  

( )i  ( ) [ ]
* * * * * *

,,
i ii X X XR X Y Y Y Y

αξ ξ ξξ = ∇ ∇ −∇ ∇ −∇  

olup Eş. 3.16 ve Eş. 3.28’ den  
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( ) ( ) ( )* * *, i X XR X Y Y Yξ ϕ ϕ= ∇ − ∇
 

                    ( )*
X Yϕ= − ∇  

elde edilir. 

( )ii Eş. 3.33 de kX ξ= ve Y X= yazılırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 2 2

1

,
s

j j
k i k k

j

R X X Xξ ξ η ξ ϕ η ϕ ξ
=

= −∑
  

                     2 Xϕ=  

bulunur. 

( )iii Eş. 3.33 de kX ξ=  ve hY ξ= alınırsa 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }* 2 2

1

,
s

j j
k h i k h h k

j

R ξ ξ ξ η ξ ϕ ξ η ξ ϕ ξ
=

= −∑  

                     0=        

bulunur. 

3.4.7 Önerme 

( )2 , , , ,n s i
iM gϕ ξ η+  bir K-manifold olsun. ( )2 , , , ,n s i

iM gϕ ξ η+  bir S-manifold ise 

 

dir [Kobayashi, M. ve Tsuchiya, S. 1972].  
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4. YARI SİMETRİK METRİK OLMAYAN KONEKSİYONLU S-            
     MANİFOLDLAR 
 
4.1 Yarı Simetrik Metrik Olmayan Koneksiyon 

 

4.1.1 Tanım 

 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold olsun. S-manifold üzerinde Levi-

Civita koneksiyon ∇* olmak üzere  

 

 

dönüşümü tanımlansın. 

4.1.1 Teorem 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold  ve   için 

 

şeklinde tanımlı  M üzerinde bir lineer koneksiyon dur. 

İspat:   

 ve  için, 
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elde edilir.  

 

 

 

bulunur. 

 

 

  

elde edilir. Son olarak 

 

 

bulunur. Buradan  M üzerinde bir lineer koneksiyondur. 
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4.1.2 Teorem 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold olsun. Eş. 4.1.1 de tanımlanan lineer 

koneksiyon , M  üzerinde yarı simetrik metrik olmayan koneksiyondur. 

İspat: 

 lineer koneksiyonun torsiyon tensör alanı T olmak üzere, herhangi iki vektör 

alanları  için, 

 

 

 

 

elde edilir. Burada  M  üzerinde  Levi-Civita koneksiyonun torsiyon tensör 

alanıdır. Bu durumda lineer koneksiyon , M üzerinde yarı simetrik bir 

koneksiyondur. Şimdi,  lineer koneksiyonunun M üzerinde tanımlı g Riemann 

metrik tensörüyle bağdaşabilir olmadığı gösterilecektir. Metrikle bağdaşabilir 

olmayan koneksiyona kısaca metrik olmayan koneksiyon ifadesi kullanılacaktır. 

 için 
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elde edilir. Bu durumda lineer koneksiyon , M üzerinde bir metrik olmayan 

koneksiyondur. O halde  Eş. 4.2 ve Eş. 4.3 den lineer koneksiyon , M üzerinde yarı 

simetrik metrik olmayan bir koneksiyondur. 

Örnek 

2n sE + Öklid uzayının dik koordinat sistemi ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , , ,...,n n sx x x y y y z z z  

olsun. 

2i
iz

ξ ∂
=

∂
  ,   1, 2,...,i s=  

1

1
2

n
i

i j j
j

dz y dxη
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

1 1 1 1

n n n s
j j j j

j j j ij j i

X Y X Y y
x y z

ϕ
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ , 

( )
1 1

1
4

s n
i i

j j j j
i j

g dx dx dy dyη η
= =

= ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑  
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veya metriği matris olarak ifade edersek 

  

burada ve 

  dir. Bu matrisin ters matrisi 

 

olup bu matris yardımıyla Riemann koneksiyonunun bileşenlerinin ifadesi;  

 

 

olup geriye kalan bileşenleri sıfırdır [Hasegawa, Okuyama, Abe, 1986]. Buradan Eş. 

4.4, Eş. 4.5 ve Eş. 4.6 yi kullanarak Eş. 4.1 de tanımlanan yeni koneksiyonu 

bileşenlerine göre ifade edelim. 
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olup buradan 

  

ve  

 

 

olup geriye kalan bileşenleri sıfırdır. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

   olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 
dir. 

İspat: 

 

  Eş. 4.1 de   alınır ve Eş. 3.16 kullanılırsa 

 

 
bulunur. Diğer taraftan Eş. 4.1 ve Eş. 3.16 kullanılırsa 
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elde edilir. 

4.1.3 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

   olsun. Bu taktirde  için 

 
dir. 

İspat: 

  Eş. 4.1 ve Eş. 3.19 kullanılırsa  

 

 

 

 

elde edilir. 
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Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

  olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 4.9 da  alınırsa 

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

 

elde edilir.  Diğer taraftan Eş. 4.9 da  ve  alınırsa 

 
bulunur. Buradan 

 
elde edilir.  

Şimdi, metrik f-manifoldların genel bir hali olan ve S-manifoldla normallik şartı 

dışında aynı şartları taşıyan ve Eş. 4.1 de tanımlanan lineer   koneksiyonunu 
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üzerinde bulunduran hemen hemen S-manifoldlar ele alınacaktır. Hemen hemen S-

manifold da 

 

şeklinde tanımlanır. 

4.1.1 Lemma 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir hemen hemen S-

manifold   olsun. Bu taktirde  için  simetrik tensör 

alanıdır. 

İspat:  

 Eş. 4.12 deki ifadenin Y  vektör alanı ile iç çarpımı alınırsa 

 

 

 

bulunur. Burada Eş. 4.1 ve Eş. 4.11 kullanılırsa 

 

 

 

 

 
elde edilir. Buradan  simetrik tensör alanıdır. 
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4.1.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir hemen hemen S-

manifold   olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 

dir. 

İspat: 

 3.3.1 Önerme ve Eş. 4.1 kullanılırsa 

 

 

 

bulunur. Buradan 

 

 

elde edilir. Şimdi  için Eş. 4.12 kullanılırsa 
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olur. O zaman 

 

dir. Burada her iki tarafın  dönüşümü altında görüntüsü alınırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan Eş. 3.16 ve Eş. 4.1 kullanılırsa 

 

 

bulunur. Ayrıca 

 

 

olup, buradan 

 

elde edilir. 
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4.2 Eğrilik Tensörü 

4.2.1 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

  olsun. Bu taktirde  için 

 

 

dir. Burada , Levi-Civita koneksiyon  ın eğrilik tensör alanıdır. 

İspat: 

 Eş. 2.2 ve Eş. 4.1 kullanılırsa 
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dir. Benzer olarak  ve ifadelerinin yerleri değiştirilirse   elde edilir. 

dir. Ayrıca 

 

 

olup, bulunan sonuçlar Eş. 2.2 de yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
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elde edilir. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

   olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

 

dir. 

İspat: 

  Eş. 4.15 de  yazılır ve Eş. 3.33 kullanılırsa 
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bulunur. Bu son denklem düzenlenirse 

 

elde edilir.  

 Eş. 4.15 de  yazılır ve Eş. 3.28 kullanılırsa 

 

 

elde edilir. 

 Eş. 4.15 de  ve  yazılır ve Eş. 3.32 kullanılırsa 

 

 

olur. Bu son denklemi düzenlersek 
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elde edilir. 

 Eş. 4.15 de  ve  yazılır ve Eş. 3.35 kullanılırsa 

 

 

olur. Bu son denklemi düzenlersek 

 

elde edilir. 

 Eş. 4.15 de  ve  yazılırsa 

 

 

elde edilir. Bu son denklemde Eş. 3.36 kullanılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

elde edilir. 

4.2.2 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

   olsun. Bu taktirde  için 
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dir. 

İspat: 

  Eş. 4.16 kullanılırsa 

 

 

 

 

 

 

bulunur. Bu son eşitlikte Eş. 4.7 kullanılırsa 

 

 

elde edilir. 
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4.2.3 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

 

dir. 

İspat:  

 Eş. 4.15 den 

 

 

bulunur. Bulunan denklem düzenlenirse Eş. 4.21 elde edilir. 

4.2.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

  olsun. Bu taktirde  için 

 

 

dir. 
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İspat: 

  Eş. 4.15 den 

 

 

bulunur.  Bulunan denklemde ile  nin yerleri değiştirilirse Eş. 4.22 elde edilir. 

4.2.5 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 4.21 ve Eş. 4.22 taraf tarafa toplanırsa  
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bulunur. Bu son denklemde Eş. 2.4 kullanılıp denklem düzenlenirse Eş. 4.23 elde 

edilir. 

 

4.2.6 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde   için 

 

 

 

dir. 

İspat:  

 Eş. 4.21 ve Eş. 4.22 taraf tarafa çıkartılırsa 
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bulunur. Bu son denklemde Eş. 2.5 kullanılıp denklem düzenlenirse ifade elde edilir. 

4.2.7 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde   için 

 

dir. 

İspat:  

 Eş. 4.21 de  ve  alınırsa  

 

 

bulunur. Bu son eşitlikte Eş. 3.29 kullanılırsa Eş. 4.24 elde edilir. 
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4.2.1 Önerme 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde   için 

 

 

dir. 

İspat:  Eş. 4.15 de  alınıp  ile çarpılırsa 

 

 

bulunur. Bu son denklem düzenlenirse Eş. 4.25 elde edilir. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde   için 

 

dir. 

İspat: 

  Eş. 4.25 de  ve  alınırsa 
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bulunur. Bu son eşitlikte Eş. 3.30 kullanılırsa Eş. 4.26 elde edilir. 

4.3 Ricci Eğrilik Tensörü 

4.3.1 Tanım 

(2n+s) boyutlu yarı-simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold 

 ve  nin ortonormal bir bazı  olsun. Yarı 

simetrik metrik olmayan koneksiyonlu M  manifoldunun Ricci eğrilik tensörü  

 

olarak tanımlanır. 

 

4.3.1 Teorem 

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat:  

 Eş. 4.27 de  Eş. 4.17 kullanılırsa 
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olup  her iki taraftan toplam alınırsa, 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan, 

 

 

olup  her iki taraftan toplam alınırsa, 

 

 

olup  Eş. 4.29 ve Eş. 4.30 ifadeleri taraf tarafa toplanır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa Eş. 4.28 elde edilir. 
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4.3.1 Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 4.27 de  alınır ve Eş. 3.37 kullanılırsa 

 

 

 

 

bulunur. Burada Eş. 4.32 için Eş. 4.31 de  yerine  yazılırsa 

 

bulunur. Benzer şekilde Eş. 4.31 de  yazılırsa 
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elde edilir.  

4.3.3 Teorem  

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 4.28 de  ile  vektör alanlarının yerleri değiştirilirse 

 

bulunur. Eş. 4.28 ile bu ifadenin farkı alınırsa 

 

 

elde edilir. Burada gerekli işlemler yapılıp denklem düzenlenirse 

 

bulunur. 

 Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 
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dir. 

İspat: Eş. 4.33 de  yazılırsa Eş. 4.34 elde edilir. 

4.3.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat: 

 D ve  dağılımının vektör alanlarının 

uzayı sırasıyla  ve  olmak üzere  için 

 

olacak şekilde  ve  şeklinde yazılır. 
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olur.  olup buradan  

 

bulunur.  olduğundan  yazabiliriz. Buradan 

 

elde edilir.  

4.3.5 Teorem  

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 4.7 ve Eş. 4.34 kullanılırsa  
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elde edilir.  
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5. BAZI EĞRİLİK ŞARTLARI   

 

5.1.1 Teorem  

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun.   üzerinde dir. Yani manifold yarı simetrik 

değildir.  

 

İspat:  

Farzedelim ki     için       olsun.  O  halde 

 

 

olur. Burada ve  özel vektör 

alanı alınırsa,   

 

   

elde edilir. Burada Eş. 4.17 ve Eş. 4.18 kullanılırsa, Eş. 5.1 in birinci ifadesi  
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olup  

 

 

 

 

bulunur.  Eş. 5.1 in ikinci ifadesi 

 

olup 

 

bulunur. Eş. 5.1 in üçüncü ifadesi 

 

olup 
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bulunur. Son olarak Eş. 5.1 in dördüncü ifadesi 

 

olup 

 

bulunur. Bu ifadeler  Eş. 5.1 de yerlerine yazılırsa  

elde edilir. Bu Eş. 5.1 ile çelişir. O halde  olup ispat tamamlanır. 

 

5.1.2 Teorem 

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun.   üzerinde dir. Yani manifold Ricci yarı simetrik 

değildir. 

İspat: 

Farzedelim ki  için  olsun. O halde 

  

olup  eşitliği yazılır. Bu eşitlikte 

 ve  alınırsa 

  olur.  Burada  Eş. 5.2   kullanılırsa 
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elde edilir. Diğer taraftan Eş. 5.3 kullanılırsa 

 

bulunur. Burada 

 

 

elde edilir. Buradan 

 

 

elde edilir. Son eşitlik 
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olup bu ifadeler Eş. 5.3 de yerine yazılırsa 

 

 

bulunur. Burada Eş. 5.2 ve Eş. 5.3 taraf tarafa toplanırsa 

 

 

olur. Buradan  elde edilir. Bu ifade 

Eş. 4.33 ile çelişir. O halde  olup ispat tamamlanır. 

5.1.3 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

   olsun.M üzerinde dir. Yani manifold Ricci Projektif yarı 

simetrik değildir.  

İspat: 

Farzedelim ki    için      olsun.  Bu durumda 
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 olur. 

 

olup 2n+s-1= m alınırsa    özel vektör alanı için  

 

 

 

 

bulunur. Bu eşitlikte  ve  alınırsa 

 

olur.  Burada Eş. 4.19 kullanılırsa 
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elde edilir. Diğer taraftan Eş. 4.17 kullanılırsa 

 

bulunur. Bu eşitlikte 

 

olup buradan 

 

 

olur. Her iki taraftan toplam alınırsa 

 

 

bulunur. Bu değer Eş. 5.5 de yerine yazılırsa 

 



 
 
 

92

 

bulunur. Son olarak Eş. 5.4 ve Eş. 5.5 taraf tarafa toplanırsa 

 

 

bulunur. Buradan  elde edilir. Bu 

ifade Eş. 4.33 ile çelişir. O halde  olup ispat tamamlanır. 

5.1.4 Teorem  

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik olmayan koneksiyonlu bir S-manifold  

  olsun.M üzerinde dir. Yani manifold Projektif yarı simetrik 

değildir.   

İspat: 

 için  olsun. 

 

 

 

olup  alınırsa 
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olur gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

 

elde edilir.  ve  alınırsa 
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olur. Buradan 

 

 

= 0 

 

 

 

 

bulunur. Burada  alınır Eş. 4.17 ve Eş. 4.19 kullanılırsa, Eş. 5.6 nın ilk ifadesi 

 

olur. Eş. 5.6 nın ikinci ifadesi  
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bulunur. Eş. 5.6 nın üçüncü ifadesi 
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elde edilir. Eş. 5.6 nın dördüncü ifadesi 

 

 

 

 

 

 

 

 

bulunur. Eş. 5.6 nın beşinci ifadesi 
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olur. Eş. 5.6 nın altıncı ifadesi 
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ve  Eş. 5.6 nın son ifadesi 

 

 

 

 

 

bulunur. Bulunan eşitlikler Eş. 5.6 de yerlerine yazılır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

 

 

 



 
 
 

99

olur. Buradan 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan  elde edilir. 

Bu ifade Eş. 4.33 ile çelişir. O halde  olup ispat tamamlanır.   
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6. YARI SİMETRİK METRİK KONEKSİYONLU S-MANİFOLDLAR 

 

6.1 Yarı Simetrik Metrik Koneksiyon       

 

6.1.1 Tanım 

 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold olsun. M  üzerinde Levi-Civita 

koneksiyon * olmak üzere  

 

 

dönüşümü tanımlansın. 

6.1.1 Teorem 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold  olsun.   için 

 

şeklinde tanımlı , M üzerinde bir lineer koneksiyon dur. 

İspat:  ve  için,  
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elde edilir.  

 

 

 

 

bulunur. 

 

 

 

elde edilir. Son olarak 
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bulunur. Buradan  M  üzerinde lineer koneksiyondur. 

6.1.2 Teorem 

(2n+s) boyutlu bir S-manifold  olsun. Eş. 6.1.1 de tanımlanan lineer 

koneksiyon , M  üzerinde yarı simetrik metrik koneksiyondur. 

İspat:  lineer koneksiyonun torsiyon tensör alanı  olmak üzere, herhangi iki vektör 

alanları  için 
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elde edilir. Burada  M  üzerinde  Levi-Civita koneksiyonun torsiyon tensör 

alanıdır. Bu durumda lineer koneksiyon , M üzerinde yarı simetrik bir 

koneksiyondur. Şimdi,  lineer koneksiyonunun M üzerinde tanımlı g Riemann 

metrik tensörüyle bağdaşabilir olduğu gösterilecektir. Metrikle bağdaşabilir 

koneksiyona kısaca metrik koneksiyon ifadesi kullanılacaktır. 

 için 

 

 

 

 

 

elde edilir. Bu durumda lineer koneksiyon , M üzerinde bir metrik koneksiyondur. 

O halde  Eş. 6.2 ve Eş. 6.3 den lineer koneksiyon , M üzerinde bir yarı simetrik 

metrik koneksiyondur. 

Örnek   

2n sE + Öklid uzayının dik koordinat sistemi ( )1 2 1 2 1 2, ,..., , , ,..., , , ,...,n n sx x x y y y z z z  

olsun. 

2i
iz

ξ ∂
=

∂
  ,   1, 2,...,i s=  
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1

1
2

n
i

i j j
j

dz y dxη
=

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ , 

1 1 1 1

n n n s
j j j j

j j j ij j i

X Y X Y y
x y z

ϕ
= = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − + ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑ , 

( )
1 1

1
4

s n
i i

j j j j
i j

g dx dx dy dyη η
= =

= ⊗ + ⊗ + ⊗∑ ∑  

olup burada Eş. 4.4, Eş. 4.5 ve Eş. 4.6 yi kullanarak Eş. 6.1 de tanımlanan yeni 

koneksiyonu bileşenlerine göre ifade edelim. 

 

 

 

 

olup buradan 

 

ve  
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olup geriye kalan bileşenleri sıfırdır. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold    

olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 
dir. 

 

İspat: 

 

  Eş. 6.1 de   alınır ve Eş. 3.16 kullanılırsa 

 

 
bulunur. Diğer taraftan Eş. 6.1 ve Eş. 3.16 kullanılırsa 
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elde edilir. 

6.1.3 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold    

olsun. Bu taktirde  için 

 
dir. 

İspat: 

 Eş. 6.1 ve Eş. 3.19 kullanılırsa  
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elde edilir. 

6.1.2 Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold   

olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 

dir. 

İspat: 

  Eş. 6.6 da  alınırsa 

 

bulunur. Diğer taraftan 

 

 

elde edilir.  Diğer taraftan Eş. 6.6 da  ve  alınırsa 
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bulunur. Buradan 

 

elde edilir.  

Şimdi, metrik f-manifoldların genel bir hali olan ve S-manifoldla normallik şartı 

dışında aynı şartları taşıyan ve Eş. 6.1 de tanımlanan lineer   koneksiyonunu 

üzerinde bulunduran hemen hemen S-manifoldlara bakalım. Hemen hemen S-

manifold da,   için 

 

şeklinde tanımlanır. 

6.1.1 Lemma 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir hemen hemen S-manifold  

 olsun. Bu taktirde  için  simetrik tensör alanıdır. 

İspat: 

  Eş. 6.9 daki ifade Y  vektör alanı ile iç çarpımı alınırsa  

 

 

 

bulunur. Burada Eş. 6.1 ve Eş. 6.8 kullanılırsa 
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elde edilir. Buradan  simetrik tensör alanıdır.  

6.1.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir hemen hemen S-manifold  

 olsun. Bu taktirde  için 

 

ve 

 

dir. 

İspat:  

3.3.1 Önerme ve Eş. 6.1 kullanılırsa 
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bulunur. Buradan 

 

 

dir.   simetrik olduğundan   

 

 

olur. Şimdi  için g non-degenere olduğundan  

 

 

dir. Her iki tarafın  dönüşümü altında görüntüsü alınırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan Eş. 3.16 ve Eş. 6.1 kullanılırsa 
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bulunur. Ayrıca 

 

 

olup, buradan 

 

elde edilir. 

 

6.2 Eğrilik Tensörü 

 

6.2.1 Teorem 

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold   

olsun. Bu taktirde  için 
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dir. Burada , Levi-Civita koneksiyon  ın eğrilik tensör alanıdır. 

İspat:  

Eş. 2.2 ve Eş. 6.1 kullanılırsa 
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dir. Benzer olarak  ve ifadelerinin yerleri değiştirilirse    ifadesi elde 

edilir. 

 Ayrıca, 

 

 

olup, bulunan sonuçlar Eş. 2.2 de yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa 
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elde edilir. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold    

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

 

 

 

dir. 

İspat: 
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  Eş. 6.12 de  yazılır ve Eş. 3.33 kullanılırsa  

 

 

 

 

bulunur. Burada Eş. 3.33 kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

elde edilir.  

 Eş. 6.12 de  yazılır ve Eş. 3.34 kullanılırsa 

 

 



 
 
 

116

 

elde edilir. 

 Eş. 6.12 de  ve  yazılırsa 

 

bulunur. Burada  Eş. 3.32 kullanılırsa 

 

elde edilir. 

 Eş. 6.12 de  ve  yazılırsa 

 

elde edilir. Burada Eş. 3.35 kullanılırsa 

 

elde edilir. 

 Eş. 6.12 de  ve  yazılır ve Eş. 3.26 kullanılırsa 

 

elde edilir. 
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6.2.2 Teorem 

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

dir. 

İspat:  

 Eş. 6.12 den  

 

 

 

 



 
 
 

118

 

bulunur. Bulunan denklem düzenlenirse Eş. 6.18 elde edilir. 

 

6.2.3 Teorem 

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold   

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

dir. 

İspat: 

  Eş. 6.12 den  
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bulunur.  Bulunan denklemde ile  nın yerleri değiştirilirse Eş.6.19 elde edilir. 

6.2.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

elde edilir. 

İspat: 

  Eş. 6.12 den 
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bulunur. Bulunan denklemde ve  alınırsa Eş. 6.20 elde edilir. 

6.2.5 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

 

 

 

dir. 
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İspat:  

 Eş. 6.12 den  

 

 

 

 

 

bulunur. Bulunan denklemde ile  nin yerleri değiştirilirse Eş. 6.21 elde edilir. 

6.2.6 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

  

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 6.18 ve Eş. 6.21 taraf tarafa toplanırsa 
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bulunur. Bu son denklemde Eş. 2.3 kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 elde edilir. 

Eş. 6.18 ve Eş. 6.19 taraf tarafa toplanırsa  

 

 



 
 
 

123

 

 

 

 

 

 

 

 

 

bulunur. Bu son denklemde Eş. 2.4 kullanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 elde edilir. 

6.2.7 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde   için 
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dir. 

İspat:   

Eş. 6.18 ve Eş. 6.20 taraf tarafa çıkartılırsa 
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bulunur. Bu son denklemde Eş. 2.5 kullanılıp denklem düzenlenirse 

 

 

elde edilir. 

6.2.8 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde   için 

 

 

dir. 

İspat:   

Eş. 6.18 de  ve  alınırsa  
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bulunur. Bu son eşitlikte Eş. 3.29 kullanılırsa Eş. 6.24 elde edilir. 

6.2.1 Önerme 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde   için 

 

 

 

dir. 

İspat:   

Eş. 6.12 de  alınır ve buradan 
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bulunur. Bu son denklem düzenlenirse Eş. 6.25 elde edilir. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde   için 

 

 

dir. 

İspat:   

Eş. 6.23 de  ve  alınırsa 

 

 

 

bulunur. Bu son eşitlikte Eş. 3.30 kullanılırsa Eş. 6.26 elde edilir. 

 

 



 
 
 

128

6.3 Ricci Eğrilik Tensörü 

 

6.3.1 Teorem  

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

 

dir. 

İspat:   

Eş. 6.14 kullanılırsa 

 

 

 

 

 

olur.  Her iki taraftan toplam alınırsa, 
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elde edilir. Diğer taraftan 

 

 

 

 

olup her iki taraftan toplam alınırsa, 

 

 

olup  Eş. 6.28 ve Eş. 6.29 ifadeleri taraf tarafa toplanır ve gerekli düzenlemeler 

yapılırsa Eş. 6.27 elde edilir. 

6.3.2 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 
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dir. 

İspat: 

 Eş. 6.27 de  alınırsa ve Eş. 3.37 kullanılırsa 

 

 

 

elde edilir. Eş. 6.31 için Eş. 6.30 denkleminde  alınırsa 

 

elde edilir. Benzer şekilde Eş. 6.30 de  alınırsa 
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6.3.3 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik  koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat: 

 Eş. 6.27 de  ile  vektör alanlarının yerleri değiştirilirse 

 

bulunur. Eş. 6.27 ile bu ifadenin farkı alınırsa 

 

elde edilir. Burada gerekli işlemler yapılıp denklem düzenlenirse 

 

bulunur. 

Sonuç 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik  koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 
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İspat:  

Eş. 6.32 da  alınırsa Eş. 6.33 elde edilir. 

6.3.4 Teorem 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik  koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat:  

 olmak üzere  için D ve  

dağılımının vektör alanlarının uzayı sırasıyla  ve  olmak üzere 

 

olacak şekilde  ve  şeklinde yazılır. Bu 

denklemde Eş. 6.3.4 kullanılırsa 
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olur.  olup buradan 

 

bulunur.  olduğundan  yazabiliriz. Buradan 

 

elde edilir. 

6.3.3 Teorem  

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. Bu taktirde  için 

 

dir. 

İspat:  

Eş. 6.4 ve Eş. 6.31 kullanılırsa  
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elde edilir.  
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7. BAZI EĞRİLİK ŞARTLARI  

 

7.1.1 Teorem    

 

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun.  üzerinde dir. Yani manifold Ricci yarı simetrik değildir.   

İspat: 

  için  olması halinde 

  

olup  eşitliği yazılır. Bu eşitlikte  X=  ve 

 alınırsa 

  

olur. Burada Eş. 6.16 kullanılırsa 

 

 

 

elde edilir. Bulunan denklemde Eş. 6.30 kullanılırsa 
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bulunur. Bu son denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan 6.31 kullanılırsa 
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bulunur. Bulunan denklemde  üzerinden toplam alınıp gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan 

 

 

 

olup 
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elde edilir. Buradan  

 

 

 

bulunur. (*) ve (**) denklemleri Eş. 7.3 de yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

 

bulunur. Son olarak Eş. 7.2 ve Eş. 7.3 ifadelerini Eş. 7.1 denkleminde yerlerine yazıp 

gerekli düzenlemeler yapılırsa   
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elde edilir. Diğer taraftan  bulunur. 

Bu ifade Eş. 6.32 ile çelişir. O halde   olup ispat tamamlanır. 

7.1.2 Teorem  

(2n+s) boyutlu yarı simetrik metrik koneksiyonlu bir S-manifold     

olsun. M üzerinde dir. Yani manifold Ricci projektif yarı simetrik değildir.  

İspat: 

 için  olsun. Bu durumda 

 

 olur. 

 

olup 2n+s-1= m alırsak    özel vektör alanı için 
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bulunur. Bu eşitlikte  ve  alınırsa 

 

olur. Eş. 6.16 kullanılırsa 

 

 

 

elde edilir. Bulunan denklemde Eş. 6.30 kullanılırsa 
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bulunur. Bu son denklemde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan Eş. 6.31 kullanılırsa 
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bulunur. Bulunan denklemde  üzerinden toplam alınıp gerekli düzenlemeler 

yapılırsa 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan 

 

 

 

olup 

 

 

elde dilir. Buradan 
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bulunur. (*) ve (**) denklemleri Eş. 7.6 de yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa 

 

 

 

bulunur. Son olarak Eş. 7.5 ve Eş. 7.6 ifadelerini Eş. 7.4 denkleminde yerlerine yazıp 

gerekli düzenlemeler yapılırsa  

 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan  bulunur. 

Bu ifade Eş. 6.32 ile çelişir. O halde   olup ispat tamamlanır.     
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