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SIMGELER VE KISALTMALAR
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L, (x) Laguerre polinomu
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D, Riemann-Liouville kesirli tirevi
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1. GIRIS

. - d"y
Tuarev icin kullanilan
) X’

gosterimi ilk olarak Leibniz tarafindan verilgtir. Bir

fonksiyonun birinci, ikinci, tglnct, vb. turevlenm nasil alindgl bilinmektedir.
Fakat 3/2 inci turevi nasil alinir? Ayngekilde bir fonksiyon iki yada u¢ defa
integre edilebilir. Amal/2 defa integre edilebilir mi? Leibniz 1695’ de Lospital’

a sordgu "Tam say! dereceden tirevler, kesirli derecedeevtere genietilebilir
mi?" sorusu kesirli diferensiyelin gam tarihi olarak gosterilebilir. Leibniz' in
kesirli tUrevler Uzerine ortaya &itibu soru, 300 yildan daha fazla bir zamandir
Uzerinde calilan bir konu olmgtur. Elde edilen sonu¢ bugin icin Riemann-
Liouville tarafindan verilen kesirli basamaktaneiitanimi ile de aynidir. Bu konuda
ilk uygulamanin yazilmasi 1823’ de Niels Henrik Algeaittir. Abel bir cagmasinda
karsisina c¢lkan bir integral denklem c6ziminde kedmdisamaktan turevleri
uygulamstir. Abel' in bu guzel ¢ozimd, Liouville' nin dikkai cekmis ve ilk olarak
Liouville tarafindan kesirli basamaktan turev igmantikli bir tanim verilmesini

saglamistir.

Liouville bu konuyu 1832’ de yayinlanan U¢ geaserinde ve 1855’ e kadar dgeti

bir cok eserlerinde incelestir.

Liouville, baslangic noktasi tam basamaktan tirevler igin iyinieih

D/e”=a"¢* , nOIN

sonucu ile bglamis ve bu ifadeyi d@al bir yolla keyfi basamaktan turevler icin,

Die*=d & , vOC

olarak geniletmistir. Daha sonra birf (x) fonksiyonunu



F()=3 e

m=0

seklinde seriye acraive f(x) in keyfi basamaktan tlrevinin

DVf(x):iqnd’né’mx

oldugunu kabul etnytir. Bu formul Liouville' nin ilk tanimi olarak hihir. Bu
formilde v, serinin yakinsak olabilege degerlere kisitlandy igin, formdlin

dezavantajlarinin vagi asikardir.

Liouville' nin ikinci metodu a>0 olmak Uzere,x™® bicimindeki fonksiyonlara

uygulanmgtir. Liouville,
I :J'ua‘le‘x“du
0

integralini gbz 6nune almbu integralexu =t donkumu uygulayarak

—a —

—% (a) sonucunu elde etstir. Boylece bu ifadenin her iki yanin®"

operatdrinu uygulayarak

-1)'T (a+
Dy x? _(FY r@+v) X
r(a)
sonucunu elde etstir. Liouville bu tanimlari potansiyel teoride baaroblemlere

uygulamakta bgarili olmustur.



Liouville' nin tanimini bir cok matematik¢i zamaanzan yeniden ele alarak daha
genel bicimler elde etrlerdir. Bunlardan bazilari Emil Post, George Pekcoc

William Center, Harold Thayer Davis ve Riemann: dir

Riemann 1847 de denci iken yazdyi bir makalede kesirli basamaktan
diferensiyellenme ile ilgili genel bir tanim verti. SUphesiz onun tanimi yine
Liouville nin verdigi tanimlarin bir sonucu olup, daha sonra bu tammla
dizenlenerek éli tenkitlerin siizgecinden gectikten sonra bugiym bilinen

Riemann-Liouville integral tanimini ortaya koystwr.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Tanim2.1 (Gamma fonksiyonu)

z>0igin
F(z):juz‘le‘“dt A2
0

biciminde tanimlanan fonksiyon Gamma fonksiyonuafaadlandirilir. Bu integral

z>0 icin yakinsaktir
M(z+)=2(2 (2.2)

dir. Gercekten E.2.1" den
r(z+)=[e'tdt=[ - &' f];+ jet o )
0 0

olur. Buradanl" (1) =1 dir. z sifir ya da pozitif tamsayi ise
MNz+1)=12

dir. Bu sonug, faktériyel taniminih fonksiyonunun bir 6zel hali olguinu gosterir.

Halbuki bilinmektedir kil'(z) fonksiyonuz#0,-1,-2,.. icin tanimh ve surekli bir
fonksiyondur. O halde sifir ve negatif tamsayilagigindaki tim reel sayilar igin

faktoriyel tanimi gecerlidir ve
z'=T(z+1) , Z£-1-2,..

dir. Yine K. 2.1 tanimindan



oldugu gortlebilir. Ayrica0< z<1 igin,

V4
sinmz

r(z)r(1-2=

dir.

(2.3)

\[ (M)

v

Sekil 2. 1. Gamma fonksiyoniggsi

Tanim 2.2 (Beta fonksiyonu)

Cogu adimda Gamma fonksiyonunungdderinin belirli kombinasyonlari yerine

Beta fonksiyonu olarak adlandirilan bir fonksiyanl&nilabilir.



Beta fonksiyonu
1

B(xy)=[t* (1= dt , x>0, y>0 (2.4)
0

seklinde tanimlanir.

F(x)r
B(x.y) =% = B(y. % (2.5)

dir.
Tanim 2.3 (Gauss hipergeometrik fonksiyonu)

a, B ve y lar reel ya da kompleks sabitler olmak Uzere Géhipsrgeometrik

fonksiyonu

(a

F(a,ﬂ:y;X)=i );/()ﬁ)f):—r!, I4<1 (2.6)

),

ifadesi olarak tanimlanir. Buradéa)r:a(a+1)...(a+r—]) Pochhammer

semboludir ve(a)ozl dir.

Es. 2.6’ nin genellgirilmis ifadesi

= (@), (a,), - (ay) x ‘
ool G By o X):;((ﬂ)) ((ﬂz)) ---Eﬁ)) b

r

dir.



Tanim 2.4

Gauss diferensiyel denklemi (hipergeometrik denklem
X(1=X) Y +[y~(a+B+1) x| y-aB y=0
seklindedir.

Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bir integraltgisi

F(abc z):%i @t (1- 7 (- Uy d

(Rec> Rea> 0, |2< )

dir. Beta fonksiyonunun
1

B(u,v) = [t (1-1)" dt
0

tanimindan ve bilinen

2.7)



olup her iki yanr (c-a) ile carpilip boluniirse

r(a+r)r(c-a)
(a) _ M(c+r)
(c),  T(a)r(c-3)
r(c)

_B(a+r,c—a)

B(a,c-a)

(a,c- aiua )™ au
— r(C) lua -1 _ucal u
r(a)r(c—a)i (-

elde edilir. Boylece hipergeometrik fonksiyonunitamdan

F(a’b;“Z):r(a)rr(f)-a)i{(b)r ii STOCE d}‘

r!

olup, bu ifadede toplam ile integraleminin sirasi d@stirilirse

(] o

Ms

“Far(ea) AT {

1
o

-b . .
bulunur. (1— zu) nin binom acihmi kullanilirsa,

r(c 1

F(abc Z):WI @t (1- 97 (1- ) d

elde edilir.



Teorem 2.1
Rec> Rga+b), cOZ;={0}0Z" icin

r(c)r(c-a-b

F(a b el g (e

dir. Bu formil Gauss formuli olarak bilinir.

Ispat

Es. 2.7 de,z=1 alinirsa

F(abcl)= (a)rr(gc— a)J:: (12— 077 (1 97 d
— r(C) 1ua—1 c-a-b-1 u
_F(a)l' c—a)J; (1-u) d
- Tl c-a-
O TR

elde edilir.

Tanim 2.5

(2.8)

F{', r kompleks dgiskenli dérdiincii gt Lauricella hipergeometrik fonksiyonu,
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Flab,...h;c2z,...7] = 2T
> [ ] ml,;}zo (C)ml+,,,+m rrll ml
olarak tanimlanir [1].

Tanim 2.6

@\, r kompleks dgiskenli konfluent hipergeometrik fonksiyon olup,

oY [b,...h:c2,....7] = i_———

seklinde tanimlanir [1].

Tanim 2.7
xy'+[c= ¥ y- ay=0 (2.9)

denklemi Kummer diferensiyel denklemi olarak biinBu denklemin bir ¢ozimi

olan Kummer fonksiyonu

k

F(ag = (2, X

= k:OEE (2.10)

seklinde ifade edilir [1].

Tanim 2.8 (Cok deskenli Lagrange polinomlarr)

gl (x,...,x ) gok deiskenli Lagrange polinomlari,
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I_J{(l—&t)'”i}=ign"“"”"(>a ----- x)t (2.11)

(< min{|x[ ...} |-1})

dogurucu fonksiyon bgintisiyla tanimlanirlar [11]. 1998 yilinda bu pamlarin
r =3 halini Khan ve Shukla daha sonraki yillarda dadesiskenli Lagrange
polinomlarini bir cok matematikci camistir [20]. Burada k. 2.11’ den hareketle

(Gytt) _ al+k1—1j (0’1+kr—1] )
gn " (%0 %) kZK[ o 1k . of

yazilabilir. ikinci yandaki binom katsayilari yerine Pochhammamnisolii cinsinden
ifadeleri kullanilarak da

elde edilir.
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3. KESIRLi ANAL iz

y = f(X) fonksiyonu igin,

Dy=|im—f (W)= 1(x) i
u-x  U—-X dx

oldugu aciktir. D tlrev operatort yardimiylay = f(xX) fonksiyonunun ardik

tUrevlerinin

f (n—l)(u) _ f (n—l)(X)
u—Xx

y™ =D"y=lim , (NOIN)

oldugu bilinmektedir. Bir F(D) operatori yardimiylaD nin kullanim alanini

gengletmek mumkandar.

F(Dy)=F(y)=#(x ¥

ifadesi veya daha genel anlamda

F(x, y, Dy, D’y...., D' )):¢(x y)

denklemi bir adi diferensiyel denklem tanimlar. Busilik,

F(D)y=¢(x ) (3.1)

ifadesi her zaman yukaridaki anlamda bir adi difeigel denklem tanimlamaz.
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Ornezin,
F(Dy)=\Dy=y=x ,(x20)

adi diferensiyel denklemin genel ¢6zimu

dir. Buna kagilik,
F(D)y=+Dy= x

denkleminin genel ¢c6zimi veyagtadigl herhangi bir fonksiyonu bulmak icin her

seyden once/D ye aclk bir anlam vermek gerekecektir.

Es. 3.1 ile verilen denklemdey = f(X) fonksiyonununx= X, noktasinda analitik

oldugunu kabul edelim. O haldé(x), x, noktasinda

f(0=Y 8, (x%)"

Taylor serisine sahiptir. Ozel olarak, =0 almak genellii bozmaz. Cunkix,

noktasi her zaman @angica kaydirilabilir. Boylece,

f@=i%ﬂ
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serisi x=0 noktas! korgulugunda belirli bir yakinsaklik araina sahiptir. Bu
aralikta serinin terimleri Uzerindegi#fi diferensiyel ve integralsiemleri yapilabilir.
Buradan gorulmektedir ki, problem,

F)y=F(D)f() =) a, F(D)X

yani kisaca
F(D)x™
ifadesine bir anlam verilebilmesine d@niektedir.

a) F(D), D nin bir polinomu vey® nin bir analitik fonksiyonu isé=(D)x™ in elde

edilmesi kolaydir. Orngn,
I) F(D) = D3 |(;|n DS(Xm) = m( m_l)( n- 2) )2’1—3
i) F(D)=cosD ) igin

(cosD) ¢ ):(1—%+%—...j 0 )=x-1

olur.

b) F(D)=D", (0<a<1) olsun. Agiktir kiF (D) fonksiyonuD nin tam kuvvetleri

cinsinden bir Taylor serisine agilamaz. O halde,

D'(x™) ,  (0<a<]
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icin bir agiklamaya ihtiyag vardir. Yani kesirli $smaktan tirevler igin bir ifade elde
etmek gerekmektedir.

Adi tirev tanimindan bilinmektedir ki,

D(x™) = mx™
D?(x™) = m( m-1) X"

D"(x™ =m(m-1)...(m n1 X"

. m _
_(m— n)!xm n

__Tm+D) o
F(m-n+l)

dir [15]. Yani kisaca

rm+) o

D) = F(m-n+l)

(3.2)

dir. Es. 3.2, mven nin tamsayi olmagi durumlarda da gtanir. O haldeO<a <1

icin

M+ oo
Frm-a+1)

D?(x™) =
yazilabilir [8,19]. Kesirli analiz icin bilinen babzellikler gagidaki gibidir.

m(m-1)..(m- n-3)( m b\...f:’».Z.l){n_n
(m-n)..3.2.1

i) D"(kx™) = k

m!

- - —n

(m-n)!
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_ . F(m+1) S
M(m-n+1)
=k D"(x")
dir.
“) Dn(x—m) - r(_m+1) X~ n

(-m-n+1)
olup, . 2.2 den

(-1)"m(m+)(m+2)...(m r)rem 1)
(-m-n+1)

—m-n

D"(x™) =
=(-1)" (m), x™"
— (_1)” r(m+ n) X MmN
r(m)
dir.
i) m=0, n>0 ve (0)=c oldugundan
D"(sabit) =0
dir.

Tanim3.1.

f fonksiyonu her sonlu(a, x) aralginda surekli ve integrallenebilir olsun.

MmO IN, m-1<a < m olmak Uzere x>a icin reel bir f fonksiyonunun a.

mertebeden Riemann-Liouville kesirli tlrevi
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a — dm 1 ¢ _ m-a-1
aDXf(x)—de(r(m_a)jf(t)(x t) dtj (3.3)

seklinde tanimlanir. Buradem—a >0 dir [5,6].

Teorem3.1

f(t) ve g(t) icin DI f(t) ve ,DYg(t) var olsun. O zaman Riemann-Liouville

turevlerinin temel 6zellikleri gagidaki gibidir:

() lim D)= 1)

(i) DL[AT®) +ya(®)]=2,Dif(®+y, Dig(t)y , (A,y0C)
(iii) D[ DLf()]# DL F (D)

(iv) ,Dy D # D% D’
dir [4,5,6].

Lemmag3.1 (Kuvvet fonksiyonun kesirli tlrevi)g& ¢=0,t>0 ve a > -1 ise

M(a+1)

thﬂta =
MNa-u+l)

gam (3.4)

dir [5,6].
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Ispat

m-1< < m, mOIN oldugunda, k. 3.3’ den

D#t” _a- ;j(t—r)m_”_l r°dr
T dt™(r(m-p) )

dir. 7 =tA desisken deistirmesi yapilirsa

1 dm - t m-u-1
DAt =— —  — |t™aH | 9(1-A A
ot [(m-g) dt” { (1-4) d

Bla+Lm-pu)

elde edilir. Burada Beta fonksiyonunun 6z8fiden yararlanilarak ven kez tamsayi

basamaktan tirev kullanilarak

Hyd — I'(a+1)|'(m—,u) d” tmra—H
o F(m- ) (m+a-p+1) df°

_ M(a+1) I‘(m+a—,u+1)ta_ﬂ
Frm+a-u+l) T(a-u+l)

_ M(a+1)
Fr(m+a-u+l)
M(a+1)
- F(m+a-u+l

(@-p+1), t

(a-p+1)(a-p+2)..(a-p+m=-D(a-pu+m ™+

elde edilir. k. 3.4 formult # nun negatif dgerleri icin de elde edilir [5,6,17]. Bu

durumda,D/ , ,I;* olarak dgunulebilir.

[0,4] aralginda, 0< x<2 icin f(t)=t> nin kesirli tirevinin 3- boyutlu grafi

Sekil3.1 den gorulebilir.
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Sekil3.1. [0,4] aralginda0< x< 2icin f(t) =t* nin kesirli turevi
3.1. Riemann-Liouville ve Weyl Kesirliintegralleri

f fonksiyonu,(a,oo) Uzerinde integrallenebilir olsum. mertebeden

al’;f(x):ﬁ]g...t]}f(tn)dtndtwl...dtzdg . N (3.5)

integrali ele alinsin. Bu integralde integrasyomasi ve buna g sinirlar
degistirilsin. Bunun igin;

a<tl<x t2<t1<x
a<t<t L, <t,<X
a'<tn—l<tn—2 tn<tn—1< X

a<t <t a<t <x
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sinir dgisimleri altinda k. 3.5 ifadesi

2109- Efmm f..[@dg}dtz...] dpl}u ®.

tn tn—l

seklinde yazilir. k. 3.6 ifadesinin gatarafi terim terime hesaplanirsa

ﬁj f(t,)(x-t,)" dt,

I"f (x) =
esitli gi elde edilir. Buradgn-1)!=r(n) kullanilirsa

1" f () :%j f(t,)(x-t,)" dt, (3.7)

yazilir [5]. Burada-o<a<x<o ve nIN dir. Gamma fonksiyonu tamsayilar
disinda da tanimh oldtundan, n nin tamsayl olmamasi durumundsg. B3.7

esitli ginin sgs tarafi iginsu tanim verilebilir.
Tanim 3.2

f, (a,oo) da integrallenebilir isex >0 icin a. mertebeden, Riemann-Liouville

% =,D.7 integral operatoru

D (X) =15 (%) S L ft)(x-t)"dt, , x>a
Ma)s

veya

1

dt , X<Db

n

D ()= 110 = oo [ 1 (1,4
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biciminde tanimlanir [4,5,6].

Es. 3.7' de —n yerine u yazilirsa

DA @) =T

oy f()(z- 9" dt , Re)<a (3.8)

O N

elde edilir. k. 3.8, £ <0 icin yakinsaktir. &£ 3.8 ile - kath Riemann-Liouville

kesirli integrali tanimlanir.

m-1<Re)<m (m=1,2,3,.). icin,

D { (2} = D;"{ (2}

4"
dz" °

dm H+m-1
{ Ty +mjf(t) z-1) dt} (3.9)

seklinde yazilabilir. §. 3.8’ de f ¢ )= Z' yazilirsa,

Dz} ==L [t (- " ot

olup burada = zy donumu yapilirsa

R I ARARE I

= B(A+1,-
Fo BUTLH)

_ 2 T+ (-p)
F(-4) T(A-pu+l)




rA+1

=mz_ﬂ ; Re@)>_1, Re[J)< (

dir. Orngin, Es. 3.10’ da ,uzé alinirsa

1o TUA+1
oDZ{Z}: ( +1)
I'(/1+§)

!
Z 2

dir ve ayni zamandase3.9’ da ,u:%, m=1ve f (z)= Z alinirsa

22

(3.10)
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1
(A +1)I'(j 1
:—2 (A +£jzl1_2
I'(/] +§j\/7_7 2

_T(A+)) ZA—%

2+3)

elde edilir.

1
Simdi f(t)=(t—a)5 ve a=% olmak Uzere ggidaki Riemann-Liouville kesirli

integralini gbz onune alalim. Tanim 3.2’ den

olarak yazilirSayet burada
t=a+(x-a)r

seklinde bir dgisken deistirmesi yapilirsa,

1 1 1 -1
D2 = 12f () =—=<[(t-a)2(x-t)2dt , x>a
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olup, Beta fonksiyonu yardimiyla

1
S
=7 (x-a)
elde edilir.
Teorem 3.2

f(t) ve g(t) icin I f(t) ve I g(t) var olsun. O zaman Riemann-Liouville

integrallerinin 6zellikleri gagidaki gibidir:

(i) lim 17 ) =1 3(0)

dir. Buradal; (N IN) n-katl integral i¢in klasik operatordur.
(i) Y [AfO+O]=2 50 O+y 80 . (AyO00).
(i) AL F@)]=d ).

(v) LA =d Y

dir [4,5,6].
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Ornek
aIZblif = allrﬁf ' (a’ﬂ)>o

dir.

Gercekten, integrasyon sirasggérilerek,

a 1 ; a-1 1 -1
a|Xa|/jf(x)_m£(x—u) dtma(u—l)ﬁ (9 o

_ 1 ¢ ¢ el N
_—r(a)r(ﬂ)if(t)dtjt'(x u) " (u- 97 (9 du

elde edilir. Kitli gin sa yanindaki ikinci integraldey=u—_: dezsisken deistirmesi
X_

yapilirsa

1

:(X_t)m/f—lj(l_ y)a—l V'l dy

=B(a,B)(x-1)"""

_T@(B)(, _yyooe-
M(a+p)

dir. Buldyggumuz bu sonucu yukarida yerine yazarsak
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1 I_(a’)l_(ﬂ)jf f(t)(X— t)a+ﬁ—l dt
(@) (B) Ta+p) .

A IOE

a+(-1

jf(t) x—t)"" " dt

F(a+ﬂ)
= 19°7F (x)

dir.

Lemma3.2 Sabit fonksiyonun kesirli integrali

0|t”1:#t”
M +1)

seklindedir [5].
Ispat

Tanim3.2’ den

o :i)j v rl(u) (t- T)J;

0
vi(v)

ve buradav ' (v) =T (v +1) dur.



4 T T T T T T T
— 0 — integral
— — 1/3-integral
3.5T 1/2—-integral
3/4—integral
gl S integral
25} . F
2 -
151 T T T
1 - 7
0.5 P g
{'J i 1 1 ] 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Sekil3.2. f (t) =1 in kesirli grafi;i
Tanim 3.3

a katli Weyl kesirli integrali

00

W ()=, 19 F(R= -

F(a)x(t_ X' f() dt

X

LW ()= 19 f(x):%_j(x— 19 d

seklinde tanimlanir [14].

27

AB)



Teorem3.3

f(2),|Z < p’ de analitik bir fonksiyon olmak tizere

(@=Xa7 .|

kuvvet serisine sahip olsun. Bu durumda

[

D77 (2} =Y 5, O 277

=}
o

dir. BuradaRe(1)> 0, Re(u)< Ove |z < p dir [1].

Ispat

Es. 3.8ve k. 3.12' den

D7 1) = 1| 23 g 2y

=~ )Jj(z—t)_”_lt"’l(i au”}dt

n=0

olup, t = ¢z donsumi yapilirsa

oDé‘{z”‘lf(z)}=rz( u)i(l &) “E“(Z 3 25”] F

n=0

28

(3.12)
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elde edilir. Dikkat edilirseRe(d )> 0 ve Re(¢)< Qigin
2 az¢"

n=0

serisi|Z < p icin duizgiin yakinsaktir ve

<(/1—11 g( ﬂl

e

integrali de yakinsaktir. BuradeRe(d)> 0 ve Re()< 0 dir. Bu durumda

integrasyon ve toplamin yerleri ggtirilirse

elde edilir ki bu da istenilendir.

Teorem3.4

Re(1)> 0, |[aZ<1, |bZ<1, |cZ<1igin,
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D27 (1- 29 (1- 037 (1- of'} = Ej{; ¥ PlAa Bywu; azbzk

dir [1].

Ispat

D127 (1- 22 (1- by (1- o] (3.13)

('u)m+n+p m,n, p=0 min p

- ( o o(@) nlB) (V) 5 (a2)" (03" (3’

W e W, om0
()

27 RP[A,0.8.y;1;az bz ck

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Ornek

By =020 = 0D

r(1—1+1j
2
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dir.

Ornek

1

2
JDy=x ise Y= x denklemi icin bir géziim bulalim. Kabul edelim Kiib

dx2

denklem
y = kX"

tipinde bir ¢oziime sahiptik vem vyi bulalim.

JB(ke™ = . D} (k) = k(M*D)

@

esitli ginden faydalanarak
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x
N w
Il
|_\

N

S

3
x? fonksiyonu verilen denklemi §kar.

olup, y=

Ornek

b>-1, f(x)=x icin ;D f(x) kesirli turevi ele alaimm- &a<m, mOIN

icin

ot ={ 8] o e

olup u = xv déniuma yapilir ve k& 2.4 Beta fonksiyonu tanimi kullanilirsa

ayb _ 1 i " m—a+bl _\ma-l
,DIX _—F(m—a)(dxj {x J;(l V) vbd\}

SIS EN

r(m-a) T(b+1l+ m-a) \ o

d
_ T(b+1) r(m-a+b+1) oo
_I'(b+1+m—a)r(m—a+ b- m+1)

— r(b+1) b-a
_I'(b——a+1)x (3.14)

elde edilir. BuradapUZ, i¢in
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=p(p-1).(p-m) X" (ni IN (3.15)

Dfc=
0-xC r(1-a)

elde edilir. Bu yuzderc sabitinin kesirli diferensiyeli sadece =n nin pozitif

degerleri icin sifirdir. (r(l—n)zoo) Diger yandan herhangi bio >0 icin eger

f(x)=x", k=12,..,%[a] ise ,D{f(x)=0 dir.
Ornek

f(x)=logx i¢in ;17 f integralindeu = x(l— v) donuma yapilirsa

L

ol F(X) = r a)

j(x— u) " log udv
0

e a9 ol )

1
(|09X) J' vV ldv+ X J'\i’llog —\) dy
0
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X logx— X
g Ma)a

Jl'log(l—v)d(l—\i’)

B

g et - o

0

dir. Burada

1.x

,[Vl:\\//y dv=¢(y+)-¢(x+1) , (Rex>-1,Rey>- Ji

0

seklinde ifade edilir vay fonksiyonu

v =[r (9] )r ()
ile tanimlanir.g/(x) icin, ¢ (1) = y=0,5772157. dir.

Boylece

a

X

M(a+1)

a j—
ol logx =

{logx-y (@ +)+y (1} (3.16)
elde edilir. Dger taraftanm-1< Rea < m icin,

a d " m-a
oDy Iogx:(&j ol " logx

O ——
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olup, u = x(1-v) donitimil uygulanirsa

ottog={ 3 | | s Tl sa- 9 ez ) o

3
—
[ER

)
|

+ T X :[(m—a) V'™ og(1- V) d\}

:(dixj ﬁ'ogx_r(wgz n‘ra)i"’g(l—v)d(l- w—a)}

|
{& i)
|

(A (-
“lax) F(meaeyl 00X v Do)

elde edilir. Burada klasik diferensiyel uygulafpidda ve sonu¢ € 3.16 ile
birlestirildi ginde, Oa OC igin

-a

a —_— X —_ —_ —_
o D! Iogx——l_(l_a){logx y(1-a)-y}

bulunur. a =n0IN olmasi durumunda, §ayandaki ifade,a — n icin limit olarak

ifade edilecektir. Gercekten



im e =T ()

oldugundan (dij logx=-T(n)(-%)" elde edilir. Ancaka = -n igin
X

,D:"logx =19 Iogx:%{logx—zlj}

klasik sonucu elde edilir. Buradg/(x+1)—¢/(x)= X" yinelemesinden,

wh+1)-w@)=> j™ oldugu gorilebilir.
j=1

Ornek

m-1<a<m , mOIN icin

DIf(0)= (—1)’"((%) W (0

seklindeki Weyl tanimindanp >0 icin f (x) = € ™ fonksiyonu ele alinsin.

weer = LTl y e a

olup, buradau - x= donuma uygulanirsa
Y

. a-1 _{y+rpx
s3] o

36
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dir. Buradanp >0 ve a -~ m—a alinirsa

ot =ay(S] piaen

= (1) ()" e

=p’e™ ,(ml<a<n)
elde edilir.

3.2 Fonksiyonlaricin Kesirli Leibniz Kurali

f veg, z ye goren-kez diferensiyellenebilir olsurD] :(dij olmak tzere
z

D;[f(z)g(z)]:i(:j O*f(303d¥ , nOIN (3.17)

ifadesine iki fonksiyonun carpiminin n-inci basamaakttrevi icin Leibniz kurali
denir [6]. Bu kurala nin kesirli dgerlerine geniletilebilir. Buradan yerine a

alindginda,f ve g analitik fonksiyonlari icin

aD;’[f(z)g(z)]i(‘k’jaD;‘k (30d¥, (¢0C) (3.18)



yazilabilir. Buradaa =-v ve g (z)= Z' yazilirsa,

D[ 7 1(2]=—

- (&) [ 1] v>0

S—r
D C—y N

ve

M

o =[e-(=-0] =2 (Y[} 2 (2 )

=
I}

0

oldugu dikkate alinirsa

D[ f(z)}=ii(—1)k(”j i'kf( &) 16 ¢

Mv)e k
1 < _q\K n)_« —(V+K)
S Rl T R

_ & T (v+k)(-1)° r(n+)
_é r(v)k! T (n-k+1)

:i(_k” jDE(z%D;“'kf(z)

Zn—k . DZ—I/—k f( Z)

elde edilir. K. 3.18'in ilging bir genellgiriimesi

00

DI [f(D 2] = Z(kfﬂja O H(3, 0% 4%

k=—c0

38

(3.19)

seklinde verilmgtir [2,3]. Burada iz keyfi reel veya kompleks bir sayidirs.E3.19,

4 =0 durumunda k 3.18’ e indirgenir.

Eger Rea < Qise o zaman & 3.18 gergekten kesirli integraller igin Leibniarklina

karsilik gelir. Ayrica
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DI [f(2)9(3] = Z Ckwj I (3,0 ¢ (3.20)

ck+ u
a,u0C ve O0<c<ldir. Es. 3.20;c=1icin Es. 3.19'avec=1, 4#=0 icin Es.
3.18 e indirgenir.

a
formunda kesirli Leibniz kurali da vardir. Buratidinen ( j tanimi icin

k 3.19° un Ozel bir durumu olarakf(z)=1 alinip,
9(2), f(2olarak yeniden adlandinlirs®ea >-1, a — 07 igin

:1(2)= i(k+ /Jj DY@ DY f(2)

Sl [ R
ke \ K+ U —a+k+,ua

] kZ . {_ (2

Dk+/jf
“\k+u r(—a+k+,u)(—a+k+lu)‘ } . ' f(2

a (Z— a)_'“k”j Dk+/,1f (Z)
k+u)r(~a+k+u)(-a+k+pu)®*

I
M

X
i
1

8

al(z-a) D f(2)
=~ (k+u) (a=k=p)T (~a +k+u) (-a + k+ p)

I
”MS

olur. T (z)l (1~ 2) = 7

esitligi gbz 6nunde bulundurulgunda z=k+ uy-a
sin7mz

olmak Uzere,

T
Mkt p-a)r(tra-k-p)= sinrz(k+ p-a)

ve
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sinﬂ(k+,u—a)=sin(ﬂk—(a—/,l)ﬂ)
=sinmk coda - u) m— cosrk sifa - )

=(-1)"sin(a - u) 7

oldugundan

. _& T(a+) (z-a (-0 sin(a-u)m o
aDZf(Z)_kzz_wr(k'f'/J'f'l) T (_a+k+,U) Dz f(Z)

_ F(a'+1)S|n(a—/J);-[ 0 (Z_a) a+k+,u(_])k N
) T k:zmr(k+,u+1)(a_k_lu)aDz f(2)

elde edilir.

D[ (23] = Z( ) AR EN AT

al e —a+k+pu-1 +u
Y P CEPL _a+k+ﬂ£z t) f(tydt , D" o 2

”M8

olup

(-1) " sin(a - u) 7

M(-a+k+u)r(a-k-p+1)=

oldugu bilindigine gore

a+1)(-1)" sin(a - u) 'z Carkepa .
. r((k+)u+1)(n 4 J(z-9 f(het, B o2

D [f(Da(3)] = Z

k=-c0

dir. Buradaa =0 alinirsa sin(a - u) r=-sinum olu
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_ & T sinum &, e »
f(Z)g(z)_k;n(kw)r(kw)ni(z )™ f(9dt, D o 3

:sinuﬂi (—1)k r(

—(k+4) U
Vg k:-w(k+ﬂ)r(k+ﬂ) k+IU)aDZ f(Z)an; €3

ve buradan

SINUIT & D, f(z) D
(op=SIT S (010 0
k=—c0

bulunur.

A, 120 icin,
MA+u+l

DX = Aratl) (3.21)
F(A+u+v+1)

dir. Ayrica, f x)=x* ve g(x)= X' nin carpimina kesirli integraller icin Leibniz

kuralini uygulanirsax>0 vev >0 igin,

=2y rk(.vrzvk)) [oix [0 ]

_N kr(V+k) F(A+1) A-k r( +1) LUK
=2 Kr(v) T(A-k+1) " F(y+f/[+k+1)x

olur ve burada,
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~1)r(A+1 Ky ok r
S = ey en ="

olmak tzere,

—
—

-A+K)(v+k) 1
F(-A)r(v)iz T (u+v+k+1) k!

olup sg tarafi I (,u+|/ +1) ile carpip bolersek ve Teorem 2.1 kullanirsak

B r(u+1)
v Ay — +U+V _ . .
.D; (x X )_ X —I'(/J+|/+1) F(-A,v;u+v+1]) (3.22)

bulunur. Bu sonug £ 3.21’ de yerine yazilirsa

F(A+u+1) . _ e M(u+1)
X = N S S—
F(A+u+v+1) M(u+v+)

F(-Av;u+v+11)

olup buradan

rA+p+t) _ T(p+l) F(-Av;u+v+11)
Fr(A+u+v+1) 1 (u+v+1)

elde edilir. Buradaa=-A, b=v, c= y+v+1 alinmasi k. 2.8 i verir
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4. CESITLT UYGULAMALAR

Ornek

.D), z degiskenine goreu—yunct basamaktan kesirli tlrevi gosteren operator

olmak Uzere,
1 “ L
= [(z=&)" " f(e) dr (Re(w)< 9
(1@ =) T
ot} (mrisRdg)<mm iy

seklinde tanimlanir [1]. Buna gore,

r(A+1)

an{Z/]} zr(A——/j-I-l) Z/]_'u , Re(/1 > _1) (41)

olup buradan,

D“’{z“rl(l xz) ‘}:ﬂ 2B Nay, @, i X B, X (4.2)

yazilabilir[1l]. Burada Fér), r kompleks dgiskenli dordinci c¢gt Lauricella

hipergeometrik fonksiyonudur.

Es. 2.11" in her iki yant"™ ile carpilipD;/™* kesirli tirev operatérii uygulanirsa,
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olur. Bu son gitligin sol yaninda k 4.2, sg yaninda da & 4.1 g6z oOnlnde
bulundurulursa,

r(n+A) g

ru) >0 r(n+ )
F(A+k) . .
olup burada da(1), = ) ozelliginin kullaniimasi ile,
> (A ay,... r
zgﬂ;”g,(] ”f)(xl ..... x)t =R Aa,,..a wixt,..x] (4.3)
n=0 n

elde edilir [11]. E. 4.3 de A=y alinirsa bu bant, E. 2.11 dgurucu

fonksiyonuna indirgenir.

Es. 4.3' de A ve u parametrelerinin bir cok uygun secimi ile cokgg&enli

Lagrange polinomlarinin bka dggurucu fonksiyonlari da bulunabilir. Orgie,

Litnm{(A)n(%jn}zt” ; (nOIN, = IND{0})

ve
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olduklari gbz o6nune alinsin. Burad@(zr) , I kompleks dgiskenli konfluent

hipergeometrik fonksiyonudur.ger Es. 4.3’ de t a% ve |A| - « alinirsa, gok

degiskenli Lagrange polinomlari icin blea bir lineer dgurucu fonksiyonlar sinifi,

olarak elde edilir [11].

Ornek
(1- x)2 D*w-2xDw+a (a +1) w= 0

Legendre denkleminin bir gszmiPa(x) Legendre fonksiyonudur. Buradareel

ve [x| <1 dir. P,(x) hipergeometrik fonksiyon cinsinden,

P

a

(x)= F(a +1,—a,1;%(1— x)} . [1-¥<2 (4.4)

olarak verilir. EBer a negatif olmayan bin tamsayisi ise, 0 zamd®) (x)

P (x)= 2 op (% -1)’

" 2"n!
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klasik Rodrigues formiilii ile ifade edileR, (x) Legendre polinomudur. Keyfir

icin benzer bir ifade elde edilir. Gergekten,

X M<1

olup, E. 4.5 ifadesi terim terime diferensiyellenirse ve

Daxa+k — r(a+k+1) Xk
0 r(k+1)

ifadesi kullanilirsa,

M(k-a)r(a+1+k) &
= k! r(k+1)

-
—~
~ ~—
|

R a) T (a+1+k) x¢
_é r(-a) r(k+1) k!

olur. Esitli gin her iki yaniT (& +1) ile carpilip béluntirse

M(k-a)(a+1+k)r(a+1) x*
& r(-a) T(a+)r(k+1) k!

(4.5)



elde edilir. Buradar (k+1) = k!=(1) = rl('(l) esitli ginden

oDy [x" (1-x)"] =T V’*”é%%

=T (a+1)F(a+1-a,1X)

dir. Es. 4.4’ de bu songlik gbz 6nlne alinarak,

Pa(1—2x):F(a+1,—a,l;%(1—(1— zx))j 1<

F(a+1-a,1x)

) r(al+1) oDz [ (14

bulunur. Burada =1- 2x dénUumu yapilirsa

ey (5] (5]

1 . @
=mlq (1-1?)

elde edilir.

Ornek

ft)=t", 4120 ve g(t)=(1-t) olsun. Bu durumda

47
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= vk
dir. Burada
DF(1-1) = (r(;)k) (1)

"'kt/l — r (/1 +1) Ak
o F(A+v+k+1)

olup,

(a+K)F (v +K)

O P a0 = O S el ) @9

dir. Bs. 4.6, (A+v +1) ile garpilip boliinurse

r(A+1) tM(l_t)_giFr((0/+k)l'(|/+k)l‘()l+|/+1)( t jk

D" [ta (1—t)—ﬂ} ] a)l (v)r (A+v+k+1)k! (t-1

__ra+y t““(l—t)_”F(V,a,/]+v+1;Lj
r(A+v+1) t-1

elde edilir.
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5. g-JACOBI FONKSIYONLARI ve F-GAUSS FONKSIYONLARI

5.1. g- Jacobi fonksiyonlari

Klasik Jacobi polinomlari

PP = (2 (M)A 97 @+ X7 | @ @ 7 [ nOIN- - (5.1)

d"
dx’

seklindeki Rodrigues formdlu ile tanimlanir. Burade>-1, S>-1 dir [7]. Bu

bolumin amaci, € 5.1 Jacobi polinomlarina, s€ 3.3 Riemann-Liouville
operatoriinii  uygulayarak venJIN vyerine vOR yazarak bu poinomlari
gengletmektir.

Tanim5.1

g-Jacobi fonksiyonlari,

ROP(t)=(=2) T+ (-t @+t) D/ (t) (t)*] , v>C (5.2)

form0lu ile tanimlanir. Burada > -1, f>-1 ve ,D/, Es. 3.3 Riemann-Liouville

kesirli diferensiyel operatorudur [9].

Asagida klasik Jacobi polinomlarinin  6zelliklerinin  dogu olan g-Jacobi

fonksiyonlarinin bazi 6zellikleri verilmektedir.
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Teoremb5.1

g-Jacobi fonksiyonlari icin

R(a,ﬁ)(t)zz—vg(ztiJ(V +kﬂj(t_l)k (t+])|/—k 53)

dir [5]. Burada

m @A A (5.4
B) TA+p/)Ir+a-p)

gosterimi reel parametreli binom katsayilaridir.

Ispat

Es. 5.2’ de, . 3.20 Leibniz kurall uygulanirsg1¢+7)"™ nin [0,t] de butiin

turevleri surekli oldgundan)

Ry = L2 - (1) Z@{ ot (e oo+ (a0

k=0

elde edilir. Burada

(X+ y)a = i(ﬁj Xy (5.5)

genellatiriimi s binom teoreminden yararlanarak
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- v+a —(Vt+ta v+a-r V- vt+a-r

(R [ SRR
r=0

o (Vray), e TV +a—-r+1) ..,

'Z( j( Y rwrk-r+D)"

o\ I

yazilabilir. . 3.4, 5. 5.4 ve K. 5.5" den

o= T2 e A r(v+1) rv+p+1 vipr
g (t)_r(v+1)(1 N[y ;{I‘(k+1)l'(v—k+1)l'(v+,8—k+1)(t+1)

- rv+a+l) via-r TV +a—r+1) o,
xE -1 t
rr+Yrv+a-r +1)( ) Fryv+k-r+1

olup fonksiyonun sayani I (a +k +1) ile carpilip bolunirse

rv+pg+1) (t+1)|/—k rv+a+l
Fry-k+1y @+ k+1)

@B (=2 (11 S
R =27 (1) él‘(k+1)l‘(v+[>’—k+1)

N r(a+ k +1) a+k-r r
X t -1
;I‘(r+1)l'(a+k—r+1) ( )

= e LR o]

r=0

elde edilir.

Jacobi polinomlari igin iyi bilinen bir ¢ok 6zellikgenel durumda g-Jacobi
fonksiyonlari igcin de verilebilir. Ormgn Es. 5.3 kullanilarak g-Jacobi
fonksiyonlarinin kullargl farkh bir gosterimi elde edilir. Bunun icin daaagidaki

lemmayi verelim.
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Lemmab5.1 (Vandermonde konvolisyon formiil)] IR, SOIR, r JIN igin

IHEN o0

dir.
Ispat
(1+%)" = (1+ 3" (1+ %

cebirsel 6zdgigi ile Es. 5.5 binom teoremi kullanilarak parantez icindedamler
gengletildiginde ve X’ in kuvvetlerinin katsayilari karlastirildiginda istenilen

sonugc elde edilir. Gergekten,

olup buradan,

2 A)E)

esitli gi elde edilir. Bu da istenilendir.
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Teoremb.2

g- Jacobi fonksiyonlari igin

ReA (1) :(v:a) F(—v,v+a+[>’+l;a+1;1—;tj 15.
:[— 1 i(vJI’(l+v+a+,8+k)F(1+a+u)(t—1jk 59
A+v) k) TA+v+a+pB) TA+a+k) 2

dir [9]. BuradaF (a,b;c t), Es.5.13 Gauss hipergeometrik fonksiyonudur.

Ispat

t+1=(t-1)+ 2 seklinde yazilarak ve £ 5.5 binom teoreminden yararlanarak,

i lag A
g e e

e oo 2

g

elde edilir. 5. 5.4’ den

@p () = o (1) < Frv+a+l) v+p3 Fry-k+1)
g (t)—Z{( 2 j kZ::‘)F(V-k+1)F(a+k+1)( k jl’(r—k+1)’(/—r+1)}

& |(t-1\ T+v+a)(v+B 1
_20{( 2) I'(1+V-r);( k jr(1+a+k)|'(1+r—k)}
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bulunur. Buldgumuz sonudg (1+r +a) ile carpilip bélunurse,

P N ra+v+a) S(VEB|(rra
(t)= ;{( jr(1+v—r)l'(1+r+a)§( J(r—k}}

elde edilir.Icerideki sonlu toplamda Vandermonde konvoliisyomfdi ve E. 5.4

binom katsayilari kullanilirsa

P(gﬁ)() i (t lj F(1+|/+a) V+ﬁ+r+a'
Y s FA+v-r) Q+a+r) k

olup, aitli gin sg yani ' (1+v) ile carpilip bolunirse

P (¢ i rd+v+a) FA+v+a+pB+r) I'(l/+1)(t—1jr
Y STA+v-r)rA+a+r)FQ+v+a+BY (+r )r ¢+ 1\ 2

i F+1) r(1+|/+cr+,8+r)r(1+|/+a)(t—1)r
I‘(v+1) rr+r+tv-r) rtv+a+p) I Fa+r )\ 2

I'(1+v+a+,6’+r)I'(1+a+v)(t—1jr
Fr+v+a+p) r+a+r)

FW+D

bulunur. Son olarak,£5.4 | K. 2.2 ve k. 2.6’ dan

P”(aﬂ)( ) (v +1)rir II‘r((l/V—Jrrlzrl) rl(‘l(zz:f;f;)r)

M (a+1) I'(a+1+v)(1—tjr -1y
MNa+r+l) T(a+l)

_ Mrv+a+l) ir(—v+r)r(l+v+a+,[>’+r)
Frv+lr(a+)=z r(-v) Tr@Q+v+a+p)

M(a+1) ( j_l
M(a+r+]1) r!
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V+a -
=( jF(—V,1+v+a+[>’;a+1;uj
Vv 2
elde edilir.

Teoremb5.3 (Diferensiyel denklem)

g-Jacobi fonksiyonlari, ikinci mertebeden

(1_t2)(31_?+[/3_a_(”+'3+Z)t]%w(“aﬂ“])w0 (5.9)
veya
%{ (l_t)a+1(1+t)ﬁ+l y} +|/(|/ +a+ﬂ+ 1)(1_ t)a ( T+ t)ﬁ y= C (510)

seklindeki lineer homogen diferensiyel denkleminilaa[9].
Ispat

F (a,b; ¢ ¥ Gauss hipergeometrik fonksiyonu,

X(1-X) y'+[ c=(a+ br1) ¥ §- aby 0

Gauss diferensiyel denklemini gar. Buna gore, F(—V,V+a+,8+1;1+a;x)

hipergeometrik fonksiyonu da

+la+1-(a+p+ 2)x]%(’+v(v+a+ﬂ+])yzc (5.11)
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denklemini sglar. Gergekten,

x(1- x)3—3+[a+1—(a+,8+ 2) x]%:+v(v+a+,8+]) y=C

denkleminden, parametreler arasinda

a+l=c

a+f+2=a+b+1

v(v+a+pB+1)=-ab

bagintisi vardir. Buradan

a=-v
b=v+a+p+1

c=a+l
olup, denkleme karik gelen ¢6zim

y()=AF(abcN+ BX* K a el b ¢L2- )
=AF(-v,v+a+B+La+Lx)+ BX* F(-~v-a-1v+ B+ Lta ;¥
seklinde bulunur. BoyleceF (-v,v+a+B+L1+a;x) nin E. 5.11 denkleminin
- : - e 1-t v+a) .
c6zumlerinden biri oldgu goraldr. Buradax:T alinip ( j ile carpilirsa
v

Es. 5.7 ile verilenP“?(t) elde edilir. O halde £ 5.11’ de le—;t dénimu

yapildginda, turevler

dy _ dy dt:_ziy

dx  dt dx dt
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2 ,
d fzﬁ(ﬂfj:_di_z_dﬁ:—z_dﬁ—dﬂ: LR
dx* dxi dx) d d dx d dt

olup, bunlarin & 5.11 denkleminde yerine yazilmasiyla

e o (A

2

(1_t2)((jjt3/+[’8_a_(a+ﬂ+ 2)t]%+v(v+a+[,’+])y: 0

denklemi elde edilir ki boyleceP”(t), Es. 5.9 denklemini sgar. Bu denklem

(1-t)° (1+t)ﬂ ile carpildginda E. 5.10seklinde yazilabilir [10].

Teoremb.4

g-Jacobi fonksiyonlarisagidaki 6zellikleri sglar [9]:

() lim 7)) = B9

@) R0 =(-1) B,
(iii) R(a,ﬁ) @)= (I/ + aj ;
v

(iv) R (-1)= (-1’ (”;ﬁ j;

d a 1 a+1,8+
() RO = (v +a+ BRI



Ispat

() Es. 5.7 formulinden,

V+a
lim P“’ﬂ’(t)—llm( JF( vV+a+B+L1+a
v

V-n

|_\
N

%

:(n+ajF(—n n+a+p+L1+a —j= @A) (t)

n
dir.

(i) Es. 5.3 formultnden,

e i () (g CLEE

k=0

S0 g N G RICS |

k=0

= (_1)" R}(ﬂﬂ) (t)
dir.

(iii) Es. 5.3 formulinden,

@A) (1) = 2 Z(V-'-O,J[V-Fkﬂj(t_l)k(t+])v_k

= (e L e

k=1

olup,

Pv(a,,e) Q=2" (V +0’J > :[V +aJ
% %
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(iv) Burada (ii) ve (iii) den yararlanarak
Re1)= (-1 R Q)

(- 1)V(v:,8j
dir.

(v) Es.5.8den

ip(avﬁ)(t)zﬂ 1 i VIFQ+v+a+ [+ k)r(1+a+v)(t_1jk
dt ” dt r(1+V)k=0 k r(1+|/+0'+ﬁ) F(l+a+k)

Z“’:( jr(1+v+a+,[>’+k)l'(1+a+|/)d( jk

r(1+v = Fr+v+a+p) I'+a+k)dt

_ 1 ivr(1+v+a+ﬂ+k)r(1+a+v)5(t—1jk‘l
rA+v)ig\k) r@+v+a+p) r+a+k)20 2

ifadesinde k — k+1 alinirsa

d

k=0

r+v+a+pB) T (Q+ta+k+l) 2

olup, sitli gin sg yanini (v +a+ B+1) ile carpip bélersek

ia(a,ﬁ)(t)_ i Vr(l/) r(2+V+O’+,8+k)
dt VIW)ET(k+2Qr v -K) T(2+v+a+p)
X(1+V+a+,[>’)r(1+a+v)(k+1j(t—1)"
Fr2+a+k) 2 2

;(V+a+,8+l)ii(v 1jr(2+V+a+,[>’+k) I_(1"‘67'*‘1/)('[ lj

r r2+v+a+p) I (2+a+k)

P@A)(t) = i( jr(1+V+a+ﬂ+k+1) F+a+v) k+J(t— 1]"
dt F(1+v) k+1 2
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= (vra+pr)REM I

dir.

Eger v bir dasal say! olursa g-Jacobi fonksiyonlari, klasik Jacpblinomlarina
indirgenir ve onlarin 0zellikleri dgsmeden kalir. Bu yuzdengu sekilde
sonuclandirabiliriz ki g-Jacobi fonksiyonlari, klasJacobi polinomlarinin bir
genklemesidir.

5.2. F-Gauss fonksiyonlari

X(1-X) y'+[ c=(a+ br1) ¥ §- aby 0 (5.12)

Gauss hipergeometrik diferensiyel denkleminin bBzignu

F(abc x)zé%% . k<1 (5.13)

Gauss hipergeometrik fonksiyonudur[12,13].

Bu kisimdaki amacg € 5.12 diferensiyel denklemini kesirli basataagengleterek
Es. 5.13' U genellemek veF Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bir
genellemesinin &€ 5.12’ in bir ¢6zimu oldgunu gostermektir.

Tanim5.2

Kesirli Gauss veya F-Gauss hipergeometrik denklemi,

Gy=t'(1-t') y*) +[ c~(a+ br1) ¥ | §’ - aby 0 (5.14)



lineer homogen kesirli diferensiyel denklemi getmlanir. Burada

y¥ =D , O<us<1

dir [9].
Teoremb.5
co k g(p)
t) =y, t° AT , O<vs<1l
y(t) = ¥, g} ()

serisi, k. 5.14 denkleminin bir ¢dzumudur. Burada

_ Ml+p+kv) ra+p+k)
WO = o (k-2 T @ o+ (k- Jv)

_ T@+prky) ra+p+iv)
g.(p) = F(1+,0+(k—2)l/)+( + b+ )I'(1+,0+(k‘])'/)+ ak
ve p>-1igin
fo(0) = ra+p) . r+p)

rl+p-2v) T+p-v)
denklemi sglanir [9].
Ispat

Es. 5.14’ Gn bir ¢6zUmu
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(5.15)

(516

(5.17)

(5.18)



y(O) =ty gt =y p>-1 (5.19)
k=0 k=0

formunda olsun. BuradasE3.4’ den yararlanarak

v c r(1+ 10 + kV) +ky-v
D P
v = Zykl‘(1+p+kv v)

2v . I_(1+p+kv) F(1+p+v(k—l)) o+kv—-2v
D™y = Zyk ra+p+(k-9Jv)r@+p+(k-2v )t

olup bunlar k. 5.14 denkleminde yerlerine yazilip diizenlenirse

S r(1+ p+ kl/) +(k-1)v - r (1+ p + kV) +kv
t° - t
éy ra+p+(k-2)v) 2. M@+ p+(k-2v)
S FA+p+kv) ey r1+p+kv)
C —-(a+ b+l
éy ra+p+(k-1v) ( )é X @+ p+(k-Jv)

Gy(Y)

+

elde edilir. Toplam terimler yeniden diizenlenirse

- S 1+ p+kv) rd+p+kv) +(k-1)v
ey(f)=2, M({F(1+p+(k—2)v)+ CI'(1+,o+(k—])|/)} t

k=0

=0

S r1+p+kv) rA+p+k) o
z l:l_(l+p+(k 2)v)+(a+ b+1) F(1+,o+(k—])|/)Jr a% t

=Y, fo (:0) 7 + Z[ Yierr Ferr™ Wi gk] i
k=0

olur. Burada f, ve g, sirasiyla, & 5.16 ve k. 5.17" dekisekildedir. y,Z0

ta+kv _

ati y f+k|/

k=0

oldugunda y, f,(©) =0 olmasi icin; p, Es. 5.18' i sa@layacaksekilde segilmek

zorundadir. Boylece
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Yin =% Yo = !j% Yo
icin goralur ki,

Gy(t) =0

dir.

Kesirli Gauss hipergeometrik fonksiyonunun ismiogdilamak icin, k. 5.15 ve k.

5.13 klasik hipergeometrik serileri arasindakgkilyi goérelim.v =1 olsun. k. 5.18’

den

r(1+p) +Cr(1+p)
r(p-1 ~ T()

sglanir. Ayrica k. 2.2’ den

pro) . Pr _,
(p-2)T(p-2) T(p)

plp-1)(p-2)(p-9!

(,0—2)(,0—3)! +cp=0
p(p-1)+cp=0
p(p-1+c)=0
olup,

p=0veyap=1-c



64

dir. B. 5.15 dev=1, p=0 ve y,=1 alinirsa, §. 5.13 elde edilir. Boylece
asagidaki tanim yazilabilir.

Tanim5.3

Kesirli Gauss veya F- Gauss hipergeometrik fonkdeo

olarak tanimlanir. Burad#(t), y, =1 i¢cin Teorem5.5’ deki gibi tanimlanir [9].

Sonug 5.1

Es. 2.6 Gauss hipergeometrik fonksiyonus. E5.20 F-Gauss hipergeometrik

fonksiyonunun bir 6zel durumudur.
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6. KESIRLi BASAMAKTAN LAGUERRE FONKS IYONLARI VE KUMMER
FONKSIYONLARI

6.1. Laguerre Fonksiyonlari

Klasik Laguerre polinomlari

L) (%) = % X7 & 37"[ X 6] 6.1)

seklindeki Rodrigues formdla ile tanimlanir. Buradal IN, ve a > -1 dir [7]. Bu

kisimda, k. 6.1 e Riemann-Liouville operatori uygulanarak.aguerre
fonksiyonlari olarak bilinen fonksiyonlar tanitidir[7,12].

Tanim6.1
Laguerre fonksiyonu

1

L) (t) = oD ere D[ e't] (6.2)

formuld ile tanimlanir. Burada > -1 ve n—1<v <n (nO IN) dir [21].

Teorem6.1

a>-1,n0IN ven-1<v <n igin, Laguerre fonksiyonlari

g o[V Fa) ()
L (t)—;(v_kj 63)

serisi ile acik olarak verilir [21]
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Ispat

e, [O,t] aralginda surekli ve diferensiyellenebilir olgundan, k. 3.20 Leibniz

kuralinin B. 6.2’ deki kesirli tireve uygulanmasiyla,

o= Sl e

k=0

(v+a)

gk
V+a-v+Kk)

S g e

k=0

bulunur. Reel parametreli binom katsayilarinin

a) rd+a)
B) T+B)r (1+a-p)

seklindeki ifadesinden [6]

L7 () = g(‘l)k (v _(:)T(Z)i K)! %

oW -k ) Kkl
elde edilir. Bu da ispati tamamlar.
Es. 6.3 kullanilarak Laguerre fonksiyonlarinin kuligi ifadeleri elde edilebilir.
Teorem6.2

Egera>-1, n0IN ven-1<v <n ise Laguerre fonksiyonlari
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L@ (t) :(V;aJlFl(—v;a+l;t) 6.4)

olarak ifade edilebilir. BuradaF, , E. 2.10' da verilen Kummer fonksiyonudur

[10].
Ispat

Es. 6.3' U v!a! ile carpip bélersek

. viat (=)'
L (t) = g V'a" (V—k)!(a""k)! K

_(v+a i‘, v(v-1)...(v-k+3)(v-k)a! (—t)k
v )J&ZW-K)l(a+k)(a+k-1)...(a+2)(a+Da! K
(-

_(v+a&(v) (-v+1).. (—v+k—l)£
% kZ (a +1)(a'+2) (a+k) k!

_(vra& (- )
v )&(av)
= V;a F(-via+1t)

elde edilir.

Teorem6.1 ve Teorem6.2 birlikte, Kummer fonksiyomurbazi 6zellikleri [10],
Laguerre fonksiyonlari icin daha da ilging 6zekiklverir. Kummer fonksiyonunun

diferensiyel kurali gagidaki gibi elde edilebilir.
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d Z
D.F(ac z):d—kz;)i—)—l4
:i(a) Zk 1

(C)k+1
 a(a+l), z¢
o c(c+1), Kk

z (a+1)k

Tc im0 (C+1), k|
-2 F(a+Lc+12)

C

Es. 6.3, k. 6.4 ve Kummer fonksiyonunun diferensiyel kur&lllanilarak

asagidaki teorem kolaylikla ispatlanabilir.
Teorem6.3

Her nOOIN ve n-1<v <n icin Laguerre fonksiyonlarisagidaki 6zellikleri sglar

[9]:

(i) lim L”(0) = L (1)
(i L&”’(O):(”;aj ;
(i) L =L""0-530) ;

(iv) Z (@) =L@ - L9 () + L7 (1)
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(v) Eger a >1 ise
Z L2 (1) = L2 (1) - L% (1)

(vi) — L;”(t) - =t v - (v + )L |

Bir 6nceki bolimden, Jacobi fonksiyonlarinin higswmetrik fonksiyonlar cinsinden
ifadesi [9]

V+a
Pv(”ﬁ’(t)=( jF( Vv+a+,8+1a+11—2tj
v

seklindeydi. Ayrica

lim F(a. 8,y 57t) =

olup, bu sonuctan da yararlanilarglg@daki teorem verilebilir.

Teorem6.4

Laguerre ve Jacobi fonksiyonlari arasindakkili
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@(t) = lim P"? (1-2471
L (1) =lim R (1-257)
seklindedir [21].
Ispat

- a, o) | VTA NS (_V)k(V+a+IB+1)k t*
L!TOPV( 7125 t)-/l;[rl( v jz (a+1), k! B~

k=0

(s (v) ¢ (v+a+pe),

Zlary) ki F
(v

vta\& )k tk (v+a+,8+1) (v+a+B+kK)
1 Ewaam

k=0

=L7(1)
dir.
6.2. Genellgtiriimi s Kummer fonksiyonu
xy' +[c- ¥ y- ay=0 (6.5)

Kummer diferensiyel denkleminin bir ¢6zimi olan Kuaer fonksiyonu
(6.6)

seklinde ifade edilir.

Bu kisimdaki amag¢ € 6.5 diferensiyel denklemini kesirli basagaagengleterek
Es. 6.6’ U genellemek veF Kummer fonksiyonunun bir genellemesinig. B.5’

nin bir c6zimu oldgunu gostermektir.
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Tanim6.2

Kesirli Kummer diferensiyel denklemi,
t“D¥#y(t)+[ c-t | DYY-ay=0 , O<pusl .

lineer homogen kesirli diferensiyel denklemi ilent@alanir [21]. Bu denklem

¢cozuldigiinde Kummer fonksiyonu kesirli olarak gengtielebilir.

Tanim6.3

Genellgtirilmi s Kummer fonksiyonu

tpzoo:klg )
(act)=y,
° k=0 = J+l(p)

L O<u<1 (6.8)

olarak tanimlanir. Burada

MNi1+p+k Mi+p+k
P A St NN CALD)

6.9
I'(1+p+(k—2),u) I'(1+p+(k—])/,1) (69)
_ {1+ p+ky)
9 ()= r(1+p+(k-1)p) e (6.10)
ve p>-1 igin
£,(p)= rii+p) . ri+p) 6.11)

r(1+p0-2u) I'(1+p—,u)_

denklemi sglanir [21].
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72

Genellgtiriimis Kummer fonksiyonu {’Fl(a;c;t), Es. 6.7 denkleminin bir

¢cb6zUmudar [21].
Ispat

Es. 6.7’ nin bir ¢cozimd
y(B) =Yyt =y . p>-1
k=0 k=0

seklinde olsun. BuradasE3.9’ dan yararlanarak

N (1+10+ k,l,l) +kpu-
D,U t t'o H—H
Y zo M (1+p+ku-p)

r(1+p+ky) T (1+ p+u(k —1)) corku-2u

D2“y(t) = zyk (1_,_'0_,_#(1( 1)) (1+p+,u(k—2))

olup bunlar k. 6.7 denkleminde yerine yazilirsa

Gy(t)=t DZ”y+[c— t“} D' y- ay

i 1+p+k,u) poHkDu CZM( ( 1+,0+k,u) r(k-Du

(1+p+(k 2),u) 1+ p+(k ])/,1)

N (1+10+ k:u) +o+ku +K,
- L —a tp H
kzykr(1+p+(k—1)u) gyk

dir. Toplamlardaki terimler yeniden dizenlenirse

(6.12)
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o r (1+p+ k/J) r (1+p+ k/J) +(k-1)
Gy(t) = +C e
M= 2 P o (k-2 ) " (1 o (k- 9)

)
M (1+p+kpy)
= | (1 p+(k-2)4)

+ a} tPrH

= Yo fo (O + D" [ Vewr fewr™ Y G £
k=0

elde edilir. Buradaf, ve g, sirasiyla, & 6.9 ve k. 6.10" deki gibidiry, #0
oldugunda vy, f,(0) =0 olmasi i¢in; p, Es. 6.11' i s&layacaksekilde secilmek

zorundadir. Boylece

— O — X gi
Yo =% %= |7 ¥
k+1 k D 0

fk+1
icin goralur ki
Gy(t) =0

dir. Genellgtiriimi s Kummer fonksiyonu ismini dgulamak adina

a5t

k=0 (C)k k

k

!

seklindeki Kummer fonksiyonunun, s 6.8 kesirli Kummer fonksiyonunun 6zel
durumu oldgunu gorebiliriz [9]. Gercekten,sE6.8’ de, =1 alindginda
'F(act)=, R(ac

dir.
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Sonug olarak, £ 6.8 genellgtiriimis Kummer fonksiyonu daha onceki bélimde
tanimlanan F-Gauss hipergeometrik fonksiyonu ildddihdir. Gergekten,

e ) o e (@) (B [t
im (o) =tm SO )

dir.
6.3. Genellstirilmi s Laguerre Fonksiyonu

Bu kisimda, & 6.3 Laguerre fonksiyonunu genatiemek icin yukaridaki benzer
yollar takip edilecektir.

Tanim6.4

Kesirli Laguerre diferensiyel denklemi
D y(t) +[ @ +1-t |D*y(t)-vy=0 , 0<pu<1 (6.13)

lineer homogen kesirli denklemi ile tanimlanir [21]
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Tanim6.5

Genellgtirilmis Laguerre fonksiyonlari

0=y -2

, O<u<il (6.14)
k=0 |= f]+1(10)

olarak tanimlanir [21]. Burada

Lo T(1+p+ku) (1+p+ku)
h(p)= I'(1+p+p(k—g),u) #(a+1) F(1+p-+p(k—ﬁ)u)

e TArprky)

%(0)= r(1+p+(k-1) )

ve p>-1icin

Lo T(1+)p) r(1+p)
f = - F)

o (P) r(1+p-2u) (a+1) (1+ p-p)

denklemi salanir.

Teorem6.6

“L9(t) genellatiriimis Laguerre fonksiyonu § 6.13 denkleminin bir ¢6zimudir

[21].



76

Ispat

Ispat, Teorem6.5’ e benzer biekilde yapilabilir. Teorem6.5’ den{’Fl(a; C t),

Es. 6.7’ nin bir ¢cozimuaduar. £ 6.7 dec=a+1, a=-v yazilirsa K. 6.13 elde
edilir. Teorem6.6’ dan

v+a

“L‘V")(t)z( j “E(-v;a +1;t)

v

dir. Buraday =1 alinirsa Laguerre fonksiyonu elde edilir. Yani,
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