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ÖZET 

 

Bu çalışmada, bazı ortogonal polinomlar için genişletilmiş lineer doğurucu 

fonksiyonlar incelenmiştir. Tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde 

önbilgiler ve diğer bölümlerde kullanılacak olan bazı tanımlar, lemmalar ve 

teoremler verilmiştir. İkinci bölümde bazı ortogonal polinomların lineer 

doğurucu fonksiyonlarına değinilmiştir. Üçüncü bölümde, ikinci bölümde 

verilen ortogonal polinomlar için genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonlar 

verilmiştir. Son bölüm ise genişletilmiş Jacobi polinomlarının Rodrigues 

formülü, diferensiyel denklemi, ortogonalliği, normu ve bu polinomlar için 

genişletilmiş lineer bir doğurucu fonksiyonu içermektedir.   
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler ve kısaltmalar açıklamaları ile birlikte 

aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler    Açıklama 

 

( , ; ; )F xα β γ     Hipergeometrik fonksiyon 

( ) ( ),
nP xα β                                             Jacobi polinomu 

                               Genişletilmiş Jacobi polinomu 

 Gegenbauer polinomu 

( )( )xLn
α                 Laguerre polinomu 

)(xTn                                                  Birinci çeşit Tchebycheff polinomu 

)(xUn                                                 İkinci  çeşit Tchebycheff polinomu 

)(n
CF                                                    Lauricella fonksiyonu 

( )rα      Pochhammer sembolü 

( )xΓ      Gamma fonksiyonu

)(xCn
λ

),,;(),( cbaxFn
βα
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1. GİRİŞ 

 

Doğurucu fonksiyonlar uygulamalı matematikte oldukça önemli bir yer tutmaktadır. 

Doğurucu fonksiyonların bulunmasında, seri açılımı metodu, Weisner metodu, 

Truesdell metodu gibi metodlar 1945 ile 1970 yılları arasında geliştirilen 

metodlardır. Yine bu yıllarda Rainville polinomların farklı doğurucu fonksiyonlarını 

bulabilmek için bazı toplama teknikleri geliştirmiştir. Bunlar genelde tek değişkenli 

polinomlar için verilen lineer doğurucu fonksiyonlardır. 1970 lerden sonra Srivastava 

önceki çalışmaları daha da genelleyerek, polinomların genişletilmiş lineer doğurucu 

fonksiyonlarını elde etmiştir. Son yıllarda da yapılan tüm bu çalışmalar, bazı çok 

değişkenli polinomlara da uygulanmıştır. 

 

Bu çalışmada, kullanılacak temel kavram ve teoremler verildikten sonra klasik 

ortogonal polinomlardan olan  Jacobi polinomu ve bu polinomlarla ilişkili bazı 

ortogonal polinomlar için doğurucu fonksiyon bağıntıları verilmiştir. Daha sonra bu 

polinomların genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonlarını bulmak için bir yöntem 

tanıtılmış ve uygulanmıştır. Son kısımda ise Jacobi polinomlarının daha geneli olan 

genişletilmiş Jacobi polinomlarının doğurucu fonksiyonu, Rodrigues formülü, 

diferensiyel denklemi, ortogonalliği, normu ve genişletilmiş lineer bir doğurucu 

fonksiyonu verilmiştir. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 
 
 
2.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar ve Pochhammer Sembolü 
 

γβα ,,  reel ya da kompleks sabitler olmak üzere 

( ) ( )
( ) ...

1
111 2 +

+
++

++ xx
γγ

ββαα
γ
αβ                                                                      (2.1) 

olarak ifade edilen seri  

...1 2 +++ xx  

geometrik serisinin bir genelleştirilmesi olduğundan hipergeometrik seri adını alır ve                         

( ) ( ) ( ) ( )
( )

n

n n

nn z
nc
ba

zcbaFzcbaF ∑
∞

=

==
0

12 !
;;,;;,                                                           (2.2)   

şeklinde yazılır. Burada ( )nα  Pochhammer sembolü olup, α   reel ya da kompleks 

bir sayı, n  sıfır ya da pozitif bir tamsayı olmak üzere  

( ) ( )( ) ( ) 1,1...21 ≥−+++= nnn ααααα
                                (2.3) 

( ) 0,10 ≠= αα  

olarak tanımlanır.  

( )zcbaFy ;;,=  hipergeometrik fonksiyonunun sağladığı ikinci basamaktan 

diferensiyel denklem 

( )[ ] 01)1( ''' =−++−+− abyyzbacyzz  

şeklinde olup, Gauss denklemi olarak adlandırılır. 

 



 3

Hipergeometrik fonksiyonlar   

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

;

;,
);;,( 1212

c
z

ba
FzcbaF  

şeklinde de gösterilir. Bu fonksiyonların genel hali    

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n

n nqnn

npnn
qpqp z

nccc
aaa

zcccaaaF ∑
∞

=

==
0 21

21
2121 !...

...
;,...,,;,...,,  

şeklindedir. 

İki değişkenli Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar,  

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

= +

+=Φ
0,

1 !!
;;;,

nm

nm

nm

mnm

n
y

m
xyx

γ
βα

γβα                 (2.4)

   

;, ∞<∞< yx  

 

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

= +

=Φ
0,

'
'

2 !!
;;;,

nm

nm

nm

nm

n
y

m
xyx

γ
ββ

γββ                                                               (2.5) 

 

;, ∞<∞< yx  

olarak tanımlanırlar.  
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İki değişkenli Appell fonksiyonları da,   

[ ] ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

!
;;,

!!
)(

,;;,,

'
12

0

0,

'
'

1

m
xymcbmaF

c
ba

n
y

m
x

c
bba

yxcbbaF

m

m m

mm

nm

nm nm

nmnm

++=

=

∑

∑

∞

=

∞

= +

+

                       (2.6) 

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

!
;;,

!!
)(

,;;;,,

''
12

0

0,
'

'
''

2

m
xycbmaF

c
ba

n
y

m
x

cc
bba

yxccbbaF

m

m m

mm

nm

nm nm

nmnm

+=

=

∑

∑

∞

=

∞

=

+

            (2.7) 

 

[ ] ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

!
;;,

!!
)(

,;;,,,

''
12

0

0,

''
''

3

m
xymcbaF

c
ba

n
y

m
x

c
bbaa

yxcbbaaF

m

m m

mm

nm

nm nm

nmnm

+=

=

∑

∑

∞

=

∞

= +

            (2.8) 

 

[ ] ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

!
;;,

!!
,;;;,

'
12

0

0,
'

'
4

m
xycmbmaF

c
ba

n
y

m
x

cc
ba

yxccbaF

m

m m

mm

nm

nm nm

nmnm

++=

=

∑

∑

∞

=

∞

=

++

                                   (2.9) 
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2.2. Doğurucu Fonksiyon 

 

İki değişkenli bir ),( txF fonksiyonu t  nin kuvvetleri cinsinden                

( ) ( )∑
∞

=

=
0

,
n

n
nn txfctxF  

şeklinde bir seriye açılabiliyorsa ),( txF  fonksiyonuna ( ){ }xfn  fonksiyonlar 

cümlesinin doğurucu fonksiyonu denir. Bu bağıntıda nc  ler x  ve t  den bağımsız n  

nin bir fonksiyonu olup değişik parametreler içerebilir. 

 

2.3. Bilineer Doğurucu Fonksiyon 

Eğer ),,( tyxG  üç değişkenli fonksiyonu t  nin kuvvetlerine göre  

( ) ( ) ( )∑
∞

=

=
0

,,
n

n
nnn tyfxfhtyxG              

formunda bir seriye açılabiliyorsa ( )tyxG ,,  fonksiyonuna bilineer doğurucu 

fonksiyon denir. Burada nh  ler n  ye bağlı olup x , y ve t  den bağımsızdır. 

2.4. Bilateral Doğurucu Fonksiyon 

Eğer  ),,( tyxH  üç değişkenli fonksiyonu t  nin kuvvetlerine göre  

( ) ( ) ( )∑
∞

=

=
0

,,
n

n
nnn tygxfdtyxH               

formunda bir seriye açılabiliyorsa ( )tyxH ,,  fonksiyonuna bilateral doğurucu 

fonksiyon denir. Burada nd  ler n  ye bağlı olup x , y  ve t  den bağımsızdır. 
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2.5.  Temel Bazı Lemmalar  

 

Lemma 1. 

( ) ( )∑∑∑∑
=

∞

=

∞

=

∞

=

−=
n

knkn
kknAknAa

0000
,,)

  

( ) ( )∑∑∑∑
∞

=

∞

==

∞

=

+=
0000

,,)
kn

n

kn
kknAknAb

  

Lemma 2. 

( ) ( )∑ ∑∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

≤++

=

+++=
0 0,...,

111
0

...

0,...,
1

1

11

1

...;,...,;,...,
n kk

rrr
n

nkmkm

kk
r

r

rr

r

kmkmnkknkk φφ
   

dir.            

Lemma 3.            

n  ve k  doğal sayı, c  reel ya da kompleks bir sayı olmak üzere; 

( )
( ) ( )k

n

kn nc
c
c

+=+                

dir. 

Lemma 4.  

n  ve k doğal sayı olmak üzere; 

( )
( )
( )k

kn
kn

n
1!

!
−

−
=

−
               

dır.      

 

 

Lemma 5.  
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n  ve k doğal sayılar olmak üzere; 

( )
( ) ( )nk

k
kn 12
!2

!2
+=

+                   

dır. 

Lemma 6.  

n  doğal sayı, c reel ya da kompleks bir sayı olmak üzere 

( ) ( )
!

1
n

c
n
c n

n−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
           

dir. 

Lemma 7.  

n  ve k doğal sayılar olmak üzere, 

( )
( ) ( ) ( ) ( )k

k
k nn

kn
kn

−−+=
−
+ 11

!
!                

dır. 

 

Teorem 2.1  

1<z  ve  1
1

<
−
−

z
z     olmak üzere 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−−= −

z
zcbcaFzzcbaF a

1
;;,1;;, 1212  

dir. 
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İspat: 

İspatlanacak  eşitliğin sağ tarafı, hipergeometrik fonksiyonun tanımı gereğince, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )∑

∞

=

−−

−
−−

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−−
0

12 1
1

!
1

1
;;,1

k
k

kk

k

kkaa

z
z

kc
bca

z
z
zcbcaFz  

              
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑
∞

=

−−−
−−

=
0

1
!

1
k

akk

k

kk
k

zz
ck

bca
    

şeklinde yazılır. ( ) akz −−−1  ifadesi binom açılımı şeklinde açılır ve Lemma 6 

uygulanırsa 

( ) ( )∑
∞

=

−− −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=−

0
11

n

nnak z
n

ak
z    

( ) ( ) ( )nn

n

n
n z

n
ka

1
!

1
0

−
−+

= ∑
∞

=

               

olup, buna göre  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
!!

1
1

;;,1
0,

12 n
zkaz

ck
bca

z
zcbcaFz

n
n

k

kn k

kk
k

a +−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−− ∑
∞

=

−  

bulunur. Burada Lemma 3 uygulanarak   

( ) ( ) ( )
( ) ( )k

nk

n k k

kn
k

a bcz
cnk
a

z
zcbcaFz −

−
=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−− +
∞

=

∞

=

+− ∑∑
0 0

12 !!
1

1
;;,1  

elde edilir. Son eşitlikte önce Lemma 1.a sonra da Lemma 4 kullanılırsa, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )k

n

n

n

k k

n
k

a bcz
cknk

a
z
zcbcaFz −

−
−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−− ∑∑
∞

= =

−

0 0
12 !!

1
1

;;,1  
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( ) ( )
( )

( ) nn

n

n

k k

kk z
n
a

ck
bcn

!!0 0
∑ ∑
∞

= =
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=    

 
( )( )∑

∞

=

−−
=

0 !
1;;,

n

nn z
n

acbcnF
    

bulunur.   

( ) ( )
( )n

nnF
β
αβ

βα
−

=− 1;;,  

olarak bilinen Vandermonde formülünden,  

( ) ( ) ( )
( )∑

∞

=

− =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−−
0

12 !1
;;,1

n

n

n

nna z
nc
ab

z
zcbcaFz  

     ( )zcbaF ;;,12=  

elde edilir. Bu da ispatı tamamlar. 
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3. BAZI ORTOGONAL POLİNOMLARIN DOĞURUCU FONKSİYONLARI 

 

3.1. Doğurucu fonksiyon bulmak için bir teknik  

( ) ( )∑
=

=
n

ok
n xnkxf ;,φ  şeklinde tanımlanan ( ){ }∞=0nn xf  fonksiyonunun xn ,λ  ve t  den 

bağımsız sabit bir katsayı olmak üzere,       

( ) ( )∑
∞

=

=
on

n
nn txftxF λ,                   (3.1) 

şeklindeki doğurucu fonksiyonunu bulmak için, ( ) ( )∑
=

=
n

ok
n xnkxf ;,φ  ifadesi Eş. 3.1 

de yerine yazılarak 

 ( ) ( ) n

on

n

ok
n txnktxF ∑ ∑

∞

= = ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ;,, φλ               

eşitliği elde edilir. Daha sonra eşitliğin sağ tarafında Lemma 1.b uygulanırsa 

( ) ( ) k

ok on

n
kn ttxknktxF ∑ ∑

∞

=

∞

=
+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+= ;,, φλ                  

bulunur. Bu teknik bazı polinomların doğurucu fonksiyonlarını bulmak için kolaylık 

sağlayacaktır. 

3.2. Jacobi Polinomlarının Doğurucu Fonksiyonları 

 

3.2.1. Jacobi polinomları 

 

n  sıfır ya da doğal bir sayı olmak üzere n -yinci dereceden Jacobi polinomları, 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++++−
+

=
2

1;1;1,
!

1
)( 12

),( xnnF
n

xP n
n αβα

αβα                   (3.2) 

şeklinde ifade edilebilmektedir. Teorem 1.1 in Eş. 3.2 ye uygulanmasıyla,  
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( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
1
1;1;,

2
1

!
1

)( 12
),(

x
xnnFx

n
xP

n
n

n αβ
αβα              (3.3) 

bulunur. nk >  için ( ) 0=− kn olması nedeniyle Eş. 3.2 ifadesi, sonlu bir seri 

formunda, 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

kn

k k

k
k

kn
n

x
nk

nn
xP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+++−−+

= ∑
= 2

1
1!!

111
)(

0

),(

α
βααβα    

           

şeklinde yazılabilir. Burada, Lemma 3 ve Lemma 4 uygulanırsa,  

( ) ( )
( ) ( )

kn

k nk

knn
n

x
knk

xP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++−
+++

= ∑
=

+

2
1

)1(1!!
11

)(
0

),(

βαα
βααβα          

olur. Aynı şekilde, Eş. 3.3 de sonlu bir seri formunda yazılırsa,  

( ) ( ) ( )
( )

nkn

k k

kkn
n

x
x
x

nk
nn

xP ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+
−−−+

= ∑
= 2

1
1
1

1!!
1

)(
0

),(

α
βαβα           

olur. Lemma 3 ve Lemma 4 den, 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

knkn

k knk

kn
n

xx
knk

xP
−

= −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

++−
++

= ∑ 2
1

2
1

11!!
11

)(
0

),(

βα
βαβα  

olarak yazılır. 

3.2.2. Jacobi polinomlarının doğurucu fonksiyonları 

 

Kısım 3.1 de verilen tekniğin bir uygulaması olarak Jacobi polinomları için verilen 

( )
( )

( ) nnn
n

n n

n txPS )(,

0

−−
∞

=
∑≡ βα

µ
λ

                   
(3.4) 

toplamı göz önüne alınsın. 
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Burada λβα ,,  ve µ ,  n den bağımsız parametrelerdir. ( ) )(, xP nn
n

−− βα  Jacobi 

polinomu  Eş. 3.3 yardımıyla,  

( ) ( ) kn

k

kkn
n

n

n
nn

n

x
x

kkn
x

x
xnnFx

n
xP

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
−−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

+−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∑
=

−

−−

1
1

!)!(
)(

2
11

1
1;1;,,

2
1)(

0

12
),(

βα

αβ
αβα

              

şeklinde olup, Eş. 3.4 de yerine yazılırsa,  

( )
( )

( )
( ) !

)1(
2
1

!

)1(
2
1

)()(

1
1)1(

2
1

!)!(
)()(

0,

0 0

k

tx

n

tx

x
xtx

kkn
S

kn

kn kn

knkn

n

n

k

kn

n

kknn

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−

−−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−

−
−−

=

∑

∑∑

∞

= +

+

∞

= =

−

µ
βαλ

µ
βαλ

     

olur. Burada Lemma 1.b den yararlanılmıştır. Bu son ifade, Eş. 2.6 dan 1F   iki 

değişkenli Appell hipergeometrik fonksiyonu cinsinden yazılırsa, 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+−−−=−−

∞

=
∑ txtxFtxP nnn

n
n n

n 1
2
1,1

2
1;;,,)( 1

,

0
µβαλ

µ
λ βα             (3.5) 

doğurucu fonksiyonu elde edilir. Burada, 

                                  

  

dır.  µλ =  için, Eş. 3.5 doğurucu fonksiyon bağıntısı, Jacobi polinomları için iyi 

bilinen, 

( )∑
∞

=

−−

0

, )(
n

nnn
n txP βα =

βα

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++ txtx )1(

2
11)1(

2
11  

şeklindeki doğurucu fonksiyon bağıntısını verir. Eş. 3.5 in başka bir özel durumu da 

βαµ −−=  için verilebilir. Bunun için, 

{ }1,1max
2

+−
<

xx
t
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+−=+ −

y
yxbbbaFyyxbbbbaF a

1
;;,)1(,;;,, '

12
''

1                           

şeklindeki hipergeometrik indirgeme formülü  kullanılırsa, 

( )
( )

( )

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
−−−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+=
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−
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∞

=
∑
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tFtx

txP nnn
n

n n

n

)1(
2
11

;,,)1(
2
11

)(

12

,

0

βααλ

βα
λ

λ

βα

            (3.6)       

veya buna denk olan  

( )
( )

( )

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++
−−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++=

−−

−

−−
∞

=
∑

tx

tFtx

txP nnn
n

n n

n

)1(
2
11

;,,)1(
2
11

)(

12

,

0

βαβλ

βα
λ

λ

βα

            (3.7) 

doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. 

Eş. 3.5 doğurucu fonksiyonunda t yerine λt  yazılır ve ∞→λ  için limit alınarak 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+−−−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∞→

−−
∞

=
∞→ ∑ txtxFtxP nnn

n
n n

n 1
2
1,1

2
1;;,,lim)(lim 1

,

0
µβαλ

µ
λ

λ

βα

λ
 

olup, 

( )
1lim =

∞→ n
n

λ
λ

λ
  

olduğundan ve Eş. 3.5 den  

( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

!

1
2
1

!

1
2
1

)(
0,0

,

n

tx

m

tx
txP

nm

nm nm
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n n

n
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n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−−
= ∑∑

∞

= +

∞

=

−−

µ
βα

µ
βα

 
           

  
( ) ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −−+−−−Φ= txtx 1

2
1,1

2
1;;,2 µβα  
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şeklinde konfluent formda yazılabilir. 

Benzer şekilde Eş. 3.6 doğurucu fonksiyonunda t yerine λt  yazılır ve ∞→λ  

şeklinde limit alınırsa 

olup,

( ) ( )
( )

( )

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
−−−−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+=

−−

∞→

−

∞→

∞

=
∞→

−−∑

λ

λβααλ
λ

λ
λ

βα

λ

λ

λ

λ

βα
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t
Ftx

txP
n

n
n

n

n
nn

n

)1(
2
11

;,,lim)1(
2
11lim

lim)(

12

0

,

 

( )
( ) 1lim =

∞→
n

n

µ
λ

λ
     

ve 

d
b
ad

e
cb

a
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∞→

λ

λ λ
1lim  

olduklarından, 

( ) ( )
( )

( ) ( )tFtx

txP
n n

n
nn

n

−−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

−−∑
∞

=

−−

;;1
2
1exp

)(

11

0

,

βαα

βα
βα

     

elde edilir. Yine benzer  işlemler Eş. 3.7 için de yapılırsa, 

( ) ( )
( )

( ) ( )tFtx

txP
n n

n
nn

n

;;1
2
1exp

)(

11

0

,

βαβ

βα
βα

−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

−−∑
∞

=

−−

     

ifadesi elde edilir. 

Şimdi de ( ) )(, xPn
βα

 Jacobi polinomları  için farklı bir  doğurucu fonksiyon bulmaya 

çalışalım. Bunun için 
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( ) ( )
( )

( ) n
n

n nn

nn txPS )(
1)1(

,

0
1

βα

βα
δγ∑

∞

= ++
≡                 (3.8) 

serisi göz önüne alınsın.  

Burada λβα ,,  ve µ , n den bağımsız parametrelerdir. Jacobi polinomları için  

bilinen Eş. 3.3 bağıntısından, 

( ) ( ) { }
( ) ( )∑

= −++−
+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

++=

⎟
⎠
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−
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

n

k knk

kn
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n
n

xP

0

12
),(

11!)!(
11

2
111

1
1;1;,

2
1)(

βα
βα

αβ
αβα

           

ifadesi  Eş. 3.8 de yerine yazılırsa, 

( ) ( )
( ) ( )∑∑

∞

= = −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

++−
=

0 0
1 1

1)1(
2
1

1)1(!!n

n

k

kn

knk

nn

x
xtx

kkn
S

βα
δγ              

      ( ) ( )
( )∑

∞

=

++ ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

++
=

0:, !

)1(
2
1

!

)1(
2
1

1)1(kn

nk

nk

knkn

n

tx

k

tx

βα
δγ  

olur. Burada Lemma 1.b  kullanılmıştır. Bu son ifadenin sağ tarafı Eş. 2.9 ile 

tanımlanan 4F  Appell hipergeometrik fonksiyonu cinsinden yazılırsa,  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−++=

++∑
∞

=

txtxFtxP n
n

n nn

nn 1
2
1,1

2
1;1,1;,)(

1)1( 4
,

0
βαδγ

βα
δγ βα             (3.9)                        

doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. [(Rainville,1960)] 

Brafman , (Rainville,1960), 1+−+= γβαδ  almış ve burada, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

+−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−−

−
+−+

y
ycbabaF

x
xcbaF

yx
y

yx
xcbacbaF

1
;1;,

1
;;,

)1)(1(
,

)1)(1(
;1,;,

1212

4

            

şeklindeki Bailey formülünü kullanarak 
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( ) ( )
( )

( ) =
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+−+∑

∞

=

n
n

n nn

nn txP )(
1)1(

1 ,

0

βα

βα
γβαγ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

++−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

++−+
2

1;1;1,
2

1;1;1, 1212
ρβγβαγραγβαγ tFtF           (3.10) 

doğurucu fonksiyon bağıntısını elde etmiştir. Eş. 3.10 yardımıyla Gegenbauer ve 

Legendre polinomları için de doğurucu fonksiyonlar bulunabilir. 

Burada ( ) 21221 txt +−=ρ  dır.  

Brafman, sonuçlarını daha da özelleştirerek Eş. 3.9 da  1+= αγ   ve  1+= βδ  

alarak ve  

( ) ( ) ( )ab yxxy
yx

y
yx

xbabaF −−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−−

− − 111
)1)(1(

,
)1)(1(

;,;, 1
4            

formülünü uygulayarak yine Jacobi polinomları için 

( ) ( ) ( ) βαβαβα ρρρ −
∞

=

−−+ +++−=∑ tttxP
n

n
n 112

0

1),(

             
 

doğurucu fonksiyon bağıntısını elde etmiştir [Rainville, (1960)].   

3.3. Jacobi Polinomlarına Bağlı Polinomlar İçin Doğurucu Fonksiyonlar 

 

)(),( xPn
βα

 Jacobi polinomlarının  bazı özel durumları için aşağıdaki ortogonal 

polinomlar oluşmaktadır. 

(i)  Jacobi polinomunda λβα ==  alınırsa )(),( xPn
λλ  polinomları ultraküresel 

polinomlardır.  

(ii) )(xCn
λ ya da )()( xPn

λ Gegenbauer polinomları, 

)()(
2

)(
)

2
1

(),(
1

2
1

xPxP
n

n
n

n
xC nnn

+
−

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=
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ya da 
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1
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),(212

x
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olarak verilirler ve doğurucu fonksiyonları,
 

( ) ( )∑
∞

=

−
+−=

0

221
n

n
n txttxC νν

 

şeklindedir. 

 

(iii)  Jacobi polinomunda 0== βα  alınırsa )()0,0( xPn Legendre polinomu  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+−==
2

1;1;1,)()( 12
)0,0( xnnFxPxP nn                

olarak verilir ve doğurucu fonksiyonu 

( ) ( ) 2
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0
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−∞

=

+−=∑ txttxP
n

n
n  

şeklindedir. 

(iv)  Jacobi polinomunda 
2
1

−== βα  alınırsa, birinci çeşit Tchebycheff polinomları 

 ⎟
⎠
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ve doğurucu fonksiyonu 
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∞

=

−
+−−=

0

12211
n

n
n txtxttxT  

şeklindedir. 

(v) Jacobi polinomunda 
2
1

== βα  alınırsa, ikinci çeşit Tchebycheff polinomları 
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ve doğurucu fonksiyonu 
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+−=∑ txttxU
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n
n  

şeklindedir.[Rainville, (1979) Erdelyi, (1962)]   

Bir önceki bölümde uygulanan lineer doğurucu fonksiyon bulma yöntemleri, Jacobi 

polinomlarının özel bir hali olan Gegenbauer polinomları için de uygulanırsa, 
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elde edilir. Gerçekten, 
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toplamı göz önüne alınsın 
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eşitliği dikkate alınır ve 
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ifadesi  Eş. 3.13 de yerine yazılırsa 
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olup bu ifade Eş. 3.12 de yerine yazılarak  
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olur ki burada da Lemma 1.b  uygulanır ve yine düzenlemeler yapılırsa 
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elde edilir.  

Benzer şekilde Eş. 3.11 de αµ 2=  alınırsa  
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doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. 

Jacobi polinomu için verilen özelliklerden yararlanılarak Laguerre polinomları için 

de doğurucu fonksiyonlar elde edilebilir.  

Laguerre polinomları,  
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şeklinde tanımlanan polinomlardır. Eş. 3.14 ifadesi k>n için ( ) 0=− kn olması 

nedeniyle sonlu bir seri formunda 
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olarak yazılır. Eş. 3.15  ifadesininin her iki yanı ( )n
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 ile çarpılır ve 0=n dan ∞  

a toplam alınırsa 
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şeklinde bir doğurucu fonksiyon elde edilir. Diğer taraftan Eş. 3.15  ifadesinin her iki 
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olarak Laguerre polinomları için farklı bir doğurucu fonksiyon elde edilir. Burada 
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Laguerre polinomlarının Jacobi polinomlarıyla ilişkisi,  

( ) ( )

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

∞→ β
βα

β

α xPxL nn
21lim)( ,                                                                              (3.17)                        
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4. GENİŞLETİLMİŞ LİNEER DOĞURUCU FONKSİYONLAR 

 

Genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonlar 

( ) n
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n
nm txftxmF )(,;

0
, +
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∑= λ                   (4.1) 

tipindeki  doğurucu fonksiyonlardır. Burada { } ININm ∪=∈ 00  sabittir. 

Bu bölümde ortogonal polinomların bu tür doğurucu fonksiyonları incelenecektir.  

4.1. Jacobi Polinomları İçin Genişletilmiş Lineer Doğurucu Fonksiyon 
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serisi göz önüne alınsın. 

Burada m negatif olmayan bir tamsayı, βα ,  ve γ  , n den bağımsız parametrelerdir.  

Jacobi polinomunun Eş. 3.3  tanımında n yerine mn +  yazılırsa, 
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olur. Burada,  
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şeklindeki Euler dönüşümü uygulanırsa,  
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yazılabilir. Bu son ifade, Eş. 4.2  de yerine yazılırsa, 
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elde edilir. Burada Eş. 2.9 bağıntısından yararlanılarak,    
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  (4.4) 

elde edilir ki, bu ifade Jacobi polinomları için bir genişletilmiş lineer doğurucu 

fonksiyon bağıntısıdır.  

 Eş. 4.4 de 0=m  , αγ =  alınır ve   
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şeklindeki hipergeometrik indirgeme formülü kullanılırsa, [Srivastava, (1982)] 

Jacobi polinomları için,   
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ya da buna denk olan 

               

  

 

 

lineer doğurucu fonksiyonları elde edilir. 

Jacobi polinomları için genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonların farklı bir sınıfını 

elde etmek için, Rainville (1960) tarafından verilen bir teknik kullanacağız. Bunun 

için öncelikle, Eş. 3.7 doğurucu fonksiyon bağıntısında, t yerine ut + alınırsa,  
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bulunur.  

Bu ifadenin sol tarafında binom teoremi kullanılır ve sağ tarafında da Gauss 

hipergeometrik fonksiyonu açık yazılırsa, 
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olur. Burada Lemma 1.b uygulanır ve sonra sırasıyla Lemma 1.a, Lemma 3, ve 

Lemma 4 kullanılırsa,  
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bulunur. Bu son eşitlikte de  mu  in katsayıları eşitlenir ve λβα ,,  parametreleri 

yerine sırasıyla mmm −++ λβα ,,  yazılırsa,  
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 elde edilir ki, bu son bağıntı  Jacobi polinomları için farklı bir genişletilmiş lineer 

doğurucu fonksiyon bağıntısıdır. 

4.2. Bilineer Doğurucu Fonksiyon 

 

Bir genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonu, Rainville’in kullandığı yöntemdeki 

gibi elde etmek için, başlangıç noktamız, uygun bir lineer doğurucu fonksiyondur. 

Bu bölümde ise, genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonlar kullanılarak, 
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biçimlerini içeren bilineer doğurucu fonksiyonlar elde edilecektir. 

Burada m negatif olmayan tamsayı,  δγβα ,,,  ; n den bağımsız parametrelerdir. 
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serisi göz önüne alınsın. 

Burada Jacobi polinomunun  Eş. 3.3 den elde edilen 
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şeklindeki gösterimi Eş. 4.6 da yerine  yazılırsa 
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elde edilir. Burada Lemma 1.b  kullanılmıştır. 

Eş. 4.4 genişletilmiş doğurucu fonksiyonundan yararlanılarak, 
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bulunur.  
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Eş. 4.6 ve Eş. 4.7 göz önüne alındığında, Jacobi polinomları için bir bilineer 

doğurucu fonksiyon bağıntısı elde edilir. 
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olup bu bağıntı Bailey’ in Jacobi polinomları için elde ettiği iyi bilinen doğurucu 
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şeklindeki sonucuna ulaşılır.   
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Şimdi de  
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serisinde, Jacobi polinomları için bilinen  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−−−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

1
2;2;,

2
12

)( 12
),(

x
nnnFx

n
n

xP
n

n βαβ
βαβα

    

bağıntısından,  

( )
( ) ( )

( ) ( )∑
=

−

−−

−−−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ +−−

−−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=

n

k k

kn

k

n

n
nn

n

kkn

y

y
nFy

n
yP

0

12
),(

!!

1
2
1

1
2;;,

2
1)(

δγ

δ
δγ

δγδ
δγδγ

    

şeklindeki Jacobi polinomları  Eş. 4.9 da yerine yazılırsa, 
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 bulunur. Burada Lemma 1.b kullanılmıştır.  
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Eş. 3.5 genişletilmiş lineer doğurucu fonksiyonu kullanılarak, bu son ifade 
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olarak yazılır. Böylece Jacobi polinomları için, 1F  Appell fonksiyonları cinsinden, 
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şeklinde de farklı bir bilineer doğurucu fonksiyon elde edilir. 

4.3. Bilateral Doğurucu Fonksiyon 

 

Bilateral doğurucu fonksiyon bulmak için öncelikle aşağıdaki seri tanımlansın. 
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Burada  Lemma2 de 1,2 21 === mmr  alınarak kullanılmıştır. 

 

Eş. 4.5  genişletilmiş Jacobi polinomunda m−−−= βαλ  alınır ve  
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elde edilir. Bu bağıntı Eş. 4.10 da yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa, 
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olur. Böylece, genişletilmiş Jacobi polinomları ve 1F  Appell fonksiyonları için bir 

bilateral doğurucu fonksiyon bağıntısı, 
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olarak elde edilir. Burada ( )tx 1
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11 −+=θ  ve GF  Lauricella’nın üç katlı 

hipergeometrik fonksiyonu olup, 
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olarak tanımlanır.  

4.4. Gegenbauer Polinomları İçin Genişletilmiş Lineer Doğurucu Fonksiyonlar 

 

Gegenbauer polinomları için,  
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şeklindeki seriyi göz önüne alalım.    

Burada m negatif olmayan bir tamsayı ve α veµ  , n den bağımsız parametrelerdir.  

Gegenbauer polinomlarının  
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ifadesinde n yerine mn + yazılırsa, 
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olup, burada Eş. 4.3 Euler dönüşümü uygulanırsa 
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bulunur. Bu ifade  Eş. 4.11 de yerine yazılırsa  
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elde edilir. Bu son ifade de Eş. 2.9 a göre yeniden düzenlenirse Gegenbauer 

polinomları için genişletilmiş bir doğurucu fonksiyon bağıntısı 
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olarak elde edilir. 

4.5 Laguerre Polinomları İçin Genişletilmiş Lineer Doğurucu Fonksiyon 

Laguerre polinomları için, 
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şeklinde bir seri tanımlansın. Burada  Lemma 1.a kullanılır ve sonra Eş. 3.16 göz 

önünde bulundurulursa, 
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olarak yazılabilir. Bu son eşitliğin her iki tarafında mv nin katsayıları eşitlenirse, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
−

−=
+ −−−

∞

=

+∑ t
xL

t
xtt

nm
txLmn

m
m

n

n
nm

11
exp1

!!
! 1

0

αα
α

 

şeklinde Laguerre polinomları için, bir genişletilmiş doğurucu fonksiyon bağıntısı 

elde edilir. 
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5.GENİŞLETİLMİŞ JACOBİ POLİNOMLARI 

 

5.1. Jacobi ile Genişletilmiş Jacobi Polinomları Arasındaki İlişki 
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şeklinde verilmişti. Jacobi polinomlarının bir genişlemesi  
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şeklindedir. Genişletilmiş Jacobi polinomları olarak bilinen bu polinomlardan, Jacobi 
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olur.
 

Bu  ifade Eş. 5.1 de yerine yazılırsa, genişletilmiş Jacobi polinomları hipergeometrik 

fonksiyonlar cinsinden,  
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olarak elde edilir. Benzer şekilde Eş. 3.3 ifadesinden yararlanılarak 

             (5.3) 

şeklinde de yazılabilir. 

5.2. Genişletilmiş Jacobi Polinomları için bir Doğurucu Fonksiyon 

 

Teorem 5.1.   Genişletilmiş Jacobi polinomları 
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şeklinde bir doğurucu fonksiyon bağıntısına sahiptir.                
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elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 
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5.3.  Genişletilmiş Jacobi Polinomları İçin Rodrigues Formülü 

 

Teorem 5.2. Genişletilmiş Jacobi Polinomları  

                          
   

 

 

şeklinde bir Rodrigues formülüne sahiptir. 

İspat  :  
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bulunur. Burada Lemma 3 ve Lemma 4 kullanılmıştır.               
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ya da kısaca, 

( )
( ) sm

sm
mm

s

s xx
dx
d

−

+−
+

+
+

=
α

α α
α

1
1                  

şeklinde yazılabilir.      

Bu ifadede  α yerine β, x yerine sırasıyla b-x  ve x-a , s yerine sırasıyla k ve n-k, m 

yerine n  alınarak 

( ) ( ) ( )
( ) kn

kn
nn

k

k xb
xb

dx
d

−

+−
+

+

−+
=−

β
β β

β

1
1

               (5.6) 

( ) ( ) ( )
( )k

k
nn

kn

kn ax
ax

dx
d

α
α α

α

+
−+

=−
+

+
−

−

1
1

                          (5.7) 

bağıntıları elde edilir. Eş. 5.5 ifadesi Eş. 5.6 ve Eş. 5.7 ye göre tekrar düzenlenerek, 
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şeklini alır. Burada iki fonksiyonun çarpımının −n yinci türevi için bilinen 
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şeklindeki Leibnitz formülü kullanılırsa, 
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5.4. Genişletilmiş Jacobi Polinomlarının Diferensiyel Denklemi 

 

Teorem 5.3. Genişletilmiş Jacobi Polinomları  
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şeklinde bir diferensiyel denkleme sahiptir. 

İspat: 

Buradaki ikinci basamaktan diferensiyel denklemde ikinci türevin katsayısı, ikinci 
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bulunurlar. Bu ifadeler ile  
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Gauss denklemi ve bu denklemin );;,(12 zcbaFw=  şeklindeki çözümü 

karşılaştırıldığında, 
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olarak alınır ve genişletilmiş Jacobi polinomunun Eş. 5.2 deki ifadesi ve türevleri Eş. 

5.8 de yerlerine yazılırsa 
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elde edilir. Bu ifade aşağıdaki şekilde tekrar düzenlenirse 
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elde edilir ki, bu da ispatı tamamlar. 

5.5. Genişletilmiş Jacobi Polinomlarının Ortogonalliği 

 

Teorem 5.4. Genişletilmiş Jacobi polinomları için 
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fonksiyonuna göre ortogonaldir. 
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İspat: 
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5.6. Genişletilmiş Jacobi Polinomlarının Normu 
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İspat: 

Genişletilmiş Jacobi polinomları için Kısım 5.3 de  verilen Rodrigues formülünden 
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olup, eşitliğin sağ yanındaki integralin değerini bulmak için n kez kısmi integrasyon 
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bulunur. ),,;(),( cbaxFm
βα , m-yinci dereceden bir polinom olduğundan mn >  için 
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şeklinde ifade edilen genişletilmiş Jacobi polinomlarının n-yinci türevini bulmak 
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özelliğinden yararlanalım. Bu özellik dikkate alındığında  
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yazılabilir. Böylece genişletilmiş Jacobi polinomlarının normu, 
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olarak elde edilir. 

5.7. Genişletilmiş Jacobi Polinomlar İçin Genişletilmiş Bir Lineer Doğurucu        
       Fonksiyon 
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Burada m negatif olmayan bir tamsayı, βα ,  ve γ ,  n den bağımsız parametrelerdir. 

Genişletilmiş Jacobi polinomunun Eş. 5.3 tanımında n yerine mn +  yazılırsa, 
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olur. Burada Eş. 4.3 Euler dönüşümü uygulanır ve sonra Lemma 3 kullanılırsa,  
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bulunur. Bu son ifade Eş. 5.12 de yerine yazılırsa  
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elde edilir ki bu eşitlik, Eş. 2.9 bağıntısına göre düzenlenerek  
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şeklinde  genişletilmiş Jacobi polinomları için genişletilmiş bir lineer doğurucu 

fonksiyon elde edilir.  
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