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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar agiklamalari ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler

F(a,B;y;x)

Fn(“’ﬂ) (x;a,b,c)

Cl(x)

I'(x)

Aciklama

Hipergeometrik fonksiyon
Jacobi polinomu

Genisletilmis Jacobi polinomu

Gegenbauer polinomu

Laguerre polinomu

Birinci ¢esit Tchebycheff polinomu
Ikinci cesit Tchebycheff polinomu
Lauricella fonksiyonu
Pochhammer sembolii

Gamma fonksiyonu

1X



1. GIRIS

Dogurucu fonksiyonlar uygulamali matematikte olduk¢a dnemli bir yer tutmaktadir.
Dogurucu fonksiyonlarin bulunmasinda, seri ac¢ilimi metodu, Weisner metodu,
Truesdell metodu gibi metodlar 1945 ile 1970 yillarnn arasinda gelistirilen
metodlardir. Yine bu yillarda Rainville polinomlarin farkli dogurucu fonksiyonlarini
bulabilmek i¢in bazi toplama teknikleri gelistirmistir. Bunlar genelde tek degiskenli
polinomlar i¢in verilen lineer dogurucu fonksiyonlardir. 1970 lerden sonra Srivastava
onceki caligmalar1 daha da genelleyerek, polinomlarin genisletilmis lineer dogurucu
fonksiyonlarmi elde etmistir. Son yillarda da yapilan tim bu caligmalar, baz1 ¢ok

degiskenli polinomlara da uygulanmistir.

Bu c¢alismada, kullanilacak temel kavram ve teoremler verildikten sonra klasik
ortogonal polinomlardan olan Jacobi polinomu ve bu polinomlarla iligkili bazi
ortogonal polinomlar i¢in dogurucu fonksiyon bagintilar1 verilmistir. Daha sonra bu
polinomlarin genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonlarin1 bulmak i¢in bir yontem
tanitilmis ve uygulanmistir. Son kisimda ise Jacobi polinomlarinin daha geneli olan
genigletilmis Jacobi polinomlarinin dogurucu fonksiyonu, Rodrigues formiili,
diferensiyel denklemi, ortogonalligi, normu ve genisletilmis lineer bir dogurucu

fonksiyonu verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar ve Pochhammer Sembolii

a, B,y reel ya da kompleks sabitler olmak tizere

1+%x+a(a+l)ﬁ(ﬂ+l)x2+m (2.1)
y y{r+1)

olarak ifade edilen seri

I+x+x2+...

geometrik serisinin bir genellestirilmesi oldugundan hipergeometrik seri adin1 alir ve

L F(a,b;c;z)= F(a,b;c;z) = i

n=0

2.0, o)

n .

seklinde yazilir. Burada (a)n Pochhammer sembolii olup, & reel ya da kompleks

bir say1, n sifir ya da pozitif bir tamsay1 olmak {izere

(@), =ala+1)a+2).(a+n-1), n=1 23)

(), =1, a+0
olarak tanimlanir.

yv=F (a,b;c;z) hipergeometrik fonksiyonunun sagladigi ikinci basamaktan

diferensiyel denklem
z(1-z2)y + [c—(a +b +1)zly' —aby =0

seklinde olup, Gauss denklemi olarak adlandirilir.



Hipergeometrik fonksiyonlar

a, b;
2 Fi(a,b;c;z)=, F z

¢

seklinde de gosterilir. Bu fonksiyonlarin genel hali

) (@), -Aa,),
), (e

=

J— . . —_ S (al
qu =\a,,a,,...,a,;¢,¢,,....,c, ;Z)= E
n=0 (Cl

=

seklindedir.

Iki degiskenli Konfluent hipergeometrik fonksiyonlar,

& (@), (B), x"

@ (. fs75x59) = 20(7)—% - (2.4)
|X| < 0 5 |y| < 00 )
®,(8,87:x:y)= Zw: (B)ulg). = (2.5)

m,n=0 (7/)m+n m! ?

X[ <oo, |y]<oo;

olarak tanimlanirlar.



Iki degiskenli Appell fonksiyonlar da,

Flab,b'se;x, )= i (4),, (), @), x” 3"

m,n=0 (C)m+n m' n'

_; (a)m (b) x"

(c)m'" 2Fl(aer,b';chm;y)ﬁ

Lo & (@), (0), (), X" )"
an,b,b;c;c;x,y]: Z;O( )(c)((l) %)’;’

m!

F3[a,a',b,b';c;x,y]: i (a)’”(a')"(b)m(b')" Xy

m,n=0 (C)m+n m! n!

F, a,b;c;c';x,y]: i (@), (B),. X"y

n
m,n=0 (C)mi6' ;n m! n!

_y(a),0), x"

2 (C)m 2F’1(a+m,b+m;c';y)%

2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)



2.2. Dogurucu Fonksiyon

Iki degiskenli bir F(x,¢) fonksiyonu ¢ nin kuvvetleri cinsinden
F(X, t) = zcllf;l (x)t”
n=0
seklinde bir seriye acilabiliyorsa F'(x,¢) fonksiyonuna { £, (x)} fonksiyonlar

climlesinin dogurucu fonksiyonu denir. Bu bagintida ¢, ler x ve ¢ den bagimsiz n

nin bir fonksiyonu olup degisik parametreler icerebilir.
2.3. Bilineer Dogurucu Fonksiyon

Eger G(x, y,t) li¢ degiskenli fonksiyonu ¢ nin kuvvetlerine gore

0

G(x,y,0)=> h, f,(x)f,(v)"

n=0

formunda bir seriye acilabiliyorsa G(x, y,t) fonksiyonuna bilineer dogurucu

fonksiyon denir. Burada 4, ler n ye bagli olup x,y ve ¢ den bagimsizdur.

2.4. Bilateral Dogurucu Fonksiyon
Eger H(x,y,t) li¢ degiskenli fonksiyonu # nin kuvvetlerine gore

o0

H(x,y,0)=>"d, f,(x)g, (v}

n=0

formunda bir seriye acilabiliyorsa H (x, y,t) fonksiyonuna bilateral dogurucu

fonksiyon denir. Burada d, ler n ye bagliolup x,y ve ¢ den bagimsizdir.



2.5. Temel Baz1 Lemmalar

Lemma 1
a) i iA(n,k)=i y Aln -k, k)
n=0 k=0 n=0 k=0

Lemma 2.

myky+..+m.k.<n

i Z(;}(kl,...,kr;n):i i (ky ook sn+mk, + ..+ m k)

n=0  ky,..k,=0 n=0 ky ...k, =0
dir.
Lemma 3.

n ve k dogal sayi, c¢ reel ya da kompleks bir say1 olmak iizere;

(c)n+k —(c+n
) (c+n),

dir.
Lemma 4.

n ve k dogal say1 olmak iizere;

Lemma 5.



n ve k dogal sayilar olmak tizere;

(n+2k)!

- 2k +1),

dir.
Lemma 6.

n dogal sayi1, creel ya da kompleks bir say1 olmak {izere

e

dir.
Lemma 7.

n ve k dogal sayilar olmak iizere,

(k) N D
=

dir.

Teorem 2.1
—Z .

|z| <1 ve <1 olmak tlizere
-z

ZFI("’b;C;Z):(1—2)_”21:1(“’0—19;&1__2)

—Z

dir.



fspat:

Ispatlanacak esitligin sag tarafi, hipergeometrik fonksiyonun tanimi geregince,

=2 aciei 2 - (1_z>-“i<“>gc<§k; o). 1Y =

—Zz k=0 (I—Z)k

= Z (1) Ejzk (c—b), () (1—z)*

o0
k=0 \C )k

seklinde yazilir. (1—z)™"™ ifadesi binom agilim seklinde agilir ve Lemma 6

uygulanirsa

1= =3 ey

n=0

ek, G L

n=0 n'

olup, buna gore

R e e

bulunur. Burada Lemma 3 uygulanarak

T PR ) S

—Z

elde edilir. Son esitlikte 6nce Lemma 1.a sonra da Lemma 4 kullanilirsa,

(l—z)‘”zﬂ[a,c—b;c;—z)zii%ﬂ(wbh

-z n=0 k=0



_ iF(—n,c—b;c;l)(a)

n=0 I’l'

}'lZIl

bulunur.

F(=n,a; ;1) = (p-a),

olarak bilinen Vandermonde formiiliinden,

n=0

(1-2)" ZE(a,C -b;c; 1__ZZJ= i (ZZ”)(O;)'” z"

=2E(a,b; c;z)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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3. BAZI ORTOGONAL POLINOMLARIN DOGURUCU FONKSIiYONLARI

3.1. Dogurucu fonksiyon bulmak i¢in bir teknik

£, (x)= Zn:¢(k,n;x) seklinde tanimlanan {f, (x)}fzo fonksiyonunun A, ,x ve t den

k=0

bagimsiz sabit bir katsay1 olmak iizere,

F(x,t)=>2,f,(x)" (3.1)

seklindeki dogurucu fonksiyonunu bulmak i¢in, f, (x) = Z¢(k, n;x) ifadesi Es. 3.1

k=0

de yerine yazilarak

F(x,t)= izn {kz ¢(k,n;x)}t"

n=o

esitligi elde edilir. Daha sonra esitligin sag tarafinda Lemma 1.b uygulanirsa

Fl(x,t)= i{i A, Bl n+ ke x)e” }zk

k=0

n=o

bulunur. Bu teknik bazi polinomlarin dogurucu fonksiyonlarii bulmak i¢in kolaylik

saglayacaktir.

3.2. Jacobi Polinomlarimin Dogurucu Fonksiyonlar:
3.2.1. Jacobi polinomlan

n sifir ya da dogal bir say1 olmak iizere n -yinci dereceden Jacobi polinomlart,

(1+a),

PP ()=
n!

2171(—71, a+Brn+l; a+1;1_2x j (3.2)

seklinde ifade edilebilmektedir. Teorem 1.1 in Es. 3.2 ye uygulanmasiyla,
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1 " -
P,f“"”’(x)z—( +a), (X—Hj zFl(—n, pensa+t; 2L ] (3-3)
X

n! 2 +1

bulunur. & > n igin (- n), = 0olmasi nedeniyle Es. 3.2 ifadesi, sonlu bir seri

formunda,

pan -3 Lra) CakC) (eax fen), (xz_ljk

prs kal (1+a),

seklinde yazilabilir. Burada, Lemma 3 ve Lemma 4 uygulanirsa,

@B oy = N (I+a),(+a+p),. [x—ljk
b (x)_,; KRn—k) (1+a),(+a+p), \ 2

olur. Ayni sekilde, Es. 3.3 de sonlu bir seri formunda yazilirsa,

pn(a,ﬂ)(x):i (1+a),(=n), (=B-n) [x—ljk(xﬂj"

pr k'n!(1+a), x+1) 2

olur. Lemma 3 ve Lemma 4 den,

PP (x) =

n (I+a), (1+3), (x—1j"(x+1j”"‘

= K-k (1+a) (1+p),, L 2 2

olarak yazilir.

3.2.2. Jacobi polinomlarinin dogurucu fonksiyonlari

Kisim 3.1 de verilen teknigin bir uygulamasi olarak Jacobi polinomlari i¢in verilen

. (/1) (a—n, —n) n
S= o 3.4
HZ:;, (ﬂ)” n (x)¢ (3.4)

toplam1 g6z Oniine alinsin.
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Burada «, #,4 ve u, n den bagimsiz parametrelerdir. P a=mpn (x) Jacobi

polinomu Es. 3.3 yardimiyla,

a n —
])n(a—n,ﬁ—n) (.X) — x_+1 2}71 -n, — ﬂ, , a—n + 1, x—l
n 2 x+1

B ,1 x+1 (a)nk )(x ljk
- ( jZ (n—k)k! \x+1

seklinde olup, Es. 3.4 de yerine yazilirsa,

S=3S (zzn(—a),,_k(—ﬂ)k {_ % (X_H)t}"(;c—lj

=0 k=0 ,U),,(n—k)!k! +1

" .
= i n+k( a), (- ﬂ)k{ (X+l)t} {_2(X—1)t}

n.k=0 (ﬂ)m n! k!

olur. Burada Lemma 1.b den yararlanilmistir. Bu son ifade, Es. 2.6 dan F| iki

degiskenli Appell hipergeometrik fonksiyonu cinsinden yazilirsa,

o0
nO

(a=n.f=n) (x) " :Fl{/l,—a,—,ﬁ ;,u;—%(x+l)t,—%(x—1)t} (3.5)

dogurucu fonksiyonu elde edilir. Burada,

1< }

dir. A = u icin, Es. 3.5 dogurucu fonksiyon bagintisi, Jacobi polinomlart i¢in iyi

max {J

bilinen,

© a B
> PEI (x) " =[1 L +1)t} [1 +l(x—l)t}
n=0 2 2

seklindeki dogurucu fonksiyon bagintisini verir. Es. 3.5 in bagka bir 6zel durumu da

u=-a—f i¢in verilebilir. Bunun i¢in,
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Flabbsb+b 1x,y)=(1-y)" ( _yJ
Ty
seklindeki hipergeometrik indirgeme formiilii kullanilirsa,

i Plan0) () "

| » t (3.6)
:{1+E(x—l)t} S F|A,—a,—a-p D
I+ (x=1)¢
2(x )
veya buna denk olan
(l)n Pn(afn,/)’—n) (x) tn
nio(_a_ﬂ)n
| . t 3.7
={1+—(x+1)t} JF| A= B—a—p
2
1+5(x+1)t

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.

Es. 3.5 dogurucu fonksiyonunda ¢ yerine #/A yazilir ve |/1| — o0 i¢in limit alinarak

lim{ (2), plamnpn (x)t}—hmF[ﬂ a,—fiu;— 1(x+1)t,—l(x—1)t}
M‘%m nzOﬂ 2 2

MS

olup,

lim&:

Ao A"

oldugundan ve Es. 3.5 den

RN €805 e

n=0 (ﬂ m,n=0 (ltl)m+n m' n'

= (I){—a,—ﬂ;,u;—%(x+1)t,—%(x—1)t}



seklinde konfluent formda yazilabilir.

Benzer sekilde Es. 3.6 dogurucu fonksiyonunda ¢ yerine #/A yazilir ve |/1| — 0

seklinde limit alinirsa

3 plensn iy G

n=0 ! (_ a— ﬂ)n M‘aoo /1”
) t
= lim{1+l(x—1)i} hm SE|A,—a,—a-p ;—#
2|0 2 A Ao 1 !
I+ (x-1)—
olup, 2 A
), _,
5= (),
ve
a dA a,
lim (1 + J =e?b
4]0 bl+c
olduklarindan,

pennagy
PR )

= exp[—%(x —l)t] 1Fl(— a,—-a —ﬂ;—t)
elde edilir. Yine benzer islemler Es. 3.7 i¢in de yapilirsa,

S plansn) oy ()"
Z ()(aﬂ)

~ouf - (1)) A e i)

ifadesi elde edilir.

Simdi de Pn("ﬁ )(x) Jacobi polinomlar1 i¢in farkli bir dogurucu fonksiyon bulmaya

calisalim. Bunun i¢in

14
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_< (9),
> ‘nz<a+1) G e G5

serisi gdz Online alinsin.

Burada «, #,4 ve u,n den bagimsiz parametrelerdir. Jacobi polinomlari igin

bilinen Es. 3.3 bagintisindan,

a+ " —
IO I | ) V] P R X
n 2 x+1

_ x+1Y) & r—1/x+1ff
—(a+l)n(ﬂ+1)n[ 2 j k:(](n—k)!k!(a+1)k(lg+1)n—k

ifadesi Es. 3.8 de yerine yazilirsa,

2 (),), 1 "(x-1Y
5= Z -k +1),(B+1),_, {2( Dt} [x+1j

i n+k (5)n+k {; (x - l)t} {; (x " l)t}n

L= (@+1), (B+1), k! l

olur. Burada Lemma 1.b kullanilmistir. Bu son ifadenin sag tarafi Es. 2.9 ile

tanimlanan F, Appell hipergeometrik fonksiyonu cinsinden yazilirsa,

N )n aﬁ' _ |: l l }
;(Ml) (B+ ) ()" =F,| 7,0; a+1,6’+12(x 1), 2(x+1) (3.9)

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir. [(Rainville,1960)]

Brafman , (Rainville,1960), 6 = o + f — ¥ +1 almis ve burada,

I-x)1-y) A-x0-

F a,b;c;_—x , F a,b;a+b—c+1;_—
I-x -y

seklindeki Bailey formiiliinii kullanarak

(abca+b c+1; —r , —Y ]
)



16

. (7)n(a+,3_7+1)n (a.p) n_
2 v, (e, e

2171(7,06+ﬁ’—7+l;a+1;l_tz_pszl(%a+ﬂ—7+l;ﬁ+l;th_p] (3.10)

dogurucu fonksiyon bagintisini elde etmistir. Es. 3.10 yardimiyla Gegenbauer ve

Legendre polinomlari i¢in de dogurucu fonksiyonlar bulunabilir.

Burada p = (1 —2xt+t° )1/2 dur.

Brafman, sonuclarini daha da 6zellestirerek Es. 3.9da y=a+1 ve 6 =4+1

alarak ve

. . —-X -y _(1_ 11 Y (1 )¢
F“(‘l’b’“’b’(l—x)(l—y)’ (1—x>(1—y>j_(1 2 1)

formiiliinii uygulayarak yine Jacobi polinomlart i¢in

> RP( = 27 p 1tk p) (114 p)
n=0

dogurucu fonksiyon bagintisini elde etmistir [Rainville, (1960)].

3.3. Jacobi Polinomlarina Bagh Polinomlar i¢in Dogurucu Fonksiyonlar

P“")(x) Jacobi polinomlarinin bazi 6zel durumlar igin asagidaki ortogonal

polinomlar olusmaktadir.

(i) Jacobi polinomunda & = =2 alinirsa P**(x) polinomlari ultrakiiresel

polinomlardir.

(i) C’(x)yada P" (x) Gegenbauer polinomlar,

o +AY (n+24 o
€ [n j (n jp G0 (x)= P2 (x)
n n

ya da
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Cf (x)=(=2)"(x* -1 (1/2)n Pn(_ﬂ_n,_z—n)(Lj
A NI

olarak verilirler ve dogurucu fonksiyonlari,

ic;(x)t" =(1-2xt+22)"

n=0

seklindedir.

(iii) Jacobi polinomunda & = =0 almirsa P*” (x) Legendre polinomu
(0 0) 1 —X
P, (x)=F""(x)=,F —n,n+l;l;T

olarak verilir ve dogurucu fonksiyonu

iPn(x)t" = (1_2Xf+t2)_%

n=0

seklindedir.

(iv) Jacobi polinomunda o = f = —% alinirsa, birinci gesit Tchebycheff polinomlari

ve dogurucu fonksiyonu

AT e

n=0

seklindedir.

(v) Jacobi polinomunda « = f =% aliirsa, ikinci gesit Tchebycheff polinomlari
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-1

nel] 4 (n+1) G 3 1-x
2| P22 (x)= P22 (x)= (n+1)2Fl(—n,n+1;E; > j

n+1 3)
2 n

ve dogurucu fonksiyonu

U,(x)=

N | —

S U, (x)i" = (1-2xt 422 )

n=0

seklindedir.[Rainville, (1979) Erdelyi, (1962)]

Bir 6nceki boliimde uygulanan lineer dogurucu fonksiyon bulma yontemleri, Jacobi

polinomlarinin 6zel bir hali olan Gegenbauer polinomlari i¢in de uygulanirsa,

E%Cf(x)t”=F][ﬂ,a,a;,u;(erm)t,(x—\/ﬁ)t] (3.11)

elde edilir. Gergekten,

_ i—c(’l “(x)1" (3.12)

= (u),

toplam1 g6z Oniine alinsin

Cl(x)= (_ 2)n (x2 _ 1)(1/2);1 Pn(an,an)( zc j

x -1 (3.13)
esitligi dikkate alinir ve
f +1 f -1
—a _ _
pLe “)( f ]—( j - B —nas—a—n+1, Y5 =1
x" -1 " 2 T 41
x* -1

24x? =1

ifadesi Es. 3.13 de yerine yazilirsa
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Cr(x)= (X‘me (@),

olup bu ifade Es. 3.12 de yerine yazilarak

+x" — ) (x—m ktn
i gl fxie

olur ki burada da Lemma 1.b uygulanir ve yine diizenlemeler yapilirsa

- 5 Dhuthle) e vz =) o i
k= (ﬂ)n+k n! k!

=F][/1,a,a;,u;(x+m)t,( —m)z‘]

elde edilir.

X

Benzer sekilde Es. 3.11 de ¢ =2« alinirsa

i%cf(x)t"=%—(x—m»}_lzﬂ{,@a;za; _2l‘m }

ya da buna denk olan

n=0 (20()11

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.

o 212
Z—c(’i)" j(x)z":{l—xt}‘ﬂzFle,%m%;ml;(x W}

\9)
amn
—
|

=

~
S~
5]

Jacobi polinomu i¢in verilen 6zelliklerden yararlanilarak Laguerre polinomlart i¢in

de dogurucu fonksiyonlar elde edilebilir.

Laguerre polinomlari,

L'(x) =M1Fl(—n;l+a;x) (3.14)

! n!



20

seklinde tanimlanan polinomlardir. Es. 3.14 ifadesi £>n i¢in (— n) . = 0olmasi

nedeniyle sonlu bir seri formunda

L(a)(x)_z”: (—l)k(1+a)n Xk

_k:O k! (n—k)! (1+0()k (3.15)

olarak yazilir. Es. 3.15 ifadesininin her iki yani (l ) ile carpilir ve n = 0dan oo
+a),

a toplam alinirsa

=et0F](—;1+a;—xt)

seklinde bir dogurucu fonksiyon elde edilir. Diger taraftan Es. 3.15 ifadesinin her iki

(c),t"

yant ——— ile carpilir ve n =0 dan oo a toplam alinirsa
(1+a),

olarak Laguerre polinomlar1 i¢in farkli bir dogurucu fonksiyon elde edilir. Burada

¢ =a+1 almirsa,

S L () = (1-1) exp(_—’“j (3.16)

n=0 1 —t

seklinde yazilir.
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Laguerre polinomlarinin Jacobi polinomlariyla iliskisi,

(a.8) _ﬂ
(x)_hgaw{Pn [l ﬂ}} (3.17)

seklindedir. Gergekten,

a+n _
Pn(“’ﬂ)(x):( ; ]ZFI(—n,a+,B+n+1;a+l;lij

o . 2x e
Jacobi polinomunda x yerine 1— ? alinir ve | ﬁ| — oo i¢in limit alinirsa

llmP(aﬁ)[l—sz (O(+1 Z a+ﬂ+n+1) ( Jk
p n!

m\%k (@+1),Kn—-ky \ B

(a+1)

_ n Z”: (_ n)k o

n S(a+1)k(n-k)

:—(a +|1)” F (— n,a + l;x) = L(n“)(x)
n!

bulunur.

Benzer sekilde ispatlanabilir ki,

e
- X

esitlikleri de gecerlidir.
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4. GENISLETILMIiS LINEER DOGURUCU FONKSiYONLAR

Genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonlar

F(ms6,0) =3 A fron (O 4.1)

tipindeki dogurucu fonksiyonlardir. Burada m € IN,, = {O}U IN sabittir.

Bu béliimde ortogonal polinomlarin bu tiir dogurucu fonksiyonlari incelenecektir.

4.1. Jacobi Polinomlar i¢cin Genisletilmis Lineer Dogurucu Fonksiyon

> (m+n (a+[f’+m+1), (@.5) ;
S, = L P 4.2
3 nz_;,( " j (7_'_1)” mn (x)¢ 4.2)

serisi gdz Online alinsin.

Burada m negatif olmayan bir tamsay1, «, f ve y , n den bagimsiz parametrelerdir.

Jacobi polinomunun Es. 3.3 taniminda n yerine n + m yazilirsa,

a+m+n n"" -1
Pngf;f)(x):( j(x+j 2E{—m—n,—ﬂ—m—n;a+l;%}

m+n 2
olur. Burada,
2F(abiciz) = (1-2)"", Fi(c—a,c~bic;2) 4.3)

seklindeki Euler doniisiimii uygulanirsa,

—a—f—m-n—1
PP () = [a +m+ n)(x + 1]

m+n 2

-1
szl{a+m+n+1,a+ﬂ+m+n+l;a+l;x—}
x+1

yazilabilir. Bu son ifade, Es. 4.2 de yerine yazilirsa,
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[m+n (a+ﬂ+m+l)ﬂ a+m+n
Sy=>\ n (y+1), m+n

T (xery 17 2t Y
x( 5 j F{a+m+n+1a+ﬂ+m+n+la+l }(—j

x+1 [\x+1

T e

n=0 m (}/ + l)n

—a-pf-m-1 n
X ¥+l ,F a+m+n+1a+ﬁ+m+n+la+1x—l 2
2 x+1 [ x+1

elde edilir. Burada Es. 2.9 bagintisindan yararlanilarak,

= (m+n)(a+pf+m+l), @p )
P
;( n J (7"‘1)" m+n (X)t

a-p-m-1
o+
= ) Eaal Fla+tm+l,a+f+m+La+]; y+1; = 1,—2t (4.4)
m 2 x+1 x+1

elde edilir ki, bu ifade Jacobi polinomlar i¢in bir genisletilmis lineer dogurucu
fonksiyon bagintisidir.

Es.44de m=0, y =« almir ve
F4[a+ﬂ+1,a+l;a+1,a+1;x,y]

(l=x—y) P B (@ B+ a(a+ B2l
2 2 (1-x-y)
seklindeki hipergeometrik indirgeme formiilii kullanilirsa, [Srivastava, (1982)]
Jacobi polinomlari i¢in,

i a+,8+1

”P(“ﬂ) x)t"
= (a+1), )

=(1-¢)""",F, %(a+ﬂ+l), (a+p+2)a+1; 20x l)t

| =
—~~
p—
|
~
v
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ya da buna denk olan
< a+,6’+1n (@.f)
P t"
2 ey, O
wpa |1 1 2(x+1)t
=(1 MR~ 1 2)a+1;
(7B Lo poh s 2o 20

lineer dogurucu fonksiyonlari elde edilir.

Jacobi polinomlart i¢in genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonlarin farkli bir sinifini
elde etmek icin, Rainville (1960) tarafindan verilen bir teknik kullanacagiz. Bunun
icin Oncelikle, Es. 3.7 dogurucu fonksiyon bagintisinda, ¢ yerine ¢ + u alinirsa,

£ 0L sy

n=0 \"

:{1+%(x+1)(t+u)} LF|A-B,—a-p; fru

1+5(x+1)(t+u)

bulunur.

Bu ifadenin sol tarafinda binom teoremi kullanilir ve sag tarafinda da Gauss

hipergeometrik fonksiyonu agik yazilirsa,

i i[n j (_ (ﬂ’)n Pn(a—n,ﬂ—n)(x)tn—mum

=0 m=0\ M a_ﬁ)n
&), 8, ru) [ 1
_;(_ A m {1+5(x+1)(t+u}

olur. Burada Lemma 1.b uygulanir ve sonra sirasiyla Lemma 1.a, Lemma 3, ve

Lemma 4 kullanilirsa,
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i [m + l’lj((ﬂ%P(amn,ﬁmn)(x)t" u™

+
n - a - ﬂ)mﬂz m

- 5 et e (1] oy )

1,m,n=0 l'm'n'(— a— IB)rH—I 2

m,n=0

=Z (—1);!(1),,1 [x2+1T{1+%(x+l)t}- "

xF|-p,—mA+m;—a—pf; 2 ! u"

X+ 1+;(x+1)t

bulunur. Bu son esitlikte de «™ in katsayilar1 esitlenir ve «, #, 1 parametreleri

yerine sirastyla o + m, f + m,A —m yazilirsa,

[ (ﬂ)n (e—n, p—n) n
2 [ j Ca gy T 0o

a+pf+2m\ x+1)' [ 1 -
:( . j(T) {1+E(x+1)t} 4.5)

XE _ﬂ_ma_ma/’{';_a_ﬁ_zm; 2 ) !
x+1

1
1+ —(x+1)t
(o)
elde edilir ki, bu son bagint1 Jacobi polinomlart i¢in farkli bir genisletilmis lineer

dogurucu fonksiyon bagntisidir.

4.2. Bilineer Dogurucu Fonksiyon

Bir genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonu, Rainville’in kullandig1 yontemdeki
gibi elde etmek icin, baslangi¢ noktamiz, uygun bir lineer dogurucu fonksiyondur.

Bu boliimde ise, genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonlar kullanilarak,
Pl @R,

\%
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{plerr @ B,

bicimlerini i¢eren bilineer dogurucu fonksiyonlar elde edilecektir.

Burada m negatif olmayan tamsay1, «,f3,y,0 ; n den bagimsiz parametrelerdir.

_ i m-+ 1}1/ +015)+(,§:1r;z + l)n PP (x)PYD) (3)¢" (4.6)
n=0 "

serisi gdz Online alinsin.

Burada Jacobi polinomunun Es. 3.3 den elde edilen

(7.5 _ y+1\' & {y_l/yJFl}k
Pn (y)_(y+1)n(5+1)11( 2 j k=0(I’l—k)!k!(7+1)k(5+l)n7k

seklindeki gosterimi Es. 4.6 da yerine yazilirsa

Z':;" (m+nla+pB+m+1), (“ﬁ)(x){ (y+1)t }n_k{%(y—l)t}k

kYR (r +1), (5 +1), "

_ i (m+n+k)a+pB+m+1),, pe {l(y + 1)t}n{l(y —l)t}

=k (y+1),(5+1), 2 2

im+n (a+pB+m+1), {l(yﬂ);}n

g n (6 +1), 2
(a+pB+m+n+l), p@p) { }k
X +n+ x
nzo 7+1)k m k( ) ( )

elde edilir. Burada Lemma 1.b kullanilmistir.

Es. 4.4 genisletilmis dogurucu fonksiyonundan yararlanilarak,

5, = (wlj“ﬂmli (a+1),, (@a+p+m+1), ‘{(yﬂ)t}n

2 ~ nl(5+1), x+1

(4.7)

IM}

F{a+m+n+1 a+pf+m+n+l;a+1 7/+1
x+1 x+1

bulunur.
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Es. 4.6 ve Es. 4.7 goz oniline alindiinda, Jacobi polinomlar1 i¢in bir bilineer

dogurucu fonksiyon bagintisi elde edilir.

F, Appell fonksiyonu ve

F(n) [a b Cl LARRS] C x] gesey xn ] = i (a)ml+"‘+m" (b)mlJr +m, xlml x;nn
my_m, =0 (cl )ml "'(cn )m"1 m, ' m, !

Lauricella fonksiyonunun » =3 hali goz 6niinde bulundurularak,

3 —a—f-m-1

Z (m+nla+pf+m+1), PP ()PYD (y)1" = (a +1), x+l (4.8)
(+1) (5+1) 2

n=0 n

xFEXa+B+m+1, a+m+la+1,y+1, S+1; 2% -1 (y_l)t,(yﬂ)t
x+17 x+1 7 x+1

elde edilir. Burada

1/2

1" < e 1] = x—1
1" =|y-1

1/2

olup bu bagint1 Bailey’ in Jacobi polinomlari i¢in elde ettigi iyi bilinen dogurucu
fonksiyonun ilging bir genellemesidir. Gergekten, Es. 4.8 de m=0 alinir ve

diizenlenirse Bailey’in

= e+ B+1),
,,Z:;‘ a+1) (B+1),

PP @B ()t = ()

(0{+,8+2)05+1ﬂ+1(1 Nyl L+l y)

1 1
<y Slaxpriky 1+ (1)

seklindeki sonucuna ulasilir.
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Simdi de

[Pt () plrrsm ()}

n

kiimesini igeren, bilineer dogurucu fonksiyonun bulunmasi problemine donelim.

Oncelikle,

n P(a—n,ﬂ—n)(x)Pn(}/—n,ﬁ—n)(y)tn (49)

S L Ca g o),

serisinde, Jacobi polinomlari i¢in bilinen

a+p+2 !
Pn(“’ﬁ)(x)={ f nj[x;_lJ 2Fl(—n, -p-n; —a—ﬁ—2n;xil j

bagintisindan,

+0 !
P,f“"s")(y)Z(y M—yﬂj 2}71(_”, N j
n 2 y+1

o bl

=(—7—5)nk:0 (k) k(=7 -05),

seklindeki Jacobi polinomlar1 Es. 4.9 da yerine yazilirsa,

), (o), 2] i

SE -k (-a-p),(r-9), "

- ; (” - k) ( (e £0); placnhpon=k) (1) {_%(wl)}ntk

_a_ﬂ)n+k(_7_5)k "

a—n,ﬂ—n)(x)tn

n+k (/1 + k)n (—n—k,p—n—k)
" easp e

bulunur. Burada Lemma 1.b kullanilmigtir.



Es. 3.5 genisletilmis lineer dogurucu fonksiyonu kullanilarak, bu son ifade

n

S, :{l—%(x+1)(y+l)t}ﬁi (’1)/‘ ~9) J

1
2 _E(X‘f‘l)t

x+1°

xF\|=B.—k,A+ki—a - p; 1
I—Z(x+l)(y+l)t

olarak yazilir. Boylece Jacobi polinomlart i¢in, F; Appell fonksiyonlar: cinsinden,

N nl (2), (a=nfn) ¢\ plr=nd=n) (g
20 ﬂ),,( 5y B @R o

:{1 —%(x—i-l)(y +1)t}_ﬂ i :

1

x+1°

xF|=B,—k,A+k;—a—p; 1
1—2(x+1)(y+1)t

seklinde de farkli bir bilineer dogurucu fonksiyon elde edilir.

4.3. Bilateral Dogurucu Fonksiyon

Bilateral dogurucu fonksiyon bulmak i¢in 6ncelikle asagidaki seri tanimlansin.

S, Z[W"j PY () Fl=n.a, Biyiy.z )t

n=0

:ii m+l’l |P/I n,p—n (.X)t rfﬂ (a);(ﬂ)s (_y)r (_Z)S "

m+n

mli= o (n —r— s)! (7/)r+s r! s!

29

(4.10)
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2 (m+r+s+n
A—r—S—n, —r—s—
xz( ]P,,L,:;,," ) ()

Burada Lemma2de »r =2, m, =m, =1 alinarak kullanilmistir.

Es. 4.5 genigletilmis Jacobi polinomunda A = —-a — f —m alinir ve

-y

ozelligi kullanilirsa

* 'm+n n
z( ] P e

n=0
(@+B+m+1), (x+1\"(x=1Y“( 1 e
= m 1+ —(x— 1)
m! 2 x+1 2

2
xFll—-a—=pf-m,—a—-m;—a—[-2m;

’ (x+1){1+;(x—l)t}

elde edilir. Bu bagint1 Es. 4.10 da yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

m -4

Z ; | ﬂr'sm;)/r)i Eza) (ﬁ)f%(lxz ;)yr}’ {(x; ;)zt}*‘

2
X Fi|l-A-—u-m+r+s—A-—m;—A—u—-2m;, ———
2 1|: H H (x+1)<9}

olur. Boylece, genisletilmis Jacobi polinomlar1 ve F,; Appell fonksiyonlari i¢in bir

bilateral dogurucu fonksiyon bagintisi,
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n=0 n
_(ﬂ+y+m+1)m(x+1}m[x—lj%9%wm
- m! 2 x+1
—-A-pu-m—-A-u-m—-A—-pu—m,—A-m,a,p,;
x F, 2 (x—1)yt (x—1)z
—A-u-2 :
HEARET e 20 0 20

i(m + HJP,,EQ”"’”)(x)E [-ma Biysy 2l

2 3

olarak elde edilir. Burada 0=1+%(x—1)t ve F; Lauricella’nin ii¢ kath

hipergeometrik fonksiyonu olup,

Fg(al>0‘1a051aﬁpﬂz,ﬁg;%,72,72;36,)7,2)

_ i (al)m+n+p(ﬂ1)m(ﬁ2)n(ﬂ3)p x™" yn 2P

m,n,p=0 (7/1 )m (?/2 )n+p g;;

|x|<r, |y|<s, |Z|<t, r+s=l=r+t

olarak tanimlanir.

4.4. Gegenbauer Polinomlar: icin Genisletilmis Lineer Dogurucu Fonksiyonlar

Gegenbauer polinomlari i¢in,

S7

o (a+m+;j
- C t" 4.11
5 e @1

n=0
seklindeki seriyi goz oniine alalim.

Burada m negatif olmayan bir tamsay1 ve « ve £ , n den bagimsiz parametrelerdir.

Gegenbauer polinomlarmin
2 ! -
oy Qe (xel) p( L L Xl
n! 2 2 2 x+1

ifadesinde n yerine n + myazilirsa,



CZJrn() %(X_Hj zFl( m-—n, l—a m-—n, a+l x_lj
m+n)! 2 2 2’ il

olup, burada Es. 4.3 Euler doniisiimii uygulanirsa

e 1)
Conen (9= (m+n) 2

x, F a+1+m+n 20+ m+n; 05+l x_l
2 x+1

bulunur. Bu ifade Es. 4.11 de yerine yazilirsa

1
a+m+—

z[’"J( ). .. E

(1), (m+npl 2

X, F a+1+m+n 2a +m+n; 0{+l x-1
2 x+1

elde edilir. Bu son ifade de Es. 2.9 a gore yeniden diizenlenirse Gegenbauer

polinomlar1 i¢in genisletilmis bir dogurucu fonksiyon bagintisi

3
a+m+—

2 (m+n ( 2
m+n Ca n
Z( j (Iu)n m+n ( )

n=0

2a+m—1\x+1)" 1 1 2t x-1
= Fla+m+—=2a+mu,a+—;—,
m 2 2 2 x+1 x+1

olarak elde edilir.
4.5 Laguerre Polinomlan i¢in Genisletilmis Lineer Dogurucu Fonksiyon

Laguerre polinomlart igin,

n_,m

ii n+m Hm(x)t %

m=0 n=0 m!n!

seklinde bir seri tanimlansin. Burada Lemma 1.a kullanilir ve sonra Es. 3.16 g6z

O6niinde bulundurulursa,

32

(4.12)



elde edilir. Burada

- =[]

v+ e))_ o (=xt) 1o
exp(—j:exp( tjexp

l—-t-v
seklinde yazilarak Es. 4.12 ifadesi

Sy (om0 GV _ e exp( ji [_JLIL)M

m=0 n=0 m'n' m —t

olarak yazilabilir. Bu son esitligin her iki tarafinda v" nin katsayilar1 esitlenirse,

i n+ I’I’l) 'str)”( )t” _ (1 _ t)—l—a—m expt__xz‘jl’(r:)(ij

p—rs m!n! 1-¢ 1-1¢

seklinde Laguerre polinomlar1 i¢in, bir genisletilmis dogurucu fonksiyon bagintisi
elde edilir.

33
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5.GENISLETILMIS JACOBi POLINOMLARI
5.1. Jacobi ile Genisletilmis Jacobi Polinomlar1 Arasidaki Iliski

Jacobi Polinomlari
a+n _
Pn(“’ﬁ)(x)z[ JZFI(—n, a+pf+n+1; a+1;17x j
n

ya da

(1+a),
n!

PP (x) = ZFI(—n, a+p+n+1; a+l;l_2x j

seklinde verilmisti. Jacobi polinomlarinin bir genislemesi

E"P (x;a,b,¢) = [c(a —b)]" P\’ {% + 1) (5.1)

seklindedir. Genisletilmis Jacobi polinomlar1 olarak bilinen bu polinomlardan, Jacobi

polinomlarina

PP (x) = [ela—b)]" Fn(“’ﬂ)(% [x(a —b)+a+b] ;a,b,cj

Z(x—a)

a—>b

seklinde gecilebilir. Jacobi polinomun da x yerine +1 yazilirsa

2(x — a+n
P’7(a,ﬂ)((x—;)+1):( JZFI -n, a+pB+n+l; a+l; —4=—2
a— n

_l_ —
:(a nszl(—n, a+pf+n+l; a+l;—Mj
n a—-b

olur.

Bu ifade Es. 5.1 de yerine yazilirsa, genisletilmis Jacobi polinomlar hipergeometrik

fonksiyonlar cinsinden,



X—a

Fn(a’ﬁ)(x;a,b,c)=[C(Cl—b)]n (a'l'n] 2F1[_n’ a+f+n+l;a+1; b
n

—da

olarak elde edilir. Benzer sekilde Es. 3.3 ifadesinden yararlanilarak

X —

o+ _
F“P(x;a,b,c)=[c(a-b)] ( nJ 2Fl(—n, —B-na+l; > Z j
n
seklinde de yazilabilir.

5.2. Genisletilmis Jacobi Polinomlar1 icin bir Dogurucu Fonksiyon

Teorem 5.1. Genisletilmis Jacobi polinomlar1

> (a(1+ +ﬂa+) e o (50,8,
n=0 n

3

“[i-cla-p)] " E| AP 2+OhLﬂ;HOt;L_a)z
2 (1—c(a—b)t)

2

seklinde bir dogurucu fonksiyon bagintisina sahiptir.
fspat:

Es. 5.2 ifadesinden

@ (b e) = lela—bII'S (—n)k(1+a)n(1+a+ﬂ+n)k((x—a)}"
ri b =lda=b) = knl(1+ a), | b—a

olup, burada Lemma 3 ve Lemma 4 kullanilirsa

(@.B) /.. _ _ L (1+a)n(1+a+ﬁ)n+k (x—ajk
F b, =lda =0 o N ) T s ) \a b

(a+p+1), ,

elde edilir. Bu ifadenin her iki yan1 (1 ) t" ile ¢arpilip n=0 d
+a),

toplam alinirsa,
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j (5.2)

(5.3)

(5.4)

an oo a



i—(a th+ 1)” Fn(“’ﬂ) (x;a,b,c)t”
=0

" (1+(x)
:i > [e(a—b)]' (rasp),., (x_ajkt”

prdary K (n—k) (+a),\a—b

n

_ Z‘O:i [c(a _b)]Hk (1 ta+ :B)n+2k (x — ajkl‘"”{

=0 k=0 k!'n! (l+a)k ka_b

_ i{é (l+ a+f+ Zk)n [c(a —b)t]"} (l+ a +ﬂ)2k (x—a)k (ct)k

! K(l+a),

:Z (l+a+ﬂ)2k(x—a)k (Ct)k

{1+ ), [ - cla - Y]

bulunur. Burada,

() {gjk(gr%l = (1+a+p), =22{1+a+ﬂH2+OZl+ﬁl{

2% 2).\2 2

ozelligi kullanilirsa

iwﬂ(aﬁ) (x;a,b,c)t"

= (1+a),
o lta+pB||2+a+p
= k!(lEL a)kz[l - J(;{ b)t;+a+ﬂ4;|zi (ct)f
l+a+p||2+a+p k
o gk ey

=[1—c(a—b)t]_l_a_ﬂ F 1+a+ﬂ’ 2+a+ﬁ;1+a; 4ct(x—a) :
2 2 (1-c(a—-b))

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
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5.3. Genisletilmis Jacobi Polinomlari i¢in Rodrigues Formiilii

Teorem 5.2. Genigletilmis Jacobi Polinomlari

Fe anbe) = T (o x)? (- a) L for—ay (b))

n! dx

seklinde bir Rodrigues formiiliine sahiptir.
fspat :

Es. 5.2 de Teorem 1.1 uygulanirsa,

F9 (50,0,0) =[ela )} L2 (x_bj zﬂ(‘n,—ﬂ—n;lm;rg )

n! a—-b

e c"(a=b) (I+a), (=n), (=F—-n), (x=b)" (x—a)
" n! (a—b)" (1+a)k k! (x—b)k

b

& " (1+a), (-n), (-B-n), .
B n o K(+a), (v-af (x=b)

b
(=]

" (1+a), (D" (-B-n), K nk
~ R (ta) (k) (v=a)" (x-b)

=

n " 1
— ¢ ( +a)n ( +ﬁ)n (x_a)k (x_b)n—k (55)
i K (1+0‘)k (1+ﬂ)n—k (”_k)!
bulunur. Burada Lemma 3 ve Lemma 4 kullanilmstir.

Negatif olmayan s ve m tamsayilari igin,

dS
dx’

m—s+a

X" =(m+a)m+a-1).(m+a—s+1)x

m—s+a

_ (m + a)(m +a —1)...(m +a—s+ 1) [(m +a- s)...(2 + a)(l + a)]x
[(m +a-— s)...(2 + a)(l + a)
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ya da kisaca,

d* e (1+a)n1 xmste

dx’ * (1+a),.,

seklinde yazilabilir.

Bu ifadede o yerine B, x yerine sirasiyla b-x ve x-a , s yerine sirastyla k ve n-k, m

yerine n aliarak

k _ n—k+p
d_(b_x),ﬁ.ﬁ:(l_'_ﬁ)n (b x) (56)

dx* (1 + ﬂ)n—k

d"* (t—a)™ = (1+a), (x—a)*
dx"™* (1+a),

(5.7)

bagintilar1 elde edilir. Es. 5.5 ifadesi Es. 5.6 ve Es. 5.7 ye gore tekrar diizenlenerek,

F(“’ﬂ)(x'a b C) — (_ c)” (b_x)iﬂ (x_a)ia
n yU,t, n'

n ! (“_a)n (x_a)km (1+,B)n (b_x)n—k+ﬁ
H R0 ) 1+ B),,

- (_ c)n (b - x)_ﬁ (x - a)_°z

n!
(N dn_k n+a dk n+p
- — — b_
S i) drtoar -]

seklini alir. Burada iki fonksiyonun ¢arpiminin » — yinci tiirevi i¢in bilinen

) ()] = Z@uv

dxn

seklindeki Leibnitz formiilii kullanilirsa,

F“P (x;a,b,c) = Cef (b-x)"(x—a)“ d’ [(x —a)"(b- x)'”ﬁ]
n! dx"

olarak istenilen sonug elde edilir.
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5.4. Genisletilmis Jacobi Polinomlarimin Diferensiyel Denklemi

Teorem 5.3. Genisletilmis Jacobi Polinomlari

2
A E@h (xa,b,6) + (@ + )b - x) — (B + D - )] L F“P (x1a,b,0)
dx dx
+n(a+ f+n+1)F“P (x;a,b,c)=0

(x—a)(b—-x)

seklinde bir diferensiyel denkleme sahiptir.
fspat.‘

Buradaki ikinci basamaktan diferensiyel denklemde ikinci tlirevin katsayisi, ikinci

dereceden bir ifade olup Gauss denklemiyle karsilastirilabilir.

Es. 5.2 esitliginin her iki yaninin x degiskenine gore birinci ve ikinci tiirevleri alinirsa

diFn(a’ﬂ)(x;a,b,c) =
x
M(;j[c(a—b)]"izﬂ(—n, a+pfB+n+l;a+l; M j
n! b—a dx b—a
2
%Fﬂ(a’ﬁ)(x;a,b,c) =

bulunurlar. Bu ifadeler ile
z(l-2)w +[c—(a+b+1)z]w —abw=0 (5.8)

Gauss denklemi ve bu denklemin w=, F(a,b;c;z) seklindeki ¢6ziimii

karsilastirildiginda,

a=-n b=a+p+n+l c=a+l z=

olarak alinir ve genisletilmis Jacobi polinomunun Es. 5.2 deki ifadesi ve tiirevleri Es.

5.8 de yerlerine yazilirsa
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(x—a)(b—x) ni(b-a)’ d’ F@P (x:a,b,c)
b—a \b—a)(l+a),|c(a-b)] d* " o

nl(b—a) d
(+a),[c(a-b)] d

F“P (x;a,b,c) =0

(“ﬂ)(x a,b,c)

[a+1 (a+ﬂ+2)(x “)}

n!

(1+a),[c(a-D)]

+n(a+pf+n+l)

elde edilir. Bu ifade asagidaki sekilde tekrar diizenlenirse

(x—a)(b- x) F("‘ﬂ)(xabc)

n!

(1+a),[c(a-b)]

+(a+1)(b—x)—(f+1)(x— a)] F(“ﬁ)(xabc) =0

+n(a+ p+n+1)F“? (x;a,b, c)

olup,

n!

(1+a),[c(a-b)]

# (0 olacagindan burada parantez igi sifira esit olacaktir. Yani,

(x—a)b- x) F(“ﬂ)(xabc)+[(a+l)(b x)— (B +D)(x - a)] F(“ﬂ)(xabc)

+n(a+f+n+ I)Fn(“’ﬂ) (x;a,b,c)=0

elde edilir ki, bu da ispati tamamlar.

5.5. Genisletilmis Jacobi Polinomlarinin Ortogonalligi

Teorem 5.4. Genisletilmis Jacobi polinomlari i¢in

I(x a)* (b—x)’ F\*P (x;a,b,c)F'“P (x;a,b,c)dx =0 , m#n

dir. Yani bu polinomlar (a,b) arahginda w(x;a,b,c) = (x —a)“ (b —x)” agirhk

fonksiyonuna gore ortogonaldir.
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fspat.‘

2

d—an(“’ﬂ)(x;a,b,c) +[(a+D)(b-x)-(B+ 1)(x—a)]iFn(“’ﬂ)(x;a,b,c)
dx dx
+n(a+ f+n+1)F P (x;a,b,c) =0

(x—a)(b—x)

diferensiyel denklemi w(x;a,b,c) = (x —a)®(b—x)” agirlik fonksiyonu ile
carpilirsa
dZ
(x—a)“"'(b-x)"" —an(a‘ﬂ) (x;a,b,c)
dx
@+ Do-0" @ -a) - (B + D -a) " (b-x)’ ]di P (x;a,b,0)
X
+n(a+pf+n+1)(x—a)(b-x)"F“P (x;a,b,c) =0
elde edilir. Bu denklemde,
a,(x) = (x=a)" (b—x)""
a,(x) = [@+ Db~ (x=a)* = (B+D(x-a)" (b-x)’ ]
alindiginda

a,(x) = a,(x) oldugundan verilen denklem self-adjoint formdadir ve

i{(x ~) b0 LD (xab.o)

dx dx (5.9)
+n(a+B+n+1)(x—a)*(b-x)" F“" (x;a,b,c) =0

olarak yazilabilir. Bu denklemde n yerine m yazilarak

i{(x —a)™ (b—x)"" iFnﬁa’ﬁ) (x;a,b, C)}

dx dx (5.10)

+m(a+ B+m+1)(x—a)*(b-x)" F'“? (x;a,b,c) =0

olur. Es. 5.9 denklemi F*”(x;a,b,c) ile Es. 5.10 denklemi F“” (x;a,b,c) ile

carpilip taraf tarafa ¢ikarilirsa
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[n(a +f+n+)—m(a+f+m+ 1)](x —a)*(b-x)" F'" (x;a,b,c)F'*" (x;a,b,c)

p (x—a)(b-x)""

=" d
dx {F;“’“ (xia,b,¢)—F, " (xa,b,0) = F, " (x; a,b,c)diF,f“"” (x; a,b,c)}
X X

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi a dan b ye integre edilir ve esitligin sol

tarafindaki ifade asagidaki gibi diizenlenirse
nl+a+p)+n> —m(+a+p)—-m> =m—-m)(1+a+ f)+(n—m)n+m)
=(n-m)(l+a+ f+n+m)
b
(n-m)(+a+pf+n+ m)J‘(x -a)*(b-x)" F'“" (x;a,b,c)F'“" (x;a,b,c)dx
— (x _ a)a+1 (b _ x)ﬂJrl

x {FJ“””’ (x;a.b, c)diF,,ﬁ“’ﬂ)(x;a,b,C) - F,""(x;a,b, c)diF,,‘“””)(X;a,b,C)}
X X

[

bulunur. Esitligin sag yan sifir oldugundan ve m # n i¢in

(n—-m)(1+a+ p+n+m)=+0 olup,

b

I(x —a)* (b-x)"F'“P (x;a,b,c)F'“" (x;a,b,c)dx=0, m#n
elde edilir.

5.6. Genisletilmis Jacobi Polinomlarinin Normu

Teorem 5.5. Genisletilmis Jacobi polinomlarinin normu,

Fap H @) (+a+ B, b—a) " T +n+1)0(B+n+1) %
o n(a+p+1),T2n+a+f+2)

seklindedir.
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fspat.‘

Genisletilmis Jacobi polinomlar1 i¢in Kisim 5.3 de verilen Rodrigues formiiliinden

(r=)" (b =0)" F (b, = ay (o)
n! X

yazilabilir. Bu esitligin her iki yan1 F'“*(x;a,b,c)ile ¢arpilip, [a,b] araliginda
integre edilirse,
b

I(x -a)*(b-x)" F'“" (x;a,b,c)F“" (x;a,b,c)dx

a

RS PR N~

olup, esitligin sag yanindaki integralin degerini bulmak i¢in » kez kismi integrasyon

metodu uygulanirsa,

b
[=a) (b =2 F“P (x:0,b,0)F“" (x;a,b,c) dx
« (5.11)

0 b "
_ (—C) J.(x _ a);z+a (b _ x)n+,5 |:(jx_n F”(’a’ﬂ) (X; a,b, c):|dx

bulunur. F'“”(x;a,b,c) , m-yinci dereceden bir polinom oldugundan n > m igin

d" .. . .
FF”E“’ﬂ '(x;a,b,c) = 0 dir. Boylece Es. 5.11 deki integral n > m icin sifira gider.

X
Birinci yandaki integral ve dolayistyla ikinci yandaki integral n ve m indislerine gore
simetrik oldugundan » < m i¢in de ayn1 durum séz konusudur. Buradan da

F'“?)(x;a,b,c) polinomlarmin ortogonalligi goriiliir. Diger taraftan,

(1+?)” 2F}(—n,a+ﬂ+n+1;1+a;gj
n!

—a

F P (x;a,b,¢) =[c(a-b)]"

seklinde ifade edilen genisletilmis Jacobi polinomlarinin #-yinci tiirevini bulmak

icin, hipergeometrik fonksiyonun n-yinci tiirevi i¢in bilinen

ic—zzlﬂ(a,b; c;u) :(a)” (b)” 2Fl(a +n,b+n;c+ n;u).u(")

(c),



0zelliginden yararlanalim. Bu 6zellik dikkate alindiginda

—a

c”(a—b)"( 1 j(—l)”n!(l+a+ﬂ+n)n
d’ F@h (- — b
n (x,a,b,C)—

dx” n(l+a),

—a

szl[O, l+a+ﬂ+2n;l+a+n;2_aj

=c"(l+a+p),

elde edilir. Beta fonksiyonu olarak bilinen B(p,q) fonksiyonunun

(x—a) (b-x)"dr=(b-a)""" B(p.q)

Q C— >

seklindeki taniminin da dikkate alinmasiyla

b
I(x —a)*(b—x)” F,,E“’ﬂ) (x;a,b, c)Fn(“’ﬂ) (x;a,b,c)dx

_©" (@t p+1),, b-a) Bt atn, 1+ f+m)(-1)

na+ B +1),
bulunur.

L'(p)T'(qg)

Bp.a)= I'(p+q)

bagintisinin kullanilmasiyla da

b
j(x —a)* (b-x)’ F'“P (x;a,b,c)F“? (x;a,b,c) dx

(@ (@+p+1), (b—a)"" Ta+n+1)0(B+n+1)
- n(a+p+1), TQRu+a+pB+2)

yazilabilir. Boylece genisletilmis Jacobi polinomlarinin normu,

V'~ (1 +a+p),b-a)” ' T(a+n+1)0(B+n+1) %

n(a+p+1),T2n+a+p+2)

Fn(a,ﬂ)H _ (c
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olarak elde edilir.

5.7. Genisletilmis Jacobi Polinomlar icin Genisletilmis Bir Lineer Dogurucu
Fonksiyon

S9

i[nﬁn] @ +(ﬂ+f)1+1)” F\e? (x;a,b,0)1"
n=0 n 7+ n (512)

Burada m negatif olmayan bir tamsay1, «, # ve y, n den bagimsiz parametrelerdir.

Genisletilmis Jacobi polinomunun Es. 5.3 taniminda » yerine n + m yazilirsa,

El(frkﬁ)(xmabac)=[C(x_a)]'1+m(a+n+m}ﬂ(—”—m,—ﬂ—n—m;a+1;x_a)
n+m x—b

olur. Burada Es. 4.3 Euler doniisiimii uygulanir ve sonra Lemma 3 kullanilirsa,

FP(x;a,b,¢)=[c(x- a)]'”m(a + f + mj
n+m

(5.13)

X—da

x—>b

2m+2n+a+f+1
a—b
x( j 2F1(0H—n+m+l,a+,8+n+m+1;a+1;
x-b

bulunur. Bu son ifade Es. 5.12 de yerine yazilirsa

> (m+n\a+n+m (a+,6’+m+1)r e
S, = - -
Y i
_ b 2m+2n+a+f+1 _
x(a j 2E(ox+n+m+l,0{+ﬂ+n+m+1;0¢+1;x a)
x—b x—b

~ (a+m)[c(x_a)]m(a —bj2m+“+ﬁ+li(a+m+l)n(a +B+m+1),

| om x—>b = (7/+1)n

x—a\( ctla-by ’
S Fla+n+m+1l,a+f+n+m+1l;a+1; 5
x_

elde edilir ki bu esitlik, Es. 2.9 bagintisina gore diizenlenerek



e(m+n\(a+f+m+1), s )
nF s . b
Z( & ] (¥ +1), wen (5,8,5,0)1

n=0

m x=>b

- [a + mj[c(x - a)]m(a _ bjzmwﬂ

2
x F, a+m+1,a+ﬂ+m+1,a+1’7,+l;X—a’ct(a b)
x—b x_b

seklinde genisletilmis Jacobi polinomlari i¢in genisletilmis bir lineer dogurucu

fonksiyon elde edilir.
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