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edildi.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar, agiklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simge

L,(f:x)=L,(f)(x)

L,(f:2)=L,(f)(2)

C[a,b]
B[0,c0)

C[0,00)

C[a,b]

o(f;9)
[xo,xl,...,xn;f]

oB

Aciklama

xeR L, lineer operatoriinin  f  siirekli
fonksiyonuna uygulanmast
zeC, L, lineer operatoriinin  f  analitik
fonksiyonuna uygulanmast

[a,b] deki siirekli fonksiyonlarin uzay:
[O,oo) da tanimli sinirh fonksiyonlar uzay1
[0,0) da taniml1 siirekli fonksiyonlar uzay:

C[a,b]uzaynda | f

= max | f (x)‘ ile taniml1 olan

Clab]  4<x<h
norm

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

f fonksiyonunun n-yinci boliinmiis farki

B kiimesinin sinir1

{ze C:|z|<R,R>1} kiimesi
{ze C:|z|SR,R>1} kiimesi

C nin D, U[0,) alt kiimesi



1.GIRIS

Yaklasim teorisinin amaci, belli dzelliklere sahip fonksiyon uzayinin elemanlarinin
bu uzayin bir alt uzaymdan olan iyi 6zelliklere sahip fonksiyonlar cinsinden bir
gosterimini elde etmektir. Burada iyi ozelliklere sahip fonksiyonlar genelde iyi

bilinen, polinomlar veya rasyonel fonksiyonlar olarak alinmaktadir.

1885 yilinda Weierstrass [a,b] araliginda siirekli her f fonksiyonuna bir polinomla

yaklagilabilecegini ifade etmistir [1]. 1912 yilinda Bernstein’in, Weierstrass’in
yaklagim teoreminin ispati icin verdigi, f : [0,1] — R olmak iizere fe C[0,1] igin
n. dereceden;
752) =30 (2] 2 0=} 000 o

k=0
seklindeki Bernstein polinomlar1 kuskusuz yaklagim teorisinin 6nemli cebirsel
polinomlarindan biridir [2-6]. Bernstein polinomlarimin pozitif reel eksene bir¢ok

onemli genellemelerinden biri 1957 yilinda V. A. Baskakov tarafindan xe [0,o0)

olmak iizere, f € C[0,)igin,

Z,(f:x)= g(ﬁr:_ljf(%j(ﬁjk

seklinde tanimlanan Baskakov operatorleridir [7].

Reel degiskenli B, (f;x) Bernstein polinomlarnin yakinsaklik dzelliklerini [0,1]

reel araligindan kompleks diizlemin daha genis bolgelerine genellestirilmesi ve
analitik fonksiyonlara iliskin Bernstein polinomlarinin yakinsaklik durumu Wright
[6], Kantorovich [8], Bernstein [2], Lorentz [9] ve Tonne [5] tarafindan
incelenmistir. [9] da kompleks Bernstein polinomlarinin analitik fonksiyonlara
yakinsakligi kompleks diizlemin farkli bolgelerinde incelenmis fakat yakinsaklik
oranina iligkin herhangi bir sonug verilmemistir. Gal [10] da kompleks Bernstein tip
operatorlerin yakinsaklik ve tam yakinsama oranina iliskin sayisal tahminler

vermistir. W ve Z operatorlerinin kompleks diizlemin farkli bolgelerinde analitik



olan fonksiyonlara iliskin kompleks bicimleri Gal tarafindan [10] da asagidaki
sekilde

z(ra=0e” 5" ) (4

ve

zn(n+1) (n+] 1)[ j

W,(f:2)= ,n,---,;;f]Zj

=0 n’
olarak tanimlanmistir. Bu tezde [10] izlenerek W, ve Z kompleks operatorlerinin

yaklagim ozellikleri detayl olarak incelenecektir.
Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris boliimiidiir.

Ikinci boliim lineer pozitif operatorler, boliinmiis farklar gibi temel tanimlarmn
verildigi, diger boliimlerin temelini olusturan yaklasim teorisinin énemli teoremleri

ile kompleks analizde yardimci teoremlerin ifade edildigi bolimdiir.

Uciincii  boliim reel degiskenli genel ve klasik Baskakov operatorlerinin
tanimlandigr ve bunlarin diizgiin yakinsakligi, boliinmiis farklarla ifadesinin ve

Voronovskaja-tip yaklasim oraninin verildigi boliimdiir.

Dordiincii ve besinci boliimde Gal’in [10] ve Lorentz’in [9] eserlerinin incelenerek
kompleks Baskakov operatorlerinin ele alindigi boliimiidiir. Dordiincii boliimde

oncelikle W, kompleks Baskakov operatoriiniin varligt ve analitikligi icin yeter

kosullar verilmis sonra bu operatorlerin f (z) analitik fonksiyonlarina kompleks

bolgelerde diizgiin yakinsakligi Vitali teoremi yardimiyla gosterilmis ve sonrasinda
tam yakinsama orani arastirilmistir. Besinci boliimde Z  operatdrleri icin kompleks
diizlemin farkli bolgelerinde operatoriin varligi ve analitikligi i¢cin yeter kosullar
verildikten sonra analitik fonksiyonlara yakinsama oranlari bulunmus ve bu sayede
tam yakinsama oram ile esanli yakinsama oranlar1 verilmistir. Boylece reel

Baskakov operatorlerinin yakinsaklik ozellikleri [0,o0) araligindan kompleks



diizlemin belirli bolgelerine kompleks Baskakov operatorleri yardimi ile

genellestirilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde lineer pozitif operatdr tanimi, boliinmiis farklarin tanimi ve temel
ozellikleri, yaklasim teorisinin onemli teoremleri, kompleks analizin bazi temel

tanim ve teoremleri verilecektir.
2.1. Lineer Pozitif Operatorler

2.1.1. Tanim [1,11]:

X ve Y normlu iki fonksiyon uzayr olsun. Eger X den alinmig herhangi f
fonksiyonuna Y de bir g fonksiyonu karsilik getiren bir L kurali varsa bu L

kuralima X den Y ye bir operator denir.

fe X, geY ve x, g nin tamim kiimesine ait olmak iizere
L(f;x)=L(f)(x)=gx)

ya da daha acik bi¢cimde; ¢, f nin x, g nin tanim kiimesine ait olmak iizere

L(f(t);x)=g(x)

seklinde gosterilir.

2.1.2. Tanim [1,11]:

L:X — Y bir operator olsun. Eger L operatorii her f,, f,€ X ve her &, fe€ R igin

L(af, + Bf,;x) = aL(f;;x)+ BL(f,; x)

kosulunu sagliyor ise, L operatoriine lineer operator denir.

2.1.3. Tanim [1,12]:

L:X — Y biroperatdr ve f€ X olsun. Eger f >0 iken L(f)20 gercekleniyorsa

L operatoriine pozitif operator denir. Lineerlik ve pozitiflik kosullarini saglayan L

operatdriine, lineer pozitif operator denir.



2.1.4. Lemma [1,11,12]:

L:X — Y bir lineer pozitif operatér olsun. f,ge X olmak tlizere f <g ise

L(f;x)<L(g;x) dir. Buna L lineer operatdriiniin monotonluk 6zelligi denir.

2.1.5. Lemma [4]:

L:X —Y bir lineer pozitif operatdr olsun. Bu durumda
|L(f:0)| S L( f]: %)
dir.

2.1.6. Tanim [11,13]:

[a,b] kapali ve sonlu araliginda taniml, siirekli fonksiyonlar uzay1 C[a,b] ile
gosterilir. C[a,b],

£ ()|

normu ile bir lineer normlu uzaydir.

£

= max
Cla.b] a<x<b

2.2. Boliinmiis Farklar
2.2.1. Tanim [1,11]:

f nin p -yinci fark operatorii

g ez

olarak tanimlanir. Bu ifadeye aym1 zamanda f nin 1 basamakli p -yinci fark
n

operatoril denir.

Buna gore p =1 i¢in 1. fark operatorii;



o)

olur ve p=2,3,... i¢cin

B2 )
B2

seklinde devam edilerek yazilabilir.
f nin [a,b] araliginda boliinmiis farklan asagidaki gibi tanimlanir:

2.2.2. Tanim [1]:

f sonlu, kapali [a,b] araliginda tanimlanmis bir fonksiyon ve  x,,x,, x,,... ler de
X, <x, <x,<.. oOzelligini saglayacak sekilde bu aralifin keyfi noktalar1 olsun. f
fonksiyonunun keyfi bir x, ;k=0,1,2,... noktasindaki degerini [xk; f ] ile
gosterelim. Yani f (xk)z[xk; f ] olsun. Buna f fonksiyonunun boliinmiis farki

denir.

f(x)=f(x)

X =X

['xO’xl; f ] =
ifadesine f fonksiyonunun birinci boliinmiis farki;

[xo’xl;f]_[xnxz;f]

Xo — X,

[xo’xl’xz;f]:

ifadesine f fonksiyonunun ikinci boliinmiis farki, bu sekilde devam edilirse;

[Xg0nx,: f] = [Xgs - X3 F]=[X500s %5 f]

Xo — X,

ifadesine f fonksiyonunun n-yinci boliinmiis farki denir.

2.2.3. Lemma :



e, (f) =£7 sonlu, kapali [a,b] araliginda tamimlanmis bir fonksiyon ve 0,1,2,...
nn

bu araligin keyfi noktalar1 olsun. Boliinmiis farklar i¢in

{O,l,...,i;eﬁl}=1{0,1,...,1;%}+[O,l,...,]—_l;ep} @.1)
n

n n n n n n

ozelligi saglanir [10].

Bu ifade iyi bilinen asagidaki iligkide

[xo,xl,...,xm;f.g]:Z[xo,xl,...,x,.;f].[xi,x,.ﬂ,...,xm;g]
i=0
m=j f=e, g=e¢ vex, =L uygulamakla elde edilen bir sonuctur[14].
n

Ayrica f fonksiyonu 7 -inci mertebeden tiirevlenebilir ise,

(&)

n!

[xo,...,xn;f] = (2.2)

esitligi saglanir. Burada & noktast x,,x;,...,x, noktalari ile ayn: araliktadur [1].

2.3. Yaklasim Teorinin Onemli Teoremleri

2.3.1. Teorem ( Weierstrass ) [11,15,16]:

f, [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon ve £ >0 yeterince kiiciik bir say1 olmak
iizere Oyle bir P(x) cebirsel polinomu bulunabilir ki her xe[a,b] igin

|P(x)— f (x)| < & esitsizligi saglanir.
2.3.2. Teorem ( Korovkin ) [1,11,12]:

Her ne N igin ve [a,b]g[c,d] olmak {izere Ln:C[a,b]%C[c,d] seklinde

tanimh (L, ) lineer pozitif operatorler dizisi olsun. Her bir i =0,1,2 i¢in f,(z)=¢'



olmak iizere

L,(f,)= filqyy =0:i=0.1.2

lim
kosullar1 gercekleniyorsa, bu durumda her f e C [a,b] fonksiyonu icin
lim

dir.

L(f)-f

Clad]

2.4. Kompleks Analizde Yardimci Teoremler
2.4.1. Teorem (Vitali ) [10,15,16]:

Q, C de bir bolge ve FcQ, Q da en az bir yigilma noktasina sahip bir kiime

olsun. (f, )neN, Q da analitik olan fonksiyonlarn dizisini gdstersin.  (f,)
fonksiyonlar dizisi Q da smirli ve her ze F icin (f,(z)) yakinsak ise bu durumda

(f,), @ nn her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir.

Bu calismada Q = D, U[0,) = {z eC: |z| <R,R> 1} U[0,%0) ve bunun kompakt alt
kiimeleri de D, = {z eC: |z| <rl<r< R} olarak kullanilacaktur. F ise D, de bir

dogru parcasi olarak alinacaktir.

2.4.2. Teorem ( Bernstein Esitsizligi ) [9]:

P (z) = ZZZO a,7" n. dereceden kompleks katsayili polinomlar olmak iizere |z| <r

diskinde ”Pn”, = max{|Pn (z )| : |z| < r} olsun. Asagidaki ozellikler saglanir:

P

n

i) Her |Z|Sl icin |P"'(z)|Sn

1

P

n

r

ii) >0 ise her |¢|<r icin |P,"(z)| <2
;



2.4.3. Teorem ( Maksimum Modiil ) [15,16]:

, OB deki bir

B simirh bir bolge olsun. f, B de analitik ve B da siirekli ise | f

noktada maksimum deger alir.

2.4.4. Teorem (Cauchy Tiirev Formiilii) [10,15,16]:

r >0 olmak iizere f :D, »C fonksiyonu D, de analitik ve D, da siirekli olsun.

L,

z| < r nin sinir1 olmak iizere her pe {0,1,2,...} igin

£9(2) _L!IMd

= 27n ) (M_Z)[H-l

dir.
2.4.5. Teorem [10]:

R>1 i¢in D, c C agik kiimesini alahm. Eger D, iizerinde analitik fonksiyonlarin

(f,) dizisi f fonksiyonuna yakinsak ve D, nin her bir kompakt alt kiimesinde
diizgiin yakinsak ise her p dogal sayis1 igin ( fn(” )), p. tirev dizisi, D, nin

kompakt alt kiimelerinde f (») ye diizgiin yakinsaktir.

2.4.6. Teorem (Ozdeslik) [10]:

D, C de bir bolge ve f,g D de birer analitik fonksiyon olsun. Eger bu iki
fonksiyon yigilma noktas1 z, € D olan bir nokta kiimesinde esitse (yani f =g ise),

bu durumda bu iki fonksiyon D kiimesinin tamaminda esittir.

2.4.7. Teorem (Taylor ) [15,16]:
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f, D bolgesinde analitik bir fonksiyon, z,€ D ve D, ={zE C: |z— z0| < R}

kiimesi D bolgesinde kapsanan bir bolge olsun. O halde, her ze D, noktasi i¢in

w £(n)
Zf (Z)(Z_Zo)n

n=0 n ‘
serisi D, kiimesinde f fonksiyonuna yakinsar. Bu serinin yakinsaklik yaricapt < R

olur. Buna gore,

w g(n)
f(z>=zofn—fz)(z—zo)",|z—zo|<ze

yazilir.
Bu teoremden asagidaki sonug ¢ikarilabilir.
2.4.8. Sonug [15,16]:

D, C diizleminde bir bolge ve f fonksiyonu D bolgesinde f : DcC—C
seklinde tanimlansin. Bu durumda f fonksiyonunun D bdlgesinde analitik olmasi

icin gerek ve yeter kosul her bir z,e D noktast igin sabit bir R sayisi
alindiginda D(z,,R) dairesinde f fonksiyonunun yakinsak bir kuvvet serisi ile
temsil edilebildigi, D bolgesi tarafindan kapsanan bir D(z,,R)={z : |z—z,| < R}

acik dairesinin bulunmasidir.

2.4.9. Teorem [15,16]:

(i) D, C dizleminde bir bdlge ve (f,), D bolgesinde tammli analitik

fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Eger (f,), D bolgesinde kapsanan kapali her
dairede f fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsiyorsa f analitik bir fonksiyondur.
Bundan baska, f' fonksiyonlari1 f' fonksiyonuna D  kiimesinde noktasal

yakinsak ve D kiimesindeki her kapali dairede diizgiin yakinsaktir.



11

(i1) Eger ne Nolmak lizere g, ler D kiimesinde analitik fonksiyon ve

fonksiyonu D bolgesindeki her kapali dairede diizgiin olarak yakinsiyorsa, g

fonksiyonu D bolgesinin tiimiinde analitiktir ve

fonksiyonu D kiimesinde noktasal yakinsaktir. Ayni zamanda g'(z) fonksiyonu D

kiimesinde kapsanan kapal1 her dairede diizgiin yakinsak olur.
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3.BASKAKOV OPERATORLERI

Bu boliimde oOncelikle reel degiskenli genel Baskakov operatorii, bunun 6zel bir
durumu olan klasik Baskakov operatoriiniin tanimlart verilerek klasik Baskakov

operatoriiniin boliinmiis farklar yardimiyla yazilist elde edilecektir.
3.1. Genel Baskakov Operatorleri

3.1.1. Tamim [12]:

x€[0,), fe C[0,») ve ne N olmak iizere,

o (k)
L(fix)=Y (-1) f(%)x" ¢k—('X) (3.1)

olarak tanimli operatore genel Baskakov operatorii denir. Burada (g/ﬁn)neN
fonksiyonlar dizisinin elemanlar1 xe€ [0,c0) olmak iizere asagidaki 6zellikleri
saglayan fonksiyonlardir:

1.Her ne N icin ¢@,, [0,o) da analitiktir.

2. Her ne N i¢in ¢, (0) =1 dir.

3. (—l)k ¢ ()20 (k=0,1,...:n=1,2,...) dzelligi saglanir.

4. P (x)=-ngl ) (x)(1+a,,(x)) mk=L2.. olacak bigimde bir

. . o, (x . ¢, (0
m(n)eZ Vardlr, burada lﬂak,,l(X)zo, hmk’—()=1, 11m¢ k():(—l)k

n—oo n n—oo n

dir.

3.2. Klasik Baskakov Operatorii

Bir dnceki bolimde (3.1) denkleminde ¢, operatoriinii ¢, (x)=(1+x)" alirsak,

f € C[0,) olmak iizere;
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Z (fix)=(1+x)" z[“k lj (kj(ﬁjk 3.2)

klasik Baskakov operatérii elde edilir [12].

Ayrica ¢, (x)=(1—x)" 6zel durumu

Bn(f;x)zkio(gxk (1=x)"™* f(%j

—nx

Bernstein operatoriinii, ¢, (x)=e™ 6zel durumu da

-2

seklinde Szasz operatoriinil verir.

—nx

(3.2) ile gosterilen klasik Baskakov operatorii Teorem 2.3.2 den Ae R™ olmak

iizere [0, A] araliginda siirekli ve tim pozitif yar1 eksende simirli olan f
fonksiyonuna bu aralikta diizgiin yakinsar. Yani feC [O,A] ise Z,(f;x)

operatorleri f(x), xe [O,A] fonksiyonuna diizgiin olarak yakinsar.

3.3. Baskakov Operatorlerinin Boliinmiis Farklarla ifadesi

x20 reel sayist1 f e C[0,o0) i¢in Baskakov operatoriiniin orijinal formiilii (3.2)
ifadesiyle verilmistir. Bu operatoriin boliinmiis farklarla ifadesini elde etmeye

calisalm. f e C[0,%0) i¢in Z,(f) Baskakov operatoriinii tanimlayan seri diizgiin

yakinsak oldugundan bu seri terim terim tiirevlenebilirdir. O halde x degiskenine

gore tiirevlerine bakalim.

Birinci tiirev;

—z (fix)= {<1+ )";[Hk lj(ﬁjkf@}
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=§ n+lf_1}f(§)[kxk Y14+ x)"™ —(n+ k)Xt (14 %) <n+k+1>}
2 _1Jf e

_; n+ :—ljf(% ) (k)X (14 )

zg z:ﬂf(k;rl)(kﬂ)xk(1+x)—<n+k+n

_g n+}l:—1Jf(Sj(nJrk)xk(Hx)_(mm

=§<n (T)T(i)il),f k+l)(k+l)xk(1+x)_(”+k+1)

j (n+k)x* (14 x) "D
( lj ‘ (1+x)—(n+k+1)

_ — (n+k) E (n+k+1)

Z—f(nj(wrk)x (1+x)
(

_ (n+k)! , —(n+k+D) ﬂ _ E
_ko(n_l)'k'x 1+X) |:f( n j f(”j}

_ = (n+k)! f k o (1+x)—(n+k+1)
(n—-D'k! " n

seklindedir. Burada A’ f (ﬁj, f (x) fonksiyonunun xzﬁ de birinci boliinmiis
n n

farkidir. Tkinci tiireve bakalim;

LSAT >‘a{§("+f _1j(n+k)x"(l+x)_("+k+l[ (A f&m
_ °°[”+" 1} k){f(%J—f(SH%{xk(1+x)_("+k”)}

_w (n+k) k+1) E 1 —(n+k+1)
Y l'k{ ( : j f(nﬂ{kx (14x)
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—(n+k+Dx*(1+x) 2]

= (n+k)! k+1 k 1 ~(ntk+
ez FiGrs 1| R C

_m (n+k)! kl - 5 k —(n+k+2)
;(n—l)!k!{f( n j / nﬂ(’““l)x (1+x)

= (n+k+1)! k+2 k+ (n+k+2)
e e G RO

(n+k+1) +1 o
Rl NI

k=0

-
= °_° ((nn"'_kl)‘f"llc)"|:f(k22j zf(k+1j f(%j:|xk (1+x)—(n+k+2)

= (n + k + 1) ' 2 k k —(n+k+2)
=S EERE DAz p[ Sk (14
kzz(; (n=1)1k! " f(njx (1+x)

seklindedir. Burada Ai,l f (Ej, f (x) fonksiyonunun xzk de ikinci boliinmiis
n

n

farkidir. Benzer diisiince ile devam edersek boliinmiis farklarin p . basamaktan
ifadesi Ax=n""=h olarak alindiginda asagidaki sekilde ifade edilebilir:
ALf (x)=A(A7"f ()

= et )= (s (o)1) 1 9

Sadelik i¢cin h=n"" iken A!f(x) ifadesinin yerine A”f (x) ifadesi kullanilabilir.

Bu gosterimle p =0,1,2,... i¢in;

Z(l’l+k+p 1) X (1+x)(n+k+P)Apf[£)

d
Z(p) —
(iD= & (- 1)k n

elde edilir. Bu ifadede toplam acilip terimler yazilirsa;
k + p 1) (n+k+p) k
Z0(fimy =S VAP A? (—j
S ()= Z I =
_(n+p-1)!

(n—l)!

(1+x)""" A7 £ (0)
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= (n+k+p-D! , (k) (kj
= k(14 ATfl =
; (n—1)1k! x(1+x) U

olur ve x=0 alinirsa;

Zn(f;O)ZZ,i”)(f;O)Z(n(+fl) -A"f(0)

bulunur. Buradan p =0,1,2,... lizerinden toplam alinirsa

(p)
Z,(fi =32 DO (”“’ X" A" £ (0) (3.3)

p=0 p! p=0 n 1 p'
ifadesi elde edilir. f fonksiyonu f (x)=P(x)seklinde m. dereceden bir polinom
olarak alimrsa agiktir ki p>m oldugunda A’P(x)=0 olur. Dahasi, [9] dan

Lorentz’in Bernstein polinomlar1 icin yaptiklarim1 Baskakov operatorlerine
uygulamakla ~ m. dereceden bir polinomun Z £ Baskakov operatorii altindaki

goriintiisiiniin de m. dereceden bir polinom oldugu goriilebilir. Ornegin; P(x)= x>
iken Z, (P;x)=x>+n"'x(1+x) dir. Yine [12] den (3.3) deki x”nin

(n+p-1)!
(n-1)!p!

:(n+p—l)! »
Doy (n=1)!p! A%f(0)

:i(1+p_lj(l+p_2)...(l+p_njApf(O)
p! n n n Ax”

olup n — oo iken bu katsayilar f”(0)/ p! ifadesine yakinsar. Buradan

~—————A"f(0) katsayilar a,, ile gsterilmek iizere; Ax=n""icin,

Z,(fix)=
; p! p=0 (I’l—l)!p! =0 p!

X

(p) o _ w £(P)
ZUG U ol LN P A O

olarak yazilabilir. Boylece Baskakov operatdriiniin kuvvet serilerine acilabilen bir
fonksiyona yakinsak oldugu goriilir. Buradan boliinmiis farklart yardimiyla
Z (f;x) operatorii;

o0 Z(l’) ’0
z, (f;x) = wap

=0 p!
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< (n+p—1) pinpApf(O)
_; (n—1)! ! n’ p!

X O
:i(nﬂ?—l) (n+p—p(p—1))(n+p—p){0’1””19 ;f}cp

seklinde yazilir. Bu gosterimi (3.2) ile verilen Baskakov operatoriinden ayirt etmek

icin

W, (fix)=3

[o,l,...,ﬁ;f}ﬂ, x>0 (3.4)

n[’

gosterimi kullanilacaktir.
(3.2) ve (3.4) operatorleri x>0 icin ¢akigir.

Once Z, operatériiniin x>0 igin iyi tanimli oldugunu gosterelim:

Her x,y>0 i¢in Z, (f;x)=Z,(f;y) olarak alimrsa operatoriin (3.2) deki

tamimindan

La(nrk=0Cx Y e (k- Y (K
N A R B =3l )

.. [(n+k-1 k .
olur. Her k=0,1,2,... igin . ve f| —| degerleri Z,(f:x)ve Z,(f:y)
n

icin aymidir. (1+x)™,(1+y)™" degerleri k ya baglh degildir ve k=0 i¢in
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A+x0)™" f(0)=A+y)"f(0)
=>0+x)"=01+y)",Vne N

k=1 icin

e (nk=1 x Y (k) LS (nrk=1y Y (K
L B (W YR () =

(+x)" £ (0)+ <1+x)-"n(i)f H =(1+y)" f(0)+(1+ yr"n(ijf (1]
1+x n I+y

n

olup burada k=0 icin elde edilen her ne N i¢in (I1+x)"=0+y)™" esitligi

k k
kullanilirsa ve k=0,1,2,... icin bdyle devam edilirse (Lj ,(Lj

I+x I+y
degerlerinin esitligi s6z konusudur. Buradan k =0,1,2,... degerleri i¢in x = y olur ki
buda Z (f;x) in iyi tanimhi olmasi anlamina gelir. x>0 igin iyi tammliliktan
Z (f;x)=W (f;x) olur. Fakat x in negatif degerleri icin W (f;x) ve Z (f;x) esit
degerlere sahip degildir. Bu durumu bir ornekle gosterelim. Basitlik igin W, (f;x)

gosterimi yerine W, (f)(x) gosterimini kullanalim.
Ornek 1:

= _% ve f, her te [O,oo) icin f(t)=1 sabit fonksiyonu olsun. W, (f)(—%) ve

Z(f )[—%) ifadeleri farklidur.

Wn(f)(_lj:in(n+1)...£n+k—l) '0’1,”',5;1}(_%)k
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(0-1)..(0-%)  (1=0).(1=k) "

=~
Il
(=1

2k

()" +(—1>"}

.+
1(k=1)!" Olk!

k=0

=in(n+l)...(n+k—l)ﬂ{1 -1 (—1)2

—+ + +
2 k! k! (k=1)! (k=2)12!

T 1(k=1)! Olk!

(0" +(—1)"}
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Her te [0,oo) oldugunda f(t)=1 iken her ne N icin

1 k
I _l‘"'” n+k-1 __5
ol 5 7

" & (n+k-1)
)2 e

bulunur. Buradaki seri iraksaktir.

n

O halde W, (f )(—%J =1 iken Z (f )(—%) wraksak bir seri oldugundan bu iki

operatdr x in negatif degerleri i¢in esit degerlere sahip olmaz. Ayrica W, (f)(x)

negatif x degerleri icin yakinsak bir seri toplami olarak ifade edilebildiginden bu

operatdriin tanim kiimesine negatif sayilar eklenebilir. Z, (f)(x) in tanim kiimesine

gore daha genis bir tanim kiimesine sahip olur.

flerideki boliimlerde kompleks Baskakov operatorleri icin gerekli olacak olan

Voronovskaja tip yaklasim sonuglarim (3.2) ve (3.4) operatorleri icin ifade edelim.

3.4. Z ve W, Baskakov Operatorleri I¢in Voronovskaja-Tip Yakinsama Oram

f :[0,00) >R fonksiyonu Ae R olmak iizere, [O,A] araliginda simirl ve (O,A)
araliginin herhangi bir noktasinda iki kez siirekli diferansiyellenebilir ise klasik

Baskakov operatorii icin, [0,o0) araliginin her kompakt alt araliginda;

limn| Z, (f:x)- ]_— (x+1) £"(x) (3.5)

n—oc0

esitligi saglanir [10].

f :[0,00) >R fonksiyonu Ae R olmak iizere, [O,A] araliginda simirl ve (O,A)

araliginin bir noktasinda iki kez siirekli diferansiyellenebilir ise [0, o) araliginin her
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kompakt alt araliginda (3.5) esitligi W, (f)(x) operatorii igin de yine

tim 1 [W, (/)(6) — f ()] = "“; X+ ey (3.6)

seklinde saglanir [10].
3.5. Kompleks Baskakov Operatorlerinin Tanimi

(3.2) ve (3.5) ile verilen Baskakov operatorlerinin kompleks bicimleri basitce
n+k-1\ z \V [k
V4 2)=(1+z — — 3.7
(@) =(A+2) Z{ r J(sz f(nJ (3.7
ve

n(n+1).. (n+] 1)

W,(f)(2) = Z 10, £127 (3.8)

seklinde tanimlanir.

Ornek 1 geregince (3.7) ve (3.8) gosterimleri her ze C icin birbirine denk degildir.

O nedenle bu operatorler farkli hipotezler altinda ayr calisilacaktir.
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4. W, KOMPLEKS BASKAKOV OPERATORLERI

Bu boliimde [10] izlenerek (3.8) ile verilen W, kompleks Baskakov operatoriiniin

belirli kosullar1 saglayan analitik fonksiyonlara yakinsaklik orani ve Voronovskaja-
tip yaklasim oram bulunarak tam yaklagim orani elde edilecektir. Benzer yaklagim

oranlar1 esanli yaklasim oranlar1 icin de incelenecektir. Burada f {iizerindeki
hipotezler; f nin [0,00) da her mertebeden tiirevinin (ayni sabitle) sinirli olmasi ve

bir kompakt diskte iistel bityiimeye sahip olmas1 kosullaridir.

4.1. W (f) nin Varhg icin Yeter Kosullar

W, ,operatoriiniin varlig1 i¢in bir yeter kosul [0,oo) da f nin tim tiirevlerinin ayni

bir M >0 sabitiyle sinirli olmasidir [10].

Her r>0, ze C ve |z|£r icin

_ in(nﬂ);(k“k‘l) {o,%,...,k;f}zk

k=0 n

= n(n+1).. (n+k D] P&
2 i

nn+1)..(n+k-1)
= n‘k!

IA

Ml

< Mi n(n+1)..(n+k-1r"

= n‘k!

(¥ld<r)

nn+1)..(n+k-Dr"

- olarak
nk!

oldugu goriilebilir. Bu serinin genel terimi q,(n,r)=

alinirsa
n(n+1)...(n+k)rk+l
a,,,(n,r) nk+1(k+1)! _r(n+k)
a,(n,r) n(n+1)...(n+k—1)rk n(l+k)
n*k!
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elde edilir. koo iken %N eide edilir. O halde sabit bir nye N ve
a,(n,r) n
4 (19, 7) <£

r<o icin dyle bir k, bulunabilir ki & >k, oldugunda
2 ak (n() £ 7") no

oldugu

A (n,r) < A (n(),r)

a,(n,r) a,(ny,r)

elde edilir. Oran testinden ve her n>n, i¢in esitsizliginden

her n>n, ve |z| Sn—zo icin W (f)(z)nin iyi tamimh ve analitik oldugu dogrudan

elde edilir. Ciinkii |W”( f )(z)| mutlak yakinsak oldugundan W (f)(z) yakinsaktir ve

W (f)(z) yi temsil eden seri diizgiin yakinsaktir ve bu seri toplami yani W, (f)(z)

yakinsaklik dairesinde iyi taniml1 ve analitiktir.

Kompleks analizde fonksiyonlarin analitikligini incelerken genelde dairesel bolgeler

iizerinde calisilir. Lorentz de Bernstein polinomlarinin kompleks genellemesini
yaparken yine [O, 1] araligini iceren bir kompleks bolge iizerinde calismistir [9]. Bu
nedenle dairesel bir bolge almak yerine yaklasim  fonksiyonunu
5R ={ze C: |z| <R,R> 1} ile [R,o0) 1s1n1inin birlesimi olan ER U[R,) kiimesinde
f 5R U[R,) = C seklinde tanmimlamak dairesel bolge iizerinde tamimlamaktan

farkhdir. f fonksiyonu D, de analitik oldugu i¢in D, iizerinde nicel yaklagim

oranlarim  hesaplarken ze D, olmak iizere f (Z):Z;ockzk gosterimi

kullanilacaktir. Ciinkii analitik bir fonksiyon yakinsaklik bolgesi icinde yakinsak bir

seri ile temsil edilebilir. Diger yandan reel degerli olmasi durumunda yani [0,00)

araliginda operatoriin reel tanimi gecerli olacagindan reel durumda bilinen tahminler

kullanilabilir.

4.2. W, Kompleks Baskakov Operatoriiniin Yaklasim Ozellikleri

Yakinsaklik oranini vermek i¢in asagidaki yardime1 lemmalara ihtiyag vardir.
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4.2.1. Lemma [10]:

Her n,e N ve 3<n,<2R<+co ile R>0 icin f :DgU[R,+)—C

fonksiyonunun her mertebeden tiirevleri [O,oo) araliginda aym sabitle sinirli ve f,

D, de analitik yani her ze D, i¢in f(z) :Z::()ckz" olsun. M >0 ve Ae (%,1)

k
ve her k=0,1,... i¢in |ck|SM% oldugunu kabul edelim (bu her ze D, i¢in

|f (Z)| < Me'™ olmasim gerektirir.). 1<r <min {n—;%} ve her k=0,1,... i¢in
¢, (z)=z" olmak iizere her |z|<r ve n>nj icin

W,()2) = Y oW, (e)(2) “.1)
k=0

esitligi saglanir.
Ispat:

Oncelikle f, D, ve [0,00) de analitik ve analitik fonksiyon yakinsaklik ¢emberi
icinde diizgiin yakinsak oldugundan ve her xe[0,) icin [0,c0) un her kompakt
[O,b] alt aralifinda serilerin diizgiin yakinsak olmasindan f, f(x) ZZZOCM" ,
xe[0,b] seklinde yazilabilir [15,16] . Aslinda, f [0,0) da sonsuz
diferansiyellenebilirdir ve tiim tiirevleri aym sabitle smurhidir. O halde

f (x):z::o c x" gosterimi yazilir. O zaman f nin O daki Maclaurin serisi

Z‘” F0)

T x" olur. Buradan seri her bir [0,b] kompakt aralif1 iizerinde diizgiin

yakinsaktir. Her ze D, icin f(z)= 2:;0 c,z" olup x>0 igin

fx)= i X
k=0

oldugu aciktir. Her me N i¢in
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j .
ZCjZ ,|Z| <r 1s€;
j=0

fu(2)=

m
D ex! xe (r,+o) ise;
j=0

olarak tamimlayalim. Ag¢iktir ki [0,00) da her f, siirekli diferansiyellenebilirdir ve

onun tiirevleri ayn1 sabitle sinirlidir.

Dahas1 W, nin lineerliginden |z|< rigin f (2)= z Ocjz olmasindan;

W, (1)) =W, [ickzkj(z)

k=0

=W, (ickek (Z)j

k=0
=YW, (e)(z)
k=0

yazilir. ne N ve her |z| <r , &€ D, igin Es. 2.2 kullanilarak;

)(Z)|_in(n+l) (n+k- 1) oL, ~~7§;€k]zk

n

= n(n+1)..(n+k-1) e (&)
n* k! ¢

I
g

i n(n+1).. (n+k DAL,
par k!

4.2)

< ZE(HLJ(HEJ...(H k_ljr"
k:()n n n n

. ny 1 ..
z|Sr, n>n, ve 1Sr<m1n{?°,z} icin
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BOEY A AN
k=0
)(2)|
k=0
SMi(k+1)(rA)" =M _(f) (4.3)

k=0
olmasim gerektirir. Boylece W (f,,)(z) nin her me N ve her |z| <r i¢in yakinsak
bir seri ile sinirh oldugu gosterilmis olur. Eger W (f, )(z) nin D, nin i¢inde kalan

bir nokta kiimesinde m — oo iken limite sahip oldugu gosterilirse Teorem 2.4.1 den

W (f,,)(z) tamamen D, icinde kalan kompakt bir kiime iizerinde diizgiin olarak
W (f)(z) ye yakinsar denebilir. Teorem 2.4.1 den her n>n, >3 icin 0<x, <1 (n
ye bagli) olmak iizere xe [O, xo] icin

lim W, (£,)(x) = W, (£)(x)

oldugunu gostermek yeterlidir. Bolim 3.3 te reel degiskenli Baskakov

operatOriinden tiiretilen iki operator icin x=0 iken W (f)(x)=Z (f)(x) oldugu

gosterilmisti. O halde x,20 i¢cin p,= €[0,1) olmak iizere

Xo

W (f)(x,)=Z, (f)(x,)oldugu aciktir. f iizerindeki hipotezden

k-1 T ¢ I
il S [z(fj }

<(1+x,)” ”Z(’Hk lj o Z‘

W, (£)(x) =W, (f,)(x0)| =

Jj=m+l

> (n+k-1
_(1+x0)_ m+1 Z{n Jpo Z ‘ ‘ J m=1

k=0 Jj=m+l
<(I+x,)" — i[mrk ljpok > ‘cj‘k’

k=0 Jj=m+1
SM(1+x0)_" ad (n+k IJ L i (@?j

k=0 Jj=m+l1 .

sy w(ﬂg—l)pg(em_ﬁ@fj

n k=0 =0 J !
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M(1+x0)‘”i n+k-1) kA"

A 4 " (m+1)!
M(1+x0)_" S(n+k=1) o ,u
m+1 pO
n = k

_M(+x)" 5 n+k-1 ()
0

m+1

n = k

elde edilir. n>n,>3 olmak iizere x,>0 ve p,e™* = p(x0)<l segilsin.
n

h(t) = % fonksiyonu siirekli ve 4(0) =0 oldugundan bu se¢im n>n, =3 olmak
+t

lizere x, >0 icin p, = 1::0 oldugundan yazilabilir. Bu durumda n > n, >3 igin
Xo

I+ x,)"

k=0 k

n+k-1 1
m+1
k=0
1

. . . n+k-1
elde edilir ve oran testinden n>n, >3 igin a, :( j_k olmak iizere

k n
{n+kj 1
k+147q
Jim 4L = Jim " —limL l:0<1
k= q k—m[n+k—1J1 ksok+1 n
k

> k-1
>—Wn<fm><xo>ls%z[”+ ]pm)k

k
n

n+k—1)1 L C
— serisinin yakinsak oldugu goriiliir. Buradan m — o

oldugundan Zk 0( L

n
iken limit durumunda
lim W, (£,)(x) =W, (£)(x,)

oldugu elde edilir. Fakat yukarida tanimlanan A(z) fonksiyonu [0,e) da artandir, bu

nedenle her xe [0 xo] icin —< saglanir ve p(x) < p(x,) <l oldugu elde
n

I+x 1+ xo
edilir. Yukaridaki tahminde x, yerine x alirsak

lim W, (£,)(x) =W, (f)(x)
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elde edilir ve bu iddiammz1 kamtlar. W, (f, )(z) yakinsak oldugundan Es. 4.3 ile

birlikte Teorem 2.4.1 den W, (f,)(z) , W, (f)(z) ye diizgiin yakinsar.

Lemma 4.2.1 in hipotezlerini saglayan fonksiyonlara asagidaki iki 6rnegi verebiliriz:

Ornek 2:

(1) f(z)=€e"*, 0<a<]1, fonksiyonunu inceleyelim:

f fonksiyonunun n.tiirevi f(")(z):(—l)" a"e™™ oldugundan f(”)(O):(—l)" a"

olur. z, =0 noktas:1 komsulugunda e fonksiyonunun Taylor a¢ilimi

e (=)',

e gP Ty z
olur.

‘(—1)” |«

" n! n!

n

0<a<1 oldugundan a‘ <1 dir. Yani |Cn| sirhidir.
n!
oo P _1 n n oo n )
| f(Z)|: chzn = Zuz” Sza |Z” =eaM
n=0 n=0 n! n=0 ]’l'

saglanir. O halde f(z)=e “ fonksiyonunun tiirevleri her ze D, i¢in her yerde ayni

sabitle sinirlhidir. O halde Lemma 4.2.1 in hipotezleri saglandigindan f(z)=e “

fonksiyonu Es. 4.1 i saglar.

(i1) f(z)=sin(az), 0<a<1, fonksiyonunu inceleyelim:

f fonksiyonu tim C de analitiktir. z, =0 noktas1 komsulugunda sin(az)

fonksiyonunun Maclaurin a¢ilimi
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ntl 5
) 2n-1

sin(az) = z (2n-1): Z
oldugundan
|(_1)n+1 an a”

|C"|=‘(2n—1)!‘ (2n—1)!

sinirlidir. Buradan

ve 0<a<1 oldugundan

n

a " '<1 dir. Yani |c

2n—
— S ni|_ S (_I)IH—1 a" 2n-1 < - (_1)”+1 a" 2n—-1
@)= gc”z - Z; (2n—-1)! ‘Z(; (2n-1)! [
ialz] _—idl{] ialz] .
= sin(a|z|) = 2; < 621_ < oM

saglanir. Boylece f(z)=sin(az) her ze D, igin iistel biiyiiyen ve tiirevleri her
z€ Dy igin aym sabitle smrl olan bir fonksiyondur. O halde Lemma 4.2.1 in

hipotezleri saglandigindan f(z) =sin(az) fonksiyonu Es. 4.1 i saglar.

Simdi (Wn( f )) dizisinin f fonksiyonuna yakinsama ve esanli yakinsama orani

verilecektir.

4.2.2. Teorem [10]:

Her nye N  ve 3<n <2R<+e ile R>0 igin f :[R,40)UDg —C

fonksiyonunun her mertebeden tiirevi [O,oo) araliginda aym sabitle simirli ve f, D,

de analitik yani her ze D, icin f(z) :Z:zockzk olsun. M >0, Ae (%,lj ve her

k
k=0,1,... i¢in |ck|SM % oldugunu kabul edelim (Bu her ze D, igin

| f (Z)| < Me™? olmasim gerektirir).
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(1) 1Sr<min{ﬂ,l} ve her |z|Sr ve n>n, i¢in
2 A

Cran ()
n

W, (/)(z)— f(2)| <

saglanir. Burada C, , , (f)=6M Z::z (k+D(k+2) (rA)k < oo dur.

(ii)) W,(f)(z) kompleks Baskakov operatériiniin esanli yaklasma durumu igin
1<r<7 <min {n—;,%} keyfi sabitler, her |z| <r icin ve n,pe N icin n>n, iken

C, aum» (1) de verilen ozellikleri sagladiginda

C.oan (NP1
W ()~ f P (o) s =2
n(n —r)
saglanir.
Ispat:

(i) p=0,12,.. icin e, (z)=z" olmak lizere T, (z)=W,(e,)(2)=W,(e,;2) ile

n n

+1)...(n+k-1
gosterilirse Tn.p(z):Z::on(n ) En ){0,1,...5;%}" seklinde derecesi

en fazla polan polinomlar olarak yazilabildiginden 7, (z) polinomunun derecesi

< p dir. Lemma 4.2.1 den,

W, (P2 =S eW, €)@ = YT, (2)
k=0 k=0

oldugu dikkate alinarak her |z|£r ve 1Sr<min{n—2°,%} olacak sekildeki her

n>n, icin

W, ()2~ f(2)|=

S, €)Y o6, (2)

zCan,k (2)— chek (2)
k=0 k=0
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=

<2 e

k=0

T, (2)=¢,(2) (4.4)

seklinde yazilabilir. Simdi

T, (2)—e, (z)‘ ifadesi i¢in bir list siir bulalim.

Her ze C igin

T, () =W,(e,)(2)

in(n+l) (n+k-— 1){ , ,...,k;eo}zk
n n

k=0

— 0;1 0
ST
=1

T, (2) =W, (e)(z)

in(n+1) (n+k— 1){’ Mg;el}zk
n

k=0

1l
[u—
+

SN

—
=

S | =
.

| I

N
N

1
= 1+I+I Z
n n
z(l n+n)
=2z

olur, yani 7, ((z)=1, T,,(z) =z dir.

Dahasi her ze C ve n, pe N i¢in asagidaki indirgeme bagintisi elde edilebilir:

T =0T (4T (1) WneN, zeC. k=0.12... 4.5)
n

Bu ifadenin Es. 2.1 e denk oldugu agiktir. Yukaridaki indirgeme formiiliinden her
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ze C, n,pe N igin

Tn,p(z)—zp=z(1:Z)Tnp( V42T, (D) -2

Z(1+ 2)

T ( )+Z]:1P(Z) 1’ @([)_I)ZP2 _Z(l:‘Z)(p_l)ZPZ

z(1+z 47 z(l+z _
= (n )[T,l,,,_l(z)—z’”] +¥(P_1)ZPZ+ZT,,,,,(Z)—ZP

- Z(l,:Z) [Tu,p-l(z)—z”_lj +Z|:Tn,p—1(Z)_Zp_l:|+ 1+ 2)(p-1)

n

elde edilir. Buradan r>1 iken ze D, icin modiile gecilirse:

R e WCENG PR BRIt
S N | L e ]\+|Z”“<l+;><p—l>|
r(l+r) [ (D) =27 ] +r T,,,,,_l(z)—z”'l‘+ r”_l(1+}”1)r(p—l)

bulunur. Diger yandan p=0,1,2,...i¢in

(Z) Zp ” ”+1 n(n+k 1)[0,%,..% }z seklinde derecesi < polan bir

polinom oldugundan Bernstein esitsizliginin yukaridaki esitsizlikte, r >1 ve |z| <r

iken [Yjw_l(z)— ]‘ (P ) H . —IHr seklinde kullanilmasiyla,

(Z)‘ S%n(lm T, _epflur +r|T, () —e,. (Z)‘

N r’(I+r)(p-1)

n
SrTn,p_l(z)—ep_l(z)Hw[ 7+
" (4.6)
L2 (p—D)
n

elde edilir. Her pe N i¢in Es. 2.2 kullanilarak



(2)= Z”:n(n+1) (n+k— 1){ ol k. ,,}z"
k= n
2

0 n
) .
Z

_Z”:n(n+1) (n+k-1) €

n* k!

P +1)..(n+k-1 &
:k_on(n )n(kn )%[p(p—l)...(p—k+1)zp ]

elde edilir ve

‘ S n(n+l).. (n+k 1) p(p—D..(p—k+1) ok ok
B k!

s nn+)..(n+k=)p(p—1D...(p—k+1)
3 k!

P —_
rpz(zjn+lmn+k 1

k=0 n n

= rpr(p—l)...(p—k+l)

k=1
<r’p.p!
<rf(p+1!

bulunur. (4.6) esitsizligi her |z| <r i¢in asagidaki diizenlemeyle

e, (2)|<rT

n,pfl(z) - epfl

(Z)‘ 2(pn l)r[ P lp!+r”‘1]+—2rp(p_l)

n

g T”’/"I(Z)_ep—l(Z)"’-@[FPPH r’ +r”:|
< F‘T"""(Z)_epl(z)‘”%[rp (p+1)r" (p-1)+r"(p-1)]

= 7"7:”,I(Z)—epl(z)‘+%(p+1)![;~” +r’ +}"ij

2
4 T”’P‘I(Z) € (Z)‘ +;(p + 1) 1317

6r’(p+1)!
n

<r

Tn,p—l(z) - ep—l (Z)‘ +

seklinde yazilabilir.

33



Simdi p=0,1,2,... icin

p =2 i¢in;

6.21.r°

7., ()= < 1T, (2) = o] +
n

6.21.r7
n

=r|z—z|+

_ 6.21.r°

n

p =3 i¢in;

6.31.r°

n

‘Tm3 (z)—z3‘ < r‘TM(z)—zzh

2 3
<, 6.2.r N 6.31.r

n n
3.6
=L _(2u3)
n

T, (2)—e,, (z)‘ ifadesi igin bir tist sinir bulalim.

34

olur ve bu sekilde devam edilirse p ye gore matematiksel indiiksiyonla her |z| <r

igin |1, ()¢, (2) <

n,p

7:"'[’ _e[’

oldugundan;

6r’ 6r’ |
I, e, S7(2!+3!+...+p!)STLZ_2:p!}
14 )4 P | —
_6r {Z(pﬂ)!}sw (p+D)(p-1)
n s n

yazilir. Bunu (4.4) te yerine yazarsak

)

W, ()= F@)|<Y e,

k=0

T,.(2)=e,(2)|

M.A_"6r"(k+1)!(k—l)
5 k! n

i(k +1)(k =) (rA)

NgE

<

=~
||

6

E

:n
_C

r,A,M

n

elde edilir. Burada her 1<r <% icin C,_,, (f)=6M Z:ZZ (k + Dk =1)(rA)* < oo
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dir. Ciinkii  »"" u**' serisi ve onun tirevi Y~ (k+Dku*" agik birim diski

iceren her kompakt diskte diizgiin yakinsaktir.

(ii) Kompleks Baskakov operatorlerinin esanli yaklasimi i¢in 1<r<r <R keyfi
sabitler, n,pe N i¢in; ¥, r,>r yaricapli 0 merkezli ¢cemberi gostermek iizere
herhangi |Z| <r iken ve ve y iken |V— Z| 21, —r oldugundan ve Teorem 2.4.4 den

C, am(f), (1) de verilen ozellikleri sagladiginda

W.(Hv)-f (v)

(V Z)p+1

W)= P (@)= %" [

_pr! IW(f)(V) f(V)d
27 -2

< 2LJ;: p+1

elde edilir, bu da teoremi ispatlar. Boylece esanli yakinsamanin iist oranimnin —
n

oldugu goriiliir.

W Baskakov operatorleri i¢in reel durumda Voronovskaja-tip formiil (3.6) da

verilmisti. Bunlar asagidaki gibi (3.8) kompleks Baskakov operatorlerine

genisletilebilir ve nicel tahmin de verilebilir.

4.2.3. Teorem [10]:
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ny,R,M, A sabitleri ve f fonksiyonu iizerinde Teorem 4.2.2 deki hipotezler gecerli

olsun ve r sayist 1<r<min {n—;,%} kosulunu saglayan bir sabiti gostersin. Bu

durumda her n > n,, |z| <r icin

Z(l+ 2) 16M

W, (F)(2) - f(2)—

k=3

Voronovskaja-tip sonug gegerlidir. Burada rA <1 icin

3 A (k1) (k—2)* <oo.
fspat:

k=0,1,..., ek(z)=zk ve T, ,(z2)=W,((e)(z) olsun. Lemma 4.2.1 den

W (f)(z)= Zk &7, (2) yazabiliriz, bu ise

= A1+ z)k(k D)

ch (2)— chek(z) z |
=0

W.(f)(2)— f ()~ (HZ)f"( >‘

=lc T, () +cT, (2)+ chTn,k (2)—cpep(2)— e (2)
k=2

= 1(1+z)k(k D)

chek(Z) Z |

=0+cz+ chTn,k (2)=0—cz— chek (2)
k=2 k=2

= A+ k(k-1)
S,
k=2 2n

= 1+ z)k(k D)

zick (2)— chek(z) z |
k=2

1+ )k (k —1)|
- | 4.7)

oo

SZ|ck

k=2

T, ,(2)—e(2)—

A+ k(k=1)

diyelim. Yine Teorem
2n

olmasi demektir. E, ,(z)=T,,(z)—e,(z)—

4.2.2 (i) nin ispatinda 7, (z)tarafindan saglanan indirgeme bagintis1 dikkate
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almarak her k22, ne N olmak lizere E, ,(z) igin bir indirgeme bagintis1 yazalim.

k-1 _
By =200 @4 T (-6 () - D
2 (o)) s "’(ZH)[ZH(”Z)("‘l)‘k‘z)}

" h 2n

D e 0men (0]

n n

+Z(z+1){zk_2(1+z)(k—1)(k—2)},+ 27 1+ )k —1)
B 2n

M+ k-

n

’,

zk‘2(1+z)(k—l)(k—2)}

2n

_ z(1+2)

|:T;1,k—l (2)-2"7" =

zk-2(1+z)(k—1>(k—z)}

+2 |:Tn,k—1(z)_ek—1 (Z)_ 0

+z(z+1){zk"2(1+z)(k—1)(k—2)]+ 21+ ) (k=1)(k-2)
2n 2n

n

k-1 1
L2 (1+z)

o (2k—2-k" +k)

k=2 _ —
I N S

bulunur. Bundan dolay1 her |z| <r, k=22, neN igin

At} e

’le k—1)(k -2 (9
+ I (”)2( “DE=D 142y 4 k-1
n

E,,(2)|<

2720+ )k =1)(k—2)
2n

E, ,,(z) polinomu E _, (2)=T, , (2)—¢_(2)— seklinde
20+ (k=1 (k=2)

» ifadeleri e,_,(z) nin

oldugundan buradaki 7, , (2),
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polinomu oldugundan E,_  (z) in derecesi <(k—1) dir. (4.8) deki tiirevli ifadeye

Bernstein esitsizligini uygulamakla

B =,

k-1 A+ )k =D (k=2)
Tn,k—l ¢t ”
r 2n

r

. e (1+r)(k—1)(k—2)}

nk-1" €k,

2n

k—1] 6r'k W(k-2) N 20+ )k =Dk —=2)
r n 2n

1277k (k=1 (k=2) | A+ k=D (k=2)
2n 2n

_ r =1k -2)
B 2n
< 7r 2k (k= 1)(k = 2)

[127k W (k=1)(1+7) ]

n
elde edilir. Bu sonug (4.8) esitsizliginde yerine yazilirsa her |z| <r icin

14rk(k —1)(k—2)

2
n

21+ r)(k =Dk =2)
+
2n?
16r*k (k= 1)(k =2)

|E,, ()| <r[E (2] +

[(k=2)+r(k=1)]

<rlE,,,(2)|+

elde edilir ve

E,,(2)=T,,(2)~¢,(2) =1-1=0

E (=T, ,(2)-¢(zx)=z-2=0

Z(1+z)2.1=£+n+12 S

7-z7——-—=0

£ (2=1,,(D) = (2)~ 2n n n n n

E, (z2)=E  (2)=E,,(z)=0 oldugundan k =3,4,... alip son esitsizlikte adim adim

ilerleyerek

B, (0] < 1B (2] # 10K b=t

k =3 i¢in
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|E,,, (2| < r|E,, )] + 16r3'32!‘2‘1 = 1:23 3121

k=4 icin

|E,., ()| <r|E,, (2)|+ 16r4;!'3'2 = 1224 (413.2+31.2.1)

k=5 icin

|E, ()| <r|E,, ()] + 16"5"152!'4'3 < 1;’5 (413.24312.1)+ ff 543
= 1:’; (514.3+413.2+31.2.1)

bulunur ve boyle devam edilerek

k o
B @] 231G -1 -2)
=3

167"
nZ
167"

2
n

< k\k=1)(k —2)(k —2)

<k (k-1)(k—2)

sonucuna ulagilir, bu (4.7) de yerine yazilirsa;

< g|ck”Ek!n(z)‘

W () - fz)-LHD pucy
2n

16r*

2
n

kl(k=1)(k—=2)

<2l
k=3

< 16M

i(rA)"(k -1)(k-2)’
k=3

nz
elde edilir. Burada rA <1 igin Z:=3(rA)"(k—l)(k—2)2 < oo oldugu acgiktir. Bu da

teoremi ispatlar.

Asagidaki teoremde W,(f)(z)— f(z) i¢in bir alt sinir bulunacak ve bu Teorem

4.2.2 ile birlikte tam yakinsama oranini elde ederken kullanilacaktir.

4.2.4. Teorem [10]:
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f fonksiyonu ve n,,R,M,A sabitleri lizerinde Teorem 4.2.2 de verilen hipotezler
gecerli ve 1<r <min {n—;,%} olsun. Eger f derecesi <1 olan bir polinom degilse

o zaman her n > n, i¢in alt tahmin

| C(f)

seklindedir. Burada C,(f) sadece f (yani A,M ye ) ve r ye bagl bir sabittir.

n

Ispat:

Her |z|£ r ve n2n, igin

W ()2 f(2) = {Wn(f)(z) Fo-2LFD )} (n 20+ enyy

—H{Z(”Z)f'xw [ (W(f)(z) f()——f”( )H}

alalim. Bu 6zdeslige,

ozelligini uygularsak;

{Z(I+Z)f”( )1 [Z(Wn(f)(z)—f(z) Z(“Z)f"( )ﬂ}

%{ s I

D de f derecesi <1 olan bir polinom degilse o zaman | f "(z)|>0 olur ve

e(l+e)
2

e1(1+e1)

a I

elde edilir.

e(l+e)

5 >0 saglanir. Aslinda tersi kabul edilirse; yani her ze D, icin

r

r

Z(H-Z)f"() 0 olur. Bu da her ze D \{0,-1} icin f"(z)=0 olmasm

gerektirir. f analitik oldugundan Teorem 2.4.6 (Ozdeslik Teoremi) dan her ze€ D,
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icin f"(z)=0 olup f’(z)=c(sabit) olur. Yani f polinomunun derecesi <1 dir.

z(1+2) e(l+e)

>0 olur.

r

Bu hipotezle celisir. O haldle ———= f"(z) #0 dir. Yani f"

Teorem 4.2.3 ten

e1(1+e1)f.. 16M < Z( rA)* (k—=1)(k - 2) olup
€1(1+€1)f" 316Mi(rA)k(k—1)(k_2)2 yazilir.
2n , k=3

Burada sadece f ve r ye bagh dyle bir n, > n, sayis1 bulunabilir ki her n 2 n, i¢cin

61(1+"1)fn 1 2w (f)-f - 61(1+"1)f Zl el(l+el)f,,
2 . on L2 2 ,
olmas1 Vn 2 n, igin
1 1 e1 (I+e)
n 2 f ,
olmasin gerektirir.
ne{n,+1,.,n} icin o >0 olmak lizere
M
f > M.nlh) bulunur. Bu ise her n>n, icin
n
C (f)=min {Mr,nw(f),..., ()= L;"l)f } olmak iizere

olmasidir. Bu ise ispat1 tamamlar.

n

Teorem 4.2.2 (i) ve Teorem 4.2.4 ten asagidaki tam yakinsama oranini veren sonug

elde edilir.
4.2.5. Sonug [10]:

f fonksiyonu iizerindeki ve n,,R,M,A sabitleri iizerindeki hipotezler Teorem
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4.2.2 nin ifadesindeki gibi olsun ve 1<r < min {%,%} keyfi sabitleri gostersin.

Eger f derecesi <1 olan polinom degilse o zaman her n>n, i¢in

W, (f)-f

1
" n
saglanir ve bu denklikteki sabitler sadece f (yani A,M ye) ve r ye baghdir.

Benzer diisiince ile esanli yaklasim icin de asagidaki tam yakinsama orani elde

edilir.
4.2.6. Teorem [10]:

Varsayalim ki f fonksiyonu ve n,,R,M,A sabitleri lizerinde Teorem 4.2.2 deki
hipotezler saglansin ve 1<r <y <min {n—;%} pe N olsun. Eger f derecesi

<max{l, p—1} olan bir polinom degilse o zaman her n > n, i¢in

HVVn(p)(f) _ f(p)” _ l
r n
tahmini gecerlidir. Bu denklikteki sabitler sadece f ( bdylece A,M ye ) r,r, ve p
ye baghdir.
Ispat:

Teorem 4.2.2 (ii) de \

min {n—z‘),%}>rl >r2>1 olacak sekilde O merkezli r yaricaph daireyi I' ile

WP (f)-f )H icin iist yaklagim orami elde edilmisti. Simdi

WP (f)—f7 H icin alt yaklagim orani bulmaya calisalim.

gosterelim.

p=cf2|-Fl=n-r
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esitsizligi her |z| <r ve vel icinelde ederiz. Teorem 2.4.4 ten

WP (f)2)= [P (2)= IWn(f)(V) fm .,

p+l
iy, (Vv—-2)

4.9)

oldugu elde edilir. Teorem 4.2.2 (ii) sikkinin ispatinda oldugu gibi her ve I" ve

n>n, i¢in

W, ()0~ f()——{v(”v)f"( )+t {Z(fo)(v)—f(v) V“*”f"( )H}

oldugu elde edilir. Bunu yukaridaki Es. 4.9 da yerine yazip;

W(p)(f)(Z) f(P)(Z) {2 J’V(l‘l‘V)f”(V) dv
TTi

Z(V_Z)p+l
, nz(Wh(f)(v)—f(v) I gy >)
+_L.. 1 dv
n27wiy. V-2
_1 [z(l+z)f"(z)}(”)
n 2
, nz(Wh(f)(v)—f(v) D p >)
L 1 v
n2rwiy. V-2
ve her n>n, igin ||||r normuna gecerek
(P)
‘W,fp)(f)_f(mu Zl{ {el(l+el)f.}
"on 2 .
s nz(Wn(f)(V)—f(V) D g >j
= P dv

n|2zy -2
,

elde edilir. Burada Teorem 4.2.2 den her n>n, igin

o)
d

v(l+v)

o (Wn(f)(V)—f(V)—

1
L V-2

— |4
27i
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o (Wn(f)(V)—f(V) T g >j
<= dv
27 |1 (v-z)"
H(foxv)—f(v)—”(””f"(v)j
pln’ 2n
|
2 T H(V_Z)pﬂ
pn’ 1 31(1"'91 Iz
S ) LA j||
L 27rn’ e(l+e)
o —( i W,(f)—f- 5 —f" r1
pln
<16MkZ;(nA) (k=1)(k - 2)( T

bulunur.  Fakat  f tizerindeki  hipotezden | f "(z)| >0 oldugundan

[el(l+el) f,}”’)

5 >0 oldugu goriiliir. Aslinda bu tersini varsayarak olmayana ergi

z(1+2)

yontemiyle de gosterilebilir. Yani f"(z),derecesi < p—1 olan bir polinom

olsun. Simdi, eger p=1 ve p=2 ise o zaman f nin analitikliginden f
polinomunun derecesi <1=max{l, p—1} olur, bu da hipotezle celisir. Eger p > 2
ise 0 zaman f nin analitikligi f polinomunun derecesinin < p —1=max{l, p—1}

olmasim gerektirir ki bu yine hipotezle ¢gelisir. Boylece

(p)
W -5, ——{ [—61“; 2 }
, nz(vv,xf)(v)—f(v) D g >j
|l dv
n|2xy -2

n n (l—r)”+1
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1 16M
=—<C rA)(k-Dk-2) —————
n{ ()= XA =Dk =27 )}

olur. Sonug olarak esanli yaklasim igin alt yaklasim oran1 bulmus oluruz. Ust oran
Teorem 4.2.2 (ii) de hesaplanmisti. O halde esanli yaklagim icin
1

Wn(p)(f) _ f(p) )

oldugu gortiliir.
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5. Z, KOMPLEKS BASKAKOV OPERATORLERI

Bu kisimda once (3.7) ile verilen kompleks Baskakov operatorlerinin varligr ve
analitikligi icin yeter kosullar verilecek daha sonra tam yakinsama oram elde

edilecektir.

5.1. Z (f)nin Varhg ve Analitikligi Icin Yeter Kosullar

Kompleks Z  operatoriiniin varligi i¢in yeter kosullar asagida belirtilen sekildedir:

ze C sayilan i¢in Rez>0, |z|<r saglansin ve her xe[0,) iken |f(x)|SM

olsun. O halde 1+z#0 ve her ne N i¢in

Lo (k-1 ‘
Z,(F))| < M|l+2z Z(’“k j{ﬂ}

k=0 |1+ Z|

SM|1+z_"i(n+:_lJp"

k=0

2

olup burada p= oldugunda, h(t)zlL fonksiyonunun 7>0 igin artan
+t

1+7°

oldugu dikkate alinarak z=x+iy ile x>0 ve /x*+y*> <r igin

2
E X+ < x*+y? < r’
I+|g ) 1+2x+X°+y" 1+ 4y T 1+77

oldugu elde edilir.

w (n+k-=1) , w o : . .
Z £z X p = Z (@ serilerine oran testi uygulanirsa her sabit n€ N i¢in

M:pk_ﬂf<p'<1 oldugu elde

Oyle bir k, sayis1 bulunur ki her k=>k; igin
a, k+

edilir. Yani |Zn( f )(z)| yi belirleyen seri mutlak yakinsaktir; boylece Z (f)nin

varligl ve z ’nin bir analitik fonksiyonu oldugu goriiliir.
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5.1.1. Teorem [10]:

f fonksiyonu f :[0,00c) - C seklinde tanimli ve [0,e) da iistel biiyliyen bir
fonksiyon olsun. Yani her xe [0,) i¢in | f (x)| < Me™ olacak bicimde M >0 ve

A 20 sabitleri bulunsun. Bu durumda

(i) Herhangi ne N icin 0< p <1 olacak sekilde n ye bagl dyle bir p vardir ki

Z (f)z2), Bg kompakt diskinde iyi tanimli ve analitiktir.

2A

(ii) r=>1 sabit bir say1 olmak iizere n, =| ———
g " n(1+1/7?)

]+ 2 olarak belirtilsin. Her

nzn, icin Z (f)(z), D, = {z eC: |z| <r,Rezz O} kompakt yar1 diskinde

analitiktir.

Ispat:

(i) Eger O0<p<1 ise o zaman zZ€ l_)g icin 1+ z#0 olur. Bu nedenle 5§ dairesi

icinde (1+z)" analitiktir. O halde geriye operatoriin ifadesinde yer alan

w (n+k=1Y z Y [(k 5
z ~ —— | f| — | toplaminin yakinsak oldugunu gostermek kalir. Bu
k=0 k 1+z n

toplamin yakinsak oldugu gosterilirse bununla temsil edilen Z (f)(z) operatoriiniin

analitik oldugu sdylenebilir.

o g7 (2
= (|1+Z|J

ise W(n=1ZP¥IZL__17p
—p+t (I—p+1)" (1—-p+1)

olur. h(t):1 >0, p<l1, t=20 igin h(z)
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fonksiyonu artan ve z=x+iy igin |x| < x>+ y? Sg oldugundan

2
|| _ X4y
|1+z| 1+2x+(x2+y2)

3 x*+y?
1-p+(p+2x)+(x" +°)

< x*+y?

B 1—p+(x2+y2)
(p/2)

1-p+(p/2)

/2)*
olurve 1 = (p/2) =P <1 tanimindan

1-p+(pl2)° 2-p

ak

& k-1) , * W
1Z, ()| <M1+ Z('H J?]ke” =M|l+z]" D,

k=0 k k=0
oldugu elde edilir. Son seriye oran testi uygulanirsa; a, = L n'e™ igin
a /2)’
Gien - ne" ktn elde edilir. 7= ('0—)2 tanimindan p — 0 iken 7 —0
a, k+1 1-p+(p/2)

olur ve sabit bir n i¢in p 6yle kiigiik secilebilir ki f = ﬂe;n <1dir. Her k£ =20 icin

k+n =1+2 -l <n oldugu  aciktir. O  halde her k=0 icin

k+1 k+1

a.,, “k+n “ . o -
=1e" <me"'n=/<1 olur. Bu da oran testinden zkzo a, serisinin

a, k+1
yakinsak olmasi anlamma gelir. Oyleyse M |1+z|_n Z::Oak yakinsak olur ve bu
nedenle Z (f)(z) fonksiyonunu temsil eden seri mutlak yakinsak dolayisiyla

yakinsaktir. O halde Z (f)(z) yukaridaki gibi se¢ilen (n ye bagli) yeterince kiigiik

p igin D2 de analitiktir.
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(ii) D, ={ze C: || <r, Rez20}, r21 oldugundan ze D, icin 1+z#0 oldugu

aciktir. Bu nedenle (1+2z)™", D, da analitiktir. Bunun nedeni yukaridaki (i)

e ey . w (n+k—1 z , k —
sikkindaki gibidir. Oyleyse ZH % s f|— | toplammnin D, da
= +z n

yakinsak oldugu gosterilirse bununla temsil edilen Z (f)(z) operatoriiniin analitik

oldugu sodylenebilir.

e . .
Her ze D, icin

e g
g[n+k IJ(FELJ eik

oldugunda h(t):lL fonksiyonu #>=0 ig¢in artan
+1t

Z,(f)(2)|=

olup burada 7=

r
NIEY

oldugunda z=x+iy ile x>0 ve \/x*+y* <r igin

|4 _ X4y
|1+z| 1+2x+(x2+y2)
x*+y°
B 1+(x2+y2)
2

r

S 2
1+r

elde edilir. Her ze D, igin

n+k-1
Z,(F)RSM|l+2[" ) ( j?}

(n+k 1J j}
k=0

oldugu elde edilir. Hipotezde n, = [

+2 1idi, buradan her n>n, i¢in
1+1/7°
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C:2—A, n, =[C]+12=C olur. n2n, > n, icin

1n(1+1/r2)

A A A A
ne" <me™ <ne™ <me€ =1

A

R R C ) SN VY

r
b e =
\/1+r \/1+r NIEYS NIEYS r

A
oldugu elde edilir. Her n >n, icin y=mne™ <1 olarak gosterilirse

—-n i(n"‘k_l)[n A}k
e’
k=0 k

_"i(wrlf_l];/k =M|l+z

k=0

oo

—-n
2

k=0

k+n

. . . a -
bulunur. n>n, igin son seriye oran testi uygulamakla —** =y elde edilir.

ak
Buradan oyle bir k, vardir ki her k=>k, i¢in %< 2—y olur ve dolayisiyla
+

G _ }/k+n
a, k+1

<y(2-y)<1 bulunur. Bu ise z a, serisinin yakinsak olmasi

demektir ve buradan Z (f)(z) nin analitikligi elde edilir.
Simdi Z,(f)(z) nin boliinmiis farklar yardimu ile bir gosterimini verelim.

5.1.2. Sonug [10]:

(i) Kabul edelim ki f fonksiyonu Teorem 5.1.1 deki hipotezleri saglasin. O zaman

herhangi ne N i¢in 0 < p <1 olacak sekilde n ye baglh yeterince kii¢iik dyle bir p
vardir ki her ze Bg icin

n(n+1).. (n+] 1)

Z,(f)2)= z ,n,...,i;f]z"

saglanir.
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(ii) pe NU{0} olan bir sabit olsun. Her ne N i¢in 0< p <1 olacak sekilde n ye
bagh yeterince kiiciik dyle bir p vardir ki her ze 5? icin

2 n(n+1).. (n+k Dol ko,
Z _’ ,—,ep]Z
n

Z,(e,)z)=

k=0 n

gosterimi saglanir.

(iti) pe NU{0} ve r>1 olan sabitler ve n, :[ ]+2 seklinde olsun.

In(1+1/7)

. . -t . .
Her n>n, i¢cinve ze D, igin

n(n+1)...(n+k—1 k
A R e L
k=0 I’l n
saglanir.
Ispat:

(i) n sabiti icin g, (2)=(1+ 2", k=0,1,2,... olarak tanimlansmn. p<1
oldugundan g, , , Bg de analitiktir ve bu nedenle onun z=0 da Maclaurin agilimi

yazilabilir. Bunun i¢in
(A+2)"*) ) =(-n—k)A+2)5 " =(=1)(n+k)

(A+2"*)" ) =(—n=k)(~n—k=1)A+2)5* 7 = (=1)" (n+k)(n+k+1)

(»)

(a+2)* )(0) =(=1)" (n+k)(n+k+1)..(n+k+p=1)(1+2); ™"
_ (g k=T p)!
=) (n+k—1)!

olup buradan

g,f,f() , (tk=1+p)!
gkn() Z ]? —;( ) (+k 1)' Z

yazilabilir. Bu Z (f)(z) nin ifadesinde yerine koyulursa
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&(ntk-1 r , (n+k=1+p)!
Zn(f)(z)—Z( L j (jZ( ) oy 1)'])‘1

p=0

| (K)o (k=14 p)!
=22z {f(nj( b (n+k—1)!p!}

k=0 p=0

_ k+p — z J
ZZZ Akw < B]
k=0 p=0 j=0

olur. Burada

B, =§Av, v
= if (%) ' (n —(,I)J:vj' (_Jl)_‘ v)!
2’22*&'13 Zf( )< >ﬁ

olur ki bu da ilk sikka ispatlar.

(ii) A=1 olmak iizere her bir e¢, Teorem 5.2.1 in hipotezlerini sagladigindan (i)

sikkindan (ii) sikki elde edilir.

Gergekten pe NU{0}bir sabit olmak iizere her ne N i¢in dyle bir 0< p<1

vardir ki her ze 5§ icin

k-1 k
Z,(e) @)= (+2) "Z[ " j(éj e@

olur ve (1+2)™"™, Bg de analitiktir oldugundan (i) sikkinda oldugu gibi z =0 daki
Maclaurin ag¢ilimi yazilirsa

n+k—1 , (n+k—1+p)! ,
Z, (e, )z2)= Z( L J (jZ( D (k= 1)'p'Z

p=0

_ Kap 5 3 , (n+k—1+p)!
_ZZZ e”(n)( b (n+k—-1!p!

k=0 p=0
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elde edilir. Burada

szzAv,j—v
_, (¥ (nti=D!
_Zef’(nj( R .

_(n+j-D! ( ) i
CETE2 L ) A T
_(n+j- l)[ i, J
(n=Dn’ U

seklindedir.

2

il e Nui0; ve r>1 olan bir sabitler ve n, =| ————
(i) p {0} ’ [1n(1+1/r2)

}+ 2 olmak tlizere

her n=>n, i¢in ve ze D, icin Z (e,)(z) fonksiyonu Teorem 5.2.1 den analitiktir.
Diger yandan yukaridaki (ii) sikkindan Z, (e, )(z) fonksiyonu Bg diskinde derecesi
< p olan bir polinomdur. Yani Z (e, )(z) nin B§ de (p+1). dereceden tiirevi
sifirdir. Analitik fonksiyonlar iizerindeki Teorem 2.4.6 dan agiktir ki Z, (e,)(z) nin

(p+1). dereceden tiirevi D, da sifirdir. Yani Z,(e,)(z) nin D, da derecesi < p

dir. Z (f)(z) nin analitik olarak B§ den B: ya genisletilebilir oldugundan her

zeD,  icin  Z,(e,)2)= Zfon("”) kDol K1t sekinde
n n

olmalidir.

Simdi Z, operatorlerinin yaklasim 6zelliklerini inceleyelim.

5.2. Z, Kompleks Baskakov Operatorlerinin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisismda Z (f)(z) nin f(z)fonksiyonuna yakinsama oram1 ve Voronovskaja-tip
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asimptotik yaklagim oranlar1 sayisal tahminle verilecektir. Bu iki sonu¢ tam

yakinsama oranini elde etmede kullanilacaktir.

5.2.1. Teorem [10]:

R>1 icin f :[R,+oo)uBR%Cfonksiyonu Dk de analitik her ze D, igin

f(2) :Z::()ckzk olsun. Ayn1 zamanda M >0 ve Ae (%,1) sayilar1 bulunsun ki

A* —
her k£=0,1,... icin |Ck|SMF saglansin. ( Bu esitsizlik her ze D: icin

| f (z)|SMeA‘Z‘ olmasinm1 gerektirir.) Buna ek olarak f, [0,) araliginda iistel

biiyiiyen olsun.( Kolaylik i¢in iistel biiyiimedeki {iistiin yine A oldugunu kabul

edelim.) O zaman kompakt D, yarl diskinde 1<r<R ve n, = 2—A2 +2
In(1+1/7%)

icin n>n, iken Z (f)(z) asagidakileri saglar:

C
M ve burada
n

(i)

Z,( )2~ f(2)]<

Coan(H)=6MY" (k+D)(k+2)(rA) <oo.

(i) Her n>n,, |z| <r icin Voronovskaja-tip sonug

z(+2z2) ., 16M & r )
s = < A (k—=1)(k-2
o @) 7 ;(F ) (k—D)(k—2)

Z,(f)N2)=f(2)-

gegerlidir. Burada rA <1 igin Z; (rA)* (k =1)(k =2)* < 0.

(iii) Eger f derecesi <1 olan polinom degilse o zaman her n > n, i¢in

|1z,cHHr-r

1
" n

tahmini vardir.
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Ispat:

(i) Sonu¢ 5.12 (iii) den peNuU{0} ve r>1 olan sabitler ve

n, = [ﬁ] +2 olarak almrsa her n>n, ve ze D, i¢in
n

1+1/72
Z,(e,)(2) = in(n+l) (n+k— 1)[ oL, ..,k;ep]zk
k=0 n n

olarak yazilabilecegi agiktir. (i) deki iist tahmini gostermek i¢cin Teorem 4.2.2 deki

islemleri D, z{ze C: |z| <r,Rez2 O} yart diskindeki z ler i¢in tekrarlamak

yeterlidir. Once her ze D, ve n= n, i¢in Z (f)(z) nin

Z,()(2) =Y., )2 (5.1)

k=0
seklinde yazilabilecegini ispatlayalim. Bunun i¢in herhangi me N olmak iizere
" D, ise;
C. ZJ ,Z€E r s
fu)= ; :

f(x) ,X€ (r,+0) ise;

olarak tanimlayalim. f nin katsayilari icin M >0 ve Ae (%,1) olmak iizere her

k
k=0,1,... icin |ck| <M % demistik. f nin katsayilar lizerindeki bu hipotezden her

me N icin;

m .
Se,vl <
0

Jj=

m

fulx)|=

ofor< S A

j=0 j=0 j=0
olur. Bu esitsizlik xe [O,r] ve xe [r,o) i¢in gegerlidir. O halde her xe [O,oo) icin

me N olmak tizere

x)|SMeA"
elde edilir. Teorem 5.2.1 (ii) den Z (f, )(z) ( f, Tustel biiyliyen ve sinirh

oldugundan hipotezi saglar ) D, kompakt yar1 diskinde her me N ve n>n, icin iyi
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tammh  ve analitiktir. ise  f,.(z)=ce(z) ve xe(reo) ise
) . . R
foi(x)= seklinde ifade edilen f,, fonksiyonu [0,e) da iistel biiyiiyendir
’ m+ '

(iistel biiyiimenin derecesi A) ve f, (

m

Zf,,,k z) dir. Z, nin lineerliginden

Z,,(fm)(Z):(l"'Z)_ni n+k-1 ( Z

k=0 k j
ca(n+k-1Y z Yo (kY
=q n L i
(1+2) kzz(; k ( +ZJ k—OCk(nj

1 I’l+k—1( z

=(1+2)7")

k=0

k
_ZCk {(H 2)” "Z(
=3z,

k=0

,ZE Dr

elde ederiz, buradan herhangi sabit n>n, ve ze D, icin

m

k
n+k ch €

k=0

oldugunu gostermek ispat i¢in yeterlidir. Bunu su sekilde gosterebiliriz;

m—ee T e ic/zj_icjzj . z€ D,
j=0 =0
= lim Zc z _ZC Z
= ZC 4 —Zc z!
Jj=0 j=0
olur. ”'”B[O.w)’ B[0,00) daki (B[0,%0), [0,00) daki tiim reel simrli fonksiyonlar
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uzaymi gostermek {izere) diizglin normu gostermek iizere, xe[r,o) igin

[, (x)=f(x) oldugundan B[0,e) daki |f, — ]| normu

B[0,)

fo—f ||r normundan
daha kiiciik veya esit kalir, yani
1= Flio.r <

m

dir. Her ze D, icin

oS (n+j-1 roY
S|1+Z| JZ_(;( ; j(mj f;n_f||B[(),°°)

esitsizligi ~ bulunur.  Burada son  seriye oran  testi  uygulamakla

< +J 1}( r Jj s y - :
E serisinin yakinsak oldugu goriiliir. Yani
=0 [ N1+7°

(”+] 1}( r jj .. Gy n+j r
a,= : icin =—
J N1+72 a, j+ly1+,?

olur ve buradan

limj =lim ntj_r

B e e e

elde edilir, yani seri yakinsaktir. O halde lim || f.=f ||r — 0 oldugundan ve

1= Flio.r <

|| f.=f || B0 0 olur. Buradan da yukarida

m

gosterilen serinin yakinsakligindan ve (1+z)™" nin analitikliginden
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z,(£,)(2)-2,(f)(z) = Ior= Flao

D el

ifadesi goz Oniinde bulundurulursa limZ, (f,)(z)=Z,(f)(z) limitin mevcut

m-—»oo

oldugunu goriiliir. Z (f,)(z)smurll oldugundan bu durumda Vitali teoreminden

Z (f)(z) ye diizgiin yakinsar.

p=0,12,.. olmak iizere e, (z)=2z" icin T, (2)=Z,(e,)2)=2Z,(e,;2) ile
gosterilince 7, (z) polinomunun derecesinin < p oldugu agiktr. Es. 5.1 in

ispatindan
Zn (f)(z) = chzn (ek )(Z) = ZCkT;l,k (Z)
k=0 k=0
olarak yazilabilecegi biliniyor. Burada ¢, lzerindeki hipotezden, her |z| <r ve

1<r< mjn{n—zo,%} olacak sekildeki n > n, igin

1Z, ()2 - f(2)|=

ickzn (ek )(Z) - ickek (2)

k=0

ch T (2)- chek(z)
k=0

i|ck ”Tn,k (2)—e, (Z)‘
k=0

olur. O halde

T, (2)—e, (z)‘ icin bir iist stnir bulalim. Her n>n,, ve ze D, icin

2 n(n+1).. (n+k 1) k k
Z ’_ ««7—;€p]Z
k=0 n n

Z,(e,)2) =

olarak yazilabildiginden,
T,,(2)=Z2,(e,)(2)

Z”:n(n+1) (n+k— 1){ ’nw%;%}zk

k=0

=50
n
=1
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T,,(2)=Z,(e)(2)
Z”:n(n+1) (n+k- 1){ n’m’%;el}zk

k=0

= 1+ﬁ{o,l;1Dz
n n

=1+ +
(o-2) (o
n n
= 1+L1+% Z
non
=(1-n+n)z

T;l,O(Z) = 1 n, I(Z) =z dlr
Dahasi her ze C ve n,pe N icin Es. 4.4 teki indirgeme bagintis1 elde edebilir. Bu
indirgeme formiiliinden her ze C, n,pe N igin

Tﬂ,p(z)—Z”ZZ(II:Z)T 2+, (2)=2"

_z(+2) 27 z(1+z)(p_1)z,,_2 —Z(1+Z)(p—1)z”'2

n n

=Z(HZ)[7},;771(2)_2}771]'+M(p_1) P+l ()= 2
n n

T, (2)+2T, (2)-

n,p

n,p

_z(+2z) T __p-l Zp_1(1+z)(p_1)
== [TMH(Z) z ]+Z[Tw,l(z) z ]+

n

elde edilir. Buradan D, ={ze C: |z| <r} de r>1 iken |z| <r i¢in modiile gecelim:

Z(1+Z)|: np 1( )—2z"" 1:| +Z|: n, p- 1(2)—11’1]+Zp_1(1+;)(19_1)|

T,,(2)=z" ‘

21+ 2)(p-1)|
n |

< z(1+72)

[Ti@= 4[] *I

" A+ r)r(p-1)
n

< r(l+r)
n

+r

7—‘n,p—l(Z) - Zp_1‘+

I:T'n,p—l(z)_ Zp_l]y

Simdi D, = {ze C: |z| <r} de Teorem 2.4.2 yi kullanalim, r>1 ve |z| <r iken
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r>1ve |z|Sr iken

(p=1)(1+7)
(Z)‘S n n.p-1 H +r npl(Z)_ep—l(Z)‘
71 -1
(1) (p-1)
n
(5.2)
(p—l)2r
B E I C d |  B
2rt(p—1
)
n
oldugu elde edilir.
Her pe N igin Es. 2.2 kullanilarak
n(n+1)..(n+k-1| 1 k
T p(z)zg o [o,;,...,;,ep}zk
n(n+1)..(n+k— De 9(z) .

n(n+1)..(n+k-1) 2"
o n* k!

M- DM
S
T

>~
I}

elde edilir ve

H - 1” SZ”:;n(n+1)..’.1(kn+k—1)‘p(p—l)..l.c(!p—k+l) ok gk

_ onm+).(n+k=-Dp(p-1..(p—k+1)
-’ ; n'k!

14 —
rpz[ jn+1 n+k-1

k=0 n

<rf(p+1)!

olur. Yukaridaki (5.2) esitsizligi her |z| <r i¢in asagidaki diizenlemeyle



T, ,(2)-e, (Z)‘ <r

2 -1 2 p _1
Ylp4(z)"ep4(Z)L+-££%;—lt[rp117H—rP1]-+_l;££l__l

1|1, @)=, () 2L pli 7 7 ]
<l i@+ 2 [ (407 (p=1) 7 (p=1)]

= ’”‘T,,,,,_l(z)—ep_l (Z)‘+%(p+1)![rp +r? +rp]

2
=T, ,.(2)=e,, (Z)‘+;(p+l)!3r”

L D!
n

<r

T”vl”l (Z) T (Z)‘

seklinde olur.

p =2 den baslayarak ve p ye gore matematiksel indiiksiyonla
p =2 icin;
6.21.r°

n

T, (2)=2| <], () =+

6.21.r*
n

=r|z—z|+

6217

n

p =3 i¢in;

6.31.r°

n

(-2 (-

| 42 143
<r6.2..r +6.3..r

n n
3.6

=L (2143
n
p =4 icin;
6.41.r"

n

3 4

n n

Tn,4(Z)_Z4‘ < I“Tm3 (Z)_Z3‘+

<r
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4

=7 ‘6(2!+3!+4!)
n

ve bu sekilde devam edilerek;

6r’
< 2434+
<O ») {zp}

6r’ | & 6r’(p+Dl(p-1)
= |
. {Z(p+1)1£

j=2 n

T -—e

n,p p

elde edilir.

1Z, (/) (@)~ f(2)] < Zlckl\ T, (2)-e,(2)

= A 6rf(k+DI(k—1)

= ! n

M

= ﬂi k+1)(k—=1)(rA)*
k=2

_ Cr,A,M

n

elde edilir. Burada her 1<r <% icin  C,,, (f)=6M Z:=z(k +1)(k =1)(rA)* <oo

. . . el k+1 . . . . had k-1 . . . .
dir. Ciinkii Zk=o” serisli ve onun tlirevi Zk=z(k+1)k” acik birim diski

iceren her kompakt diskte diizgiin yakinsaktir.

(ii) R>1 igin f :Dr U[R,+) > C, Dr de analitik olsun. Yani her ze Dy icin

f(Z)ZZ::OCkzk dir. Oyle M >0 ve Ae(%,lj vardir ki her k=0,1,..., icin

k —+
|ck| <M % olur. Bu da her ze D, igin | f (z)| < Me™! olmasint gerektirir. Buna ek

olarak f, [0,) aralifinda iistel biiyiiyen olsun.( Kolaylik icin iistel biiyiimenin

derecesi A olsun.) O zaman kompakt D, yar1 diskinde 1<r < R olmak iizere ve

n, = 2—A2 +2 i¢in n=n, iken Z (f)(z) her n>n,, |z|Sr icin agagidaki
In(1+1/77)

Voronovskaja-tip sonucu gosterelim:
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Z(l+z) 16M

"

Z,( N~ f2)——F—

k=0,1,.., ¢,(z)=2" ve T, (z)=Z,(e)(z) olarak gosterelim. Teoremin (i) sikkinin

ispati ile benzer yolu izleyerek Z,(f)(z)=)~ ¢T,,(z) yazabiliriz, bu da

Z,(f)(2)— f(z)- 202 Z(” 2 )‘

ch T,,(2)— chek(z) i (1+z)k(k 1)|

=l 0(2) + T, (Z)+ch T, (2)—cye,(2) —cie(2)

o 0o k-1 _
—chek(z)—chz 1+ 2)k(k 1)|

2n

=0+cz+ ZCan,k(Z) —0—cz— chek(z)
k=2 k=2

= 271+ k(k - )|
,; 2n |

od kl
ch T,.(2)- chek(z) Z (1+z)k(k 1)|

S 21+ )k (k —1)|
;' 2n |

T,,(2)—e(2)—

k-1 _
olmasi demektir. E,, (2)=T, ,(z)—e,(2)— ¢ d +2Z)k(k D seklinde gosterelim.
n

Her k22, ne N igin yine 7, ,(z) nin sagladig1 indirgeme bagintisin1 kullanarak

k—l _
E, . (2)= z(l: 7) 1+ 2)k(k-1)

nkl( )+ 21 kl(Z) e (z)— o

) ) (m)[ (1+z)(k—1)(k—2)]

n n 2n

TS e,

+z(z+1)[zk_2(1+z)(k—1)(k—2)]+ 1+ )k —1)
B 2n

n n

270+ k(-1
n
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’

_z(1+2) T (@—ﬁ4_HJU+Zﬂk—U@_2)
n,k—1 2n
+{Tn,k_l<z>-ek_l(z)_z ‘ (1+Z)(2];_1)(k_2)}

n 2n 2n

+z(z+1){z“(l+z)(k—1)(k—2)} . 21+ 2)(k=1)(k-2)

k-1 1
I ( +z)(
2n

k-2
_z(1+2) E ()% iE, ()4 777+ z)2(k2— D(k=2)
n

2k -2-k +k)

[(k=2)+z(k-1)]

oldugu elde edilir.

Bundan dolay1 her £k >2, ne N ve |z| <rigin

A+ )k -1k -2)
2n®

r(1+r)‘
n

|E,,(2)|= E_,,(2)|+r|E_ )|+ [k —2) + r(k —1)]

272+ 2)(k =1k —2)
2n

E,_ ,(z) polinomu E, _ (2)=T,, (z2)—¢_(2)— seklinde

2720+ 2)(k =1)(k —2)
2n

oldugundan buradaki 7, , (z), ifadeleri e,_,(z) nin

polinomu oldugundan E, | (z) inderecesi < (k —1) dir. Teorem 2.4.2 yi kullanarak

1,n

B @],

k-1 r A+ r) k=D (k=2)
Tn,k—l ¢t ”
r 2n .

B k-2
k-1 l—eHHﬁr (1+r)(k—1)(k—2)}

<

T

L 2n

Or k=) | A=k =2)

r | n 2n

L2r7 ki (k=1)(k=2) | 4k -k ~2)
o 2n

_ k=D -2)

2n

r

—_—

<k_

[127k 4+ (k=1)(1+7) ]



Tr 2k (k=) (k —2)

n

elde edilir. Buldugumuz ifadeyi

r(l+r)

|E..(2)|= E, ., (2)|+r|E, ,(2)]+
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P2+ )k =1)(k = 2)

esitsizliginde yerine koymakla her |z| <r igin

14rk!(k—1)(k—-2
‘ k n(Z)‘ S r‘Ek—l,n(Z)‘ + A ( }12 )( )
N A+ r)(k=1)(k —2)
2n’
167k 1k —1)(k —2)
2

<rlE, ., )|+

elde edilir ve

EO,n(Z) = T;l,()(z) _eo(Z) =1-1= 0
El,n(z) = ]jl,l(z)_el(z) =Z—I= O
z(1+2)2.1 _z,

EZ’"(Z) B 2n n n

T, ,(2)—e,(2)—

EO,n (Z) =

adim ilerleyerek

IE,.(2)|<7r|E, )+ 167k !(kn_zl)(k ~2)

2n’

[(k=2)+r(k—=D)]

n+l
22—

E ,(z)=E,,(z)=0 oldugundan k=3,4,..

[(k=2)+r(k-1)]

Z Z

———_=2=0

n n

almakla son esitsizlikte adim

k=3 icin
16r°.312.1 16r°
n n

k=4 icgin
‘E4,,,(z)‘£r‘ . (2 )‘ 16" 4 32 _1or —(41.3.2+31.2.1)

n’
k=35 i¢in

!

‘ES”l(Z)‘Sr‘E4,11(Z)‘ 16r 5 43 16r (4'32"‘3'21) 16r 5!43

n’ n’

16r

I’l

—(5143+413.2+312.1)



bulunur ve boyle devam edilerek

£, (2)] <2 i

> 1 -1G~2)

16r

kl(k=1)(k-2)(k—-2)

16r

k\(k —1)(k —2)°

sonucuna ulagilir, yani;

z(1+ 7)

n

Z,(H)2)=fD)=———F—

|ck | ‘E,(,n (Z)‘
3

= 16
< Z|ck

16M <
<n—2( rA)" (k=1)(k -2)’

elde edilir. Burada rA <1 igin ) (rA)" (k —=1)(k —2)* <o oldugu agiktur.

k=3

(iii) (ii) deki kosullarin saglandigimi kabul edelim.
> € (f )

nin gecerli oldugunu gosterelim. Her |z| <r ve n2n, igin

7(1+z2)

(@)

—H{Z(lﬂ)f"( e { Z(Z,,(f)(z)—f(Z)—Z(HZ)f"( )ﬂ}

alabiliriz. Bu 6zdeslige,

ozelligini uygularsak;

{Z(1+Z)f”( e { 2[2n<f)<z)—f<z)—za”)f"( >H}

%{ k J

Z,,<f><z>—f(z)={Z,,<f><z>—f<z> Z(HZ)f"( >}

e(l+e)
2

£ Z,(f)~f - e‘(“el)f
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elde edilir.

D, de f derecesi <1 olan bir polinom degilse f"(z)>0 olur ve buradan

M >0 denebilir. Tersini kabul edelim; her ze D, icin

r

r

z(1+2z2)

5 f"(2)=0 olsun. Bu da her ze D,\{0,—1} icin f"(z)=0 olmasim

gerektirir. f analitik oldugundan Teorem 2.4.6 (Ozdeslik Teoremi) dan her ze€ D,

icin  f"(z)=0 olup f'(z)=c(sabit) olur. Yani f polinomunun derecesi <1 dir.

Bu da hipotezle celisir. Yani aldre) f"ll >0 olmalidir. Teorem 5.2.1 (ii) den
1+ 16M
HZ,,<f> f- el( adra) p 20 k= Dk -2y
w2 |z, () =404 el <16m S (ray (k-1 -2
2n r k=3

elde ederiz. Burada sadece f ve r ye bagh n, >n, vardir, yani her n > n, i¢cin

el(l+el)fvv 1 Z (f) f el(l+el)f >l el(l+el)fn
2 ., n L2 2 ,
olmasi her n > n,
1 1 el(l+el)
| n 2 f .

olmasint gerektirir.

ne{n,+1,..,n} igin Mr,n(f):n||Zn(f)—f||r>0 olmak iizere her n>n, i¢in

Mr,n(f) - . ..
.\ - saglanir. Yine her n>n, i¢in
n
C.(f)=min {MWI( FhaeM,, (f)= L;el) Iz } olmak iizere
> C (f )

esitsizligi saglanir.

n
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Sonug olarak f fonksiyonu ve n,,R,M,A sabitleri Teorem 5.2.3 iin ifadesindeki
hipotezleri saglarken, 1<r < min {”_20,%} keyfi bir sabit olmak iizere; eger f
derecesi <1 olan polinom degilse o zaman her n>n, i¢in

tam yakinsama orani elde edilir.

Z,(f)-f

1
" n
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