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ÖZET 

 

Bu çalı�mada, do�rusal ve do�rusal olmayan sistemler için de�i�ken 

yapılı kontrol yöntemleri uygulaması sonucu olu�an çatırtı problemini 

gidermek için yeni yöntemler önerilmektedir. Bu kapsamda ilk olarak 

kararlı manifold üzerinde ikinci mertebeden kayan kipli kontrol yöntemi 

ele alınmaktadır. Yöntem, sistem için uygun boyutlu bir kararlı manifold 

olu�turulmasına ve bunun sistem için do�al bir kayma yüzeyi olarak 

kullanılmasına dayanır. Sistemi kararlı manifolda yönlendirmek üzere 

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kullanılmaktadır. �kinci olarak 

kayan sektör kontrol yöntemi ele alınmaktadır. Kayma sektörü kayma 

yüzeyini içerisine alan kararlı bir bölgedir. Yöntem, sistemin kayma 

yüzeyi yerine bu bölgeye yönlendirilerek kontrol edilmesine dayanır. 

Tez çalı�masında, parametre belirsizli�i içeren do�rusal olmayan 

sistemler için durum de�i�kenlerine ba�lı sektör ve do�rusal olmayan 

sektör tasarımı yöntemleri önerilmektedir. Son olarak ardı�ık yakınsama 

metodunu temel alan bir kayan sektör kontrol yöntemi önerilmektedir. 

Yöntem, do�rusal olmayan sistemin ardı�ık, zamanla de�i�en do�rusal 

sistemler olarak ele alınmasına dayanmaktadır.  
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Bu sayede do�rusal olmayan sistemler için kayan sektör kontrol 

problemi, zamanla de�i�en do�rusal sistemler için kayan sektör kontrol 

problemine dönü�türülmektedir. Zamanla de�i�en do�rusal sistem 

modelleri kullanılarak kayma sektörü ve kayan sektör kontrolcü 

tasarımları yapılmakta ve yöntemin yakınsama �artları verilmektedir. 

Önerilen yöntemler matematiksel modellere, esnek ba�lantıya sahip 

robot manipülatör ve ters sarkaç modellerine uygulanmaktadır. Elde 

edilen sonuçlar kayan kipli kontrol yöntemi ile kar�ıla�tırılarak 

yöntemlerin çatırtıyı azaltmadaki ba�arısı incelenmektedir.  
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ABSTRACT 

 

In this study, variable structure control methods are considered for 

linear and nonlinear systems and control methods are proposed in 

order to avoid chattering problem in variable structure control. In this 

context, firstly, second order sliding mode control on stable manifold 

method is proposed. The method is based on designing a stable 

manifold of a proper dimension and using the stable manifold as a 

sliding surface. Then the system is controlled by second order sliding 

mode control algorithms. Secondly, sliding sector method is 

considered. Sliding sector is a stable region which includes the sliding 

surface. In this method, the system is controlled by forcing the 

trajectories inside the sliding sector. In this thesis study, design 

approaches of variable structure control systems with nonlinear time 

varying sliding sector and state dependent sliding sector are proposed 

for nonlinear system with matched uncertainty. Lastly, sliding sector 

control method based on successive approximation method is 

proposed. The method is based on linear time varying approximations 

of the nonlinear system. With the help of approximations, sliding sector 

control problem for nonlinear systems is transformed to sliding sector 

control problem for linear time varying systems.  
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By using the linear time varying system models, sliding sector and 

sliding sector controller are designed and the convergence conditions 

of the method are given. The proposed methods are applied to some 

mathematical models, including robot manipulator model with elastic 

joints and invert pendulum model. Then simulation results are 

compared with sliding mode control method. The successes of 

suggested methods are analyzed in terms of decreased chattering 

phenomenon. 
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S�MGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalı�mada kullanılmı� bazı simgeler açıklamaları ile birlikte a�a�ıda 

sunulmu�tur. Bu çalı�mada kısaltma kullanılmamı�tır. 

 

Simgeler Açıklama 

   Durum de�i�kenleri vektörü ! Kontrol giri�i vektörü !"# E�de�er kontrol giri�i $ Sistem matrisi % Kontrol vektörü & Koordinat dönü�üm matrisi '()( Birim matris *+� � ,���’in Jacobian matrisi - Kayma yüzeyi ./ Kayma yüzeyi .0 Kayma yüzeyinin türevi 1 Kararlı manifold (Bölüm 2) 2 Kararsız manifold (Bölüm 2) 34 Kontrolcü katsayısı, pozitif sabit bir sayı 35 Kontrolcü katsayısı, pozitif sabit bir sayı 6� � Kayma yüzeyi fonksiyonu 1 Kayma yüzeyi e�im vektörü 7� � Lyapunov fonksiyonu 8� � Kayma sektörü fonksiyonu 89 �ç sektör 8: Dı� sektör ; Sektör parametresi, pozitif tanımlı simetrik matris < Sektör parametresi, pozitif tanımlı simetrik matris 
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Simgeler Açıklama 

 = Sektör parametresi, pozitif yarı tanımlı simetrik matris > Sektör parametresi, pozitif tanımlı simetrik matris -	6� �� 8� �� Histerisiz + ölü bölge fonksiyonu ? Kontrolcü katsayısı, pozitif sabit bir sayı @ Kontrolcü katsayısı, pozitif sabit bir sayı A� � B� Belirsizlik fonksiyonu C�B� Zamana ba�lı belirsizlik parametresi 
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1. G�R�� 

Kontrol sistemlerinin geli�imi, on dokuzuncu yüzyılda dinamik ve kararlılık 

teorilerinin geli�tirilmesine kadar dayanmaktadır. Bir mühendislik disiplini 

olarak ortaya çıkı�ı ise 1950’lerde, ikinci dünya sava�ından sonra Nyquist, 

Bode ve Wiener gibi bilim adamlarının da aralarında oldu�u ara�tırmacılar 

tarafından frekans cevap metotlarının geli�tirilmesi ile olmu�tur [9]. 

Model tabanlı otomatik kontrol yöntemleri analiz ve tasarım bakımından iki 

ana ba�lık altında toplanabilir. 

I. Klasik kontrol yöntemleri 

II. Modern kontrol yöntemleri 

Klasik kontrol teorisi, sistem giri�i ve çıkı�ı arasındaki ili�kiyi esas alır ve 

genellikle do�rusal sistemlerin kontrolü için kullanılır. Kontrol edilecek sistem 

tek giri� ve tek çıkı�lı ise en fazla tercih edilen yakla�ımdır. Sistem, Laplace 

veya Fourier dönü�ümleri yardımı ile frekans tanım bölgesinde ifade edilerek, 

kontrolcü tasarımları yapılmaktadır. 

Modern kontrol yöntemlerinde ise adi diferansiyel denklemler ele alınır. Hem 

do�rusal hem de do�rusal olmayan sistemler için kontrolcü tasarımında 

kolaylıklar sa�lar. Sistemin iç dinamikleri hesaba katılarak zaman tanım 

bölgesinde çalı�ılır. Sistemde birden fazla girdi ve çıktı söz konusu 

oldu�unda modern kontrol yakla�ımı belirgin tasarım üstünlükleri sunar. 

Modern kontrol yakla�ımında amaç, sistemin durum uzayı formunda ifade 

edilmi� dinamik denklemlerini kullanarak, ele alınan sistem de�i�kenini 

istenilen de�ere getirecek kontrolcü kazançlarının belirlenmesidir.  
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De�i�ken yapılı kontrol, modern kontrol yöntemlerinden biridir ve kontrolcü 

yapısının kontrol i�lemi sırasında de�i�tirilmesine dayanır. De�i�ken yapılı 

kontrol teorisi 1960’lı yılların ba�ında Emelyonov ve Barbashin tarafından 

Rusya’da geli�tirilmi�tir. Geli�tirilen çalı�maların Rusya dı�ına açılması ise 

1976 yılında Itkis’in çalı�malarının �ngilizce olarak yayınlanması ile olmu�tur 

[9].  

Kayan kipli kontrol yönteminde amaç durum uzayında uygun �ekilde 

tanımlanan kararlı bir kayma yüzeyi aracılı�ıyla, durum de�i�kenlerini 

tanımlanan bir denge konumuna ta�ımaktır. Kayan kipli kontrolde sistemin 

durum de�i�kenleri bulundukları ilk konumdan, önce kayma manifoldunun 

üzerine, buradan da belirlenen denge noktasına ta�ınırlar. Sistemin bu 

davranı�ında ilk a�ama “ula�ma a�aması”, ikinci a�ama ise “anahtarlama 

a�amasıdır”. Sistem kayma yüzeyine ula�ınca sistem dinamikleri yüzeyin 

dinamik davranı�ı ile birlikte hareket eder. Ula�ma a�amasından sonra 

kontrolcünün amacı sistemi kayma yüzeyi üzerinde tutmaktır. Bu nedenle 

ikinci a�amada kontrolcü tanımlanan bir i�aret fonksiyonu ile kayma 

manifoldu boyunca anahtarlama yapar. Kayan kipli kontrol yöntemi, meydana 

gelebilecek parametre de�i�iklikleri ve bozucu giri�lerine kar�ı kontrol 

sisteminin kararlılı�ını belirlenen hassasiyet sınırları içerisinde 

sa�layabilmektedir. Sa�ladı�ı avantajlar nedeniyle kayan kipli kontrol yöntemi 

ile ilgili oldukça fazla çalı�ma bulunmaktadır [9-10, 40].  

Kayan kipli kontrol yönteminde, parametre belirsizlikleri ve bozucu etkenlere 

kar�ı sa�ladı�ı avantajların yanında kontrol süresince, özellikle anahtarlama 

a�amasında, sistemin kararlılı�ını sa�lamak için sürekli yön de�i�tiren bir 

sinyal üretmesi sebebi ile “çatırtı” denilen istenmeyen bir durum ortaya 

çıkmaktadır. Çatırtı, kontrol edilen sistemde yorulmalara sebep olmakta ve 

sistem ömrü kısalmaktadır.  
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Çatırtının azaltılması ya da giderilmesi için çatırtıya sebep olan i�aret 

fonksiyonu yerine farklı fonksiyonlar kullanılması, manifoldun e�iminin 

sistemin konumuna göre de�i�tirilmesi gibi çe�itli çalı�malar yapılmı� ve farklı 

önerilerde bulunulmu�tur [9, 43-44]. Çalı�maların bazılarında sistem, 

tasarlanan kayma yüzeyi yerine kayma yüzeyi etrafında tanımlanmı� bir sınır 

katmanı içerisine yönlendirilmektedir. Böylelikle kontrol sinyali katman 

içerisinde anahtarlama yapmadan (veya daha dü�ük frekansla anahtarlama 

yaparak) sistemin kayma yüzeyi etrafında kalması sa�lanır. Ancak, sınır 

katman içerisinde kararlılı�ın hala sistemin iç dinamiklerine ba�lı olması 

nedeni ile bozucu ve belirsizlik gibi durumlarda kararlılı�ın sa�lanmasında 

zorluklar ya�anmaktadır [16, 33]. Belirtilen öneriler genel olarak çatırtıyı 

azaltmakla birlikte sistemin gürbüzlü�ünü de azaltmaktadır. 

Bu tez çalı�ması kapsamında kayan kipli kontrol metodunun bir dezavantajı 

olan çatırtı olu�umunu azaltacak ya da giderecek kontrolcü tasarımları ve 

kayma yüzeyinin hesaplanması için alternatif yöntemler önerilmektedir. 

Kayan kipli kontrolde kayma manifoldunun hesaplanması do�rusal sistemler 

için sistematik bir hal almı�tır. Genel olarak, koordinat dönü�ümleri yardımı 

ile sistem alt sistemlere ayrılır ve bu alt sistemler yardımı ile kayma yüzeyi ve 

kontrolcü tasarımı yapılır. Ancak benzer koordinat dönü�ümleri do�rusal 

olmayan sistemlerde her zaman kolaylıkla yapılamamaktadır. Bu tez 

çalı�masında alternatif yöntem olarak kararlı manifold teoremi ele 

alınmaktadır. Yöntem sayesinde sistemin kendi dinamik davranı�ı 

kullanılarak kayma manifoldu tasarlanmaktadır. Konu ile ilgili Perko [31], 

Cheng ve arkada�ları [6], Banks ve arkada�ları [1-2] ve Salamcı [34-35] 

çe�itli çalı�malar yapmı�lardır. 
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Kontrol sinyalindeki çatırtıyı engellemek amacıyla kullanılan yakla�ımlardan 

biri yüksek mertebeden kayan kipli kontrol yöntemidir. Bu yöntemde kayma 

manifoldunun yüksek mertebeden türevinden faydalanılarak kontrolcü 

tasarlanır.  Daha sonra kontrolcünün integrali alınarak sisteme uygulanır ve 

böylece kontrol sinyali daha düzgün bir biçime ula�ır [3-4,18-22]. Ancak 

kullanılacak kayma manifoldunun mertebesi arttıkça kontrolcü tasarımında 

ihtiyaç duyulan bilgi de artmaktadır. Bu yüzden ikinci mertebede kayan kipli 

kontrolcüler daha çok tercih edilmektedir. Çok sayıda ikinci mertebeden 

kayan kipli kontrolcü algoritması mevcuttur. Bunlardan bazıları “Burulma 

Algoritması” (Twisting Algorithm) [18], “Süper Burulma Algoritması” (Super 

Twisting Algorithm) [18, 20], “Sürüklenme Algoritması” (Drift Algorithm) [18], 

“Alt Optimum Algoritma” (Sub-Optimal Algorithm) [3]. Kullanım kolaylıkları 

sa�laması sebebi ile bu tez çalı�masında ikinci mertebeden kayan kipli 

kontrolcü yöntemi ele alınmı�tır.  

Kontrol sinyalinde meydana gelen çatırtı problemine kar�ı ele alınan bir 

ba�ka yakla�ım ise kayan sektör yöntemidir [11-13, 25-30]. Bu yöntemde 

kayan kipli kontrol metodundan farklı olarak kayma yüzeyi yerine kararlı bir 

kayma sektörü kullanılır. Öncelikle bir kayma manifoldu tasarlanır. Daha 

sonra bu kayma manifoldunu kapsayan kararlı bir sektör tanımlanır. Sistem 

tasarlanacak de�i�ken yapılı kontrolcü ile bu sektör içerisine yönlendirilerek 

kararlı hale getirilir. Tasarlanan sektör sistemin dinamik davranı�ına 

uygundur. Kayan sektör metodu kontrol sinyalinde meydana gelen çatırtı 

problemini azaltması ile birlikte sistemin kararlılı�ı ve gürbüzlü�ünü de 

korumaktadır. Kayan sektör kontrol konusu ile ilgili olarak literatürde Furuta 

ve Pan’ın çalı�maları ba�ta olmak üzere çe�itli çalı�malar mevcuttur. Korondi 

ve arkada�ları çalı�malarında, koordinat dönü�ümleri yardımı ile kayma 

sektörleri tasarlamaktadırlar. Ancak do�rusal olmayan sistemin mertebesi 

arttıkça dönü�üm yapmak ve kararlı bir sektör tanımlamak gittikçe 

zorla�maktadır [17].  
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Furuta ve Pan çalı�malarında, do�rusal sistemler için cebirsel Riccati 

denkleminin çözümünden faydalanarak kayma yüzeyi ve kayma sektörü 

tasarımı yapmaktadırlar [13]. Suzuki ve arkada�ları do�rusal olmayan 

sistemler için durum de�i�kenlerine ba�lı kayma sektörü tasarımını 

önermi�lerdir [39]. Pan ve arkada�ları ise çalı�malarında diferansiyel Riccati 

denkleminin çözümü yardımıyla zamanla de�i�en, do�rusal olmayan sektör 

tasarımını ele almı�lardır [25]. Kayan sektör kontrol yöntemi halen geli�mekte 

olan bir yöntem oldu�u için yapılan çalı�maların sayısı kayan kipli kontrol 

çalı�malarına göre daha azdır. 

Kayan kipli kontrolde oldu�u gibi kayan sektör kontrolde de do�rusal olmayan 

sistemler için tasarım zorlukları bulunmaktadır. Bu tez çalı�masında do�rusal 

olmayan sistemler için durum de�i�kenlerine ba�lı kayan sektör tasarımı ve 

do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayan sektör tasarımı ele alınmı�tır. 

Bunun yanında do�rusal olmayan sistemler için bir tasarım yöntemi de 

do�rusal olmayan sisteme do�rusal zamanla de�i�en sistemler kullanarak 

yakınsamaktır. Do�rusal zamanla de�i�en sistem yakla�ımı ile çe�itli 

çalı�malar mevcuttur [1-2, 7, 34-37]. Tez çalı�masında do�rusal olmayan 

sistemler için bu yöntem kullanılarak kayan sektör tasarımı da ele 

alınmaktadır. 

Tez çalı�masının 2. bölümünde kararlı manifold teoremi ile kayma yüzeyi 

tasarımı ayrıntılı olarak ele alınarak ikinci mertebeden kayan kipli kontrolcü 

önerilmi�tir. Çalı�manın 3. bölümünde do�rusal ve do�rusal olmayan 

sistemler için farklı sektör tasarımları anlatılarak, kullanılabilecek kayan 

sektör kontrolcüler ele alınmaktadır. 4. bölümde do�rusal olmayan sistemlere 

do�rusal zamanla de�i�en sistemler kullanarak yakınsama konusu ele 

alınmı�, ardı�ık yakınsamalar kullanılarak kayan sektör kontrolcü tasarımı 

önerilmektedir. Önerilen yöntemlerin uygulanması ve benzetimlere ilgili 

bölümler içerisinde yer verilmi�tir. Sonuç ve tartı�malar ise 5. bölümde 

sunulmaktadır.   
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2. KARARLI MAN�FOLD ÜZER�NDE �K�NC� MERTEBEDEN KAYAN K�PL� 

KONTROL 

Do�rusal sistemler için kayan kipli kontrol tasarımında genel olarak sistem, 

koordinat dönü�ümü ile kontrol giri�inin oldu�u ve kontrol giri�inin olmadı�ı iki 

alt sisteme bölünmektedir. Kontrol giri�inin olmadı�ı alt sistem yardımı ile 

sistemin kararlılı�ının sa�landı�ı bir kayma yüzeyi tasarlanmakta ve sistem 

bu yüzey üzerine yönlendirilerek yüzey üzerinde kararlı davranı�ı 

sa�lanmaktadır. Ancak do�rusal olmayan sistemler için bu koordinat 

dönü�ümünü yapmak her zaman do�rusal sistemlerdeki kadar kolay de�ildir. 

Bu bölümde kayan kipli kontrol yönteminde sıkça kullanılan klasik kayma 

yüzeyi tasarımı yerine kararlı manifold teoreminden faydalanılarak kayma 

yüzeyi tasarımı yapılmaktadır. Bu yöntem sayesinde sistemin orijin 

etrafındaki kendi dinamik davranı�ı kullanılarak kayma manifoldu 

tasarlanmaktadır.  

Bu yöntemde, belli formdaki do�rusal olmayan sistemler için 

do�rusalla�tırılmı� sistemin orijininde meydana gelen kararlı manifoldun 

kayma yüzeyi olarak kullanılması hedeflenmektedir. Böylelikle bir koordinat 

dönü�ümü uygulamadan kayma yüzeyi tasarlanabilmesi hedeflenmektedir. 

Daha önce bu yöntemle ilgili benzer çalı�malar yapılmı�tır. Salamcı doktora 

tezinde kararlı manifold yöntemi ile do�rusal olmayan bir füze sistemi için 

kayma yüzeyi tasarlamı� ve kayan kipli kontrol yöntemini uygulamı�tır [35]. 

Benzer �ekilde Do�an ve ark. yaptıkları çalı�mada esnek ba�lantıya sahip 

robot manipülatör için kararlı manifold yöntemi ile kayma yüzeyi tasarlamı� 

ve kayan kipli kontrol yöntemini uygulamı�tır [8]. Banks ve arkada�ları kararlı 

manifold teoremi yardımı ile tasarladıkları kayma yüzeylerini do�rusal 

olmayan sistemlerin kontrolünde kullanmı�lardır [1-2]. 
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Bu tez çalı�masında ise kayan kipli kontrol metodundan farklı olarak tek giri�li 

do�rusal olmayan sistemler için yüksek mertebeden kayan kipli kontrol 

metodu kullanılmaktadır. �kinci mertebeden kayan kipli kontrolcü di�er yüksek 

mertebeden kayan kipli kontrol metotlarına göre daha kullanı�lı oldu�u için 

tercih edilmektedir. Yöntemde; kontrolcü kayma yüzeyi ile kontrolcü 

arasındaki ba�ıl dereceye ba�lı olarak modellenmektedir. Bu sayede kayma 

yüzeyi ile kontrolcü arasındaki ba�ıl derecesi bir çıkan sistemlerde çatırtı 

problemi giderilebilmektedir. Ayrıca ba�ıl derecesi iki olan sistemlerde ikinci 

mertebeden kayan kipli kontrol sayesinde, kayan kipli kontrol yakla�ımı 

kullanılarak kararlı hale getirilebilmektir. 

Yüksek mertebeden kayan kipli kontrol alanında ba�ta Arie Levant olmak 

üzere çe�itli ara�tırmacılar tarafında çalı�malar yapılmı�tır. Levant yaptı�ı 

çalı�malarda yüksek mertebeden kayan kipli kontrol metotlarının temellerine 

de�inmi�, çe�itli ikinci mertebeden kayan kipli kontrolcü algoritmaları 

geli�tirmi� [18-19], yüksek mertebeden kayan kipli kontrol metotlarını 

kinematik araç modeline uygulamı�tır [21]. Shtessel ve arkada�ları yaptıkları 

çalı�mada bir füze oto pilotu için ikinci mertebeden kayan kipli kontrolcü 

kullanmı�lardır [38]. Vecchio doktora tezinde bir araba ve motosiklet için 

sapma açısı kontrolünde ikinci mertebeden kayan kipli kontrolcü tasarımı 

yapmı�tır [41]. 

Daha önce yapılan çalı�malardan farklı olarak bu bölümde kararlı manifold 

teoremi ve ikinci mertebeden kayan kipli kontrolcü tasarımı bir araya 

getirilmektedir. �lk olarak kayma yüzeyi hesaplanırken kullanılacak olan 

kararlı manifold teoremi anlatılmakta, teoremle ilgili gerekli ispat ve 

tanımlamalar yapılarak, gerekli görülen yerlerde anlatım örneklerle 

desteklenmektedir. Daha sonra yüksek mertebeden kayan kipli kontrol 

yöntemi açıklanmaktadır. �kinci mertebeden kayan kipli kontrolcü 

algoritmalarından burulma (twisting) ve süper burulma (super twisting) 

kontrolcüler anlatılarak, yöntemler ile ilgili örnek bir çalı�ma yapılmaktadır. 
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2.1. Kararlı Manifold Teoremi 

Tez çalı�masındaki bütünlü�ü sa�lamak amacıyla kısaca kararlı manifolddan 

bahsedilerek ilgili bir örnek ele alınmaktadır. Daha sonra tanım ve teoremler 

ayrıntılı olarak anlatılacaktır. Kararlı manifold teoremi ve do�rusal olmayan 

sistemler için kararlı manifoldun belirlenmesine ili�kin yöntem hakkında 

ayrıntılı bilgi Perko’nun “Diferansiyel Denklemler ve Dinamik Sistemler” adlı 

kitabından elde edilebilir [31]. 

A�a�ıdaki gibi bir do�rusal olmayan sistem ele alınsın. 

�D � E���  (2.1) 

Sistem �� denge noktasında kararlı manifold � ve kararsız manifold �’ya 

sahiptir. Sistemin �� denge noktasında do�rusalla�tırılmasıyla a�a�ıdaki gibi 

do�rusal sistem elde edilir. 

�D � F�  (2.2) 

E�. 2.2 ile verilen do�rusalla�tırılmı� sistemin kararlı alt uzayı GH ve kararsız 

alt uzayı GI için � ve �, �� denge noktasında te�ettir. Ayrıca � ve �, GH ve GI gibi aynı boyutlardadırlar. 

Do�rusal olmayan sistemin yörünge akı�ı JK olsun. � ve �, JK altında 

sırasıyla pozitif ve negatif de�i�mezlerdir ve a�a�ıdaki �artları sa�larlar. 

� LMNKOP JK�Q� ��� her Q R � için 

 

� LMNKOP JK�Q� ��� her Q R � için 

Burada �� denge noktası orijinde olmalıdır. E�er sistemin denge 

noktalarından biri orijinde de�il ise denge noktası orijine ötelenmelidir.  
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2.1. Örnek [31] 

A�a�ıdaki gibi bir sistem ele alınsın. 

�D� � S�� T�D� � S�� U ���  (2.3)T�D� � �� U ���  

Sistemin denge noktası orijindedir. Diferansiyel denklemler çözülürse; 

����� � Q�VWK T����� � Q�VWK U Q���VWK S VW�K�  (2.4)T
����� � Q�VWK U XYZ� �VWK S VW�K�  
Burada Q � ����[ E�er Q� U Q��\� � � ise LMNKOP JK�Q� ��. Böylece; 

� � ]Q R ^�T_TQ� � SQ��\�`  (2.5) 

Aynı �ekilde e�er Q� � Q� � � ise LMNKOWP JK�Q� ��. Böylece; 

� � ]Q R ^�T_TQ� � Q� � �`  (2.6) 

 

�ekil 2.1. Kararlı manifold � ve kararsız manifold � [31] 
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Kararlı manifold � yüzeyi, GH’e te�ettir. Yani orijin noktasında ��-�� düzlemine 

te�et geçer. Kararsız manifold ise � � GI olur. Kararlı alt uzay GH ve kararsız 

alt uzay GI, sırası ile ��-T�� düzlemi ve �� eksenidir. 

Kararlı manifoldu hesaplarken sisteme ait diferansiyel denklemleri çözmek 

her zaman verilen örnekteki kadar kolay olmamaktadır. Böyle durumlarda 

kararlı manifold teoremi kullanılabilir. 

Kararlı manifold teoreminin tanımından önce teoremin daha iyi 

anla�ılabilmesi için katmanlı uzay(topolojik manifold), türevlenebilir katmanlı 

uzay (türevlenebilir manifold), topolojik e� yapı�(homeomorfizma) ve sistemin 

akı�ı gibi matematiksel tanımlar a�a�ıda verilmektedir.  

2.1. Tanım  

a bir metrik uzay ve F ve b, a’in alt kümeleri olsun. Topolojik e� yapı 

dönü�ümü F'dan b'ye sürekli, birebir, örten topolojik bir haritadır (cd F O b) 

ve tersi de süreklidir (cW�d F O b). E�er F’dan b’ye bir topolojik e� yapı 

dönü�ümü varsa, F ve b topolojik e� olarak adlandırılır [31]. 

Yani F ve b topolojik uzaylar olmak üzere, F'dan b'ye sürekli, birebir, örten 

ve tersi de sürekli bir gönderime topolojik e� yapı denir. 

2.2. Tanım 

e bir katmanlı uzay(topolojik manifold) olsun. A�a�ıdaki ko�ulları sa�layan eTkatmanlı uzayına � boyutlu katmanlı uzay denir [5]. 

� e bir Hausdorff uzayıdır. 

� Yerel topolojik e� yapıdadır. 
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2.3. Tanım 

� boyutlu bir katmanlı uzay, üzerindeki türevlenebilir yapıyla birlikte � boyutlu 

türevlenebilir katmanlı uzay(türevlenebilir manifold) olarak adlandırılır [5]. 

2.4. Tanım  

E�. 2.2’deki gibi bir do�rusal sistem ele alınsın. Bu do�rusal sistemin �� gibi 

bir ba�langıç de�erine göre çözümü ���� � VfK�� �eklinde olacaktır.  VfKd ^g O ^g olan haritalar seti, E�. 2.2’nin yörüngeleri boyunca �� 
noktalarının hareketi olarak tanımlanabilir. Bu harita setine ise do�rusal 

sistemin akı�ı denir [31]. 

2.5. Tanım  

G, ^g in açık bir alt kümesi ve E R h��G� olsun. �� R G için J��� ���,   
E�. 2.1’deki ba�langıç de�er probleminin çözümü olsun. Bu durumda JK 
haritalar seti, diferansiyel e�itli�in akı�ı olarak adlandırılır ve a�a�ıdaki gibi 

ifade edilir [31]. 

JK���� � J��� ���  
2.1. Teorem (Kararlı Manifold Teoremi) [31] 

G , ^g in orijini içeren açık alt kümesi, E��� R h��G� ve JK do�rusal olmayan 

sistemin akı�ı olsun. E��� � � ve buna ait Jacobian matrisi iE��� i�j ’ in k 

tane negatif reel kısma ve � S k tane pozitif reel kısma sahip özde�erleri 

oldu�unu kabul edilsin. O zaman E�. 2.1 ile verilen sistemin k boyutlu 

türevlenebilir manifoldu �, kararlı alt uzay GH’e sıfır noktasında te�ettir. Bu 

manifold üzerinde � l � , JK��� m � ve her �� R � için; 

LMNKOP JK���� �� (2.7) 
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Aynı �ekilde �� S k� boyutlu türevlenebilir manifold �, kararsız alt uzay GI’ya 

sıfır noktasında te�ettir. Bu manifold üzerinde � n � , JK��� m � ve her �� R � için; 

LMNKOWP JK���� ��  (2.8) 

E�er E R h��G� ve E��� � � ise E�. 2.1 ile belirtilen sistem 

do�rusalla�tırılarak a�a�ıdaki gibi yazılabilir. 

�D � F� U ,���  (2.9) 

Burada F � oE���T� ,��� � E��� S F�� , R h��G�� ,��� � �TveTo,��� � � dır 

ve o,���, ,���’ in �� � � noktası için Jacobian matrisidir. Bu dönü�üm her p q � için Lipschitz ko�ulunu sa�lamalıdır. 

 q �� _�_ n � _�_ n   

_,��� S ,���_ n p_� S �_  (2.10) 

F matrisi özde�erleri diyagonal dizili bir matris olsun. Bu durumda F matrisini 

özde�erleri negatif gerçek kısma sahip �k ) k� boyutlu r matrisi ve 

özde�erleri pozitif gerçek kısma sahip �� S k� ) �� S k� boyutlu s matrisi 

olarak iki gruba ayrılabilir.  

F � tr �� su  (2.11) 

E�. 2.9’teki sistem için a�a�ıdaki integral denklemi ele alınsın. 

v��� w� � ����w U x ��� S 
�y�v�
� w���
K� S x z�� S 
�y	v�
� w���
PK   (2.12) 

Burada ���� � {V|K �� �} ve z��� � {� �� V~K} dir. 

Kanonik formdaki sistem için y��� � ,��� olur. 
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E�er v��� w� E�. 2.12’in sürekli çözümü ise aynı zamanda E�. (2.5) 

diferansiyel denkleminin de çözümüdür. E�. 2.12 integral denklemi ise ardı�ık 

yakla�ım yöntemi ile çözülebilir. 

v������ w� � �  

v�������� w� �����w U x ��� S 
�y�v����
� w���
K� S x z�� S 
�y �v����
� w�� �
PK    (2.13) 

Kararlı manifold teoremi özetlenirse E�. 2.1’deki gibi do�rusal olmayan bir 

sistemin kararlı manifoldunu hesaplarken a�a�ıdaki sıralama takip edilebilir. 

1. Sistem denge noktası etrafında do�rusalla�tırılmalıdır. E�er sistemin 

denge noktası orijinde de�il ise denge noktası orijine do�ru ötelenmelidir. 

Daha sonra sistemin do�rusal olmayan terimi a�a�ıdaki �ekilde 

tanımlanmalıdır. 

,��� � E��� S F�  (2.14) 

2. Sistemin özde�erleri hesaplandıktan sonra diyagonal olacak �ekilde iki alt 

gruba ayrılmalıdır. E�er gerekli ise sistemin özde�erlerini diyagonal forma 

getirecek a�a�ıdaki gibi bir koordinat dönü�ümü uygulanabilir. 

� � �W��  

 �W�F� � tr �� su  (2.15) 

Burada r matrisi özde�erleri negatif gerçek kısma sahip k ) k boyutlu ve s 

matrisi özde�erleri pozitif gerçek kısma sahip �� S k� ) �� S k� boyutlu 

matrislerdir. Yapılan koordinat dönü�ümü sistemin do�rusal olmayan kısmına 

da uygulanmalıdır. 

y��� � �W�,����  (2.16) 
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3. � ve z matrisleri a�a�ıdaki gibi olu�turulur. 

���� � {V|K �� �}T� z��� � {� �� V~K}  (2.17) 

4. A�a�ıdaki integral denklemi E�. 3.13 ile belirtildi�i gibi ardı�ık yakla�ım 

metodu kullanılarak çözülür. 

v������ w� � �  

v�������� w� �����w U x ��� S 
�y�v����
� w���
K� S x z�� S 
�y �v����
� w�� �
PK T 
5. Çözüm sonucunda pozitif gerçek kısma sahip özde�ere kar�ılık gelen 

çözüm sistemin kararlı manifoldunu verir. 

6. E�er sistemde daha önceden koordinat dönü�ümü yapılmı� ise sistem � � �� koordinat dönü�ümü ile orijinal koordinatlarına dönü�türülür. 

2.2. Örnek [35] 

A�a�ıdaki do�rusal olmayan sistem için kararlı manifold hesaplansın. 

�D� � S�� U ���  �D� � S���  (2.18) �D� � ��� U ��� U ���  

Sistemin denge noktası orijindedir. Sistem do�rusalla�tırılarak �D � F� U ,��� 
matris formunda yazılırsa; 

��D��D��D�� � �S� � �� S� �� � �� � U � ������� U ����  (2.19) 

F � �S� � �� S� �� � ��T � ,��� � y��� � � ������� U ����  
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���� � �VWK � �� VW�K �� � ��T � z��� � �� � �� � �� � V�K�TT � w � �w�w�� �  
E�. 2.13 genel olarak a�a�ıdaki gibi yazılabilir. 

v�������� w� � �VWK � �� VW�K �� � �� �
w�w�� � U � �VW�KW�� � �� VW��KW�� �� � �� y�v��
� w���
K

�
S� �� � �� � �� � V��KW��� y�v��
� w���
P

K  

Ardı�ık yakla�ım metodu ile çözümü yapılırsa; 

v������ w� � �����  
v������ w� � � w�VWKw�VW�K� �  
v������ w� � � w�VWKw�VW�K� � U � �w��VW�KW��VW���� � �
K

� TTTTTTTTTTTTTTTTT
S � � ��VW��KW���w��VW�� U w��VW���� �


P
K TTTTTTTTT

� �w�VWK U �� w��VWK S ��w��VW�Kw�VW�K� �T
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v������ w� � � w�VWKw�VW�K� � U � �w��VW�KW��VW���� � �
K
�

S� ���
� ��VW��KW�� ��w�VW� U ��w��wW� S ��w��VW���� U w��VW������

� �
P
K

� �v������� w�v������� w�v������� w��T
v������� w� � w�VWK U ��w��VWK S ��w��VW�KTT
v������� w� � w�VW�KTT
v������� w� � S��w�VW�K S ��� w��VW�K S ��w�w��VW�K S ����w��VW�K S ��� w��VW�K TTTTTTTT

U ���w�w��VW K U ���w��VW KTTT
Çözüme devam edilirse bir sonraki yakınsamada çözümde v������ w� � v������ w� olaca�ı görülür. Bu durumda yakla�ık olarak ¡��w�� w�� � v������ w�� w�� �� olur.  

¡��w�� w�� � S��w� S ���w�� S ��w�w�� S ���� w�� S ��� w�� U ���w�w�� U ���w��TTTTTTTTTTTT 
Kararlı manifold (�ekil 2.2) yazılırsa; 

�dTT�� � S �� ��� S � � ��� S �¢ ����� S ���� ��� S ��� ��� U ��£ ����� U ��� ���  (2.20) 

� � �� U ����� U ��£ ����� U ��� ��� U ������� (2.21)  
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�ekil 2.2. Örnek 2.2 için kararlı manifold 

Sistemin kararlı manifoldunun hesaplanabilmesi için k tane negatif gerçek 

kısma sahip özde�eri ve � S k tane pozitif gerçek kısma sahip özde�eri 

olmalıdır. � S k l � olmak zorundadır. E�er sistem bu �artı sa�lamıyor ise 

kök yerle�tirme metodu kullanılarak yapılacak bir durum geri besleme kontrol 

ile sistemin kökleri de�i�tirilebilir. Böylece sistemde uygun boyutlu kararlı bir 

manifold olu�turulabilir. 

2.1. Lemma [35] 

Tek giri�li do�rusal olmayan bir sistem ele alınsın. 

�D � E��� U ¤¥  (2.22) 

Do�rusalla�tırılmı� sistem a�a�ıdaki gibi olacaktır. 

�D � F� U ,��� U ¤¥  (2.23) 
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E�er (A,b) ikilisi kararlı kılınabilir ise, durum geri besleme kontrolcü ile 

do�rusal olmayan sistem E�. 2.22 için �� S �� boyutlu kararlı manifold 

olu�turulabilir. 

�spat [35] 

E�. 2.22 için kontrol terimi ¥ � ¥� U ¥� �eklinde iki parçaya ayrılabilir. 

�D � E��� U ¤¥� U ¤¥�  (2.24) 

Sistem do�rusalla�tırılırsa; 

�D � F� U ,��� U ¤¥� U ¤¥�  (2.25) 

�F� ¤� ikilisinin kararlı kılınabilir olması ko�ulu ile ¥� � S¦�� gibi bir durum 

geri besleme kontrolcü olsun. Bu durumda  

�D � �F S ¤¦��� U ,��� U ¤¥� � F§� U ,��� U ¤¥�  (2.26) 

olur. 

�D � F§� U ,��� U ¤¥� sisteminde �D � F§� U ,��� için Teorem 2.1’e göre �� S �� boyutlu kararlı manifold hesaplanabilir.  � 

2.3. Örnek 

A�a�ıdaki tek giri�li do�rusal olmayan sistem dü�ünülsün. 

�D� � ��� U ¥  �D� � �� U ��� U ��� U ¥  (2.27) 

Sistemin denge noktası orijindedir. Sistem do�rusalla�tırılarak �D � F� U ,��� 
matris formunda yazılırsa; 

t�D��D�u � {� �� �} � U t ���� U ���u U {��} ¥  (2.28) 
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Kararlı manifoldun hesaplanabilmesi için sistemin denge noktasında e�er 

noktası olu�malıdır. Yani sistemin en az bir kökü pozitif olmalıdır. Sistem 

Lemma 2.1’e göre düzenlenirse; 

�D � F� U ,��� U ¤¥� U ¤¥�  

Burada ¥� � S¦�� gibi bir durum geri besleme kontrolcü, ¥� ise sistemi 

kararlı hale getirirken kullanılacak olan herhangi bir kontrolcüdür ve kararlı 

manifold hesabına bir etkisi yoktur.  

�D � �F S ¤¦��� U ,��� U ¤¥� � F§� U ,��� U ¤¥�  

Sistemin köklerini -2, 1 yapacak �ekilde bir durum geri besleme kontrolcü için 

kazanç matrisi hesaplanırsa ¦� � ��T�� çıkar ve sistem a�a�ıdaki hali alır. 

t�D��D�u � {S� �S� �} � U t ���� U ���u U {��} ¥�  (2.29) 

Sistemin köklerini diyagonal hale getirmek için � � �W�� dönü�ümü yapılırsa; 

�W�F§� � F¨T©TT�W�¤ � ¤¨  
Burada F§ � {S� �S� �} , F¨ � {S� �� �} ve ¤ � ¤¨ ise 

� � �� ��� S ��� © TTTTTT�W� � {� �� S�}T  
Sistemin do�rusal olmayan ,��� vektörü içinde koordinat dönü�ümü 

yapılırsa; 

y��� � �W�,���� � � �S� ª��� U ��� �� S �� ����«�  
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Sistem yeni koordinat sisteminde yazılırsa; 

t�D��D�u � {S� �� �} � U � �S� ª��� U ��� �� S �� ����«� U {��} ¥�  
Kararlı manifold hesaplanırsa; 

F � {S� �� �}T � y��� � � �S� ª��� U ��� �� S �� ����«�  
���� � {VW�K �� �}T � z��� � {� �� VK}TT � w � {w�� }  
E�. 2.13 genel olarak a�a�ıdaki gibi yazılabilir. 

v�������� w� �
{VW�K �� �} {w�� } U x tVW��KW�� �� �u y�v��
� w���
K� S x {� �� V�KW��} y�v��
� w���
PK   

Ardı�ık yakla�ım metodu ile integral denkleminin çözümü yapılırsa; 

�dTT�� � ���  ��� U ��  ��� U ���  ���T (2.30)  

Sistem � � �� koordinat dönü�ümü ile orijinal koordinat eksenine çevrilir. 

�� � ���TTT�� � ��� S ���  

�dTT���� �� � ��� S ��� U ���  ��� U ��  ��� U ���  ��� (2.31)  

Bu durumda sistemin kararlı manifoldu �ekil 2.3’te gösterildi�i gibi olur. 
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�ekil 2.3. Örnek 2.3 için kararlı manifold 

2.2.Yüksek Mertebeden Kayan Kipli Kontrol 

Yüksek mertebeden kayan kipli kontrol, klasik kayan kipli kontrol 

yakla�ımının kayma yüzeyinin zamana göre yüksek mertebeden türevi 

üzerinde genelle�tirilmi� halidir. Bu kontrol yakla�ımında orijinal kayan kipli 

kontrol yakla�ımın sa�ladı�ı avantajlar korunurken aynı zamanda olu�an 

çatırtı etkisini ortadan kaldırılabilir. Ayrıca çatırtıdan kaçınırken meydana 

gelebilecek hassasiyet kaybının da önüne geçilebilir [41]. 

Kayma derecesi, kayma yüzeyi ���� � � üzerindeki hareket kısıtları ile ili�kili 

dinamiklerin düzgünlük derecesini belirler. Tez bütünlü�ünü korumak 

amacıyla yüksek mertebeden kayan kipli kontrol ile ilgili bazı tanımlamalar ve 

kabuller a�a�ıda verilmektedir. 

2.6. Tanım 

Sınırlı manifold � � �’ın tam olarak üzerinde olan her harekete ideal kayma 

denir [18]. 
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2.7.Tanım 

Sınırlı manifold � � �’ın yakın kom�ulu�unda meydana gelen her harekete 

gerçek kayma denir [18]. 

2.8.Tanım 

Kayma derecesi ¬, toplam sürekli türev sayısı olarak tanımlanabilir. ¬’inci 

dereceden kayma seti, kayma yüzeyi ile a�a�ıdaki e�itlik yardımı ile 

ili�kilendirilebilir [20]. 

� � �D � � � ® � ��¯W�� � �  (2.32) 

Yukarıdaki �artı sa�layan hareket, ���� �� � �’a göre ¬’inci mertebeden kayan 

kip olarak adlandırılır [20]. 

Yüksek mertebeden kayan kipli kontrol uygulamalarında temel sorun bilgi 

talebinin artmasıdır. Yani ¬’inci mertebeden kayan kipli kontrolcü için kayma 

yüzeyinin �¬ S ��’inci mertebeye kadar zamana göre türevlerine ihtiyaç 

vardır. Ancak bazı ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmaları bu 

ihtiyacı azaltan nitelikte oldukları için uygulamalarda bu tip ikinci mertebeden 

kayan kipli kontrolcüler tercih edilmektedir. 

2.3. �kinci Mertebeden Kayan Kipli Kontrol 

�kinci mertebeden kayan kipli kontrol, yüksek mertebeden kayan kipli 

kontrolcüler arasında daha basit ve anla�ılabilir olması sebebiyle en çok 

kullanılanıdır. Özellikle burulma kontrolcü ve süper burulma kontrolcü gibi 

algoritmalar tercih edilmektedir.  

�kinci mertebeden kayan kipli kontrolde, klasik kayan kipli kontrolden farklı 

olarak kontrol çabası, kayma yüzeyinin ikinci türevi � ’in i�areti ve büyüklü�ü 

ile do�rudan ili�kilidir. 
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A�a�ıdaki gibi tek giri�li dinamik bir sistem dü�ünülsün. 

�D � w��� �� U ¤��� ��¥�TTTTTTTTTTTTT� � ���� �� (2.33) 

Verilen ��� y�� y� ve ° pozitif sabitleri için a�a�ıdaki kabuller yapılsın [18]. 

(1) E�. 2.33’te belirtilen sistem için _¥_ n ± kabul edilsin. Burada ± q � 

olan bir sabittir. � R a olsun. Burada a düzgün, sonlu boyutlu bir 

manifold olarak kabul edilir. E�itlik 2.18’nin çözümünde bütün � 
zamanları için ¥��� süreklidir ve _¥_ n ± e�itli�ini sa�lar. 

 

(2) Herhangi bir sürekli ¥ fonksiyonu için ¥�’in var oldu�u ve her �� 
zamanında _¥_ q ¥� �artını sa�ladı�ı kabul edilsin. Bu durumda her � q �� için ����¥��� q � olur. 

 

(3) E�er _���� ��_ ² �� ise, ��� y�� y� ve ¥� pozitif sabitleri vardır. Burada ¥� ² � olur. Her ¥ için � ² y� n ³ D́³µ n y� �artı sa�lanır ve _¥_ q ¥� 

e�itsizli�i �D ���¥��� q � �artını sa�lar. Burada ]�� �� ¥dT_���� ��_ ² ��` 
seti, do�rusallık bölgesi olarak adlandırılır. 

 

(4) Do�rusallık bölgesinde her � R a ve ¥ için pozitif sabit ° vardır ve 

a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lar. Burada � R a ve ¥ birinci kabulde 

açıklanmı�tır. 

 ¶ ³³K �D��� �� ¥� U ³³· �D��� �� ¥��w��� �� U ¤��� ��¥�¶ n ¸T (2.34)  

Burada � R ¹g durum de�i�keni ve ¥ R ¹� kontrol giri�idir. w��� �� R ¹g ve ¤��� �� R ¹g ise durum uzayı matrisleridir. ���� �� ise kayma yüzeyini ifade 

etmektedir. 
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Ba�ıl dereceye göre sistem iki farklı durumda incelenebilir [15]. 

� Durum 1: ba�ıl derece ¬ � �, yani 
³³µ �D º � 

� Durum 2: ba�ıl derece » � �, yani 
³³µ �D � �� ³³µ� º � 

Durum 1: Ba�ıl derece ¬ � � ise kayma yüzeyini zamana göre birinci 

türevinde kontrol terimi sıfırdan farklıdır. Yani e�er �D ’in kontrol giri�ine göre 

türevi alınırsa  
³³µ �D º � olur. Bu yüzden kayma yüzeyinin zamana göre ikinci 

türevinde kontrol giri�inin türevi ¥D ��� vardır. 

Bu durumda kontrol problemi birinci mertebeden kayan kipli kontrol metodu 

kullanılarak da rahatlıkla çözülebilir ancak kontrol giri�indeki çatırtıdan 

kaçınmak için ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kullanılabilir. Bu durumda ¥��� bir birinci mertebeden dinamik sistemin çıkı�ı ve kontrolünün zamana 

göre türevi ¥D ��� ise yardımcı kontrol olarak kabul edilir [18]. 

Yardımcı kontrol ¥D ��� süreksizdir ve kayma yüzeyinin de�erini sıfıra do�ru 

yönlendirirken ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kayma yüzeyinin de�erini 

sıfırda tutar. Böylece sistemin kontrol giri�i ¥��� sürekli olur ve ¥��� ’de 

olu�acak olan çatırtı engellenir [18, 41]. 

Kayma yüzeyinin zamana göre birinci ve ikinci türevleri yazılırsa; 

�D � ³³K ���� �� U ³³· ���� ���w��� �� U ¤��� ��¥����  (2.35) 

� � ¼���� �� ¥� U ½���� ��¥D ���  (2.36) 

Burada  

¼���� �� ¥� � ³³K �D ��� �� ¥� U ³³· �D ��� �� ¥��w��� �� U ¤��� ��¥����  (2.37) 

½���� �� � ³³· ���� ��¤��� ��  (2.38) 
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Durum 2: Ba�ıl derece ¬ � � ise kayma yüzeyinin zamana göre birinci 

türevinde kontrol terimi sıfırdır. Kayma yüzeyinin zamana göre ikinci 

türevinde sıfırdan farklı bir ¥��� kontrol terimi vardır. Bu durumda kontrol 

direkt olarak �D ’ı etkilemez ama � ’ı etkiler [41]. 

Kayma yüzeyinin zamana göre birinci ve ikinci türevleri yazılırsa; 

�D � ³³K ���� �� U ³³· ���� ��w��� ��  (2.39) 

� � ¼���� �� ¥� U ½���� ��¥���  (2.40) 

Burada 

¼���� �� � ³³K �D��� �� ¥� U ³³· �D��� �� ¥�w��� ��  (2.41) 

½���� �� � ³³· �D ��� �� ¥�¤��� ��  (2.42) 

Burada ½���� �� º � olmalıdır.  

Bu durumda kontrol sinyali ¥��� süreksizdir. 

Her iki durum için de kararlı hale getirilecek sistemin yapısı aynıdır. Bu 

yüzden iki durum içinde a�a�ıdaki gibi bir stabilizasyon problemi ele alınabilir. 

����� � ���� �� T�D���� � �����  (2.43)T�D���� � ¼g U ½��� ��¾���   

Durum 1; 

 ¼g � ¼���� �� ¥�  (2.44) 

¾��� � ¥D ���  (2.45) 
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Durum 2; 

¼g � ¼���� ��  (2.46) 

¾��� � ¥���  (2.47) 

Burada ¼g ve ½��� �� a�a�ıdaki gibi pozitif sabit sayılar ile sınırlandırılabilir. 

_¼g_ n ¸T (2.48) 

� ² y� n ½��� �� n y�TT (2.49) 

�kinci mertebeden kayan kipli kontrol yakla�ımında kullanılan “Burulma 

Algoritması” ve “Süper Burulma Algoritması” a�a�ıdaki bölümlerde 

özetlenmektedir.  

2.3.1. Burulma algoritması 

Burulma algoritmasına göre tasarlanan kontrolcü, ikinci mertebeden kayan 

kipli kontrolcü algoritmalarında en çok kullanılanıdır. Bu kontrolcüde sistem �¿�D  durum uzayında orijin etrafında helezonlar çizer (�ekil 2.4). Yörüngeler 

sonlu zamanda orijine yakınsarken sonsuz sayıda döngü gerçekle�tirirler. 

 

�ekil 2.4. Burulma algoritması faz düzlemi yörüngeleri [18]  
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2.2. Teorem [18] 

(1), (2), (3) ve (4) numaralı kabuller altında a�a�ıdaki E�. 2.50 ile belirtilen 

burulma kontrolcü ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmasıdır.  

¥D � ÀS¥TTTTTTTTTTTTTTTTTTTT© TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT_¥_ q �SzÁ
Â�����T© TTTTTTTT���� n �� _¥_ n �SzÃ
Â�����T© TTTTTTTT���� q �� _¥_ n �Ä  (2.50) 

Kayma yüzeyinin sonlu zamanda yakınsaması için kontrol algoritmasındaki 

parametreler a�a�ıdaki �artları sa�lamalıdır. 

zÃ q zÁT (2.51)TzÁ q � ÅZ´��� (2.52)TT
zÁ q ÆÅYTT (2.53)T
y�ÇÈ S° q É�ÇÊ U °  (2.54) 

�spat  

Teoremin ispatı [18]’de verilmektedir. � 

Benzer bir �ekilde ba�ıl derecesi 2 olan sistemler içinde a�a�ıdaki kontrol 

kuralı kullanılabilir [41]. 

¥ � ªSzÁ
Â�����©TTTTTTT���� n �SzÃ
Â�����© TTTTTTT���� q �« (2.55) 

2.3.2. Süper burulma algoritması 

Bu algoritma ba�ıl derecesi bir olan sistemler için çatırtıyı önlemek amacı ile 

geli�tirilmi�tir. Bu kontrolcüde de burulma algoritmasında oldu�u gibi 

yörüngeler orijin etrafında helezonlar çizerek yakınsar. Ancak sürekli olan 

kontrol terimi iki parçaya bölünmü�tür. Bunlardan biri zamana göre türevli 

süreksiz bir fonksiyon ile tanımlanırken, di�eri kayma yüzeyinin sürekli bir 

fonksiyonudur. 
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Süper burulma algoritmasına göre tasarlanan kontrolcüde kayma yüzeyi ve 

kayma yüzeyinin türevinin olu�turdu�u yörüngelerin �¿�D  durum uzayında 

davranı�ı burulma kontrolcüdeki yörünge davranı�ına benzerlik gösterir.  

 

�ekil 2.5. Süper burulma algoritması faz düzlemi yörüngeleri [18]  

2.3. Teorem [18] 

(1), (2), (3) ve (4) numaralı kabuller altında a�a�ıdaki E�. 2.56 ile belirtilen 

süper burulma kontrolcü (super twisting controller) ikinci mertebeden kayan 

kipli kontrol algoritmasıdır.  

¥��� � ¥���� U ¥����  (2.56)T
¥D���� � ªS¥TTTTTTTTTTTTTTTTTT© TTTTTTTTTT _¥_ q �SË
Â�����T© TTTTTTTTTT _¥_ n �«  (2.57)T
¥���� � ªSÌ_��_Í
Â�����T© TTTTTTTTT _��_ q ��TTTSÌ_��_Í
Â�����T© TTTTTTT _��_ n ��T «  (2.58) 
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Kontrol algoritmasındaki parametreler a�a�ıdaki �artları sa�lamalıdır. 

Ë q ÎÅY  (2.59)T
Ì� n �ÎÅYZ ÅZ�Ï�Î�ÅY�ÏWÎ�  (2.60)T
� ² Ð n ���  (2.61) 

�spat  

Teoremin ispatı [18] ve [20]’de verilmektedir.  � 

E�. 2.33’deki gibi kontrol edilmi� sistem do�rusal olarak ¥’ya ba�lı 

oldu�unda, kontrolün sınırlandırılması gerekmez ve �� O Ñ olur. Bu durumda 

kontrol kuralı a�a�ıdaki gibi basitle�tirilebilir [20]. 

¥ � SÌ_��_Í
Â����� U ¥�  (2.62)T¥D� � SË
Â�����  (2.63) 
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2.4. Yöntemin Matematiksel Modele Uygulanması 

A�a�ıdaki gibi bir matematiksel model ele alınsın. 

�D� � S�� U �¥  �D� � S�� U ¥  (2.64) �D� � ��� U ��� S ��� U �¥  

Sistemin denge noktası orijindedir.  

Sistem �D � F� U ,��� U ¤¥ matris formunda yazılırsa; 

��D��D��D�� � �S� � �� S� �� � �� � U � ����� S ���� U ����� ¥  (2.65) 

Kayma yüzeyi Teorem 2.1’de ele alınan kararlı manifold yöntemi ile 

hesaplanırsa; 

���� �� � �� U �� ��� S � ��� olur. 

Kar�ıla�tırılma yapılabilmesi için sistem ��� � �S� � �� ba�langıç ko�ulu 

için  � � �� saniye süre ile �[��� zaman aralı�ı kullanılarak, kayan kipli 

kontrolcü, burulma kontrolcü ve süper burulma kontrolcü algoritmalarına göre 

ayrı ayrı incelenmektedir. 

Kayan kipli kontrolcü kullanılırsa kontrol giri�i a�a�ıdaki gibi iki kısımdan 

olu�ur. 

¥ � ¥Ò# U ¥�  (2.66) 

Kayma yüzeyinin zamana göre türevinden sistemi kayma yüzeyine 

yönlendirecek e�de�er kontrolcü elde edilir. 

�D ��� �� � ��� U �� ��� S �  ��� U ¥Ò# �� U ��� S �  ��� olur.  
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 �D��� �� � � için; 

¥Ò# � S �·Ó�YZ·YÓWÓÔ·ZZ��·YZWZÔ·Z T  (2.67) 

 Kontrol giri�inin ikinci kısmı ise sistemi kayma yüzeyi üzerinde tutacak 

�ekilde a�a�ıdaki gibi seçilirse; 

¥� � Sk
Â����  (2.68) k � �[�.  (2.69) 

Sistemin durum de�i�kenleri (�ekil 2.6), kontrol çabası (�ekil 2.7) ve kayma 

yüzeyinin de�erinin de�i�imi (�ekil 2.8) a�a�ıdaki gibidir. 

 

�ekil 2.6. Sistem durum de�i�kenleri (Kayan kipli kontrol) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-3

-2

-1

0

t (zaman,sn)

x1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

1

2

3

4

t (zaman,sn)

x2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-5

0

5

10

t (zaman,sn)

x3



���

�

 

�ekil 2.7. Kontrol çabası (Kayan kipli kontrol) 

 

�ekil 2.8. Kayma yüzeyinin zamanla de�i�imi (Kayan kipli kontrol) 
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Sistemin ba�ıl derecesi birdir. Sistem E�. 2.43’e göre düzenlenirse; 

����� � �� U �� ��� S �  ���  

�D���� � ����� � ��� U �� ��� S � ��� U ¥ �� U ��� S �  ���  (2.70) 

�D���� � ��� U �� ��� S ¢  ��� U ¥ �� U ��� U ��� S �  �� S �  ¥� U ¥D �� U ��� S �  ���  
Bu durumda; 

¼g � ��� U �� ��� S ¢  ��� U ¥ �� U ��� U ��� S �  �� S � ¥�  (2.71) 

½��� �� � � U ��� S �  �� olur. (2.72) 

Sisteme Teorem 2.2’ye göre kontrol parametreleri zÁ � � ve zÃ � �� 

seçilerek burulma kontrolcü algoritması uygulanırsa sistemin durum 

de�i�kenleri (�ekil 2.9), kayma yüzeyi ve türevinin faz düzleminde de�i�imi 

(�ekil 2.12) ve kontrol çabası (�ekil 2.13) a�a�ıdaki gibi olur. 

 

�ekil 2.9. Sistem durum de�i�kenleri (Burulma algoritması) 
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�ekil 2.10. Kayma yüzeyinin (��) zamanla de�i�imi (Burulma algoritması) 

 

�ekil 2.11. Kayma yüzeyi türevinin (��) zamanla de�i�imi  
  (Burulma algoritması) 
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�ekil 2.12. Kayma yüzeyi ���� ve türevinin ���� faz düzleminde de�i�imi 
  (Burulma algoritması) 

  

�ekil 2.13. Kontrol çabası (Burulma algoritması) 
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�ekil 2.14. Kontrol çabası (Burulma algoritması için 0-1.5 saniye arası 
  yakınla�tırılmı�)  

Sisteme Teorem 2.3’e göre kontrol parametreleri Ì � �, Ë � �� ve Ð � �[� 

seçilerek süper burulma kontrolcü algoritması uygulanırsa sistemin durum 

de�i�kenleri (�ekil 2.15), kayma yüzeyi ve türevinin faz düzleminde de�i�imi 

(�ekil 2.18) ve kontrol çabası (�ekil 2.19) a�a�ıdaki gibi olur. 

 

�ekil 2.15. Sistem durum de�i�kenleri (Süper burulma algoritması) 
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�ekil 2.16. Kayma yüzeyinin (��) zamanla de�i�imi (Süper burulma 
  algoritması) 

 

�ekil 2.17. Kayma yüzeyi türevinin (��) zamanla de�i�imi (Süper burulma 
  algoritması) 
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�ekil 2.18. Kayma yüzeyi ���� ve türevinin ���� faz düzleminde de�i�imi 
  (Süper burulma algoritması) 

 

�ekil 2.19. Kontrol çabası (Süper burulma algoritması) 

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
-10

-5

0

5

10

15

20

y1

y2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

t (zaman,sn)

u
(t

) 
ko

n
tr

o
l g

iri
�i



��

�

 

�ekil 2.20. Kontrol çabası (Süper burulma algoritması için 0-1.6 saniye 
  arası yakınla�tırılmı�) 

Benzetim sonuçları incelendi�inde sırası ile kayan kipli kontrol (�ekil 2.6), 

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmalarından burulma kontrol (�ekil 

2.9) ve süper burulma kontrol (�ekil 2.15) algoritmalarına göre sistemin 

dinamik davranı�ı görülmektedir. Üç yakla�ımda da dört saniye sonra 

sistemin bütün durum de�i�kenleri denge noktasında kararlı hale gelmi�tir.  

Kayan kipli kontrolcü için kontrol çabası (�ekil 2.7) ve kayma yüzeyinin 

zamanla de�i�imi (�ekil 2.8) incelenirse sistem saniyenin onda biri kadar bir 

sürede ula�ma a�amasını tamamlayarak kayma yüzeyine gelmektedir. Bu 

andan sonra kontrolcü sitemi kararlı halde tutabilmek için anahtarlama 

yaparak sabit genlikte yüksek frekanslı çatırtıya sebep olmu�tur. 

Burulma kontrol ve süper burulma kontrolde ise sistem kayma yüzeyine daha 

yumu�ak hareketlerle ula�makta, bu esnada ise kayma yüzeyi ile kayma 

yüzeyinin türevi faz düzleminde burulma hareketi gerçekle�tirerek sıfıra 

yakla�maktadır. Bu davranı� burulma kontrol için �ekil 2.12, süper burulma 

kontrol için �ekil 2.18’de görülmektedir. 
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Burulma kontrol (�ekil 2.13) ve süper burulma kontrol (�ekil 2.19) için kontrol 

çabaları incelendi�inde kayan kipli kontrolde olu�an çatırtının burulma 

kontrolde oldukça azaldı�ı, süper burulma kontrolde ise yok oldu�u 

görülmektedir. Ancak kontrol çabasında genlikler artmaktadır.  

Süper burulma kontrolde kontrol sinyalinin bir saniye sonra sıfır oldu�u ancak 

sistemin durum de�i�kenlerinin dört saniyede kararlı hale geldi�i 

görülmektedir. Gözlemlenen bu davranı� kayma yüzeyi olarak kararlı 

manifold seçilmesinden kaynaklanmaktadır. Kararlı manifold sistemin kendi 

dinamik yapısına göre tasarlandı�ı için sistem kayma yüzeyi üzerinde kararlı 

bir davranı� gösterme e�ilimindedir. 

Sonuç olarak açıkça görüldü�ü gibi sistemin cevabının aynı kalmasına 

ra�men kontrol çabası ve kayan kipli kontrolde olu�an çatırtı burulma 

kontrolcü ve süper burulma kontrolcü ile birlikte gittikçe azalmaktadır. 

2.5. Bölüm Özeti 

Bu bölümde de�i�ken yapılı kontrolde kayma yüzeyi tasarımı için alternatif bir 

yöntem olarak kararlı manifold teoremi önerilmi�tir. Çatırtıyı azaltmada 

kullanılacak de�i�ken yapılı kontrolcü olarak ise ikinci mertebeden kayan kipli 

kontrol ele alınmı�tır. Kararlı manifoldun kayma yüzeyi olarak kullanılması ve 

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol konuları hakkında yapılmı� çe�itli 

çalı�malar mevcuttur. Ancak daha önceki çalı�malardan farklı olarak 

do�rusal olmayan sistemlerin kararlı hale getirilmesi için ilk kez kararlı 

manifold üzerinde ikinci mertebeden kayan kipli kontrol yöntemi önerilmi�tir. 

Bölüm içerisinde yöntemin uygulanması ile ilgili örnekler verilmi�tir.  
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3. KAYAN SEKTÖR KONTROL 

De�i�ken yapılı kontrol yönteminde sistem önceden tanımlanmı� bir kayma 

manifoldu üzerinde kontrol edilmektedir. Bu sayede sistem, ula�ma 

a�amasında kayma manifolduna geldikten sonra anahtarlama a�amasında 

belli türdeki belirsizlikler ve bozucu dı� etkenlerden ba�ımsız bir �ekilde 

kontrol edilebilir. Kayan kipli kontrol bu özelli�i ile kararlılık ve gürbüzlük 

açısından oldukça avantajlı olsa da anahtarlama a�amasında meydana gelen 

yüksek frekanslı çatırtıdan dolayı, kontrol edilen sistemde yorulma ve sistem 

ömründe kısalma gibi istemeyen sonuçlar meydana gelmektedir. Çatırtının 

azaltılması için birçok çalı�ma yapılmı�tır. Ancak çatırtı azaltılırken sistemin 

kararlılı�ı ve gürbüzlü�ü de azalmaktadır.  

Tek giri�li sistemlerde sistemin kararlılı�ından ödün vermeden çatırtıyı 

azaltmak ya da yok etmek için kayan sektör kontrol metodu geli�tirilmi�tir. 

Kayan sektör kontrol yönteminde kullanılan birkaç farklı de�i�ken yapılı 

kontrolcü olmasına ra�men temelde hepsi sistemi kendi dinamikleri yardımı 

ile türetilen kararlı bir kayma sektörü içerisine yönlendirerek bu sektör 

içerisinde kontrol eder. Halen geli�tirilmekte olan bir yöntem oldu�u için 

yapılan çalı�maların sayısı kayan kipli kontrol metoduna oranla daha azdır. 

Ancak ba�ta Furuta ve Pan’ın çalı�maları olmak üzere literatürde çe�itli 

çalı�malar mevcuttur [11-13, 25-30, 39].   

Furuta ve Pan çalı�malarında do�rusal sistemler için kayan sektör metodunu 

tasarlamı�, cebirsel Ricatti denklemi kullanarak sürekli zaman ve ayrık 

zaman de�i�ken yapılı kontrolcüler geli�tirmi�lerdir [11, 13].  

Yöntemin ilk deneysel uygulama dairesel hareketler yaparak çalı�an bir ters 

sarkaç sistemidir ve literatüre “Furuta sarkacı” olarak geçmi�tir. Pan ve 

arkada�ları bir çalı�malarında kayan kipli kontrol ile kayan sektör kontrol 

metotlarını kar�ıla�tırarak kayan sektör yöntemini Furuta sarkacının 

kontrolünde kullanmı�lardır [13]. 
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Suzuki ve arkada�ları çalı�malarında durum de�i�kenlerine ba�lı kayan 

sektör tasarımı yaparak Furuta sarkacını kontrol etmi� ve deneysel sonuçlar 

ile benzetim sonuçlarını kar�ıla�tırmı�lardır. Ancak çalı�malarında 

kullandıkları kontrolcüde de�i�ken yüzey e�imlerini hesaba katmamı�lardır 

[39]. 

Pan ve arkada�ları ise do�rusal olmayan sistemler için diferansiyel Riccati 

denkleminden faydalanarak zamanla de�i�en do�rusal olmayan sektör 

tasarımı yapmı�lardır. Geli�tirdikleri sektörü kullanarak sistemdeki parametre 

belirsizliklerinin de üstesinden gelecek kayan sektör kontrol algoritması 

türetmi�lerdir [25]. 

Bu bölümde öncelikle do�rusal sistemler için kayan sektör kontrol 

anlatılmı�tır, daha sonra do�rusal olmayan sistemler için do�rusal olmayan, 

zamanla de�i�en kayan sektör konusuna de�inilmi�tir. Son olarak, do�rusal 

olmayan sistemler için de�i�ken yüzey e�imleri de hesaba katılarak durum 

de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör tasarımı ile kayan sektör kontrol yöntemi 

türetilmi� ve belirsizlik içeren sistemler için de geli�tirilmi�tir. Durum 

de�i�kenlerine ba�lı kayan sektör tasarımı konusunda Özcan’ında 

çalı�maları mevcuttur. Özcan çalı�masında yüzey e�imlerindeki de�i�imi de 

göz önünde bulunduran durum de�i�kenlerine ba�lı kayan sektör kontrolcü 

tasarlamı�tır [24]. Ancak teoremlerde ve ispatlarda eksiklikler bulunmaktadır. 

Eksikliklerin kapatılabilmesi amacıyla gerekli teoremler yazılıp ispatları 

yapılarak bu bölümde tekrar ele alınmaktadır. 

Bölüm içinde anlatımlar örnekler ile desteklenmi�tir. Bölüm sonunda ise 

önerilen yöntemler fiziksel bir örnek üzerine uygulanarak kayan kipli kontrol 

metodu ile kar�ıla�tırılmaktadır. 
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3.1. Do�rusal Sistemler �çin Kayan Sektör Kontrol 

Do�rusal, zamanla de�i�meyen, tek giri�li sürekli bir sistemi ele alınsın. 

�D��� � F���� U ¤¥��� (3.1) 

Burada ���� R ¹g ve ¥��� R ¹� olup sırası ile durum ve giri� vektörleridirler. F 

ve ¤ ise uygun boyutlarda sabit matrislerdir ve �F� ¤� çifti kontrol edilebilirdir. 

3.1. Tanım [13] 

Sistemin P-norm’u a�a�ıdaki �ekilde tanımlansın. 

Õ�Õ| � ���r���\�T� � R ¹g (3.2) 

Burada r R ¹g)g olup pozitif tanımlı simetrik bir matristir. 

P-norm’un karesi Lyapunov fonksiyonu olarak kabul edilirse; 

Ö��� � Õ�Õ|� � ��r� q �� ×� R ¹g �TTT� º � (3.3) 

E�er E�. 3.1’de verilen otonom sistem kuadratik kararlı ise pozitif tanımlı 

simetrik bir r matrisi ve pozitif yarı tanımlı simetrik bir ^ matrisi vardır. 

^ � h�h  ÖD ��� � ���F�r U rF�� n S��^�� ×� R ¹g  (3.4) 

Burada r R ¹g)g� ^ R ¹g)g � h R ¹Ø)g� Ù l � olup �h� F� ikilisi gözlenebilirdir. 

Bu durumda sistemi durum uzayında iki parçaya ayırmak mümkündür. 

Sistemin bir parçasıT� R ¹gTTnin bazı elemanları için ÖD ��� q S��^� �artını 

sa�lar, di�er parçası ise � R ¹g nin di�er elemanları için ÖD ��� n S��^� �artını 

sa�lar. ÖD ��� n S��^� �artını sa�layan elemanlar, P-norm de�erinin sıfır 

kontrol giri�i ile azaldı�ı özel bir alt grup olu�tururlar. Bu alt grup PR-kayma 

sektörü olarak tanımlanır. 
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3.2. Tanım [13] 

¹g nin alt kümesi olan PR-kayma sektörü tanımlanırsa; 

Ú � ]�_���F�r U rF�� n S��^�� � R ¹g` (3.5) 

Burada r R ¹g)g pozitif tanımlı simetrik bir matris, ^ R ¹g)g ise pozitif yarı 

tanımlı simetrik bir matristir. ^ � h�h� h R ¹Ø)g� Ù l � olup �h� F� ikilisi 

gözlenebilirdir.  

E�. 3.1’de tanımlanan sistemin P-normu, PR-kayma sektörü içerisinde sıfır 

kontrol giri�i ile azalır. E�. 3.3’de tanımlanan Lyapunov fonksiyonu ise ÖD ��� n S��^� n ��TTT×� R Ú �artını sa�lar. 

Bu �ekilde tanımlanan PR-kayma sektörü hiçbir zaman bo� küme de�ildir. 

Çünkü en azından sıfır durumu yukarıda e�itsizli�i sa�lar ve sıfır durumu PR-

kayma sektörü içinde yer alır. 

3.1. Teorem [13] 

E�. 3.1 gibi tanımlanan herhangi bir sistemin sıfır kontrol giri�ine sahip 

oldu�u kabul edilsin. Bu sistemin, Tanım 3.2’deki gibi tanımlanan herhangi bir 

pozitif tanımlı simetrik matris r ve pozitif yarı tanımlı simetrik matris ^ için E�. 

3.4’teki gibi tanımlanan bir PR-kayma sektörü vardır ve bu sektör a�a�ıdaki 

formda yeniden yazılabilir.   

Ú � ]�_
���� n ����� � R ¹g` (3.6) 

Burada; 


���� � ��r�� l ��  (3.7) 

���� � ��r�� l ��  (3.8) 

r� ve r� pozitif yarı tanımlı simetrik matrislerdir. 
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�spat [13] 

Û � F�r U rF U ^ olsun. 

Daha sonra E�. 3.5’te tanımlanan PR-kayma sektörü a�a�ıdaki e�itlik 

yardımı ile hesaplansın. 

��Û� n �  (3.9) 

Û matrisi için gerçek ortagonal bir � R ¹g)g matrisi vardır.    

��Û� � ��wÂ�¬�� ¬�� Ü � ¬g�  (3.10) 

Burada »Ý�M � ���� Ü Þ�, Û matrisinin özde�erleridir.TÛ matrisi simetrik matrisi 

oldu�u için bütün kökler gerçektir. 

rß� � ��wÂ �_ Ȳ_� Ȳ� � _ Z̄_� Z̄� � Ü � _ à̄_� à̄� �T,  
rß� � ��wÂ �_ Ȳ_W Ȳ� � _ Z̄_W Z̄� � Ü � _ à̄_W à̄� �  olarak kabul edilsin. 

Yani rß� ve rß� sırası ile Û matrisinin pozitif ve negatif özde�erlerinden 

olu�turulmu�tur. Bu durumda a�a�ıdaki ko�ul geçerlidir. 

��Û� � rß� S rß�  (3.11) 

Burada rßá l �T�� � ����[  rá � �rßáâãT� �rá l �� M � ���� ise Û � r� S r� olur. 

Böylece E�. 3.5’te tanımlanan PR-kayma sektörü, E�. 3.6’daki gibi yeniden 

yazılabilir. Bu durum E�. 3.1’deki gibi tanımlanan herhangi bir sistem için sıfır 

kontrol giri�i ile birlikte PR-kayma sektörü oldu�u anlamına gelir. � 

�á � ¬w�k�rá�T� �� � ���� ve �� � � S �� S ��. ��� ��� �� sırasıyla Û matrisinin 

pozitif, negatif ve sıfır özde�erleri olsun. 
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Buna göre bazı özel PR-kayma sektörlerinin oldu�u söylenebilir [13].  

� E�er �� � � ise PR-kayma sektörü(Ú), ¹g’e e�ittir. 

� E�er �� � �� � � ise PR-kayma sektörü(Ú), 
��� ve ��� �eklinde 

tanımlanan iki do�rusal fonksiyon ile hesaplanır. 


��� � �� � �Q�TQ�ÜTQg���  (3.12) 

��� � o� � ���T�� ÜT�g���  (3.13) 

� ve o sırası ile ��� � r� ve o�o � r� denklemlerini sa�lar. PR-kayma 

sektörü basitle�tirilmi� �ekliyle a�a�ıdaki gibi ifade edilebilir. 

Ú � ]�__
���_ n _���_� � R ^g`  (3.14) 

� E�er �� � � ve �� S ��� q � ise ��r�� � � hesaplanması ile PR-

kayma sektörü, PR-kayma yüzeyine indirgenir ve PR-kayma yüzeyinin 

boyutu �� S ���’e e�ittir. 

� E�er �� � � ise PR-kayma sektörü, � � � olan sıfır durumuna 

indirgenir. 

�� � � ve �� º � için olu�turulan kayma sektörüne basitle�tirilmi� PR-kayma 

sektörü denir. Özel PR-kayma sektörleri ile ilgili açıklamalar [13]’de ayrıntılı 

olarak verilmektedir. 

3.1.1. Basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü tasarımı 

Do�rusal sistemler için pratik kayan sektör uygulamalarında kullanılan sektör 

basitle�tirilmi� PR-kayma sektörüdür. Bu sektörün kullanılması tasarımı 

basitle�tirerek kayma yüzeyinin ve kayma sektörünün do�rusallı�ını sa�lar. 

3.3. Tanım [13] 

Basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü ^g’nin alt kümesi olarak a�a�ıdaki �ekilde 

tanımlansın; 
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Ú � ]�__
���_ n ���� � R ¹g`  (3.15) 

Burada 
��� do�rusal fonksiyon ve ��� ise ���� karesel fonksiyonunun 

kareköküdür ve sırası ile a�a�ıdaki �ekilde hesaplanırlar. 


��� � ��� � R ¹�)g  (3.16) 

��� � ä��;�T� ;R ¹g)g ve ;q �T (3.17) 

Basitle�tirilmi� PR-kayma sektörünün içinde P-normu sıfır kontrol giri�i ile 

birlikte azalır ve Lyapunov fonksiyonu Ö���’nin türevi a�a�ıdaki �artı sa�lar. 

ÖD ��� � ååK 	�����r����� � 
���� S ���� S �����^����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn S�����^�����TTTTTTTTTT×���� R Ú  (3.18) 

Burada r ve ^ matrisleri Tanım 3.2’de verilmi�tir. 

PR-kayma sektörü tasarımında a�a�ıdaki cebirsel Riccati denklemin çözümü 

önerilmi�tir. Böylece sektör parametreleri daha düzgün seçilerek daha etkili 

bir sektör tasarımı yapılabilecektir. 

F�r U rF S r¤¤�r � Ss  (3.19) 

Burada s R ¹g)g pozitif tanımlı simetrik bir matristir. 

E�. 3.1’de tanımlanan sistemdeki matrislerden olu�an �F� ¤� ikilisinin kontrol 

edilebilir oldu�u ve E�. 3.19 Riccati denkleminin r R ¹g)g pozitif tanımlı 

simetrik bir çözümü oldu�u kabul edelsin. E�er P-normu tanımlamak için 

çözümden elde edilen r matrisi seçilirse; 

ÖD ��� � ������F�r U rF����� � �����r¤¤�r���� S �����s����  (3.20) 

Burada Ö���, E�. 3.3’de tanımlanan Lyapunov fonksiyonudur. 
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3.2. Teorem [13] 

E�. 3.1’deki gibi tanımlanan herhangi bir kontrol edilebilir sistemde, e�er 

Riccati denklemini pozitif tanımlı simetrik çözümü r, P-normu tanımlamak 

için kullanılır ve Tanım 3.2’deki pozitif yarı tanımlı simetrik ^ matrisi seçilirse ;� s S ^ ve ;º � olur. Burada s R ¹g)g Riccati denklemindeki pozitif tanımlı 

simetrik matristir. E�. 3.6’da tanımlanan PR-kayma sektörü a�a�ıdaki 

basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü olarak yazılabilir. 

Ú � ]�__
���_ n ���� � R ¹g`   (3.21) 

Burada; 


��� � ������TTTTTTT� � ¤�r  ��� � æ�����;����T�TTTTTT;� s S ^  (3.22) 

�spat [13] 

Kontrol giri�i ¥��� giri�i sıfıra e�it oldu�u zaman E�. 3.20’ye göre a�a�ıdaki 

e�itlik sa�lanır. 

ÖD ��� � �����r¤¤�r���� S �����;���� S �����^����  
        =  
���� S ���� S �����^���� n S�����^�����TTTTTTT×���� R Ú   (3.23) 

Bu nedenle E�. 3.21 basitle�tirilmi� PR-kayma sektörünü tanımlar. � 

PR-kayma sektörü parametreleri olan s� r� ^ ve ; matrisleri seçilirken 

a�a�ıdaki sıralama takip edilebilir. 

1) � ) � boyutlu pozitif tanımlı simetrik s matrisi seçilir. 

2) Pozitif tanımlı simetrik matris r, Riccati denklemini çözülerek elde 

edilir. 

3) Pozitif ¬ sabiti � ² ¬ ² � �artını sa�layacak �ekilde seçilir. 

4) ^ � �� S ¬�s ve ;� s S ^  e�itliklerinden ^ ve ; hesaplanır. 
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Parametreler bu �ekilde seçildikten sonra E�. 3.22’den kayma yüzeyi ve 

basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü kolaylıkla hesaplanabilir. 

Ayrıca Riccati denklemi kullanılarak tasarlanan PR-kayma sektörü a�a�ıdaki 

�artı sa�lar [13]. 

�¤ � ¤�r¤ q �  (3.24) 

3.1.2. Kontrolcü tasarımı 


���� n ���� oldu�u zaman, örne�in PR-kayma sektörünün içinde,  

E�. 3.1’deki sistemin P-normu herhangi bir kontrol etkisi olmadan dü�er. Bu 

yüzden de�i�ken yapılı kontrolü PR-kayma sektör ile birlikte tasarlamak 

uygundur. Böylece sistem PR-kayma sektörünün dı�ından içine do�ru 

de�i�ken yapılı kontrol kuralı yardımı ile hareket eder ve sektörün içinde iken 

P-norm azalı�ını sa�lamak için kontrol giri�ine gerek kalmaz. Genellikle 

kullanılan kontrol yöntemlerinin aksine PR-kayma sektörüne dayalı de�i�ken 

yapılı kontrol giri�i, sadece sistem PR-kayma sektörünün dı�ında ise 

uygulanır. Buna “tembel kontrol” (lazy control) adı verilir. Çünkü de�i�ken 

yapılı kontrol giri�i sistem sektör içerisindeyken sıfırdır [13]. 

PR-kayma sektörünün sınırlarında meydana gelen çatırtıdan kaçınmak için  Úá iç sektör ve Úç dı� sektör PR-kayma sektörünün alt grupları olarak 

tanımlanır [13]. 

Úá � ]�__
���_ n Ë���� � R ¹g`   (3.25) 

Úç � ]�_Ë��� ² _
���_ n ���� � R ¹g`  (3.26) 

Burada Ë, � ² Ë ² � e�itsizli�ini sa�layan pozitif sabit bir sayıdır ve 

 Ú � Úá è Úç oldu�u açıkça gözükmektedir.  
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PR-kayma sektörü ile de�i�ken yapılı kontrolcü tasarımında, sistem sektör 

dı�ından iç sektörün içine do�ru hareket ettirilir. Sistem iç sektörün içinde 

hareket etti�i sürece kontrol giri�i sıfırdır ve sistem sektörünün dı�ına çıkana 

kadar kontrol giri�i uygulanmaz. Yani sisteme histerisiz hareketi yaptırılarak 

sektörün sınırlarında meydana gelecek çatırtıdan kaçınılırken, sistemin 

kararlılı�ı da arttırılmı� olur. Ayrıca sistemin kendi dinamik davranı�ından 

faydalanıldı�ı için enerji kazancı sa�lar.  

3.3. Teorem [13] 

Pozitif sabitler ¬ (� ² ¬ ² �) ve Ë (� ² Ë ² �) için ;� ¬s ve ^ � �� S ¬�s 

e�itlikleri kullanılarak sırası ile E�. 3.22, E�. 3.25 ve E�. 3.26 ile belirtilen PR-

kayma sektörü, iç sektör ve dı� sektör hesaplansın. Tanımlanan bu PR-

kayma sektörü için a�a�ıdaki gibi bir de�i�ken yapılı kontrolcü tanımlanabilir. 

¥��� � S�	
���� ������¤�W�	�F� U ¦
����  (3.27) 

Yeterince büyük bir ¦ de�eri için sistem PR-kayma sektörünün dı�ından iç 

sektöre do�ru hareket edecektir ve P-norm de�eri her durum için azalacaktır. ¦’ nın de�eri a�a�ıdaki e�itsizlik kullanılarak seçilir. 

¦ q éw� êHë� � ¦�ì  (3.28) 

Burada ¦� de�eri pozitif sabit bir sayıdır ve a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lar. 

�¦�Ë�¬s U ���F U F���� q �  (3.29) 

 �	
���� ����,  
��� ve ���’e ba�lı bir histerisiz ve ölü bölgeyi ifade eden 

fonksiyondur. �	
���� ���� parçalı fonksiyon olarak ifade edilirse; 

�	
���� ���� � í � � R Úá�Vî�#éV� � R Úç� � ï Ú ð  (3.30) 

�¤ ise ¤�r¤’ye e�ittir ve E�. 3.24’e göre tekil de�ildir.  
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�ekil 3.1. Histerisiz+ölü bölge fonksiyonu 

�spat [13] 

P-normun karesi Lyapunov fonksiyonu olara

Ö��� � Õ�Õ|� � ��r� q
Ba�langıç ko�ulunun PR

durumda de�i�ken yapılı kontrol a

¥��� � S��¤�W�	�F� U
Yukarıdaki kontrol uygulandı

�artı sa�lar. 


D��� � ��D��� � �F����
Buna göre; 

ååK 
���� � �
���
D��� �
Buna göre lineer fonksiyon 

büyük bir ¦ için ��
oranından daha yava�

sonlu bir zaman içinde sektör içinde kalır.

 

. Histerisiz+ölü bölge fonksiyonu �	
���� ���� [13] 

Lyapunov fonksiyonu olarak dü�ünülsün. 

q �� ×� R ¹g �TTT� º �  

ulunun PR-kayma sektörünün dı�ında oldu�u kabul edilsin

ken yapılı kontrol a�a�ıdaki �ekilde hesaplanır. 

U ¦
����  
Yukarıdaki kontrol uygulandı�ında do�rusal fonksiyon 
���’in türevi a

� � U �¤¥��� � S¦
���  

� � � S�¦
���� ² ��TTT×� ï Úá ve �	
���� ���� �
lineer fonksiyon 
���’in mutlak de�eri azalacaktır. E�er���’in azalma oranı, 
���’in mutlak de�erinin azalma 

oranından daha yava� ise sistem iç sektörün içine do�ru hareket eder ve 

sonlu bir zaman içinde sektör içinde kalır. 

	��

(3.31) 

kabul edilsin. Bu 

(3.32) 

in türevi a�a�ıdaki 

(3.33) 

�� � �.  (3.34) 

�er, yeterince 

�erinin azalma 

ru hareket eder ve 
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Sistem PR-kayma sektörünün dı�ından iç sektörün içine do�ru de�i�ken 

yapılı kontrol kuralı ile hareket ederken P-norm de�eri azalır. PR-kayma 

sektörünün E�. 3.21’deki tanımına göre ;� ¬s ve T^ � �� S ¬�s ile  _
���_ q Ë��� için Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki gibi olur. 

ÖD ��� � ������F�r U rF����� U ������r¤¥���TTTTTTTT� 
���� S ���� S �����^���� U �
���¥���TTTTTTTT� S����¤�W�¦ S ��
���� S �
�����¤�W��F���� S ���� S �����^����TTTTTTTn S����b�W�¦ S ��Ë����� S ����������¤�W��F���� S ���� S �����^����TTTTTT² S���¤�W�¦Ë����� S ����������¤�W��F���� S �����^����TTTTTT� S��¤�W��������¦Ë�¬s U ���F U F��������� S �����^����TTTTT² S�����^����� ×� ï Úá ve �	
���� ���� � �. (3.35) 

Burada �¤ � ¤�r¤ q �. 

Sistem iç sektörün içerisine hareket ettikten sonra PR-kayma sektöründen 

dı�arı çıkana kadar kontrol giri�i ¥��� sıfırdır. Bu durumda _
���_ n ��� olur 

ve Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki gibi olur. 

ÖD ��� � 
���� S ���� S �����^���� TTTTTTTTTTn S�����^�����TTT×���� R Ú ve �	
���� ���� � �. (3.36) 

Sistem PR-kayma sektörünün dı�ına do�ru hareket ederse E�. 3.32’de 

belirtilen kontrol giri�i sistemi iç sektörün içine geri hareket ettirir. Bu sırada 

P-norm de�eri dü�meye devam eder. Böylece sistem PR-kayma sektörünün 

dı�ından iç sektörün içine do�ru hareket ettirilirken, Lyapunov fonksiyonu 

durum uzayında azalmaya devam eder. Bu da sistemin kuadratik kararlı 

olmasını sa�lar. �  

3.1. Örnek 

Bölüm 3.1’de özetlenen kayan sektör kontrolcü tasarımı, a�a�ıda 

do�rusalla�tırılmı� ters sarkaç modeline uygulanmaktadır.  



�

�ekil 3.2. Ters sarkaç modeli [

Sistemin dinamik denklemler a

eñò � �e Ué�Âò S ¥e� � ¥ S éÂò  

Burada e arabanın kütlesi, 

kolunun uzunlu�u, ò sarkacın açısı, 

parametrelerin sayısal de

e � �TkÂ� é � �[�TkÂ
Sistem durum uzayında tanımla

�� � ò� �� � òD � �� � ��
�D��� � F���� U ¤¥��� olur.

Burada F � � ��e Ué��SéÂ\

 

ers sarkaç modeli [23]. 

Sistemin dinamik denklemler a�a�ıdaki gibidir [23]. 

¥  

arabanın kütlesi, é sarkacın kütlesi, Â yerçekimi ivmesi, 

sarkacın açısı, � ise aracın yer de�i�tirmesidir ve gerekli 

parametrelerin sayısal de�erleri a�a�ıda verilmi�tir. 

kÂ� Ù � �[�TéT  
durum uzayında tanımlanırsa; 

�� � �D   
� � olur. 

� � ��Â\eÙ � � �
\e �� � �� �� ve ¤ � � �S�\eÙ��\e �. 

	��

(3.37)T
(3.38) 

yerçekimi ivmesi, Ù sarkaç 

tirmesidir ve gerekli 

(3.39) 
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PR-kayma sektörü parametreleri s � ��� ) ñ�)�� ¬ � �[�� Ë � �[�Tseçilmi�tir. 

E� 3.11 cebirsel Riccati denkleminin çözümünden  

F�r U rF S r¤¤�r � Ss  

r � ��� ) ��[���� �[���� �[���� �[�����[���� �[���� �[���� �[�����[�����[���� �[�����[���� �[���� �[�����[���� �[�����T olarak hesaplanır. 

E�. 3.21, E�. 3.25 ve E� 3.26 kullanılarak PR-kayma sektörü tasarımı yapılır. 

Kontrol kazanç katsayısı ise E�. 3.28’den ¦ � �� seçilir. 

Sarkaç kolu ba�langıçta dü�ey eksen ile arasındaki açı 15 derece olacak 

�ekilde serbest bırakılsın. Sistem 0.01 saniye zaman aralı�ı ile � � �� saniye 

süre boyunca E�. 3.27’de belirtilen de�i�ken yapılı kontrolcü kullanılarak �� � {� )ó��� © �© �© �T} ba�langıç de�eri için kontrol edilirse; 

 

�ekil 3.3. Sarkaç açısal konumu���� ve açısal hızı���� 
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�ekil 3.4. Araba konumu���� ve hızı���� 

 

�ekil 3.5. Kontrol çabası 
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�ekil 3.6. P-norm de�erinin zamana göre de�i�imi 

 

�ekil 3.7. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  davranı�ı 
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3.2. Belirsizlik �çeren Do�rusal Sistemler �çin Kayan Sektör Kontrol  

3.2.1. Gürbüz PrRr-kayma sektörü tasarımı  

E�. 3.1 ile tanımlanan do�rusal sisteme “uyumluluk �artını” (matching 

condition) sa�layacak �ekilde bir belirsizlik etki ederse sistem a�a�ıdaki gibi 

ifade edilebilir [13]. 

�D � �F U ¤E�� U Â¤¥  (3.40) 

Burada E R ¹�)g� Â R ¹�TTolarak tanımlıdır. 

E�. 3.40’de ile ele alınan sistemde E vektörünün normu bilinen bir pozitif , 

sabiti ile sınırlı olsun ve Â yine bilinen bir pozitif ÂÁág sabiti ile alt sınırlı, ÂÁô· 

pozitif sabiti ile de üst sınırlı olsun [13]. 

Buradan, 

ÕEÕ n , ve � n ÂÁág n Â n ÂÁô·  (3.41) 

ifadeleri elde edilir. Bozucu genli�inin geometrik ortalaması, 

Âõ � æÂÁágTÂÁô·  (3.42) 

�eklinde olur ve a�a�ıdaki e�itsizlikler sa�lanır.  

öW� n Âõ\Â n ö (3.43) 

öW� n Â\Âõ n ö (3.44) 

Burada ö pozitif sabiti 

ö � ÷øùúûøùüà  (3.45) 

�eklinde elde edilir.  



	��

�

3.4. Tanım [13] 

E�. 3.40 ile belirtildi�i gibi belirsizlik içeren do�rusal sistemler için PrRr-kayma 

sektörü a�a�ıdaki gibi tanımlanabilir. 

Ú¯ � ý�þ�����	�F U ¤E��r̄ U r̄ �F U ¤E������ n �����^¯����� � R ¹gÿ  (3.46) 

Burada, ^¯ R ¹g)g ise pozitif yarı tanımlı simetrik bir matristir.  ^¯ � h¯�h¯� h¯ R ¹Ø)g� Ù l � olup �h¯� F� ikilisi gözlenebilirdir. r̄ R ¹g)g ise 

pozitif tanımlı simetrik matristir ve P-norm tanımında kullanılır.  

Õ�Õ|� � æ�����r̄ ����  (3.47) 

Etki eden belirsizli�e ra�men sistemin P-normu, sistem PrRr-kayma sektörü 

içerisindeyken herhangi bir kontrol giri�i olmadan azalır.  

Sektör tasarımında kullanılan parametrelerden biri olan r̄  E�. 3.19 cebirsel 

Riccati denkleminin çözümünden elde edilir. Belirsizlik içeren sistemler için 

direkt olarak gürbüz PrRr-kayan sektörü tasarlamak zor olabilir. Bu yüzden 

PR-kayan sektör ile gürbüz PrRr-kayan sektör arasındaki ili�ki göz önünde 

bulundurularak etki eden belirsizli�e göre bir sektör tasarımı yapmak daha 

do�ru olacaktır. 

3.4. Teorem [13] 

½�s q �¯��W¯�Z ,�ñg  (3.48) 

Burada ñg, sistem boyutları ile aynı boyutlu � ) � birim matris, , belirsizli�i 

ifade eden E parametresinin sınırı, ¬ sektör parametrelerini hesaplarken 

kullanılan � ² ¬ ² � aralı�ında pozitif bir sabittir. ½ ise � ² ½ ² � aralı�ında 

seçilen pozitif sabit bir sayıdır. 
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E�er E�. 3.48 ile belirtilen pozitif tanımlı simetrik bir s matrisi var ise r̄  ve ^¯ 
a�a�ıdaki gibi olur. 

r̄ � r  (3.49) 

^¯ � �� S ½�^ (3.50) 

E�. 3.49 ve E�. 3.50’ye göre E�. 3.1’deki sistem için yapılmı� bütün 

tasarımlar E�. 3.40’da verilen belirsizlik ve bozucu içeren sistem içinde 

kullanılabilir. Burada r cebirsel Riccati denkleminin çözümü, ^ ise  ^ � �� S ¬�s �eklinde hesaplanan PR-kayma sektörü parametresidir. 

�spat [13] 

Sistem PR-kayma sektörünün içerisinde iken _
���_ n ��� �artı sa�lanır. Bu 

durumda P-normun karesinin zamana göre türevi sıfır kontrol giri�i ile birlikte 

a�a�ıdaki gibi olur. 

ÖD ��� � ��� 	�����r̄ ����� � ��� 	�����r������ ������F�r U rF����� U ������r¤E����� 
���� S ���� S �����^���� U �
���E����n S�����^���� U ����æ�����E�E����
n S�����^���� U �÷ ¬� S ¬ �����^����æ,����������
n S�����^���� U �÷ ¬� S ¬ �����^����������½� �� S ¬���¬ s����T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT� �����^¯���� (3.51) 

Bu durumda P-norm ya da Pr-norm de�eri sıfır kontrol giri�ine ile belirsizli�e 

ra�men azalmaya devam eder. Bu durum r̄ � r ve ^¯ � �� S ½�^ alınarak 

yapılacak olan PR-kayma sektörü tasarımın gürbüz PrRr-kayma sektörü 

tasarımı oldu�unu gösterir. � 
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Gürbüz PrRr-kayma sektörü tasarımı için izlenecek adımlar a�a�ıdaki gibi 

özetlenebilir. 

� E� 3.29’u sa�layacak pozitif tanımlı simetrik s matrisi seçilir. 

� Pozitif ¬ sabiti � ² ¬ ² � aralı�ında seçilerek ^ � �� S ¬�s hesaplanır. 

� Cebirsel Riccati denkleminin çözümünde pozitif tanımlı simetrik r 

matrisi elde edilir.  

� Pozitif  ½ sabiti � ² ½ ² � aralı�ında seçilir. r̄ � r ve ^¯ � �� S ½�^ 

olarak hesaplanır. 

� 
��� � ������ � � ¤�r̄  e�itlikleri yardımı ile kayma yüzeyi,  ��� � æ�ã���;����T� ;� s S ^¯ e�itlikleri yardımı ile de kayan sektör 

hesaplanarak gürbüz PrRr-kayma sektörü tasarımı yapılır. 

3.2.2. Kontrolcü tasarımı 

Teorem 3.3’te anlatılan PR-kayma sektörü için de�i�ken yapılı kontrolcü 

tasarımı temel alınarak gürbüz PrRr-kayma sektörü için de�i�ken yapılı 

kontrolcü a�a�ıdaki teoremde anlatıldı�ı �ekilde tasarlanabilir.  

3.5. Teorem [13] 

¥��� � �	
���� ����¥ç��� U �� S �	
���� ����� ¥á���  (3.52) 

E�. 3.40 ile belirtilen belirsizlik içeren sistem �F� ¤� çiftinin kontrol edilebilir 

olması �artı ile E�. 3.52’de belirtilen de�i�ken yapılı kontrolcü kullanılarak 

kararlı hale getirilebilir. Burada �	
���� ���� E�. 3.30 ve �ekil 3.1 ile belirtilen 

histerisiz fonksiyonu, ¥ç��� ve ¥á��� ise �	
���� ����’e ba�lı olarak sisteme 

etki edecek kontrol giri�leridir. 

¥á��� � SÂõW�k����
Â�	
����  (3.53) 

¥ç��� � SÂõW� ���¤�W��F���� U 	��¤�W�¦ö_
���_ U k�����
Â�	
�����  (3.54) 
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Pozitif sabit ¦ ve k����, k���� pozitif fonksiyonları a�a�ıdaki e�itsizlikleri 

sa�larlar.    

¦ q éw� êHë� � ¦�ì  (3.55) 

k���� q ö,Õ����Õ  (3.56) 

k���� q ö,Õ����Õ U ��¤�W�éw�]ö S ��� S öW�`_�F�_  (3.57) 

Burada ö E�. 3.45 ile tanımlanmı�tır. Pozitif sabit ¦� ise a�a�ıdaki e�itsizli�i 

sa�lar. 

�¦�Ë�¬s U ����F U F����� q �  (3.58) 

�spat [13] 

E�. 3.31 ile verilen Lyapunuv fonksiyonu ele alınsın. 

E�er _
���_ q Ë��� ve �	
���� ���� � � ise yani sistem iç sektörün dı�ında 

ise kontrolcüdeki ¥ç��� terimi aktif olacaktır. Bu durumda Ö��� ve 
���� 
fonksiyonlarının zamana göre türevleri a�a�ıdaki e�itsizlikleri sa�lar. 

��� 
���� � �
���
D��� � �
���	��F U bE����� U �¤Â¥ç����� �
�����F U �¤E�����S �
����¤ÂÂõW� ���¤�W��F����
U 	��¤�W�¦ö_
���_ U k�����
Â�	
������ �
���	�� S ÂÂõW���F U �¤E����� S ��¤ÂÂõW�k����_
���_S �ÂÂõW�¦ö
���� ² S�ÂÂõW�¦ö
����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S�¦
�����TTT×� ï Úá  (3.59) 
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ÖD ��� � ������F�r U rF����� U ������r¤	E���� U Â¥ç����� 
���� S ���� U �
���	E���� U Â¥ç���� S �����^����
� 
���� S ���� U ��¤�W� ��� 
���� S ���¤�W�
����F����
S �����^����² 
���� S ���� S ���b�W�¦
���� S ���¤�W�
����F����S �����^����� S����¤�W�¦ S ��
���� S ���� S ���¤�W�
����F����S �����^����n ����¤�W�¦ S ��Ë����� S ����������¤�W��F���� S ����S �����^����² S���¤�W�¦Ë����� S ����������¤�W��F���� S �����^����� S��¤�W��������¦Ë�¬s U ���F U F��������� S �����^����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S�����^�����TTTTT×� ï Úá� �	
���� ���� � �  (3.60) 

E�er _
���_ n ��� ve �	
���� ���� � � ise yani sistem iç sektörün içinde ise 

kontrolcüdeki ¥á��� terimi aktif olacaktır. Bu durumda Ö��� fonksiyonunun 

zamana göre türevi a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lar. 

ÖD ��� � ������F�r U rF����� U ������r¤	E���� U Â¥á����� 
���� S ���� U �
���	E���� U Â¥á���� S �����^����n �
���	E���� U Â¥á���� S �����^����
� �
��� �E���� S ÂÂõW�k����
Â�	
����� S �����^����
� �
���ÂÂõW� �ÂW�ÂõE���� S k����
Â�	
����� S �����^����T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S�����^����� ×� R Ú� �	
���� ���� � �  (3.61) 

Sonuç olarak _
���_ de�eri azalır ve sistemin durum de�i�kenleri iç sektörün 

içine do�ru hareket eder ve E�. 3.40 ile belirtilen belirsizlik içeren sistem 

kararlı hale gelir. �  
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Gürbüz PrRr-kayan sektör kontrolcü tasarımının genel teorisinde iç sektörün 

içinde de kontrol giri�i bulunmaktadır. Ancak e�er sektör tasarımı Teorem 

3.4’te anlatıldı�ı gibi yapılırsa kontrol giri�i iç sektörün içinde sıfır alınabilir. 

 ¥á��� � � (3.62) 

3.2. Örnek  

Bu örnekte, Örnek 3.1’de ele alınan do�rusal ters sarkaç modeli için aynı 

sistem parametreleri kullanılarak PrRr-gürbüz kayan sektör kontrolcü 

uygulaması yapılmaktadır. 

Sistem, belirsizlik parametreleri E � �� � � S�� ve Â � � için E�. 3.40’a 

göre düzenlenirse; 

�D � �F U ¤E�� U Â¤¥ olur. 

Burada F � � � � � ��e Ué�Â\eÙ � � ��SéÂ\e �� � �� �� ve ¤ � � �S�\eÙ��\e �. 
PR-kayma sektörü parametreleri T¬ � �[�� Ë � �[� seçilmi�tir. 

E�. 3.48’e göre ½ � �[� için s � ��� ) ñ�)� çıkar. 

E� 3.11 cebirsel Riccati denkleminin çözümünden  

F�r U rF S r¤¤�r � Ss  

r � ��� ) ��[���� �[���� �[���� �[�����[���� �[���� �[���� �[�����[�����[���� �[�����[���� �[���� �[�����[���� �[�����T olarak hesaplanır. 

E�. 3.21, E�. 3.25 ve E� 3.26 kullanılarak gürbüz PrRr-kayan sektör tasarımı 

yapılır. 
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Teorem 3.4’e göre; 


��� � ������ � � ¤�r� ^ � �� S ¬�s� ^¯ � �� S ½�^  

��� � æ�����;����T�TTTTTT;� s S ^¯  
Teorem 3.5 ve E�. 3.62’ye göre kontrolcü tasarımı yapılır. 

E�. 3.28’den ¦ � �� seçilir. k � ,Õ�Õ U � seçilir. 

Bu durumda sarkaç kolu ba�langıçta dü�ey eksen ile arasındaki açı 15 

derece olacak �ekilde serbest bırakılsın. Sistem 0.01 saniye zaman aralı�ı ile � � �� saniye süre boyunca E�. 3.27’de belirtilen de�i�ken yapılı kontrolcü 

kullanılarak �� � {� )ó��� © �© �© �T} ba�langıç de�eri için kontrol edilirse; 

 

�ekil 3.8. Sarkaç açısal konumu���� ve açısal hızı���� 
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�ekil 3.9. Araba konumu���� ve hızı���� 

 

�ekil 3.10. Kontrol çabası 
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�ekil 3.11. P-norm de�erinin zamana göre de�i�imi 

 

�ekil 3.12. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
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3.3. Do�rusal Olmayan Zamanla De�i�en Kayan Sektör Kontrol 

Bu bölümde tek giri�li do�rusal olmayan zamanla de�i�en bir sistem ele 

alınmaktadır. Ayrıca bu sisteme “uyumluluk �artı” (matched conditions) 

sa�lanacak �ekilde bir belirsizlik etkisi ilave edilmi�tir. Bu durumda sistem 

dinamik denklemi a�a�ıdaki gibi olur 

�D � E��� �� U Â��� ��	¥ U ���� ���  (3.63) 

Burada � R ¹g ve ¥ R ¹� sırası ile durum ve giri� vektörleridir. TÂ��� �� º �� ×� R ^g� ×� R ^�Tve k l � için E��� �� R h� ve Â��� �� R h� olur. 

Belirsizlik ise ���� �� ile ifade edilir [25]. 

Her � R ¹� için E��� �� � � ve E��� ��’nin sürekli türevi alınabilir oldu�u kabul 

edilirse E�. 3.63’deki do�rusal olmayan zamanla de�i�en sistem a�a�ıdaki 

gibi durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal zamanla de�i�en bir sistem olarak 

ifade edilebilir. 

�D � F��� ��� U ¤��� ��	¥ U ���� ���  (3.64) 

Burada F��� ��� � E��� �� ve ¤��� �� � Â��� �� olur. 

	F��� ��� ¤��� ��� çiftinin � R ¹� ve � R ¹g için kontrol edilebilir oldu�u ve ���� �� belirsizli�inin a�a�ıdaki �ekilde sınırlandırılarak ifade edilebildi�i kabul 

edilmi�tir [25]. 

_���� ��_ n ���� ��Õ�Õ U �����TTTT×� R ¹g�TTTT×� R ��� U��T  (3.65) 

Burada ���� �� ve ���� pozitif fonksiyonlardır. 

E�. 3.64 ile belirtilen, durum de�i�kenlerine ba�lı, zamanla de�i�en sistem 

için tasarlanacak do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayma sektörü 

tasarımı, basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü tasarımına benzer bir �ekilde 

yapılmaktadır.  
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3.3.1. Sektör tasarımı 

3.5. Tanım [25] 

E�. 3.64’deki sistem için do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayma sektörü ¹g durum uzayında a�a�ıdaki �ekilde tanımlanabilir. 

Ú � ]�_
���� �� n ���� ���TTT� R ¹gT�TTT� R ¹�T`  (3.66) 

Lyapunov fonksiyonu a�a�ıdaki �ekilde tanımlanır. 

Ö��� � ��r��� ��� q ��TTT×� R ¹g �TTT�� º ��[TT×� R ¹�  (3.67) 

Lyapunov fonksiyonu de�i�ken yapılı kontrol kanunu ile birlikte azalır ve 

Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki �artı sa�lar. 

ååK Ö��� � ååK ���r��� ���� n S��^��� ����TTTT×� R Ú��� (3.68)  

Burada r��� �� R ¹g)g pozitif tanımlı simetrik bir matris, ^��� �� R ¹g)g ise 

pozitif yarı tanımlı simetrik bir matristir. ^��� �� � h���� ��h��� ���TTTTh��� �� R¹Ø)g� Ù l � olup 	h��� ��� F��� ���çifti � R ¹� ve � R ¹g için gözlenebilirdir. 

Kayma yüzeyi 
��� �� ve kayan sektör sınırı ��� �� fonksiyonları a�a�ıdaki 

�ekilde hesaplanır. 


��� �� � ���� ����TTTTTTT���� �� R ¹�)g  ��� �� � æ��;��� ���T�TTTTTT;��� �� R ¹g)g Tq �T  (3.69) 

Do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayma sektörü için 4 adet tasarım 

parametresi vardır. Bunlardan r��� �� ve ^��� �� sistemin sektör içindeki 

performansını belirlerken ���� �� ve ��� �� sektörün �eklini belirler. 
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Basitle�tirilmi� PR-kayma sektöründen farklı olarak, sistem hem zamana hem 

de durum de�i�kenlerine ba�lı olarak de�i�ti�i için r��� ��  matrisi cebirsel 

Riccati denkleminin çözümü ile elde edilmez. Bunun yerine sektör 

parametresi olarak, optimal kontrol yönteminde de bilinen, a�a�ıdaki durum 

de�i�kenlerine ba�lı diferansiyel Riccati denkleminin, Hamilton-Jacobi 

denklemi ya da Hamilton-Jacobi-Bellman denklemine göre sınır 

de�i�kenlerini minimum yapacak uygun karesel performans ölçütü ile 

çözümünden elde edilecek r��� �� matrisi kullanılır. 

rD ��� �� U r��� ��F��� �� U F���� ��r��� �� S r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� �� Us��� �� � �  (3.70) 

Bilindi�i gibi optimal kontrol yöntemlerinde diferansiyel Riccati denklemi 

geriye dönük integrasyon yöntemleri ile hesaplanmaktadır. Ancak bu 

durumda E�. 3.64’te verilen sistem için mevcut çözüm yöntemi ile diferansiyel 

Riccati denkleminden gelece�e yönelik bilgi alınması söz konusu de�ildir. Bu 

yüzden sınır de�eri yerine r������� ��� � r�������� ��� q � ba�langıç de�eri 

için a�a�ıdaki durum de�i�kenlerine ba�lı diferansiyel Riccati denklemi ileriye 

dönük integrasyon yöntemleri ile çözülebilir [25]. 

rD ��� �� T� Tr��� ��F��� �� U F���� ��r��� �� S r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� ��T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTUs��� ��  (3.71) 

Burada s��� �� R ¹g)g pozitif tanımlı simetrik bir matristir. Ayrıca  

E�. 3.71’deki diferansiyel Riccati denkleminin ileriye dönük integrasyon 

yöntemleri ile çözümü, E�. 3.70’deki diferansiyel Riccati denkleminin geriye 

dönük integrasyon yöntemleri ile çözümüne yakla�ık olarak e�it oldu�u kabul 

edilebilir [25].  
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3.1. Lemma [25]. 

E�er pozitif tanımlı simetrik bir sß��� �� matrisi var ise E�. 3.64’deki sistem, 

durum de�i�kenlerine ba�lı diferansiyel Riccati denkleminin çözümüne dayalı 

de�i�ken yapılı kontrol kuralı ile kararlı hale getirilebilir. Bu durumda sß��� �� 
a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 

Ssß��� �� � �rD ��� �� S s��� ��  (3.72) 

Burada s��� ��,  � R ¹g ve � R ¹� için pozitif tanımlı simetrik bir matristir. sß��� �� R ¹g)g ise pozitif tanımlı simetrik bir matris fonksiyonudur. 

 sß��� �� � h����� ��h ���� ��� h ���� �� R ¹Ø �)g� Ù �l � olup 	h���� ��� F��� ��� ikilisi 

gözlenebilirdir. 

�spat [25] 

E�er E�. 3.71’deki diferansiyel Riccati denkleminin çözümü E�. 3.67’deki 

Lyapunov fonksiyonunu tanımlamak için kullanılır ve Lyapunov 

fonksiyonunun E�. 3.64’deki sistemin yörüngeleri boyunca türevi alınırsa;  

ÖD ��� � �� �rD ��� �� U r��� ��F��� �� U F���� ��r��� ��� � 

TTTTTTTTTTTTTU���r��� ��¤��� ��	¥ U ���� ���TTTTTTTTTTT� ��r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� ��� S ��sß��� ��� TTTTTTTTTTTTTTU���r��� ��¤��� ��	¥ U ���� ���TTTTTTTTTTT� T 
���� �� S ��sß��� ��� U �
��� ��	¥ U ���� ��� (3.73) 

Burada 
��� �� � ¤���� ��r��� ��� olur.  � 
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3.6. Teorem [25] 

• E�. 3.71 ile verilen diferansiyel Riccati denkleminin çözümünden elde 

edilen pozitif tanımlı simetrik matris r��� ��, Lyapunov fonksiyonunu 

tanımlamak için kullanılsın. 

• Lemma 3.1’deki �artı sa�layan pozitif yarı tanımlı bir sß��� �� R ¹g)g 

matrisi seçilsin. 

• ^��� �� ve T;��� �� matrisleri T;��� �� U T^��� �� � sß��� �� �artını 

sa�layacak �ekilde seçilsin. 

Yukarıdaki �artlar altında E�. 3.64 ile belirtilen sistem için E�. 3.66 ile 

tanımlanan do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayan sektör a�a�ıdaki 

�ekilde tasarlanabilir. 

Ú � ]�__
��� ��_ n ��� ���TTT� R ¹gT�TTT� R ¹�T`  (3.74) 

Kayan sektörü tanımlamada kullanılan 
��� ��, ��� �� parametreleri ve sistem 

sektör içerisindeyken kullanılabilecek olan de�i�ken yapılı kontrolcü 

a�a�ıdaki �ekilde hesaplanır. 


��� �� � ���� ���,  ���� �� � ¤���� ��r��� ��T��� �� � æ��;��� ���,  ;��� �� � sß��� �� S ^��� �� (3.75)T¥ � Ská��� ��
Â�	
��� ���  
Burada ká pozitif kazanç sabitidir ve a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lar. 

ká��� �� l ���� ��Õ�Õ U �����TTTTT×� R ¹g� ×� R ¹�  (3.76) 

�spat [25] 

E�. 3.75 ile verilen de�i�ken yapılı kontrol ve kayan sektör parametreleri  

E�. 3.73’te yerlerine koyulursa Lyapunov fonksiyonun türevinin zamanla 

azaldı�ı görülür. 
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ÖD ��� � 
���� �� S ��;��� ��� S ��^��� ��� TTTTTTTTTTTU�
��� �� �Ská��� ��
Â�	
��� ��� U ���� ���TTTTTTTTTTTTn 
���� �� S ���� �� S ��^��� ���TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn S��^��� ����TTTT×� R TÚ���  (3.77) 

Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun türevi azalır ve sistem kararlı hale 

gelir. � 

Teorem 3.6’ya göre e�er ;��� �� ve ^��� ��, ¬TT a�a�ıdaki gibi seçilirse [25]; 

� ² ¬ ² �  

;��� �� � ¬sß��� ��, ^��� �� � �� S ¬�sß��� ��  (3.78) 

sß��� �� a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lamalıdır. 

sß��� �� l �¯��W¯�Z ����� ��ñg�TTTT×� R ¹g� ×� R ¹�  (3.79) 

3.3.2. Kontrolcü tasarımı 

3.7. Teorem [25] 

E�. 3.64 ile belirtilen sistem için de�i�ken yapılı kontrolcü, Teorem 3.6 ile 

tasarlanan do�rusal olmayan, zamanla de�i�en kayma sektörü temel 

alınarak a�a�ıdaki gibi tasarlanabilir. 

¥ � íSöW���� �� �Ë��� �� U kç��� ��
Â�	
��� ���� � ï ÚSká��� ��
Â�	
��� ���TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT � R Úð  (3.80) 

Burada kç��� �� ve ká��� �� pozitif kazanç fonksiyonlarıdır. 

kç��� �� l _ö��� ��_	���� ��Õ�Õ U ����� U ��TTTT×� R ¹g� ×� R ¹�  (3.81) 

ká��� �� l ���� ��Õ�Õ U �����TTTTT×� R ¹g� ×� R ¹�  (3.82) 
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Daha önce E�. 3.65’te verildi�i gibi ���� ��Õ�Õ U ����, ���� �� belirsizli�inin 

sınırlarıdır. � pozitif sabit bir sayıdır. Ë��� �� ve ö��� �� ise sayısal 

fonksiyonlardır ve a�a�ıdaki �ekilde tanımlanmı�lardır. 

Ë��� �� � ��r��� ��� ³³K ¤��� �� U �¤���� ��rD ��� �� U ��r��� ��� ³ë�·�K�³· F��� �� U
TTTTTTTTTTTTTTTTTTT¤���� ��r��� ��F��� ��� �T (3.83) 

ö��� �� � ��r��� ��� ³ë�·�K�³· ¤��� �� U ¤���� ��r��� ��¤��� �� (3.84) 

�spat [25] 

Sistemin ba�langıç de�erinin kayma sektörü dı�ında oldu�u kabul edilsin. Bu 

durumda sisteme a�a�ıdaki kontrol giri�i etki edecektir. 

¥ � SöW���� �� �Ë��� �� U kç��� ��
Â�	
��� ����   (3.85) 

Yukarıdaki kontrol giri�i ile birlikte sistemin durum de�i�kenleri sektör içine 

do�ru hareket ederler ve 
��� �� fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 


D��� �� � ��� ����� ���� � ��� �¤���� ��r��� ����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT� �¤D���� ��r��� �� U ¤���� ��rD ��� ��� � U ¤���� ��r��� ���D T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT� Ë��� �� U ö��� ��	¥ U ���� ���  TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT� Skç��� ��
Â�	
��� ��� U ö��� ��	¥ U ���� ���T   (3.86) 

��� 
���� �� � �
��� ��
D��� �� � S�kç��� ��_
��� ��_ U �
��� ��ö��� ������ ��TTTTTTTT
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn S��_
��� ��_ ² ��TTT×� ï Ú���  (3.87) 

Bu durumda sistemin durumu sektör dı�ından sektörün içine do�ru de�i�ir. 
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Sistem, sektörün sınırları içerisindeyken a�a�ıdaki kontrol giri�i ile sistemin 

kararlılı�ı sa�lanır. 

¥ � Ská��� ��
Â�	
��� ���  (3.88) 

Bu durumda daha önce Teorem 3.6’da da ispatlandı�ı gibi E�. 3.67’deki 

Lyapunov fonksiyonu azalır ve sistem sektör içerisinde kararlı hale gelir.   �  

E�er Teorem 3.7’de Ë��� �� ve ö��� �� fonksiyonları hesaplanırken kullanılan ¤��� �� kısmi integrasyonunda � yeterince küçük ya da ¤��� �� sadece �’nin bir 

fonksiyonu ise E�. 3.80’de belirtilen kontrol kuralı a�a�ıdaki �ekilde 

indirgenebilir [25]. 

¥ � �Sk��� ��
��� ��TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT � ï ÚSk��� ����� ��
Â�	
��� ��� � R Ú�  (3.89) 

Burada k��� �� pozitif kazanç fonksiyonudur ve a�a�ıdaki �artı sa�lar. 

k��� �� q Ï�·�K�		�·�K�Õ·Õ�
�K��
��·�K�æ¯·�~ß�·�K�· �TTTTTT×� R ¹g� ×� R ¹�T  (3.90) 

Tezin ilerleyen bölümlerinde önerilmekte olan kontrolcülerle iyi bir 

kar�ıla�tırma yapabilmek için Pan ve arkada�larının çalı�malarında kullandı�ı 

örnek ele alınsın. 

3.3. Örnek [25] 

A�a�ıdaki do�rusal olmayan sisteme do�rusal olmayan, zamanla de�i�en 

kayan sektör kontrol metodunu uygulayalım. 

t�D��D�u � t� U 
������� �� � U Q
�����u {����} U {��} 	¥ U ���� ���  
Burada ���� �� belirsizli�i a�a�ıda verilmi�tir. 

���� �� � �[�
������ S �[�
������ U �[����� U ���� U �
������  
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Sistem �� � ��©TS�� ba�langıç ko�ulu için 0.001 zaman aralı�ı ile 10 saniye 

boyunca kontrol edilecektir. E�. 3.74’te belirtilen kayan sektör ve E�. 3.89’da 

belirtilen kayan sektör kontrolcü parametreleri a�a�ıdaki gibi seçilmi�tir. 

s��� �� � {���� �� ���}�TT TTsß � �[�s�TTTk��� �� � ����TTT¬ � �[�  

Sektör parametrelerinden biri olan r��� �� E�. 3.85 durum de�i�kenlerine 

ba�lı diferansiyel Riccati denkleminin 4. dereden Runge-Kutta metodu ile 

çözümü ile elde edilecektir. Durum de�i�kenlerine ba�lı diferansiyel Riccati 

denkleminin ba�langıç de�eri r�, cebirsel Riccati denkleminin ba�langıç 

�artları için çözülmesi ile elde edilir. 

 r� � ��� ) {�[������� �[��������[������� �[�������} 
Sistemin kontrol giri�i ise _¥_ n ��� olacak �ekilde sınırlandırılmı�tır. 

 

�ekil 3.13. Sistem durum de�i�kenleri 
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�ekil 3.14. Kontrol çabası 

 

�ekil 3.15. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  davranı�ı 
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�ekil 3.16. Faz düzleminde sistem davranı�ı 

3.4. Do�rusal Olmayan Sistemler �çin Durum De�i�kenlerine Ba�lı 

Do�rusal Sektör Kullanarak Kayan Sektör Kontrol  

Do�rusal olmayan sistemler için durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör 

kullanarak kayan sektör tasarımı, kontrol edilecek sistemin her bir zaman 

aralı�ı için durum de�i�kenlerine ba�lı olarak de�erlendirilerek ardı�ık 

do�rusal sistemlerin elde edilmesi esasına dayanır. Elde edilen her bir 

do�rusal sistem için basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü tasarımı yapılır. 

Tasarlanan ardı�ık sektörler birle�tirildi�i zaman do�rusal olmayan sistem 

için e�imi zamanla de�i�en basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü elde edilir [24].  

A�a�ıdaki gibi do�rusal olmayan bir sistemi ele alınsın. 

�D � E��� �� U Â��� ��¥  (3.91) 

Sistemin E��� �� � F��� ��� ve Â��� �� � ¤��� �� alınarak tanımlanabilir. 

�D � F��� ��� U ¤��� ��¥ (3.92)  
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Bu sistem için her bir zaman aralı�ında Teorem 3.2’de belirtilen 

basitle�tirilmi� PR-kayma sektörü tasarımı sistemin bulundu�u zamandaki 

durum de�i�kenlerine ba�lı olarak yapılır. 


��� �� � ���� ����TTTT���� �� R ¹�)gT  ��� �� � æ������ ����TTTT���� �� R ¹g)g l �  (3.93) ���� �� � ¤���� ��r��� ���TTTTT���� �� � s��� �� S ^��� ��   

r��� �� matrisi a�a�ıdaki durum de�i�kenlerine ba�lı cebirsel Riccati 

denkleminin her bir zaman aralı�ında çözümünden elde edilir.  

r��� ��F��� �� U F���� ��r��� �� S r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� �� � Ssß��� ��  (3.94) 

Burada sß��� �� pozitif tanımlı bir matristir. Yukarıdaki Riccati denkleminin 

farklı zamanlarda durum de�i�kenlerine ba�lı çözümünden elde edilen r��� �� 
matrisi kullanılarak tasarlanan zamanla de�i�en sektör a�a�ıdaki gibi 

olacaktır. 

Ú � ]�_
���� �� n ���� ���TTT� R ¹gT�TTT� R ¹�T`   (3.95) 

Lyapunov fonksiyonu a�a�ıdaki gibi tanımlanırsa; 

Ö��� � ��r��� ��� q ��TTT×� R ¹g �TTT�� º ��� ×� R ¹�   (3.96) 

Uygulanacak de�i�ken yapılı kontrol ile Lyapunov fonksiyonun türevi 

a�a�ıdaki �artı sa�lar. 

ÖD ��� � ååK ���r��� ���� n ��^��� ����TTTT×� R Ú���  (3.97) 

Sistem için daha önce Teorem 3.3 ‘de tasarlanan de�i�ken yapılı kontrolcüye 

benzer bir de�i�ken yapılı kontrol tasarlanacaktır. Ancak bu kez kayma 

sektörün e�imi zamanla de�i�ti�i için kontrolcüde e�imi ifade eden terimlerin 

türevleri de dikkate alınmalıdır.  
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3.8. Teorem 

Pozitif sabitler ¬T��T ² ¬ ² T�� ve ËT�� ² Ë ² �� için � � ¬s ve ^ � �� S ¬�s 

e�itlikleri kullanılarak Teorem 3.3’deki gibi tasarlanacak Úá iç ve Úç dı� 

sektörleri ile tanımlanan kayma sektörü için a�a�ıdaki gibi bir kontrolcü 

tanımlansın. 

¥��� � S�	
��� ��� ��� ���	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ��� U �D��� ��� U
¦��� ��
��� ���  (3.98) 

Yeterince büyük bir ¦ de�eri için sistem kayan sektörün dı�ından iç sektörün 

içine do�ru hareket edecektir. Bu durumda ¦ a�a�ıdaki e�itsizli�e göre 

seçilir. 

¦��� �� q éw� êH�·�K�ë�·�K�� � ¦���� ��ì  (3.99) 

Burada ¦���� �� pozitif bir sayıdır ve a�a�ıdaki e�itsizli�e göre seçilir. 

�¦���� ��Ë�¬s��� �� U ������ ���D��� �� U ����� ������ ��F��� �� UF���� ������� ������ �� q �  (3.100) 

�	
��� ��� ��� ��� parçalı fonksiyonu ise E�. 3.30’da belirtildi�i gibi a�a�ıdaki 

�ekilde ifade edilebilir. 

�	
��� ��� ��� ��� � í � � R Úá�Vî�#éV� � R Úç� � ï Ú ð  
�spat 

Lyapunov fonksiyonunu E�. 3.72’deki gibi tanımlansın. 

Ö��� � ��r��� ��� q ��TTT×� R ¹g �TTT�� º ��� ×� R ¹�  
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Sistem sektör dı�ında iken ��
��� ��� ��� ��� � � olur. Bu durumda kayma 

yüzeyinin türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 


D��� �� � �D��� ��� U ���� ���D � �D��� ��� U ���� ���F��� ��� U ¤��� ��¥���� TTTTTTTTTTTTTT� S¦��� ��
��� ��  (3.101) 

Kayma yüzeyinin karesinin türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 

ååK 
���� �� � �
��� ��
D��� �� � S�¦��� ��
���� �� ² �T×� ï Úá  (3.102) 

Yani yeterince büyük ¦��� �� de�eri için sistem durum de�i�kenleri iç 

sektörün içine do�ru hareket eder. 

Sistemin yörüngeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki 

gibidir. 

ÖD ��� � åå· ���r��� ���� � �D�r��� ��� U ��rD ��� ��� U ��r��� ���D  TTTTTTTTTT���ýF���� ��r��� �� U r��� ��F��� �� U rD ��� ��ÿ� U ���r��� ��¤��� ��¥���  
Bu durumda; 

sß��� �� � s��� �� U rD ��� ��  (3.103) 

�eklinde tanımlansın.  

Burada sß��� �� her � R ¹g ve � R ¹� için pozitif tanımlıdır. Bu durumda  

E�. 3.94 de�erlendirilirse; 

Ss��� �� S rD ��� �� �r��� ��F��� �� U F���� ��r��� �� S r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� ��  
E�. 3.98’de tanımlanan kontrol terimi ile birlikte Lyapunov fonksiyonun türevi 

a�a�ıdaki gibi olur. 
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ÖD ��� � ��]Ss��� �� U r��� ��¤��� ��¤���� ��r��� ��`� TTTS���r��� ��¤��� ������� ��¤��� ���W�	���� ��F��� ��� U �D��� ��� U ¦��� ��
��� ���  

��� �� � ¤���� ��r��� ��� ve 
���� �� � ��r��� ��¤��� �� ise  

ÖD ��� � 
���� �� S ��s��� ��� TTTTTTTTTTTU�
��� ���S����� ��¤��� ���W�	���� ��F��� ��� U �D��� ��� U ¦��� ��
��� ����  
���� �� � s��� �� S ^��� �� q � ise 

ÖD ��� � 
���� �� S ������ ��� S ��^��� ���S �
��� �� {	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ��� U �D��� ���
U ¦��� ��
��� ���}
� S {�	���� ��¤��� ���W�¦��� �� S �} 
���� ��
S �
��� ��	���� ��¤��� ���W������ ��F��� �� U �D��� ���� S ���� ��S ��^��� ���n S {�	���� ��¤��� ���W�¦��� ��
S ��Ë����� ��TTTTTTTTS�������� ��	���� ��¤��� ���W������ ��F��� ��U �D��� ���� S ���� �� S ��^��� ���² S�	���� ��¤��� ���W�¦��� ��Ë����� ��
S �������� ��	���� ��¤��� ���W������ ��F��� �� U �D��� ����S ��^��� ���� S	���� ��¤��� ���W�����¦��� ��Ë�¬s��� ��U ����� ������ ��F��� �� U ������ ���D��� ��U F���� ������� ������ ��� S ��^��� ���T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S��^��� ���� ×� ï Úá  (3.104) 

Burada ���� ��¤��� �� q �’dır. 
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Sistem, sektör dı�arısında iken yani ��
��� ��� ��� ��� � � iken yukarıdaki �art 

uygun ¦��� �� de�erinin E�. 3.99 ve E�. 3.100’e göre seçilmesi ile sa�lanır. 

Sistem iç sektörün içine girdikten sonra  ��
��� ��� ��� ��� � � olur ve 

Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki e�itlikte gösterildi�i gibi azalmaya 

devam eder. 

ÖD ��� � 
���� �� S ���� �� S ��^��� ��� n ��^��� ���� ×� R Úá  (3.105) 

Böylece sistem kararlı hale gelir. � 

3.4.1. Gürbüzlük 

Belirsizlik içermeyen sistemlerdeki gibi belirsizlik içeren sistemde her bir 

zaman aralı�ında dondurarak o andaki durum de�i�kenleri için gürbüz PrRr-

kayma sektörü tasarımı yapılabilir. Elde edilen e�imleri zamanla de�i�en, 

ardı�ık do�rusal gürbüz PrRr-kayma sektörleri birle�tirilerek do�rusal olmayan 

sistem için gürbüz PrRr-kayma sektörü elde edilir [24]. 

A�a�ıdaki gibi do�rusal olmayan bir sistem ele alınsın. 

�D � 	F��� �� U ¤��� ��E��� ���� U Â��� ��¤��� ��¥  (3.106) 

Burada E��� �� R ¹�)g ve Â��� �� R ¹� olup sistem üzerindeki belirsizli�i ifade 

ederler. 

ÕE��� ��Õ n ,��� ��  
� n ÂÁág��� �� n Â��� �� n ÂÁô·��� ��  (3.107) 

Bozucunun genli�inin geometrik ortalaması, 

Âõ��� �� � æÂÁág��� ��ÂÁô·��� ��  (3.108) 

olur ve a�a�ıdaki e�itsizlikler sa�lanır. 
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öW���� �� n Âõ��� ��\Â��� �� n ö��� ��  (3.109) 

öW���� �� n Â��� ��\Âõ��� �� n ö��� ��  (3.110) 

ö pozitif katsayısı a�a�ıdaki gibi seçilir. 

ö��� �� � ÷øùúû�·�K�øùüà�·�K�  (3.111) 

Teorem 3.4’te belirtilen pozitif tanımlı simetrik s��� �� matrisi durum 

de�i�kenlerine ba�lı olarak a�a�ıdaki gibi yazılabilir. 

½�s��� �� q �¯��W¯�Z ,���� ��ñg  (3.112) 

Burada ½, ñg ve ¬ Teorem 3.4’de açıklanmı�tır. 

Teorem 3.4’e göre r̄ ��� �� � r��� �� ve ^¯��� �� � �� S ½�^��� �� alınarak 

gürbüz PrRr-kayma sektörü tasarlanırsa; 

Ú¯ � ]�_
���� �� n ���� ���TTT� R ¹gT�TTT� R ¹�T`  (3.113) 


��� �� � ���� ����TTTT���� �� R ¹�)gT  ���� �� � ¤���� ��r̄ ��� �� ��� �� � æ������ ����TTTT���� �� R ¹g)g l � (3.114) 

���� �� � s��� �� S ^¯��� ��  ^¯��� �� � �� S ¬�s��� �� dir. 

r��� �� ise E�. 3.94 durum de�i�kenlerine ba�lı cebirsel Riccati denkleminin 

çözümünden elde edilir. 

sß��� ��, E�. 3.103 ile tanımlanmı�tır. 

Bu durumda E�. 3.96’daki Lyapunov fonksiyonu sa�lanır. 

Ö��� � ��r̄ ��� ��� q �� r̄ ��� �� � r��� ��� ×� R ¹g � �� º ��� ×� R ¹�  (3.115) 
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3.9. Teorem 

Gürbüz PrRr-kayma sektörü için a�a�ıdaki gibi bir kontrolcü tanımlansın. 

¥��� � S�	
��� ��� ��� ���ÂõW���� ��	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ��� U
�D��� ��� U 	¦��� ��ö��� ��_
��� ��_ U k��� ���
Â�	
��� ���� (3.116)  

�	
��� ��� ��� ��� parçalı fonksiyonu ise a�a�ıdaki gibi ifade edilebilir. 

�	
��� ��� ��� ��� � í � � R Úá�Vî�#éV� � R Úç� � ï Ú ð  (3.117) 

Yeterince büyük bir ¦��� �� de�eri için sistem kayan sektörün dı�ından iç 

sektörün içine do�ru hareket edecektir. Bu durumda ¦��� �� E�. 3.99 ve  

E�. 3.100 kullanılarak seçilir. 

k��� �� ise belirsizli�e ba�lı olarak a�a�ıdaki �ekilde hesaplanabilir. 

k��� �� q ö��� ��,��� ��Õ����Õ  (3.118) 

�spat 

Lyapunov fonksiyonu E�. 3. 115’teki gibi tanımlansın. 

Ö��� � ��r̄ ��� ��� q ��TTT×� R ¹g�TTT�� º ��� ×� R ¹�  

E�er �	
���� ���� � � ise E�. 3.116’da tanımlanan kontrol terimi ile birlikte 

Lyapunov fonksiyonun türevi ve kayma yüzeyinin karesinin türevi a�a�ıdaki 

gibi olur. 
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��� 
���� �� � �
��� ��
D��� ��
� �
��� �� ��D��� ������ U ���� ��	F��� �� U ¤��� ��E��� �������
U ���� ��¤��� ��Â��� ��¥����
� �
��� ���D��� ������ U �
��� ��	���� ��F��� �� U ���� ��¤��� ��E��� �������
S �
��� ������ ��¤��� ��Â��� ��ÂõW���� ��	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ������
U �D��� ������ U 	¦��� ��ö��� ��_
��� ��_ U k��� ���
Â�	
��� ����
� �
��� �� �	� S Â��� ��ÂõW���� ��� ��D��� �� U ���� ��F��� ���
U ���� ��¤��� ��E��� ��� ���� S ����� ��¤��� ��Â��� ��ÂõW���� ��k��� ��_
��� ��_
S �Â��� ��ÂõW���� ��¦��� ��ö��� ��
���� ��² S�Â��� ��ÂõW���� ��¦��� ��ö��� ��
���� ��TTTTTT² S�¦��� ��
���� ���TTTTTT×� ï Úá  (3.119) 

Yani sistem durum de�i�kenleri iç sektörün içine do�ru hareket eder. 

Sistemin yörüngeleri boyunca Lyapunov fonksiyonun türevi alınırsa; 

ÖD ��� � ����� �F���� ��r̄ ��� �� U r̄ ��� ��F��� �� U r̄D ��� ��� ���� TTTTTTTTTTTTTTU������r̄ ��� ��b��� ��	E��� ������ U Â��� ��¥����  (3.120) 

E�. 3.103’ten sß��� �� � s��� �� U r̄D ��� �� olur.  

Burada sß��� �� her � R ¹g ve � R ¹� için pozitif tanımlıdır. Bu durumda  

E�. 3.94 de�erlendirilirse; 

Ss��� �� S r̄D ��� �� �r̄ ��� ��F��� �� U F���� ��r̄ ��� �� S r̄ ��� ��b��� ��¤���� ��r̄ ��� ��  
Burada r̄ ��� �� � r��� �� dir. 
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ÖD ��� � 
���� �� S ���� �� U �
��� ��	E��� ������ U Â��� ��¥����S �����^��� ������
� 
���� �� S ���� �� U 	���� ��¤��� ���W� ��� 
���� ��S �	���� ��¤��� ���W�
��� �� ��D��� �� U ���� ��F��� ��� ����S �����^��� ������² 
���� �� S ���� �� S �	���� ��¤��� ���W�¦��� ��
���� ��
S �	���� ��¤��� ���W�
��� �� ��D��� �� U ���� ��F��� ��� ����S �����^��� ������� S��	���� ��¤��� ���W�¦��� �� S �� 
���� �� S ���� ��
S �	���� ��¤��� ���W�
��� �� ��D��� �� U ���� ��F��� ��� ����S �����^��� ������n ��	���� ��¤��� ���W�¦��� �� S �� Ë����� ��
S ����������� ��	���� ��¤��� ���W��D��� ������
S ����������� ��	���� ��¤��� ���W����� ��F��� ������ S ���� ��S �����^��� ������² S�	���� ��¤��� ���W�¦��� ��Ë����� ��
S ����������� ��	���� ��¤��� ���W��D��� ������
S ����������� ��	���� ��¤��� ���W����� ��F��� ������S �����^��� ������� S	���� ��¤��� ���W������ ��¦��� ��Ë�¬s��� �� U ������ ���D��� ��
U ����� ������ ��F��� �� U F���� ������� ������ �������S �����^��� ������T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S�����^��� �������TTTTTTT×� ï Úá (3.121) 

Sistem sektör dı�arısında iken yani ��
��� ��� ��� ��� � � iken yukarıdaki �art, 

uygun ¦��� �� de�erinin E�. 3.99 ve E�. 3.100’e göre seçilmesi ile sa�lanır. 
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Sistem iç sektörün içine girdikten sonra  ��
��� ��� ��� ��� � � olur ve 

Lyapunov fonksiyonunun türevi Teorem 3.8’in ispatında gösterildi�i gibi 

azalmaya devam eder. � 

3.4. Örnek  

Örnek 3.3’te kullanılan do�rusal olmayan sistem ele alınsın. 

t�D��D�u � t� U 
������� �� � U Q
�����u {����} U {��} 	¥ U ���� ���  
Burada ���� �� belirsizli�i a�a�ıda verilmi�tir. 

���� �� � �[�
������ S �[�
������ U �[����� U ���� U �
������  
Sistem �� � ��©TS�� ba�langıç ko�ulu için 0.001 zaman aralı�ı ile 10 saniye 

boyunca kontrol edilecektir. Kayan sektör kontrolcü parametreleri a�a�ıdaki 

gibi seçilmi�tir. 

s��� �� � {����� �� ����} � ¬ � �[�� ½ � �[�� Ë � �[�  

Belirsizlik a�a�ıdaki gibi tanımlanırsa; 

Â��� �� � �, E��� �� � �E� E��  E� � �[£�ág�·Y�·Y U �[��� ve E� � S �[��ág�·Z�·Z U �[��� (3.122) 

Sektör parametrelerinden biri olan r��� �� E�. 3.94 durum de�i�kenlerine 

ba�lı cebirsel Riccati denkleminin 5. dereden Runge-Kutta metodu ile 

çözümü ile elde edilecektir.  

,��� �� � ÕE��� ��Õ U �  

k��� �� � ö�,��� ��Õ�Õ U �� U �[�, burada  ö � � dir. ¦��� �� � �� seçilir. 
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Teorem 3.9’a göre kontrolcü tasarımı yapılır ve sistemin kontrol giri�i _¥_ n ��� olacak �ekilde sınırlandırılırsa; 

 

�ekil 3.17. Sistem durum de�i�kenleri 

 

�ekil 3.18. Kontrol çabası 
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�ekil 3.19. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi 

 

�ekil 3.20. Faz düzleminde sistem davranı�ı 
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Kayma yüzeyi
Sistemin faz düzeleminde hareketi
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3.5. Esnek Ba�lantılı Robot Manipülatör Uygulaması

Bu çalı�mada, bölüm 3’

ba�lantıya sahip robot manipülatöre uygulanmaktadır. B

kayan sektör kontrol yöntemlerinin do

üzerinde kar�ıla�tırılması, birbirlerine ve kayan kipli kontrol yönt

avantaj ve dezavantajlarının incelenmesi amaçlanmı

kontrol yönteminin etkinli

kontrol metodu ile daha sonra kayan sektör kontrol 

edilmi�tir. 

Esnek ba�lantıya sahip robot 

yöntemleri ile ilgili kitaplarda ve yayınlarda sıkç

Dolayısıyla sistemin hareket denklemleri 

�ekil 3.21. Esnek ba�

�ekil 3.21 ile gösterilen robot manipülatöre ait dinamik denkl

gibidir [33]. 

ñ�� UeÂÖ
������ U k�
��� S k��� S ��� � ¥  

 

 

lantılı Robot Manipülatör Uygulaması 

ölüm 3’de ele alınan kayan sektör kontrol yöntemleri esnek 

lantıya sahip robot manipülatöre uygulanmaktadır. Böylece ele alınan 

ntrol yöntemlerinin do�rusal olmayan fiziksel bir sistem 

tırılması, birbirlerine ve kayan kipli kontrol yönt

antajlarının incelenmesi amaçlanmı�tır.  Kayan sektör 

kontrol yönteminin etkinli�inin gözlenebilmesi için sistem öncelikle kayan kip

kontrol metodu ile daha sonra kayan sektör kontrol metotları ile kontrol 

lantıya sahip robot manipülatör sistemi do�rusal olmayan kontrol 

yöntemleri ile ilgili kitaplarda ve yayınlarda sıkça kullanılan bir sistemdir. 

la sistemin hareket denklemleri ilgili kaynaklardan alınmı�

 

�lantılı robot manipülatör [33] 

ile gösterilen robot manipülatöre ait dinamik denklemler a

��� S ��� � �  

 

��

yöntemleri esnek 

öylece ele alınan 

mayan fiziksel bir sistem 

tırılması, birbirlerine ve kayan kipli kontrol yöntemine göre 

tır.  Kayan sektör 

inin gözlenebilmesi için sistem öncelikle kayan kipli 

totları ile kontrol 

rusal olmayan kontrol 

a kullanılan bir sistemdir. 

ilgili kaynaklardan alınmı�tır.  

emler a�a�ıdaki 

(3.123) 

(3.124) 
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Sistem matris formunda yazılırsa; 

�D � F���� U b���¥  

�� � ��� �D� �� �D��  
�D �

���
�� � � � �SÃø�� �ág�·Y�·Y S �� � �� ���� �� �S �� �����

�� � U � ����\�� ¥  (3.125) 

Burada kolun toplam kütlesi e, yerçekimi ivmesi Â, a�ırlık merkezinin 

uzunlu�u Ö, kolun atalet momenti ñ, yay sabiti k, motor rotorunun atalet 

momenti �, kontrol giri�i ¥ (motor torku), kolun açısal konumu ��, motor 

milinin açısal konumu  �� ile ifade edilmektedir. 

Sistem parametreleri ise a�a�ıdaki gibidir. 

e � �TkÂ, Â � �[��Té\
�, Ö � �[�Té, ñ � �[�TkÂé�  

k � ���T�\é, � � �[�TkÂé�  
3.5.1. Kayan kipli kontrol metodu ile çözüm 

Kayma yüzeyi kayan sektör metodunda anlatıldı�ı �ekilde hesaplanarak 

sisteme bu kayma yüzeyi üzerinde kayan kipli kontrol uygulanmaktadır. 

Sistem sırası ile ��� � ��� � �� �� ve ��� � ��� � �� �� ba�langıç 

de�erleri için kontrol edilerek benzetim sonuçları verilmektedir. 

Kayan kipli kontrolde kontrol giri�i a�a�ıdaki gibi iki kısımdan olu�ur. 

¥ � ¥Ò# U ¥�  (3.126) 

Kayma yüzeyinin zaman göre türevinden sistemi kayma yüzeyine 

yönlendirecek e�de�er kontrolcü elde edilir. 
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��� �� � ���� ���  

� � ¤�r . Burada r cebirsel Riccati denkleminin çözümüdür. 


D��� �� � �D��� ��� U ���� ���D � �D��� ��� U ���� ��	F��� ��� U ¤��� ��¥Ò#� � �  

¥Ò# � S	���� ��¤��� ���W�	���� ��F��� ��� U �D��� ����  (3.127) 

Kontrol giri�inin ikinci kısmı ise sistemi kayma yüzeyi üzerinde tutacak 

�ekilde a�a�ıdaki gibi seçilir. 

¥� � Sk
�Â�	
��� ���, k � ��  (3.128) 

Kayma yüzeyi hesabında kullanılan s matrisi, s � ���� ) ñ�)� olarak 

seçilmi�tir. Sistem � � �� saniye süre ve �[��� saniye zaman basamak artı�ı 

ile kontrol edilmektedir. Kontrolcü _¥_ n ���T�é ile sınırlandırılmı�tır.  

Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� için: 
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�ekil 3.23. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.25. Sistemin kayma yüzeyi fonksiyonunun de�i�imi 
  ���� � ��� � �� ��� 
Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� için: 
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�ekil 3.27. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.29. Sistemin kayma yüzeyi fonksiyonunun de�i�imi 
  ���� � ��� � �� ��� 
Benzetim sonuçlarında görüldü�ü gibi sistem her iki ba�langıç de�eri içinde 

kayan kipli kontrol metodu ile kararlı hale getirilmi�tir. Ancak sistem denge 

noktasına ula�tıktan sonra kontrol giri�lerinde meydana gelen yüksek 

frekanslı, sürekli çatırtı �ekil 3.24 ve �ekil 3.28 de açıkça görülmektedir. 

3.5.2. Zamanla de�i�en, do�rusal olmayan sektör metodu ile çözüm 

Sistem sırası ile ��� � ��� � �� ��, ��� � ��� � �� �� ba�langıç 

de�erleri ve ��� � ��� � �� �� ba�langıç de�erinde � � �
������ bozucu 

için bölüm 3.3’te ele alınan zamanla de�i�en do�rusal olmayan sektör 

kullanılarak kontrol edilmektedir. Kayan sektör tasarımında kullanılan r 

matrisi E�. 3.70 diferansiyel Riccati denkleminin çözümünden elde edilir. 

Di�er kontrolcü parametreleri ise a�a�ıdaki gibidir. 

s � ��wÂ]��� ��� ��� ��` , ¬ � �[� , sß � �[�s 
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Sisteme E�. 3.89’da belirtilen de�i�ken yapılı kontrol uygulanır. 

E�. 3.55 ile belirtilen k��� �� kazanç fonksiyonu a�a�ıdaki e�itli�e göre seçilir. 

k��� �� q Ï�·�K�		�·�K�Õ·Õ�
�K��
��·�K�æ¯·�~ß�·�K�·   

Bu çalı�mada ba�langıç de�erleri ��� � ��� � �� ��Tve ��� � ��� � �� �� olan benzetimler için  k��� �� � � seçilirken, ba�langıç 

de�eri ��� � ��� � �� �� olan ve � � �
������ belirsizlik içeren 

benzetimde k��� �� � � seçilmi�tir. 

Sistem � � �� saniye süre ve �[��� zaman basamak artı�ı ile kontrol 

edilmektedir. Kontrolcü _¥_ n ���T�é ile sınırlandırılmı�tır.  

Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� için: 
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�ekil 3.31. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı ���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.33. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi ���� � ��� � �� ��� 
 

Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� için: 

 

�ekil 3.34. Kolun açısal konumu ve açısal hızı ���� � ��� � �� ��� 

0 5 10 15
-200

-100

0

100

200

300

400

500

600

t(zaman,sn)

G
e

n
lik

 

 

Kayma yüzeyi
Sektör sınırları

0 5 10 15
-20

0

20

40

60

80

t(zaman, sn)

K
o
lu

n
 a

çı
sa

l k
o
n
u
m

u
, d

e
re

ce

0 5 10 15
-80

-60

-40

-20

0

20

t(zaman,sn)

K
o
lu

n
 a

çı
sa

l h
ız

ı, 
d
e
re

ce
/s

n



����

�

 

�ekil 3.35. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı ���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.37. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi ���� � ��� � �� ��� 
 

Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� ve � � �
������ bozucu için: 
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�ekil 3.39. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı 
  	��� � ��� � �� ��� � � �
������� 

 

�ekil 3.40. Kontrol giri�i 	��� � ��� � �� ��� � � �
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�ekil 3.41. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
 de�i�imi 	��� � ��� � �� ��� � � �
������� 
 

Benzetim sonuçları incelendi�inde sistemin üç durum için de ba�arı ile 

kontrol edilerek kararlı hale getirildi�i görülür. Sistem kararlı hale gelirken 

kayan kipli kontrolde oldu�u gibi yüksek frekanslı sürekli bir çatırtı meydana 

gelmemektedir. Bunun yerine kontrol sinyalinde (�ekil 3.32, �ekil 3.36) 

sistemin sektör içerisindeki konumuna ba�lı olarak ortaya çıkan genli�i 

zamanla azalan kısa süreli çatırtı hareketleri görülmektedir. Sektörün sıfır 

noktası etrafında kararlı olmasıyla birlikte sistemin kontrol giri�i de sıfır 

olmakta ve sistem sektörden çıkmadı�ı sürece kontrol giri�ine ihtiyaç 

duyulmamaktadır.  

Belirsizlik içeren sistemde ise kontrol sinyali çatırtıyı azaltması yönünden 

benzer davranı� sergilerken sektörün sıfır etrafında kararlı olması ile birlikte 

kontrol sinyalinde (�ekil 3.40) sadece belirsizlikten kaynaklanan sinüs 

fonksiyonu kalmaktadır. 
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3.5.3. Durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör metodu ile çözüm 

Sistem sırası ile ��� � ��� � �� ��, ��� � ��� � �� �� ba�langıç 

de�erleri ve ��� � ��� � �� �� ba�langıç de�erinde � � �
������ bozucu 

için bölüm 3.4 de ele alınan durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör 

kullanılarak kontrol edilmektedir. Kontrolcü parametreleri ise kar�ıla�tırma 

yapılabilmesi için bir önceki uygulamadaki gibi seçilmi�tir. 

s � ��wÂ]��� ��� ��� ��` , ¬ � �[�  

Kayma sektörü tasarımı E�. 3.93’te verilmi�tir. Kayma sektörü tasarımında 

kullanılan r matrisi her bir zaman aralı�ında cebirsel Riccati denkleminin 

çözümünden elde edilir. Tasarlanan sektör Ë � �[� seçilerek iç ve dı� 

sektörlere ayrılır. 

Belirsizlik içermeyen durumlar için sistem Teorem 3.8 ile belirtilen de�i�ken 

yapılı kontrolcü kullanılarak kontrol edilir.  

¥��� � S�	
��� ��� ��� ���	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ��� U �D��� ��� U
¦��� ��
��� ���  
Kontrolcüdeki ¦��� �� katsayısı E�. 3.99 ve E�. 3.100’e göre her bir zaman 

aralı�ında bir döngü yardımı ile programa otomatik olarak hesaplatılarak 

seçilmektedir. 

Belirsizlik içeren sistemin kontrolünde ise Teorem 3.9’da belirtilen gürbüz 

kontrolcü kullanılarak kontrol edilir.  

¥��� � S�	
��� ��� ��� ���ÂõW���� ��	���� ��¤��� ���W� ����� ��F��� ��� U
�D��� ��� U 	¦��� ��ö��� ��_
��� ��_ U k��� ���
Â�	
��� ����  
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Kontrolcüdeki ¦��� �� katsayısı E�. 3.99 ve E�. 3.100’e göre seçilirken k��� �� 
katsayısı her bir aralıkta E�. 3.118’de belirtilen e�itli�e göre a�a�ıdaki gibi 

belirlenir. 

k��� �� � ö��� ����,��� �� U Õ�Õ�Õ����Õ� U �[�  

Burada ,��� �� q ÕE��� ��Õ ve E��� �� � �� � � ��. 
Kontrolcünün di�er parametreleri a�a�ıdaki gibi seçilmi�tir. 

Â � �, Âõ � �, ö � �, ½ � �[�T
Sistem � � �� saniye süre ve �[��� zaman basamak artı�ı ile kontrol 

edilmektedir. Kontrolcü _¥_ n ���T�é ile sınırlandırılmı�tır.  

Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� için: 
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�ekil 3.43. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı ���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.45. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi ���� � ��� � �� ��� 
Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� 
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�ekil 3.47. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı ���� � ��� � �� ��� 
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�ekil 3.49. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi ���� � ��� � �� ��� 
Ba�langıç ko�ulu ��� � ��� � �� �� ve � � �
������ bozucu için: 
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�ekil 3.51. Motor mili açısal konumu ve açısal hızı 
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�ekil 3.52. Kontrol giri�i 	��� � ��� � �� ��� � � �
������� 

0 5 10 15
-20

0

20

40

60

80

t(zaman, sn)M
o

to
r 

m
ili

 a
çı

sa
l k

o
n

u
m

u
, d

e
re

ce

0 5 10 15
-80

-60

-40

-20

0

20

40

60

t(zaman,sn)M
o

to
r 

m
ili

 a
çı

sa
l h

ız
ı, 

d
e

re
ce

/s
n

0 5 10 15
-200

-150

-100

-50

0

50

100

150

200

t(zaman,sn)

u
, N

m



����

�

 

�ekil 3.53. Sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi fonksiyonlarının 
  de�i�imi 	��� � ��� � �� ��� � � �
������� 
Benzetim sonuçları incelendi�inde sistemin üç durum için de ba�arı ile 

kontrol edilerek kararlı hale getirildi�i görülür. Kayan kipli kontrol 

kullanıldı�ında meydana gelen çatırtı problemi ise neredeyse yok edilmi�tir. 

Bütün benzetim sonuçları incelendi�inde her iki kayan sektör kontrol 

yakla�ımının da kayan kipli kontrolden üstünlükleri açıkça görülmektedir. Her 

iki yakla�ımda çatırtıyı belirgin oranda yok etmi� ve bir süre sonra kontrol 

giri�ine ihtiyaç duymadan sistemin kararlı kalmasını sa�lamı�lardır. Ayrıca 

kontrol sinyalinde kayan kipli kontrole oranla enerji tasarrufu sa�lamı�lardır. 

Bunun yanında her iki yakla�ımda da belirsizlik içeren durumda ba�arılı 

sonuçlar elde edilmi�tir. 

�ki kayan sektör yakla�ımı kendi içerisinde kar�ıla�tırılacak olursa; 

Bölüm 3.5.2’de do�rusal olamayan sektör tasarımına göre yapılan çözümde 

sektör tasarımı diferansiyel Riccati denkleminin çözümüne dayanmaktadır. 

Seçilen de�i�ken yapılı kontrolcü sektör dı�arısında durum geri besleme 

kontrolcü, sektör içerisinde ise kayan kipli kontrolcü benzeri bir davranı� 

sergilemektedir. 
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Sektör içerisinde meydana gelen kısa süreli çatırtı olu�umlarının sektörün 

sıfıra yakla�ması ile genli�i azalmakta ve sonunda yok olmaktadır. Daha 

önce belirtildi�i gibi sistem sektör içerisinde kararlı bir davranı� sergilemeye 

çalı�ır. Ancak kontrolcü sektör içerisinde de çalı�arak sistemin gürbüzlü�ünü 

arttırmaktadır. 

Bölüm 3.5.3’te durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör tasarımı ile 

yapılan çözümde sektör tasarımı cebirsel Riccati denkleminin her bir zaman 

aralı�ında çözümüne dayanır. Seçilen kontrolcü yapı olarak durum geri 

besleme kontrole benzer davranı� gösterir. Ancak bu yakla�ımda sistemin 

sektör içerisindeki kararlı davranı�ından faydalanılarak iç sektörde kontrol 

giri�i yapılmamaktadır. Sektör içerisinde sistemin kararlı dinamik 

davranı�ından faydalanılması çatırtıyı azaltmakta ve enerji tasarrufu 

sa�lamaktadır. 

Belirsizli�in olmadı�ı ��� � ��� � �� �� ve ��� � ��� � �� �� 
ba�langıç ko�ullarında iki yakla�ımda 5 saniye sonra sistemi kararlı hale 

getirmektedir. �lk ba�langıç ko�ulunda do�rusal olmayan sektör tasarımı ile 

kontrol edilen sistemde durum de�i�kenleri (�ekil 3.30, �ekil 3.31) di�erine 

(�ekil 3.42, �ekil 3.43) oranla daha az salınım yapmaktadır. Bununla birlikte 

do�rusal olmayan sektör kontrolde (�ekil 3.36) kontrol giri�inde durum 

de�i�kenlerine ba�lı do�rusal sektör kontrole (�ekil 3.44) oranla daha fazla 

çatırtı meydana gelmekte ve daha fazla enerji harcanmaktadır. �kinci 

ba�langıç ko�ulu içinde benzeri davranı�lar gözlemlenmektedir. 

Belirsizlik içeren durumlar da ise di�er sonuçlardan farklı olarak sistem 

do�rusal olmayan sektör kontrolde, durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal 

sektör kontrole oranla daha hızlı cevap vermekte ve daha gürbüz bir yapı 

sergilemektedir. 
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3.6. Bölüm Özeti 

Bu bölümde kayan sektör kontrol yöntemi detaylı olarak ele alınmı�tır. �lk 

olarak do�rusal sistemler için kayan sektör yakla�ımı ayrıntılı olarak 

anlatılmı�tır. Daha sonra do�rusal olmayan sitemler için do�rusal olmayan, 

zamanla de�i�en kayan sektör kontrol ele alınmı�tır. Son olarak Özcan’ın da 

üzerinde çalı�malar yaptı�ı do�rusal olmayan sistemler için durum 

de�i�kenlerine ba�lı kayan sektör kontrol yöntemi önerilmi�tir [24]. Bu 

yöntemin teorisindeki eksikliklerin giderilebilmesi için yöntem detaylı olarak 

ele alınmı�tır. Bu bölümdeki temel katkı olan Teorem 3.8 ve Teorem 3.9 

yazılarak bölüm içerisinde ispatları yapılmı�tır. Bölüm içerisindeki anlatımlar 

örneklerle desteklenerek önerilen yöntemler esnek mafsallı robot manipülatör 

sistemi üzerinde uygulanmı�tır. 
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4. DO�RUSAL OLMAYAN S�STEMLERE ZAMANLA DE���EN 

DO�RUSAL SEKTÖRLERLE YAKINSAYARAK KAYAN SETÖR 

KONTROL 

Kayan sektör kontrol kullanarak do�rusal ve do�rusal olmayan sistemlerin 

kontrolü bölüm 3’te ayrıntılı olarak ele alınmı�tı. Bu bölümde do�rusal 

olmayan sistemler için daha önce ele alınan yöntemlerden farklı olarak 

do�rusal olmayan sisteme do�rusal zamanla de�i�en sistemler yardımı ile 

yakınsanmaktadır. Elde edilen ardı�ık zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

yardımı ile do�rusal olmayan sistem için kayan sektör tasarımı yapılarak 

de�i�ken yapılı kontrol uygulanmaktadır.  

Ardı�ık yakınsama tekni�i ile ilgili literatürde çe�itli çalı�malar mevcuttur. 

Salamcı ve Banks ardı�ık yakınsama tekni�i ile optimum kayma yüzeyi 

tasarımı yapmı�lardır [34]. Salamcı doktora çalı�masında bir füze modeli için 

ardı�ık yakınsama tekni�i ile kayan kipli kontrol uygulaması yapmı�tır [35]. 

Rodriguez ve Banks do�rusal olmayan sistemlerin do�rusal yakınsama 

�artlarını ve kararlılık analizini yapmı�lardır [32]. Çimen ve Banks optimal 

kontrol yöntemi için ardı�ık yakınsama tekni�i ile uçu� kontrol sistemi 

tasarlamı�lardır [7].  

Bu bölümde önceki çalı�malardan farklı olarak do�rusal olmayan sisteme 

do�rusal sistemlerle yakınsama tekni�i, kayan sektör kontrol ile 

birle�tirilmektedir. Öncelikle zorlanmı� ve zorlanmamı� sistemler için 

yakınsama ko�ulları ele alınmaktadır. Daha sonra Bölüm 3’de ele alınan 

yöntemlere benzer �ekilde zamanla de�i�en do�rusal sistemler için kayan 

sektör kontrol tasarımı anlatılarak yakınsama tekni�i ile birle�tirilmektedir. 

Son olarak önerilen yöntemler fiziksel sistemler üzerinde uygulanmaktadır. 

Do�rusal olmayan sistemlere yakınsama konusunda Salamcı’nın çalı�maları 

temel alınmı�tır [35]. 
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4.1. Do�rusal Olmayan Sistemlere Do�rusal Yakınsama 

Do�rusal olmayan sistemlerin Taylor serisi açılımı ile denge noktası etrafında 

do�rusalla�tırılarak sistem davranı�ının incelenmesi ve sisteme uygun 

kontrolcü tasarlanması bilinen bir yöntemdir. Do�rusalla�tırılmı� sistemin 

davranı�ı, do�rusal olmayan sistemin genel davranı�ını temsil etmez. 

Do�rusalla�tırılmı� sistem kullanılarak tasarlanan kontrolcüde yalnızca denge 

noktasının yakın kom�uluklarında etkilidir. Bu yüzden kontrolcünün çalı�ma 

bölgesini geni�letmek için farklı çalı�ma noktalarında farklı do�rusalla�tırma 

modelleri türetilebilir ve sistem belirli bir çalı�ma yörüngesinden geçerken 

kontrolcü kazançları ayarlanabilir. 

Bu bölümde do�rusal olmayan sistemlerin belli bir grubu için farklı bir 

yakınsama tekni�i anlatılmaktadır. 

A�a�ıdaki gibi bir do�rusal olmayan sistem ele alınsın. 

�D � F���� U b���¥  (4.1) 

Burada � R ¹g � ¥ R ¹Á� F��� R ¹g)g ve b��� R ¹g)Á dir. Ardı�ıklık tekni�i 

sistemin, birinci yakınsama hariç do�rusal zamanla de�i�en yakınsamalarını 

olu�turur. E�. 4.1’in yakınsama dizisi a�a�ıdaki gibi olu�turulabilir. 

T�D �á� � F	��áW��������á� U b	��áW������¥�á��TTTT��á����� � ��T  (4.2) 

Bu durumda ilk yakınsama a�a�ıdaki gibi olacaktır. 

�D ��� � F�������� U b�������¥����TTTT�������� � ��  (4.3) 

E�. 4.1’deki do�rusal olmayan sistemin ilk yakınsaması do�rusal, zamanla 

de�i�meyen sistemdir. Bundan sonraki yakınsamalar ise do�rusal, zamanla 

de�i�en sistemler olacaktır.  
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E�. 4.2’nin yakınsama ko�ulları incelenmeden önce E�. 4.1’in zorlanmayan 

kısmı ele alınsın. 

�D � F����  (4.4) 

E�. 4.4’ün yakınsama dizisi a�a�ıdaki gibidir. 

�D �á� � F	��áW��������á��TTTT��á����� � ��   

�D ��� � F������������TTTT�������� � �� (4.5) 

°�áW����� ��� , F	��áW������ tarafından üretilen durum geçi� matrisi olsun [42]. 

�°�áW����� ���� n ��� {x � �F	��áW�������KK� ��}  (4.6) 

Burada �	F�[ ��, F�[ �’nın logaritmik normudur ve a�a�ıdaki gibi tanımlanır. 

�	F�[ �� � LMN�O�� �Õñ U cF�[ �Õ S ��c TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT 
ya da 

�	F�[ �� � ��éw�Ì�F�[ � U F�[ ��� (4.7)  

Õ[ Õ standart yapay matris normu olarak kabul edilsin. Bu durumda °�áW����� ��� S °�áW����� ���’ nin tahmini a�a�ıdaki lemma ile yapılabilir. 

4.1. Lemma [32, 35] 

Her �� � R ¹g için �	F���� n �� ve ÕF��� S F���Õ n ��Õ� S �Õ oldu�u 

dü�ünülsün. Bu durumda 

�°�áW����� ��� S °�áW����� ���� n ��V Y�KWK��!"����áW���
� S ��áW���
��  (4.8) 

olur.  
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�spat [35] 

°�áW����� ��� ve °�áW����� ��� a�a�ıdaki ardı�ık denklemlerin çözümleridir. 

�D �á� � F	��áW��������á��TTTTTTT��á����� � ��  (4.9) 

�D �áW�� � F	��áW��������áW���TTTTTTT��áW������ � ��  (4.10) 

Böylece 

��� ���á���� S ��áW������ � F ���áW������ ���á���� S ��áW������TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU {F �� �áW������ S F ���áW������} ��áW�����  olur. 

��á���� S ��áW����� � � °�áW����� 
�K
K� {F ���áW���
�� S F ���áW���
��} ��áW���
��
TTTTTTTT 

��á���� � °�áW����� ����� ve ��á���� S ��áW����� � �°�áW����� ��� S °�áW����� ������ 

oldu�undan 

���á���� S ��áW������
n � ���#� � �F ���áW�������K

� ��$ �����á��
� S ��áW���
��K
K�

) V�� #� � �F ���áW��������
K� ��$ Õ��Õ�
T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn ��V Y�KWK���� S ���!"����á��
� S ��áW���
��Õ��Õ  (4.11) 

 � 

�imdi ±�á���� a�a�ıdaki gibi tanımlansın. 

±�á���� � T 
"��R�K��K����á��
� S ��áW���
��  (4.12) 
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Bu durumda 

±�á���� n ��V Y�KWK���� S ���Õ��Õ±�áW�����  olur. 

½���� � ��V Y�KWK���� S ���Õ��Õ ² � (4.13) 

oldu�u kabul edilirse; 

±�á���� n ½����±�áW�����  
ve böylece 

±�á���� n ½�áW����±������ (4.14) 

olur. 

4.1. Teorem [32, 35] 

��ve ��, sonlu sayılardır ve F��� a�a�ıdaki �artları sa�lar. 

� �	F���� n ���TTTTT×� R ¹g 

� ÕF��� S F���Õ n ��Õ� S �Õ�TTTTTT×�� � R ¹g  

½���� � ��V Y��WK���� S ���Õ��Õ ² � oldu�u varsayılsın. E�. 4.4, h����� ��� ¹g�’ 
de E�. 4.5’teki yakınsamanın çözüm sınırları ���� �� ile verilen tek bir çözüme 

sahiptir. 

�spat [32, 35] 

��á���� Banach uzayında bir Cauchy serisi oldu�u için E�. 4.14 do�rudan 

teoremin ispatını sa�lar. � 
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4.1. Tanım [35] 

Yakınsama dizisinde, kontrol terimi ¥’ nun etkisini görmek için a�a�ıdaki gibi 

bir do�rusal olmayan durum-geri besleme kontrolcü ele alınsın. 

¥ � ¦ô����  (4.15) 

Buna göre; 

�D � F���� U b���¦ô���� � F���� U b%���� (4.16) 

ve yakınsama dizisi 

�D �á� � F	��áW��������á� U b%	��áW��������á�  (4.17) 

olur. Burada �D ��� � F�������� U b%�������� 
4.2. Teorem [35] 

��,T��,T��,T�� ve �  sonlu sayıları için F��� ve b%��� a�a�ıdaki �artları sa�lasın. 

� �	F���� n ���TTTTT×� R ¹g 

� ÕF��� S F���Õ n ��Õ� S �Õ�TTTTTT×�� � R ¹g  

� �b%��� S b%���� n ��Õ� S �Õ�TTTTTT×�� � R ¹g 

� �b%���� n ���TTTTTT×� R ¹g 

� � �b%���� n � �TTTTT×� R ¹g 

A�a�ıdaki e�itli�in sa�landı�ı kabul edilirse; 

½���� � ��V Y�KWK��Õ��Õ]�� U ���� S V Y�KWK���` ��������� S ���� U ��� U �� U ������ S � � �� S ���
U #���� U ����  S �����  S ���� $ 	V� ÔW Y��KWK�� S ��� 
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Bu durumda � R ���� �� için _½����_ ² � olur ve E�. 4.17’deki yakınsama 

dizisinin çözümü h����� ��� ¹g�’ de E�. 4.16’nın çözümüne yakınsar. 

�spat [35] 

E�. 4.17’deki diferansiyel yakınsama dizisinin çözümü a�a�ıdaki gibidir. 

��á���� � °�áW����� ����� U x °�áW����� 
�KK� b% ���áW���
�� ��á��
 (4.18)  

Bunun sonucu olarak a�a�ıdaki e�itlik yazabilir. 

��á���� S ��áW����� � �°�áW����� ��� S °�áW����� ������ T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� °�áW����� 
�K

K� b% ���áW���
�� ���á��
� S ��áW���
���
T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� �°�áW����� 
� S °�áW����� ����K

K� b% ���áW���
�� ��áW���
��
T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU x °�áW����� 
� {b% ���áW���
�� S b% ���áW���
��}KK� ��áW���
��
 (4.19)  

Lemma 4.1’e göre; 

���á���� S ��áW������ n ��V Y�KWK���� S ��� !"�&R�K��K����áW���
� S ��áW���
�� Õ��ÕTTTTTTTTTTT
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� V Y�KW�������á��
� S ��áW���
��K

K� �
T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� ��V Y�KW���� S 
� !"�&R�K��K����áW���
� S ��áW���
��K

K� �����áW���
���
T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU x V Y�KW�������áW���
� S ��áW���
��KK� ���áW���
���
 (4.20) 

Buna göre ���á����� n �V Y�KWK�� U V Ô�KWK���Õ��Õ olur. 

E�. 4.12’nin vasıtasıyla a�a�ıdaki e�itsizlikler yazılabilir. 
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±�á���� n ��V Y�KWK���� S ���Õ��Õ±�áW����� S ���� �� S V Y�KWK���±�á���� TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
U �� ����V Y�KWK���� S ����Õ��Õ±�áW�����
U ������ S �  V Y�KWK���� S ���Õ��Õ±�áW�����
U ������� S � �� �V Ô�KWK�� S V Y�KWK���Õ��Õ±�áW�����
U ��V Y�KWK���� S ���Õ��Õ±�áW�����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU  Ó ÔW Y �V Ô�KWK�� S V Y�KWK���Õ��Õ±�áW�����  (4.21) 

ya da 

ª� U ���� �� S V Y�KWK���« ±�á����
n ª�� ������ S ���� U t�� U �� U ������ S � u �� S ���
U t ������  S ���� U ���  S ��u 	V� ÔW Y��KWK��S ��« V Y�KWK��Õ��Õ±�áW����� 

Buradan hareketle a�a�ıdaki e�itsizlik yazılabilir. 

±�á���� n ½����±�áW����� (4.22)  

Burada ½���� a�a�ıdaki gibidir. 

½���� � ��V Y�KWK��Õ��Õ�� U ���� S V Y�KWK��� ��� ������ S ���� U ��� U �� U ������ S � � �� S ���
U #���� U ����  S �����  S ���� $ 	V� ÔW Y��KWK�� S ��� 

Böylece e�er � R ���� �� için ½���� ² � ise, h����� ��� ¹g� aralı�ında  ��á���� O ���� dir. � 
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4.2. Tanım [35] 

Kontrol terimi ¥ a�a�ıdaki gibi bir i�aret fonksiyonu olsun. 

¥ � ¦ë���
�Â�	�����  (4.23) 

Burada ���� kayma yüzeyidir. 

Buna göre; 

�D � F���� U b���¦ë���
�Â�	����� � F���� U E��� (4.24) 

ve yakınsama dizisi 

�D �á� � F	��áW��������á� U E	��áW���  (4.25) 

olur. Burada �D ��� � F�������� U E���� 
4.3. Teorem [35] 

��,T��,T��Tve �� sonlu sayıları için F��� ve E��� a�a�ıdaki �artları sa�lasın. 

� �	F���� n ���TTTTT×� R ¹g 

� ÕF��� S F���Õ n ��Õ� S �Õ�TTTTTT×�� � R ¹g  

� ÕE��� S E���Õ n ��Õ� S �Õ�TTTTTT×�� � R ¹g 

� ÕE���Õ n ���TTTTTT×� R ¹g 

A�a�ıdaki e�itli�in sa�landı�ı kabul edilsin. 

½���� � T V Y�KWK���� S ��� ���Õ��Õ U  Z ' Y � U � Z ' YZ S  Ó Y� 	� S V Y�KWK���  (4.26) 

Bu durumda � R ���� �� için _½����_ ² � olur ve E�. 4.25’teki yakınsama 

dizisinin çözümü h����� ��� ¹g�’ de E�. 4.24’ün çözümüne yakınsar. 
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�spat [35] 

E�. 4.25’teki diferansiyel yakınsama dizisinin çözümü a�a�ıdaki gibidir. 

��á���� � °�áW����� ����� U x °�áW����� 
�KK� E ���áW���
�� ��á��
T (4.27)  

Buradan a�a�ıdaki e�itlik yazabilir. 

��á���� S ��áW����� � �°�áW����� ��� S °�áW����� ������ TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU x °�áW����� 
�KK� {E ���áW���
�� S E ���áW���
��} �
TT
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU x �°�áW����� 
� S °�áW����� ����KK� E ���áW���
�� �
 (4.28)  

 

Çözüm E�. 4.14 ve Lemma 4.1’e göre düzenlenirse; 

���á���� S ��áW������
n ��V Y�KWK���� S ���±�á����Õ��Õ S ���� �� S V Y�KWK���±�áW�����
U ������� V Y�KWK���� S ���±�áW����� U ������� �� S V Y�KWK���±�áW����� 

Ya da ±�á���� n ½����±�áW����� yazılabilir. 

Burada ½���� a�a�ıdaki gibidir. 

½���� � TV Y�KWK���� S ��� ���Õ��Õ U ������ � U #������� S ����$ 	� S V Y�KWK���TTTTTTTTTTTTTT 
Böylece e�er � R ���� �� için ½���� ² � ise, h����� ��� ¹g� aralı�ında ��á���� O ���� dir. � 
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4.2. Zamanla De�i�en Do�rusal Sistemler �çin Kayan Sektör Kontrol 

Do�rusal olmayan sistemlere, zamanla de�i�en do�rusal sistemler kullanarak 

yakınsama metodu ve yakınsama �artları önceki bölümde incelenmi�tir. 

Kayan sektör kontrol yöntemi için yakınsama �artlarını sa�layacak biçimde 

seçilen bir de�i�ken yapılı kontrolcü ile zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

kullanarak do�rusal olmayan sisteme yakınsamak mümkündür. Kayan sektör 

ve kontrolcü zamanla de�i�en do�rusal sistemler kullanarak tasarlanır ve 

yakınsamalarda kullanılır. Yakınsamaların yanıtı do�rusal olmayan sistemin 

yanıtı ile birle�ti�i zaman yakınsamalardan elde edilen kazanç katsayıları 

do�rusal olmayan sisteme uygulanarak sistem kontrol edilebilir.  

Yakınsamaların yapılabilmesi için zamanla de�i�en do�rusal sistemler için 

kayan sektör ve de�i�ken yapılı kontrolcü tasarımı yapılmalıdır. 

A�a�ıdaki gibi zamanla de�i�en do�rusal tek giri�li bir sistem ele alınsın. 

�D � F���� U ¤���¥  (4.29) 

Burada � R ¹g � ¥ R ¹�� F��� R ¹g)g� ¤��� R ¹g)� ve 	F���� ¤���� ikilisi ���� ��� 
zaman aralı�ında kontrol edilebilirdir. 

Zamanla de�i�en do�rusal sistem için zamanla de�i�en, do�rusal kayma 

sektörü Tanım 3.3’e benzer �ekilde a�a�ıdaki gibi olur. 

Ú � ]�__
��� ��_ n ��� ��� � R ¹g` T
��� �� � ������TTT� R ¹�)g  (4.30) ��� �� � æ��;����� ;R ¹g)g   

Burada  ;��� � s��� S ^��� olup s��� R ¹g)g pozitif tanımlı simetrik matristir. ^��� R ¹g)g pozitif yarı tanımlı simetrik matristir ve � ² ¬ ² � için  ^��� � �� S ¬�s��� �eklinde seçilebilir. 
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Kayma sektörü Úá iç sektör ve Úç dı� sektör alt gruplarının birle�imi olarak 

tanımlanabilir.  

Úá � ]�__
��� ��_ n Ë��� ��� � R ¹g`   (4.31) 

Úç � ]�_Ë��� �� ² _
��� ��_ n ��� ��� � R ¹g`  (4.32) 

Burada Ë, � ² Ë ² � e�itsizli�ini sa�layan pozitif sabit bir sayıdır ve 

 Ú � Úá è Úç oldu�u açıkça gözükmektedir.  

Zamanla de�i�en do�rusal sistemler için dinamik optimizasyon problemleri 

Hamilton-Jacobi denklemi ya da Hamilton-Jacobi-Bellman denklemine göre 

uygun performans ölçütünü minimum yapılmasına dayanır. Genel olarak 

performans ölçütü a�a�ıdaki gibi tanımlanır. 

� � x c	����� ¥������ U Â ��	�(��K)K� TT (4.33)  

4.3. Tanım 

Sektör tasarımında kullanılan 
��� �� � ����� kayma yüzeyi denklemi ele 

alınsın. 

���� � ¤����r���  (4.34) 

Performans ölçütü a�a�ıdaki gibi seçilirse; 

� � x ���s���� U ¥��¥���K)K�   (4.35) 

Pozitif tanımlı simetrik matris r��� R ¹g)g a�a�ıdaki zaman ba�lı diferansiyel 

Riccati denkleminin r	�(� � r( için geri integrasyon yöntemleri ile 

çözümünden elde edilir. 

rD ��� U r���F��� U F����r��� S r���¤���¤����r��� U s��� � �  (4.36) 
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Do�rusal olmayan sisteme do�rusal sistemler ile yakınsamanın 

gerçekle�tirilebilmesi ve kararlılı�ın sa�lanabilmesi için zamana ba�lı 

diferansiyel Riccati denkleminin çözümü olan pozitif tanımlı simetrik r��� 
matrisi a�a�ıdaki �artları sa�lamalıdır [32]. 

� r�[ � sürekli olmalı. 

� Her � R ¹�ve bazı Ë� ö q � sabitleri için Ëñ n r��� n öñ olmalı. 

� Her � R ¹�, � R ¹g  ve bazı TÌ pozitif sabitleri için 

 �� �rD ��� U r���F��� U F����r���� � n SÌÕ�Õ� olmalı. 

4.4. Teorem 

Zamanla de�i�en sistem için a�a�ıdaki gibi bir kontrolcü tanımlansın. 

¥ � S�	
��� ��� ��� ���	����¤����W� �����F���� U �D���� U ¦���
��� ���  (4.37) 

Yeterince büyük bir ¦ de�eri için sistem kayan sektörün dı�ından iç sektörün 

içine do�ru hareket eder. Bu durumda ¦ a�a�ıdaki e�itsizli�e göre seçilir. 

¦��� q éw� êH�K�ë�K�� � ¦����ì  (4.38) 

Burada ¦���� pozitif bir sayıdır ve a�a�ıdaki e�itsizli�e göre seçilir. 

�¦����Ë�¬s��� U �������D��� U ���������F��� U F������������� q �  (4.39) 

�	
��� ��� ��� ��� parçalı fonksiyonu ise a�a�ıdaki gibi ifade edilebilir. 

�	
��� ��� ��� ��� � í � � R Úá�Vî�#éV� � R Úç� � ï Ú ð  (4.40) 
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�spat 

Lyapunov fonksiyonu a�a�ıdaki gibi tanımlansın. 

Ö��� � ��r���� q ��TTT×� R ¹g�TTT�� º ��� ×� R ¹�  (4.41) 

Sistem sektör dı�ında iken ��
��� ��� ��� ��� � � olur. Bu durumda kayma 

yüzeyinin türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 


D��� �� � �D���� U �����D � �D���� U �����F���� U ¤���¥���� TTTTTTTTTTTTTT� S¦���
��� �� (4.42)  

Kayma yüzeyinin karesinin türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 

ååK 
���� �� � �
��� ��
D��� �� � S�¦���
���� �� ² �� ×� ï Úá  (4.43) 

Yani yeterince büyük ¦��� �� de�eri için sistem durum de�i�kenleri iç 

sektörün içine do�ru hareket eder. 

Sistemin yörüngeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun türevi alınırsa; 

ÖD ��� � åå· ���r����� � �D�r���� U ��rD ���� U ��r����D  TTTTTTTTTT� ��ýF�r��� U r���F��� U rD ���ÿ� U ���r���¤���¥  (4.44) 

E�. 4.36 ve E�. 4.37’ye göre Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki 

gibidir. 

ÖD ��� � ��]Ss��� U r���¤���¤����r���`� TTTTTTTTTTTTTTTS���r���¤��������¤����W�	����F���� U �D���� U ¦���
����  (4.45) 


��� �� � ¤����r����, 
���� �� � ��r���¤��� ve ���� � s��� S ^��� q � ise  

ÖD ��� � 
���� �� S ��s���� TTTTTTTTTTTTTTU�
��� ���S�����¤����W�	����F���� U �D���� U ¦���
��� ����  
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ÖD ��� � 
���� �� S ������� S ��^����S �
��� �� {	����¤����W� �����F���� U �D���� U ¦���
��� ���}
� S {�	����¤����W�¦��� S �} 
���� ��
S �
��� ��	����¤����W������F��� U �D����� S ���� �� S ��^����
n S {�	����¤����W�¦��� S �} Ë����� ��
S ��������	����¤����W������F��� U �D����� S ���� �� S ��^����
² S�	����¤����W�¦���Ë����� ��
S ��������	����¤����W������F��� U �D����� S ��^����
� S	����¤����W�����¦���Ë�¬s��� U ���������F��� U �������D���U F��������������� S ��^����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² S��^����� � ï Úá  (4.46) 

Burada ����¤��� � ¤����r���¤��� q �. 

Sistem sektör dı�arısında iken E�. 4.38’i pozitif tanımlı yapacak uygun ¦��� 
de�erinin seçilmesi ile yukarıdaki �art sa�lanır. 

Sistem iç sektörün içine girdikten sonra  ��
��� ��� ��� ��� � � olur ve 

Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki �artı sa�lar. 

ÖD ��� � 
���� �� S ���� �� S ��^���� TTTTTTTTTTn S��^�����TTT×� R Ú ve �	
��� ��� ��� ��� � �. (4.47) 

Böylece sistem kararlı hale gelir. � 

Teorem 4.4 ile ele alınan a�a�ıdaki kontrolcü düzenlenirse; 

¥ � S {�	
��� ��� ��� ���	����¤����W� �����F��� U �D���� U ¦��������} �  (4.48) 

ya da ¥ � ¦ô���� olur. Bu durumda kontrolcü Tanım 4.1 ve Teorem 4.2’yi 

sa�lar. 
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4.5. Teorem 

Zamanla de�i�en sistem için a�a�ıdaki gibi bir kontrolcü tanımlansın. 

¥ � �Sk���
��� ��TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT � ï ÚSk������ ��
Â�	
��� ��� � R Ú�  (4.49) 

Burada k��� l �[� pozitif sabit bir sayıdır. Bu durumda, sistem yörüngeleri 

kayma sektörünün dı�ından içine do�ru hareket eder. Burada k��� a�a�ıdaki 

e�itsizli�i sa�lamalıdır. 

k��� q 	H�K�ë�K��*Y�HD�K�·�H�K�f�K�·���·�K�   (4.50) 

�spat 

Lyapunov fonksiyonunu E�. 4.41’deki gibi tanımlansın. 

Ö��� � ��r���� q ��TTT×� R ¹g�TTT�� º ��� ×� R ¹�  

Sistemin ba�langıç de�erinin kayan sektör dı�ında oldu�u kabul edilsin. Bu 

durumda 
��� �� q ��� �� olur ve sisteme a�a�ıdaki kontrol giri�i etki eder. 

¥ � Sk���
��� ��  (4.51) 

Kayma yüzeyinin karesinin türevi a�a�ıdaki e�itli�i sa�lar. 

ååK 
���� �� � �
��� ��
D��� �� � �
��� ��ý�D���� U �����F���� U ¤���¥�ÿ TTTTTTTTTTTTTTTTTTT� T�
��� ��	�D���� U ����F����� S �����¤���k���
���� �� ² �  (4.52) 

Yeterince büyük k��� de�eri için sistem durum de�i�kenleri iç sektörün içine 

do�ru hareket eder. Bu durumda k��� a�a�ıdaki e�itsizli�i sa�lamalıdır. 

k��� q 	H�K�ë�K��*Y�HD�K�·�H�K�f�K�·���·�K�   
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Lyapunov fonksiyonunun türevi alınırsa; 

ÖD ��� � åå· ���r����� � �D�r���� U ��rD ���� U ��r����D  TTTTTTTTTTT� ��ýF�r��� U r���F��� U rD ���ÿ� U ���r���¤���¥ (4.53)  

E�. 4.36 ve E�. 4.49’a göre Lyapunov fonksiyonunun türevi a�a�ıdaki gibi 

olur. 

ÖD ��� � ��]Ss��� U r���¤���¤����r���`� S ���r���¤���k���
��� ��  (4.54) 


��� �� � ¤����r����, 
���� �� � ��r���¤��� ve ���� � s��� S ^��� q � ise  

ÖD ��� � 
���� �� S ������� S ��^����T S �k���
���� �� TTTTTTTTTT� S��k��� S ��
���� �� S ���� �� S ��^���� ² S��^����  (4.55) 

Her k��� q �[� pozitif sabiti için sistemin durumu sektör dı�ından sektörün 

içine do�ru de�i�ir. 

Sistem sektörün sınırları içerisindeyken _
��� ��_ n ��� �� olur. Bu durumda 

sisteme a�a�ıdaki kontrol giri�i etki eder. 

¥ � Sk������ ��
Â�	
��� ���  (4.56) 

Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun türevi alınırsa; 

ÖD ��� � 
���� �� S ��;���� S ��^���� S �
��� �� �k������ ��
Â�	
��� ����TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn 
���� �� S ���� �� S ��^���� n S��^�����TTTT×� R TÚ���   (4.57) 

Lyapunov fonksiyonun türevi zamanla azalır. � 

Teorem 4.5 ile ele alınan kontrolcü düzenlenirse; 

• Sistem sektör dı�arısında iken ¥ � Sk���
��� �� � ¦ô���� olur. Bu 

durumda kontrolcü Tanım 4.1 ve Teorem 4.2’yi sa�lar. 
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• Sistem sektör içerisinde iken ¥ � Sk������ ��
Â�	
��� ��� �¦ë���
�Â�	����� olur. Bu durumda kontrolcü Tanım 4.2 ve Teorem 

4.3’ü sa�lar. 

Do�rusal olmayan sistemlere zamanla de�i�en do�rusal sistemler kullanarak 

yakınsama metodu ile kayan sektör kontrol uygulamalarında a�a�ıdaki 

sıralama takip edilebilir. 

1. Sistem ilk yakınsama için �� ba�langıç de�erlerinde de�erlendirilerek 

E�. 4.3 ile belirtilen a�a�ıdaki gibi zamanla de�i�meyen do�rusal bir 

sistem elde edilir. 

�D ��� � F�������� U b�������¥����TTTT�������� � ��  

2. Elde edilen zamanla de�i�meyen do�rusal sistem için 3. Bölümde 

anlatılan do�rusal sistemler için PR-kayan sektör tasarımı yapılır ve 

sistem uygun de�i�ken yapılı kontrolcü ile kontrol edilir.  

 

Kullanılacak de�i�ken yapılı kontrolcü daha sonra yakınsamalarda 

kullanılacak zamanla de�i�en do�rusal sistemlerdeki kontrolcü ile aynı 

olmalıdır. 

 

3. �lk yakınsamanın çözümünden elde edilen ���� dizini kullanılarak 

zamanla de�i�en F��� ve b��� dizinleri elde edilir. 

 

4. Bir önceki yakınsamadan elde edilen veriler kullanılarak E�. 4.2 ile 

belirtilen a�a�ıdaki yakınsama dizisi olu�turulur. 

 �D �á� � F	��áW��������á� U b	��áW������¥�á��TTTT��á����� � ��  
 

5. Olu�turulan zamanla de�i�en do�rusal sistem için kayan sektör 

tasarımı yapılır.  

 



�

6. Teorem 4.4 ya da Teorem 4.5 ile belirtilen de

kontrolcülerden uygun olanı seçilerek sistem kontro

elde edilen ���
saklanır. 

 

7. Do�rusal olmayan sistem yakınsamalardan elde edilen ko

kazançları kullanılarak kontrol edilir.

 

8. Zamanla de�i�en do

cevabına yakınsayana kadar çözüme devam edilir.

4.3. Esnek Ba�lantılı Robot Manipülatör Uygulaması

Bu çalı�mada, Bölüm 4.1’

yakınsama tekni�i ve Teorem 4.4 ile geli

ba�lantıya sahip robot manipülatöre uygulanmaktadır.

�ekil 4.1. Esnek ba�lantılı robot manipülatör 

�ekil 4.1 ile gösterilen robot manipülatöre ait dina

gibidir [33]. 

ñ�� UeÂÖ
������ U k�
��� S k��� S ��� � ¥  

 

Teorem 4.4 ya da Teorem 4.5 ile belirtilen de�i�

kontrolcülerden uygun olanı seçilerek sistem kontrol edilir. Çözümden ��� dizinleri bir sonraki yakınsamada kullanılmak üzere 

rusal olmayan sistem yakınsamalardan elde edilen ko

kazançları kullanılarak kontrol edilir. 

�i�en do�rusal sistemin cevabı do�rusal olmayan sistemin 

cevabına yakınsayana kadar çözüme devam edilir. 

lantılı Robot Manipülatör Uygulaması 

mada, Bölüm 4.1’de ele alınan do�rusal olmayan sistemlere 

i ve Teorem 4.4 ile geli�tirilen kontrol algoritması esnek 

lantıya sahip robot manipülatöre uygulanmaktadır.  

 

�lantılı robot manipülatör [33] 

ekil 4.1 ile gösterilen robot manipülatöre ait dinamik denklemler a

��� S ��� � �  

 

����

�i�ken yapılı 

l edilir. Çözümden 

amada kullanılmak üzere 

rusal olmayan sistem yakınsamalardan elde edilen kontrolcü 

rusal olmayan sistemin 

rusal olmayan sistemlere 

tirilen kontrol algoritması esnek 

mik denklemler a�a�ıdaki 

(4.58) 

(4.59) 
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Sistem durum uzayı formunda yazılırsa; 

�� � ��� �D� �� �D�� , 
�D �

���
�� � � � �SÃø�� �ág�·Y�·Y S �� � �� ���� �� �S �� �����

�� � U � ����\�� ¥  (4.60) 

Burada kolun toplam kütlesi e, yerçekimi ivmesi Â, a�ırlık merkezinin 

uzunlu�u Ö, kolun atalet momenti ñ, yay sabiti k, motor rotorunun atalet 

momenti �, kontrol giri�i ¥ (motor torku), kolun açısal konumu ��, motor 

milinin açısal konumu  �� ile ifade edilmektedir. 

Sistem parametreleri ise a�a�ıdaki gibidir. 

e � �TkÂ, Â � �[��Té\
�, Ö � �[�Té, ñ � �[�TkÂé�  k � ���T�\é, � � �[�TkÂé�  (4.61) 

Sistem ��� � ��� � �� �� ba�langıç ko�ulu için � � �� saniye süre ve �[��� zaman basamak artı�ı ile kontrol edilecektir. Kontrolcü _¥_ n ���T�é ile 

sınırlandırılmı�tır ve kontrolcü parametreleri a�a�ıdaki gibidir. 

¬ � �[�, Ë � �[�, s � ��wÂ]��� ��� ��� ��` (4.62) 

Sistem �D ��� � F�������� U b�������¥����TTTT�������� � �� için ilk yakınsamada �� 
ba�langıç noktasında de�erlendirilerek zamanla de�i�meyen do�rusal sistem 

3. bölümde anlatılan PR-kayan sektör metodu ile kontrol edilir. 
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�ekil 4.2. Birinci yakınsama için kolun açısal konumu ve açısal hızı 

 

�ekil 4.3. Birinci yakınsama için motor milinin açısal konumu ve açısal hızı 
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�ekil 4.4. Birinci yakınsama için sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi 
  fonksiyonlarının de�i�imi 

 

�ekil 4.5. Birinci yakınsama için yakla�ık sistemin kontrol giri�i 
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�ekil 4.6. Birinci yakınsama için gerçek sistemin kontrol giri�i 

�lk yakla�ım ba�langıç de�eri için olu�turulan zamanla de�i�meyen do�rusal 

sistemdir ve gerçek sistemin dinamik davranı�ını ifade etmez. Ancak bu 

örnekteki gibi do�rusala yakın sistemler için do�rusal sistemler do�rusal 

olmayan sistemin davranı�ı birbirine yakın çıkabilir. 

Bundan sonraki yakınsamalarda zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

kullanılarak do�rusal olmayan sistem kontrol edilmeye çalı�ılır. Ele alınan 

uygulamada zamanla de�i�en do�rusal sistemler için Teorem 4.4 ile ele 

alınan kontrolcü kullanılır. Teorem 4.2’ye göre, zamanla de�i�en do�rusal 

sistem bu kontrolcü ile do�rusal olmayan sisteme yakınsayacaktır.  

Her bir yakınsamada çözümden elde edilen ���� dizini sıradaki yakınsamada 

kullanılarak do�rusal olmayan sistem kontrol edilir. 
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�ekil 4.7. �kinci yakınsama için kolun açısal konumu ve açısal hızı 

 

�ekil 4.8. �kinci yakınsama için motor milinin açısal konumu ve açısal hızı 
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�ekil 4.9. �kinci yakınsama için sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi 
  fonksiyonlarının de�i�imi 

 

�ekil 4.10. �kinci yakınsama için yakla�ık sistemin kontrol giri�i 
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�ekil 4.11. �kinci yakınsama için gerçek sistemin kontrol giri�i 

Çözüme devam edildi�inde be�inci yakınsamada do�rusal sistemin 

cevabının do�rusal olmayan sistemin cevabına yakınsadı�ı görülür. 

 

�ekil 4.12. Be�inci yakınsama için kolun açısal konumu ve açısal hızı 
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�ekil 4.13. Be�inci yakınsama için motor milinin açısal konumu ve açısal hızı 

 

�ekil 4.14. Be�inci yakınsama için sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi 
  fonksiyonlarının de�i�imi 
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�ekil 4.15. Be�inci yakınsama için yakla�ık sistemin kontrol giri�i 

 

�ekil 4.16. Be�inci yakınsama için gerçek sistemin kontrol giri�i 
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a) 

 
b) 

�ekil 4.17. a) Kayma yüzeyi fonksiyonunun yakla�ık çözümler boyunca 
       de�i�imi 
 b) 1.5-5.5 saniye arası yakınla�tırılmı� 
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a) 

 
b) 

�ekil 4.18. a) Kayma sektörü fonksiyonunun yakla�ık çözümler boyunca 
      de�i�imi 
 b) 3-5.5 saniye arası yakınla�tırılmı� 
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4.4. Ters Sarkaç Uygulaması

Bu çalı�mada, Bölüm 4.1’

yakınsama tekni�i ve Teorem 4.5 ile geli

sarkaç sistemine uygulanmaktadır. Ters sarkaç siste

kontrol yöntemleri ile ilgili kita

sistemdir. Dolayısıyla sistemin hareket denklemleri

alınmı�tır.  

�ekil 4.19. Ters sarkaç 

�ekil 4.19 ile gösterilen ters sarkaç siteminin dina
gibidir [14]. 

� � µWë·D�ÁØ+D Z�ág�+�WÁøXç��Ã�Á�WÁXç�
ò � 	ë·DWµWÁØ�ág�+�+D Z�Xç�Ø	Ã�ÁWÁXç�
Sistem durum uzayı formatında yazılırsa;

�� � �� �D ò òD �  
F��� � �� � �� w�� w���� �w�� �w��

Uygulaması 

mada, Bölüm 4.1’de ele alınan do�rusal olmayan sistemlere 

i ve Teorem 4.5 ile geli�tirilen kontrol algoritması ters 

sarkaç sistemine uygulanmaktadır. Ters sarkaç sistemi do�rusal olmayan 

kontrol yöntemleri ile ilgili kitaplarda ve yayınlarda sıkça kullanılan bir 

sistemdir. Dolayısıyla sistemin hareket denklemleri ilgili kaynaklardan 

 

ekil 4.19. Ters sarkaç [23] 

ekil 4.19 ile gösterilen ters sarkaç siteminin dinamik denklemleri a

ÁøXç��+��ág�+�Z�+�   

�Xç��+���Ã�Á�ø�ág�+�Xç�Z�+��   

Sistem durum uzayı formatında yazılırsa; 

D �
�w���w��� , ¤��� � � �¤���¤��� 

����

rusal olmayan sistemlere 

tirilen kontrol algoritması ters 

�rusal olmayan 

plarda ve yayınlarda sıkça kullanılan bir 

 ilgili kaynaklardan 

mik denklemleri a�a�ıdaki 

(4.63) 

(4.64) 

(4.65) 
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w�� � Wëå�·�, (4.66) 

w�� � WÁøXç��·Ó��ág�·Ó�å�·�·Ó ,  (4.67) 

w�� � ÁØ·'�ág�·Ó�å�·� ,  (4.68) 

w�� � ëXç��·Ó�å�·�Ø ,  (4.69) 

w�� � �Ã�Á�ø�ág�·Ó�å�·�Ø·Ó , (4.70) 

w�� � WÁØXç��·Ó��ág�·Ó�å�·�Ø·Ó   (4.71) 

¤�� � Øå�·�  (4.72) 

¤�� � WXç��·Ó�å�·�Ø   (4.73) 

���� � e Ué SéQ
�����  (4.74) 

Burada arabanın kütlesi e, sarkacın kütlesi é, sarkaç uzunlu�u Ù, sürtünme 

sabiti ¤ ve yerçekimi ivmesi Â ile gösterilmektedir. Sistem parametreleri 

a�a�ıda verilmi�tir. 

e � �TkÂ, é � �[�TkÂ, Ù � �[�Té, ¤ � �TkÂ\
, Â � �[��TkÂé\
�  (4.75) 

Sistem ��� � �� � �� �� ba�langıç ko�ulu için � � �� saniye süre ve �[��� 

zaman basamak artı�ı ile kontrol edilecektir. Kontrolcü _¥_ n ���Tile 

sınırlandırılmı� olup kayan sektör kontrolcü parametreleri a�a�ıdaki gibidir. 

¬ � �[�, s � �� ) ñ�)�, k � �[�� (4.76) 

Sistem ilk yakınsamada �� ba�langıç noktasında de�erlendirilerek Teorem 

4.5’e göre a�a�ıdaki gibi zamanla de�i�meyen do�rusal sistem kontrol edilir.  

�D ��� � F�������� U b�������¥����TTTT�������� � ��  
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�ekil 4.20. Birinci yakınsama için arabanın konumu ve hızı 

 

�ekil 4.21. Birinci yakınsama için sarkacın konumu ve açısal hızı 
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�ekil 4.22. Birinci yakınsama için sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi 
  fonksiyonlarının de�i�imi 

 

�ekil 4.23. Birinci yakınsama için yakla�ık sistemin kontrol giri�i 
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�ekil 4.24. Birinci yakınsama için gerçek sistemin kontrol giri�i 

�lk yakla�ım ba�langıç de�eri için olu�turulan zamanla de�i�meyen do�rusal 

sistemdir ve gerçek sistemin dinamik davranı�ını ifade etmez. �ekil 4.20 ve 

�ekil 4.21 de görüldü�ü gibi yakla�ık sistem belli bir süre sonra kararlı hale 

gelirken gerçek sistem oldukça kararsız bir davranı� sergilemektedir. 

Bundan sonraki yakınsamalarda zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

kullanılarak do�rusal olmayan sistem kontrol edilmeye çalı�ılır. Ele alınan 

uygulamada zamanla de�i�en do�rusal sistemler için Teorem 4.5 ile ele 

alınan kontrolcü kullanılır. Teorem 4.3’e göre, zamanla de�i�en do�rusal 

sistem bu kontrolcü ile do�rusal olmayan sisteme yakınsayacaktır.  

Her bir yakınsamada çözümden elde edilen ���� dizini sıradaki yakınsamada 

kullanılarak do�rusal olmayan sistem kontrol edilir. 
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�ekil 4.25. Onuncu yakınsama için arabanın konumu ve hızı 

 

�ekil 4.26. Onuncu yakınsama için sarkacın konumu ve açısal hızı 
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�ekil 4.27. Onuncu yakınsama için sistemin kayma sektörü ve kayma yüzeyi 
  fonksiyonlarının de�i�imi 

 

�ekil 4.28. Onuncu yakınsama için yakla�ık sistemin kontrol giri�i 
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�ekil 4.29. Onuncu yakınsama için gerçek sistemin kontrol giri�i 

 

�ekil 4.30. Kayma yüzeyi fonksiyonunun yakla�ık çözümler boyunca de�i�imi 
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�ekil 4.31. Kayma sektörü fonksiyonunun yakla�ık çözümler boyunca 
  de�i�imi 
 

Her iki uygulamada da kullanılan kayan sektör metotlarının benzerleri daha 

önce bölüm 3’te ele alınarak avantajlarından bahsedilmi�tir. Benzetim 

sonuçları incelendi�inde iki fiziksel uygulama içinde yakınsamanın kayan 

sektör kontrol metodu ile birlikte ba�arılı bir �ekilde geçekle�tirildi�i 

görülmektedir. Böylece do�rusal olmayan sistem ba�arı ile kontrol 

edilebilmektedir. 
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4.5. Bölüm Özeti 

Bu bölümde do�rusal olmayan sistemler için yeni bir kayan sektör kontrolcü 

tasarımı önerilmi�tir. Yöntem do�rusal olmayan sistemlere zamanla de�i�en 

do�rusal sistemler kullanarak yakınsanmasına dayanmaktadır. Bu yöntemde 

sektör tasarımı için zamanla de�i�en do�rusal sistemler kullanılmaktadır Bu 

bölümde temel katkı olarak zamanla de�i�en do�rusal sistemler için kayan 

sektör kontrol yakla�ımları Teorem 4.4 ve Teorem 4.5 ile önerilmi� ve 

ispatları bölüm içerisinde verilmi�tir. Yöntemin yakınsama �artları ve ispatlar 

yine bölüm içerisinde verilmi�tir. Yöntem esnek mafsallı robot manipülatör ve 

ters sarkaç sistemleri üzerinde uygulanmı�tır. 
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5. SONUÇ 

Bu tez çalı�masında do�rusal ve do�rusal olmayan tek giri�li sistemler için 

kayan kipli kontrolde meydana gelen çatırtıyı azaltacak ve bunu yaparken de 

sistemin kararlılı�ından ve gürbüzlü�ünden ödün vermeyecek de�i�ken yapılı 

kontrol sistemleri ele alınmı�tır ve yeni üç yöntem önerilmi�tir. 

Bu ba�lamda, bölüm 2’de ikinci mertebeden kayan kipli kontrol yöntemleri 

incelemi�tir. Bu yöntemlerden en temelleri olan burulma ve süper burulma 

kontrol algoritmaları tercih edilmi�tir. Daha önce yapılan çalı�malardan farklı 

olarak dinamik sistemler için kayma yüzeyi kararlı manifold teoremi ile 

hesaplanmı�tır. Böylece dinamik sistemler için alternatif bir kayma yüzeyi 

tasarım metodu sunulmu�tur. Ele alınan matematiksel model üzerinde 

yapılan benzetimlerde kararlı manifold teoremi ve ikinci mertebeden kayan 

kipli kontrol yöntemi ba�arılı bir �ekilde bir arada kullanılmı�tır. Kararlı 

manifold teoremi ile sistemin kendi dinamik yapısından faydalanılarak 

tasarlanan kayma yüzeyinin sistemin kararlılı�ında olumlu etkisi oldu�u 

görülmü�tür. Bu yüzden sistem kayma yüzeyi üzerinde hareket ederken 

kararlı bir davranı� sergileme e�iliminde oldu�u için kontrol çabasının 

azaldı�ı gözlemlenmi�tir. De�i�ken yapılı kontrolcü olarak seçilen burulma ve 

süper burulma algoritmalarının de�i�ken yapılı kontrol uygulamalarında 

kontrol sinyalinde meydana gelen çatırtı problemini gidermekte oldukça 

ba�arılı sonuçlar verdi�i görülmü�tür. Sonuç olarak kararlı manifold üzerinde 

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol uygulaması bölüm 2’de belirtilen 

kabuller altında tek giri�li do�rusal ve do�rusal olmayan sistemler için kontrol 

sinyalinde meydana gelen çatırtı problemini gidermekte ve kontrol çabasını 

azaltmaktadır. 
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Bölüm 3’te çatırtıyı gidermek için henüz çok uygulaması olmayan bir 

yakla�ım olan kayan sektör kontrol metodu önerilmi�tir. Öncelikle do�rusal 

sistemler için kayan sektör tasarımı ve de�i�ken yapılı kontrol teorisi 

incelenmi�tir. Do�rusal olmayan sistemler için zamanla de�i�en do�rusal 

olmayan kayan sektör kontrol ve durum de�i�kenlerine ba�lı do�rusal kayan 

sektör kontrol algoritmaları ele alınmı�tır. Daha önce yapılan çalı�malardan 

farklı olarak durum de�i�kenlerine ba�lı zamanla de�i�en kayan sektör 

kontrol algoritmasında de�i�en yüzey e�imleri göz önüne alınarak kayan 

sektör kontrol algoritması geli�tirilmi�tir. Önerilen yöntemler esnek ba�lantıya 

sahip robot manipülatör sistemi üzerinde uygulanarak sonuçlar kayan kipli 

kontrol yöntemi ile kar�ıla�tırılmı�tır. Yapılan benzetim sonuçlarından kayan 

sektör kontrol yöntemlerinin hem seçilen iki ba�langıç ko�ulunda hem de 

belirsizlik içeren sistemde kayan kipli kontrole olan üstünlükleri 

gözlemlenmi�tir. Sistem, dinamik yapısına uygun olarak tasarlanan sektör 

içerisinde kontrol giri�inin olmadı�ı durumlarda dahi kararlı davranı� 

sergileme e�iliminde oldu�u için kontrol çabası büyük oranda azaltılarak 

enerji tasarrufu sa�lanmı�tır.  Kayan sektör kontrol metodunda sektör belli bir 

süre sonra denge noktası etrafında kararlı hale gelmektedir. Sektörün bu 

özelli�i, sistemin kararlılı�ından ve gürbüzlü�ünden ödün vermeden kontrol 

sinyalinde meydana gelen çatırtı problemini belirsizlik içermeyen sistemler 

için tamamen ortadan kaldırmakta, belirsizlik içeren sistemlerde ise çok 

büyük oranda azaltmaktadır. 

Bölüm 4’de ise ardı�ık yakınsama metodu ile kayan sektör kontrol metodu 

birle�tirilerek do�rusal olmayan sistemler için yeni bir kayan sektör tasarımı 

önerilmi�tir. Do�rusal olmayan sisteme zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

kullanarak yakınsanmı� elde edilen zamanla de�i�en do�rusal sistemler 

kayan sektör metodu ile kontrol edilerek do�rusal olmayan sistemi kararlı 

hale getirecek kontrol sinyali elde edilmi�tir. Önerilen yöntemler esnek 

ba�lantılı robot manipülatör ve ters sarkaç sistemlerine uygulanmı�tır. 

Önerilen iki kayan sektör kontrolcüde ba�arılı bir �ekilde sistemi kontrol 

ederek do�rusal olmayan sisteme yakınsamı�tır. 
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Bunlardan Teorem 4.4 ile ele alınan ve esnek ba�lantılı robot manipülatör 

uygulamasında kullanılan kontrolcünün do�rusala yakın sistemler için daha 

uygun oldu�u gözlemlenirken Teorem 4.5 ile ele alınan ve ters sarkaç 

mekanizmasının kontrolünde kullanılan de�i�ken yapılı kontrolcünün daha 

gürbüz davranı�a ihtiyaç duyulan sistemler için kullanılabilece�i 

gözlemlenmi�tir. 

Daha sonraki çalı�malarda önerilen yöntemler deneysel olarak incelenerek 

benzetimlerle deneysel sonuçlar kar�ıla�tırılabilir. Çok giri�li sistemler için 

önerilen yöntemler geli�tirilerek füze ve uçak gibi dinamik sistemlerin 

kontrolünde kullanılmak üzere takip algoritmaları tasarlanabilir.  
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EK-1. Kararlı Manifold Teoreminin �spatı 

�spat  [31]  

E�. 2.9 ile belirtilen sistem ele alınsın. 

���� � {V|K �� �} ve z��� � {� �� V~K} olsun.  

Bu durumda VfK � ���� U z��� olur. 

E�er Ë q �, ¦ q � ve ö q � için yeterince büyük bir ¦ ve yeterince küçük bir ö seçilirse ���� ve z���’nin a�a�ıdaki �artları sa�ladı�ı görülür. 

Õ����Õ n ¦VW�Ï���KT© TTT� l �  

Õz���Õ n ¦V�KT© TTT� n �  

E�. 2.12 ele alınsın. 

v��� w� � ����w U � ��� S 
�y�v�
� w���
K
� S� z�� S 
�y	v�
� w���
P

K TTTTTTTTTTTTTTTTTT 
E�er v��� w� E�. 2.12’nin sürekli çözümü ise aynı zamanda E�. 2.9 

diferansiyel denkleminin de çözümüdür. E�. 2.12 integral denklemi ise ardı�ık 

yakla�ım yöntemi ile çözülebilir, böylece E�. 2.13 a�a�ıdaki �ekilde yazılır. 

v������ w� � �  

v�������� w� �����w U x ��� S 
�y�v����
� w���
K� S x z�� S 
�y �v����
� w�� �
PK T 
Yukarıdaki tüme varım hipotezi kabul edilirse; 

þv������ w� S v��W����� w�þ n ,_ô_Ò*-.�/*Y © TTTTTk � ���� Ü �éT© T� l �   (1) 
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EK-1. (Devam) Kararlı Manifold Teoreminin �spatı 

k � �� � l � için y, Lipschitz ko�ulunu ve Õ����Õ, Õz���Õ yukarıdaki kabulleri 

sa�lar. Bu durumda � l � için tüme varım hipotezi takip edilirse; 

þv�Á������ w� S v�Á���� w�þ n � Õ��� S 
�ÕpK
� þv�Á��
� w� S v�ÁW���
� w�þ�
TTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� Õz�� S 
�ÕpP
K þv�Á��
� w� S v�ÁW���
� w�þ�
T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn p � ¦VW�Ï����KW��K
�

¦_w_VWÏ��ÁW� �
T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTU� ¦V��KW��P

�
¦_w_VWÏ��ÁW� �
T

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn p¦�_w_VWÏKö�ÁW� U p¦�_w_VWÏKö�ÁW� T
TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT² ���U ��� ,_ô_Ò*-.�ù*Y � ,_ô_Ò*-.�ù   (2) 

E�. 2 p¦\ö ² �\� için sa�lanır. Yani p ² ö\�¦ seçilir. y fonksiyonunun E�. 

2.6 Lipschitz ko�ulunu sa�laması için ¦_w_ ² \� olmalıdır. Yani  _w_ ² \�¦ seçilir. Daha sonra k � ������ Ü ve � l � için E�. 1 takip edilirse; 

þv�g���� w� S v�Á���� w�þ n 0 þv�������� w� S v������ w�þP
�12 TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTn ¦_w_0 ���
P

�12 � ¦_w_�2W� 
Yukarıdaki nicelik sıfıra yakla�ırken � O Ñ olur. Bu yüzden v������ w�, 
Cauchy dizisi bir sürekli fonksiyondur. Diferansiyel denklem sistemleri için 

varlık ve teklik teoremine göre; 

LMN�OPv������ w� � v��� w� © TTTTT� l �� _w_ ² \�¦  
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EK-1. (Devam) Kararlı Manifold Teoreminin �spatı 

E�. 2.13’de e�itli�in iki tarafı için de limit alınırsa, düzgün yakınsamadan 

gelen v��� w� sürekli fonksiyonu E�. 2.12 integral denklemini ve E�. 2.9 

diferansiyel denklemini sa�lar. Öyleyse her � l � ve _w_ ² \�¦ için y Rh��G� ve v������ w� türevlenebilir fonksiyonlardır. Bu sayede düzgün 

yakınsamadan elde edilen v��� w�,  her � l � ve _w_ ² \�¦ için türevlenebilir 

bir fonksiyondur. Böylece E�. 2 a�a�ıdaki �ekilde ifade edilebilir. 

_v��� w�_ n �¦_w_VWÏKT© TTTTT� l �� _w_ ² \�¦T  (3) 

E�. 2.12 integral denkleminde w vektörünün son � S k terimi hesaplamaya 

girmez ve dolayısıyla sıfır alınabilir. Böylece v��� w� çözümünün 

bile�enlerinden biri olan v���� w� ba�langıç de�erinin sa�lar. 

v���� w� � w� TT© TTk � ��Ü � 3  
v���� w� � S#� z�S
�y�v�
� w�� Ü � w4 � ����
�

� $� T © TTk � 3 U ��Ü � �TTTTT5L"»[TTTTTTTTTT 
Her © TTk � 3 U ��Ü � � için a�a�ıdaki gibi bir fonksiyon tanımlanabilir. 

¡�	w�� Ü � w4� � v���� Ü � w�� Ü � w4 � �� Ü ���  (4) 

Bu durumda E�. 4’e göre �� � v���� Ü � w�� Ü � w4 � �� Ü ��� ba�langıç de�eri T�� � ¡�	��� Ü � �4�T e�itli�ini  sa�lar. Burada k � 3 U � dir. Bu denklemler 

÷��� U®U �4� ² \�¦T için türevlenebilir manifold �’ i belirler. Buna ek olarak 

e�er ���� E�. 2.9 diferansiyel denkleminin ���� R � üzerinde çözümü ise, 

yani ���� � v��� w� ise ���� � v��� w� olur. 
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EK-1. (Devam) Kararlı Manifold Teoreminin �spatı 

E�. 3 ele alınırsa, e�er ���� E�. 2.9’un ���� R � üzerinde çözümü ise ���� O � iken � O Ñ olur.  Benzer �ekilde e�er ���� E�. 2.9’un ���� ï � 

üzerinde çözümü ise ���� 6 � iken � O Ñ olur.  Yani e�er ���� R � ise her � l � için ���� R � olur ve a�a�ıdaki �art sa�lanır. 

³7/³8ü ��� � �T© TTT� � �� Ü � 3TTTTT�TTTTTk � 3 U ��Ü � �  

Yani türevlenebilir manifold �, � � F� do�rusal sisteminin kararlı alt uzayı GH � ý� R ^gþ�� � ®�41�ÿ ‘a te�ettir. 

E�. 2.9 ile � O S� için yani �D � SF� S ,��� için aynı metot tekrarlanarak 

kararsız manifoldun varlı�ı da ispat edilebilir. 
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