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OZET

Bu calismada, dogrusal ve dogrusal olmayan sistemler icin degisken
yapili kontrol yontemleri uygulamasi sonucu olusan catirti problemini
gidermek icin yeni yontemler 6nerilmektedir. Bu kapsamda ilk olarak
kararli manifold Gizerinde ikinci mertebeden kayan kipli kontrol yontemi
ele alinmaktadir. Yontem, sistem icin uygun boyutlu bir kararli manifold
olusturulmasina ve bunun sistem icin dogal bir kayma ylizeyi olarak
kullanilmasina dayanir. Sistemi kararli manifolda yonlendirmek uzere
ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kullaniimaktadir. ikinci olarak
kayan sektor kontrol yontemi ele alinmaktadir. Kayma sektori kayma
yuzeyini icerisine alan kararli bir bolgedir. Yontem, sistemin kayma
yuzeyi yerine bu bolgeye yonlendirilerek kontrol edilmesine dayanir.
Tez calismasinda, parametre belirsizligi iceren dogrusal olmayan
sistemler icin durum degiskenlerine bagh sektor ve dogrusal olmayan
sektor tasarimi yontemleri onerilmektedir. Son olarak ardisik yakinsama
metodunu temel alan bir kayan sekt6ér kontrol yontemi onerilmektedir.
Yontem, dogrusal olmayan sistemin ardisik, zamanla degisen dogrusal

sistemler olarak ele alinmasina dayanmaktadir.



Bu sayede dogrusal olmayan sistemler icin kayan sektor kontrol
problemi, zamanla degisen dogrusal sistemler icin kayan sektor kontrol
problemine dénustirilmektedir. Zamanla degisen dogrusal sistem
modelleri kullanilarak kayma sektéri ve kayan sektér kontrolcu
tasarimlari yapilmakta ve yontemin yakinsama sartlari verilmektedir.
Onerilen yéntemler matematiksel modellere, esnek baglantiya sahip
robot manipllator ve ters sarka¢ modellerine uygulanmaktadir. Elde
edilen sonuclar kayan Kkipli kontrol yontemi ile karsilastirilarak
yontemlerin catirtiyr azaltmadaki basarisi incelenmektedir.
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ABSTRACT

In this study, variable structure control methods are considered for
linear and nonlinear systems and control methods are proposed in
order to avoid chattering problem in variable structure control. In this
context, firstly, second order sliding mode control on stable manifold
method is proposed. The method is based on designing a stable
manifold of a proper dimension and using the stable manifold as a
sliding surface. Then the system is controlled by second order sliding
mode control algorithms. Secondly, sliding sector method is
considered. Sliding sector is a stable region which includes the sliding
surface. In this method, the system is controlled by forcing the
trajectories inside the sliding sector. In this thesis study, design
approaches of variable structure control systems with nonlinear time
varying sliding sector and state dependent sliding sector are proposed
for nonlinear system with matched uncertainty. Lastly, sliding sector
control method based on successive approximation method is
proposed. The method is based on linear time varying approximations
of the nonlinear system. With the help of approximations, sliding sector
control problem for nonlinear systems is transformed to sliding sector

control problem for linear time varying systems.



Vii

By using the linear time varying system models, sliding sector and
sliding sector controller are designed and the convergence conditions
of the method are given. The proposed methods are applied to some
mathematical models, including robot manipulator model with elastic
joints and invert pendulum model. Then simulation results are
compared with sliding mode control method. The successes of
suggested methods are analyzed in terms of decreased chattering
phenomenon.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler aciklamalari ile birlikte asagida

sunulmustur. Bu ¢alismada kisaltma kullanilmamistir.

Simgeler Aciklama

x Durum degiskenleri vektori

u Kontrol girigi vektori

U Esdeger kontrol girigi

A Sistem matrisi

b Kontrol vektori

T Koordinat dénistim matrisi

Lysn Birim matris

DF(x) F(x)’in Jacobian matrisi

o Kayma ylzeyi

Y1 Kayma yuzeyi

Y2 Kayma ylzeyinin tlrevi

S Kararli manifold (Bélim 2)
Kararsiz manifold (Bolim 2)

Vin KontrolcU katsayisi, pozitif sabit bir say!

Vu KontrolcU katsayisi, pozitif sabit bir sayi

s(x) Kayma ylzeyi fonksiyonu

S Kayma ylzeyi egim vektéri

L(x) Lyapunov fonksiyonu
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Simgeler Aciklama

R Sektdr parametresi, pozitif yari tanimh simetrik matris
P Sektdr parametresi, pozitif tanimli simetrik matris
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K KontrolcU katsayisi, pozitif sabit bir sayi

k KontrolcU katsayisi, pozitif sabit bir sayi

d(x,t) Belirsizlik fonksiyonu

p() Zamana bagl belirsizlik parametresi



1. GIRiS

Kontrol sistemlerinin gelisimi, on dokuzuncu ylzyilda dinamik ve kararhlk
teorilerinin gelistiriimesine kadar dayanmaktadir. Bir muhendislik disiplini
olarak ortaya cikisi ise 1950’lerde, ikinci dinya savasindan sonra Nyquist,
Bode ve Wiener gibi bilim adamlarinin da aralarinda oldugu arastirmacilar

tarafindan frekans cevap metotlarinin gelistiriimesi ile olmustur [9].

Model tabanli otomatik kontrol yéntemleri analiz ve tasarim bakimindan iki

ana baslik altinda toplanabilir.

I.  Klasik kontrol yontemleri

[I.  Modern kontrol ydéntemleri

Klasik kontrol teorisi, sistem girisi ve c¢ikisi arasindaki iligkiyi esas alir ve
genellikle dogrusal sistemlerin kontrolG icin kullanihr. Kontrol edilecek sistem
tek giris ve tek cikigli ise en fazla tercih edilen yaklagimdir. Sistem, Laplace
veya Fourier déntgtmleri yardimi ile frekans tanim bélgesinde ifade edilerek,

kontrolcU tasarimlar yapiimaktadir.

Modern kontrol yéntemlerinde ise adi diferansiyel denklemler ele alinir. Hem
dogrusal hem de dogrusal olmayan sistemler icin kontrolci tasariminda
kolayliklar saglar. Sistemin i¢ dinamikleri hesaba katilarak zaman tanim
bélgesinde calsilir. Sistemde birden fazla girdi ve ¢ikti s6éz konusu
oldugunda modern kontrol yaklasimi belirgin tasarim Usttnllkleri sunar.
Modern kontrol yaklagiminda amag, sistemin durum uzayl formunda ifade
edilmis dinamik denklemlerini kullanarak, ele alinan sistem degiskenini
istenilen degere getirecek kontrolcl kazanclarinin belirlenmesidir.



Degisken yapili kontrol, modern kontrol yéntemlerinden biridir ve kontrolcl
yapisinin kontrol islemi sirasinda degistirimesine dayanir. Degisken yapili
kontrol teorisi 1960’ll yillarin basinda Emelyonov ve Barbashin tarafindan
Rusya’da gelistirilmistir. Gelistirilen calismalarin Rusya disina agilmasi ise

1976 yilinda ltkis’in caligmalarinin ingilizce olarak yayinlanmasi ile olmustur

[9].

Kayan Kipli kontrol yénteminde amag¢ durum uzayinda uygun sekilde
tanimlanan kararli bir kayma ydzeyi araciligiyla, durum degiskenlerini
tanimlanan bir denge konumuna tasimaktir. Kayan kipli kontrolde sistemin
durum degiskenleri bulunduklarn ilk konumdan, énce kayma manifoldunun
Uzerine, buradan da belirlenen denge noktasina tasinirlar. Sistemin bu
davranisinda ilk asama “ulasma asamasl”, ikinci asama ise “anahtarlama
asamasidir”. Sistem kayma ylzeyine ulasinca sistem dinamikleri ylzeyin
dinamik davranigi ile birlikte hareket eder. Ulasma asamasindan sonra
kontrolcinin amaci sistemi kayma yuUzeyi Ozerinde tutmaktir. Bu nedenle
ikinci agsamada kontrolci tanimlanan bir isaret fonksiyonu ile kayma
manifoldu boyunca anahtarlama yapar. Kayan kipli kontrol ydontemi, meydana
gelebilecek parametre degisiklikleri ve bozucu girislerine kargi kontrol
sisteminin  kararlih@ini  belirlenen  hassasiyet  sinirlari  igerisinde
saglayabilmektedir. Sagladigi avantajlar nedeniyle kayan kipli kontrol yéntemi

ile ilgili oldukga fazla ¢alisma bulunmaktadir [9-10, 40].

Kayan kipli kontrol yonteminde, parametre belirsizlikleri ve bozucu etkenlere
karsi sagladigi avantajlarin yaninda kontrol siresince, 0zellikle anahtarlama
asamasinda, sistemin kararlihgini saglamak icin surekli yon degistiren bir
sinyal Uretmesi sebebi ile “gatirt”” denilen istenmeyen bir durum ortaya
¢cikmaktadir. Gatirti, kontrol edilen sistemde yorulmalara sebep olmakta ve

sistem 6mri kisalmaktadir.



Catirtinin azaltlmasi ya da giderilmesi igin catirtiya sebep olan isaret
fonksiyonu vyerine farkli fonksiyonlar kullanilmasi, manifoldun egiminin
sistemin konumuna goére degistirilmesi gibi gesitli calismalar yapilmis ve farkli
Onerilerde bulunulmustur [9, 43-44]. Calismalarin bazilarinda sistem,
tasarlanan kayma yUzeyi yerine kayma ytzeyi etrafinda tanimlanmis bir sinir
katmani igerisine yo6nlendiriimektedir. Bdylelikle kontrol sinyali katman
icerisinde anahtarlama yapmadan (veya daha dusuk frekansla anahtarlama
yaparak) sistemin kayma yilzeyi etrafinda kalmasi saglanir. Ancak, sinir
katman igerisinde kararliigin hala sistemin i¢ dinamiklerine bagl olmasi
nedeni ile bozucu ve belirsizlik gibi durumlarda kararlihgin saglanmasinda
zorluklar yasanmaktadir [16, 33]. Belirtilen o6neriler genel olarak catirtiy
azaltmakla birlikte sistemin gurblzIGgini de azaltmaktadir.

Bu tez calismasi kapsaminda kayan Kipli kontrol metodunun bir dezavantaj
olan catirti olusumunu azaltacak ya da giderecek kontrolcl tasarimlari ve
kayma yUzeyinin hesaplanmasi icin alternatif yéntemler 6nerilmektedir.

Kayan Kipli kontrolde kayma manifoldunun hesaplanmasi dogrusal sistemler
icin sistematik bir hal almigtir. Genel olarak, koordinat déntstmleri yardimi
ile sistem alt sistemlere ayrilir ve bu alt sistemler yardimi ile kayma ytzeyi ve
kontrolcl tasarimi yapilir. Ancak benzer koordinat déntusumleri dogrusal
olmayan sistemlerde her zaman Kkolaylikla yapilamamaktadir. Bu tez
calismasinda alternatif yOntem olarak kararli manifold teoremi ele
alinmaktadir. Yéntem sayesinde sistemin kendi dinamik davranigi
kullanilarak kayma manifoldu tasarlanmaktadir. Konu ile ilgili Perko [31],
Cheng ve arkadaslari [6], Banks ve arkadaslari [1-2] ve Salamci [34-35]

cesitli calismalar yapmislardir.



Kontrol sinyalindeki catirtlyr engellemek amaciyla kullanilan yaklasimlardan
biri yiksek mertebeden kayan kipli kontrol yéntemidir. Bu yéntemde kayma
manifoldunun yiksek mertebeden tlrevinden faydalanilarak kontrolcu
tasarlanir. Daha sonra kontrolcinin integrali alinarak sisteme uygulanir ve
bdylece kontrol sinyali daha dizgin bir bicime ulasir [3-4,18-22]. Ancak
kullanilacak kayma manifoldunun mertebesi arttikga kontrolct tasariminda
ihtiya¢c duyulan bilgi de artmaktadir. Bu ylzden ikinci mertebede kayan Kipli
kontrolcller daha c¢ok tercih edilmektedir. Cok sayida ikinci mertebeden
kayan Kipli kontrolcl algoritmasi mevcuttur. Bunlardan bazilari “Burulma
Algoritmasi” (Twisting Algorithm) [18], “SUper Burulma Algoritmasi” (Super
Twisting Algorithm) [18, 20], “Surtklenme Algoritmasi” (Drift Algorithm) [18],
“Alt Optimum Algoritma” (Sub-Optimal Algorithm) [3]. Kullanim kolayliklari
saglamasi sebebi ile bu tez calismasinda ikinci mertebeden kayan Kipli

kontrolcl yontemi ele alinmistir.

Kontrol sinyalinde meydana gelen catirti problemine kargi ele alinan bir
baska yaklasim ise kayan sektdér yontemidir [11-13, 25-30]. Bu ydntemde
kayan kipli kontrol metodundan farkli olarak kayma ytzeyi yerine kararh bir
kayma sektérii kullanilir. Oncelikle bir kayma manifoldu tasarlanir. Daha
sonra bu kayma manifoldunu kapsayan kararl bir sektdr tanimlanir. Sistem
tasarlanacak degisken yapili kontrolcl ile bu sektér icerisine yénlendirilerek
kararli hale getirilir. Tasarlanan sektér sistemin dinamik davranisina
uygundur. Kayan sektdér metodu kontrol sinyalinde meydana gelen catirti
problemini azaltmasi ile birlikte sistemin kararlihd ve gurb0zIGduni de
korumaktadir. Kayan sektdr kontrol konusu ile ilgili olarak literatirde Furuta
ve Pan’in calismalari basta olmak Gzere cesitli calismalar mevcuttur. Korondi
ve arkadaglari calismalarinda, koordinat dénudsumleri yardimi ile kayma
sektorleri tasarlamaktadirlar. Ancak dogrusal olmayan sistemin mertebesi
artttkca doéntsim yapmak ve Kkararh bir sektér tanimlamak gittikce
zorlagsmaktadir [17].



Furuta ve Pan calismalarinda, dogrusal sistemler icin cebirsel Riccati
denkleminin ¢6ziminden faydalanarak kayma ylzeyi ve kayma sektérl
tasarimi yapmaktadirlar [13]. Suzuki ve arkadaslari dogrusal olmayan
sistemler icin durum degigkenlerine bagll kayma sektéri tasarimini
o6nermiglerdir [39]. Pan ve arkadaslari ise calismalarinda diferansiyel Riccati
denkleminin ¢6zimu yardimiyla zamanla degisen, dogrusal olmayan sektdr
tasarimini ele almiglardir [25]. Kayan sektdr kontrol ydntemi halen gelismekte
olan bir yéntem oldugu icin yapilan calismalarin sayisi kayan Kipli kontrol

calismalarina gére daha azdir.

Kayan Kipli kontrolde oldugu gibi kayan sekt6r kontrolde de dogrusal olmayan
sistemler i¢in tasarim zorluklar bulunmaktadir. Bu tez ¢alismasinda dogrusal
olmayan sistemler i¢in durum degiskenlerine bagh kayan sektér tasarimi ve
dogrusal olmayan, zamanla degisen kayan sektér tasarimi ele alinmigtir.
Bunun yaninda dogrusal olmayan sistemler igin bir tasarim ydntemi de
dogrusal olmayan sisteme dogrusal zamanla degisen sistemler kullanarak
yakinsamaktir. Dogrusal zamanla degisen sistem yaklagsimi ile cesitli
calismalar mevcuttur [1-2, 7, 34-37]. Tez c¢alismasinda dogrusal olmayan
sistemler igin bu ybntem kullanilarak kayan sektér tasarimi da ele
alinmaktadir.

Tez galismasinin 2. béluminde kararli manifold teoremi ile kayma ylzeyi
tasarimi ayrintih olarak ele alinarak ikinci mertebeden kayan Kipli kontrolct
Onerilmistir. Calismanin 3. bdéliminde dogrusal ve dogrusal olmayan
sistemler icin farkh sektér tasarimlari anlatilarak, kullanilabilecek kayan
sektor kontrolculer ele alinmaktadir. 4. bélimde dogrusal olmayan sistemlere
dogrusal zamanla degisen sistemler kullanarak yakinsama konusu ele
alinmig, ardisik yakinsamalar kullanilarak kayan sekt6ér kontrolct tasarimi
dnerilmektedir. Onerilen ydntemlerin uygulanmasi ve benzetimlere ilgili
béliumler icerisinde yer verilmistir. Sonu¢ ve tartigmalar ise 5. bélimde

sunulmaktadir.



2. KARARLI MANIFOLD UZERINDE iKINCi MERTEBEDEN KAYAN KiPLI
KONTROL

Dogrusal sistemler icin kayan kipli kontrol tasariminda genel olarak sistem,
koordinat dontsumu ile kontrol giriginin oldugu ve kontrol girisinin olmadig iki
alt sisteme boélinmektedir. Kontrol giriginin olmadigi alt sistem yardimi ile
sistemin kararhliginin saglandigi bir kayma ytzeyi tasarlanmakta ve sistem
bu ylzey Uzerine yodnlendirilerek ylzey (zerinde kararli davranigi
saglanmaktadir. Ancak dogrusal olmayan sistemler icin bu koordinat
déndsimnd yapmak her zaman dogrusal sistemlerdeki kadar kolay degildir.
Bu bélimde kayan kipli kontrol yénteminde sik¢a kullanilan klasik kayma
ylzeyi tasarimi yerine kararli manifold teoreminden faydalanilarak kayma
yluzeyi tasarimi yapilmaktadir. Bu ydntem sayesinde sistemin orijin
etrafindaki kendi dinamik davranisi kullanilarak kayma manifoldu
tasarlanmaktadir.

Bu ybdntemde, belli formdaki dogrusal olmayan sistemler igin
dogrusallastiriimis sistemin orijininde meydana gelen kararli manifoldun
kayma ylzeyi olarak kullaniimasi hedeflenmektedir. Béylelikle bir koordinat
dénlsiml uygulamadan kayma ylzeyi tasarlanabilmesi hedeflenmektedir.
Daha 6nce bu yéntemle ilgili benzer ¢alismalar yapiimistir. Salamci doktora
tezinde kararli manifold yontemi ile dogrusal olmayan bir flize sistemi igin
kayma ylzeyi tasarlamig ve kayan kipli kontrol yontemini uygulamistir [35].
Benzer sekilde Dogan ve ark. yaptiklari ¢galigmada esnek baglantiya sahip
robot manipulatér icin kararli manifold yontemi ile kayma ydzeyi tasarlamig
ve kayan Kipli kontrol yéntemini uygulamistir [8]. Banks ve arkadaslari kararli
manifold teoremi yardimi ile tasarladiklari kayma yuzeylerini dogrusal

olmayan sistemlerin kontrolinde kullanmiglardir [1-2].



Bu tez calismasinda ise kayan Kipli kontrol metodundan farkli olarak tek girigli
dogrusal olmayan sistemler icin ylksek mertebeden kayan Kipli kontrol
metodu kullanilmaktadir. ikinci mertebeden kayan kipli kontrolct diger yliksek
mertebeden kayan kipli kontrol metotlarina gére daha kullanish oldugu igin
tercih edilmektedir. Yéntemde; kontrolci kayma vyizeyi ile kontrolc
arasindaki bagil dereceye bagli olarak modellenmektedir. Bu sayede kayma
yuzeyi ile kontrolci arasindaki bagil derecesi bir ¢ikan sistemlerde catirti
problemi giderilebilmektedir. Ayrica bagil derecesi iki olan sistemlerde ikinci
mertebeden kayan kipli kontrol sayesinde, kayan kipli kontrol yaklasimi
kullanilarak kararli hale getirilebilmektir.

Yiksek mertebeden kayan kipli kontrol alaninda basta Arie Levant olmak
Uzere cesitli arastirmacilar tarafinda galismalar yapiimistir. Levant yaptigi
calismalarda yiksek mertebeden kayan kipli kontrol metotlarinin temellerine
deginmis, cesitli ikinci mertebeden kayan Kipli kontrolci algoritmalari
gelistirmis [18-19], ylUksek mertebeden kayan Kipli kontrol metotlarini
kinematik ara¢c modeline uygulamistir [21]. Shtessel ve arkadaslari yaptiklari
calismada bir flze oto pilotu icin ikinci mertebeden kayan kipli kontrolct
kullanmiglardir [38]. Vecchio doktora tezinde bir araba ve motosiklet igin
sapma agcisi kontrollinde ikinci mertebeden kayan kipli kontrolci tasarimi
yapmigtir [41].

Daha 6nce yapilan calismalardan farkli olarak bu bdélimde kararli manifold
teoremi ve ikinci mertebeden kayan Kipli kontrolci tasarimi bir araya
getirilmektedir. ik olarak kayma yiizeyi hesaplanirken kullanilacak olan
kararll manifold teoremi anlatiimakta, teoremle ilgili gerekli ispat ve
tanimlamalar yapilarak, gerekli goértlen yerlerde anlatim &rneklerle
desteklenmektedir. Daha sonra yiksek mertebeden kayan Kkipli kontrol
yontemi agiklanmaktadir. Ikinci mertebeden kayan kipli  kontrolcii
algoritmalarindan burulma (twisting) ve sdper burulma (super twisting)

kontrolculer anlatilarak, ydntemler ile ilgili drnek bir calisma yapilmaktadir.



2.1. Kararli Manifold Teoremi

Tez ¢alismasindaki bOtinliga saglamak amaciyla kisaca kararli manifolddan
bahsedilerek ilgili bir 6rnek ele alinmaktadir. Daha sonra tanim ve teoremler
ayrintih olarak anlatilacaktir. Kararli manifold teoremi ve dogrusal olmayan
sistemler icin kararli manifoldun belirlenmesine iliskin ydntem hakkinda
ayrintih bilgi Perko’nun “Diferansiyel Denklemler ve Dinamik Sistemler” adli
kitabindan elde edilebilir [31].

Asagidaki gibi bir dogrusal olmayan sistem ele alinsin.
x = f(x) (2.1)

Sistem x, denge noktasinda kararli manifold S ve kararsiz manifold U’ya
sahiptir. Sistemin x, denge noktasinda dogrusallastiriimasiyla asagidaki gibi
dogrusal sistem elde edilir.

X = Ax (2.2)

Es. 2.2 ile verilen dogrusallastiriimis sistemin kararl alt uzayi ES ve kararsiz
alt uzayi EV igin S ve U, x, denge noktasinda tegettir. Ayrica S ve U, ES ve

EY gibi ayni boyutlardadirlar.

Dogrusal olmayan sistemin yoéringe akisi @, olsun. S ve U, @, altinda

sirasltyla pozitif ve negatif degismezlerdir ve asagidaki sartlari saglarlar.

» lim,_,, @,(c) =x, her c € S igin

> lim,_., @.(c) =x, her c € U igin

Burada x, denge noktasi orijinde olmalidir. Eger sistemin denge
noktalarindan biri orijinde degil ise denge noktasi orijine 6telenmelidir.



2.1. Ornek [31]
Asagidaki gibi bir sistem ele alinsin.

561 = —X1
XZ = _xz + x% (23)

5('3 = X3 + x%
Sistemin denge noktasi orijindedir. Diferansiyel denklemler ¢6zulurse;

x,(t) =ce”t

x,(t) = et +c2(et —e™) (2.4)

x3(t) = cze™t +§(e‘t —e?h

Burada ¢ = x(0). Eger c; + ¢?/3 = 0 ise lim,_,,, @,(c) = 0. Bbylece;
S={c€eR?|c3=—c?/3} (2.5)
Ayni sekilde eger ¢; = ¢, = 0 ise lim;_,_, @;(c) = 0. Bdylece;

U={c€R3|c; =c, =0} (2.6)

X3

u X2

Sekil 2.1. Kararli manifold S ve kararsiz manifold U [31]
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Kararli manifold S ylizeyi, E*’e tegettir. Yani orijin noktasinda x;-x, diizlemine
teget gecer. Kararsiz manifold ise U = EU olur. Kararl alt uzay ES ve kararsiz

alt uzay EY, sirasi ile x;- x, diizlemi ve x5 eksenidir.

Kararli manifoldu hesaplarken sisteme ait diferansiyel denklemleri ¢ézmek
her zaman verilen 6rnekteki kadar kolay olmamaktadir. BOyle durumlarda

kararli manifold teoremi kullanilabilir.

Kararli manifold teoreminin tanimindan ©6nce teoremin daha |iyi
anlasilabilmesi icin katmanh uzay(topolojik manifold), turevlenebilir katmanli
uzay (tGrevlenebilir manifold), topolojik es yap! (homeomorfizma) ve sistemin

akisi gibi matematiksel tanimlar asagida verilmektedir.
2.1. Tanim

X bir metrik uzay ve A ve B, X’in alt kimeleri olsun. Topolojik es yapi
dénlsiml A'dan B'ye suUrekli, birebir, 6rten topolojik bir haritadir (h: A — B)
ve tersi de slreklidir (h™1:A - B). Eger A’dan B’ye bir topolojik es yapi

dénusimu varsa, A ve B topolojik es olarak adlandirihr [31].

Yani A ve B topolojik uzaylar olmak tzere, A'dan B'ye surekli, birebir, 6rten

ve tersi de surekli bir gdnderime topolojik es yapi denir.
2.2. Tanim

M bir katmanl uzay(topolojik manifold) olsun. Asagidaki kosullari saglayan

M katmanli uzayina n boyutlu katmanl uzay denir [5].

» M bir Hausdorff uzayidir.
» Yerel topolojik es yapidadir.
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2.3. Tanim

n boyutlu bir katmanli uzay, Gzerindeki trevlenebilir yapiyla birlikte n boyutlu

tlrevlenebilir katmanl uzay(ttrevlenebilir manifold) olarak adlandirilir [5].
2.4. Tanim

Es. 2.2°deki gibi bir dogrusal sistem ele alinsin. Bu dogrusal sistemin x, gibi
bir baslangic degerine gore ¢b6zimi x(t) = e4tx, seklinde olacaktir.
e4t:R™" - R™ olan haritalar seti, Es. 2.2'nin yoringeleri boyunca x,
noktalarinin hareketi olarak tanimlanabilir. Bu harita setine ise dogrusal

sistemin akigi denir [31].
2.5. Tanim

E, R™ in acik bir alt kimesi ve f e CY(E) olsun. x, € E igin @(t,x,),
Es. 2.1°deki baslangi¢c deder probleminin ¢ézimu olsun. Bu durumda @,
haritalar seti, diferansiyel esitligin akigi olarak adlandirlir ve asagidaki gibi
ifade edilir [31].

D¢ (xo) = B(t, x0)
2.1. Teorem (Kararl Manifold Teoremi) [31]

E , R™ in orijini iceren acik alt kiimesi, f(x) € C*(E) ve ¢, dogrusal olmayan
sistemin akisl olsun. f(0) = 0 ve buna ait Jacobian matrisi af(0)/dx’ in k
tane negatif reel kisma ve n —k tane pozitif reel kisma sahip 6zdegerleri
oldugunu kabul edilsin. O zaman Es. 2.1 ile verilen sistemin k boyutlu
tirevlenebilir manifoldu S, kararli alt uzay ES’e sifir noktasinda tegettir. Bu

manifold Gzerinde t = 0, @.(S) < S ve her x, € S igin;

lim;_, @:(xy) =0 (2.7)
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Ayni sekilde (n — k) boyutlu tirevlenebilir manifold U, kararsiz alt uzay EV’ya
sifir noktasinda tegettir. Bu manifold Uzerinde t <0 , @,(U) cU ve her

Xo € U igin;
lim,_o @:(xy) =0 (2.8)

Eger fecY(E) ve f(0)=0 ise Es. 2.1 ile belirtlen sistem

dogrusallastinlarak agsagidaki gibi yazilabilir.
X =Ax + F(x) (2.9)

Burada A = Df(0), F(x) = f(x) — Ax, F € C}(E), F(0) =0ve DF(0) =0 dir
ve DF(0), F(x)’ in x, = 0 noktasi i¢cin Jacobian matrisidir. Bu dénisim her
€ > 0 i¢in Lipschitz kosulunu saglamaldir.

§>0, |x| <6, |yl <6
IF(x) —F()| < elx — y] (2.10)

A matrisi 6zdegerleri diyagonal dizili bir matris olsun. Bu durumda A matrisini
6zdegerleri negatif gercek kisma sahip (k x k) boyutlu P matrisi ve
dzdegerleri pozitif gergek kisma sahip (n — k) X (n — k) boyutlu Q matrisi
olarak iki gruba ayrilabilir.

P 0

A=y o

(2.11)

Es. 2.9'teki sistem icin agagidaki integral denklemi ele alinsin.
w(t,a) = U(t)a + fot U(t —s)G(w(s,a))ds — ftoo V(t—s)G(w(s,a))ds (2.12)

Burada U0 = [°° Yvev =0 ] dir

Kanonik formdaki sistem i¢in G(x) = F(x) olur.



13

Eger w(t,a) Es. 2.12’'in sUrekli ¢ézim(i ise ayni zamanda Es. (2.5)
diferansiyel denkleminin de ¢6zimuUddr. Es. 2.12 integral denklemi ise ardigik
yaklasim yéntemi ile ¢ézulebilir.

w©(t,a) =0

wk (¢t q) =

U(t)a + fot Ut —s)GwH(s,a))ds — ftoo V(t—s)G (W(k)(s, a)) ds (2.13)

Kararli manifold teoremi 6zetlenirse Es. 2.1’deki gibi dogrusal olmayan bir

sistemin kararli manifoldunu hesaplarken asagidaki siralama takip edilebilir.

1. Sistem denge noktasi etrafinda dogrusallastiriimalidir. Eger sistemin
denge noktasi orijinde degil ise denge noktasi orijine dogru 6telenmelidir.
Daha sonra sistemin dogrusal olmayan terimi asagidaki sekilde

tanimlanmalidir.
F(x) = f(x) — Ax (2.14)

2. Sistemin 6zdegerleri hesaplandiktan sonra diyagonal olacak sekilde iki alt
gruba ayrilmahdir. EGer gerekli ise sistemin 6zdegerlerini diyagonal forma

getirecek asagidaki gibi bir koordinat déntsimuU uygulanabilir.

z=T1x

T 1AT =

P 0] (2.15)

0 @
Burada P matrisi 6zdegerleri negatif gercek kisma sahip k x k boyutlu ve Q
matrisi 6zdegerleri pozitif gercek kisma sahip (n—k) x (n—k) boyutlu
matrislerdir. Yapilan koordinat déntsimu sistemin dogrusal olmayan kismina

da uygulanmalidir.

G(z) =T 'F(Tz) (2.16)
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3. U ve V matrisleri asagidaki gibi olusturulur.

vo =" vo=[ 3

0 (2.17)

4. Asagidaki integral denklemi Es. 3.13 ile belirtildigi gibi ardisik yaklasim

metodu kullanilarak ¢ézulir.
w©@(t,a) =0
wkD(t q) =

U(t)a + fot Ut —s)GwH(s,a))ds — ftoo V(t—s)G (W(k)(s, a)) ds

5. C6zim sonucunda pozitif gercek kisma sahip 6zdegere karsilik gelen
¢6z0m sistemin kararli manifoldunu verir.
6. Eger sistemde daha 6nceden koordinat donisimuU yapilmis ise sistem

x = Tz koordinat déntstmu ile orijinal koordinatlarina donastaralr.
2.2. Ornek [35]
Asagidaki dogrusal olmayan sistem igin kararli manifold hesaplansin.

5C1 = _x1 + x22

X3:4X3+x%+x§

Sistemin denge noktasi orijindedir. Sistem dogrusallastirilarak x = Ax + F(x)

matris formunda yazilirsa;

Xy -1 0 0 x2
[le - [ 0 —2 o|x+| o (2.19)
X3 0 0 4 x? + x5
-1 0 O x2
A=10 =2 O],F(x)=G(x)= 0
0 0 4 xZ + x3




et 0 0 00 0
Ut)y=10 e2t of,V®)=]|0 0 0] ,a=
0 0 0 0 0 e%

Es. 2.13 genel olarak asagidaki gibi yazilabilir.

et 0 0] t[e= (=)
wlD(t ) = [ 0 e 0] [az] +f
0olto0 0

[0 0 0
—f 00 0
t 10 0 e*9

0
0

Ardisik yaklagim metodu ile ¢ézUmi yapilirsa;

[0
w@(t,a) = |0

ae”t
w(t,a) = |a,e2t

ae”t

t
w@(t,a) = [aze_Zt +f
0

a% e —(t-s) e —4s
ds
0

0

0
0
0

1
_ §a§ -4t

1
a,e”t + §a§e‘t

e

aye?t

0

G(Wk(s, a))ds

a
az]

0

0
e—Z(t—s)

0

—f ds
t _e—4(t—s)(a%e—25+a§e—6s)

0
0
0

15

] G(wk(s,a))ds
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-t

ale t a%e—(t—s)e—‘l‘s
w®(t,a) = a,e 2t +f 0 ds
0 0 0

0

0 ]
f 1 1 2 ds
—4(t s) —s+ a a s__a%e—zts) +a3 —65}
3

3
W13) (t,a)
= W2(3) (t,a)
W3(3) (t,a)

3 el g e 1 5
w®(t,a) = aze t+§a%e t—;a%e at

W2(3)(t, a) = aze™?t

1 1 1 1 1
W§3)(t, a) = —ga1€_Zt - aage‘“ - §a1a§e‘2t ~ 108 ase 8 — Ea%e‘“
2 2
5t~ 4 _-5¢
27a1aze + 81a e

G6zime devam  edilrse  bir sonraki yakinsamada  ¢6zUmde
w®(t,a) =w®(t,a) olacagi gorllir. Bu durumda vyaklasik olarak

l/)3(a1' aZ) = W(3) (0; aq, ap, 0) olur.

1 1 1 1

Ys(ag, a;) = —€a1 _aag —§a1a% _m az — 10 a; + - 27 a,a; aag
Kararl manifold (Sekil 2.2) yazilirsa;

1 1 1 1 1 2
S: x5 = _gx12 —axg —;xlxzz —Exg 103523 + 27x1x2 + 81x§ (2.20)

1 1
0 =Xx3 +gx12+5x1x§+ x3 +ax2 (2.21)
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Sekil 2.2. Ornek 2.2 igin kararli manifold

Sistemin kararli manifoldunun hesaplanabilmesi i¢in k tane negatif gercek
kisma sahip 0zdegeri ve n —k tane pozitif gergcek kisma sahip 6zdegeri
olmaldir. n —k > 1 olmak zorundadir. Eger sistem bu sarti saglamiyor ise
kok yerlestirme metodu kullanilarak yapilacak bir durum geri besleme kontrol
ile sistemin kokleri degistirilebilir. Béylece sistemde uygun boyutlu kararl bir
manifold olusturulabilir.

2.1. Lemma [35]

Tek girigli dogrusal olmayan bir sistem ele alinsin.

x=f(x)+bu (2.22)
Dogrusallastinimis sistem asagidaki gibi olacaktir.

X =Ax+ F(x) + bu (2.23)
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Eger (A,b) ikilisi kararh kilinabilir ise, durum geri besleme kontrolct ile
dogrusal olmayan sistem Es. 2.22 icin (n—1) boyutlu kararli manifold

olusturulabilir.

Ispat [35]

Es. 2.22 icin kontrol terimi u = u; + u, seklinde iki pargaya ayrilabilir.

x = f(x) + buy + bu, (2.24)
Sistem dogrusallastirilirsa;

X = Ax + F(x) + buy + bu, (2.25)

(4, b) ikilisinin kararli kilinabilir olmasi kosulu ile u; = —KTx gibi bir durum

geri besleme kontrolct olsun. Bu durumda
x = (A—bKT)x + F(x) + bu, = Ax + F(x) + bu, (2.26)
olur.

% = Ax + F(x) + bu, sisteminde x = Ax + F(x) icin Teorem 2.1’e gore

(n — 1) boyutlu kararli manifold hesaplanabilir. [
2.3. Ornek
Asagidaki tek girigli dogrusal olmayan sistem distnulstn.

5C1=2x1+u

Xy =X, + X3 +x2+u (2.27)

Sistemin denge noktasi orijindedir. Sistem dogrusallastirilarak x = Ax + F(x)

matris formunda yazilirsa;

R ER FH T A (2.28)
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Kararli manifoldun hesaplanabilmesi icin sistemin denge noktasinda eger
noktasi olusmalidir. Yani sistemin en az bir kokid pozitif olmalidir. Sistem

Lemma 2.1’e gbre dizenlenirse;
X = Ax + F(x) + buy + bu,

Burada u; = —KTx gibi bir durum geri besleme kontrolcl, u, ise sistemi
kararli hale getirirken kullanilacak olan herhangi bir kontrolctdir ve kararli
manifold hesabina bir etkisi yoktur.

% = (A—bKT)x + F(x) + bu, = Ax + F(x) + bu,

Sistemin kéklerini -2, 1 yapacak sekilde bir durum geri besleme kontrolci igin

kazang matrisi hesaplanirsa KT = [4 0] ¢ikar ve sistem agagidaki hali alir.

[X1]:[:421 (1)]“[ . ]+[ﬂuz (2.29)

Xy x5+ x3
Sistemin koklerini diyagonal hale getirmek igin z = T~x dontsimu yapilirsa;
T AT =A,; T"'b=b,

Burada 4 = [:2 O] VA, = [_02 (1)] veb = b, ise

Sistemin dogrusal olmayan F(x) vektori icinde koordinat déndsimi

yapilirsa;

3

G(z) =T F(Tz) = [—S{Zf 4 (221 B l22)2}]
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Sistem yeni koordinat sisteminde yazilirsa;
0

B =10 Ut osfo @ -20))

Kararl manifold hesaplanirsa;

-2 0 0

41 50 = e -

3

v =14 Y vo=[ 9.

Es. 2.13 genel olarak asagidaki gibi yazilabilir.

wk (¢ q) =

£ a0 Lol

Ardisik yaklagim metodu ile integral denkleminin ¢6zUmU yapilirsa;

16 5, 1 3

8
Stz =171 + 073 +—z1 (2.30)

225
Sistem x = Tz koordinat dénisimu ile orijinal koordinat eksenine gevrilir.

Z1 = X1, Zy = 4x1 — 3x,

. - _ 16 2,1 3, 8 4
S: o(x,t) = 3x, Axy + Xy o Xg X (2.31)

Bu durumda sistemin kararli manifoldu Sekil 2.3’te gdsterildigi gibi olur.
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Sekil 2.3. Ornek 2.3 igin kararli manifold
2.2.Yuksek Mertebeden Kayan Kipli Kontrol

Yiksek mertebeden kayan Kkipli kontrol, klasik kayan Kkipli kontrol
yaklagiminin kayma ylzeyinin zamana gbére yidksek mertebeden tirevi
Uzerinde genellestiriimis halidir. Bu kontrol yaklagsiminda orijinal kayan kipli
kontrol yaklasimin sagladigi avantajlar korunurken ayni zamanda olusan
catirti etkisini ortadan kaldinlabilir. Ayrica c¢atirtidan kaginirken meydana

gelebilecek hassasiyet kaybinin da éntne gegilebilir [41].

Kayma derecesi, kayma ylzeyi o(x) = 0 Uzerindeki hareket kisitlari ile iligkili
dinamiklerin dizgUnlik derecesini belirler. Tez butinligddnt korumak
amaciyla yiksek mertebeden kayan kipli kontrol ile ilgili bazi tanimlamalar ve
kabuller asagida verilmektedir.

2.6. Tanim

Sinirh manifold ¢ = 0’in tam olarak Gzerinde olan her harekete ideal kayma
denir [18].
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2.7.Tanim

Sinirh manifold ¢ = 0’In yakin komsulugunda meydana gelen her harekete

gercek kayma denir [18].
2.8.Tanim

Kayma derecesi r, toplam surekli tlirev sayisi olarak tanimlanabilir. r’inci
dereceden kayma seti, kayma ylzeyi ile asagidaki esitlik yardimi ile
iliskilendirilebilir [20].

c=6=6=-=00"V=0 (2.32)

Yukaridaki sarti saglayan hareket, a(t,x) = 0’a gbre r’inci mertebeden kayan

Kip olarak adlandirilir [20].

Yiksek mertebeden kayan kipli kontrol uygulamalarinda temel sorun bilgi
talebinin artmasidir. Yani r’inci mertebeden kayan kipli kontrolcl i¢in kayma
ylzeyinin (r —1)’'inci mertebeye kadar zamana goére tlrevlerine ihtiyag
vardir. Ancak bazi ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmalari bu
ihtiyaci azaltan nitelikte olduklari icin uygulamalarda bu tip ikinci mertebeden

kayan Kipli kontrolctler tercih edilmektedir.
2.3. ikinci Mertebeden Kayan Kipli Kontrol

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol, yiiksek mertebeden kayan Kkipli
kontrolcller arasinda daha basit ve anlagilabilir olmasi sebebiyle en ¢ok
kullanilanidir. Ozellikle burulma kontrolcii ve siiper burulma kontrolcii gibi

algoritmalar tercih edilmektedir.

ikinci mertebeden kayan kipli kontrolde, klasik kayan kipli kontrolden farkli
olarak kontrol ¢abasi, kayma yuzeyinin ikinci turevi ¢’in isareti ve blayUukliga
ile dogrudan iligkilidir.
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Asagidaki gibi tek girisli dinamik bir sistem diagsunulsin.
x =a(x,t)+ b(x, t)u, og=o0(tx) (2.33)
Verilen oy, G4, G, ve ® pozitif sabitleri icin agagidaki kabuller yapilsin [18].

(1) Es. 2.33’te belirtilen sistem igin |u| < & kabul edilsin. Burada ¢ > 1
olan bir sabittir. x € X olsun. Burada X dizgun, sonlu boyutlu bir
manifold olarak kabul edilir. Esitlik 2.18nin ¢dziminde bdtin t

zamanlari icin u(t) sureklidir ve |u| < ¢ esitligini saglar.

(2) Herhangi bir sdrekli u fonksiyonu ig¢in u,’in var oldugu ve her t;
zamaninda |u| > u; sartini sagladigi kabul edilsin. Bu durumda her
t >ty icin a(t)u(t) > 0 olur.

(3) Eger |o(t,x)| < gy ise, gy, Gy, G, ve u, pozitif sabitleri vardir. Burada
uy <1 olur. Her u igin 0<G; < % < G, sarti saglanir ve |u| > u,

esitsizligi a(t)u(t) > 0 sartini saglar. Burada {t,x,u:|o(t,x)| < 0o}
seti, dogrusallik bdlgesi olarak adlandirilir.

(4) Dogrusallik bélgesinde her x € X ve u igin pozitif sabit ® vardir ve
asagidaki esitsizligi saglar. Burada x € X ve u birinci kabulde
aciklanmistir.

2 6t x,u) + = 6(t,x,u)(a(x, £) + b(x, )| < @ (2.34)

Burada x € R™ durum degiskeni ve u € R! kontrol girisidir. a(x,t) € R" ve
b(x,t) € R™ ise durum uzay! matrisleridir. o(t,x) ise kayma ylzeyini ifade
etmektedir.
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Bagil dereceye gore sistem iki farkli durumda incelenebilir [15].

» Durum 1: bagil derece r = 1, yani %a‘ #0

» Durum 2: bagil derece r = 2, yani %a‘ =0, :—uc'r’ #0

Durum 1: Bagil derece r =1 ise kayma ylzeyini zamana goére birinci

tirevinde kontrol terimi sifirdan farkhdir. Yani eger ¢’in kontrol girisine gdre
threvi alinirsa ;—ud # 0 olur. Bu ylzden kayma yuzeyinin zamana gore ikinci

tirevinde kontrol giriginin tarevi u(t) vardir.

Bu durumda kontrol problemi birinci mertebeden kayan kipli kontrol metodu
kullanilarak da rahathkla ¢ézllebilir ancak kontrol girisindeki c¢atirtidan
kacinmak icin ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kullanilabilir. Bu durumda
u(t) bir birinci mertebeden dinamik sistemin ¢ikisi ve kontrolinin zamana

g6re tarevi u(t) ise yardimci kontrol olarak kabul edilir [18].

Yardimci kontrol u(t) sureksizdir ve kayma yuUzeyinin degerini sifira dogru
yonlendirirken ikinci mertebeden kayan kipli kontrol kayma yUzeyinin degerini
sifirda tutar. Boylece sistemin kontrol girisi u(t) sdrekli olur ve u(t) 'de

olusacak olan catirti engellenir [18, 41].

Kayma ylUzeyinin zamana gore birinci ve ikinci tirevleri yazilirsa;

¢ =2 0(t,x) +—o(t,0)alt, x) + b(t, u(®)] (2.35)
G = @1(t,x,u) + y,(t, x)u(t) (2.36)
Burada

1(t,20,u) = =6 (t, 2, 1) + == 6 (t, x,w)a(t, x) + b(t, Vu(t)] (2.37)

vi(t,x) = % a(t,x)b(t, x) (2.38)
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Durum 2: Bagil derece r =2 ise kayma ylzeyinin zamana g0re birinci
tirevinde kontrol terimi sifirdir. Kayma ylzeyinin zamana gére ikinci
tirevinde sifirdan farkli bir u(t) kontrol terimi vardir. Bu durumda kontrol
direkt olarak ¢’1 etkilemez ama &’ etkiler [41].

Kayma ylzeyinin zamana gore birinci ve ikinci tlrevleri yazilirsa;

g = %J(t, x) + :—xa(t, x)a(t,x) (2.39)
G = @a(t, x,u) + v (¢ x)u(t) (2.40)
Burada

@, (t,x) = %J’(t, x,u) + :—xa'(t, x,u)a(t,x) (2.41)
Y2(t,x) = = 6(t,x,1b(t,x) (2.42)

Burada y,(t,x) # 0 olmaldir.
Bu durumda kontrol sinyali u(t) streksizdir.

Her iki durum icin de kararli hale getirilecek sistemin yapisi aynidir. Bu

ylzden iki durum icinde asagidaki gibi bir stabilizasyon problemi ele alinabilir.

i) =o(t,x)
y1(t) = y,() (2.43)
Y2(t) = @n +y(t, x)v(t)

Durum 1;
on = @1(t, x,u) (2.44)

v(t) = u(t) (2.45)
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Durum 2;
¥n = 2(t, %) (2.46)
v(t) = u(t) (2.47)

Burada ¢,, ve y(t, x) asagidaki gibi pozitif sabit sayilar ile sinirlandirilabilir.
lpnl < @ (2.48)

ikinci mertebeden kayan kipli kontrol yaklasiminda kullanilan “Burulma
Algoritmasi” ve “SlUper Burulma Algoritmasi” asagidaki bdlimlerde

6zetlenmektedir.
2.3.1. Burulma algoritmasi

Burulma algoritmasina gore tasarlanan kontrolcu, ikinci mertebeden kayan
Kipli kontrolct algoritmalarinda en ¢ok kullanilanidir. Bu kontrolctude sistem
o0¢ durum uzayinda orijin etrafinda helezonlar gizer (Sekil 2.4). YorGngeler

sonlu zamanda orijine yakinsarken sonsuz sayida dongu gerceklestirirler.

)Q\}’2=f.3r

=
4
&
II
YQ

-

Sekil 2.4. Burulma algoritmasi faz dizlemi yérangeleri [18]
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2.2. Teorem [18]

(1), (2), (3) ve (4) numarah kabuller altinda asagidaki Es. 2.50 ile belirtilen

burulma kontrolcu ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmasidir.

—u ; lul > 1
u={-Vpsgn(y1); »y.<0, [ul<1 (2.50)
—Vusgn(y1) ; y1y2 >0, [ul <1

Kayma yuzeyinin sonlu zamanda yakinsamasi icin kontrol algoritmasindaki

parametreler asagidaki sartlari saglamalidir.

Vu >V (2.51)
G

Vi > 4@ (252)

v, > ;i (2.53)

G Vy — P > GV, + @ (2.54)

Ispat

Teoremin ispati [18]'de verilmektedir. (]

Benzer bir sekilde bagil derecesi 2 olan sistemler iginde asagidaki kontrol
kurall kullanilabilir [41].

—Vusgn(y1);  y1¥2 < 0}
_ 2.55
{_VMSQn(}ﬁ)F Y1Y2 >0 ( )

2.3.2. Super burulma algoritmasi

Bu algoritma bagdil derecesi bir olan sistemler igin ¢atirtiyr dnlemek amaci ile
gelistirilmigtir. Bu kontrolciide de burulma algoritmasinda oldugu gibi
ybringeler orijin etrafinda helezonlar cizerek yakinsar. Ancak surekli olan
kontrol terimi iki parcaya bdlinmustir. Bunlardan biri zamana gbére tdrevli
sureksiz bir fonksiyon ile tanimlanirken, digeri kayma yuzeyinin sirekli bir

fonksiyonudur.



28

Super burulma algoritmasina gére tasarlanan kontrolcide kayma ylzeyi ve
kayma yUzeyinin tOrevinin olusturdugu ydringelerin ¢0¢ durum uzayinda

davranigi burulma kontrolctdeki yoriinge davranisina benzerlik gdsterir.

AJE:‘T

y1=0

Te
Y

a
\

Sekil 2.5. SUper burulma algoritmasi faz diizlemi yéringeleri [18]
2.3. Teorem [18]

(1), (2), (3) ve (4) numarali kabuller altinda asagidaki Es. 2.56 ile belirtilen
stper burulma kontrolcU (super twisting controller) ikinci mertebeden kayan

Kipli kontrol algoritmasidir.

u(t) = uqg (t) + uy(t) (2.56)

. _{~u ; lul > 1

H(t) = {—asgn(yl): lul < 1} (2.57)
_ (AaolPsgn(y); Iyl >ap

120 _{ =AUy lPsgn(y);  |yil < 0 } (2.58)
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Kontrol algoritmasindaki parametreler asagidaki sartlari saglamalidir.

a>% (2.59)
@ <y 260
0<p<05 (2.61)
Ispat

Teoremin ispati [18] ve [20]'de veriimektedir. (]

Es. 2.33'deki gibi kontrol edilmis sistem dogrusal olarak u’ya bagh
oldugunda, kontrollin sinirlandiriimasi gerekmez ve g, — oo olur. Bu durumda

kontrol kurali agagidaki gibi basitlestirilebilir [20].

u = —Ay;|’sgn(y,) +u, (2.62)
uy = —asgn(y,) (2.63)
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2.4. Yontemin Matematiksel Modele Uygulanmasi
Asagidaki gibi bir matematiksel model ele alinsin.

561 = —Xl + Zu
XZ = _xZ +u (264)

X, = 3x3 +x3 —x% +3u
Sistemin denge noktasi orijindedir.

Sistem x = Ax + F(x) + bu matris formunda yazilirsa;

X1 -1 0 0 0 2
X=10 -1 0|x+ 0 +|1|u (2.65)
X3 0 0 3 x3 — x2 3

Kayma ylzeyi Teorem 2.1’de ele alinan kararli manifold yéntemi ile
hesaplanirsa;

1 1
a(t,x) = x5 +gx13 —gxzz olur.

Karsilagtirima yapilabilmesi igin sistem x! = [-3 4 8] baslangic kosulu
icin t =10 saniye sdre ile 0.001 zaman arahgdi kullanilarak, kayan Kkipli
kontrolct, burulma kontrolct ve stper burulma kontrolct algoritmalarina gére
ayr ayri incelenmektedir.

Kayan kipli kontrolci kullanilirsa kontrol girisi asagidaki gibi iki kisimdan

olusur.
U = Ugg + Uy (2.66)

Kayma ylzeyinin zamana go6re tlrevinden sistemi kayma yUzeyine

ybnlendirecek esdeger kontrolct elde edilir.

: 1 3 2
d(t, x) = 3x3 +Ex13 - gxzz + U (3 + x? — Exz) olur.
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a(t,x) = 0igin;
1.3 3 2
3X3+EX1—EXZ
Upg = ———5>— 2.67
4 3+x2-2x, (2.67)

5

Kontrol giriginin ikinci kismi ise sistemi kayma yilzeyi Gzerinde tutacak

sekilde asagidaki gibi segilirse;

u, = —ksgn(o) (2.68)
k =0.5.

™
o)

Sistemin durum degiskenleri (Sekil 2.6), kontrol gabasi (Sekil 2.7) ve kayma
yUzeyinin degerinin degisimi (Sekil 2.8) asagidaki gibidir.
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Sekil 2.6. Sistem durum degiskenleri (Kayan kipli kontrol)
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Sekil 2.7. Kontrol cabasi (Kayan kipli kontrol)
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Sekil 2.8. Kayma yuzeyinin zamanla degisimi (Kayan kipli kontrol)
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Sistemin bagil derecesi birdir. Sistem Es. 2.43’e gbre dizenlenirse;

y1(t) = x5 +%x13 —éx%
y1(t) = y,(t) = 3x5 + éxf’ — %xzz +u (3 + x? —%xz) (2.70)

y2(t) = 9x3 +%x13_—§x§+u(9+x12+4x1—§x2—§u)+u(3+x12—§x2)

Bu durumda;
O = 93 +§xf—§x§+u(9+xf+4x1—§x2—%u) (2.71)
y(t,x) =3+ x% - %xz olur. (2.72)

Sisteme Teorem 2.2'ye gbre kontrol parametreleri V,, =8 ve V, =14
secilerek burulma kontrolci algoritmasi uygulanirsa sistemin  durum
degiskenleri (Sekil 2.9), kayma ylzeyi ve tirevinin faz dizleminde degisimi
(Sekil 2.12) ve kontrol ¢cabasi (Sekil 2.13) asagdidaki gibi olur.

t (zaman,sn)

Sekil 2.9. Sistem durum degiskenleri (Burulma algoritmasi)
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Sekil 2.10. Kayma ylzeyinin (y;) zamanla degisimi (Burulma algoritmasi)
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4

Sekil 2.11. Kayma ylzeyi tlrevinin (y,) zamanla degisimi

(Burulma algoritmasi)
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Sekil 2.12. Kayma yuzeyi (y;) ve tlrevinin (y,) faz diizleminde degisimi

(Burulma algoritmasi)

0.8
0.6
0.4}
2
0
0.2
0.4

1816 [01u0Y ()N

)

t (zaman,sn
Sekil 2.13. Kontrol cabasi (Burulma algoritmast)
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Sekil 2.15. Sistem durum degiskenleri (Stper burulma algoritmasi)
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MIEELY)

10

t (zaman,sn)

Sekil 2.16. Kayma ylzeyinin (y,) zamanla degisimi (Super burulma

algoritmasi)

20

MIEELD)

10

t (zaman,sn)

Sekil 2.17. Kayma ylizeyi tlrevinin (y,) zamanla degisimi (Stper burulma

algoritmasi)
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Sekil 2.18. Kayma ylzeyi (y,) ve tlrevinin (y,) faz dizleminde degisimi

(SUper burulma algoritmasi)
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Sekil 2.19. Kontrol ¢cabasi (Stper burulma algoritmasi)



39

u(t) kontrol girisi

1
t (zaman,sn)

Sekil 2.20. Kontrol ¢cabasi (Stper burulma algoritmasi icin 0-1.6 saniye
arasi yakinlastiriimis)

Benzetim sonuclar incelendiginde sirasi ile kayan kipli kontrol (Sekil 2.6),
ikinci mertebeden kayan kipli kontrol algoritmalarindan burulma kontrol (Sekil
2.9) ve suUper burulma kontrol (Sekil 2.15) algoritmalarina gore sistemin
dinamik davranisi gériilmektedir. Uc yaklasimda da dért saniye sonra

sistemin batin durum degiskenleri denge noktasinda kararli hale gelmistir.

Kayan Kipli kontrolct igin kontrol ¢abasi (Sekil 2.7) ve kayma ylzeyinin
zamanla degisimi (Sekil 2.8) incelenirse sistem saniyenin onda biri kadar bir
slrede ulagsma asamasini tamamlayarak kayma yutzeyine gelmektedir. Bu
andan sonra kontrolcl sitemi kararli halde tutabilmek icin anahtarlama
yaparak sabit genlikte ylUksek frekansli ¢atirtiya sebep olmustur.

Burulma kontrol ve stper burulma kontrolde ise sistem kayma ytzeyine daha
yumusak hareketlerle ulagsmakta, bu esnada ise kayma yuzeyi ile kayma
ylzeyinin tdrevi faz dizleminde burulma hareketi gerceklestirerek sifira
yaklasmaktadir. Bu davranig burulma kontrol i¢in Sekil 2.12, stper burulma
kontrol icin Sekil 2.18'de gorulmektedir.
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Burulma kontrol (Sekil 2.13) ve stper burulma kontrol (Sekil 2.19) icin kontrol
¢abalan incelendiginde kayan Kipli kontrolde olusan catirtinin burulma
kontrolde olduk¢ca azaldigi, sOper burulma kontrolde ise yok oldugu

gbrulmektedir. Ancak kontrol cabasinda genlikler artmaktadir.

Super burulma kontrolde kontrol sinyalinin bir saniye sonra sifir oldugu ancak
sistemin  durum degigkenlerinin dort saniyede Kkararli hale geldigi
gorulmektedir. Goézlemlenen bu davranis kayma ydzeyi olarak kararh
manifold secgilmesinden kaynaklanmaktadir. Kararli manifold sistemin kendi
dinamik yapisina gére tasarlandidi icin sistem kayma yUzeyi Gzerinde kararli

bir davranig gésterme egilimindedir.

Sonu¢ olarak agikga gorildaga gibi sistemin cevabinin ayni kalmasina
ragmen kontrol cabasi ve kayan Kipli kontrolde olugan catirti burulma

kontrolcU ve super burulma kontrolcu ile birlikte gittikge azalmaktadir.

2.5. Boliim Ozeti

Bu bdélimde degisken yapili kontrolde kayma ylzeyi tasarimi igin alternatif bir
yontem olarak kararli manifold teoremi O6nerilmigtir. Catirtiyr azaltmada
kullanilacak degisken yapil kontrolcU olarak ise ikinci mertebeden kayan kipli
kontrol ele alinmigtir. Kararli manifoldun kayma yuzeyi olarak kullaniimasi ve
ikinci mertebeden kayan Kkipli kontrol konularn hakkinda yapilmis cesitli
calismalar mevcuttur. Ancak daha Onceki calismalardan farkli olarak
dogrusal olmayan sistemlerin kararli hale getirilmesi icin ilk kez kararl
manifold Uzerinde ikinci mertebeden kayan Kipli kontrol yéntemi énerilmistir.

Bolim igerisinde yontemin uygulanmasi ile ilgili 6rnekler verilmigtir.
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3. KAYAN SEKTOR KONTROL

Degisken yapili kontrol yénteminde sistem énceden tanimlanmig bir kayma
manifoldu GOzerinde kontrol edilmektedir. Bu sayede sistem, ulasma
asamasinda kayma manifolduna geldikten sonra anahtarlama asamasinda
belli tardeki belirsizlikler ve bozucu dis etkenlerden bagimsiz bir sekilde
kontrol edilebilir. Kayan kipli kontrol bu 6zelligi ile kararlihk ve gurbuzlik
acisindan oldukga avantajl olsa da anahtarlama agsamasinda meydana gelen
yuksek frekansli ¢atirtidan dolayi, kontrol edilen sistemde yorulma ve sistem
6mrinde kisalma gibi istemeyen sonuglar meydana gelmektedir. Catirtinin
azaltilmasi igin birgok calisma yapilmistir. Ancak catirti azaltilirken sistemin
kararliligi ve gurb0zIUigu de azalmaktadir.

Tek girigli sistemlerde sistemin kararliligindan 6din vermeden catirtiy
azaltmak ya da yok etmek icin kayan sektdér kontrol metodu gelistirilmistir.
Kayan sektdr kontrol yénteminde kullanilan birkag farkli degisken yapih
kontrolcl olmasina ragmen temelde hepsi sistemi kendi dinamikleri yardimi
ile tOretilen kararli bir kayma sektorU igerisine ydnlendirerek bu sektor
icerisinde kontrol eder. Halen gelistiriimekte olan bir yéntem oldugu igin
yapilan calismalarin sayisi kayan kipli kontrol metoduna oranla daha azdir.
Ancak basta Furuta ve Pan’in c¢alismalari olmak (zere literatlirde cesitli
calismalar mevcuttur [11-13, 25-30, 39].

Furuta ve Pan caligmalarinda dogrusal sistemler icin kayan sektér metodunu
tasarlamig, cebirsel Ricatti denklemi kullanarak surekli zaman ve ayrik

zaman degigken yapih kontrolculer gelistirmiglerdir [11, 13].

Yontemin ilk deneysel uygulama dairesel hareketler yaparak calisan bir ters
sarka¢ sistemidir ve literatire “Furuta sarkaci” olarak gecmistir. Pan ve
arkadaslari bir gcalismalarinda kayan kipli kontrol ile kayan sektér kontrol
metotlarini  karsilagtirarak kayan sektdér ydntemini Furuta sarkacinin

kontrolinde kullanmiglardir [13].
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Suzuki ve arkadaslari calismalarinda durum degiskenlerine bagh kayan
sektér tasarimi yaparak Furuta sarkacini kontrol etmis ve deneysel sonuglar
ile  benzetim sonuglarini  karsilastirmiglardir.  Ancak calismalarinda
kullandiklari kontrolcide degisken ylzey edimlerini hesaba katmamislardir
[39].

Pan ve arkadaslar ise dogrusal olmayan sistemler igin diferansiyel Riccati
denkleminden faydalanarak zamanla degisen dogrusal olmayan sektér
tasarimi yapmislardir. Geligtirdikleri sektérii kullanarak sistemdeki parametre
belirsizliklerinin de Ustesinden gelecek kayan sektdér kontrol algoritmasi
tiretmiglerdir [25].

Bu boélimde o6ncelikle dogrusal sistemler icin kayan sektér kontrol
anlatiimistir, daha sonra dogrusal olmayan sistemler icin dogrusal olmayan,
zamanla degisen kayan sektdr konusuna deginilmistir. Son olarak, dogrusal
olmayan sistemler igin degisken ylzey edimleri de hesaba katilarak durum
degiskenlerine bagh dogrusal sektér tasarimi ile kayan sektér kontrol ydontemi
tiretilmis ve belirsizlik iceren sistemler icin de gelistirilmigtir. Durum
degiskenlerine bagl kayan sektdr tasarimi  konusunda Ozcan’inda
calismalari mevcuttur. Ozcan calismasinda yiizey egimlerindeki degisimi de
g6z dndnde bulunduran durum degiskenlerine bagl kayan sektér kontrolcl
tasarlamigtir [24]. Ancak teoremlerde ve ispatlarda eksiklikler bulunmaktadir.
Eksikliklerin kapatilabilmesi amaciyla gerekli teoremler yazilip ispatlar

yapilarak bu bélimde tekrar ele alinmaktadir.

Bolim iginde anlatimlar &rnekler ile desteklenmistir. BolUm sonunda ise
Onerilen yontemler fiziksel bir 6rnek Uzerine uygulanarak kayan Kipli kontrol

metodu ile kargilastiriimaktadir.
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3.1. Dogrusal Sistemler icin Kayan Sektér Kontrol
Dogrusal, zamanla degismeyen, tek girigli strekli bir sistemi ele alinsin.
x(t) = Ax(t) + bu(t) (3.1)

Burada x(t) € R™ ve u(t) € R! olup sirasi ile durum ve giris vektorleridirler. A

ve b ise uygun boyutlarda sabit matrislerdir ve (4, b) ¢ifti kontrol edilebilirdir.
3.1. Tanim [13]

Sistemin P-norm’u asagidaki sekilde tanimlansin.

lxllp = xTPx)Y?, x € R™ (3.2)
Burada P € R™*" olup pozitif taniml simetrik bir matristir.

P-norm’un karesi Lyapunov fonksiyonu olarak kabul edilirse;

L(t) = ||x]|2 = xTPx >0, Vx ER™, x # 0 (3.3)

Eger Es. 3.1’de verilen otonom sistem kuadratik kararli ise pozitif tanimh

simetrik bir P matrisi ve pozitif yari tanimli simetrik bir R matrisi vardir.

R=CTC
L(t) = xT(ATP + PA)x < —x"Rx, Vx € R" (3.4)

Burada P € R™™ R € R™", C € R, 1> 1 olup (C,A) ikilisi gbzlenebilirdir.
Bu durumda sistemi durum uzayinda iki pargaya ayirmak muumkuinddr.
Sistemin bir parcasi x € R™ nin bazi elemanlari i¢in L(t) > —xTRx sartini
saglar, diger pargasi ise x € R™ nin diger elemanlari icin L(t) < —xTRx sartini
saglar. L(t) < —xTRx sartini saglayan elemanlar, P-norm degerinin sifir
kontrol girisi ile azaldigi 6zel bir alt grup olustururlar. Bu alt grup PR-kayma

sektord olarak tanimlanir.
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3.2. Tanim [13]
R™ nin alt kimesi olan PR-kayma sektdri tanimlanirsa;
S = {x|xT(ATP + PA)x < —xTRx,x € R"} (3.5)

Burada P € R™™ pozitif tanimli simetrik bir matris, R € R™*" ise pozitif yar
taniml  simetrik bir matristir. R =CTC,C € R™"1>1 olup (C,A) ikilisi

gbzlenebilirdir.

Es. 3.1de tanimlanan sistemin P-normu, PR-kayma sektorl igerisinde sifir
kontrol girisi ile azalir. Es. 3.3'de tanimlanan Lyapunov fonksiyonu ise

L(t) < —xTRx <0, Vx € S sartini saglar.

Bu sekilde tanimlanan PR-kayma sektort higbir zaman bos kiime degildir.
Gunkl en azindan sifir durumu yukarida esitsizligi saglar ve sifir durumu PR-

kayma sektorl iginde yer alir.
3.1. Teorem [13]

Es. 3.1 gibi tanimlanan herhangi bir sistemin sifir kontrol girisine sahip
oldugu kabul edilsin. Bu sistemin, Tanim 3.2’deki gibi tanimlanan herhangi bir
pozitif tanimli simetrik matris P ve pozitif yar tanimli simetrik matris R i¢in Es.
3.4’teki gibi tanimlanan bir PR-kayma sekt6rl vardir ve bu sektér asagidaki
formda yeniden yazilabilir.

S = {x]s2(x) < 62(x),x € R"} (3.6)
Burada;

s?2(x) =xTPjx > 0, (3.7)
5%(x) = xTP,x > 0, (3.8)

P, ve P, pozitif yari tanimli simetrik matrislerdir.
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Ispat [13]
Q =ATP + PA + R olsun.

Daha sonra Es. 3.5te tanimlanan PR-kayma sektorl asagidaki esitlik
yardimi ile hesaplansin.

xTQx <0 (3.9)
Q matrisi icin gercek ortagonal bir U € R™*™ matrisi vardir.
UTQU = diag(ry, 12, ., Tyy) (8.10)

Burada r;(i = 1,2, ...n), Q matrisinin 6zdegerleridir. @ matrisi simetrik matrisi

oldugu igin batin kokler gergektir.

5 . Iril47y Ir2l47 Irnl+mm
P1=dlag( T ,

P, = diag (02, 22 | InEm) olarak kabul edilsin.

Yani P, ve P, sirasl ile Q matrisinin pozitif ve negatif 6zdegerlerinden

olusturulmustur. Bu durumda asagidaki kosul gecerlidir.
urQu =P, — P, (3.11)
Burada P; > 0 (i = 1,2). P, = UP,UT, (P; >0, i=1,2) ise Q = P, — P, olur.

Bdylece Es. 3.5'te tanimlanan PR-kayma sektérd, Es. 3.6’daki gibi yeniden
yazilabilir. Bu durum Es. 3.1’deki gibi tanimlanan herhangi bir sistem igin sifir

kontrol girisi ile birlikte PR-kayma sektort oldugu anlamina gelir. ]

n; =rank(P;), (i = 1,2) ve ng =n —n; —n,. ny, ny,ny sirasiyla Q matrisinin

pozitif, negatif ve sifir 6zdegerleri olsun.
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Buna gbre bazi 6zel PR-kayma sektérlerinin oldugu séylenebilir [13].

» Eger n; = 0 ise PR-kayma sektori(S), R™’e esittir.
> Eger n; =n, =1 ise PR-kayma sektorii(S), s(x) ve §(x) seklinde

tanimlanan iki dogrusal fonksiyon ile hesaplanir.
s(x) = Sx = [¢1 €3 ... Culx, (3.12)
6(x) =Dx =[d, d, ... dy]x, (3.13)

S ve D sirasl ile STS =P, ve DTD = P, denklemlerini saglar. PR-kayma

sektdri basitlestiriimis sekliyle asagidaki gibi ifade edilebilir.
S ={x|lsx)| < 16(x)], x € R} (3.14)

> Eger n, =0 ve (n—ny) >0 ise x"P,x =0 hesaplanmas! ile PR-
kayma sektort, PR-kayma yuzeyine indirgenir ve PR-kayma yUzeyinin
boyutu (n — n,)’e esittir.

» Eger n, =n ise PR-kayma sektorl, x =0 olan sifir durumuna

indirgenir.

n, = 1 ve n, # 1 i¢in olusturulan kayma sektértine basitlestiriimis PR-kayma
sektdrl denir. Ozel PR-kayma sektérleri ile ilgili agiklamalar [13]'de ayrintili
olarak verilmektedir.

3.1.1. Basitlestirilmis PR-kayma sektori tasarimi

Dogrusal sistemler icin pratik kayan sektér uygulamalarinda kullanilan sektér
basitlestiriimis PR-kayma sektdridir. Bu sektdrin kullanilmasi tasarimi

basitlestirerek kayma yUzeyinin ve kayma sektéranin dogrusalligini saglar.
3.3. Tanim [13]

Basitlestiriimis PR-kayma sektéri R™'nin alt kiimesi olarak asagidaki sekilde

tanimlansin;
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S ={x||s(x)] <6(x),x € R"} (3.15)

Burada s(x) dogrusal fonksiyon ve &(x) ise §%(x) karesel fonksiyonunun
karekdkuddr ve sirasi ile asagidaki sekilde hesaplanirlar.

s(x) = Sx, S € R (3.16)
6(x) = VxTAx, A€ R™" ve A> 0 (3.17)

Basitlestiriimis PR-kayma sektorinun igcinde P-normu sifir kontrol girigi ile

birlikte azalir ve Lyapunov fonksiyonu L(t)’nin tlrevi asagidaki sarti saglar.

L(t) == (x"(©)Px(1)) = 52(x) — 62 (x) — x" (E)Rx(¢)

< —xT(t)Rx(t), vx(t) €S (3.18)
Burada P ve R matrisleri Tanim 3.2’de verilmistir.

PR-kayma sektéri tasariminda asagidaki cebirsel Riccati denklemin ¢ézimu
Onerilmistir. Boylece sektér parametreleri daha dizglin secilerek daha etkili

bir sektdr tasarimi yapilabilecektir.
ATP + PA—Pbb™P = —(Q (3.19)
Burada Q € R™*" pozitif tanimh simetrik bir matristir.

Es. 3.1'de tanimlanan sistemdeki matrislerden olugan (4, b) ikilisinin kontrol
edilebilir oldugu ve Es. 3.19 Riccati denkleminin P € R™" pozitif taniml
simetrik bir ¢6zUmU oldugu kabul edelsin. Eger P-normu tanimlamak igin

¢6zimden elde edilen P matrisi segilirse;
L) = xT(®)(ATP + PA)x(t) = xT (t)PbbTPx(t) — xT (£)Qx(t) (3.20)

Burada L(t), Es. 3.3'de tanimlanan Lyapunov fonksiyonudur.
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3.2. Teorem [13]

Es. 3.1°deki gibi tanimlanan herhangi bir kontrol edilebilir sistemde, eger
Riccati denklemini pozitif tanimh simetrik ¢6zimU P, P-normu tanimlamak
icin kullanilir ve Tanim 3.2’deki pozitif yari tanimh simetrik R matrisi segcilirse
A= Q — R ve A+ 0 olur. Burada Q € R™*™ Riccati denklemindeki pozitif taniml
simetrik matristir. Es. 3.6'da tanimlanan PR-kayma sekt6ri asagidaki

basitlestiriimis PR-kayma sektdrt olarak yazilabilir.
S ={x||s(x)| <5(x),x € R"} (3.21)
Burada;

s(x) =Sx(t), S=bTP

6(x) =/xT()Ax(t), A=Q—R (3.22)
Ispat [13]

Kontrol girisi u(t) girisi sifira esit oldugu zaman Es. 3.20’ye gére asagidaki
esitlik saglanir.

L(t) = xT(©)PbbT Px(t) — xT () Ax(t) — xT (t)Rx(t)
= s%(x) —6%2(x) —xT()Rx(t) < —xT(t)Rx(t), Vx(t)ES (3.23)

Bu nedenle Es. 3.21 basitlestiriimis PR-kayma sektérinl tanimlar. [ ]

PR-kayma sekt6ri parametreleri olan Q,P,R ve A matrisleri segcilirken
asagidaki siralama takip edilebilir.

1) n X n boyutlu pozitif tanimli simetrik Q matrisi segilir.

2) Pozitif tanimh simetrik matris P, Riccati denklemini ¢dzllerek elde
edilir.

3) Pozitif r sabiti 0 < r < 1 sartini saglayacak sekilde segilir.

4) R=(1-7r)Q ve A=Q — R esitliklerinden R ve A hesaplanir.
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Parametreler bu sekilde secildikten sonra Es. 3.22’den kayma yUzeyi ve

basitlestiriimis PR-kayma sektéri kolaylikla hesaplanabilir.

Ayrica Riccati denklemi kullanilarak tasarlanan PR-kayma sektdri asagidaki

sarti saglar [13].
Sh=bTPb >0 (3.24)
3.1.2. Kontrolcii tasarimi

s2(x) < 6%(x) oldugu zaman, Ornegin PR-kayma sektorinin iginde,
Es. 3.1°deki sistemin P-normu herhangi bir kontrol etkisi olmadan duser. Bu
yuzden degdisken yapili kontroli PR-kayma sektér ile birlikte tasarlamak
uygundur. Bdylece sistem PR-kayma sektérinin digindan igine dogru
degisken yapili kontrol kurali yardimi ile hareket eder ve sektdrin icinde iken
P-norm azalisini saglamak igin kontrol girisine gerek kalmaz. Genellikle
kullanilan kontrol yontemlerinin aksine PR-kayma sektériine dayali degisken
yapili kontrol girisi, sadece sistem PR-kayma sektérinin diginda ise
uygulanir. Buna “tembel kontrol” (lazy control) adi verilir. CUnkl degisken

yapil kontrol girigi sistem sektdr icerisindeyken sifirdir [13].

PR-kayma sekt6rinin sinirlarinda meydana gelen catirtidan kaginmak igin
S; ic sektor ve s, dis sektér PR-kayma sektdrinin alt gruplan olarak

tanimlanir [13].
S = {x|Is(x)| < ad(x),x € R"} (3.25)
S, = {x|lad(x) < |s(x)] < 8(x),x € R™} (3.26)

Burada a, 0<a <1 esitsizligini saglayan pozitif sabit bir sayidir ve
§ =8; US, oldugu acikga gozikmektedir.
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PR-kayma sektord ile degisken yapili kontrolcl tasariminda, sistem sektér
disindan i¢ sektdrin icine dogru hareket ettirilir. Sistem i¢ sektdrin icinde
hareket ettigi stirece kontrol girisi sifirdir ve sistem sektériintn digina ¢ikana
kadar kontrol girisi uygulanmaz. Yani sisteme histerisiz hareketi yaptirilarak
sektérin sinirlarinda meydana gelecek catirtidan kaginilirken, sistemin
kararlihgr da arttinlmis olur. Ayrica sistemin kendi dinamik davranisindan

faydalanildigi i¢in enerji kazanci saglar.
3.3. Teorem [13]

Pozitif sabitler r (0 <r<1) ve @ (0<a<1) igin A=rQ ve R=(1-1)Q
esitlikleri kullanilarak sirasi ile Es. 3.22, Es. 3.25 ve Es. 3.26 ile belirtilen PR-
kayma sektorl, i¢c sektdr ve dis sektdér hesaplansin. Tanimlanan bu PR-

kayma sektéru icin asagidaki gibi bir degisken yapili kontrolct tanimlanabilir.
u(t) = —o(s(x), 6(x))(Sh) " (SAx + Ks(x)) (3.27)

Yeterince buylk bir K degeri igin sistem PR-kayma sekt6riinin disindan ig
sekt6re dogru hareket edecektir ve P-norm degderi her durum icin azalacaktir.

K’ nin degeri asagidaki esitsizlik kullanilarak segilir.

K > max {%,Ko} (3.28)
Burada K, degeri pozitif sabit bir sayidir ve asagidaki esitsizligi saglar.
2Koa?rQ + STSA + ATSTS > 0 (3.29)

o(s(x),8(x)), s(x) ve 8(x)’e bagh bir histerisiz ve 6lu bolgeyi ifade eden

fonksiyondur. o(s(x), 8(x)) pargali fonksiyon olarak ifade edilirse;

O X € Si
O'(S(X), S(x)) = {de{giymez x € SO} (3.30)
1 xX€&S

Sb ise bTPb’ye esittir ve Es. 3.24’e gore tekil degildir.
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Sekil 3.1. Histerisiz+610 bolge fonksiyonu a(s(x), 8(x)) [13]

ispat [13]

P-normun karesi Lyapunov fonksiyonu olarak disundlsin.

L) =|x||2 =xTPx >0, VXER™, x#0 (3.31)

Baslangi¢ kosulunun PR-kayma sektérinin disinda oldugu kabul edilsin. Bu
durumda degisken yapil kontrol asagidaki sekilde hesaplanir.

u(t) = —(Sh)"*(SAx + Ks(x)) (3.32)

Yukaridaki kontrol uygulandiginda dogrusal fonksiyon s(x)’in tlrevi asagidaki

sartl saglar.
5(x) = Sk(t) = SAx(t) + Shu(t) = —Ks(x) (3.33)
Buna goére;
= 5%(x) = 25(0)s(x) = —2Ks2(x) < 0, Vx & §;ve o(s(x),6(x)) =1. (3.34)

Buna gore lineer fonksiyon s(x)’in mutlak degeri azalacaktir. Eger, yeterince
bluylk bir K icin &§(x)’in azalma orani, s(x)’'in mutlak dederinin azalma
oranindan daha yavas ise sistem i¢ sektdriin icine dogru hareket eder ve
sonlu bir zaman iginde sektér icinde kalir.
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Sistem PR-kayma sektoérinin disindan i¢ sektdriin icine dogru degisken
yapili kontrol kurali ile hareket ederken P-norm degeri azalir. PR-kayma
sektérinin Es. 3.21’deki tanimina gbére A=rQ ve R=(1-1r)Q ile

|s(x)| > ad(x) icin Lyapunov fonksiyonunun tirevi asagidaki gibi olur.

L) = xT(t)(ATP + PA)x(t) + 2xT (t)Pbu(t)
=52(x) = 6%2(x) — xT()Rx(t) + 2s(x)u(t)
= —(2(Sh) 71K — 1)s?(x) — 25(x)(SH)"1SAx(t) — 6%(x) — xT(t)Rx(t)
< —(2(SB) 'K — 1)a?6%(x) — 2xT()ST(Sh)"1SAx(t) — 6%(x) — xT (t)Rx(t)
< —=2(Sb) *Ka?6%(x) — 2xT(t)ST(Sh) " 1SAx(t) — xT (t)Rx(t)
= —(Sh) " xT () 2Ka?rQ + STSA + ATSTS)x(t) — xT (t)Rx(t)
< —xT(t)Rx(t), Vx & S; ve a(s(x),6(x)) = 1. (3.35)

Burada Sh = bTPb > 0.

Sistem ic sektdrlin icerisine hareket ettikten sonra PR-kayma sektériinden
disari ¢ikana kadar kontrol girisi u(t) sifirdir. Bu durumda |s(x)| < 6(x) olur

ve Lyapunov fonksiyonunun tlrevi asagidaki gibi olur.

L(t) = s%(x) — §%(x) — xT(t)Rx(¢)
< —xT(t)Rx(t), Vx(t) € S ve a(s(x),6(x)) = 0. (3.36)

Sistem PR-kayma sektérinin disina dogru hareket ederse Es. 3.32'de
belirtilen kontrol girisi sistemi i¢c sektérin icine geri hareket ettirir. Bu sirada
P-norm degeri dismeye devam eder. Bdylece sistem PR-kayma sektdriniin
disindan i¢ sektérin icine dogru hareket ettirilirken, Lyapunov fonksiyonu
durum uzayinda azalmaya devam eder. Bu da sistemin kuadratik kararli

olmasini saglar. [
3.1. Ornek

Bolim 3.1'de Ozetlenen kayan sekitdér kontrolcl tasarimi, asagida

dogrusallastirilmis ters sarka¢ modeline uygulanmaktadir.
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<

NN\

e,
Sekil 3.2. Ters sarka¢ modeli [23].

Sistemin dinamik denklemler asagidaki gibidir [23].

MIf = (M +m)gh —u (3.37)
Mi =u—mg0

&)
w
)

Burada M arabanin kitlesi, m sarkacin kltlesi, g yercekimi ivmesi, [ sarkag
kolunun uzunlugu, 6 sarkacin agisi, x ise aracin yer degistirmesidir ve gerekli

parametrelerin sayisal degerleri asagida verilmistir.
M=2kg, m=01kg, L=05m

Sistem durum uzayinda tanimlanirsa;

X, =60,x,=0,x3 =%x,X, =X

x(t) = Ax(t) + bu(t) olur.

0 1 0 0 0
| M+m)g/ML 0 0 O _|-1/Ml
Burada A = 0 0 0 1 ve b = o | (3.39)
-mg/M 0 0 O 1/M
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PR-kayma sektéri parametreleri Q = 100 X I,y4, v = 0.8, a = 0.5 secilmigtir.

Es 3.11 cebirsel Riccati denkleminin ¢ézimUinden

ATP + PA—Pbb"P = —Q

1.6481
0.3108
0.2686
0.3978

P =103 X

0.3108
0.0678
0.0565
0.0819

0.2686

0.0565
0.1691

0.0930

0.3978

0.0819
0.0930

0.1300

olarak hesaplanir.

Es. 3.21, Es. 3.25 ve Es 3.26 kullanilarak PR-kayma sektorl tasarimi yapilir.

Kontrol kazang katsayisi ise Es. 3.28'den K = 21 segilir.

Sarkac kolu baslangicta disey eksen ile arasindaki a¢i 15 derece olacak

sekilde serbest birakilsin. Sistem 0.01 saniye zaman arahgi ile t = 15 saniye

stre boyunca Es. 3.27'de belirtilen degisken yapili kontrolct kullanilarak

15Xm

Xg = [—; 0; 0; 0] baslangic¢ degeri igin kontrol edilirse;

180

x1 (derece)

x2 (derece/sn)

t (zaman, sn)

Sekil 3.3. Sarkag acgisal konumu(x;) ve agisal hizi(x,)
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t (zaman, sn)

15

10

(anow) £x

(us/enaw) px

t (zaman, sn)

Sekil 3.4. Araba konumu(xs) ve hizi(x,)

(uomman ‘1eAANY) N

15

10

t (zaman, sn)

Sekil 3.5. Kontrol gabasi



P-norm

t(zaman, sn)

Sekil 3.6. P-norm degerinin zamana gbre degisimi

— Kayma yiizeyi
----- Dis sektdr sinirlar
-~ l¢ sektor sinirlan

X B oo Fo—mm— - ———— - -
E |
@ |
|
L e e f
|
|
,,,,,,,,,,,,,, |
|
|
|
,,,,,,,,,,,,,, R
|
|
I N
|
|
|
L
10 15

t(zaman, sn)

Sekil 3.7. Sistemin kayma sektdrl ve kayma yUzeyi fonksiyonlarinin
davranisi

56
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3.2. Belirsizlik iceren Dogrusal Sistemler icin Kayan Sektoér Kontrol
3.2.1. Gurbuz P,R,-kayma sektori tasarimi

Es. 3.1 ile tanimlanan dogrusal sisteme “uyumluluk sartini” (matching
condition) saglayacak sekilde bir belirsizlik etki ederse sistem asagidaki gibi
ifade edilebilir [13].

x=(A+bf)x + gbu (3.40)
Burada f € R¥*", g € R! olarak tanimlidir.

Es. 3.40'de ile ele alinan sistemde f vektérinin normu bilinen bir pozitif F
sabiti ile sinirl olsun ve g yine bilinen bir pozitif g, sabiti ile alt sinirli, g,qx

pozitif sabiti ile de Gst sinirl olsun [13].
Buradan,
IfIl <Fveo<gmn<9<=< Imax (3.41)

ifadeleri elde edilir. Bozucu genliginin geometrik ortalamasi,

9 = \/Gmin Gmax (3.42)
seklinde olur ve asagidaki esitsizlikler saglanir.

Br<g/g<B (3.43)
P1<g/g<Pp (3.44)

Burada g pozitif sabiti

B = [Imax (3.45)

Imin

seklinde elde edilir.
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3.4. Tanim [13]

Es. 3.40 ile belirtildigi gibi belirsizlik iceren dogrusal sistemler i¢in P,R,-kayma
sektoérl asagidaki gibi tanimlanabilir.

Sy = {x|xT@®)((A+ b)TP + B.(A + bf))x(t) < xT ()R x(t), x € R"} (3.46)

Burada, R, € R™™ ise pozitif yari tanimh simetrik bir matristir.
R, =C"C,C, € R 1>1 olup (C,,A) ikilisi gézlenebilirdir. P. € R™" ise

pozitif tanimli simetrik matristir ve P-norm taniminda kullanilir.

xllp, = VT (&) P-x(t) (3.47)

Etki eden belirsizlige ragmen sistemin P-normu, sistem P,R,-kayma sektori

icerisindeyken herhangi bir kontrol girisi olmadan azalir.

Sektér tasariminda kullanilan parametrelerden biri olan B. Es. 3.19 cebirsel
Riccati denkleminin ¢6zimunden elde edilir. Belirsizlik iceren sistemler icin
direkt olarak gurbliz P,R,-kayan sektdri tasarlamak zor olabilir. Bu ylzden
PR-kayan sektér ile gurbiz P(R,-kayan sektér arasindaki iliski gz éninde
bulundurularak etki eden belirsizlige gére bir sektdér tasarimi yapmak daha
dogru olacaktir.

3.4. Teorem [13]

4r
(1-1)?

v2Q > F?I, (3.48)
Burada I,,, sistem boyutlari ile ayni boyutlu n x n birim matris, F belirsizligi
ifade eden f parametresinin sinirl, r sektér parametrelerini hesaplarken
kullanilan 0 < r <1 araliginda pozitif bir sabittir. y ise 0 <y <1 araliginda

secilen pozitif sabit bir sayidir.
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Eger Es. 3.48 ile belirtilen pozitif tanimli simetrik bir Q matrisi var ise P, ve R,

asagidaki gibi olur.
P.=P (3.49)
R, =1 —-v)R (3.50)

Es. 3.49 ve Es. 3.50ye gore Es. 3.1'deki sistem igin yapilmis bOtin
tasarimlar Es. 3.40'da verilen belirsizlik ve bozucu igeren sistem icinde
kullanilabilir. Burada P cebirsel Riccati denkleminin ¢ézimU, R ise

R = (1 — r)Q seklinde hesaplanan PR-kayma sektori parametresidir.
Ispat [13]

Sistem PR-kayma sektdrindn igerisinde iken |s(x)| < 6(x) sarti saglanir. Bu
durumda P-normun karesinin zamana gore tlrevi sifir kontrol girisi ile birlikte

asagidaki gibi olur.

, d o

L) = - (xT(®PBx(@)) = = (xT(©OPx(D))
=xT(t)(ATP + PA)x(t) + 2xT (t)Pbfx(t)
=52(x) — 86%2(x) — xT(t)Rx(t) + 2s(x) fx(t)

< —xT(®)Rx(t) + 28 (x)/xT (&) fTfx(t)
< —xT(t)Rx(t) + 2\] r xT()Rx(t)/ F2xT (t)x(t)

1—7r

(1—7)?
4r

Qx(t)

< —xT(®)Rx(t) + le ! xT(t)Rx(t)\]xT(t)yz

-Tr

= xT(t)R,x(t) (3.51)

Bu durumda P-norm ya da P,-norm degeri sifir kontrol girisine ile belirsizlige
ragmen azalmaya devam eder. Bu durum B. = P ve R, = (1 —y)R alinarak
yapilacak olan PR-kayma sektéri tasarimin gurblz P.R,-kayma sektérd

tasarimi oldugunu gésterir. (]
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Gurblz P(R-kayma sektérl tasarimi igin izlenecek adimlar asagidaki gibi

Ozetlenebilir.

» Es 3.29'u saglayacak pozitif tanimli simetrik Q matrisi segilir.

» Pozitif r sabiti 0 < r < 1 arahginda secilerek R = (1 — r)Q hesaplanir.

> Cebirsel Riccati denkleminin ¢6zimuinde pozitif tanimh simetrik P
matrisi elde edilir.

» Pozitif y sabiti 0 <y <1 araliginda segilir. B. =P ve R, = (1 —y)R
olarak hesaplanir.

> s(x) =Sx(t), S=bTP. esitlkleri yardimi ile kayma ylzeyi,
8(x) = xT(DAx(t), A= Q — R, esitlikleri yardimi ile de kayan sektor
hesaplanarak gurblz P,R,-kayma sektdrt tasarimi yapilir.

3.2.2. Kontrolcu tasarimi

Teorem 3.3’te anlatilan PR-kayma sektérl icin degisken yapili kontrolcl
tasarimi temel alinarak gurbiz P,R,-kayma sektorl icin dedisken yapih
kontrolcl asagidaki teoremde anlatildigi sekilde tasarlanabilir.

3.5. Teorem [13]
u(t) = a(s(x), 5(x))uo(t) + (1 — a(s(x), 5(x))) u; (t) (3.52)

Es. 3.40 ile belirtilen belirsizlik iceren sistem (4, b) ¢iftinin kontrol edilebilir
olmasi sartl ile Es. 3.52'de belirtilen degigken yapili kontrolci kullanilarak
kararli hale getirilebilir. Burada o(s(x), §(x)) Es. 3.30 ve Sekil 3.1 ile belirtilen
histerisiz fonksiyonu, u,(t) ve u;(t) ise a(s(x),5(x))’e bagl olarak sisteme

etki edecek kontrol girigleridir.
u; () = =g tky (x)sgn(s(x)) (3.53)

u,(t) = —g1 ((Sb)_lSAx(t) + ((SHYKBIs()| + k; (x))sgn(s(x))) (3.54)
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Pozitif sabit K ve k,(x), k,(x) pozitif fonksiyonlar asagidaki esitsizlikleri

saglarlar.

K > max {%, KO} (3.55)
ki(x) > BFlx(@)l (3.56)
ky(x) > BF|lx(©)|| + (Sh) tmax{p — 1,1 — B~1}|SAx| (8.57)

Burada g Es. 3.45 ile tanimlanmigtir. Pozitif sabit K, ise asagidaki esitsizligi

saglar.

2K,a2rQ + (STSA + ATSTS) > 0 (3.58)
Ispat [13]

Es. 3.31 ile verilen Lyapunuv fonksiyonu ele alinsin.

Eger |s(x)| > ad(x) ve a(s(x),5(x)) = 1 ise yani sistem i¢ sektérin disinda
ise kontrolcideki u,(t) terimi aktif olacaktir. Bu durumda L(t) ve s?(x)

fonksiyonlarinin zamana gére tirevleri asagidaki esitsizlikleri saglar.

%sz(x) = 25(x)$(x) = 2s(x)(S(A + Bf)x(t) + Shgu, (1))
= 25(x)(SA + Sbf)x(t)

— 25(x)Shgg! ((Sb)—lsAx(t)
+ ((Sb)KBIS(O)| + Ky ())sgn(s(x)))
= 25(x)((1 — gg")SA + Sbf)x(t) — 25bg g~ kez (x) |s(x)|

— 2937 KBs*(x) < =293 KPs?(x)
< —2Ks?(x), Vx & S; (3.59)
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L) = xT(@®)(ATP + PA)x(t) + 2xT(£)Pb(fx(t) + gu,(©))
= s2(x) — 62(x) + 2s() (fx(t) + guo(t)) — xT(ORx(t)
=5%(x) —8%(x) + (Sb)‘lisz(x) — 2(Sh)1s(x)SAx(t)
—xT(t)Rx(t)
< s%(x) — 8%(x) — 2(SB) " Ks?(x) — 2(Sh) " ts(x)SAx(t)
—xT(t)Rx(t)
= —(2(Sh)"K — 1)s%(x) — 8§%(x) — 2(Sh) " 1s(x)SAx(t)
—xT(t)Rx(t)
< 2(Sh) 'K — 1)a?8%(x) — 2xT(t)ST(Sh)~1SAx(t) — 62(x)
—xT(t)Rx(t)
< —=2(Sb) " *Ka?5%(x) — 2xT(£)ST(Sh)~1SAx(t) — xT (t)Rx(t)
=—(Sh) " xT(t)2Ka?rQ + STSA + ATSTS)x(t) — xT (t)Rx(t)
< —=xT(®Rx(t), Vx &S, o(s(x),8(x)) =1 (3.60)

Eger |s(x)| < 8(x) ve o(s(x),8(x)) = 0 ise yani sistem i¢ sektdrin iginde ise
kontrolcldeki u;(t) terimi aktif olacaktir. Bu durumda L(t) fonksiyonunun

zamana gore tlrevi asagidaki esitsizligi saglar.

L) = xT(€)(ATP + PA)x(t) + 2xT (£)Pb(fx(t) + gw; ()
= s2(x) — 82(x) + 2s(x)(fx(t) + gu;(©)) — xT (£)Rx(¢)
< 2s(x)(fx(@®) + gwi(®) — xT(©)Rx(¢)
= 25(x) (fx(0) = g3~k ()sgn(s(x))) = xT (ORx(t)
= 25(0)gg " (971 91x(®) - ks (W sgn(s())) — 2" (ORx(2)

< —=xT(ORx(t), Vx €S, o(s(x),6(x)) =0 (3.61)

Sonug olarak |s(x)| degeri azalir ve sistemin durum degiskenleri i¢c sektdrin
icine dogru hareket eder ve Es. 3.40 ile belirtilen belirsizlik iceren sistem
kararli hale gelir. (]
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Gurblz P.R-kayan sektdr kontrolct tasariminin genel teorisinde i¢ sektdrin
icinde de kontrol girisi bulunmaktadir. Ancak eger sektdr tasarimi Teorem

3.4’te anlatildigi gibi yapilirsa kontrol girisi i¢ sektérin icinde sifir alinabilir.
u(t)=0 (3.62)
3.2. Ornek

Bu 6rnekte, Ornek 3.1'de ele alinan dogrusal ters sarkagc modeli icin ayni
sistem parametreleri kullanilarak P.R,-girblz kayan sektér kontrolct

uygulamasi yapiimaktadir.

Sistem, belirsizlik parametreleri f =[1 0 2 -1] ve g =1 igin Es. 3.40’a

gbre dlzenlenirse;

x = (A+ bf)x + gbu olur.

0 1 0 O 0

_|M+m)g/ML 0 0 O _|=1/Ml

Burada A = 0 0 0 1 ve b = 0 .
—-mg/M 0 0O 1/M

PR-kayma sektort parametreleri r = 0.8, a = 0.6 segilmisgtir.
Es. 3.48'e gbre y = 0.7 igin Q = 991 X I, CIKar.

Es 3.11 cebirsel Riccati denkleminin ¢ézimuinden

ATP + PA—Pbb"P = —Q

1.0726 0.1746 0.2108 0.2963

0.1746 0.0353 0.0423 0.0572
0.2108 0.0423 0.1592 0.0783

0.2963 0.0572 0.0783 0.1043

P =10% x olarak hesaplanir.

Es. 3.21, Es. 3.25 ve Es 3.26 kullanilarak gurbiiz P,R,-kayan sektdr tasarimi
yapilir.
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Teorem 3.4°e gbre;

s(x) =Sx(t), S=b"P, R=(1-7)Q, R, =(1—y)R

6(x) =/xT()Ax(t), A=Q —R,
Teorem 3.5 ve Es. 3.62’ye gore kontrolcU tasarimi yapilir.
Es. 3.28'den K = 25 segcilir. k = F||x]|| + 2 segilir.

Bu durumda sarka¢ kolu baslangicta disey eksen ile arasindaki ac¢i 15
derece olacak sekilde serbest birakilsin. Sistem 0.01 saniye zaman aralidi ile

t = 15 saniye slre boyunca Es. 3.27°de belirtilen degisken yapili kontrolcu

15Xm
180

kullanilarak x, = [ ;0;0; 0] baslangi¢ degeri icin kontrol edilirse;

x1 (derece)

x2 (derece/sn)

t (zaman, sn)

Sekil 3.8. Sarkag acisal konumu(x,) ve agisal hizi(x,)
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t (zaman, sn)

(anow) gx

us/allaw) X

—

t (zaman, sn)

Sekil 3.9. Araba konumu(xs) ve hizi(x,)

(uowapN ‘1eAnAny) N

t (zaman)

Sekil 3.10. Kontrol ¢abasi



P-norm

t(zaman, sn)

Sekil 3.11. P-norm degerinin zamana gore degisimi

— Kayma ylzeyi
----- Dis sektor sinirlari
-~ l¢ sektér sinirlari

Genlik

10 15

t(zaman, sn)

Sekil 3.12. Sistemin kayma sektérii ve kayma ylzeyi fonksiyonlarinin
davranisi



67

3.3. Dogrusal Olmayan Zamanla Degisen Kayan Sektor Kontrol

Bu bdélimde tek girigli dogrusal olmayan zamanla degisen bir sistem ele
alinmaktadir. Ayrica bu sisteme “uyumluluk sarti” (matched conditions)
saglanacak sekilde bir belirsizlik etkisi ilave edilmistir. Bu durumda sistem

dinamik denklemi asagidaki gibi olur
x=ft)+g0x)(u+dkt)) (3.63)

Burada x€R" ve ueR' sirasi ile durum ve girig vektorleridir.
g(x,t) #0, Vx ER™ Vt € Rt ve k > 1 igin f(x,t) € C* ve g(x,t) € C¥ olur.
Belirsizlik ise d(x, t) ile ifade edilir [25].

Her t € R* icin £(0,t) = 0 ve f(x,t)'nin sirekli tirevi alinabilir oldugu kabul
edilirse Es. 3.63'deki dogrusal olmayan zamanla degisen sistem asagidaki
gibi durum degiskenlerine bagl dogrusal zamanla degisen bir sistem olarak
ifade edilebilir.

x =A(x,t)x + b(x, t)(u +d(x, t)) (3.64)
Burada A(x,t)x = f(x,t) ve b(x,t) = g(x,t) olur.

(A(x,0),b(x, 1)) ciftinin t € R* ve x € R™ igin kontrol edilebilir oldugu ve
d(x,t) belirsizliginin asagidaki sekilde sinirlandirilarak ifade edilebildigi kabul
edilmistir [25].

ld(x, )| < qlx, Olx]| + p(t), Vx € R", VteE (0,+=) (3.65)
Burada q(x, t) ve p(t) pozitif fonksiyonlardir.

Es. 3.64 ile belirtilen, durum degiskenlerine bagli, zamanla degisen sistem
icin tasarlanacak dogrusal olmayan, zamanla degisen kayma sektori
tasarimi, basitlestiriimis PR-kayma sekt6rl tasarimina benzer bir sekilde
yapilmaktadir.
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3.3.1. Sektor tasarimi
3.5. Tanim [25]

Es. 3.64’'deki sistem igin dogrusal olmayan, zamanla degisen kayma sektorl
R™ durum uzayinda asagidaki sekilde tanimlanabilir.

S ={x|s?(x,t) < 6%(x,t), xER™, teRT} (3.66)
Lyapunov fonksiyonu asagidaki sekilde tanimlanir.
L) =x"P(x,t)x >0, Vx ER™, (x #0). VtER" (3.67)

Lyapunov fonksiyonu degisken yapili kontrol kanunu ile birlikte azalr ve
Lyapunov fonksiyonunun tlrevi agagidaki sarti saglar.

%L(t) = %(xTP(x, )x) < —xTR(x, )x, Vx € S(t) (3.68)

Burada P(x,t) € R™™" pozitif tanimli simetrik bir matris, R(x,t) € R™*" ise
pozitif yari tamimli simetrik bir matristir. R(x,t) = CT(x,t)C(x,t), C(x,t) €
R 1> 1 olup (C(x,t),Alx,t))gifti t € RY ve x € R™ igin gbzlenebilirdir.
Kayma ylzeyi s(x,t) ve kayan sektdr sinir 6(x,t) fonksiyonlari asagidaki

sekilde hesaplanir.

s(x,t) = S(x,t)x, S(x,t) € RV
6(x,t) =xTA(x, t)x, A(x,t) € R™™ >0 (3.69)
Dogrusal olmayan, zamanla degisen kayma sektérl icin 4 adet tasarim

parametresi vardir. Bunlardan P(x,t) ve R(x,t) sistemin sektdr icindeki

performansini belirlerken S(x, t) ve §(x, t) sektérin seklini belirler.
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Basitlestiriimis PR-kayma sektdriinden farkl olarak, sistem hem zamana hem
de durum degiskenlerine bagl olarak degistidi icin P(x,t) matrisi cebirsel
Riccati denkleminin ¢6zimid ile elde edilmez. Bunun yerine sektor
parametresi olarak, optimal kontrol yénteminde de bilinen, asagidaki durum
degiskenlerine bagh diferansiyel Riccati denkleminin, Hamilton-Jacobi
denklemi ya da Hamilton-dacobi-Bellman denklemine gére sinir
degdiskenlerini minimum yapacak uygun karesel performans Olgutl ile
¢6zimuinden elde edilecek P(x,t) matrisi kullanilir.

P(x,t) + P(x,)A(x, t) + AT(x,t)P(x,t) — P(x,t)b(x, )bT (x, t)P(x,t) +
Q(x,t) =0 (3.70)

Bilindigi gibi optimal kontrol ydntemlerinde diferansiyel Riccati denklemi
geriye donuk integrasyon yontemleri ile hesaplanmaktadir. Ancak bu
durumda Es. 3.64°te verilen sistem i¢in mevcut ¢ézim ydéntemi ile diferansiyel
Riccati denkleminden gelecege yonelik bilgi alinmasi s6z konusu degildir. Bu
ylzden sinir degeri yerine P(x(ty),to) = PT(x(ty),t,) > 0 baslangic degeri
icin asagidaki durum degiskenlerine bagl diferansiyel Riccati denklemi ileriye

dénuk integrasyon yéntemleri ile ¢ozllebilir [25].

P(x,t) = P(x,)A(x,t) + AT (x,t)P(x,t) — P(x, t)b(x,t)bT (x, )P (x,t)
+Q(x,t) (3.71)

Burada Q(x,t) € R™™ pozitif taniml simetrik bir matristir. Ayrica
Es. 3.71’deki diferansiyel Riccati denkleminin ileriye dénlik integrasyon
yontemleri ile ¢6zUmu, Es. 3.70°deki diferansiyel Riccati denkleminin geriye
dénik integrasyon yontemleri ile ¢6zimune yaklasik olarak esit oldugu kabul
edilebilir [25].



70

3.1. Lemma [25].

Eger pozitif tanimli simetrik bir Q(x,t) matrisi var ise Es. 3.64’deki sistem,
durum degiskenlerine bagh diferansiyel Riccati denkleminin ¢6zimtne dayali
degisken yapili kontrol kurali ile kararli hale getirilebilir. Bu durumda Q(x, t)

asagidaki esitligi saglar.
—Q(x,t) = 2P(x,t) — Q(x,t) (3.72)

Burada Q(x,t), x € R"™ ve t € R* icin pozitif tanimli simetrik bir matristir.

Q(x,t) € R™ " ise pozitif taniml simetrik bir matris fonksiyonudur.

Q(x,t) = CT(x,t)C(x, 1), Clx,t) € R T>1 olup (C(x 1), Alx,t)) ikilisi

gb6zlenebilirdir.
Ispat [25]

Eger Es. 3.71°deki diferansiyel Riccati denkleminin ¢6zimu Es. 3.67°deki
Lyapunov  fonksiyonunu tanimlamak igin kullaniir ve Lyapunov

fonksiyonunun Es. 3.64°deki sistemin ydériingeleri boyunca tirevi alinirsa;

L(e) = x7 (P(x,6) + P(e, DAG, ) + AT (x, )P(x,£) ) x
+2xTP(x, O)b(x, t)(u + d(x,1))
=xTP(x,t)b(x,t)bT (x,t)P(x, t)x — xTQ(x, t)x
+2xTP(x, )b (x, ) (u + d(x, 1))
= s2(x,6) = xTQ(x, )x + 25(x, t)(u + d(x, 1)) (3.73)

Burada s(x,t) = b7 (x, t)P(x, t)x olur. n
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3.6. Teorem [25]

Es. 3.71 ile verilen diferansiyel Riccati denkleminin ¢éziminden elde
edilen pozitif tanimh simetrik matris P(x,t), Lyapunov fonksiyonunu
tanimlamak igin kullanilsin.

Lemma 3.1°deki sarti saglayan pozitif yari tanimh bir Q(x,t) € R™"
matrisi segilsin.

R(x,t) ve A(x,t) matrisleri A(x,t) + R(x,t) = Q(x,t) sartini
saglayacak sekilde segilsin.

Yukaridaki sartlar altinda Es. 3.64 ile belirtilen sistem icin Es. 3.66 ile

tanimlanan dogrusal olmayan, zamanla degisen kayan sekitor asagidaki

sekilde tasarlanabilir.

S ={x]||sCx,t)]| <6(x,t), xER™, teR"} (3.74)

Kayan sektérl tanimlamada kullanilan s(x, t), §(x,t) parametreleri ve sistem

sektor

icerisindeyken kullanilabilecek olan degisken yapili kontrolct

asagidaki sekilde hesaplanir.

s(x,t) = S(x, )x, S(x,t) = bT(x,t)P(x,t)
5(x,t) = /xTA(x, t)x, Alx,t) = Q(x,t) — R(x,t) (3.75)
u=—k;(x, t)sgn(s(x, t))

Burada k; pozitif kazang sabitidir ve asagidaki esitsizligi saglar.

ki(x,t) = q(x, t)||x]| + p(t), VxeR",VteR" (3.76)

Ispat [25]

Es. 3.75 ile verilen degisken yapili kontrol ve kayan sektér parametreleri

Es. 3.73te yerlerine koyulursa Lyapunov fonksiyonun tdrevinin zamanla

azaldigi goruldr.
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L(t) = s%(x,t) — xTA(x, t)x — xTR(x, t)x
+2s(x,t) (—ki(x, t)sgn(s(x, t)) + d(x, t))

< s%(x,t) —8%(x,t) — xTR(x,t)x
< —xTR(x,t)x, Vx € S(t) (3.77)

Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun tlrevi azalir ve sistem kararli hale

gelir. [
Teorem 3.6’ya gore eger A(x,t) ve R(x,t), r asagidaki gibi segilirse [25];
0<r<i1

A(x,t) =rQ(x,t), R(x,t) = (1 —7)Q(x,t) (3.78)

Q(x, t) asagidaki esitsizligi saglamaldir.

Q(x,t) > i:)z q*(x,t)I,, Vx € R", Vvt e R* (8.79)

(1
3.3.2. Kontrolcii tasarimi
3.7. Teorem [25]

Es. 3.64 ile belirtilen sistem icin degisken yapili kontrolcli, Teorem 3.6 ile
tasarlanan dogrusal olmayan, zamanla degisen kayma sektéri temel
alinarak asagidaki gibi tasarlanabilir.

=B ) (a(x, t) + ko (x, t)sgn(s(x, t))) xX¢S

= (3.80)
—k;(x, t)sgn(s(x, t)) X€ES
Burada k,(x, t) ve k;(x, t) pozitif kazang fonksiyonlaridir.
ko(x,t) = |B(x, t)|(q(x, |lx|l + p(t)) +¢€¢, VXxX€ER',VtERT (3.81)

ki(x,t) = qlx, t)|lx|| + p(t), Vx €R",VteR* (3.82)
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Daha 6nce Es. 3.65'te verildigi gibi q(x, t)||x|| + p(t), d(x,t) belirsizliginin
sinirlaridir. € pozitif sabit bir sayidir. a(x,t) ve pB(x,t) ise sayisal

fonksiyonlardir ve asagidaki sekilde tanimlanmiglardir.

a(x,t) = x"P(x, )x = b(x,t) + (bT(x, DP(x, ) +x"P(x, )x 222 Ax, 1) +

bT(x, )P (x, ) A(x, t)) % (3.83)
B(x,t) = xTP(x, )x B2 p(x, ) + b7 (x, )P (x, )b (x, ) (3.84)

Ispat [25]

Sistemin baslangi¢ degerinin kayma sektéri diginda oldugu kabul edilsin. Bu

durumda sisteme asagidaki kontrol girigi etki edecektir.
u=—p"x0) (el t) + ko(x, )sgn(sx,0)) ) (3.85)

Yukaridaki kontrol girigi ile birlikte sistemin durum degiskenleri sektdr igine
dogru hareket ederler ve s(x, t) fonksiyonunun tlrevi asagidaki esitligi saglar.

d d
s(x,t) = T S(x, )x) = T (BT (x,t)P(x, t)x)

= (b7 (e, P (, ) + BT (x, )P (x, ) ) x + b7 (x, )P (x, £) %
=a(x,t) + B(x, t)(u + d(x, t))
= —k,(x, t)sgn(s(x, t)) + B (x, t)(u + d(x, t)) (3.86)

%sz(x, t) = 2s(x,t)s(x, t) = =2k, (x,t)|s(x, t)| + 2s(x, ) B(x, t)d(x, t)

< —2€|s(x, t)| <0, Vx & S(t) (3.87)

Bu durumda sistemin durumu sektér disindan sektérin igine dogru degisir.
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Sistem, sektdérliin sinirlari icerisindeyken asagidaki kontrol girisi ile sistemin

kararliligi saglanir.
u = —k;(x, t)sgn(s(x, t)) (3.88)

Bu durumda daha 6nce Teorem 3.6’da da ispatlandigi gibi Es. 3.67°deki

Lyapunov fonksiyonu azalir ve sistem sektdr icerisinde kararli hale gelir. =

Eger Teorem 3.7°de a(x,t) ve B(x,t) fonksiyonlarn hesaplanirken kullanilan
b(x,t) kismi integrasyonunda x yeterince kigik ya da b(x, t) sadece t’nin bir
fonksiyonu ise Es. 3.80'de belirtilen kontrol kurali asagidaki sekilde
indirgenebilir [25].

B —k(x,t)s(x, t) x&S 3.89
T —k(x, 0)8(x, t)sgn(s(x,t)) x€S (3.89)
Burada k(x, t) pozitif kazang fonksiyonudur ve asagidaki sarti saglar.
k(x, ) > 2ED@@OIIPO) - oy opn yp e gt (3.90)

B(x,t)JrxTQ(x,t)x

Tezin ilerleyen bdlimlerinde 6nerilmekte olan kontrolctlerle iyi bir
karsilastirma yapabilmek icin Pan ve arkadaslarinin calismalarinda kullandigi

ornek ele alinsin.
3.3. Ornek [25]

Asagidaki dogrusal olmayan sisteme dogrusal olmayan, zamanla degisen

kayan sektor kontrol metodunu uygulayalim.

. .
[2] B [1 ' Slg o 1+ colsz(x1)] [;Ci] + [(1)] (u+dx0)

Burada d(x, t) belirsizligi asagida verilmistir.

d(x,t) = 0.7sin(x;) — 0.8sin(x;) + 0.5(x? + x2) + 2sin(5t)
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Sistem x, = [5; —5] baslangi¢ kosulu i¢in 0.001 zaman arahdi ile 10 saniye
boyunca kontrol edilecektir. Es. 3.74’te belirtilen kayan sektér ve Es. 3.89'da
belirtilen kayan sektér kontrolcl parametreleri asagidaki gibi secilmistir.

o= 0

Q =050, k(x,t) =100, r=0.6

Sektdr parametrelerinden biri olan P(x,t) Es. 3.85 durum degiskenlerine
bagli diferansiyel Riccati denkleminin 4. dereden Runge-Kutta metodu ile
¢6zimu ile elde edilecektir. Durum degiskenlerine bagh diferansiyel Riccati
denkleminin baslangic degeri P,, cebirsel Riccati denkleminin baslangi¢

sartlari icin ¢6ztlmesi ile elde edilir.

P, = 10 x [8.8844039 0.6641375]

0.6641375 0.1637735

Sistemin kontrol girisi ise |u| < 100 olacak sekilde sinirlandiriimigtir.

\ \ \ \ \

| | | | |
e T T T T T T T

| | | | |
77777777 T |

| | | | |

| | | | |
T [

| | | | |
77777777 4--———-"+-—-—"—-"F-"——"=-""A-"=—"=-"=-—4+-=-—

| | | | |
[ (O I [

| | | | |

| | | | |

| | | | |

1 1 1 1 1

5 6 7 8 9 10
t (zaman, sn)

\ \ \ \ \

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |

| | | | |
******** e e e

| | | | |

| | | | |

| | | | |
77777777 4--———-"+-—-—"—-"F-"——"=-""A-"=—"=-"=-—4+-=-—

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

1 1 1 1 1 1

4 5 6 7 8 9 10

t (zaman, sn)

Sekil 3.13. Sistem durum degiskenleri
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1SuU1B [0 U0y

t (zaman,sn)

Sekil 3.14. Kontrol ¢abasi

Kayma ylzeyi

- --| ==--- Sektor sinirlari

10

t(zaman, sn)

Sekil 3.15. Sistemin kayma sektori ve kayma yizeyi fonksiyonlarinin

davranisi
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----- Kayma ylzeyi
—— Sistemin faz diizeleminde hareketi

Sekil 3.16. Faz duzleminde sistem davranigi

3.4. Dogrusal Olmayan Sistemler icin Durum Degiskenlerine Bagh
Dogrusal Sektér Kullanarak Kayan Sektor Kontrol

Dogrusal olmayan sistemler icin durum degiskenlerine bagli dogrusal sektér
kullanarak kayan sektdr tasarimi, kontrol edilecek sistemin her bir zaman
araligi icin durum degiskenlerine bagli olarak degerlendirilerek ardisik
dogrusal sistemlerin elde edilmesi esasina dayanir. Elde edilen her bir
dogrusal sistem igin basitlestiriimis PR-kayma sektdri tasarimi yapilir.
Tasarlanan ardisik sektorler birlestirildigi zaman dogrusal olmayan sistem
icin edimi zamanla degisen basitlestiriimis PR-kayma sektorl elde edilir [24].

Asagidaki gibi dogrusal olmayan bir sistemi ele alinsin.
x=f(x,t)+ gl tu (3.91)
Sistemin f(x,t) = A(x,t)x ve g(x,t) = b(x, t) alinarak tanimlanabilir.

x=A(x,t)x + b(x, t)u (3.92)



78

Bu sistem igin her bir zaman aralhginda Teorem 3.2'de belirtilen
basitlestiriimis PR-kayma sektdri tasarimi sistemin bulundugu zamandaki

durum degiskenlerine bagh olarak yapilir.

s(x,t) = S(x, tx, S(x,t) € RX"

6(x, t) =+/xTA(x,t)x, A(x,t) ER™" >0 (3.93)
S(x,t) =bT(x,t)P(x,t), Alx,t) =Q(x,t) —R(x,t)

P(x,t) matrisi asagidaki durum degiskenlerine bagli cebirsel Riccati

denkleminin her bir zaman araliginda ¢6ziminden elde edilir.
P(x,t)A(x,t) + AT(x,t)P(x,t) — P(x,t)b(x, )bT (x,t)P(x,t) = —Q(x,t) (3.94)

Burada Q(x,t) pozitif tanimli bir matristir. Yukaridaki Riccati denkleminin
farkli zamanlarda durum degiskenlerine bagh ¢éztiminden elde edilen P(x, t)
matrisi kullanilarak tasarlanan zamanla degisen sektér asagidaki gibi

olacakiir.

S ={x|s?(x,t) < 6%(x,t), xER™, teRT} (3.95)
Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanirsa;

L) =x"P(x,t)x >0, Vx ER™, (x #0),Vt e R" (3.96)

Uygulanacak degisken vyapili kontrol ile Lyapunov fonksiyonun tirevi

asagidaki sarti saglar.
L(t) = % (xTP(x,t)x) < xTR(x,t)x, Vx € S(t) (3.97)

Sistem icin daha énce Teorem 3.3 ‘de tasarlanan degisken yapil kontrolctye
benzer bir degisken yapili kontrol tasarlanacaktir. Ancak bu kez kayma
sektérin egimi zamanla degistigi igcin kontrolctide egimi ifade eden terimlerin

turevleri de dikkate alinmahdir.
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3.8. Teorem

Pozitif sabitler r (0 <r< 1) ve a(0<a<1)igin A=rQ ve R=(1-1)Q
esitlikleri kullanilarak Teorem 3.3'deki gibi tasarlanacak S; ic ve s, dis
sektorleri ile tanimlanan kayma sektdrl icin asagidaki gibi bir kontrolct

tanimlansin.

u(t) = —a(s(x, t),8(x, t))(S(x, t)b(x, t))_1 (S(x, AQ, x + S(x, t)x +

K(x,t)s(x,t)) (3.98)

Yeterince buylk bir K degeri i¢in sistem kayan sektdriin disindan i¢ sektérin
icine dogru hareket edecektir. Bu durumda K asagidaki esitsizlige gore

segilir.
K(x,t) > max {M, Ko (x, t)} (3.99)
Burada K, (x, t) pozitif bir sayidir ve asagidaki esitsizlige gore secilir.

2Ky (x, )a?rQ(x, ) + 25T (x, £)S(x, t) + ST (x, t)S(x, ) A(x, t) +
AT(x, )ST(x, t)S(x,t) > 0 (3.100)

o(s(x,t),8(x,t)) pargall fonksiyonu ise Es. 3.30'da belirtildigi gibi asagidaki
sekilde ifade edilebilir.

0 X € Si
o(s(x,1),8(x,0)) = {degwmez X € 50}

1 x¢&S
Ispat

Lyapunov fonksiyonunu Es. 3.72’deki gibi tanimlansin.

L(t) =xTP(x,t)x >0, Vx €eR", (x #0),Vt e R
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Sistem sektdr disinda iken a(s(x,t),6(x,t)) =1 olur. Bu durumda kayma

yUzeyinin tlrevi asagidaki esitligi saglar.

$(x,t) = S, )x + S(x, )% = S(x, t)x + S(x, )[A(x, )x + b(x, ) u(t)]
= —K(x,t)s(x, t) (3.101)

Kayma ylzeyinin karesinin tlrevi asagidaki esitligi saglar.
= 52(x,t) = 25(x, )5 (x, £) = 2K (x, )s?(x,t) <O Vx € §; (3.102)

Yani yeterince blylk K(x,t) deg@eri icin sistem durum degiskenleri ic
sektérin icine dogru hareket eder.

Sistemin yoéringeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tlrevi asagidaki
gibidir.

L(t) = = (<TP(x, )x) = TP (x, O)x + x7P(x, )x + xP(x, )
=xT{AT (x,t)P(x,t) + P(x, )A(x,t) + P(x, t)}x + 2xTP(x, t)b(x, t)u(t)
Bu durumda;
Q(x,t) = Q(x, ) + P(x,t) (3.103)
seklinde tanimlansin.

Burada Q(x,t) her x € R" ve t € R igin pozitif tanimhdir. Bu durumda
Es. 3.94 degerlendirilirse;

—Q(x,t) — P(x,t) =
P(x,t)A(x,t) + AT(x,t)P(x,t) — P(x,t)b(x, t)bT (x,t)P(x,t)

Es. 3.98’de tanimlanan kontrol terimi ile birlikte Lyapunov fonksiyonun turevi
asagidaki gibi olur.
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L(t) = xT{=Q(x,t) + P(x,t)b(x,t)bT (x, )P (x, t)}x
=2xTP(x,t)b(x, t)(S(x, t)b(x, t))‘l(S(x, A, x + S(x, )x + K(x,t)s(x, t))

s(x,t) = bT(x, t)P(x,t)x ve sT(x,t) = xTP(x,t)b(x,t) ise

L(t) = s%(x, t) — xTQ(x, t)x
+2s(x, )= (S e, )b (x, ) "H(S(x, DACx, )x + S(x, )x + K(x, 0)s(x, t))]

Alx,t) =Q(x,t) — R(x,t) > 0 ise

L(t) =5s%(x, t) —xTA(x, )x — xTR(x, t)x
—2s(x,t) [(S(x, t)b(x, 1:))_1 (S(x, A, t)x + S(x, t)x
+ K(x, Ds(x,0))]
= —[2(5Ce, b0, 1) K 6) = 1] 52, 1)
— 2s(x, )(S(x, Ob(x, 1:))_1 [SCGe, )A(x, ©) + S(x, O)]x — 8%(x, 1)
—xTR(x, t)x
< —[2(5Ge, b (x, ) K (x, )
~1]a282(x,t)  —2x7ST(x, )(S(x, Db (x, ) [SCx, DACx, )
+ S(x, t)]x — 8%(x,t) — xTR(x, t)x
< =2(S(x, 0)b(x, t))_lK(x, ta?s%(x,t)
—2xTST(x, ) (S(x, )b (x, t))_l[S(x, )A(x, t) + S(x, O)]x
—xTR(x, t)x
= —(S(x, t)b(x, t))_le[ZK(x, a’rQ(x,t)
+ ST(x, £)S(x, ) A(x, t) + 257 (x, t)S(x, t)
+ AT, )ST(x, t)S(x, )] — xTR(x, t)x

< —xTR(x,t)x, Vx & S; (3.104)

Burada S(x, t)b(x,t) > 0’dir.
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Sistem, sektdr disarisinda iken yani o(s(x,t), 5(x,t)) = 1 iken yukaridaki sart
uygun K (x, t) degerinin Es. 3.99 ve Es. 3.100’e goére secilmesi ile saglanir.

Sistem i¢ sektorin igine girdikten sonra  o(s(x,t),8(x,t)) =0 olur ve

Lyapunov fonksiyonunun tirevi asagidaki esitlikte gosterildigi gibi azalmaya

devam eder.
L(t) = s?(x,t) — 6%(x,t) — xTR(x,t)x < xTR(x,)x, VX € S; (3.105)
Bdylece sistem kararli hale gelir. n

3.4.1. Gurbuzluk

Belirsizlik icermeyen sistemlerdeki gibi belirsizlik iceren sistemde her bir
zaman araliginda dondurarak o andaki durum degiskenleri igin gurbtz P,R;-
kayma sekt6éri tasarimi yapilabilir. Elde edilen edimleri zamanla degisen,
ardisik dogrusal gurblz P/R;-kayma sektérleri birlestirilerek dogrusal olmayan
sistem icin gurbiz P,R,-kayma sektdri elde edilir [24].

Asagidaki gibi dogrusal olmayan bir sistem ele alinsin.
x = (A(x, t) +b(x, t)f(x, t))x + g(x,t)b(x, t)u (3.106)

Burada f(x,t) € R¥™*" ve g(x,t) € R' olup sistem Uzerindeki belirsizligi ifade

ederler.
IIf Cx, )]l < F(x,t)
0 < gmin(x, 1) < g(x, ) < Gimax(x, ) (3.107)

Bozucunun genliginin geometrik ortalamasi,

ﬁ(x, t) = \/gmin (x' t)gmax(x' t) (31 08)

olur ve asagidaki esitsizlikler saglanir.
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B (x,t) < glx, t)/g(x,t) < B(x,t) (3.109)
BH(xt) < gx, t)/g(x,t) < B(x,t) (3.110)

B pozitif katsayisi asagidaki gibi segilir.

_ [gmax(xt)
Bx,t) = /—gmin(x,t) (3.111)
Teorem 3.4'te belirtilen pozitif tanimli simetrik Q(x,t) matrisi durum

degiskenlerine bagl olarak asagidaki gibi yazilabilir.

4r
(1-1)?

y?Q(x, t) > F?(x, 01y, (3.112)

Burada y, I,, ve r Teorem 3.4’de agiklanmistir.

Teorem 3.4'e gore P.(x,t) = P(x,t) ve R,.(x,t) =(1—y)R(x,t) alinarak

gurblz P(R-kayma sektorl tasarlanirsa;
S, = {x|s?(x,t) <6%(x,t), x€R™, teR} (3.113)

s(x,t) =S, t)x, S(x,t) € RIXn
S(x,t) = bT(x,t)B.(x,t)

6(x,t) = xTA(x, t)x, Alx,t) e R >0 (3.114)
Alx,t) = Q(x,t) — R.(x,t)
R,.(x,t) = (1 —r)Q(x,t) dir.

P(x,t) ise Es. 3.94 durum degiskenlerine bagli cebirsel Riccati denkleminin

¢6ziminden elde edilir.
Q(x,t), Es. 3.103 ile tanimlanmistir.
Bu durumda Es. 3.96’daki Lyapunov fonksiyonu saglanir.

L(t) =x"P.(x,t)x > 0, P.(x,t) = P(x,t), VX € R", (x #0),Vt € R* (3.115)
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3.9. Teorem
Gurbiz P,R,-kayma sektdrl igin asagidaki gibi bir kontrolc tanimlansin.

u(t) = —o(s(x,0),6c,0)§ 7 0, )(Sx, Ob(x, ) (SCxr, DA, O)x +

S(x, t)x + (K(x, L, t)|s(x, t)| + k(x, t))sgn(s(x, t))) (3.116)

o(s(x,t),8(x, t)) pargali fonksiyonu ise asagidaki gibi ifade edilebilir.

0 X € Si
O'(S(X, t), 6(x, t)) = {degigmez x € SO} (3.117)
1 XE&S

Yeterince buyUk bir K(x,t) degeri icin sistem kayan sektérin disindan i¢
sektorin icine dogru hareket edecektir. Bu durumda K(x,t) Es. 3.99 ve
Es. 3.100 kullanilarak segilir.

k(x,t) ise belirsizlige bagli olarak asagidaki sekilde hesaplanabilir.

k(x,t) > B(x, t)F(x, t)||x @)l (3.118)
Ispat

Lyapunov fonksiyonu Es. 3. 115’teki gibi tanimlansin.

L(t) =xTP.(x,t)x >0, VX ER", (x #0),Vt € RT

Eger a(s(x),8(x)) =1 ise Es. 3.116'da tanimlanan kontrol terimi ile birlikte

Lyapunov fonksiyonun tlrevi ve kayma ylzeyinin karesinin tlrevi asagidaki
gibi olur.
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d .
Esz(x, t) = 2s(x,t)s(x, t)
= 2s(x,t) (S(x, t)x(t) + S(x, t) (A (x,t) + b(x, t)f(x, t))x(t)

+ S(x, t)b(x, t)g(x, t)u(t))

= 25(x, )S(x, )x(t) + 2s(x, ) (SCx, A(x, £) + S(x, Ob(x, ) f (x, £) )x(t)
— 25(x,0)S(x, b (x, ) g (x, )G (6, ) (S, Ob(x, ) (SCx, DA, )x(0)
+ S(x, 0)x(8) + (K(x, B, O)s(x, O] + k(x, t))sgn(s(x, t)))

= 25060 ((1 - (&, 097 (6, 0) (S ) + S DA, D))

+5Cx, b Of (x, t)) x(£) — 25 (x, )b (x, g (x, ) (x, Ok (x, O)]5(x, )]

— 290, )g 7 (x, K (x, ) B (x,t)s%(x, t)
< =290, )g 1 (x, )K (x,t) B (x, t)s%(x, t)
< —2K(x,t)s%(x,t), Vx¢&s; (8.119)

Yani sistem durum degiskenleri i¢ sektérin icine dogru hareket eder.

Sistemin y6rungeleri boyunca Lyapunov fonksiyonun turevi alinirsa;

L(6) = xT (1) (A7 (x, OB (x, £) + P, )A(x, £) + B (x, 1)) x(6)

+2xT(6)P.(x,t)B(x,t) (f(x, x(t) + glx, t)u(t)) (3.120)
Es. 3.103ten Q(x,t) = Q(x,t) + B.(x,t) olur.

Burada Q(x,t) her x e R™ ve t € R" igin pozitif tanimhdir. Bu durumda
Es. 3.94 degerlendirilirse;

_Q(x' t) - Pr(x' t) =
P-(x,t)A(x,t) + AT(x, t)P.(x,t) — B-(x,t)B(x, t)bT (x, t) P-(x, t)

Burada P.(x,t) = P(x,t) dir.
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L) = 52(x,t) — 6%(x, t) + 25(x, ) (f (x, O)x () + g(x, Hu(D))
— xT()R(x, t)x(t)

=s2(x,t) — 8%(x,t) + (S(x, )b(x, t))_l%sz(x, t)

—2(S(x, t)b(x, t))_ls(x, t) (S'(x, t) + S(x, ) A(x, t)) x(t)

— xT()R(x, t)x(t)

< s2(x,t) — 62(x,t) — 2(SCe, Db(x, ) K (x, )52 (x, 1)
—2(S(x, t)b(x, t))_ls(x, t) (S'(x, t) + S(x, )A(x, t)) x(t)
—xT(®OR(x, t)x(t)

= — (2(5(x, 0b(x,0)) K (x,£) = 1) 2 (x,£) = 62(x, )
—2(S(x, t)b(x, t))_ls(x, t) (S'(x, t) + S(x, ) A(x, t)) x(t)
—xT(®OR(x, t)x(t)

< (2(50e, b(x, 1) K (x, 1) — 1) a?6% (x,0)

— 2xT()ST (x, £) (SCx, Db (x, £)) S, ()

—2xT(©)ST(x, ) (S(x, O)b(x, t))_lS(x, A, )x(t) — 82(x, t)
— xT()R(x, t)x(t)

< =2(SCx, Db(x,0) K (x, )a?52(x, )

— 2xT(6)ST (x, ) (SCx, Db (x, £)) S, ()

—2xT(©)ST(x, ) (S(x, O)b(x, t))_lS(x, A(x, t)x(t)

— xT()R(x, t)x(t)

= —(S(x, O)b(x, t))_le(t) (ZK(x, a?rQ(x,t) + 25T (x,)S(x, t)
+ ST (x, £)S(x, )A(x, ) + AT (x, )T (x, ) S (x, £) ) x(£)
—xT(®OR(x, t)x(t)

< —=xT®R(x, t)x(t), Vxegs; (8.121)

Sistem sektdr disarisinda iken yani o(s(x, t), 5(x,t)) = 1 iken yukaridaki sart,
uygun K (x, t) degerinin Es. 3.99 ve Es. 3.100’e gbére secilmesi ile saglanir.
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Sistem i¢ sektdrin icine girdikten sonra o(s(x,t),8(x,t)) =0 olur ve
Lyapunov fonksiyonunun tldrevi Teorem 3.8'in ispatinda gosterildigi gibi

azalmaya devam eder. (]
3.4. Ornek

Ornek 3.3'te kullanilan dogrusal olmayan sistem ele alinsin.

[xl] _ [1 + sin?(x,) 1 ] [xl] + [(1)] (u+d(x, 1))

X2 0 1+ cos?(xy)l x2
Burada d(x, t) belirsizligi asadida verilmistir.
d(x,t) = 0.7sin(x;) — 0.8sin(x,) + 0.5(x? + x2) + 2sin(5t)

Sistem x, = [5; —5] baslangi¢c kosulu icin 0.001 zaman araligi ile 10 saniye
boyunca kontrol edilecektir. Kayan sektdr kontrolci parametreleri asagidaki
gibi secilmistir.

710000 0 B _ _
0(x,t) _[ 0 1000], r=05 y=08 a=02

Belirsizlik asagidaki gibi tanimlanirsa;

g(x't)zl,f(xlt):[fl fZ]

f1 = _0-75:1(951) + 0.5x1 ve fz = —

1 X2

0.8sin(x,)

+ 0.5, (3.122)

Sektdr parametrelerinden biri olan P(x,t) Es. 3.94 durum degiskenlerine
bagl cebirsel Riccati denkleminin 5. dereden Runge-Kutta metodu ile
¢6zimu ile elde edilecektir.

FC,0) =lIf(x, Ol +1

k(x,t) = B(F(x,t)|lx]| +2) + 0.1, burada B = 1 dir. K(x,t) = 50 segilir.
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Teorem 3.9'a gOre kontrolci tasarimi yapilir ve sistemin kontrol girigi

|u| < 100 olacak sekilde sinirlandirilirsa;

-100
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t (zaman,sn)

Sekil 3.18. Kontrol ¢abasi
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Kayma yuzeyi
----- Dis sektor sinirlari ||

ic sektor sinirlari

MIEELY)

10

t(zaman, sn)

Sekil 3.19. Sistemin kayma sektori ve kayma yizeyi fonksiyonlarinin

degigimi

----- Kayma ylizeyi

Sekil 3.20. Faz dizleminde sistem davranigi
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3.5. Esnek Baglantili Robot Manipulatér Uygulamasi

Bu calismada, boélim 3'de ele alinan kayan sektér kontrol yontemleri esnek
baglantiya sahip robot manipllatére uygulanmaktadir. Bdylece ele alinan
kayan sektor kontrol yodntemlerinin dogrusal olmayan fiziksel bir sistem
Uzerinde kargilastiriimasi, birbirlerine ve kayan kipli kontrol yéntemine gére
avantaj ve dezavantajlarinin incelenmesi amaclanmistir.  Kayan sektér
kontrol yénteminin etkinliginin gézlenebilmesi icin sistem éncelikle kayan Kipli
kontrol metodu ile daha sonra kayan sektdr kontrol metotlari ile kontrol
edilmigtir.

Esnek baglantiya sahip robot manipilatér sistemi dogrusal olmayan kontrol
yontemleri ile ilgili kitaplarda ve yayinlarda sik¢a kullanilan bir sistemdir.
Dolayisiyla sistemin hareket denklemleri ilgili kaynaklardan alinmistir.

I.M

Sekil 3.21. Esnek baglantili robot manipllatér [33]

Sekil 3.21 ile gobsterilen robot manipullatére ait dinamik denklemler asagidaki
gibidir [33].

1§, + MgLsin(q,) + k(g1 — q2) = 0 (3.123)
Jiz — k(g1 —q2) =u (3.124)
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Sistem matris formunda yazilirsa;
x=A(x)x +B(x)u

"=l @1 4@ q]

0 1 0 O
_ MlgL sin(xq) _? 0 % 0 8
X = - x+] o U (3.125)
0 o 0 1
k k
7 0 —5 0 1/

Burada kolun toplam kultlesi M, yercekimi ivmesi g, agirik merkezinin
uzunlugu L, kolun atalet momenti I, yay sabiti k, motor rotorunun atalet
momenti J, kontrol girisi u (motor torku), kolun acgisal konumu gq,, motor

milinin agisal konumu g, ile ifade edilmektedir.
Sistem parametreleri ise asagidaki gibidir.
M=5kg, g=981m/s? L=05m,I=25kgm?
k =100 N/m, ] = 1.5 kgm?

3.5.1. Kayan kipli kontrol metodu ile ¢6ziim

Kayma ylzeyi kayan sektdér metodunda anlatildigi sekilde hesaplanarak
sisteme bu kayma ylzeyi Uzerinde kayan Kipli kontrol uygulanmaktadir.
Sistem sirasi ile xI =[40 0 35 0] ve x) =[70 0 60 0] baslangic

degerleri icin kontrol edilerek benzetim sonuclari verilmektedir.
Kayan kipli kontrolde kontrol girisi agsagidaki gibi iki kisimdan olusur.
U= Upg + Uy (3.126)

Kayma ylzeyinin zaman go6re tdrevinden sistemi kayma vyuUzeyine
ybnlendirecek esdeger kontrolct elde edilir.
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s(x,t) = S(x, t)x
S = bTP . Burada P cebirsel Riccati denkleminin ¢6ztmuddir.

$(x,t) = S(x, )x + S(x, )% = S(x, t)x + S(x, t)(A(x, t)x + b(x, t)ues) =0

Ues = —(SCt, Db(x, ) (S, DA(x, O)x + S(x, )x) (3.127)

Kontrol girisinin ikinci kismi ise sistemi kayma ylzeyi Uzerinde tutacak

sekilde agagidaki gibi segilir.
Uy = —ksign(s(x, t)), k=10 (3.128)

Kayma ylzeyi hesabinda kullanilan Q matrisi, Q = 1000 x I, olarak
secilmistir. Sistem t = 15 saniye slre ve 0.001 saniye zaman basamak artigi

ile kontrol edilmektedir. Kontrolcl |u| < 200 Nm ile sinirlandiriimistir.

Baslangi¢ kosulu x¥ =[40 0 35 0]igin:

N
o
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
———o
- — —

w
o

n
o

o

o

Kolun agisal hizi, derece/sn Kolun acisal konumu, derece

t(zaman,sn)

Sekil 3.22. Kolun agisal konumu ve agisal hizi(x] =[40 0 35 0])
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t(zaman, sn)
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15
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t(zaman,sn)
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5,,,,,,,,,,,,,,,
0
5
10 -

n

us/a0a19p ‘I1Z1Y [esi3e Il JOIopN

Sekil 3.23. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi(x] =[40 0 35 0])

t(zaman,sn)

Sekil 3.24. Kontrol girisi (xJ =[40 0 35 0])
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2000
-500

AusO

15

10

t(zaman,sn)

Sekil 3.25. Sistemin kayma yuzeyi fonksiyonunun degisimi

(x§ =[40 0 35 0]

Baslangic kosulu xI =[70 0 60 0] icin:

15

10

o

(o
60 Y N\

802J9p ‘NUUNUOY [esiSe unjoy|

t(zaman, sn)

o
<

us/e018p ‘1ZIY [eside un|oy]

15

10

t(zaman,sn)

Sekil 3.26. Kolun agisal konumu ve agisal hizi(x] =[70 0 60 0])
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15

10

(=}

t(zaman, sn)

15

10

(=}

t(zaman,sn)
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Sekil 3.27. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi(x} =[70 0 60 0])

t(zaman,sn)

Sekil 3.28. Kontrol girisi (x} =[70 0 60 0])
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t(zaman,sn)

Sekil 3.29. Sistemin kayma yuzeyi fonksiyonunun degisimi

(xI'=170 0 60 0]
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Benzetim sonuglarinda géruldigu gibi sistem her iki baslangi¢ degeri icinde

kayan Kipli kontrol metodu ile kararli hale getirilmistir. Ancak sistem denge

noktasina ulastiktan sonra kontrol girislerinde meydana gelen ylUksek

frekansli, strekli catirti Sekil 3.24 ve Sekil 3.28 de agikga gortlmektedir.

3.5.2. Zamanla degisen, dogrusal olmayan sektér metodu ile ¢c6ziim

Sistem sirasi ile x{ =[40 0 35 0], x{=[70 0 60 0] baslangic

degerleri ve xI =[70 0 60 0] baslangic degerinde d = 6sin(4t) bozucu

icin bélim 3.3’te ele alinan zamanla dedisen dogrusal olmayan sektor

kullanilarak kontrol edilmektedir. Kayan sektdr tasariminda kullanilan P

matrisi Es. 3.70 diferansiyel Riccati denkleminin ¢6zimunden elde edilir.

Diger kontrolct parametreleri ise asagidaki gibidir.

Q = diag{80,25,70,23} ,r = 0.8, Q0 = 0.2Q
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Sisteme Es. 3.89'da belirtilen degisken yapili kontrol uygulanir.

Es. 3.55 ile belirtilen k(x, t) kazang fonksiyonu asagidaki esitlige gére segilir.

a(x,t)(qxe,D)lxll+p(@))
k(x' t) > B, t)JrxTQ(x,t)x

Bu
x5 =[70 0 60 0] olan benzetimler icin k(x,t) = 2 segilirken, baglangig

x5 =[70 0 60 0] ve d = 6sin(4t) belirsizlik

benzetimde k(x,t) = 6 secilmistir.

calismada baslangic degerleri x5 =[40 0 35 0]ve

degeri olan iceren

Sistem t =15 saniye slre ve 0.001 zaman basamak artisi ile kontrol

edilmektedir. Kontrolct |u| < 200 Nm ile sinirlandiriimistir.

Baslangi¢ kosulu x¥ =40 0 35 0]igin:

8 4w

g | |

T 4 | |

N T - - - - - - - - - - - - -= r- - - - T T T T T T T T T T
g | |

5 | |

Pl e e e P
_9 ! |

— | |

g LS e e ft i [
o | |

® o - - - e ! !

c | |

=} | |

Qo | |

-10
4 5 10 15
t(zaman, sn)

& .

o) |

[8] I

Y |

(0] I

T ot -V 4 - - - - - e
N I

c 20/ )-t+-——-—-"—"—"———— A4 - - = - === = — = — = b= - — = — = =
T |

D gob VLo S
o I

@ |

c 40 - M- ________
5 ]

2 !

t(zaman,sn)

Sekil 3.30. Kolun agisal konumu ve agisal hizi (x] =[40 0 35

0D
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Sekil 3.31. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi (xI =[40 0 35 0])

15

10

t(zaman,sn)

Sekil 3.32. Kontrol girisi (x) =[40 0 35 0])
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Sekil 3.33. Sistemin kayma sektérii ve kayma ylzeyi fonksiyonlarinin

Baslangi¢ kosulu x

degisimi (xI =[40 0 35 0])

=170 0 60 0]icin:

Kolun agisal konumu, derece

t(zaman, sn)

Kolun agisal hizi, derece/sn

Sekil 3.34.

t(zaman,sn)

Kolun agisal konumu ve agisal hizi (xJ =[70 0 60 0])
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Sekil 3.35. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi (xI =[70 0 60 0])
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t(zaman,sn)

Sekil 3.36. Kontrol girisi (xI =[70 0 60 0])
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Sekil 3.37. Sistemin kayma sektérii ve kayma ylzeyi fonksiyonlarinin

degisimi (xI =[70 0 60 0])

Baslangic kosulu xI =[70 0 60 0] ve d = 6sin(4t) bozucu icin:

Kolun agisal konumu, derece

Kolun agisal hizi, derece/sn

t(zaman, sn)
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Sekil 3.38. Kolun agisal konumu ve agisal hizi

(x§ =170 0 60 0], d=6sin(4t))
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Sekil 3.39. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi

(xF =170 0 60 0], d=6sin(4t))
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100+ - -H1 -[§ -
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B0F - - — -

00+ - -Ht -t

50+ - -Ht -1t

-200

15
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Sekil 3.40. Kontrol girisi (xJ =[70 0 60 0], d = 6sin(4t))
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Sekil 3.41. Sistemin kayma sektorii ve kayma yizeyi fonksiyonlarinin
degisimi (xJ =[70 0 60 0], d = 6sin(4t))

Benzetim sonuclari incelendiginde sistemin ¢ durum icin de basar ile
kontrol edilerek kararli hale getirildigi gorulur. Sistem kararli hale gelirken
kayan Kipli kontrolde oldugu gibi yiksek frekansli strekli bir ¢atirti meydana
gelmemektedir. Bunun yerine kontrol sinyalinde (Sekil 3.32, Sekil 3.36)
sistemin sektdr icerisindeki konumuna bagli olarak ortaya c¢ikan genligi
zamanla azalan kisa suUreli ¢atirti hareketleri goéralmektedir. Sektdérin sifir
noktasi etrafinda kararli olmasiyla birlikte sistemin kontrol girisi de sifir
olmakta ve sistem sektdrden c¢ikmadigi sdrece kontrol girisine ihtiyag
duyulmamaktadir.

Belirsizlik iceren sistemde ise kontrol sinyali c¢atirtiyl azaltmasi yénitnden
benzer davranis sergilerken sektdrin sifir etrafinda kararli olmasi ile birlikte
kontrol sinyalinde (Sekil 3.40) sadece belirsizlikten kaynaklanan sinus
fonksiyonu kalmaktadir.
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3.5.3. Durum degiskenlerine bagh dogrusal sektor metodu ile ¢c6ziim

Sistem sirasi ile xJ =[40 0 35 0], x{ =[70 0 60 0] baslangic
degerleri ve xI =[70 0 60 0] baslangi¢ degerinde d = 6sin(4t) bozucu
icin bélim 3.4 de ele alinan durum degiskenlerine bagl dogrusal sektor
kullanilarak kontrol edilmektedir. Kontrolcl parametreleri ise karsilastirma
yapilabilmesi icin bir 6nceki uygulamadaki gibi secilmigtir.

Q = diag{80,25,70,23} ,r = 0.8

Kayma sektort tasarimi Es. 3.93te verilmistir. Kayma sektdéri tasariminda
kullanilan P matrisi her bir zaman araliginda cebirsel Riccati denkleminin
¢6zimunden elde edilir. Tasarlanan sektdor a = 0.8 secilerek i¢c ve dis

sektorlere ayrilir.

Belirsizlik icermeyen durumlar igin sistem Teorem 3.8 ile belirtilen degigken
yapih kontrolcU kullanilarak kontrol edilir.
u(t) = —a(s(x, t),8(x, t))(S(x, t)b(x, t))_1 (S(x, A, )x + S(x, )x +

K(x,t)s(x, t))

Kontrolcideki K(x,t) katsayisi Es. 3.99 ve Es. 3.100’e g6re her bir zaman
araliginda bir déngl yardimi ile programa otomatik olarak hesaplatilarak

secilmektedir.

Belirsizlik iceren sistemin kontrolinde ise Teorem 3.9'da belirtilen gurbiz
kontrolcU kullanilarak kontrol edilir.

u(®) = —o(s(x,0),60c,0)g ™ (6, (S, Ob(x, ) (SCxr, DA, O)x +

S(x, t)x + (K(x, B, t)|s(x, t)| + k(x, t))sgn(s(x, t)))
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Kontrolctideki K (x, t) katsayisi Es. 3.99 ve Es. 3.100’e gore secilirken k(x,t)
katsayisi her bir aralikta Es. 3.118’de belirtilen esitlige gére asagidaki gibi

belirlenir.
k(x,t) = B(x, O[(F(x,t) + [ldDlx ()] + 0.1
Burada F(x,t) > ||f(x,t)|| ve f(x,t) =[0 0 0 O]

Kontrolcinun diger parametreleri asagidaki gibi secilmigtir.

Sistem t =15 saniye slre ve 0.001 zaman basamak artisi ile kontrol

edilmektedir. Kontrolcl |u| < 200 Nm ile sinirlandiriimistir.

Baslangi¢ kosulu x¥ =40 0 35 0]igin:

40

0fF-X-------------

]

Kolun agisal konumu, derece

Kolun agisal hizi, derece/sn

t(zaman,sn)

Sekil 3.42. Kolun agisal konumu ve agisal hizi (x] =[40 0 35 0])
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Sekil 3.43. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi (xJ =[40 0 35 0])
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W ‘N

-200

t(zaman,sn)

Sekil 3.44. Kontrol girisi (x) =[40 0 35 0])
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0

t(zaman,sn)

Sekil 3.45. Sistemin kayma sektérii ve kayma ylzeyi fonksiyonlarinin
degisimi (x§ =[40 0 35 0])

Baslangic kosulu xI =[70 0 60 0]

Kolun agisal konumu, derece

Kolun agisal hizi, derece/sn

t(zaman,sn)

Sekil 3.46. Kolun agisal konumu ve agisal hizi (x; =[70 0 60 0])
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Sekil 3.47. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi (xJ =[70 0 60 0])
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Sekil 3.48. Kontrol girisi (xI =[70 0 60 0])
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— Kayma yiizeyi
————— Dis sektdr sinirlari ||
---------- ic sektor sinirlari

Genlik

t(zaman,sn)

Sekil 3.49. Sistemin kayma sektori ve kayma yizeyi fonksiyonlarinin
degisimi (xJ =[70 0 60 0])

Baslangic kosulu xI =[70 0 60 0] ve d = 6sin(4t) bozucu icin:

Kolun agisal konumu, derece

Kolun acisal hizi, derece/sn

t(zaman,sn)

Sekil 3.50. Kolun agisal konumu ve agisal hizi
(x§ =[70 0 60 0], d=6sin(4t))
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Sekil 3.51. Motor mili agisal konumu ve agisal hizi

(xI'=[70 0 60 0], d=6sin(4t))
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Sekil 3.52. Kontrol girisi (xJ = [70 0 60 0], d = 6sin(4t))



111

1500 —————————————— —

----- Dis sektor sinirlan
JO0OM - = - — I¢ sektdr sinirlar

500 B e e

Genlik

iy
-500 S __________

-10000
t(zaman,sn)

Sekil 3.53. Sistemin kayma sektérii ve kayma ylzeyi fonksiyonlarinin
degisimi (x§ =[70 0 60 0], d = 6sin(4t))

Benzetim sonuclari incelendiginde sistemin O¢ durum igin de basari ile

kontrol edilerek kararli hale getirildigi goérulir. Kayan Kkipli kontrol

kullanildiginda meydana gelen catirti problemi ise neredeyse yok edilmistir.

Bltin benzetim sonuglari incelendiginde her iki kayan sektér kontrol
yaklagiminin da kayan kipli kontrolden Gsttnlikleri acikgca gérilmektedir. Her
iki yaklasimda catirtiyr belirgin oranda yok etmig ve bir stre sonra kontrol
girisine ihtiyagc duymadan sistemin kararli kalmasini saglamiglardir. Ayrica
kontrol sinyalinde kayan Kipli kontrole oranla enerji tasarrufu saglamislardir.
Bunun yaninda her iki yaklagimda da belirsizlik iceren durumda basarih

sonuglar elde edilmigtir.
iki kayan sektér yaklagimi kendi igerisinde kargilastirilacak olursa;

B6lim 3.5.2'de dogrusal olamayan sektor tasarimina gére yapilan ¢ézimde
sektor tasarimi diferansiyel Riccati denkleminin ¢ézimlne dayanmaktadir.
Secilen degdisken yapili kontrolci sektdr disarisinda durum geri besleme
kontrolcl, sektér icerisinde ise kayan kipli kontrolcl benzeri bir davranig
sergilemektedir.



112

Sektér igerisinde meydana gelen kisa slreli ¢atirti olusumlarinin sektérin
sifira yaklagsmasi ile genligi azalmakta ve sonunda yok olmaktadir. Daha
once belirtildigi gibi sistem sektér igerisinde kararli bir davranis sergilemeye
cahsir. Ancak kontrolcl sektor icerisinde de calisarak sistemin gurbizIGgina

arttirmaktadir.

Bolim 3.5.3’te durum degigskenlerine bagll dogrusal sektdr tasarimi ile
yapilan ¢dzimde sektdr tasarimi cebirsel Riccati denkleminin her bir zaman
araliginda c¢c6zimine dayanir. Secilen kontrolci yapi olarak durum geri
besleme kontrole benzer davranis gdésterir. Ancak bu yaklasimda sistemin
sektér icerisindeki kararli davranisindan faydalanilarak ic sektérde kontrol
girisi  yapilmamaktadir.  Sektdr icerisinde sistemin kararli  dinamik
davranigindan faydalaniimasi catirtlyr azaltmakta ve enerji tasarrufu
saglamaktadir.

Belirsizligin  olmadigi  xj =[40 0 35 0] ve x{=[70 0 60 0]
baslangic kosullarinda iki yaklagsimda 5 saniye sonra sistemi kararli hale
getirmektedir. ilk baslangi¢c kosulunda dogrusal olmayan sektér tasarimi ile
kontrol edilen sistemde durum degiskenleri (Sekil 3.30, Sekil 3.31) digerine
(Sekil 3.42, Sekil 3.43) oranla daha az salinim yapmaktadir. Bununla birlikte
dogrusal olmayan sektér kontrolde (Sekil 3.36) kontrol girisinde durum
degiskenlerine bagh dogrusal sektdr kontrole (Sekil 3.44) oranla daha fazla
catirtt meydana gelmekie ve daha fazla enerji harcanmaktadir. ikinci
baslangi¢ kosulu iginde benzeri davraniglar gézlemlenmektedir.

Belirsizlik iceren durumlar da ise diger sonuglardan farkl olarak sistem
dogrusal olmayan sektdr kontrolde, durum degiskenlerine bagli dogrusal
sektor kontrole oranla daha hizli cevap vermekte ve daha girblz bir yapi

sergilemektedir.
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3.6. Boliim Ozeti

Bu bélimde kayan sektdr kontrol yéntemi detayli olarak ele alinmistir. ilk
olarak dogrusal sistemler icin kayan sektér yaklasimi ayrintih olarak
anlatilmistir. Daha sonra dogrusal olmayan sitemler icin dogrusal olmayan,
zamanla degisen kayan sektdr kontrol ele alinmistir. Son olarak Ozcan’in da
Uzerinde calismalar yaptigi dogrusal olmayan sistemler icin durum
degiskenlerine bagli kayan sektdr kontrol ydntemi Onerilmistir [24]. Bu
yontemin teorisindeki eksikliklerin giderilebilmesi icin yontem detayli olarak
ele alinmistir. Bu bdlimdeki temel katki olan Teorem 3.8 ve Teorem 3.9
yazilarak bdlim icerisinde ispatlari yapiimigtir. Bélim igerisindeki anlatimlar
drneklerle desteklenerek dnerilen ydntemler esnek mafsalli robot manipilatér

sistemi Uzerinde uygulanmistir.
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4. DOGRUSAL OLMAYAN SIiSTEMLERE ZAMANLA DEGISEN
DOGRUSAL SEKTORLERLE YAKINSAYARAK KAYAN SETOR
KONTROL

Kayan sektér kontrol kullanarak dogrusal ve dogrusal olmayan sistemlerin
kontroli bolim 3’te ayrintih olarak ele alinmigti. Bu bélimde dogrusal
olmayan sistemler igin daha dnce ele alinan ydntemlerden farkh olarak
dogrusal olmayan sisteme dogrusal zamanla degisen sistemler yardimi ile
yakinsanmaktadir. Elde edilen ardisik zamanla dedisen dogrusal sistemler
yardimi ile dogrusal olmayan sistem icin kayan sektdr tasarimi yapilarak
degisken yapili kontrol uygulanmaktadir.

Ardisik yakinsama teknigi ile ilgili literatirde cesitli ¢calismalar mevcuttur.
Salamci ve Banks ardisik yakinsama teknigi ile optimum kayma ylzeyi
tasarimi yapmiglardir [34]. Salamci doktora calismasinda bir flize modeli icin
ardisik yakinsama teknigi ile kayan kipli kontrol uygulamasi yapmistir [35].
Rodriguez ve Banks dogrusal olmayan sistemlerin dogrusal yakinsama
sartlarini ve kararhlik analizini yapmiglardir [32]. Cimen ve Banks optimal
kontrol ybéntemi icin ardigik yakinsama teknigi ile ucus kontrol sistemi

tasarlamiglardir [7].

Bu bélimde 6nceki calismalardan farkli olarak dogrusal olmayan sisteme
dogrusal sistemlerle yakinsama teknigi, kayan sektér kontrol ile
birlestirilmektedir. Oncelikle zorlanmis ve zorlanmamis sistemler icin
yakinsama kosullari ele alinmaktadir. Daha sonra B6lim 3'de ele alinan
ybntemlere benzer sekilde zamanla degisen dogrusal sistemler igcin kayan
sektdr kontrol tasarimi anlatilarak yakinsama teknigi ile birlestiriimektedir.

Son olarak dnerilen yontemler fiziksel sistemler Gzerinde uygulanmaktadir.

Dogrusal olmayan sistemlere yakinsama konusunda Salamci’nin ¢aligmalari

temel alinmigtir [35].
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4.1. Dogrusal Olmayan Sistemlere Dogrusal Yakinsama

Dogrusal olmayan sistemlerin Taylor serisi agilimi ile denge noktasi etrafinda
dogrusallastinlarak sistem davraniginin incelenmesi ve sisteme uygun
kontrolcil tasarlanmasi bilinen bir yéntemdir. Dogrusallastiriimis sistemin
davranigi, dogrusal olmayan sistemin genel davranisini temsil etmez.
Dogrusallastiriimig sistem kullanilarak tasarlanan kontrolciide yalnizca denge
noktasinin yakin komsuluklarinda etkilidir. Bu ytzden kontrolcinin ¢alisma
bdlgesini genisletmek icin farkh calisma noktalarinda farkli dogrusallastirma
modelleri turetilebilir ve sistem belirli bir ¢alisma ydéringesinden gecerken
kontrolcU kazanclari ayarlanabilir.

Bu boélimde dogrusal olmayan sistemlerin belli bir grubu igin farkli bir

yakinsama teknigi anlatiimaktadir.
Asagidaki gibi bir dogrusal olmayan sistem ele alinsin.
x=A)x + B(x)u (4.1)

Burada x € R", u € R™, A(x) € R™™ ve B(x) € R™™ dir. Ardisiklik teknigi
sistemin, birinci yakinsama hari¢ dogrusal zamanla degisen yakinsamalarini

olusturur. Es. 4.1’in yakinsama dizisi asagidaki gibi olusturulabilir.

2l = A(x1 () xll + B(x U @))uld, xl(ty) = x, (4.2)
Bu durumda ilk yakinsama asagidaki gibi olacaktir.

% = A(x)x ™ + B(xo(t)ultl, xM(ty) = x, (4.3)

Es. 4.1°deki dogrusal olmayan sistemin ilk yakinsamasi dogrusal, zamanla
degismeyen sistemdir. Bundan sonraki yakinsamalar ise dogrusal, zamanla

degisen sistemler olacaktir.
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Es. 4.2'nin yakinsama kosullari incelenmeden énce Es. 4.1’in zorlanmayan

kismi ele alinsin.

x = A(x)x (4.4)
Es. 4.4°Un yakinsama dizisi asagidaki gibidir.

#0 = A(=1(e)xld, xl(ty) = x,

2 = Ao @)x™, xM(t) = x, (4.5)

@li-1(t, to) , A(x[-1(¢t)) tarafindan Uretilen durum gegis matrisi olsun [42].
@I, )| < exp [f:o u (A(x[i‘l] (T))) d‘l’] (4.6)

Burada p(A(.)), A(.)’nin logaritmik normudur ve asagidaki gibi tanimlanir.

(1 +hAC)I - 1)
h

H(AC) = lim,
ya da
u(AC)) = smaxA(A() + AT (4.7)

II.|| standart yapay matris normu olarak kabul edilsin. Bu durumda

oli-1(t, t,) — dli-2l(t, t,) nin tahmini asagidaki lemma ile yapilabilir.
4.1. Lemma [32, 35]

Her x,y € R" igin p(A(x)) <Ky ve [lA(x) =AM <k;llx—yll oldugu

disindlsin. Bu durumda
| @I, ) — DE2(E, tp)|| < Koe* 1 EIsup||xli=U(s) — xli=2I(s) || (4.8)

olur.
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Ispat [35]

oli-1(t, t,) ve ®li-2(t, t,) asagidaki ardisik denklemlerin ¢dzimleridir.

= AU @e)xld, xli(e) = x (4.9)
2l = A2 ()x 71, 271 (g) = x (4.10)
Bdylece

%(x[i] (©) = x=0@0)) = A (x @) (x10) - 21(0)
+a (x50 - 4 (x1-20)] x1(6) olur.

t

xl() — xli-1(p) = f ®li-1(t, 5) [A (x[i-ﬂ(s)) —A (x[i-zl(s))]x[i-ﬂ(s)ds

to

@) = ol t)xy ve xl(t) — () = [@li-U(t, t) — DLE-2I(t, to)]xo

oldugundan

||x[i](t) _ x[i—l](t)”

< [ e ([ w(a(e710)) ) et~

0

X exp <fsﬂ (A (x[i_z](r))> dr) llxollds

< Kkyer(t=to) (¢ — to)sup”x[i] (s) — x[i_z](s)”llxoll (4.11)

Simdi £l (¢t) asagidaki gibi tanimlansin.

f[i] t) = SuPse[to,t]”x[i] (s) — xli=2l (S)” (4.12)
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Bu durumda

El(1) < iepem 1) (¢ — t0)|xo [IEE-2(2) olur.

y1(6) = Ke 100 (1 — o) |Ixll < 1 (4.13)
oldugu kabul edilirse;

I OESAGHE)

ve boylece

i@ <yi? P (4.14)
olur.

4.1. Teorem [32, 35]

K1Ve k,, sonlu sayilardir ve A(x) asagidaki sartlar saglar.

> u(A(x)) <Kk, VXeR"
> lAG) — ANl < k2llx =yl Vx,y € R™

Y1(T) = ke 1T~ (T — t,)||x, |l < 1 oldugu varsayilsin. Es. 4.4, C([t,, T],R™)’
de Es. 4.5'teki yakinsamanin ¢6zim sinirlan [t,, T] ile verilen tek bir ¢dziime
sahiptir.

Ispat [32, 35]

x[il(t) Banach uzayinda bir Cauchy serisi oldugu icin Es. 4.14 dogrudan

teoremin ispatini saglar. n
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4.1. Tanim [35]

Yakinsama dizisinde, kontrol terimi v’ nun etkisini gérmek icin agsagidaki gibi

bir dogrusal olmayan durum-geri besleme kontrolct ele alinsin.

u=K,(x)x (4.15)
Buna gore;
x=A()x + BX)K,(x)x = A(x)x + B(x)x (4.16)

ve yakinsama dizisi

2l = A(x=1 ()2l + B(xli- ()« (4.17)
olur. Burada %[ = A(xy)x™ + B(x)x !

4.2. Teorem [35]

Ky, Ky, K3, K4 VE Ks SONIuU sayilari icin A(x) ve B(x) asagidaki sartlari saglasin.

u(A(x)) <Kk, VXeR"
IAG) — AN < ko llx —yll,  vx,y € R™
|Bx) =BW)|| < ksllx =y,  vx,yeR

B < k4 VX eR™

YV V VY V V

u (E(x)) <ks, VxeR"

Asagidaki esitligin saglandigi kabul edilirse;

LA PN | 1
Y2(t) = : : {

KoKy
—1,K,(t—t 2+(K + K, + )t—t
s+ @ — ety (272 (7 (e i 4 P ) (= o)

N (K2K4 + K3 (ks — K1)> (e(;cs—}cl)(t—to) _ 1)}

(ks — K1)?
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Bu durumda t € [t,, T] icin |y,(t)| <1 olur ve Es. 4.17°deki yakinsama

dizisinin ¢6zUmU C([ty, T],R™)’ de Es. 4.16’nin ¢dziimiine yakinsar.

Ispat [35]

Es. 4.17°deki diferansiyel yakinsama dizisinin ¢6zimu asagidaki gibidir.
x[(t) = dl-1(¢, t)xy + ftz oli-t(t, ) B (x[i‘l] (s)) xlilds (4.18)
Bunun sonucu olarak asagidaki esitlik yazabilir.

x() — x=1(@) = [@l7U(t, 1) — @2t ) ]xo

+ J;tCIJ[i_l] (t,s)B (x[i_l] (s)) [xl(s) — x[i=1(s)]ds

0

t
+f [@li=t(t,s) — @li=2(t,¢)] B (x[i‘l](s)) xli=t(s)ds
to
+ ftto oli-2l(t, s) [E’ (x[i‘l] (s)) -B (x[i‘z](s))] x-1(s)ds (4.19)
Lemma 4.1’e gobre;

€1 (8) = xU @) < 1pe 210 (¢ = 1) sup [|xli7H(s) — 2721 () || 1o
S€[to,t]

t
+ f e 1=, ||x (s) — x-1(s)|| ds
t

0

t
+f Kpe 19 (t —s) sup ||xU(s) — 272 (s) || ey || x =Y (s) || ds
t s€(to.t]

0

+ ftto e 1(E=es ||xli=t(s) — x =29 || ||x =Y (s) || ds (4.20)

Buna gére [|x! (@) || < [e*1¢t) + e*s(t=t0)]||x, ]| olur.

Es. 4.12'nin vasitasiyla asagidaki esitsizlikler yazilabilir.
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. . K .
§11(0) < rpe® 1) (¢ = )| 11 1(0) == [1 = et gl )
1

+ 2 ey 0 (e — 1)l -10)

+ %em“o)(t — to) o 1€ ()
KoKy

(Kl — Ks5)?

+ 13110 (£ — 1) |, 11711 (1)

L [eks(tmto) — gri=to)]||xy €111 (e) (4.21)

Ks—Kq

[eks(t—to) - ekl(t—to)]||x0||§[i—1](t)

ya da

{1 + Z_‘I [1- e'ﬁ(f—fo)]} £l ()

1 KoK
S{EK2K4(t_to)2+|:K2+K3+K 24 ](t_to)

1~ Ks
KoKy K3

] (elesr(t=t0)
(ks —K1)?  Ks — 14

= D erso)x gl-1)(e)

Buradan hareketle asagidaki esitsizlik yazilabilir.

@) <y, (U@ (4.22)

Burada y, (t) asagidaki gibidir.

1,100 | x || 1
y2(t) = : - {

KoKy
—Kok,(t —t 2+( + Ky + )t—t
K1+K4(1_ekl(t_t0)) 2 2 4( 0) KZ KZ K ( 0)

+ <K2K4 + K3 (KS - Kl)) (e(lcs—}cl)(t—to) _ 1)}

1~ Ks
(ks — K1)

Boylece eger te[t, T] icin y,(t) <1 ise, C([ty, T],R™) aralidinda
x1(@®) - x(¢) dir. n
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4.2. Tanim [35]

Kontrol terimi u agagidaki gibi bir isaret fonksiyonu olsun.

u = K, (x)sign(a(x)) (4.23)
Burada o(x) kayma ylzeyidir.

Buna gore;

x = A(x)x + B(x)K, (x)sign(a(x)) =A(x)x + f(x) (4.24)
ve yakinsama dizisi

#10 = A1)l 4 f(xli-1) (4.25)
olur. Burada x = A(x)x™ + £(x,)

4.3. Teorem [35]

K1, Ko, K3 V€ K, SONlu sayilari icin A(x) ve f(x) asagidaki sartlari saglasin.

> u(A(X) <rK;, VxERM
> JA) — AN < Kkllx = yll,  vx,y € R™

> lf(x) = fOIl <xsllx—yll, Vx,y eR"
> lfC)ll <xy VXeERT

Asagidaki esitligin saglandigi kabul edilsin.

y3(t) = ek (t=to) (t —t) (K2||Xo|| + sz4) + (% _ ﬁ) (1 _ em(t—to)) (4.26)

K1 K1

Bu durumda t € [t,, T] icin |y3(t)] <1 olur ve Es. 4.25teki yakinsama

dizisinin ¢6zimu C([t,, T],R™) de Es. 4.24’Gn ¢6zUmUne yakinsar.



123

Ispat [35]
Es. 4.25’teki diferansiyel yakinsama dizisinin ¢6zimu asagidaki gibidir.

xl () = dl=1(t, t)xo + ftto oli=t(t,s) f (x[i_l](s)) xlilds (4.27)

Buradan asagidaki esitlik yazabilir.
xl1(e) = x U@ = [oli=1(t, ) — dU=2(t, )] %o

+ ftto oli-1(¢ ) [f (x[i_l] (s)) - f (x[i_z] (s))] ds

[0l ) - 0l t)] £ (xI2(s)) ds  (4.28)

G6zUm Es. 4.14 ve Lemma 4.1’e g6re diizenlenirse;

, K ,
< i 10 (¢ — 1)l () xgl] = = [1 = exa 0 [elitl(p)
1

KoK . KoK .
224 ekl(t—to)(t — to)f[l_l](t) + ;2('24 [1 — ek1(t—f0)]€[l—1](t)
1 1

Ya da &li(t) < y,(0)EE-1(t) yazilabilir.

Burada y;(t) asagidaki gibidir.

KoK KoK K
72 = e = 1) (rallgll + 2 )*( 224—_3) (1= ematt-to))
K1 Ki K1

Boylece eger te€|[t, T] icin y3(t) <1

ise, C([ty, T],R™) araliginda
x(@t) - x(t) dir.
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4.2. Zamanla Degisen Dogrusal Sistemler icin Kayan Sektér Kontrol

Dogrusal olmayan sistemlere, zamanla degisen dogrusal sistemler kullanarak
yakinsama metodu ve yakinsama sartlari énceki bdlimde incelenmistir.
Kayan sektdr kontrol yontemi icin yakinsama sartlarini saglayacak bicimde
secilen bir degisken yapili kontrolcl ile zamanla degisen dogrusal sistemler
kullanarak dogrusal olmayan sisteme yakinsamak mimkundir. Kayan sektor
ve kontrolci zamanla degisen dogrusal sistemler kullanarak tasarlanir ve
yakinsamalarda kullanilir. Yakinsamalarin yaniti dogrusal olmayan sistemin
yanitl ile birlestigi zaman yakinsamalardan elde edilen kazang¢ katsayilari
dogrusal olmayan sisteme uygulanarak sistem kontrol edilebilir.

Yakinsamalarin yapilabilmesi icin zamanla degisen dogrusal sistemler icin

kayan sektor ve degisken yapili kontrolcU tasarimi yapiimalidir.
Asagidaki gibi zamanla degisen dogrusal tek girigli bir sistem ele alinsin.
x=At)x+ b(t)u (4.29)

Burada x € R™, u € R, A(t) € R™", b(t) € R™* ve (A(D), b(D)) ikilisi [t1,t,]

zaman araliginda kontrol edilebilirdir.

Zamanla degisen dogrusal sistem icin zamanla degdisen, dogrusal kayma
sektéri Tanim 3.3’e benzer sekilde asagidaki gibi olur.

S = {xlls(x, t)] < 8(x,t),x € R"}
s(x,t) = S(t)x, S € R*" (4.30)
6(x,t) = xTA(t)x, Ae R

Burada A(t) = Q(t) — R(t) olup Q(t) € R™ ™ pozitif tanimli simetrik matristir.
R(t) € R™™ pozitif yan tanimh simetrik matristr ve 0<r <1 igin
R(t) = (1 —r)Q(t) seklinde segilebilir.
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Kayma sektorl S; i¢c sektér ve S, dis sektdr alt gruplarinin birlesimi olarak

tanimlanabilir.
S; = {xl||s(x, t)| < ad(x,t),x € R"} (4.31)
S, = {xlad(x,t) <|s(x,t)| <8(x,t), x € R"} (4.32)

Burada a, 0<a <1 egitsizligini saglayan pozitif sabit bir sayidir ve

S =§; US, oldugu agikga gézikmektedir.

Zamanla degisen dogrusal sistemler icin dinamik optimizasyon problemleri
Hamilton-Jacobi denklemi ya da Hamilton-dacobi-Bellman denklemine gére
uygun performans 6l¢citind minimum yapilmasina dayanir. Genel olarak

performans Olcitl asagidaki gibi tanimlanir.
J = [ h(x(®),u@®)dt + g (x(t)) (4.33)

4.3. Tanim

Sektdr tasariminda kullanilan s(x,t) = S(t)x kayma ylzeyi denklemi ele

alinsin.
S(t) = bT(&)P(t) (4.34)
Performans 6lcttl asagidaki gibi secilirse;

] = fti)f(xTQ(t)x +uT1lu)dt (4.35)

Pozitif tanimli simetrik matris P(t) € R™*™ asagidaki zaman bagh diferansiyel
Riccati denkleminin P(tf) = Pr igin geri integrasyon yontemleri ile

¢6zUmunden elde edilir.

P(t) + P(OA®) + AT(OP() — P)b()bT(O)P() +Q(t) =0 (4.36)
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Dogrusal olmayan sisteme dogrusal sistemler ile yakinsamanin
gerceklestirilebilmesi ve kararlihdin saglanabilmesi icin zamana bagl
diferansiyel Riccati denkleminin ¢6zimuU olan pozitif tanimli simetrik P(t)

matrisi asagidaki sartlar saglamalidir [32].

> P(.) sUrekli olmal.
> Hert € R*ve bazi a, p > 0 sabitleri icin al < P(t) < BI olmal.

> Her teR*, xeR" ve bazi 1 pozitif sabitleri igin

2T (B(6) + P(OA() + AT()P (1) ) x < —2llx||? olmall.
4.4. Teorem
Zamanla degisen sistem i¢in asagidaki gibi bir kontrolct tanimlansin.
u=—0o(s(x,t),8(x, t))(S(t)b(t))_l (S(t)A(t)x +S(O)x + K(t)s(x, t)) (4.37)

Yeterince buylk bir K degeri i¢in sistem kayan sektdriin disindan i¢ sektérin

icine dogru hareket eder. Bu durumda K asagidaki esitsizlige gore secilir.

K(£) > max {Z2X0, ko (0)) (4.38)

S
Burada K, (t) pozitif bir sayidir ve asagidaki esitsizlige gore secilir.

2K, () a?rQ(t) + 25T (0)S() + ST(H)S()A[) + AT(©)ST()S(t) > 0 (4.39)
o(s(x,t),8(x, t)) pargali fonksiyonu ise asagidaki gibi ifade edilebilir.

0 X € Si
} (4.40)

o(s(x,t),6(x,0)) = {de{giymez XES,
1 xX&S
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Ispat
Lyapunov fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
L(t) =x"P(t)x >0, Vx € R", (x #0),Vt e R* (4.41)

Sistem sektdér diginda iken a(s(x,t),6(x,t)) =1 olur. Bu durumda kayma

yUzeyinin tlrevi asagidaki esitligi saglar.

s, ) =SOx +St)x =SE)x + SO[A®)x + b()u(t)]
= —K(t)s(x,t) (4.42)

Kayma ylzeyinin karesinin tlrevi asagidaki esitligi saglar.
%sz(x, t) = 2s(x,t)$(x,t) = —2K(t)s?(x,t) <0, Vx € S; (4.43)

Yani yeterince blylk K(x,t) de@eri icin sistem durum degiskenleri ic

sektdrin icine dogru hareket eder.

Sistemin yériingeleri boyunca Lyapunov fonksiyonunun tirevi alinirsa;

L(t) = % (xTP(t)x) = xTP()x + xTP(O)x + xTP(t)%

= xT{ATP(t) + P()A(t) + P(O)}x + 2x"P()b(t)u (4.44)

Es. 4.36 ve Es. 4.37'ye gore Lyapunov fonksiyonunun tlrevi asagidaki
gibidir.

L(t) = x"{(=Q(t) + P(t)b(£)b" (t)P(t)}x
=2xTP®)bE)(S@®bE)H(S®A®x + S(E)x + K(D)s(t)) (4.45)

s(x, t) = bT()P(t)x, sT(x,t) = xTP(t)b(t) ve A(t) = Q(t) — R(t) > 0 ise

L(t) = s%(x,t) —xTQ(t)x
+2s(x, )[-(S@®ObE))HSOADx + S(E)x + K(D)s(x,1))]
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L(t) = s%(x,t) — xTA()x — xTR()x
= 25060 [(SOB®) ™ (SOAWDx +S@®x + K(B)s(x, 1) )]
= —[2(s0b(®) " K®) - 1] ?x,0)
— 2s(x, t)(S(t)b(t))_l[S(t)A(t) +S®)]x — 82(x,t) —xTR()x
< - [Z(S(t)b(t))_ll((t) - 1] a?82(x,t)
—2xTST(t) (S(t)b(t))_l[S(t)A(t) +S®)]x = 8%(x,t) —xTR(O)x
< =2(S(Ob®)) " K(©)a?62(x, 1)
— 2xTST(R)(SE)b(®) " [SA®) + S®)]x — x"R(E)x

= —(S(t)b(t))_le[ZK(t)aer(t) + ST(®)SOA) + 25T (6)S(t)
+AT(@)ST@®)S®)]x — xTR(t)x
<—xTR(t)x, x ¢ S; (4.46)

Burada S(t)b(t) = bT(t)P(t)b(t) > 0.

Sistem sektdr disarisinda iken Es. 4.38'i pozitif tanimh yapacak uygun K(t)

degerinin secilmesi ile yukaridaki sart saglanir.

Sistem i¢ sektdérin igine girdikten sonra  o(s(x,t),8(x,t)) =0 olur ve

Lyapunov fonksiyonunun tirevi asagidaki sarti saglar.

L(t) = s%(x,t) — 8%(x, t) — x"R()x
< —xTR(t)x, Vx € S ve a(s(x, t),5(x, t)) = 0. (4.47)

Bdylece sistem kararli hale gelir. n

Teorem 4.4 ile ele alinan asagidaki kontrolcl dizenlenirse;
u=—[o(s(x, ), 8(x, 0)(SOB®) ™ (SOAW®) +S(O)x + K(BS®))]x  (4.48)

ya da u = K,(x)x olur. Bu durumda kontrolcii Tanim 4.1 ve Teorem 4.2'yi

saglar.
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45. Teorem

Zamanla degisen sistem i¢in asagidaki gibi bir kontrolct tanimlansin.

L {—k(t)s(x, t) X € 5} (4.49)

—k(t)6(x, t)sgn(s(x, t)) X€ES

Burada k(t) = 0.5 pozitif sabit bir sayidir. Bu durumda, sistem ydériingeleri
kayma sektdrtintn disindan icine dogru hareket eder. Burada k(t) asagidaki

esitsizligi saglamahdir.

-1,.
k(t) > (SODBE®) " (SOx+S(OA)x) (4'50)

s(x,t)

Ispat
Lyapunov fonksiyonunu Es. 4.41’deki gibi tanimlansin.
L(t) =xTP(t)x >0, Vx €eR™, (x #0),Vt e R"

Sistemin baslangic degerinin kayan sektdr disinda oldugu kabul edilsin. Bu

durumda s(x,t) > §(x, t) olur ve sisteme asagidaki kontrol girisi etki eder.
u=—k(t)s(x,t) (4.51)
Kayma ylzeyinin karesinin tlrevi asagidaki esitligi saglar.

%sz(x, t) = 2s(x,t)s(x, t) = 2s(x, t){S(t)x +St)(A)x + b(t)u)}

= 25(x, ) (S®x + SOA(t)x) — 2S(Ob(O)k(t)s?(x,t) <0 (4.52)

Yeterince blyik k(t) degeri icin sistem durum degiskenleri i¢ sektdriin icine

dogru hareket eder. Bu durumda k(t) asagidaki esitsizligi saglamalidir.

(S(®)b(D) T (SMx+S(H)A(L)x)
s(x,t)

k(t) >
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Lyapunov fonksiyonunun tirevi alinirsa;

i) = ;—x (xTP()x) = xTP(O)x + xTP(O)x + xTP()x

= xT{ATP(t) + P()A(t) + P(t)}x + 2xTP(t)b(t)u (4.53)

Es. 4.36 ve Es. 4.49'a gbre Lyapunov fonksiyonunun tlrevi asagidaki gibi

olur.
L) = xT{=Q(t) + P()b(t)bT (t)P(t)}x — 2xTP(t)b(t)k(t)s(x, t) (4.54)
s(x, t) = bT()P()x, sT(x,t) = xTP(t)b(t) ve A(t) = Q(t) — R(t) > 0 ise

L(t) = s%(x,t) —xTA()x — x"TR()x — 2k(t)s?(x,t)
= —[2k(t) — 1]s%(x,t) — 6%(x,t) —xTR(t)x < —xTR(t)x (4.55)

Her k(t) > 0.5 pozitif sabiti icin sistemin durumu sektdr digindan sektérin

icine dogru degisir.

Sistem sektoriin sinirlari igerisindeyken |s(x,t)| < 6(x,t) olur. Bu durumda

sisteme asagidaki kontrol girisi etki eder.
u=—-k(t)5(x, t)sgn(s(x, t)) (4.56)
Bu durumda Lyapunov fonksiyonunun tirevi alinirsa;

L(t) = s2(x, £) — x"A()x — xTR(D)x — 25(x, ) (k(D)8(x, £)sgn(s(x, 1))

< s?(x,t) —6%(x,t) —xTR(t)x < —xTR(t)x, Vx € S(t) (4.57)
Lyapunov fonksiyonun tlrevi zamanla azalir. [
Teorem 4.5 ile ele alinan kontrolcl diizenlenirse;

e Sistem sektdor disarisinda iken u = —k(t)s(x,t) = K,(x)x olur. Bu

durumda kontrolci Tanim 4.1 ve Teorem 4.2’yi saglar.
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o Sistem sektor igerisinde iken u=—k(t)d(x, t)sgn(s(x,t)) =
Ky (x)sign(o(x)) olur. Bu durumda kontrolci Tanim 4.2 ve Teorem

4.3'0 saglar.

Dogrusal olmayan sistemlere zamanla degisen dogrusal sistemler kullanarak
yakinsama metodu ile kayan sektér kontrol uygulamalarinda asagidaki
siralama takip edilebilir.

1. Sistem ilk yakinsama igin x, baslangi¢ degerlerinde degerlendirilerek
Es. 4.3 ile belirtilen asagidaki gibi zamanla degismeyen dogrusal bir
sistem elde edilir.

% = ACe)xM + Bl (0)ult!, x[(t,) = x,

2. Elde edilen zamanla degismeyen dogrusal sistem icin 3. Bdlimde
anlatilan dogrusal sistemler icin PR-kayan sektdr tasarimi yapilr ve

sistem uygun degisken yapil kontrolcl ile kontrol edilir.

Kullanilacak degisken yapili kontrolci daha sonra yakinsamalarda
kullanilacak zamanla degisen dogrusal sistemlerdeki kontrolci ile ayni

olmalidir.

3. ik yakinsamanin ¢oéziiminden elde edilen x(t) dizini kullanilarak

zamanla degisen A(t) ve B(t) dizinleri elde edilir.

4. Bir dnceki yakinsamadan elde edilen veriler kullanilarak Es. 4.2 ile
belirtilen asagidaki yakinsama dizisi olusturulur.

2l = A1) 2 + B(xH@))uld, xl(t,) = x,

5. Olusturulan zamanla degisen dogrusal sistem icin kayan sektor
tasarimi yapilir.



132

6. Teorem 4.4 ya da Teorem 4.5 ile belirtlen degisken vyapili
kontrolctlerden uygun olani segilerek sistem kontrol edilir. G6ziimden
elde edilen x(t) dizinleri bir sonraki yakinsamada kullaniimak Uzere

saklanir.

7. Dogrusal olmayan sistem yakinsamalardan elde edilen kontrolcu

kazanclari kullanilarak kontrol edilir.

8. Zamanla degisen dogrusal sistemin cevabi dogrusal olmayan sistemin

cevabina yakinsayana kadar ¢c6ziime devam edilir.
4.3. Esnek Baglantili Robot Manipulatér Uygulamasi

Bu calismada, B&6lim 4.1’de ele alinan dogrusal olmayan sistemlere
yakinsama teknigi ve Teorem 4.4 ile geligtirilen kontrol algoritmasi esnek
baglantiya sahip robot manipulatére uygulanmaktadir.

IM

Sekil 4.1. Esnek baglantili robot manipulatér [33]

Sekil 4.1 ile gbsterilen robot manipulatére ait dinamik denklemler asagidaki
gibidir [33].

14, + MgLsin(q,) + k(q; —q,) =0 (4.58)
JGz — k(g1 — q2) = u (4.59
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Sistem durum uzayi formunda yazilirsa;

xT=[Q1 41 92 9],

0 1 0 0 .
X = 1 x+| o | (4.60)
0 o 0 1
k k 1
| i 0o —5 o 7

Burada kolun toplam kuitlesi M, yercekimi ivmesi g, agirhk merkezinin
uzunlugu L, kolun atalet momenti I, yay sabiti k, motor rotorunun atalet
momenti J, kontrol girisi u (motor torku), kolun acgisal konumu gq,, motor

milinin agisal konumu g, ile ifade edilmektedir.
Sistem parametreleri ise asagidaki gibidir.

M=5kg,g=981m/s? L=05m,I=25kgm?
k =100 N/m, ] = 1.5 kgm? (4.61)

Sistem x! =[75 0 60 0] baslangic kosulu icin t = 15 saniye slire ve
0.001 zaman basamak artigi ile kontrol edilecektir. Kontrolcl |u| < 200 Nm ile

sinirlandiriimistir ve kontrolct parametreleri agagidaki gibidir.
r=0.6,a =0.7, Q = diag{80, 25,70, 23} (4.62)

Sistem %1 = A(xo)x™M + B(xo(t)ultl, x!"(t,) = x, icin ilk yakinsamada x,
baslangic noktasinda degerlendirilerek zamanla degismeyen dogrusal sistem

3. bélimde anlatilan PR-kayan sektér metodu ile kontrol edilir.
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Sekil 4.2. Birinci yakinsama icin kolun agisal konumu ve acisal hizi
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Sekil 4.3. Birinci yakinsama igin motor milinin agisal konumu ve agisal hizi
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Sekil 4.6. Birinci yakinsama icin gergek sistemin kontrol girigi

ilk yaklasim baslangic degeri icin olusturulan zamanla degismeyen dogrusal
sistemdir ve gercek sistemin dinamik davranigini ifade etmez. Ancak bu
ornekteki gibi dogrusala yakin sistemler icin dogrusal sistemler dogrusal

olmayan sistemin davranisi birbirine yakin ¢ikabilir.

Bundan sonraki yakinsamalarda zamanla degisen dogrusal sistemler
kullanilarak dogrusal olmayan sistem kontrol edilmeye calisilir. Ele alinan
uygulamada zamanla degisen dogrusal sistemler icin Teorem 4.4 ile ele
alinan kontrolct kullanilir. Teorem 4.2'ye goOre, zamanla degisen dogrusal

sistem bu kontrolci ile dogrusal olmayan sisteme yakinsayacaktir.

Her bir yakinsamada ¢6zimden elde edilen x(t) dizini siradaki yakinsamada
kullanilarak dogrusal olmayan sistem kontrol edilir.
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Sekil 4.10. Ikinci yakinsama igin yaklagik sistemin kontrol girigi
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Sekil 4.13. Besinci yakinsama i¢in motor milinin agisal konumu ve agisal hizi

Kayma yuzeyi
----=Dis sektdr sinirlar

-~ I¢ sektdr sinirlar

1500

MIEED

-1000

10

t(zaman,sn)

Sekil 4.14. Besinci yakinsama icin sistemin kayma sektort ve kayma yuzeyi

fonksiyonlarinin degigimi
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Sekil 4.15. Besinci yakinsama icin yaklasik sistemin kontrol girigi
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Sekil 4.16. Besinci yakinsama i¢in gergek sistemin kontrol girigi
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Sekil 4.17. a) Kayma yuzeyi fonksiyonunun yaklasik ¢ézimler boyunca

degisimi
b) 1.5-5.5 saniye arasi yakinlastiriimig
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degisimi
b) 3-5.5 saniye arasi yakinlastiriimis

Sekil 4.18. a) Kayma sektdri fonksiyonunun yaklasik ¢céztmler boyunca
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4.4. Ters Sarka¢ Uygulamasi

Bu calismada, Bo6lim 4.1’de ele alinan dogrusal olmayan sistemlere
yakinsama teknigi ve Teorem 4.5 ile gelistirilen kontrol algoritmasi ters
sarkag sistemine uygulanmaktadir. Ters sarkac¢ sistemi dogrusal olmayan
kontrol ydntemleri ile ilgili kitaplarda ve yayinlarda sikg¢a kullanilan bir
sistemdir. Dolayisiyla sistemin hareket denklemleri ilgili kaynaklardan

alinmigtir.

) ()
7

Sekil 4.19. Ters sarkag [23]

Sekil 4.19 ile gobsterilen ters sarkag siteminin dinamik denklemleri asagidaki
gibidir [14].

. u—bx+mlh?sin(6)-mgcos(0)sin(6)
*= (M+m)—mcos2(0) (463)

. C—U— [ )2 [
b= (bx—u—misin(8)6?)cos(8)+(M+m)gsin(6) (4.64)

I(M+m-mcos2(6))

Sistem durum uzayi formatinda yazilirsa;
"= x ¢ 6]

0 1 0 0 0
0 [25Y) Qz3 Q4 _ b12
o 0 0 1[PX@=]p
0 Q42 Q43 Qg bi4

Alx) = (4.65)
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-b

22 = 75y (4.66)
Qs = TR ) (4.67)
Gy =TT, (4.68)
Qi = 2, (4.69)
Qg5 = HRLE (4.70)
Qay = —mlczs((xx)g,llssin(xg) (4-71)
biz = 7 (4.72)
by = i (4.73)
d(x) = M +m — mcos?(x3) (4.74)

Burada arabanin kitlesi M, sarkacin kitlesi m, sarka¢ uzunlugu [, strtinme
sabiti b ve yercekimi ivmesi g ile gbsteriimektedir. Sistem parametreleri
asagida verilmigtir.

M=3kg,m=05kg,l=05m,b=2kg/s, g =9.81kgm/s? (4.75)

SistemxI =[0 0 65 0] baslangi¢ kosulu igin t = 15 saniye siire ve 0.001
zaman basamak artisi ile kontrol edilecektir. Kontrolcl |u| < 100 ile

sinirlandiriimis olup kayan sektor kontrolct parametreleri asagidaki gibidir.
r=0.7,0Q =50 X Iy, k=065 (4.76)

Sistem ilk yakinsamada x, baslangi¢ noktasinda degerlendirilerek Teorem

4.5’e gbre asagidaki gibi zamanla degismeyen dogrusal sistem kontrol edilir.

% = ACx)x™ + B(xo()ul, xM(ty) = x,
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Sekil 4.20. Birinci yakinsama igin arabanin konumu ve hizi
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Sekil 4.21. Birinci yakinsama igin sarkacin konumu ve agisal hizi
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Sekil 4.22. Birinci yakinsama igin sistemin kayma sektdri ve kayma yizeyi

fonksiyonlarinin degisimi

uomap ‘n
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Sekil 4.23. Birinci yakinsama igin yaklasik sistemin kontrol girisi
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Sekil 4.24. Birinci yakinsama igin gercek sistemin kontrol girisi

ik yaklagim baglangi¢ degeri igin olusturulan zamanla degismeyen dogrusal
sistemdir ve gergek sistemin dinamik davranisini ifade etmez. Sekil 4.20 ve
Sekil 4.21 de go6ruldugu gibi yaklasik sistem belli bir siire sonra kararh hale

gelirken gercek sistem oldukca kararsiz bir davranis sergilemektedir.

Bundan sonraki yakinsamalarda zamanla degisen dogrusal sistemler
kullanilarak dogrusal olmayan sistem kontrol edilmeye calisilir. Ele alinan
uygulamada zamanla degisen dogrusal sistemler icin Teorem 4.5 ile ele
alinan kontrolct kullanilir. Teorem 4.3’e gbre, zamanla degisen dogrusal

sistem bu kontrolcU ile dogrusal olmayan sisteme yakinsayacaktir.

Her bir yakinsamada ¢6zimden elde edilen x(t) dizini siradaki yakinsamada

kullanilarak dogrusal olmayan sistem kontrol edilir.
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Sekil 4.25. Onuncu yakinsama i¢in arabanin konumu ve hizi
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Sekil 4.26. Onuncu yakinsama icin sarkacin konumu ve agisal hizi
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Sekil 4.27. Onuncu yakinsama i¢in sistemin kayma sekt6rt ve kayma ylzeyi

fonksiyonlarinin degisimi
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Sekil 4.28. Onuncu yakinsama icin yaklasik sistemin kontrol girigi
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Sekil 4.29. Onuncu yakinsama icin gercek sistemin kontrol girigi
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Sekil 4.30. Kayma yilzeyi fonksiyonunun yaklasik ¢ézimler boyunca degisimi
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Sekil 4.31. Kayma sektéri fonksiyonunun yaklasik ¢ézimler boyunca
degisimi

Her iki uygulamada da kullanilan kayan sektér metotlarinin benzerleri daha
6nce bolim 3’te ele alinarak avantajlarindan bahsedilmigtir. Benzetim
sonuglarl incelendiginde iki fiziksel uygulama icinde yakinsamanin kayan
sektér kontrol metodu ile birlikte basarili bir gsekilde geceklestirildigi

gb6rilmektedir. Bodylece dogrusal olmayan sistem basari ile kontrol
edilebilmektedir.
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4.5. Boliim Ozeti

Bu bélimde dogrusal olmayan sistemler i¢in yeni bir kayan sektor kontrolcl
tasarimi Onerilmigtir. Yontem dogrusal olmayan sistemlere zamanla degisen
dogrusal sistemler kullanarak yakinsanmasina dayanmaktadir. Bu yéntemde
sektdr tasarimi icin zamanla degisen dogrusal sistemler kullaniimaktadir Bu
bélimde temel katki olarak zamanla degisen dogrusal sistemler icin kayan
sektér kontrol yaklagsimlari Teorem 4.4 ve Teorem 4.5 ile dnerilmis ve
ispatlari bélim icerisinde verilmistir. Yontemin yakinsama sartlari ve ispatlar
yine bélum icerisinde verilmigtir. Yontem esnek mafsalli robot manipulatér ve

ters sarkag sistemleri Gzerinde uygulanmigtir.
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5. SONUC

Bu tez calismasinda dogrusal ve dogrusal olmayan tek girigli sistemler igin
kayan Kipli kontrolde meydana gelen catirtiy1 azaltacak ve bunu yaparken de
sistemin kararlihgindan ve gurbizliginden 6din vermeyecek degisken yapili

kontrol sistemleri ele alinmigtir ve yeni ¢ yontem Onerilmistir.

Bu baglamda, bolim 2'de ikinci mertebeden kayan Kipli kontrol yéntemleri
incelemistir. Bu yéntemlerden en temelleri olan burulma ve super burulma
kontrol algoritmalari tercih edilmistir. Daha 6nce yapilan ¢alismalardan farkli
olarak dinamik sistemler igin kayma ylzeyi kararli manifold teoremi ile
hesaplanmistir. Béylece dinamik sistemler igin alternatif bir kayma yUzeyi
tasarim metodu sunulmustur. Ele alinan matematiksel model (zerinde
yapilan benzetimlerde kararli manifold teoremi ve ikinci mertebeden kayan
Kipli kontrol yéntemi basarili bir sekilde bir arada kullaniimistir. Kararli
manifold teoremi ile sistemin kendi dinamik yapisindan faydalanilarak
tasarlanan kayma ylzeyinin sistemin kararliliginda olumlu etkisi oldugu
g6rilmastir. Bu yUzden sistem kayma ylzeyi Uzerinde hareket ederken
kararli bir davranig sergileme egiliminde oldugu icin kontrol c¢abasinin
azaldigr gézlemlenmistir. Degisken yapili kontrolct olarak segilen burulma ve
stper burulma algoritmalarinin degisken yapili kontrol uygulamalarinda
kontrol sinyalinde meydana gelen catirtt problemini gidermekte oldukca
basarili sonuglar verdigi gértlmustir. Sonug olarak kararl manifold Gzerinde
ikinci mertebeden kayan Kipli kontrol uygulamasi bolim 2’de belirtilen
kabuller altinda tek girisli dogrusal ve dogrusal olmayan sistemler igin kontrol
sinyalinde meydana gelen catirti problemini gidermekte ve kontrol ¢abasini

azaltmaktadir.
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Bolim 3'te catirtiyr gidermek igin henlz c¢ok uygulamasi olmayan bir
yaklasim olan kayan sektdr kontrol metodu énerilmistir. Oncelikle dogrusal
sistemler icin kayan sektor tasarimi ve degisken yapili kontrol teorisi
incelenmistir. Dogrusal olmayan sistemler icin zamanla degisen dogrusal
olmayan kayan sekt6r kontrol ve durum degiskenlerine bagh dogrusal kayan
sektoér kontrol algoritmalari ele alinmistir. Daha 6nce yapilan ¢alismalardan
farkli olarak durum degiskenlerine bagll zamanla degisen kayan sektor
kontrol algoritmasinda degisen ylzey egimleri g6z 6ndne alinarak kayan
sektér kontrol algoritmasi gelistiriimistir. Onerilen ydntemler esnek baglantiya
sahip robot manipullatér sistemi Uzerinde uygulanarak sonuglar kayan kipli
kontrol yontemi ile kargilastirilmistir. Yapilan benzetim sonuglarindan kayan
sektor kontrol ydntemlerinin hem secilen iki baslangi¢ kosulunda hem de
belirsizlik iceren sistemde kayan Kkipli kontrole olan GstUnlUkleri
gbzlemlenmigtir. Sistem, dinamik yapisina uygun olarak tasarlanan sektor
icerisinde kontrol girisinin olmadigi durumlarda dahi kararlh davranig
sergileme egiliminde oldugu icin kontrol cabasi blylk oranda azaltilarak
enerji tasarrufu saglanmigtir. Kayan sektdr kontrol metodunda sektdr belli bir
slire sonra denge noktasi etrafinda kararli hale gelmektedir. Sektdriin bu
6zelligi, sistemin kararliligindan ve gurblzliginden 6din vermeden kontrol
sinyalinde meydana gelen catirti problemini belirsizlik icermeyen sistemler
icin tamamen ortadan kaldirmakta, belirsizlik iceren sistemlerde ise ¢ok
blyUk oranda azaltmaktadir.

Bolim 4’de ise ardisik yakinsama metodu ile kayan sektér kontrol metodu
birlestirilerek dogrusal olmayan sistemler igin yeni bir kayan sektdr tasarimi
Onerilmigtir. Dogrusal olmayan sisteme zamanla dedisen dogrusal sistemler
kullanarak yakinsanmis elde edilen zamanla degisen dogrusal sistemler
kayan sektdér metodu ile kontrol edilerek dogrusal olmayan sistemi kararli
hale getirecek kontrol sinyali elde edilmistir. Onerilen ydntemler esnek
baglantili robot manipulatér ve ters sarka¢ sistemlerine uygulanmigtir.
Onerilen iki kayan sektér kontrolciide basarili bir sekilde sistemi kontrol
ederek dogrusal olmayan sisteme yakinsamistir.
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Bunlardan Teorem 4.4 ile ele alinan ve esnek baglantili robot manipulator
uygulamasinda kullanilan kontrolcliniin dogrusala yakin sistemler icin daha
uygun oldugu gbézlemlenirken Teorem 4.5 ile ele alinan ve ters sarkac
mekanizmasinin kontrolinde kullanilan degisken yapili kontrolcinin daha
gurblz davranigsa ihtiyagc duyulan sistemler icin  kullanilabilecegi

gbzlemlenmigtir.

Daha sonraki ¢alismalarda 6nerilen yéntemler deneysel olarak incelenerek
benzetimlerle deneysel sonuclar karsilastirilabilir. Cok girisli sistemler igin
Onerilen yontemler gelistirilerek flze ve ugak gibi dinamik sistemlerin
kontrolinde kullaniimak Uzere takip algoritmalari tasarlanabilir.
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EK-1. Kararli Manifold Teoreminin ispat
Ispat [31]
Es. 2.9 ile belirtilen sistem ele alinsin.

U(t) = [egt 8] ve V(t) = [g egt] olsun.

Bu durumda e4t = U(t) + V(t) olur.

Eger a > 0, K > 0 ve B > 0 i¢in yeterince blyulk bir K ve yeterince ki¢ik bir
B secilirse U(t) ve V(t)'nin asagidaki sartlari sagladigi goraldr.

U@ < Ke™@ht; £>0
IVl < Keft; t<0

Es. 2.12 ele alinsin.

t

w(t,a) =U(t)a + f U(t —s)G(w(s,a))ds — fooV(t — s)G(w(s, a))ds
0 t

Eger w(t,a) Es. 2.12'nin slrekli ¢dzimi ise ayni zamanda Es. 2.9
diferansiyel denkleminin de ¢6ziUmudur. Es. 2.12 integral denklemi ise ardigik

yaklasim yontemi ile ¢ézulebilir, béylece Es. 2.13 asagidaki sekilde yazilir.
w©(t,a) =0

wk+D (¢ a) =
U(t)a + fot Ut —s)Gw® (s, a))ds — ft°° V(t—-s)G (W(k)(s, a)) ds
Yukaridaki time varim hipotezi kabul edilirse;

Klale™®t
2k—1 ’

lw®(t,a) — w*=D(t,a)| <
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EK-1. (Devam) Kararli Manifold Teoreminin ispati

k=1, t = 0icin G, Lipschitz kosulunu ve ||[U®)]l, IV ()|l yukaridaki kabulleri

saglar. Bu durumda t > 0 igin time varim hipotezi takip edilirse;

t
lwm (¢, a) — wm™(t,a)| < f NU(t = 9)lle |w™ (s, a) —w™V(s,a)|ds
0

+f [V(t—29)le |W(m)(S, a) —wm=(s, a)|ds
t

Kl|ale™®s

t
—(a+p)(t-s)
szoKe“B s =

Klale™*s
——ds

(t-s)
+L Kehlt=s o1

eK?|ale™® eK?|ale™ %t
S ’Bzm—l + ’Bzm—l

1, 1\Klale™® _ K|ale™®t
< (4 + 4) 2m-1 — gm ()

Es. 2 eK/B < 1/4 icin saglanir. Yani € < B/4K secilir. G fonksiyonunun Es.
2.6 Lipschitz kosulunu saglamasi i¢in K|a| < §/2 olmahdir. Yani
la| < §/2K segilir. Daha sonra k = 1,2,3,... ve t > 0 i¢in Es. 1 takip edilirse;

[ee]

lw™(t,a) —w™(t,a)| < Z lwED (¢, @) — w®(t,a)|
k=N

=1 Kla
SK'“'ZZ_'\’-: N1
k=N

Yukaridaki nicelik sifira yaklasirken N — oo olur. Bu yiizden w®(t,a),

Cauchy dizisi bir surekli fonksiyondur. Diferansiyel denklem sistemleri igin

varlik ve teklik teoremine gore;

limgoo w®(t,a) =w(t,a); t=0,]al <§/2K
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EK-1. (Devam) Kararli Manifold Teoreminin ispati

Es. 2.13'de esitligin iki tarafi icin de limit alinirsa, dizgin yakinsamadan
gelen w(t,a) surekli fonksiyonu Es. 2.12 integral denklemini ve Es. 2.9
diferansiyel denklemini saglar. Oyleyse her t >0 ve |a| < §/2K igin G €
CY(E) ve wW®(t,a) tirevienebilir fonksiyonlardir. Bu sayede diizgin
yakinsamadan elde edilen w(t,a), her t = 0 ve |a| < §/2K igin tlrevlenebilir
bir fonksiyondur. Béylece Es. 2 asagidaki sekilde ifade edilebilir.

lw(t,a)| < 2Klale™®t; t=>0, |la| <§/2K (3)

Es. 2.12 integral denkleminde a vektérinin son n — k terimi hesaplamaya
girmez ve dolayisiyla sifir alinabilir. Bdéylece w(t,a) ¢6zUminlin

bilesenlerinden biri olan wy(t, a) baslangi¢ degderinin saglar.

wr(0,0) =a, ; k=1,...,j

wi(0,a) = —<f0

Her; k =j+1,..,nicin asagidaki gibi bir fonksiyon tanimlanabilir.

0

V(=s)G(w(s,ay, ...,aj,O))ds> ; k=j+1,..,n olur
k

Wy (al, ) aj) =wi(0, ..., a4, ..., @;,0, ...,0) (4)

Bu durumda Es. 4'e gore y, = wi(0,..,a,...,a;,0,..,0) baslangi¢c degeri
vk = Yr(y1, .., y;) esitligini saglar. Burada k =j+ 1 dir. Bu denklemler

/ylz + -+ +yf < §/2K igin tiirevlenebilir manifold S” i belirler. Buna ek olarak

eger y(t) Es. 2.9 diferansiyel denkleminin y(0) € S Uzerinde ¢6zimu ise,

yani y(0) = w(0,a) ise y(t) = w(t, a) olur.
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EK-1. (Devam) Kararli Manifold Teoreminin ispati

Es. 3 ele alinirsa, eger y(t) Es. 2.9'un y(0) € S Uzerinde ¢6zimi ise
y(t) - 0 iken t > o olur. Benzer sekilde egder y(t) Es. 2.9'un y(0) ¢ S
Uzerinde ¢6zimu ise y(t) » 0 iken t — oo olur. Yani eger y(0) € S ise her

t = 0icin y(t) € S olur ve asagidaki sart saglanir.
0Py P . .
6—%,(0)—0, i=1,.,j , k=j+1,..,n

Yani tdrevlenebilir manifold S, y = Ax dogrusal sisteminin kararli alt uzayi

ES ={y € R"|y; = - yj=0} ‘a tegetir.

Es. 29 ile t - —t igin yani x = —Ax — F(x) igin ayni metot tekrarlanarak

kararsiz manifoldun varligi da ispat edilebilir.
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