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aralıklardan kompleks düzlemin kompakt disklerine genişletildi. 
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

 Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.  

 

Simgeler                                      Açıklama         

< 𝑎. 𝑏 >                                       ℝ deki sonlu veya sonsuz herhangi bir aralık    

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)                                        Lineer pozitif operatör                                                                                            

𝐶[𝑎, 𝑏]                                          [𝑎, 𝑏] aralığında sürekli fonksiyonlar uzayı 

𝐿1[0,1]                                         [0,1] aralığında integrallenebilir fonksiyonlar uzayı      

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏]                                      𝐶[𝑎, 𝑏] de maksimum norm      

𝜔(𝑓, 𝛿)                                        f fonksiyonunun süreklilik modülü 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥)                                      Reel değişkenli Bernstein polinomu 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥)                                 Reel değişkenli Bernstein-Stancu polinomu 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧)                                  Kompleks değişkenli Bernstein-Stancu polinomu                                   

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥)                                      Reel değişkenli Kantorovich polinomu 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥)                                 Reel değişkenli Kantorovich-Stancu polinomu                                                                                                                                                                                                                                          

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓                                     f nin n adımlı p. fark operatörü 

[𝑓; 𝑥0, 𝑥1]                                    f nin 1. Bölünmüş farkı 

                                                                



1 
 

1.GİRİŞ 

 

Weierstrass 1885 yılında kompakt aralıklarda sürekli fakat türevi olmayan 

fonksiyonlara yakınsayan bir polinomlar dizisinin varlığını ispatlamıştır [1,2]. 

𝑓: [0,1] → ℝ sürekli fonksiyonuna ilişkin,  

 

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) = �𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �
𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

, 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = �𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘,     0 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

polinomu 1912 yılında Bernstein tarafından Weierstrass Teoreminin ispatı için 

oluşturulan ilk polinomlardan biridir ve yaklaşım teorisinde de önemli bir yeri vardır. 

Bernstein polinomları 𝐶[0,1] = {𝑓 | 𝑓: [0,1] → ℝ sürekli} uzayından kendine tanımlı 

bir lineer pozitif operatör olması nedeni ile birçok matematikçi tarafından yaklaşım 

özellikleri çalışılmıştır. Aynı zamanda Schurer polinomları, Kantorovich 

polinomları, Stancu polinomları gibi diğer yaklaşım operatörlerinin tanımlanmasında 

rol oynamıştır. 

 

ℝ reel eksenin alt aralıklarından ℂ kompleks düzlemin bölgelerine yaklaşım 

problemini genişletme çalışmaları  Bernstein polinomları ile başlamıştır. Buna göre 

𝐵𝑛(𝑓, 𝑥) ifadesindeki 𝑥 ∈ [0,1] noktaları yerine,  f nin analitik olduğu varsayılan 

[0,1] aralığını içeren ℂ nin bazı bölgelerindeki z kompleks sayısı alınarak elde edilen  

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = ��𝑛𝑘� 𝑓 �
𝑘
𝑛�

𝑧𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

;     𝑧 ∈ ℂ 

 

kompleks Bernstein polinomlarının çeşitli yaklaşım özellikleri incelenmiştir [3 − 9]. 

 

Bu tezde amaç Bernstein polinomlarının bir genelleştirmesi olan Bernstein-Stancu 

polinomlar dizisinin reel ve kompleks anlamda yaklaşım özelliklerini incelemektir. 

Bu polinomlar 1969 yılında Stancu tarafından 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 sabitler, 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve  

𝑥 ∈ [0,1] olmak üzere 
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𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = �𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=0

 

 

olarak tanımlanmıştır [10].  

 

Çalışmamızda reel tip Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin sürekli reel 

fonksiyonlara yaklaşım derecesi ifade edilmiş ve  integrallenebilen fonksiyonlar için 

polinomun Kantorovich formunda yaklaşım özellikleri verilmiştir. Bu sonuçların bir 

genişletmesi olan kompleks Bernstein-Stancu polinomlarının analitik fonksiyonlara 

ilişkin yakınsama oranları  ve tam yakınsaklık  oranı incelenmiş ve benzer 

incelemeler polinomun kompleks Kantorovich biçimi için de yapılmıştır. 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm giriş bölümüdür. 

 

İkinci bölüm lineer pozitif operatör dizilerinin yaklaşım özelliklerinin ifade edildiği 

temel teorem ve tanımların verildiği ve diğer bölümlerin alt yapısını oluşturan temel 

kavramları içeren bölümdür. 

 

Üçüncü bölüm reel değişkenli Bernstein, Bernstein-Stancu polinomlarının ve 

Kantorovich tip operatörlerin yaklaşım özelliklerinin kısaca incelendiği bölümdür. 

 

Dördüncü bölüm Gal’in [11], [16] eserlerinin incelenerek kompleks Bernstein, 

kompleks Bernstein-Stancu ve kompleks Kantorovich-Stancu polinomlarının  ele 

alındığı bölümdür. İlk olarak üçüncü bölümde reel değişkenli durumda verilen 

sürekli fonksiyonlara Korovkin  tip düzgün yakınsama sonucu kompleks düzlemde 

Vitali teoremi  yardımı ile analitik fonksiyonlara  yakınsayan kompleks Bernstein 

polinomlarına genişletilmiştir.  İkinci olarak önemli bir problem olan yakınsama 

oranı araştırılmıştır. Bu bölümün esası, söz konusu kompleks operatörlerin  

kompleks düzlemin kompakt alt bölgelerinde analitik olan fonksiyonlara eş anlı 

yaklaşım oranı, Voronoskaja    tip asimptotik  yaklaşım tahminleri ve tam yakınsama 
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oranına ilişkin nicel tahminlerin verildiği kısımdır. Bu bölümde ayrıca kompleks 

Kantorovich-Stancu polinomları içinde  benzer sonuçlar verilmiştir. 

 

Böylece üçüncü bölümde reel değişkenli durumda verilen sonuçların, kompleks 

düzlemin kompakt disklerine genişletilmesi incelenmiştir. 
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2. LİNEER POZİTİF OPERATÖRLER 

 

Bu bölümde yaklaşım teorisinin önemli bir problemi olan lineer pozitif operatör 

dizilerinin yaklaşım özelliklerine ilişkin bazı tanım, teorem ve özelliklerden 

bahsedilecektir. 

 

2.1. Lineer Pozitif Operatörler 

 

X ve Y normlu iki fonksiyon uzayı olsun. X  den alınmış her f fonksiyonuna Y de bir g 

fonksiyonu denk getiren bir L kuralı varsa o taktirde X uzayında bir operatör 

tanımlanmıştır denir ve g nin tanım kümesindeki x ler için g(x)=L(f;x) şeklinde 

gösterilir. t, f nin tanım kümesinin herhangi bir elemanı ise L(f(t);x), L(f)(x), L(f;x) 

gösterimlerinden biri kullanılır [2, 13]. 

 

2.1. Tanım 

 

X ve Y iki lineer fonksiyon uzayı olmak üzere L: X→Y şeklindeki L operatörünü göz 

önüne alalım. Her  𝑓1,𝑓2 ∈ 𝑋 ve her 𝛼,𝛽 ∈ ℝ için L operatörü;  

 

𝐿(𝛼𝑓1 + 𝛽𝑓2; 𝑥) = 𝛼𝐿(𝑓1; 𝑥) + 𝛽𝐿(𝑓2; 𝑥) 

 

koşulunu gerçekleştiriyorsa o taktirde L operatörüne lineer operatör denir.  

 

2.2. Tanım 

 

X, Y iki lineer uzay, Tf ve Tg sırasıyla f ve g fonksiyonlarının tanım kümeleri olmak 

üzere her 𝑡 ∈ 𝑇𝑓 için 𝑓(𝑡) ≥ 0 ise f ye pozitif fonksiyon denir. 

 

𝑋+ = {𝑓 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑡) ≥ 0, her 𝑡 ∈ 𝑇𝑓} ve 𝑌+={g∈ 𝑌: g(𝑥) ≥ 0, her 𝑥 ∈ 𝑇g}                
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olsun. Eğer 𝑋 uzayında tanımlanmış 𝐿 operatörü 𝑋+ kümesindeki herhangi bir 𝑓 

pozitif fonksiyonunu pozitif fonksiyona dönüştürüyorsa 𝐿 ye pozitif operatör denir. 𝐿 

pozitif operatörü için 𝐿(𝑋+) ⊂ 𝑌+ sağlanır. Yani 𝑓(𝑡) ≥ 0 olduğunda 𝐿(𝑓; 𝑥) ≥ 0 

olur [2, 13]. 

 

Hem lineerlik hem de pozitiflik şartlarını sağlayan operatörlere lineer pozitif 

operatörler denir. 

 

Aşağıdaki önermede lineer pozitif operatörlerin bazı özelliklerini verelim. 

 

2.1. Önerme 

 

𝐿:𝑋 → 𝑌 bir lineer pozitif operatör olsun. 

 

a) L monotondur. 

b) L lineer pozitif operatörü her 𝑡 ∈ 𝑇𝑓 için 𝑓(𝑡) < 0 koşulunu sağlayan 

fonksiyonları yine aynı özelliği sağlayan fonksiyonlara dönüştürür.  

c) |𝐿(𝑓; 𝑥)| ≤ 𝐿(|𝑓|; 𝑥) 

[13].  

 

2.3. Tanım 

 

𝐶[𝑎, 𝑏] = {𝑓 | 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ sürekli} lineer uzayı üzerinde bir norm 

 

‖𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑓(𝑥)| 

 

ile tanımlanır. Burada 𝐶[𝑎, 𝑏] fonksiyonların noktasal toplama ve skalerle çarpma 

işlemleri ile bir lineer uzaydır. 
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2.4. Tanım ( Bölünmüş Farklar ) 

  

𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑏) ve f , (𝑎, 𝑏) de tanımlı bir fonksiyon olsun. 𝑘 = 0,1,2, … ,𝑛 için 

[𝑥𝑘] = 𝑓(𝑥𝑘) diyelim. 

 

1. bölünmüş fark: 

 

[𝑥0, 𝑥1] = [𝑓; 𝑥0, 𝑥1] =
[𝑥0] − [𝑥1]
𝑥0 − 𝑥1

=
𝑓(𝑥0) − 𝑓(𝑥1)

𝑥0 − 𝑥1
 

 

dir. Ortalama değer teoreminden  

 

[𝑓; 𝑥0, 𝑥1] =
𝑓′( 𝜉)

1!
 

 

olacak şekilde en az bir 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) vardır. 

 

2. bölünmüş fark: 

 

[𝑓; 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
𝑓(𝑥0)

(𝑥0 − 𝑥1)(𝑥0 − 𝑥2) +
𝑓(𝑥1)

(𝑥1 − 𝑥0)(𝑥1 − 𝑥2) +
𝑓(𝑥2)

(𝑥2 − 𝑥0)(𝑥2 − 𝑥1) 

 

n. bölünmüş fark: 

 

[𝑓; 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛]

=
𝑓(𝑥0)

(𝑥0 − 𝑥1) … (𝑥0 − 𝑥𝑛) +
𝑓(𝑥1)

(𝑥1 − 𝑥0) … (𝑥1 − 𝑛) + ⋯

+
𝑓(𝑥𝑛)

(𝑥𝑛 − 𝑥0)(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1) 

 

dir. Burada  
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[𝑓; 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛] =
𝑓(𝑛)(𝜉)
𝑛!

 , 𝜉 ∈ (𝑎, 𝑏) 

 

[2, 13]. 

 

2.5. Tanım 

 

f nin n adımlı p. fark operatörü 

 

∆𝑛
𝑝𝑓 �

𝑘
𝑛�

= �(−1)𝑝−𝑖 �𝑝𝑖 � 𝑓 �
𝑘 + 𝑖
𝑛 �

𝑝

𝑖=0

= 𝑝!
1
𝑛𝑝

�𝑓;
𝑘
𝑛

,
𝑘 + 1
𝑛

, … ,
𝑘 + 𝑝
𝑛

� 

 

olup 

∆𝑛
𝑝𝑓 > 0 ise f , p. basamaktan konvekstir. 

∆𝑛
𝑝𝑓 < 0 ise f , p. basamaktan konkavdır. 

 

2.2. Lineer Pozitif Operatör Dizilerinin Yakınsaklığı  

 

Bu kısımda 𝑛 ∈ ℕ, 𝐿𝑛:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] lineer pozitif operatör, 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] olsun.  

�𝐿𝑛(𝑓)� dizisinin f ye düzgün yakınsaklığı 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] için �𝐿𝑛(𝑓; 𝑥)� dizisi için 𝑓(𝑥) 

e düzgün yakınsaklığı anlamındadır. Aynı zamanda ‖ ‖𝐶[𝑎,𝑏] normundaki 

yakınsaklık düzgün yakınsaklığa denktir. 

 

1951 yılında Bohman toplam şeklindeki lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] 

aralığında sürekli fonksiyonlara yaklaşması problemini incelemiştir. 

Bohman göstermiştir ki her 𝑥 ∈ [0,1],   0 ≤ 𝑎𝑘,𝑛 ≤ 1 olduğunda  

 

𝐿𝑛(𝑓; 𝑥) = �𝑓�𝑎𝑘,𝑛�𝑃𝑘,𝑛

𝑛

𝑘=0

 ;   𝑃𝑘,𝑛(𝑥) ≥ 0 
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lineer pozitif operatörler dizisinin [0,1] aralığında sürekli 𝑓 fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olması için gerek ve yeter koşullar 𝑒𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘 , 𝑘 = 0,1,2  olmak üzere, 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘‖𝐶[0,1] = 0 

 

şeklindedir [13]. 

 

1953 yılında Korovkin Bohman teoremini genelleştirerek aşağıdaki teoremi 

vermiştir.   

 

2.1. Teorem (Korovkin Teoremi) 

 

Her n için 𝐿𝑛:𝐶[𝑎, 𝑏] → 𝐶[𝑎, 𝑏] olmak üzere (𝐿𝑛) lineer pozitif operatörler dizisi 

olsun. Her bir 𝑘 = 0,1,2 için 𝑒𝑘(𝑥) = 𝑥𝑘 olmak üzere 

 

lim
𝑛→∞

‖𝐿𝑛(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0 ;    𝑘 = 0,1,2 

 

koşulları gerçekleniyorsa, bu durumda [𝑎, 𝑏] kapalı aralığında sürekli olan her f 

fonksiyonu için,   

 

lim𝑛→∞‖𝐿𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[𝑎,𝑏] = 0                                                                                       (2.1)    

 

dir [1, 2,13].   

 

2.3. Yaklaşımın Derecesi 

 

Lineer operatörler dizisinin f sürekli fonksiyonuna yakınsama oranını veya yaklaşım 

derecesinin hata miktarını belirleme yöntemlerinden biri süreklilik modülünü 

kullanmaktır. 
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2.6.Tanım (Süreklilik Modülü) 

 

< 𝑎, 𝑏 > ifadesi [𝑎, 𝑏], (𝑎, 𝑏), [𝑎�, �𝑏), (𝑎�, �𝑏], (−∞,∞), (−∞, 𝑏), (𝑎,∞) aralıkların 

dan birini göstersin.  𝜔: (0,∞) → ℝ+ ∪ {∞} olup,  𝑥, 𝑦 ∈< 𝑎, 𝑏 > için 𝛿 > 0 olmak 

üzere, 

 

𝜔(𝑓, 𝛿) = sup|𝑥−𝑦|≤𝛿|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|                                                                               (2.2)     

        

değerine f nin süreklilik modülü denir. 𝜔(𝑓, 𝛿) yerine 𝜔(𝛿) veya 𝜔𝑓(𝛿) gösterimleri 

de kullanılabilir [2, 14]. 

 

2.1. Lemma 

 

f , < 𝑎, 𝑏 > da sürekli olsun.  Süreklilik modülü aşağıdaki özellikleri sağlar.  

 

(𝑖) 𝜔(𝑓; 𝛿) ≥ 0  

 

(𝑖𝑖) 𝛿1 ≤ 𝛿2  ise 𝜔(𝑓; 𝛿1) ≤ 𝜔(𝑓; 𝛿2)  

 

(𝑖𝑖𝑖) 𝑚 ∈ ℕ  için 𝜔(𝑓;𝑚𝛿) ≤ 𝑚𝜔(𝑓; 𝛿) 

 

(𝑖𝑣) 𝜆 ∈ ℝ+ için 𝜔(𝑓; 𝜆𝛿) ≤ (1 + 𝜆)𝜔(𝑓; 𝛿) 

 

(𝑣) f nin herhangi 𝐼 ⊂ ℝ alt aralığında düzgün sürekli olması için gerek ve yeter 

koşul lim𝛿→0 𝜔(𝑓; 𝛿) = 0 olmasıdır.  

 

(𝑣𝑖) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(𝑓; |𝑡 − 𝑥|)  

 

(𝑣𝑖𝑖) |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑥)| ≤ �1 + |𝑡−𝑥|
𝛿
�𝜔(𝑓, 𝛿)  

 

 



10 
 

2.2. Teorem 

 

(𝐿𝑛), 𝐶[𝑎, 𝑏] den 𝐶[𝑐,𝑑] ye lineer pozitif operatörler dizisi ve [𝑐,𝑑] ⊆ [𝑎, 𝑏] olsun. 

𝑥 ∈ [𝑐,𝑑] ve 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] için             

                                                            

|𝐿𝑛(𝑓, 𝑥) − 𝑓(𝑥)|

≤ |𝑓(𝑥)||𝐿𝑛(1; 𝑥) − 1|

+ �𝐿𝑛(1; 𝑥) + �𝐿𝑛(1; 𝑥)�
1
2� �𝜔�𝑓,𝛼𝑛(𝑥)�                                        (2.3) 

 

dir. Burada 𝛼𝑛2(𝑥) = 𝐿𝑛((𝑡 − 𝑥)2; 𝑥) dir [2,14]. 
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3.  BERNSTEİN-STANCU VE KANTOROVICH-STANCU POLİNOMLAR   

DİZİSİNİN YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Weierstrass teoremi [𝑎, 𝑏] da sürekli bir f fonksiyonuna düzgün yakınsak bir (𝑃𝑛) 

polinom dizisinin var olduğunu ifade eder.  

 

Bu teoremin ispatını sağlayan ilk polinomlardan biri Bernstein tarafından 1912 

yılında tanımlanmıştır [2,6]. 

 

Bernstein polinomları; olasılık teorisi, nümerik analiz gibi matematiğin bazı 

alanlarındaki öneminin yanı sıra elde ediliş tekniği ve lineer pozitif operatör olması 

nedeni ile yaklaşım teorisinde önemli bir yere sahiptir. 

 

Bernstein polinomları yardımı ile elde edilen diğer yaklaşım operatörleri Schurer, 

Stancu polinomları, Kantorovich polinomları, q-Bernstein polinomları ve bazı 

genelleştirmeleridir. 

 

3.1. Bernstein Polinomlar Dizisinin Düzgün Yakınsaklığı 

 

3.1. Tanım 

 

Her 𝑥𝜖[0,1] ve her 𝑓𝜖𝐶[0,1] için  

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = �   𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �
𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

,   𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = �𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘                                 (3.1) 

 

şeklinde tanımlı olan polinomlara Bernstein polinomları denir. 

 

Açık olarak, Bernstein polinomu 𝐶[0,1] den 𝐶[0,1] e bir lineer pozitif operatördür ve 

(𝐵𝑛) polinomlar dizisi için Korovkin teoremi sağlanır. 
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Gerçekten;  

 

𝑒𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘 ;   𝑘 = 0,1,2, 𝑡 bir parametre, her 𝑥 ∈ [0,1] olmak üzere 

 

𝐵𝑛(𝑒0; 𝑥) = 1, 

 

 𝐵𝑛(𝑒1; 𝑥) = 𝑥, 

 

𝐵𝑛(𝑒2; 𝑥) = 𝑥2 +
(1 − 𝑥)𝑥

𝑛
 

 

bulunur. Buradan 

 

 lim𝑛→∞‖𝐵𝑛(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘‖𝐶[0,1] = 0 ;    𝑘 = 0,1,2 

 

olduğundan [0,1] aralığı üzerinde her 𝑓 𝜖 𝐶[0,1] için  

 

lim𝑛→∞‖𝐵𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,1] = 0  

 

dir. 

 

3.1. Teorem 

 

Her 𝑥𝜖[0,1], her 𝑓𝜖𝐶[0,1] ve 𝐵𝑛:𝐶[0,1] → 𝐶[0,1] için 

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) = ��𝑛𝑘�𝑓 �
𝑘
𝑛�

𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

 

 

olarak tanımlanan Bernstein polinomu için Teorem 2.2 den 

 

|𝐵𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤
3
2
𝜔𝑓 �

1
√𝑛

� 
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dir. Yani Bernstein polinomunun 𝑓𝜖𝐶[0,1] fonksiyonuna yaklaşım derecesi en fazla 
1
√𝑛

 dir [2,6].  

 

3.2. Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Düzgün Yakınsaklığı 

 

Bernstein operatörlerinin bir genelleştirmesi olan reel değişkenli Bernstein-Stancu 

polinomları 1969 yılında Stancu tarafından tanımlanmıştır [15]. 

 

3.2. Tanım 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽,   𝛼,𝛽    𝑛’den bağımsız sabitler, 𝑓: 𝐶[0,1] → ℝ  sürekli fonksiyonu için  

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = �𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=0

,   𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = �𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘                    (3.2) 

 

şeklinde tanımlı olan polinoma Bernstein-Stancu polinomu denir [15]. 

 

Stancu, 𝛼 = 𝛽 = 0 özel durumu Bernstein polinomuna karşılık gelen (3.2) 

polinomunun yaklaşım özelliklerini incelemiştir [10]. 𝐵𝑛
(𝛼,𝛽) polinomlarının 

𝑓𝜖𝐶[0,1] fonksiyonuna düzgün yakınsaklığı ve Bernstein polinomları için verilen 

Voronovskaja teoreminin bir genelleştirmesini elde etmiştir. 

 

Bazı basit hesaplamalar ile�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)� dizisinin 𝑓𝜖𝐶[0,1] fonksiyonuna düzgün 

yakınsadığını Korovkin teoremi yardımı ile görebiliriz.   

 

𝑒𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘 ;   𝑘 = 0,1,2, t bir parametre, her 𝑥𝜖[0,1] olmak üzere 

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒0; 𝑥) = 1 
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𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒1; 𝑥) =

1
𝑛 + 𝛽

(𝑥 + 𝛼) 

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒2; 𝑥) =

1
(𝑛 + 𝛽)2

(𝑛2𝑥2 + 𝑛𝑥(1 − 𝑥) + 2𝑛𝛼𝑥 + 𝛼2) 

 

bulunur. Buradan  

 

lim
𝑛→∞

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘) − 𝑒𝑘�

𝐶[0,1]
= 0 ;    𝑘 = 0,1,2 

 

olduğundan Korovkin teoremi gereğince [0,1] aralığı üzerinde her 𝑓 𝜖 𝐶[0,1] için 

  

lim𝑛→∞ �𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝐶[0,1]
= 0  

 

dır. 

 

Aşağıdaki teorem �𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)� nin f  ye yaklaşım derecesini verir. 

 

3.2.  Teorem 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽,   𝛼,𝛽    𝑛 den bağımsız sabitler, 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] olmak üzere 

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = �𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=0

 

 

olarak tanımlı Bernstein-Stancu polinomu için Teorem 2.2 den 

 

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)� ≤ 2𝜔𝑓 �𝛿𝑛

(𝛼,𝛽)� 
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dir. Yani Bernstein-Stancu polinomunun  𝑓 ∈ 𝐶[0,1] fonksiyonuna yaklaşım 

derecesi 𝛿𝑛
(𝛼,𝛽) ile belirlenir. Burada  

 

𝛿𝑛
(𝛼,𝛽) =

1
𝑛 + 𝛽

�
𝑛
4

(1 + 2𝛽) + �𝛼 −
𝛽
2�

2

�

1
2�

 

 

ve 𝑛 → ∞ için  𝛿𝑛
(𝛼,𝛽) → 0 dir [2]. 

 

3.1. Lemma 

 

Eş. 3.2 ile verilen Bernstein-Stancu polinomunu  

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = ��

𝑛
𝑝�

𝑛

𝑝=0

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 �
𝛼

𝑛 + 𝛽�
𝑒𝑝(𝑧) 

  

olarak yazılabilir. 

 

İspat 

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = �𝑃𝑛,𝑘(𝑥)𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=0

 

 

polinomunun  x e göre türevini alırsak 
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�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)�

′
(𝑓; 𝑥)

= ��𝑛𝑘� 𝑘𝑥
𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=1

−��𝑛𝑘� (𝑛 − 𝑘)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑓 �
𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛−1

𝑘=0

= �
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
𝑘𝑥𝑘−1(1 − 𝑥)𝑛−𝑘𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛

𝑘=1

−�
𝑛!

𝑘! (𝑛 − 𝑘)!
(𝑛 − 𝑘)𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛−1

𝑘=0

= �𝑛�𝑛 − 1
𝑘 � 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑓 �

𝑘 + 𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽 �

𝑛−1

𝑘=0

−�𝑛�𝑛 − 1
𝑘 � 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑛−1

𝑘=0

= 𝑛� �𝑓 �
𝑘 + 𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽 � − 𝑓 �

𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

� �𝑛 − 1
𝑘 � 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−1  (3.3)

𝑛−1

𝑘=0

 

 

Benzer işlemlerle 2. türev alınırsa  

 

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)�

′′
(𝑓; 𝑥) 

               = 𝑛(𝑛 − 1)��𝑓 �
𝑘 + 𝛼 + 2
𝑛 + 𝛽 � − 2𝑓 �

𝑘 + 𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽 �                                   

𝑛−2

𝑘=0

+ 𝑓 �
𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

� �𝑛 − 2
𝑘 � 𝑥𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘−2                              

 

elde edilir. Bu şekilde devam edilirse 

 

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓(𝑥) = 𝑓 �𝑥 +
𝑝

𝑛 + 𝛽�
− �𝑝1� 𝑓 �𝑥 +

𝑝 − 1
𝑛 + 𝛽�

+ ⋯+ (−1)𝑝𝑓(𝑥) 
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olmak üzere 

 

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)�

(𝑝)
(𝑓; 𝑥)

= 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑝 + 1) �∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 �
𝛼

𝑛 + 𝛽�
(1 − 𝑥)𝑛−𝑝

+ ∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 �
𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽�

�𝑛 − 𝑝
1 � 𝑥(1 − 𝑥)𝑛−1−𝑝 + ⋯� 

 

bulunur. 𝑥 = 0 alınırsa 

 

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)�

(𝑝)
(𝑓; 0) = 𝑛(𝑛 − 1) … (𝑛 − 𝑝 + 1)∆1

(𝑛+𝛽)�
𝑝 𝑓 �

𝛼
𝑛 + 𝛽�

                            (3.4) 

 

olur. 𝐵𝑛
(𝛼,𝛽) polinomunun Maclaurin açılımı ve Eş. 3.4 birlikte düşünülürse 

 

𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = �

�𝐵𝑛
(𝛼,𝛽)�

(𝑝)
(0)

𝑝!
𝑥𝑝

𝑛

𝑝=0

= ��
𝑛
𝑝�

𝑛

𝑝=0

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 �
𝛼

𝑛 + 𝛽�
𝑥𝑝                (3.5) 

 

elde edilir. Burada 𝑎𝑛,𝑝 = �
𝑛
𝑝�∆1 (𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 � 𝛼
𝑛+𝛽

� denilirse 

 

𝑎𝑛,𝑝 =
1
𝑝! �

1 −
1
𝑛�

… �1 −
𝑝 − 1
𝑛 �

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 � 𝛼
𝑛 + 𝛽�

(∆𝑥)𝑝 ,     ∆𝑥 =
1
𝑛

 

 

olur. Eğer f türevlenebilir ise 𝑛 → ∞ için  𝑎𝑛,𝑝 ifadesi 𝑓
(𝑘)(0)
𝑘!

 a yakınsar. Dolayısıyla 

Eş. 3.5 in sağ tarafı f fonksiyonunun Maclaurin seri açılımının ilk (𝑛 + 1) terimidir. 
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3.3. Kantorovich Polinomlar Dizisinin Düzgün Yakınsaklığı  

 

İntegrallenebilir fonksiyonlara lineer operatörlerle yaklaşmak için tanımlanan ilk 

operatör Kantorovich operatörüdür. Bu operatör Bernstein polinomunun türevi 

yardımıyla elde edilir.  

 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑥
0 ,𝑓 ∈ 𝐿1  

 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) olsun.  

 

Her 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] ve her 𝑥 ∈ [0,1] olmak üzere 

 

𝐵𝑛(𝐹; 𝑥) = �𝐹�
𝑘
𝑛�

𝑃𝑛,𝑘(𝑥)
𝑛

𝑘=0

,   𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = �𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 

 

olarak tanımlanan Bernstein polinomunun x değişkenine göre türevi alınırsa  

 

𝐵𝑛′ (𝐹; 𝑥) = 𝑛�𝑃𝑛−1,𝑘(𝑥) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
𝑛�

𝑘 𝑛�

𝑛−1

𝑘=0

 

 

elde edilir. Buna göre aşağıdaki tanımı verebiliriz. 

 

3.3. Tanım 

 

Her 𝑥 ∈ [0,1] ve her 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] için 𝑃𝑛,𝑘(𝑥) = �𝑛𝑘� 𝑥
𝑘(1 − 𝑥)𝑛−𝑘 olmak üzere 

 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑥) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
(𝑛+1)�

𝑘
(𝑛+1)�

𝑛

𝑘=0

                                                     (3.6) 
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olarak tanımlanan polinoma Kantorovich polinomu denir [2].  

 

𝐾𝑛, 𝐿1[0,1] den 𝐶[0,1] e bir lineer pozitif operatördür. 

 

(𝐾𝑛) polinomlar dizisi için Korovkin teoremi sağlanır. 

 

Önce 𝑒𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘 ;   𝑘 = 0,1,2 test fonksiyonları için 𝐾𝑛(𝑒𝑘) değerlerini yazalım. 

Basit hesaplamalar ile 

 

𝐾𝑛(𝑒0; 𝑥) = 1 

 

𝐾𝑛(𝑒1; 𝑥) =
1

𝑛 + 1 �
𝑛𝑥 +

1
2�

 

 

𝐾𝑛(𝑒2; 𝑥) =
1

(𝑛 + 1)2 �𝑛
(𝑛 − 1)𝑥2 + 2𝑛𝑥 +

1
3�

 

 

bulunur. Böylece  

 

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑒𝑘; 𝑥) = 𝑒𝑘(𝑥) 

 

olup her 𝑥 ∈ [0,1], hem 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] hem de 𝑝 ≥ 1 olmak üzere 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0,1] için  

 

𝐾𝑛(𝑒𝑘; 𝑥) → 𝑒𝑘(𝑥)  

 

dir.  

 

Korovkin teoremi gereğince her 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] için  

 

lim
𝑛→∞

‖𝐾𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝐶[0,1] = 0 
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dir. Aynı zamanda 𝑝 ≥ 1 olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0,1] için  

 

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

dir [2].  

 

Şimdi Kantorovich polinomu için süreklilik modülü ile yaklaşım derecesini yazalım. 

 

3.3. Teorem  

 

Her 𝑥 ∈ [0,1], her 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] verildiğinde  

 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑥) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
𝑛+1�

𝑘
𝑛+1�

𝑛

𝑘=0

 

 

olarak tanımlı Kantorovich polinomu için 

 

|𝐾𝑛(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)| ≤ 2𝑤𝑓(𝛿𝑛) 

 

eşitsizliği sağlanır. Yani Kantorovich polinomunun her 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] fonksiyonuna 

yaklaşım derecesi 𝛿𝑛 olup, burada  

 

𝛿𝑛 =
1
√𝑛

 

 

dir. 
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3.4. Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Düzgün Yakınsaklığı 

 

Şimdi Kantorovich polinomunun bir genelleştirmesi olan Kantorovich-Stancu 

polinomunun yaklaşım özelliklerini inceleyeceğiz. 

 

3.4. Tanım 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽,   𝛼,𝛽    𝑛’den bağımsız sabitler, 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] olmak üzere  

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = (𝑛 + 𝛽 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑥) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑘+𝛼+1
𝑛+𝛽+1

𝑘+𝛼
𝑛+𝛽+1

𝑛

𝑘=0

                                             (3.7) 

 

şeklinde tanımlı olan polinoma Kantorovich-Stancu polinomu denir [17]. 

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽), 𝐿1[0,1] den 𝐶[0,1] e bir lineer pozitif operatördür. 

 

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)� polinomlar dizisi için Korovkin teoremi sağlanır. 

 

t bir parametre, 𝑒𝑘(𝑡) = 𝑡𝑘 ;   𝑘 = 0,1,2 test fonksiyonları için  

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒0; 𝑥) = 1 

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒1; 𝑥) =

1
𝑛 + 𝛽 + 1 �

𝑛𝑥 +
2𝛼 + 1

2 � 

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒2; 𝑥) =

1
(𝑛 + 𝛽 + 1)2 �𝑛

(𝑛 − 1)𝑥2 + 2𝑛(𝛼 + 1)𝑥 + 𝛼(𝛼 + 1) +
1
3�

 

 

bulunur. Böylece  
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lim
𝑛→∞

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑥) = 𝑒𝑘(𝑥) 

 

olup 𝑥 ∈ [0,1], hem 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] hem de 𝑝 ≥ 1 olmak üzere 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0,1] için  

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑥) → 𝑒𝑘(𝑥)  

 

dir. 

 

Korovkin teoremi gereğince her 𝑓 ∈ 𝐶[0,1] için  

 

lim
𝑛→∞

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝐶[0,1]
= 0 

 

dir. Aynı zamanda 𝑝 ≥ 1 olmak üzere her 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0,1] için  

 

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

dir. 

 

Şimdi Kantorovich-Stancu polinomu için süreklilik modülü ile yaklaşım derecesini 

yazalım. 

 

3.4. Teorem 

 

Her 𝑥 ∈ [0,1], her 𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] için (3.7) ile tanımlı Kantorovich-Stancu polinomu 

için 

 

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑥) − 𝑓(𝑥)� ≤ 2𝑤𝑓 �𝛿𝑛

(𝛼,𝛽)� 
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dir. Yani Kantorovich-Stancu polinomunun  𝑓 ∈ 𝐿1[0,1] fonksiyonuna yaklaşım 

derecesi 𝛿𝑛 olup, burada 

 

𝛿𝑛
(𝛼,𝛽) =

�(𝛼 − 𝛽)(𝛼 − 𝛽 − 1) + 1
3�

1
2�

𝑛 + 𝛽 + 1
 

 

dir. 
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4. KOMPLEKS BERNSTEIN-STANCU VE KOMPLEKS KANTOROVICH-  

STANCU POLİNOMLAR DİZİSİNİN KOMPAKT DİSK ÜZERİNDE 

YAKLAŞIM ÖZELLİKLERİ 

 

Bu bölümün ilk kısmında analitik fonksiyonlara ilişkin kompleks Bernstein-Stancu 

polinomlarının tam yakınsaklık oranı incelenecektir. Bunun için operatör dizisinin 

kompakt disklerde analitik fonksiyona yakınsaklık oranı, Voronovskaja tip 

asimptotik yaklaşım sonucu yardımı ile üst yakınsama sınırı verilecek benzer 

sonuçlar eş anlı yakınsaklık için ifade edilecektir. İkinci kesimde ise benzer sonuçlar 

kompleks Bernstein-Stancu-Kantorovich polinomları için gösterilecektir.  

 

Bu bölümde Gal in [11], [17] eserleri incelenmiştir. 

 

4.1. Kompleks Analizde Yardımcı Teoremler 

 

Bu kısımda daha sonra vereceğimiz teoremlerin ispatlarında gerek duyacağımız 

kompleks analizin bazı önemli teoremlerini ispatsız olarak hatırlatalım. 

 

4.1. Teorem (Vitali Teoremi) 

 

Ω, ℂ de bir bölge ve 𝐹 ⊂ Ω, Ω da en az bir yığılma noktasına sahip küme olsun. Ω da 

analitik olan fonksiyonların dizisi (𝑓𝑛), Ω da sınırlı ve  her 𝑧 ∈ 𝐹 için �𝑓𝑛(𝑧)� 

yakınsak ise bu durumda (𝑓𝑛), Ω nın her kompakt alt kümesinde  düzgün yakınsaktır.  

Bu çalışmada Ω = DR = {z ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1} olarak, kompakt alt kümeleri 

𝐷𝑟 = {z ∈ ℂ: |𝑧| ≤ 𝑟, 1 ≤ 𝑟 < 𝑅} olarak alacağız. 𝐹,𝐷 de kalan bir doğru parçasıdır 

[11]. 

 

Kompleks analizin önemli sonuçlarından biri olan Cauchy formülünü hatırlayalım.  
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4.2. Teorem 

 

𝑟 > 0 ve 𝑓:𝐷𝑟��� → ℂ fonksiyonu 𝐷𝑟 de analitik, 𝐷𝑟��� de sürekli olsun,  |𝑧| < 𝑟 ve Γ, 

|𝑧| < 𝑟 nin sınırı olmak üzere her 𝑝 ∈ {0,1, … } için 

 

𝑓(𝑝)(𝑧) =
𝑝!

2𝜋𝑖
�

𝑓(𝑢)
(𝑢 − 𝑧)𝑝+1 𝑑𝑢

Γ

 

 

dir [11]. 

 

4.3. Teorem 

 

𝐺 ⊂ ℂ bir açık küme olsun. Eğer 𝐺 üzerinde analitik fonksiyonların dizisi (𝑓𝑛), 𝑓 

analitik fonksiyonuna yakınsak ve 𝐺 nin her bir kompakt alt kümesinde düzgün 

yakınsak ise her 𝑝 ∈ ℕ için �𝑓𝑛
(𝑝)�, 𝑝. türev dizisi, 𝐺 nin kompakt alt kümelerinde 

𝑓(𝑝) ye düzgün yakınsaktır. 

 

Bu çalışmada genellikle 𝑅 > 1 için 𝐺 = 𝐷𝑅 ve 𝐺 de kompakt alt kümeler 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 

olmak üzere 𝐷𝑟 olarak alınmaktadır [11]. 

 

4.4.Teorem 

 

Eğer Ω ⊂ ℂ sınırlı bir bölge ve 𝑓:Ω� → ℂ, Ω de analitik ve Ω� da sürekli ise Ω nin 

sınırı Γ olmak üzere 

 

max{|𝑓(𝑧)| ∶ 𝑧 ∈ Ω�} = max{|𝑓(𝑧)| ∶ z ∈ Γ} 

 

dir [11]. 
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4.5. Teorem (Özdeşlik Teoremi) 

 

Ω ⊂ ℂ bir bölge ve 𝑓,𝑔 Ω de birer analitik fonksiyon olsun. {𝑧 ∈ Ω: 𝑓(𝑧) = 𝑔(𝑧)}  

 

kümesinin Ω da bir yığılma noktası varsa bu durumda Ω nın tamamında 𝑓 ≡ 𝑔 dir 

[11]. 

 

Son olarak kompleks polinomlar için kompakt disk üzerinde Bernstein eşitsizliğini 

verelim.  

 

4.6.Teorem 

 

𝑃(𝑧) = ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘𝑛
𝑘=0 , 𝑎𝑘 ∈ ℂ, her 𝑘 ∈ {0,1,2, … } ve 𝑟 > 0 için 

 

‖𝑃𝑛‖𝑟 = max{|𝑃𝑛(𝑧)|: |𝑧| ≤ 𝑟} 

 

olsun. 

 

i) Her |𝑧| ≤ 1 için |𝑃𝑛′(𝑧)| ≤ 𝑛‖𝑃𝑛‖𝑟 

 

ii) 𝑟 > 0 ise her |𝑧| ≤ 𝑟 için |𝑃𝑛′(𝑧)| ≤ 𝑛
𝑟
‖𝑃𝑛‖𝑟 

 

dir [8,11]. 

 

4.2. Kompleks Bernstein Polinomlar Dizisinin Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu kısımda kompleks Bernstein polinomlar dizisinin analitik bir fonksiyona düzgün 

yakınsaklık ve yakınsama oranını ifade eden teoremleri verilerek, benzer sonuçlar 

kompleks Bernstein-Stancu polinomlar dizisi için Gal in [18] eserinden 

incelenecektir. 

 



27 
 

4.1. Tanım 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1}, 𝐴(𝐷𝑅) = {𝑓 | 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik}, 𝑧 ∈ ℂ, 𝑓 ∈ 𝐴(𝐷𝑅)  

olmak üzere 

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = ��𝑛𝑘� 𝑧
𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘𝑓 �

𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

                                                                        (4.1) 

 

polinomuna f analitik fonksiyonuna ilişkin kompleks Bernstein polinomu denir 

[6,11]. 

 

4.7. Teorem 

 

0 ≤ 𝑎 ≤ 1,𝑅 ≥ 𝑎,𝑅 ≥ 1 − 𝑎 olmak üzere [0,1] aralığını içeren |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅 

de 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘(𝑧 − 𝑎)𝑘∞
𝑘=0  analitik olsun. Bu durumda |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅 üzerinde 

lim𝑛→∞ 𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝑓(𝑧) dir. Yani kompleks Bernstein polinomu, 𝑓(𝑧) ye            

|𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅 de düzgün yakınsaktır. 

 

İspat 

 

Vitali teoreminden yararlanarak ispatı verelim. 𝑓(𝑧), |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅 de analitik 

olduğundan 𝑀 = ∑ |𝑐𝑘|𝑅1𝑘∞
𝑘=0  sonlu olacak şekilde 𝑅1 > 𝑅 vardır. Bernstein 

polinomu [0,1] aralığında f ye düzgün yakınsaktır. Teorem 4.1 den |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅1 de 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) polinomunun sınırlı olduğunu göstermemiz yeterli olur. Yani |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅1 

için |𝐵𝑛(𝑓; 𝑧)| ≤ 𝑀 olduğunu göstermeliyiz. 𝜙𝑘(𝑧) = (𝑧 − 𝑎)𝑘 ve                   

𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘(𝑧 − 𝑎)𝑘∞
𝑘=0  olduğundan 

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = �𝑓�
𝜈
𝑛
�𝑃𝑛,𝜈

𝑛

𝜈=0

(𝑧) = �
𝑛

𝜈=0

�𝑐𝑘 �
𝜈
𝑛
− 𝑎�

𝑘
𝑃𝑛,𝜈(𝑧)

∞

𝑘=0

 

 

olup 
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𝜋𝑘(𝑧) = 𝐵𝑛(𝜙𝑘; 𝑧) = ��𝑛𝜈� �
𝜈
𝑛
− 𝑎�

𝑘
𝑧𝜈(1 − 𝑧)𝑛−𝜈

𝑛

𝜈=0

 

 

alırsak, 𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝜋𝑘(𝑧)∞
𝑘=0  olduğundan |𝑧 − 𝑎| ≤ 𝑅1 için 

 

|𝜋𝑘(𝑧)| ≤ 𝑅1𝑘                                                                                                                        (4.2) 

 

olduğunu göstermeliyiz. 𝜋𝑘(𝑧) den üretilmiş Φ(𝑢, 𝑧) fonksiyonunu yazarsak 

 

Φ(𝑢, 𝑧) = �
1
𝑘!

  𝜋𝑘(𝑧)𝑢𝑘
∞

𝑘=0

= �𝑃𝑛,𝜈(𝑧)
𝑛

𝜈=0

��
𝜈
𝑛
− 𝑎�

𝑘 𝑢𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= ��𝑛𝜈� 𝑧
𝜈(1 − 𝑧)𝑛−𝜈𝑒(𝜈−𝑎𝑛)𝑢𝑛−1

𝑛

𝜈=0

= �𝑧𝑒(1−𝑎)𝑢𝑛−1 + (1 − 𝑧)𝑒−𝑎𝑢𝑛−1�
𝑛

                                                 (4.3)

= �𝑧�
�(1 − 𝑎)𝑢𝑛−1�𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

+ (1 − 𝑧)�
(−𝑎𝑢𝑛−1)𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

�

𝑛

 

= �1 +
𝑧 − 𝑎
𝑛

𝑢 + ⋯+ (𝑧(1 − 𝑎)𝑘 + (1 − 𝑧)(−𝑎)𝑘)
𝑢𝑘

𝑘!𝑛𝑘
+ ⋯�

𝑛

 

 

olup |𝑧 − 𝑎| ≥ 𝑎, |𝑧 − 𝑎| ≥ 1 − 𝑎 ise  

 

|𝑧(1 − 𝑎)𝑘 + (1 − 𝑧)(−𝑎)𝑘| ≤ |𝑧 − 𝑎|𝑘                                                                       (4.4) 

 

olduğunu göstermeliyiz. 𝑎 ≤ 1 − 𝑎 olduğunu kabul edersek 𝑎 ≤ 1
2
 ve 𝑘 ≥ 1 olur ve 

(4.4) de 𝜈 = 𝑧 − 𝑎 alarak 

 

|𝜈|𝑘 − |𝜈((1 − 𝑎)𝑘 − (−𝑎)𝑘) + 𝑎(1 − 𝑎)((1 − 𝑎)𝑘−1 − (−𝑎)𝑘−1)| ≥ 0,

|𝜈| ≥ 1 − 𝑎 

 

şeklinde yazabiliriz. 
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(1 − 𝑎)𝑘 − (−𝑎)𝑘 > 0 ve (1 − 𝑎)𝑘−1 − (−𝑎)𝑘−1 > 0 dir. Yani (4.4) eşitsizliği  

 

g(𝜈) = 𝜈𝑘 − 𝜈((1 − 𝑎)𝑘 − (−𝑎)𝑘) − 𝑎(1 − 𝑎)((1 − 𝑎)𝑘−1 − (−𝑎)𝑘−1) ≥ 0,

𝜈 ≥ 1 − 𝑎 

 

eşitsizliğinden elde edilir. Burada g(1 − 𝑎) = 0 ve 

 

g′(𝜈) = 𝑘𝜈𝑘−1 − (1 − 𝑎)𝑘 + (−𝑎)𝑘 ≥ (1 − 𝑎)𝑘−1 − (1 − 𝑎)𝑘 + (−𝑎)𝑘 ≥ 0, 𝜈 ≥

1 − 𝑎  

 

dir. 

 

Eğer |𝑧 − 𝑎| = 𝑅1 ise (4.4) eşitsizliği, (4.3) denkleminin son satırında verilen kuvvet 

serilerindeki 𝑢𝑘 nın katsayılarının  

 

�
(𝑅1𝑢)𝑘𝑛−𝑘

𝑘!
= 𝑒𝑅1𝑢𝑛−1 

 

olduğunu gösterir. Bu ise Φ(𝑢, 𝑧) = ∑ 1
𝑘!

  𝜋𝑘(𝑧)𝑢𝑘∞
𝑘=0  denklemindeki 𝑢𝑘 nin 

katsayılarının mutlak değerinin �𝑒𝑅1𝑢𝑛−1�
𝑛

= 𝑒𝑅1𝑢 denklemindeki katsayıları 

aşamadığını gösterir. 

 

Aşağıdaki teorem, kompleks Bernstein polinomları için eş anlı yaklaşımda 

yakınsaklık oranına ilişkin bir sonuç vermektedir. 

 

4.8. Teorem 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1} olmak üzere 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ olarak tanımlanan f fonksiyonu 

analitik olsun. Bu durumda  

 

i)1 ≤ 𝑟 < 𝑅,  her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 ∈ ℕ için  
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|𝐵𝑛(𝑓, 𝑧) − 𝑓(𝑧)| ≤
𝐶𝑟(𝑓)
𝑛

 

 

ii)1 < 𝑟 < 𝑟1 < 𝑅 keyfi sabiti, her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛,𝑝 ∈ ℕ için  

 

�𝐵𝑛
(𝑝)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� ≤

𝐶𝑟1(𝑓)𝑝! 𝑟1
𝑛(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1 

 

eşitsizlikleri gerçeklenir. Burada 

 

0 < 𝐶𝑟(𝑓) =
3𝑟(𝑟 + 1)

2
�𝑗(𝑗 − 1)�𝑐𝑗�𝑟𝑗−2
∞

𝑗=2

< ∞ 

 

dir [11].  

 

Aşağıda Gal tarafından verilmiş olan kompleks Bernstein polinomu için 

Voronovskaja teoremini ifade edeceğiz. 

 

4.9. Teorem  

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1}, 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik olsun. Bu durumda     

 

𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) = ��𝑛𝑘� 𝑧
𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘𝑓 �

𝑘
𝑛�

𝑛

𝑘=0

 

 

kompleks Bernstein polinomu için 

 

i)Kapalı birim diskte her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 ,𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑧(1 − 𝑧)

2𝑛
𝑓′′(𝑧)� ≤

|𝑧(1 − 𝑧)|
2𝑛

10𝑀(𝑓)
𝑛
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sağlanır. Burada  

 

0 < 𝑀(𝑓) = �𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2|𝑐𝑘|
∞

𝑘=3

< ∞ 

 

dir. 

 

ii) 𝑟 ∈ [1,��𝑅)  olsun. Her |𝑧| ≤ 𝑟,𝑛 ∈ ℕ için  

 

�𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
𝑧(1 − 𝑧)

2𝑛
𝑓′′(𝑧)� ≤

5(1 + 𝑟)2

2𝑛
𝑀𝑟(𝑓)
𝑛

 

 

dir. Burada  

 

𝑀𝑟(𝑓) = �|𝑐𝑘|𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟𝑘−2
∞

𝑘=3

< ∞ 

 

dir [17]. 

 

4.3. Kompleks Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu kısım Gal in [11] ve [18] eserlerinin incelenmesidir. Bu kısımda Bernstein-

Stancu polinomlarının analitik  f  fonksiyonuna yakınsama ve eş anlı yakınsama 

oranları verilecektir. Ayrıca Voronovskaja tip teorem ifade edilerek asimptotik 

yaklaşım oranı belirlenecek, buradan tam yakınsama oranı elde edilecektir.  

 

4.2. Tanım 

 

𝑧 ∈ ℂ, 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 sabitler 𝑓 ∈ 𝐴(𝐷𝑅)  olmak üzere 
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𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) = ��𝑛𝑘� 𝑧

𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘𝑓 �
𝑘 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

∞

𝑘=0

                                                          (4.5) 

 

polinomuna kompleks Bernstein-Stancu polinomu denir [11].  

 

4.10. Teorem 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1 } ,  𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik bir fonksiyon, 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 olsun.   

i) 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 olmak üzere her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)� ≤

𝑀2,𝑟
(𝛽)(𝑓)
𝑛 + 𝛽

 

 

dir. Burada 

 

0 < 𝑀2,𝑟
(𝛽)(𝑓) = 2𝑟2�𝑗(𝑗 − 1)�𝑐𝑗�𝑟𝑗−2

∞

𝑗=2

+ 2𝛽𝑟�𝑗�𝑐𝑗�𝑟𝑗−1
∞

𝑗=1

< ∞ 

 

dir. 

 

ii) 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 < 𝑅, her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ için 

 

��𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
(𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� ≤

𝑀2,𝑟1
(𝛽) (𝑓)𝑝! 𝑟1

(𝑛 + 𝛽)(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1 

 

dir. Burada 𝑀2,𝑟1
(𝛽) , 𝑀2,𝑟

(𝛽)biçimindedir. 

 

 İspat 

 

i) 𝑒𝑘(𝑧) = 𝑧𝑘 dersek f, 𝐷𝑅 de analitik olduğundan her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 için 
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𝑓(𝑧) = �𝑐𝑘𝑧𝑘
∞

𝑘=0

= �𝑐𝑘𝑒𝑘(𝑧)
∞

𝑘=0

 

 

yazılır. f  fonksiyonuna 𝑆𝑛
(𝛼,𝛽) yı uygularsak 

 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) = �𝑐𝑘𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧)
∞

𝑘=0

 

 

olup 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)� ≤ �|𝑐𝑘| �𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)�
∞

𝑘=0

 

 

yazılabilir. 

 

Her 𝑛 ∈ ℕ için �𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)� ifadesinin üst sınırını belirlemek için             

(i) 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ve (ii) 𝑘 > 𝑛 durumları dikkate alınacaktır. 

 

p. mertebeden sonlu fark operatörü ile 𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) yi yeniden ifade edersek 

 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) = ��

𝑛
𝑝�

𝑛

𝑝=0

∆1
(𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑓 �
𝛼

𝑛 + 𝛽�
𝑒𝑝(𝑧) 

 

elde ederiz. 

 

1. Durum: 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 olması halinde 𝑘 = 0 için �𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)� = 0 olduğu 

açıktır. Bu nedenle 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 olma durumunu inceleyeceğiz. 

 

𝐶𝑛,𝑝,𝑘
(𝛼,𝛽) = �

𝑛
𝑝�∆1 (𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑒𝑘 �
𝛼

𝑛 + 𝛽�
= �

𝑛
𝑝� �

𝛼
𝑛 + 𝛽

,
𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽

, … ,
𝛼 + 𝑝
𝑛 + 𝛽

; 𝑒𝑘�
𝑝!

(𝑛 + 𝛽)𝑝 
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diyelim. 

 

𝑒𝑘 konveks olduğundan 

 

�
𝛼

𝑛 + 𝛽
,
𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽

, … ,
𝛼 + 𝑝
𝑛 + 𝛽

; 𝑒𝑘� > 0 

 

dir. O halde 𝐶𝑛,𝑝,𝑘
(𝛼,𝛽) ≥ 0 dir. 𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) nin terimlerini yazarsak 

 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) = �𝑛0� (1 − 𝑧)𝑛𝑓 �

𝛼
𝑛 + 𝛽�

+ �𝑛1� 𝑧(1 − 𝑧)𝑛−1𝑓 �
1 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

+ ⋯

+ �𝑛𝑛� 𝑧
𝑛𝑓 �

𝑛 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

 

 

olup 𝑧 = 1 için 𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 1) = 𝑓 �𝑛+𝛼

𝑛+𝛽
� dir. 

 

Bu ifadeyi dikkate alırsak 

 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 1) = 𝑒𝑘 �

𝑛 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

= ��
𝑛
𝑝�∆1 (𝑛+𝛽)�

𝑝 𝑒𝑘(0) = �𝐶𝑛,𝑝,𝑘
(𝛼,𝛽)

𝑛

𝑝=0

= �
𝑛 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑘
≤ 1

𝑛

𝑝=0

 

 

olduğu görülür. 

 

Her |𝑧| ≤ 𝑟, 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 için 
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�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)� = ��𝐶𝑛,𝑝,𝑘

(𝛼,𝛽)𝑒𝑝(𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)
𝑘

𝑝=0

�

= ��𝐶𝑛,𝑘,𝑘
(𝛼,𝛽) − 1� 𝑒𝑘(𝑧) + �𝐶𝑛,𝑝,𝑘

(𝛼,𝛽)𝑒𝑝(𝑧)
𝑘−1

𝑝=0

�

≤ �1 −
𝑛(𝑛 − 1) … �𝑛 − (𝑘 − 1)�

(𝑛 + 𝛽)𝑘 � 𝑟𝑘

+ ��
𝑛 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑘
−
𝑛(𝑛 − 1) … �𝑛 − (𝑘 − 1)�

(𝑛 + 𝛽)𝑘 � 𝑟𝑘

= 2 �1 −
𝑛(𝑛 − 1) … �𝑛 − (𝑘 − 1)�

(𝑛 + 𝛽)𝑘 � 𝑟𝑘 + ��
𝑛 + 𝛼
𝑛 + 𝛽�

𝑘
− 1� 𝑟𝑘

≤ 2 �1 −
𝑛(𝑛 − 1) … �𝑛 − (𝑘 − 1)�

(𝑛 + 𝛽)𝑘 � 𝑟𝑘

≤
1

𝑛 + 𝛽
[2𝛽𝑘 + 𝑘(𝑘 − 1)]𝑟𝑘 

 

yazabiliriz. Burada 0 ≤ 𝑥𝑗 ≤ 1, 𝑗 = 1,2, … ,𝑘 için 

 

1 −�𝑥𝑗

𝑘

𝑗=1

≤��1 − 𝑥𝑗�
𝑘

𝑗=1

 

 

eşitsizliğinden faydalandık. 

 

2. Durum: 1 ≤ 𝑟 < 𝑅, |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑘 > 𝑛 ≥ 1 için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧) − 𝑒𝑘(𝑧)� ≤ �𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑒𝑘; 𝑧)� + 𝑟𝑘 ≤ �𝐶𝑛,𝑝,𝑘
(𝛼,𝛽)𝑟𝑝

𝑛

𝑝=0

+ 𝑟𝑘 ≤ 𝑟𝑛 + 𝑟𝑘

≤ 2𝑟𝑘 ≤ 2𝑛𝑟𝑘 ≤ 2(𝑘 − 1)
𝑘 + 𝛽
𝑛 + 𝛽

𝑟𝑘 =
2𝑘(𝑘 − 1) + 2𝛽(𝑘 − 1)

𝑛 + 𝛽
𝑟𝑘

≤
2𝑘(𝑘 − 1) + 2𝛽𝑘

𝑛 + 𝛽
𝑟𝑘 
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dir. Durum 1  ve Durum 2 yi birleştirirsek 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)� ≤ �|𝑐𝑘|

1
𝑛 + 𝛽

[2𝛽𝑘 + 2𝑘(𝑘 − 1)]𝑟𝑘
∞

𝑘=0

=
1

𝑛 + 𝛽
�2𝑟2�𝑗(𝑗 − 1)|𝑐𝑘|𝑟𝑗−2

∞

𝑗=2

+ 2𝛽𝑟�𝑗�𝑐𝑗�𝑟𝑗−1
∞

𝑗=1

� =
𝑀2,𝑟

(𝛽)(𝑓)
𝑛 + 𝛽

 

 

sonucuna ulaşırız. 

 

ii ) Eş anlı yaklaşım için Γ, 𝑟1 > 𝑟 yarıçaplı, 0 merkezli çemberi göstersin. Her 

|𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝜈 ∈ Γ için | 𝜈 − 𝑧| ≥ 𝑟1 − 𝑟 dir. Cauchy türev formülünden her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 

𝑛 ∈ ℕ için 

 

��𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
(𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� = �

𝑝!
2𝜋𝑖

�
𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓;  𝜈) − 𝑓(𝑣)
( 𝜈 − 𝑧)𝑝+1 𝑑𝜈

 Γ

�

≤
𝑝!
2𝜋

�
�𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓;  𝜈) − 𝑓(𝑣)�
|𝜈 − 𝑧|𝑝+1

|𝑑𝜈|
 Γ

≤
𝑝!
2𝜋

𝑀2,𝑟1
(𝛽) (𝑓)
𝑛 + 𝛽

2𝜋𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1

=
𝑀2,𝑟1

(𝛽) (𝑓)
𝑛 + 𝛽

𝑝! 𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)𝑝+1 

 

elde edilir.  

 

Hipotezden dolayı 𝑓(𝑧) = ∑ 𝑐𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=0  serisi |𝑧| ≤ 𝑟, (1 ≤ 𝑟 < 𝑅) için mutlak ve 

düzgün yakınsaktır. Böylece 𝑓(𝑧) ye karşılık gelen ∑ 𝑐𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=0  serisinin 2 kez terim 

terim türevi alınırsa 𝑓′′(𝑧) = ∑ 𝑘(𝑘 − 1)𝑐𝑘𝑧𝑘−2∞
𝑘=2  serisi de |𝑧| ≤ 𝑟 de düzgün 

yakınsak olur. Böylece 𝑀2,𝑟 serisi sonlu bir toplama sahiptir. 

 

Aşağıdaki teoremde kompleks Stancu polinomları için Voronovskaja tip asimptotik 

yaklaşım oranı üzerine bir sonuç ifade edilecektir.      
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4.11. Teorem 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1 }  ve 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik bir fonksiyon, 0 ≤ 𝛼 < 𝛽 

sabitler olsun. 

 

i) Her |𝑧| ≤ 1 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) +

𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽

𝑓′(𝑧) −
𝑛𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽)2 𝑓

′′(𝑧)�

≤
|𝑧||1 − 𝑧|
(𝑛 + 𝛽)2 𝑀1

(𝛼,𝛽)(𝑓) +
𝑀2

(𝛼,𝛽)(𝑓)
(𝑛 + 𝛽)2  

 

dir. Burada 

 

0 < 𝑀1
(𝛼,𝛽)(𝑓) = �|𝑐𝑘|

∞

𝑘=2

�
9(𝑘 − 1)3(𝑘 − 2)

2
+

(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)2

2
+ 4𝛽(𝑘 − 1)3

+   
3𝛽(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)

2
+

3𝛼(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)
2

+ 𝛽𝑘(𝑘 − 1)2(𝑘 − 2)�

< ∞ 

 

0 < 𝑀2
(𝛼,𝛽)(𝑓) = (𝛼 + 𝛽)2�|𝑐𝑘|

𝑘(𝑘 − 1)
2

∞

𝑘=2

< ∞ 

 

dir. 

 

ii) 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 için 

 

��𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓 +

𝛽𝑒1 − 𝛼
𝑛 + 𝛽

𝑓′ −
𝑛𝑒1(1 − 𝑒1)
2(𝑛 + 𝛽)2 𝑓′′��

𝑟
≤
𝑀𝑟

(𝛼,𝛽)(𝑓)
(𝑛 + 𝛽)2  

 

dir. Burada 𝑀𝑟
(𝛼,𝛽)(𝑓) > 0, n den bağımsız, f, r, 𝛼, 𝛽 ya bağlı bir sabittir [18]. 
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Şimdi vereceğimiz teoremle Teorem 4.10. da bulduğumuz 1
𝑛+𝛽

 yakınsaklık oranının 

aslında tam yakınsaklık oranı olduğunu göreceğiz.  

 

4.12. Teorem 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 , 𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1 } ve 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ, 𝐷𝑅 de analitik olsun. Eğer 

f derecesi 0 olmayan bir polinom ise 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
≥
𝐶𝑟

(𝛼,𝛽)(𝑓)
𝑛 + 𝛽

 

 

dir. Burada 𝐶𝑟
(𝛼,𝛽)(𝑓) 𝑓, 𝑟,𝛼,𝛽 ya bağlı sabittir. 

 

İspat 

 

Her 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ için Teorem 4.11 (ii) dikkate alınarak 

 

𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧)

=
1

𝑛 + 𝛽
�−(𝛽𝑧 − 𝛼)𝑓′(𝑧) +

𝑧(1 − 𝑧)
2

𝑓′′(𝑧)

+
1

𝑛 + 𝛽 �
(𝑛 + 𝛽)2 �𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) +
𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽

𝑓′(𝑧)

−
𝑛𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽)2 𝑓

′′(𝑧)� −
𝛽𝑧(1 − 𝑧)

2
𝑓′′(𝑧)�� 

 

yazılabilir. 

 

‖𝐹 + 𝐺‖𝑟 ≥ |‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟| ≥ ‖𝐹‖𝑟 − ‖𝐺‖𝑟 

 

bilindik eşitsizliği yukarıdaki eşitliğe uygulanırsa  
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�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟

≥
1

𝑛 + 𝛽
��−(𝛽𝑒1 − 𝛼)𝑓′ +

𝑒1(1 − 𝑒1)
2

𝑓′′�
𝑟

−
1

𝑛 + 𝛽 �
�(𝑛 + 𝛽)2 �𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓 +
𝛽𝑒1 − 𝛼
𝑛 + 𝛽

𝑓′ −
𝑛𝑒1(1 − 𝑒1)
2(𝑛 + 𝛽)2 𝑓′′�

−
𝛽𝑒1(1 − 𝑒1)

2
𝑓′′�

𝑟
�� 

 

elde edilir. Teorem 4.11 (ii) den 

 

�(𝑛 + 𝛽)2 �𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓 +

𝛽𝑒1 − 𝛼
𝑛 + 𝛽

𝑓′ −
𝑛𝑒1(1 − 𝑒1)
2(𝑛 + 𝛽)2 𝑓′′� −

𝛽𝑒1(1 − 𝑒1)
2

𝑓′′�
𝑟

≤ 𝑀𝑟
(𝛼,𝛽)(𝑓) + 𝛽‖𝑓′′‖𝑟 

 

yazılır. 

 

𝐻(𝑧) = −(𝛽𝑧 − 𝛼)𝑓′(𝑧) +
𝑧(1 − 𝑧)

2
𝑓′′(𝑧) 

 

‖𝐻‖𝑟 > 0 olduğu gösterilirse 𝑓,𝛼,𝛽 ya bağlı öyle bir 𝑛0 sayısı bulunurki her 𝑛 ≥ 𝑛0 

için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
≥

1
𝑛 + 𝛽

‖𝐻‖𝑟
2

 

 

eşitsizliğinin sağlanacağı açıktır.  

 

𝑛 ∈ {1,2, … ,𝑛0 − 1} için 
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�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
≥
𝐴𝑛,𝑟

(𝛼,𝛽)(𝑓)
𝑛 + 𝛽

 

 

olup burada 𝐴𝑛,𝑟
(𝛼,𝛽)(𝑓) = (𝑛 + 𝛽)�𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�
𝑟

> 0 dir. 

 

Bu ise 𝐶𝑟
(𝛼,𝛽)(𝑓) = min �A1,𝑟

(α,β), A2,𝑟
(α,β)(𝑓), … , A𝑛0,𝑟

(α,β)(𝑓), ‖𝐻‖𝑟
2
� olmak üzere her 𝑛 ∈ ℕ 

için  

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
≥
𝐶𝑟

(𝛼,𝛽)(𝑓)
𝑛 + 𝛽

 

 

olmasını gerektirir. Dolayısıyla ‖𝐻‖𝑟 > 0 olduğunu göstermemiz ispat için 

yeterlidir. ‖𝐻‖𝑟 = 0 olduğunu kabul ederek aşağıdaki durumları inceleyelim: 

 

Durum 1) 0 = 𝛼 < 𝛽 ve her |𝑧| ≤ 𝑟 için 𝐻(𝑧) = −𝛽𝑧𝑓′(𝑧) + 𝑧(1−𝑧)
2

𝑓′′(𝑧) = 0 

olsun. 𝑦(𝑧) = 𝑓′(𝑧) dersek 𝑦(𝑧), 𝐷𝑅 de analitiktir ve −𝛽𝑓′(𝑧) + (1−𝑧)
2

𝑓′′(𝑧) = 0 

diferensiyel denkleminin çözümüdür. |𝑧| ≤ 𝑟 de 𝑦(𝑧) analitik olduğundan 𝑦(𝑧) =

∑ 𝑏𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=0  şeklinde yazılabilir. Bu ifade yerine yazılırsa 𝑘 = 0,1,2, … için 𝑏𝑘 = 0 

bulunur. Özdeşlik teoremi (4.5) gereğince 𝐷𝑅 deki her 𝑧 için 𝑦(𝑧) = 0 olur. Bu ise f 

üzerindeki kabulümüze aykırıdır. 

 

Durum 2)  0 < 𝛼 ≤ 𝛽 olmak üzere 𝑦(𝑧) = 𝑓′(𝑧) dersek 𝑓(𝑧) 𝐷𝑅 de analitik 

olduğundan 𝑦(𝑧) 𝐷𝑅 de analitiktir ve her |𝑧| ≤ 𝑟 için  

−(𝛽𝑧 − 𝛼)𝑦(𝑧) + 𝑧(1−𝑧)
2

𝑦′(𝑧) = 0 diferensiyel denkleminin çözümüdür. 𝑧 = 0 

alırsak 𝛼𝑦(0) = 0 yani 𝑦(0) = 0 elde ederiz. 𝑦(𝑧) = ∑ 𝑏𝑘𝑧𝑘∞
𝑘=0  ifadesi diferensiyel 

denkleminde yerine yazılırsa 𝑘 = 0,1,2, … için 𝑏𝑘 = 0 bulunur. Bu ise f in sabit 

olması anlamına gelir. Bu ise f üzerindeki hipoteze aykırıdır.  

 

Sonuç olarak ‖𝐻‖𝑟 > 0 olmalıdır. 
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Teorem 4.10 ve Teorem 4.12 dikkate alındığında aşağıdaki sonuç elde edilir. 

 

4.1. Sonuç 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 , 𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1 } ve 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ, analitik bir fonksiyon 

olsun. Eğer f derecesi 0 olmayan bir polinom ise 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
~

1
𝑛 + 𝛽

 

 

dir [11]. 

 

Sonuçların Değerlendirilmesi 

 

1. Teorem 4.10 de 𝛼 = 0 = 𝛽 alınırsa Teorem 4.8 de verilen Bernstein polinomları 

için yakınsaklık ve eşanlı yakınsaklık oranları elde edilir. 

 

2. 𝛼 = 0 = 𝛽 alınması halinde Teorem 4.9, Teorem 4.11 in özel bir durumudur. 

 

3. Teorem 4.12 ise 𝛼 = 0 = 𝛽 durumunda [11] de verilen kompleks Bernstein 

polinomları için tam yakınsama oranına ulaşılır. 

 

Yani f  𝐷𝑅 de analitik ve derecesi ≤ 1 olmayan bir polinom ise herhangi 𝑟 ∈ [1,𝑅)� 

için ‖𝐵𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟~ 1
𝑛
 dir. 

 

4. Teorem 4.12 ve Teorem 4.10 (ii) nin ispat yöntemi dikkate alınarak kompleks 

Stancu polinomları için eş anlı yaklaşımda tam yakınsama oranının 1
𝑛+𝛽

 olduğu 

görülür. Daha açık olarak ; 𝑅 > 1, 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽, 𝛼 + 𝛽 > 0 ve 𝑝 ∈ ℕ sabit olsun. f, 𝐷𝑅 

de analitik ve derecesi 𝑝 − 1 den küçük olmayan bir polinom ise bu durumda 
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��𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
− 𝑓(𝑝)�

𝑟
~

1
𝑛 + 𝛽

 

 

dir. 

 

4.4. Kompleks Kantorovich Polinomlar Dizisinin Yaklaşım Özellikleri 

 

Bu kesimde kesim 4.3 de elde edilen sonuçları 𝐵𝑛 polinomların Kantorovich formuna 

genelleştireceğiz. 

 

4.3. Tanım  

 

𝑧 ∈ ℂ olmak üzere 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑧) = (𝑛 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑧) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
(𝑛+1)�

𝑘
(𝑛+1)�

𝑛

𝑘=0

                                                    (4.6) 

 

eşitliği ile verilen 𝐾𝑛(𝑓; 𝑧) polinomuna Kantorovich polinomu denir [11]. Kesim 

(3.3) deki reel durum için verilen sonuca benzer şekilde amacımız için yardımcı 

olacak aşağıdaki teoremi verelim. 

  

4.13. Teorem 

 

𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑧
0  olsun. 𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) kompleks Bernstein polinomu ve 𝑧 ∈ ℂ olmak 

üzere  

 

𝐾𝑛(𝑓; 𝑧) = 𝐵𝑛+1′ (𝐹; 𝑧) 

 

dir. 
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İspat 

 

(4.1) ile verilen 𝐵𝑛(𝑓; 𝑧) polinomunda n yerine 𝑛 + 1 yazıp türev alırsak 

 

𝐵𝑛+1′ (𝐹: 𝑧) = (𝑛 + 1)��𝐹 �
𝑘 + 1
𝑛 + 1�

− 𝐹 �
𝑘

𝑛 + 1�
� �𝑛𝑘� 𝑧

𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘
𝑛

𝑘=0

= (𝑛 + 1)�

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

� 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
(𝑛+1)�

0

− � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑘
(𝑛+1)�

0

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

𝑛

𝑘=0

�𝑛𝑘� 𝑧
𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘

= (𝑛 + 1)� � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+1)
(𝑛+1)�

𝑘
(𝑛+1)�

𝑛

𝑘=0

�𝑛𝑘� 𝑧
𝑘(1 − 𝑧)𝑛−𝑘 = 𝐾𝑛(𝑓; 𝑧). 

 

4.14. Teorem 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1}, 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik, 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 < 𝑅 olsun. Her 

|𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛,𝑝 ∈ ℕ için 

 

i) 

�𝐾𝑛
(𝑝)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� ≤

𝐶2,𝑟1(𝑓)(𝑝 + 1)! 𝑟1
(𝑛 + 1)(𝑟1 − 𝑟)𝑝+2 

 

dir. Burada  

 

0 < 𝐶2,𝑟1(𝑓) = 2�(𝑗 − 1)�𝑐𝑗−1�𝑟1
𝑗

∞

𝑗=0

< ∞ 

 

dir. 



44 
 

ii)  

�𝐾𝑛(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) −
1 − 2𝑧

2(𝑛 + 1)𝑓
′(𝑧) −

𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 1)𝑓

′′(𝑧)� ≤ 𝐶𝑟1,𝑛+1(𝑓)
𝑟1

(𝑟1 − 𝑟)2 

 

dir. Burada  

 

𝐶𝑟1,𝑛(𝑓) =
5(1 + 𝑟1)2

2𝑛
∑ |𝑐𝑘−1|∞
𝑘=3 (𝑘 − 1)(𝑘 − 2)2𝑟1𝑘−2

𝑛
 

 

dir [17]. 

 

Aşağıdaki sonuç kompleks Kantorovich polinomlarının eşanlı tam yakınsaklık 

oranını vermektedir. 

 

4.2. Sonuç 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1} 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ, 𝐷𝑅 analitik, 𝑅 > 1 ve 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 için 

i) Eğer f derecesi ≤ 0 olmayan bir polinom ise her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

‖𝐾𝑛(𝑓) − 𝑓‖𝑟~
1
𝑛

 

 

dir. 

 

ii) Eğer f derecesi ≤ max{1, 𝑝 − 1} olmayan bir polinom ise her 𝑛, 𝑝 ∈ ℕ için  

 

�𝐾𝑛
(𝑝)(𝑓) − 𝑓(𝑝)�

𝑟
~

1
𝑛

 

 

dir. 
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4.5. Kompleks Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklaşım Özellikleri 

 

Burada kesim (3.4) de reel durum için verilen Kantorovich-Stancu polinomlarının 

kompleks duruma bir genelleştirmesini tanımlayarak kesim 4.4 deki yakınsaklık 

oranına ilişkin sonuçları bu polinomlar için inceleyeceğiz. 

 

4.4. Tanım 

 

0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽 sabitler, 𝑧 ∈ ℂ olmak üzere 

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) = (𝑛 + 𝛽 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑧) � 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

(𝑘+𝛼+1)
(𝑛+𝛽+1)�

(𝑘+𝛼)
(𝑛+𝛽+1)�

𝑛

𝑘=0

                            (4.7) 

 

olarak tanımlanan polinoma kompleks Kantorovich-Stancu polinomu denir. 

 

4.15. Teorem 

 

𝐹(𝑧) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡𝑧
0  olsun. 𝑆𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) Eş. 4.5 ile verilen kompleks Bernstein-Stancu 

polinomu ve 𝑧 ∈ ℂ olmak üzere  

 

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) =

𝑛 + 𝛽 + 1
𝑛 + 1

�𝑆𝑛+1
(𝛼,𝛽)(𝐹)�

′
(𝑧) 

 

dir [17, 18]. 
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İspat 

 

�𝑆𝑛+1
(𝛼,𝛽)(𝐹)�

′
(𝑧)

= (𝑛 + 𝛽 + 1)�𝑃𝑛,𝑘(𝑧) �𝐹 �
𝑘 + 𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽 + 1�

− 𝐹 �
𝑘 + 𝛼

𝑛 + 𝛽 + 1�
�

𝑛

𝑘=0

− 𝛽�𝑃𝑛,𝑘(𝑧) �𝐹 �
𝑘 + 𝛼 + 1
𝑛 + 𝛽 + 1�

− 𝐹 �
𝑘 + 𝛼

𝑛 + 𝛽 + 1�
�

𝑛

𝑘=0

= 𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) −

𝛽
𝑛 + 𝛽 + 1

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) =

𝑛 + 1
𝑛 + 𝛽 + 1

𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) 

elde edilir. 

 

Aşağıdaki teorem eşanlı yaklaşımda yakınsaklık oranını ve Voronovskaja tip 

asimptotik yaklaşım derecesini vermektedir. 

 

4.16. Teorem 

 

𝐷𝑅 = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 𝑅,𝑅 > 1}, 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ analitik, 1 ≤ 𝑟 < 𝑟1 < 𝑅 olsun. Her 

|𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛,𝑝 ∈ ℕ için 

 

i) 

��𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
(𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� ≤

𝐶2,𝑟1
(𝛽)(𝑓)(𝑝 + 1)! 𝑟1

(𝑛 + 1)(𝑟1 − 𝑟)𝑝+2 +
𝛽

𝑛 + 1
‖𝑓‖𝑟 

 

dir. Burada  

 

0 < 𝐶2,𝑟1
(𝛽)(𝑓) = 2�(𝑗 − 1)�𝑐𝑗−1�𝑟1

𝑗
∞

𝑗=2

+ 2𝛽��𝑐𝑗−1�𝑟1
𝑗

∞

𝑗=1

< ∞ 

dir. 
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ii)  

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓; 𝑧) − 𝑓(𝑧) + �

𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 1

−
1 − 2𝑧

2(𝑛 + 𝛽 + 1)� 𝑓
′(𝑧) −

𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)𝑓

′′(𝑧)�

≤
𝐶(𝑓, 𝑟1,𝛼,𝛽)

(𝑛 + 1)(𝑛 + 𝛽 + 1)
𝑟1

(𝑟1 − 𝑟)2 

 

dir. Burada 𝐶(𝑓, 𝑟1,𝛼,𝛽),  𝑓, 𝑟1,𝛼 ve 𝛽 ya bağlı pozitif bir sabittir [17]. 

 

İspat 

 

i) Teorem 4.15. dan ve Teorem 4.10. ii) den 

 

��𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
(𝑧) − 𝑓(𝑝)(𝑧)� = �

𝑛 + 𝛽 + 1
𝑛 + 1

�𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝐹)�

(𝑝+1)
(𝑧) − 𝐹(𝑝+1)(𝑧)�

≤
𝑛 + 𝛽 + 1
𝑛 + 1

��𝑆𝑛
(𝛼,𝛽)(𝐹)�

(𝑝+1)
(𝑧) − 𝐹(𝑝+1)(𝑧)� +

𝛽
𝑛 + 1

�𝐹(𝑝+1)(𝑧)�

≤
𝑛 + 𝛽 + 1
𝑛 + 1

𝑀2,𝑟1
(𝛽) (𝐹)(𝑝 + 1)! 𝑟1

(𝑛 + 𝛽 + 1)(𝑟1 − 𝑟)𝑝+2 +
𝛽

𝑛 + 1
�𝑓(𝑝)(𝑧)�

≤
𝑀2,𝑟1

(𝛽) (𝐹)(𝑝 + 1)! 𝑟1
(𝑛 + 1)(𝑟1 − 𝑟)𝑝+2 +

𝛽
𝑛 + 1

�𝑓(𝑝)�
𝑟
 

 

yazılır. Burada �𝑓(𝑝)�
𝑟

= sup��𝑓(𝑝)(𝑧)�: |𝑧| < 𝑟� olup 𝑧 ∈ 𝐷𝑅 olmak üzere    

 

𝐹(𝑧) = �𝐶𝑘𝑧𝑘
∞

𝑘=0

 

 

ve 

 

0 < 𝑀2,𝑟1
(𝛽) (𝑓) = 2𝑟12�𝑗(𝑗 − 1)�𝐶𝑗�𝑟1

𝑗−2
∞

𝑗=2

+ 2𝛽𝑟1�𝑗�𝐶𝑗�𝑟1
𝑗−1

∞

𝑗=1

< ∞ 

 

için 
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𝐹(𝑧) = ���𝑐𝑘𝑡𝑘
∞

𝑘=0

� 𝑑𝑡
𝑧

0

= �
𝑐𝑘

𝑘 + 1
𝑧𝑘+1

∞

𝑘=0

= �
𝑐𝑘−1
𝑘

∞

𝑘=1

𝑧𝑘 

 

dir. Yani 𝐶𝑘 = 𝑐𝑘−1
𝑘

 ve  

  

0 < 𝐶2,𝑟1
(𝛽)(𝑓) = 2�(𝑗 − 1)�𝑐𝑗−1�𝑟1

𝑗
∞

𝑗=2

+ 2𝛽��𝑐𝑗−1�𝑟1
𝑗

∞

𝑗=1

< ∞ 

 

dir.  

 

ii) Teorem 4.11. ii) de 𝑛 yerine 𝑛 + 1, 𝑟 yerine 𝑟1 ve 𝑓 yerine 𝐹 alırsak, her |𝑧| ≤ 𝑟1 

ve 𝑛 ∈ ℕ için  

 

�𝑆𝑛+1
(𝛼,𝛽)(𝐹)(𝑧) − 𝐹(𝑧) +

𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽 + 1

𝐹′(𝑧) −
(𝑛 + 1)𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)2 𝐹′′(𝑧)� ≤

𝐶(𝑓, 𝑟1,𝛼,𝛽)
(𝑛 + 𝛽 + 1)2 

 

yazılır. 

 

𝐸𝑛(𝐹)(𝑧) = 𝑆𝑛+1
(𝛼,𝛽)(𝐹)(𝑧) − 𝐹(𝑧) +

𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽 + 1

𝐹′(𝑧) −
(𝑛 + 1)𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)2 𝐹′′(𝑧) 

 

diyelim. 

 

Γ, 0 merkezli, 𝑟1 > 𝑟 yarıçaplı çember olsun. |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝜈 ∈ Γ için |𝜈 − 𝑧| ≥ 𝑟1 − 𝑟 

dir. Cauchy-Türev formülünden her |𝑧| ≤ 𝑟 ve 𝑛 ∈ ℕ için 

 

|𝐸𝑛′ (𝐹)(𝑧)| =
1

2𝜋
��

𝐸𝑛(𝑓)(𝑧)
(𝜈 − 𝑧)2 𝑑𝜈

Γ

� =
𝐶(𝑓, 𝑟1,𝛼,𝛽)
(𝑛 + 𝛽 + 1)2

1
2𝜋

2𝜋𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)2

=
𝐶(𝑓, 𝑟1,𝛼,𝛽)
(𝑛 + 𝛽 + 1)2

𝑟1
(𝑟1 − 𝑟)2 
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dir. Teorem 4.15. den  

 

𝐸𝑛′ (𝐹)(𝑧) =
𝑛 + 1

𝑛 + 𝛽 + 1
𝐾𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) − 𝑓(𝑧) +
𝛽

𝑛 + 𝛽 + 1
𝑓(𝑧) +

𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽 + 1

𝑓′(𝑧)

−
𝑛 + 1

2(𝑛 + 𝛽 + 1)2 �
(1 − 𝑧)𝑓′(𝑧) − 𝑧𝑓′(𝑧) + 𝑧(1 − 𝑧)𝑓′′(𝑧)�

=
𝑛 + 1

𝑛 + 𝛽 + 1
𝐾𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) −
𝑛 + 1

𝑛 + 𝛽 + 1
𝑓(𝑧)

+ �
𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 𝛽 + 1

−
(𝑛 + 1)(1 − 2𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)2 � 𝑓

′(𝑧) −
(𝑛 + 1)𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)2 𝑓′′(𝑧)

=
𝑛 + 1

𝑛 + 𝛽 + 1 �
𝐾𝑛

(𝛼,𝛽)(𝑓)(𝑧) − 𝑓(𝑧)

+ �
𝛽𝑧 − 𝛼
𝑛 + 1

−
1 − 2𝑧

2(𝑛 + 𝛽 + 1)� 𝑓
′(𝑧) −

𝑧(1 − 𝑧)
2(𝑛 + 𝛽 + 1)𝑓

′′(𝑧)� 

 

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. 

 

4.3. Sonuç 

 

𝑅 > 1 olmak üzere 𝑓:𝐷𝑅 → ℂ, 𝐷𝑅 de analitik, 1 ≤ 𝑟 < 𝑅 ve 0 ≤ 𝛼 ≤ 𝛽, 𝛼 + 𝛽 > 0 

için 

 

i) Eğer f özdeş olarak 0’dan farklı ise bu durumda her 𝑛 ∈ ℕ için 

 

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
~

1
𝑛 + 𝛽

 

 

dir. 

 

ii) Eğer f derecesi ≤ 𝑝 − 1 olmayan bir polinom ise her 𝑛,𝑝 ∈ ℕ için 

  

��𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
− 𝑓(𝑝)�

𝑟
~

1
𝑛 + 𝛽
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dir. 

 

İspat 

 

Teorem 4.15. ve Sonuç 4.1. den  

 

i)   

�𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓) − 𝑓�

𝑟
= ��𝑆𝑛+1

(𝛼,𝛽)(𝐹)�
′
− 𝐹′�

𝑟
~

1
𝑛 + 𝛽

 

 

elde edilir. 

 

ii) 

��𝐾𝑛
(𝛼,𝛽)(𝑓)�

(𝑝)
− 𝑓(𝑝)�

𝑟
= ��𝑆𝑛+1

(𝛼,𝛽)(𝐹)�
(𝑝+1)

− 𝐹(𝑝+1)�
𝑟

~
1

𝑛 + 𝛽
 

 

elde edilir. 

Belirtelim ki i) ve  ii) de sonucu etkileyen sabitler Teorem 4.16 ile bağlantılı olup f, r, 

𝛼, 𝛽 ve p ye bağlıdır.   

 

Sonuç olarak; kompleks Bernstein-Stancu polinomları için Sonuç 4.1 de elde edilen 

tam yakınsama oranı ile kompleks Kantorovich-Stancu polinomlarının tam 

yakınsama oranı sabitler farkı ile aynıdır. 
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