KOMPAKT DiSKLERDE KOMPLEKS BERNSTEIN-STANCU
POLINOMLARI iLE YAKLASIM

Maya ALTINOK

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

OCAK 2013
ANKARA



Maya ALTINOK tarafindan hazirlanan KOMPAKT DISKLERDE KOMPLEKS
BERNSTEIN-STANCU POLINOMLARI ILE YAKLASIM adl bu tezin Yiiksek
Lisans tezi olarak uygun oldugunu onaylarim.

Prof. Dr .Nurhayat ISPIR

Tez Danismani, Matematik Anabilim Dali

Bu ¢alisma, jlirimiz tarafindan oy birligi ile Matematik Anabilim Dalinda Yiiksek
Lisans tezi olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Ahmet Ali OCAL

Matematik Anabilim Dali, Gazi Universitesi

Prof. Dr. Nurhayat ISPIR

Matematik Anabilim Dal1, Gazi Universitesi

Prof. Dr. Ayhan SERBETCI

Matematik Anabilim Dali, Ankara Universitesi

Tarih: 21/01/2013

Bu tez ile G. U. Fen Bilimleri Enstitiisii Y6netim Kurulu Yiksek Lisans derecesini
onamistir.

Prof. Dr. Seref SAGIROGLU i,

Fen Bilimleri Enstitlisi Muduri



TEZ BiLDiRiMi

Tez igindeki biitiin bilgilerin etik davranig ve akademik kurallar gercevesinde elde
edilerek sunuldugunu, ayrica tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlanan bu
calismada bana ait olmayan her tiirlii ifade ve bilginin kaynagma eksiksiz atif

yapildigin bildiririm.

Maya ALTINOK



KOMPAKT DiISKLERDE KOMPLEKS BERNSTEIN-STANCU
POLINOMLARI iLE YAKLASIM
(Yuksek Lisans Tezi)

Maya ALTINOK

GAZIi UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Ocak 2013

OZET

Bu calismada oncelikle reel degiskenli Bernstein, Bernstein-Stancu ve
Kantorovich-Stancu polinomlarimn yaklasim 6zellikleri incelendi. ikinci olarak
analitik fonksiyonlara iliskin kompleks Bernstein, kompleks Bernstein-Stancu
tahminli Voronovskaja tip sonuglar ve tam yakinsama oranlar1 verildi.
Boylelikle Bernstein-Stancu polinomlarimin  yaklasim 6zelliklerinin reel

araliklardan kompleks diizlemin kompakt disklerine genisletildi.

Bilim Kodu : 204.1.095

Anahtar Kelimeler : Kompleks Bernstein-Stancu, Kantorovich-Stancu
polinomlari, es anh yaklasim, yakinsakhk oram

Sayfa Adedi : 53

Tez Yoneticisi . Prof.Dr. Nurhayat iSPIR



APPROXIMATION BY COMPLEX BERNSTEIN-STANCU POLYNOMIALS
IN COMPACT DISKS
(M. Sc. Thesis)

Maya ALTINOK

GAZI UNIVERSITY
INSTITUTE OF SCIENCE AND TECHNOLOGY
January 2013

ABSTRACT

In this thesis, firstly, the approximation properties of real Bernstein, Bernstein-
Stancu and Kantorovich-Stancu polynomials of real variable are investigated.
Secondly, order of simultaneous approximation, VVoronovskaja type results with
quantitative estimate and exact order for complex Bernstein, complex
Bernstein-Stancu and Kantorovich-Stancu polynomials attached to analytic
functions on compact disks are given. In this way, the approximation properties
of the Bernstein-Stancu polynomials are extended to compact disks in the

complex plane from real intervals.

Science Code  : 204.1.095

Key Words : Complex Bernstein-Stancu, Kantorovich-Stancu polynomials
Simultaneous approximation, exactorder

Page Number  : 53

Adviser . Prof. Dr. Nurhayat ISPIR



vi
TESEKKUR
Calismalarim boyunca degerli yardim ve katkilariyla beni yonlendiren hocam

Prof. Dr. Nurhayat ISPiR’ e, manevi desteklerini benden esirgemeyen esim Mesut

ALTINOK” a ve aileme tesekkiirii bir bor¢ bilirim.



ICINDEKILER

Sayfa
OZET ottt iv
ABSTRACT .. %
TESEKKUR .....ciiititiiiteiiiest ettt Vi
ICINDEKILER ....ooviiciiiesee ettt s vii
SIMGELER VE KISALTMALAR ........cceiiiiiiiieisieiesisse s iX
LGIRIS oo 1
2. LINEER POZITIF OPERATORLER .......cccoeiieiniiieinisisiiniesseie s 4
2.1. Lineer POzZitif OPEeratirler .........ccoovveiieie e 4
2.2. Lineer Pozitif Operator Dizilerinin YaKinsakli@1.......ccocovevveiveiveiieiieiennnnn 7
2.3. Yaklasimin DEIECEST ...uuviiiiiiiieiiiiiieeeiiiie e e ssiee e s et e e sre e nnae e e e 8

3. BERNSTEIN-STANCU VE KANTOROVICH-STANCU POLINOMLAR
DIZISININ YAKLASIM OZELLIKLER........cccoiiiiiiiiiiicicec e 11
3.1. Bernstein Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsaklig1...........cccocoeeiirnnnnnne 11
3.2. Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsakligi................... 13
3.3. Kantorovich Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsaklig1 ............cccoeueee. 18
3.4. Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Diizglin Yakinsakligi.............. 21

4. KOMPLEKS BERNSTEIN-STANCU VE KOMPLEKS KANTOROVICH-
STANCU POLINOMLAR DIiZISININ KOMPAKT DISK UZERINDE

YAKLASIM OZELLIKLERI ..ottt 24
4.1. Kompleks Analizde Yardimci Teoremler..........coccovvveiiiiiiiiiiiiicnieene 24
4.2. Kompleks Bernstein Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri............... 26

4.3. Kompleks Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri..31

Vi



viii

Sayfa

4.4. Kompleks Kantorovich Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri ......... 42
4.5. Kompleks Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklasim

OZEINKIEIT. ... 45

KAYNAKLAR ettt sttt b e be e beente e e 51

OZGECMIS ..ottt ettt en e, 53



SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligsmada kullanilan bazi simgeler, agiklamalari ile birlikte agsagida sunulmustur.

Simgeler
<ab>

Lo (f; %)
Cla, b]
L,[0,1]

I Il cra,b)
w(f,6)

B, (f;x)
B (f; %)
P (f; 2)
Kn(f; %)
KD (f; %)

AP
Ynip)

[f5 x0, 1]

Aciklama
R deki sonlu veya sonsuz herhangi bir aralik
Lineer pozitif operator
[a, b] araliginda siirekli fonksiyonlar uzay1
[0,1] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar uzay1
Cla, b] de maksimum norm
f fonksiyonunun sureklilik modul
Reel degiskenli Bernstein polinomu

Reel degiskenli Bernstein-Stancu polinomu

Kompleks degiskenli Bernstein-Stancu polinomu

Reel degiskenli Kantorovich polinomu

Reel degiskenli Kantorovich-Stancu polinomu

f nin n adimh p. fark operatorii

f nin 1. Boliinmiis farki



1.GIRiS

Weierstrass 1885 yilinda kompakt araliklarda stirekli fakat tiirevi olmayan
fonksiyonlara yakinsayan bir polinomlar dizisinin varhigmi ispatlamistir [1,2].

f:10,1] — R siirekli fonksiyonuna iligkin,

Bulf 0= Y Puf (5), P = (})ra -0, 0sx=1
k=0

polinomu 1912 yilinda Bernstein tarafindan Weierstrass Teoreminin ispati igin
olusturulan ilk polinomlardan biridir ve yaklagim teorisinde de 6nemli bir yeri vardir.
Bernstein polinomlar1 C[0,1] = {f | f:[0,1] — R stirekli} uzayindan kendine tanimli
bir lineer pozitif operatér olmasi nedeni ile birgok matematikgi tarafindan yaklagim
ozellikleri g¢alistlmistir.  Ayni  zamanda Schurer polinomlari, Kantorovich
polinomlari, Stancu polinomlar1 gibi diger yaklasim operatorlerinin tanimlanmasinda

rol oynamustir.

R reel eksenin alt araliklarindan C kompleks dizlemin bolgelerine yaklasim
problemini genisletme ¢alismalar1 Bernstein polinomlar: ile baglamistir. Buna gore
B, (f,x) ifadesindeki x € [0,1] noktalar1 yerine, f nin analitik oldugu varsayilan

[0,1] araligini i¢eren C nin bazi1 bolgelerindeki z kompleks sayisi alinarak elde edilen

n

B,(f;z) = Z (Z)f(%)zk(l -2k, zecC

k=0
kompleks Bernstein polinomlarinin gesitli yaklasim 6zellikleri incelenmistir [3 — 9].

Bu tezde amag Bernstein polinomlarinin bir genellestirmesi olan Bernstein-Stancu
polinomlar dizisinin reel ve kompleks anlamda yaklagim 6zelliklerini incelemektir.
Bu polinomlar 1969 yilinda Stancu tarafindan 0 < a < g sabitler, f € C[0,1] ve

x € [0,1] olmak (izere



k+a>

BP0 = ) P (5
k=0

olarak tanimlanmustir [10].

Calismamizda reel tip Bernstein-Stancu polinomlar dizisinin strekli reel
fonksiyonlara yaklasim derecesi ifade edilmis ve integrallenebilen fonksiyonlar igin
polinomun Kantorovich formunda yaklasim 6zellikleri verilmistir. Bu sonuglarin bir
genisletmesi olan kompleks Bernstein-Stancu polinomlarinin analitik fonksiyonlara
iliskin yakinsama oranlart ve tam yakinsaklik oranmi incelenmis ve benzer

incelemeler polinomun kompleks Kantorovich bigimi i¢in de yapilmustir.
Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris boliimudiir.

Ikinci béliim lineer pozitif operator dizilerinin yaklasim dzelliklerinin ifade edildigi
temel teorem ve tanimlarin verildigi ve diger boliimlerin alt yapisini olusturan temel

kavramlar1 i¢eren boliimdiir.

Uciincii boliim reel degiskenli Bernstein, Bernstein-Stancu polinomlarinin ve

Kantorovich tip operatorlerin yaklagim 6zelliklerinin kisaca incelendigi bolimdiir.

Dordincu bolim Gal’in [11],[16] eserlerinin incelenerek kompleks Bernstein,
kompleks Bernstein-Stancu ve kompleks Kantorovich-Stancu polinomlarinin  ele
alindig1 boliimdiir. 11k olarak iiciincii béliimde reel degiskenli durumda verilen
stirekli fonksiyonlara Korovkin tip diizgiin yakinsama sonucu kompleks diizlemde
Vitali teoremi yardimi ile analitik fonksiyonlara yakinsayan kompleks Bernstein
polinomlarma genisletilmistir. ikinci olarak énemli bir problem olan yakinsama
orant arastirtlmigtir. Bu boliimiin esasi, s6z konusu kompleks operatorlerin
kompleks diizlemin kompakt alt bolgelerinde analitik olan fonksiyonlara es anl

yaklasim orani, Voronoskaja tip asimptotik yaklagim tahminleri ve tam yakinsama



oranina iligskin nicel tahminlerin verildigi kisimdir. Bu bdliimde ayrica kompleks

Kantorovich-Stancu polinomlari i¢inde benzer sonuglar verilmistir.

Boylece tiglincii boliimde reel degiskenli durumda verilen sonuglarin, kompleks

diizlemin kompakt disklerine genisletilmesi incelenmistir.



2. LINEER POZIiTiF OPERATORLER

Bu bolimde yaklasim teorisinin dnemli bir problemi olan lineer pozitif operator
dizilerinin yaklagim o6zelliklerine iliskin bazi tanim, teorem ve Ozelliklerden

bahsedilecektir.

2.1. Lineer Pozitif Operatdrler

X ve Y normlu iki fonksiyon uzayi olsun. X den alinmis her f fonksiyonuna Y de bir g
fonksiyonu denk getiren bir L kurali varsa o taktirde X uzayinda bir operator
tanimlanmistir denir ve g nin tanim kiimesindeki X ler igin g(x)=L(f;x) seklinde
gosterilir. t, f nin tanim kiimesinin herhangi bir eleman1 ise L(f(t);x), L(f)(x), L(f;x)
gosterimlerinden biri kullanilir [2, 13].

2.1. Tanim

X ve 'Y iki lineer fonksiyon uzay1 olmak iizere L: X—Y seklindeki L operatdrini g0z

Ontine alalim. Her f;, f, € X ve her a, f € R i¢in L operat6ri;

L(af; + Bfy; x) = aL(fy;x) + BL(f2; %)

kosulunu gergeklestiriyorsa o taktirde L operatdriine lineer operator denir.

2.2. Tanim

X, Y iki lineer uzay, Tr ve Tq sirastyla f ve g fonksiyonlarinin tanim kiimeleri olmak

tzere her t € Ty icin f(t) = 0 ise f ye pozitif fonksiyon denir.

X*={feX:f(t)=0hert €Ty} veY ={ge Y:g(x) = 0,her x € T}



olsun. Eger X uzayinda tanimlanmis L operatori X* kimesindeki herhangi bir f
pozitif fonksiyonunu pozitif fonksiyona doniistiiriiyorsa L ye pozitif operator denir. L
pozitif operatori icin L(X*) c Y* saglanir. Yani f(t) = 0 oldugunda L(f;x) =0
olur [2,13].

Hem lineerlik hem de pozitiflik sartlarim1 saglayan operatorlere lineer pozitif

operatorler denir.

Asagidaki 6nermede lineer pozitif operatorlerin bazi 6zelliklerini verelim.
2.1. Onerme

L: X — Y bir lineer pozitif operat6r olsun.

a) L monotondur.

b) L lineer pozitif operatori her t €Ty igin f(t) <0 kosulunu saglayan
fonksiyonlar1 yine ayni 6zelligi saglayan fonksiyonlara doniistiiriir.

o) IL(f; 0| < LS x)

[13].

2.3. Tanim

Cla,b] = {f | f:[a, b] = R siirekli} lineer uzayi iizerinde bir norm

If llcra,p) = max [f(x)]
asxs<b

ile tammlanir. Burada C[a, b] fonksiyonlarin noktasal toplama ve skalerle ¢arpma

islemleri ile bir lineer uzaydir.



2.4. Tanmim ( Boliinmiis Farklar )

Xo, X1, -, Xy € (a,b) ve f, (a,b) de taniml bir fonksiyon olsun. k = 0,1,2,

[x] = f(x;) diyelim.

1. boliinmiis fark:

_ [x0] — [x1] _ f(xo) — f(x1)

Xo, X1| = , Xo, X1 =
[O’ 1] [ft 0 1] X — X1 Xo — Xy

dir. Ortalama deger teoreminden

f'(5)
1!

[f5 %0, %] =

olacak sekilde en az bir ¢ € (a, b) vardir.

2. boliinmiis fark:

f(xo) n f(x1) N f(xz2)

..,micin

[f5 %0, %1, %2] = (
n. boliinmiis fark:

[f; X0, X1, wrr X

_ f(x0) f(x1)
T o= (o —x) G —x0) (i —m)
£ ()

+

(xn - xo)(xn - xn—l)

dir. Burada

Xo —x1)(Xg —x2) (g —x0)(x1 —x2) (X2 — x0) (X2 — x1)



_f™©

n!

[f; X0, X1, eoer X £ €(ab)
[2,13].

2.5. Tanim

f nin n adimli p. fark operatorii

7 ()= S () () - [ Lk
i=0

n n n n

olup
AP f > 0ise f, p. basamaktan konvekstir.

AZ f < 0isef, p. basamaktan konkavdir.
2.2. Lineer Pozitif Operator Dizilerinin Yakinsakhg:

Bu kisismda n € N, L,,: C[a, b] — Cla, b] lineer pozitif operatér, f € C[a, b] olsun.
(Ln(f)) dizisinin f ye diizglin yakinsaklig1 x € [a, b] igin (Ln(f; x)) dizisi icin f(x)
e dizgin yakmsakligi anlamindadir. Aym zamanda || [[¢fep; NOrmundaki

yakinsaklik diizgiin yakinsakliga denktir.
1951 yilinda Bohman toplam seklindeki lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1]

araliginda siirekli fonksiyonlara yaklagmasi problemini incelemistir.

Bohman géstermistir ki her x € [0,1], 0 < ai,, < 1 oldugunda

L,(f;%) = z f(axn)Pin 5 Pen(x) =0
k=0



lineer pozitif operatorler dizisinin [0,1] araliginda siirekli f fonksiyonuna diizgiin

yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar e;, (x) = x¥, k =0,1,2 olmak lizere,
Tlli_r)fgo”Ln(ek) — ekllcjo] =0

seklindedir [13].

1953 yilinda Korovkin Bohman teoremini genellestirerek asagidaki teoremi

vermistir.
2.1. Teorem (Korovkin Teoremi)

Her n icin L,;: Cl[a, b] = C[a, b] olmak lzere (L,) lineer pozitif operatorler dizisi

olsun. Her bir k = 0,1,2 icin e, (x) = x* olmak (izere

Tlli_r)fgo”Ln(ek) —exllcrapy =0; k=012

kosullar1 gercekleniyorsa, bu durumda [a, b] kapali araliginda siirekli olan her f

fonksiyonu igin,

limy, o0 1L () = fllcrapy = 0 (2.1)
dir [1,2,13].

2.3. Yaklasimin Derecesi

Lineer operatorler dizisinin f siirekli fonksiyonuna yakinsama oranini veya yaklasim

derecesinin hata miktarin1 belirleme yontemlerinden biri siireklilik modiiliinii

kullanmaktir.



2.6.Tanim (Siireklilik Modiilii)
< a,b > ifadesi [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (—o0,), (—oo,b), (a,) araliklarin

dan birini gostersin. w: (0,0) - R* U {oo} olup, x,y €< a,b > icin § > 0 olmak

Uzere,

w(f,6) = supjx_yj<slf (x) = F(¥) (2.2)

degerine f nin streklilik modull denir. w(f, §) yerine w(8) veya w(5) gosterimleri

de kullanilabilir [2, 14].

2.1. Lemma

f, < a,b > dasirekli olsun. Siireklilik modiilii asagidaki 6zellikleri saglar.
D w(f;6)=0

(it) 6, < 6 ise w(f;61) < w(f;62)

(iii) m € N icin w(f; md) < mw(f; )

(iv) A e Rt icin w(f;46) < (1 + Dw(f;6)

(v) f nin herhangi I € R alt araliginda diizgiin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul limg_,g w(f; ) = 0 olmasidir.

i) |f () = fF(O] < o(f; [t = x])

[t—x|

i) If (©) = F) < (1+52) (£, 6)
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2.2. Teorem

(Ly), Cla, b] den Clc,d] ye lineer pozitif operatdrler dizisi ve [c,d] < [a, b] olsun.
x € [c,d] ve f € Cla,b] icin

Ly (f, %) = F (O
S fONLy (L x) =1

+ <Ln(1;x) + (Ln(l;x))l/z) o(f, an(x)) (2.3)

dir. Burada a2 (x) = L,((t — x)?; x) dir [2,14].
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3. BERNSTEIN-STANCU VE KANTOROVICH-STANCU POLINOMLAR
DIZiSININ YAKLASIM OZELLIKLERI

Weierstrass teoremi [a, b] da sirekli bir f fonksiyonuna diizgiin yakinsak bir (B,)

polinom dizisinin var oldugunu ifade eder.

Bu teoremin ispatin1 saglayan ilk polinomlardan biri Bernstein tarafindan 1912

yilinda tanimlanmustir [2,6].

Bernstein polinomlari; olasilik teorisi, niimerik analiz gibi matematigin bazi
alanlarindaki 6neminin yan sira elde edilis teknigi ve lineer pozitif operatér olmasi
nedeni ile yaklasim teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

Bernstein polinomlar1 yardimi ile elde edilen diger yaklagim operatorleri Schurer,
Stancu polinomlari, Kantorovich polinomlari, g-Bernstein polinomlari ve bazi
genellestirmeleridir.

3.1. Bernstein Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi

3.1. Tanim

Her xe[0,1] ve her feC[0,1] igin

Bl = PuslOf (), Pas) = () w2 — (31)
k=0

seklinde tanimli olan polinomlara Bernstein polinomlar: denir.

Acik olarak, Bernstein polinomu €[0,1] den C[0,1] e bir lineer pozitif operatordir ve

(By) polinomlar dizisi igin Korovkin teoremi saglanur.



12

Gergekten;

e, (t) =t*; k =0,1,2, t bir parametre, her x € [0,1] olmak lizere
B,(eg;x) =1,

B,(e;;x) = x,

1—x)x
B,(ey;x) = x? +( )

bulunur. Buradan

limy, || By(er) — exllcio =05 k=012
oldugundan [0,1] aralig1 iizerinde her f € C[0,1] i¢in
lim,, o [[ B, (f) — f||c[o,1] =0

dir.

3.1. Teorem

Her xe[0,1], her feC[0,1] ve B,: C[0,1] — C[0,1] icin

n

B(fi0) =) (3)f (%) (1 — )k

k=0

olarak tanimlanan Bernstein polinomu i¢in Teorem 2.2 den

3 1
1B(f32) = £ < 50 (=)
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dir. Yani Bernstein polinomunun feC[0,1] fonksiyonuna yaklasim derecesi en fazla

1 .
\/_ﬁ dir [2,6]

3.2. Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi

Bernstein operatorlerinin bir genellestirmesi olan reel degiskenli Bernstein-Stancu

polinomlar1 1969 yilinda Stancu tarafindan tanimlanmustir [15].
3.2. Tanim

0<a<p, af n’denbagmsiz sabitler, f: C[0,1] - R surekli fonksiyonu igin

k+a

— ﬁ)' Paie() = () (1 — 1) (3.2)

B (f;x) = Z PaiCOf (
k=0

seklinde tanimli olan polinoma Bernstein-Stancu polinomu denir [15].

Stancu, a = =0 O0zel durumu Bernstein polinomuna karsilik gelen (3.2)

polinomunun yaklasim 6zelliklerini incelemistir [10]. B,Sa’ﬁ ) polinomlarinin
feC[0,1] fonksiyonuna diizgiin yakinsakhigi ve Bernstein polinomlari igin verilen

Voronovskaja teoreminin bir genellestirmesini elde etmistir.

Baz1 basit hesaplamalar iIe(B,(l“‘B)) dizisinin feC[0,1] fonksiyonuna dlizgin

yakinsadigin1 Korovkin teoremi yardimi ile gorebiliriz.
e, (t) =tk ; k =0,1,2, t bir parametre, her xe[0,1] olmak lizere

BYF) (eg;x) = 1



By (eysx) = —— (x + )

1
n+p

BTEa,B) (e; %) = (n?x% + nx(1 — x) + 2nax + a?)

1
(n + pB)?
bulunur. Buradan

711_1)130 ||Br(la.ﬁ)(ek) — ek”c[o i =0; k=012

oldugundan Korovkin teoremi geregince [0,1] araligi izerinde her f € C[0,1] icin
: (@B ey _ —
llrnn—mo ||Bn (f) f||C[O,1] =0
dir.
< . (a,B) . .. .
Asagidaki teorem (Bn ) ninf ye yaklasim derecesini verir.

3.2. Teorem

0<a<pB, af ndenbagmsizsabitler, f € C[0,1] olmak Uzere

k+a>

BP0 = ) P (5
k=0

olarak tanimli Bernstein-Stancu polinomu i¢in Teorem 2.2 den

BEP () = F 00| < 207 (8577)

14



dir. Yani Bernstein-Stancu polinomunun  f € C[0,1] fonksiyonuna yaklagim

derecesi 5.“# ile belirlenir. Burada

2\ Y2
@p __1 (n _k
5 —n+,8<4(1+2[>’)+<a 2))

ven - oo icin 8% 5 0 dir [2].
3.1. Lemma

Es. 3.2 ile verilen Bernstein-Stancu polinomunu

BLP (i) = pz )2, g o®

olarak yazilabilir.

fspat

k+a>

BP0 = ) Puaf (1
k=0

polinomunun X e gore tiirevini alirsak

15
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k+
n+

(1) = o — oy

7
k
n
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)

—:Z:k e (= e e ()

- n( ey (R

S (e ()

-y [ () (|0 Do

Benzer islemlerle 2. tiirev alinirsa

CRONGE

— 1)Z[f<k+a+2)

(: JJ: ;)] ( 2) xk(1 = ko2

elde edilir. Bu sekilde devam edilirse

Ap
Y (n+p)

£ = f(x+

ni[f)_(zi)f(“p

n+p

A

k+a+1)
n+p

)+t (CPF G
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olmak Uzere

CRANGE

=nn—-1)..n—p+1)|AY ( )1—x”‘p
(n-1)..(e=p )ll/wmf =)D
a+ 1\ n— p
+ AY ( ) xl—x”‘l‘p-i----]
Yonrpy) \n ¥ B ("1 7)x=0
bulunur. x = 0 alinirsa
(@p) P a

B, 0)=n(n-1 n—p+1)A (—) 3.4
(B (F0) = ni-1) . (1 - p N ey (34)
olur. B,S“'ﬁ ) polinomunun Maclaurin agilimi ve Es. 3.4 birlikte diistiniiliirse

(p)
n (a.B) n
B

(a.B) ( n ) a

EEGREDY @ = (5) f=5) (3.5)
=0 = /(n+/3) n+p
n
ilir. =(,)A? nilir
elde edilir. Burada a,, , (p) 1/(Mﬁ)f (n B) denilirse
% e’ T58)

¢ _i(l_l) (1—p_1> Vass! 47 px =2

P pl n) ™" n (Ax)P ’ n

N . S .. . . 0 (0)

olur. Eger f tlrevlenebilir ise n — oo i¢gin a,,, ifadesi o a yakinsar. Dolayisiyla

Es. 3.5 in sag tarafi f fonksiyonunun Maclaurin seri a¢ilimimnin ilk (n + 1) terimidir.



18

3.3. Kantorovich Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi

Integrallenebilir fonksiyonlara lineer operatorlerle yaklasmak igin tamimlanan ilk
operatdr Kantorovich operatoéridir. Bu operatdr Bernstein polinomunun tirevi

yardimiyla elde edilir.
F(x) = fy f(Ddt,f €Ly
F'(x) = f(x) olsun.

Her f € C[0,1] ve her x € [0,1] olmak (izere

n

By (F;x) = Z F (S) Pri(x), Pni(x) = (Z) xk(1 = x)nk

k=0

olarak tanimlanan Bernstein polinomunun x degiskenine gore tiirevi alinirsa

1 (k+1)/n
BiFi) =ny PakCd) [ f@de
=0 9y

elde edilir. Buna gore asagidaki tanimi verebiliriz.

3.3. Tanim

Her x € [0,1] ve her f € L,[0,1] icin P, ; (x) = (Z) x*(1 — x)™ % olmak lzere
(k+1) /(n+1)
i) =@+ DY Pt [ f@de (36)
k=0

“In+1)
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olarak tanimlanan polinoma Kantorovich polinomu denir [2].

K,, L,[0,1] den C[0,1] e bir lineer pozitif operatordiir.

(K,,) polinomlar dizisi i¢in Korovkin teoremi saglanir.

Once e, (t) =t*; k =0,1,2 test fonksiyonlar: i¢in K,(e;) degerlerini yazalim.

Basit hesaplamalar ile

K,(eg;x) =1

K. (e1:x) = — ( +1)
ne X = M T

1
n(n—1x?+ 2nx + —>

Kn(ez; x) = 3

;(
(n+1)2
bulunur. Boylece

711_1}30 Kn(ex; x) = e (x)
olup her x € [0,1], hem f € C[0,1] hem de p > 1 olmak Uzere f € L,[0,1] igin
Ky (ex; x) = e (x)

dir.

Korovkin teoremi geregince her f € €[0,1] igin

gillgollKn(f) — fllcro; =0
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dir. Ayn1 zamanda p > 1 olmak tizere her f € L,[0,1] i¢in
lim K, (f ) = f(x)
dir [2].
Simdi Kantorovich polinomu i¢in siireklilik modiilii ile yaklasim derecesini yazalim.
3.3. Teorem

Her x € [0,1], her f € L[0,1] verildiginde

e
Kalfi) = @t DY Pyl [ f@de
k=0 k/n+1

olarak tanimli Kantorovich polinomu igin
|Kn(f50) — fF(X)] < 2Wf(6n)

esitsizligi saglanir. Yani Kantorovich polinomunun her f € L,[0,1] fonksiyonuna

yaklagim derecesi &,, olup, burada

1
5n:\/—ﬁ

dir.
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3.4. Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Diizgiin Yakinsakhgi

Simdi Kantorovich polinomunun bir genellestirmesi olan Kantorovich-Stancu

polinomunun yaklasim 6zelliklerini inceleyecegiz.

3.4. Tanim

0<a<pB, af n’denbagimsiz sabitler, f € L,[0,1] olmak lizere

k+a+1
n n+f+1
K@i =@t 41y PG [ f©dt (3.7)
k=0 k+a
A BT

seklinde taniml1 olan polinoma Kantorovich-Stancu polinomu denir [17].
K,(l“’ﬁ), L,[0,1] den C[0,1] e bir lineer pozitif operatdrdir.

(K,E“’ﬁ)) polinomlar dizisi igin Korovkin teoremi saglanir.

t bir parametre, e, (t) = t*; k = 0,1,2 test fonksiyonlar1 i¢in

K,(la’ﬁ)(eo;x) =1

1 20+ 1
@By, . —
K™ (o1 ) n+ﬁ+1(ner 2 )
K\P) (ey; %) = ! (n—Dx? +2n(a + Dx + ala +1) +
n €y, X _(Tl+ﬁ—+1)2 nwn — X na X a\a §

bulunur. Boylece
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lim K™ (e %) = e, (x)
olup x € [0,1], hem f € C[0,1] hem de p > 1 olmak uizere f € L,[0,1] igin
Kr(za'ﬁ)(ek;x) - e (x)
dir.
Korovkin teoremi geregince her f € €[0,1] igin
Jim [l =1 4, =0
dir. Ayn1 zamanda p > 1 olmak tzere her f € L,[0,1] igin
lim K3*(f;2) = £ (0)
dir.

Simdi Kantorovich-Stancu polinomu i¢in siireklilik modiilii ile yaklagim derecesini

yazalim.
3.4. Teorem

Her x € [0,1], her f € L,[0,1] icin (3.7) ile tanimli1 Kantorovich-Stancu polinomu

icin

KD (f320 = f@0)| < 2wy (857
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dir. Yani Kantorovich-Stancu polinomunun f € L,[0,1] fonksiyonuna yaklasim

derecesi §,, olup, burada

1 Y,
((a—ﬁ)(a—ﬂ 1) +§)
n+pf+1

57(1%/3 ) —

dir.
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4. KOMPLEKS BERNSTEIN-STANCU VE KOMPLEKS KANTOROVICH-
STANCU POLINOMLAR DIiZiSININ KOMPAKT DiSK UZERINDE
YAKLASIM OZELLIKLERI

Bu boliimiin ilk kisminda analitik fonksiyonlara iliskin kompleks Bernstein-Stancu
polinomlarmin tam yakinsaklik orani incelenecektir. Bunun i¢in operatdr dizisinin
kompakt disklerde analitik fonksiyona yakinsaklik orani, Voronovskaja tip
asimptotik yaklasim sonucu yardimi ile {ist yakinsama siniri verilecek benzer
sonuglar es anl1 yakinsaklik icin ifade edilecektir. Tkinci kesimde ise benzer sonuglar

kompleks Bernstein-Stancu-Kantorovich polinomlari igin gosterilecektir.
Bu bolimde Gal in [11], [17] eserleri incelenmistir.
4.1. Kompleks Analizde Yardimei Teoremler

Bu kisimda daha sonra verecegimiz teoremlerin ispatlarinda gerek duyacagimiz

kompleks analizin bazi 6nemli teoremlerini ispatsiz olarak hatirlatalim.
4.1. Teorem (Vitali Teoremi)

Q, C de bir bolge ve F c Q, Q da en az bir yi1gilma noktasina sahip kiime olsun.  da
analitik olan fonksiyonlarin dizisi (f;,), Q da smirli ve her z € F igin (fn(z))
yakinsak ise bu durumda (f;,), Q nin her kompakt alt kiimesinde diizgiin yakinsaktir.
Bu ¢alismada Q =Dg ={z € C:|z| < R,R > 1} olarak, kompakt alt kimeleri
D, ={z € C:|z| <r,1 <r < R} olarak alacagiz. F, D de kalan bir dogru pargasidir
[11].

Kompleks analizin 6nemli sonug¢larindan biri olan Cauchy formiiliinii hatirlayalim.
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4.2. Teorem

r >0 ve f:D, — C fonksiyonu D, de analitik, D, de surekli olsun, |z| <7 ve T,

|z| < r nin sinir1 olmak tizere her p € {0,1, ... } icin

_p! f(w)
fP(z) = Zm.rf = du

dir [11].
4.3. Teorem

G c C bir agik kiime olsun. Eger G iizerinde analitik fonksiyonlarin dizisi (f;,), f

analitik fonksiyonuna yakinsak ve G nin her bir kompakt alt kiimesinde dlzgin
yakmsak ise her p € N igin (£,%), p. tirev dizisi, G nin kompakt alt kimelerinde

@ ye diizgiin yakinsaktir.

Bu ¢alismada genellikle R > 1 igin G = Dy ve G de kompakt alt kiimeler 1 <r <R

olmak lzere D,. olarak alinmaktadir [11].
4.4 Teorem

Eger O c C smirh bir bélge ve f:Q — C, Q de analitik ve Q da siirekli ise Q nin

sinir1 I olmak Uizere
max{|f(2)| : z € O} = max{|f(2)| : z € T}

dir [11].
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4.5. Teorem (Ozdeslik Teoremi)
Q c C bir bolge ve f, g Q de birer analitik fonksiyon olsun. {z € Q: f(z) = g(2)}

kiimesinin Q da bir yi1gilma noktasi varsa bu durumda Q nin tamaminda f = g dir
[11].

Son olarak kompleks polinomlar igin kompakt disk {lizerinde Bernstein esitsizligini

verelim.

4.6.Teorem

P(z) =Y} ,a,z* a, € C, herk € {0,1,2,..} ver > 0 icin

Pl = max{| B, (2)]: |z| <7}

olsun.

i) Her |z| < 1icin [Py (2)] < nl| Pyl

ii)r > 0ise her |z| < rigin |B,(2)| < glanllr

dir [8,11].

4.2. Kompleks Bernstein Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisimda kompleks Bernstein polinomlar dizisinin analitik bir fonksiyona diizgiin
yakinsaklik ve yakinsama oranini ifade eden teoremleri verilerek, benzer sonuglar

kompleks Bernstein-Stancu polinomlar dizisi icin Gal in [18] eserinden

incelenecektir.
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4.1. Tanim

Dr={z€C:|z| <R,R>1}, A(Dg) ={f | f: Dgr — Canalitik}, z € C, f € A(Dg)

olmak Gzere
B.(fin = Y (1) 25— () 4.1
k=0

polinomuna f analitik fonksiyonuna iliskin kompleks Bernstein polinomu denir

[6,11].
4.7. Teorem

0<a<1,R=aR=1-aolmak lizere [0,1] araligini igeren |z — a| < R
de f(2) = X5, cx(z — a)* analitik olsun. Bu durumda |z — a| < R Uizerinde
lim,_,. B,(f;2z) = f(z) dir. Yani kompleks Bernstein polinomu, f(z) ye

|z — a|] < R de diizgiin yakinsaktir.
fspat

Vitali teoreminden yararlanarak ispati verelim. f(z), |z—a| <R de analitik
oldugundan M = Y% o|ck|R¥ sonlu olacak sekilde R; > R vardir. Bernstein
polinomu [0,1] araliginda f ye diizgiin yakinsaktir. Teorem 4.1 den |z — a| < R, de
B,,(f; z) polinomunun simirh oldugunu gostermemiz yeterli olur. Yani |z — a|] < R
icin  |B,(f;2)] <M  oldugunu  gdstermeliyiz. ¢ (2) = (z—a)* ve
f(2) = Y5 ek (z — a)¥ oldugundan

BUD=YFQDrn@=Y Yal-a) P
v=0

v=0 k=0

olup
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@ = 5D = ) (})(5-a) 20 -2
v=0

alirsak, B, (f; z) = Y=o CkTk (2) oldugundan |z — a| < R; i¢in
|7 (2)| < Rf (4.2)

oldugunu gostermeliyiz. 7, (z) den tiretilmis ®(u, z) fonksiyonunu yazarsak

D) = Y 2 Tl —Z%(z)z 0

k=0

n
Z v(l _ Z)n—ve(v—am)un_1

1
e(l a)un~

+ (1 —z)eaun™)" (4.3)

=(z
(1- a)un C (—aun~1)k "
Z Ta-2) Z k!
k=0

_ k n
=<1+Z Lut et (21— @) + (1= 2)(~)F) — k+---)
n k'n

1

oluplz—al=a,|z—al=1—aise
Izl —a)*+ (1 -2)(—a)¥| < |z —alk (4.4)

oldugunu gostermeliyiz. a < 1 — a oldugunu kabul edersek a < % ve k > 1 olur ve

(4.4)dev = z — a alarak

vl = v((1 - a)* = () + a(1 — a)(1 — &) ' = (—a)* V)| = 0,

lv]=1—-a

seklinde yazabiliriz.
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(1-—a)*—(—a)f>0ve (1 —a)s ! — (—a)k~1 > 0dir. Yani (4.4) esitsizligi

g =vF-v((1-a)*-(-a)) —al - (A - )" = ()" 20,

v=zl—a
esitsizliginden elde edilir. Burada g(1 —a) = 0 ve

g =k l-l-a)f+()f>0-a)*'-1-a)f+(-a)f>0,v =

1—a
dir.

Eger |z — a| = R, ise (4.4) esitsizligi, (4.3) denkleminin son satirinda verilen kuvvet

serilerindeki u* nin katsayilarmin

(Ryw)*n~Fk
k!

— eR1un‘1

oldugunu gosterir. Bu ise CD(u,z)zZ,‘f:O% me(z)u® denklemindeki u* nin

—_1\T
Riun~1

katsayilarinin mutlak degerinin (e = ef1%  denklemindeki katsayilari

asamadigini gosterir.

Asagidaki teorem, kompleks Bernstein polinomlar1 ig¢in es anli yaklasimda

yakinsaklik oranina iliskin bir sonu¢ vermektedir.
4.8. Teorem

Dr ={z € C:|z| < R,R > 1} olmak lizere f: Dy — C olarak tanimlanan f fonksiyonu

analitik olsun. Bu durumda

)1 <r <R, her|z| <rven € Nigin
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¢ (f)

n

1B, (f,2) — f(2)| <
ii)1 < r < r; <R keyfi sabiti, her |z] < r ven,p € Nigin

Crl (f)p! r

|Br(1p)(f; z) - fP(2)| < (= )P+

esitsizlikleri gergeklenir. Burada

0<C(f) = wzj(j —1)|gj|ri? < oo
j=2

dir [11].

Asagida Gal tarafindan verilmis olan kompleks Bernstein polinomu igin

Voronovskaja teoremini ifade edecegiz.
4.9. Teorem

Dr ={z € C:|z| <R,R > 1}, f: D — Canalitik olsun. Bu durumda
C k
C) — N\ keq _ o n—kf ("
Bu(f37) = kz (R)z<a-2r*r ()
=0

kompleks Bernstein polinomu icin

i)Kapali1 birim diskte her z € Dg,n € N igin

1- 1-2)|10M
Bn(fFZ)_f(Z)—ufn(Z) SIZ(ZnZ)l n(f)

VA
2n
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saglanir. Burada

0<M(f) = k(k—1)(k = 2)?|cy] < oo
kZ 5

dir.
i) r € [1,R) olsun. Her |z| < r,n € Nigin

1-— 5(1 ZMr
Bn(f;Z)—f(Z)_ufn(Z) < (2‘;7') 7gf)

VA
2n

dir. Burada
M) = ) felk(k = Dk = 2)r¥ < oo
k=3

dir [17].

4.3. Kompleks Bernstein-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri

Bu kisitm Gal in [11] ve [18] eserlerinin incelenmesidir. Bu kisimda Bernstein-
Stancu polinomlarmin analitik f fonksiyonuna yakinsama ve es anli yakinsama
oranlar1 verilecektir. Ayrica Voronovskaja tip teorem ifade edilerek asimptotik
yaklagim orani belirlenecek, buradan tam yakinsama orani elde edilecektir.

4.2. Tanim

z€C,0 < a < psabitler f € A(Dg) olmak Uizere
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[oe)

Sr(la,ﬁ) (f;2) = Z (Z) Z8(1 — Z)nkf (k + a) 45)

e n+p

polinomuna kompleks Bernstein-Stancu polinomu denir [11].
4.10. Teorem

Dr={z€C:|z| <R,R>1}, f:Dg — Canalitik bir fonksiyon, 0 < a < £ olsun.

i) 1 <r < R olmak lzere her |z]| < r ven € Nigin

MP ()

SV - f@] <=2

dir. Burada
0 < M3(f) = 27‘22](1' = Dg|r/ 2 + 2ﬂ"2]|6j|rj‘1 <o
j=2 j=1

dir.

ii)1<r<r <R, her|z| <rven,p € Nigin

B)
@) 1P,y My, (fp'n
[P D] @ - PG| < e

dir. Burada M#

2,1’1 !

M bigimindedir.

fspat

i) ex(z) = z* dersek f, Dy de analitik oldugundan her z € Dy, igin
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f(z) = i Cpz = i crex(2)
k=0 k=0

yazilir. f fonksiyonuna ST(La’B ) y1 uygularsak
S\ P (f;2) = Z e Sy (e 2)
k=0

olup

Sr(la'ﬁ)(f; Z) _ f(z)| < Z|Ck| |ST(La'ﬁ)(ek; Z) - ek(Z)
k=0

yazilabilir.

Her n €N icin S,(la‘ﬁ )(ek;z)—ek(z) ifadesinin Ust s  belirlemek i¢in

(i) 0 < k < n ve (ii) k > n durumlar1 dikkate alinacaktir.

p. mertebeden sonlu fark operatér ile S,(l“'ﬁ ) (f; z) yi yeniden ifade edersek

n

SB (f, 7) = Z 1/(n+ﬁ) (njﬁ> ey(2)

elde ederiz.

1. Durum: 0 < k < n olmasi halinde k = 0 igin |S,(la’ﬁ)(ek;z) — ek(z)| = 0 oldugu

aciktir. Bu nedenle 1 < k < n olma durumunu inceleyecegiz.

« a n a a+1 a+p p!
Cép[l?_( )Ap/(n+ﬁ) (W)z(p)[n+ﬁ’n+ﬁ’ n+ g Kl pr
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diyelim.
ey konveks oldugundan

a a+1 a+p
n+pB'n+pB 'n+p’

ex|>0

dir. O halde C,S";[,? > 0 dir. SSP)(f; z) nin terimlerini yazarsak

1+a)

<P = (5) A -2 (5 +ﬁ) (D= -2 (155 ntp

()7 ()

olup z = 1icin S“P(f;1) = f (”+“) dir.

Bu ifadeyi dikkate alirsak

n
k
(a,B) ) _ (Tl + a) Z _ Z (a, .8) (Tl + a)
S ;1) = A 0 C, = <1
n (e 1) = ey 1/n+ ex(0) = ntp

p=0

oldugu goriiliir.

Her |z]| <7, 1 <r <R ig¢in



Sr(la,ﬁ) (ey; z) — ek(Z)| = Z CT(IO;;'Bk)ep(Z) — e (2)

= [CTEO;([,? - 1] er(z) + Z Cff;i)ep(z)

AN

(n + B)*
(m+a\* nn-1..(n-k-D)] ,
_(n+[3) (n+ B)* l

B n(n—l)...(n—(k—l)) n+a
‘le_ (n + B)F l ln+ﬁ) 1lrk

nn-1).. (n— (k — 1))
SZII— Tt F lrk

_n(n-1).. (n— (k- 1))] "

1
<
n+p

[2Bk + k(k — D]rk

yazabiliriz. Burada 0 < x; < 1,j = 1,2, ..., k igin

k k

1—ﬂxj 32(1—xj)

j=1 j=1
esitsizliginden faydalandik.

2.Durum: 1 <r <R, |z| <rvek >n=1icin

S$P (ey; 2) — ek(z)| |S( ﬁ)(ek,z)| +rk < Z C(“ﬁ)rp +rk <t 4ok
p=

SZrksznrkSZ(k—1)k+ﬁ _ 2k D+ 2k 1)

n+p n+p
2k(k —1) + 2Bk
n+p

k

35
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dir. Durum 1 ve Durum 2 yi birlestirirsek

N 1
SSPfi) = F@)] < ) el — (2l + 2k(k = D}
k=0
1 C . > | u®p
T + B 27"2;]'(1' — Dleglr/ 2 + 2ﬁr;j|cj|r1‘1 = ;Tﬁ

sonucuna ulagiriz.
ii ) Es anli yaklasim i¢in I, r; > r yarigcapli, 0 merkezli ¢gemberi gostersin. Her

|z| <rvev eTigin|v—z| =r —rdir. Cauchy tlrev formullnden her |z| < r ve

n € N igin

dv

_|» jsé“'ﬁ><f; v) = f(v)

21i (v —2z)ptt

[s<“2]” - Fo )

r

_7! f |s&P(f; v) - F)

= 2m
r

(3]
|dv| < P M () 2mmy
v — z|p*1 2 n+pB (rp —r)ptt

M) pin
on+ B (r, —r)ptt

elde edilir.

Hipotezden dolay1 f(z) = Yo crz” serisi |z| <r, (1 <r <R) icin mutlak ve
diizgiin yakinsaktir. Bdylece f(z) ye karsilik gelen Y5, c,z® serisinin 2 kez terim
terim tiirevi alimrsa f"'(2) = Yo, k(k — 1)cxz®2 serisi de |z| <r de dizgin

yakinsak olur. Bdylece M, ;- serisi sonlu bir toplama sahiptir.

Asagidaki teoremde kompleks Stancu polinomlar: i¢in Voronovskaja tip asimptotik

yaklasim orani iizerine bir sonug ifade edilecektir.
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4.11. Teorem

Dr={z€C:|z| <R,R>1} ve f:Dg — C analitik bir fonksiyon, 0 < a < f
sabitler olsun.

i) Her |z| < 1ven € Nigin

() ﬁ _nZ(l Z) "

P i)~ f@) += ﬁf() ICETIRES
201 = 2| ), . My (f)
<arpr O e

dir. Burada

0 <M (f) =

- 9k —1)3(k —2) (k — 1)%(k — 2)?
Zlc"ll ( )2( )+( )2( ) 48k — 1)

4 3/3(k—12) (k—2)+3a(k—12) (k—2)

+ Bk — 1)2(k — 2)

< oo

0 < M) = @+ p Y el Lo < oo
k=2
dir.
i) 1 <r<Rigin
(a,B) ,3 1~ ,_nel(l—el) ,,>H Mﬁa'ﬁ)(f)
H(S D=1+ = )| S ey

dir. Burada M“" () > 0, n den bagimsiz, f, r, a, B ya bagl bir sabittir [18].
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Simdi verecegimiz teoremle Teorem 4.10. da buldugumuz # yakinsaklik oraninin

aslinda tam yakinsaklik orani oldugunu gorecegiz.
4.12. Teorem

0<a<pB,Dgp={z€C:lz| <RR>1}ve f:Dy » C, Dy de analitik olsun. Eger

f derecesi 0 olmayan bir polinomise 1 <r < Rven € N igin

&P

[P =1l 2=

dir. Burada Cr(a’ﬁ) (f) f,r, a, B ya bagl sabittir.
Ispat

Her z € Dy ve n € N igin Teorem 4.11 (ii) dikkate alinarak

sSSP (f;2) - f(2)

_ 1 _ , z(1-2) _,
St g ~Bz-af' @)+ ———f"(2)

| @B gy _ pz—a ,
T g _("+ﬁ)2<5n i)~ @D+ g '@

nz(l—2z) ”(Z)) B Bz(1—z) ()

_2(n+ﬁ)2f 2

yazilabilir.

IF + Gl = IFll- = G = IFll- = NGl

bilindik esitsizligi yukaridaki esitlige uygulanirsa



39

[ESKGE N

1 - 1 —
S —(ﬁel—a)f’+¥f” r
1 - 2 cl@B ey _ Bei —a ,_nel(l—el) "
|k g (s - 4 Bty B C ) )
_391(1_31)

fII

2

]

elde edilir. Teorem 4.11 (ii) den

(@B ey Pei —a ,_ne1(1_91) " _ﬁe1(1_e1) "
(n+ﬁ)2<5n D~ F+ g Z(nﬂ),)zf) il

T

< MP () + BIIf I,

yazilir.

z(1—-2)
2

H(z) = =(Bz — a)f'(2) + f"(2)

[|H||, > 0 oldugu gosterilirse f, a, f ya bagh dyle bir n, sayist bulunurki her n > n,

icin

IH |,
n+pf 2

|svPr -1 =

esitsizliginin saglanacagi agiktir.

n € {1,2,..,ny — 1} igin
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AP ()

[se P =1, 2=

olup burada A7 (f) = (n + B) || () - f|| > 0 dir.

Bu ise C“"(f) = min {A(“’B) A(ZO_‘;B)(f), ...,A(“’B)(f),@} olmak iizere her n € N

1,r No,"

icin

P

Is<? -] = m—

olmasimi gerektirir. Dolayisiyla [|H||,, > 0 oldugunu gostermemiz ispat igin

yeterlidir. ||H||,, = 0 oldugunu kabul ederek asagidaki durumlar1 inceleyelim:

Durum 1) 0 =a < ve her |z| <r icin H(z) = —pzf'(z) +Z(12—_Z)f”(z) =0

olsun. y(z) = f'(z) dersek y(z), Dgr de analitiktir ve —gf'(z) +%f”(z) =0
diferensiyel denkleminin ¢ozimudir. |z| < r de y(z) analitik oldugundan y(z) =
Yoo brz® seklinde yazilabilir. Bu ifade yerine yazilirsa k = 0,1,2, ... icin b, = 0
bulunur. Ozdeslik teoremi (4.5) geregince Dy deki her z igin y(z) = 0 olur. Bu ise f

uzerindeki kabuliimiize aykiridir.

Durum 2) 0<a <p olmak Uzere y(z) = f'(z) dersek f(z) Dy de analitik
oldugundan  y(2) Dy de analitiktir ~ ve her lz| <r icin
—(Bz—a)y(z) + @y’(z) = 0 diferensiyel denkleminin c¢odzimudir. z =0
alirsak ay(0) = 0 yani y(0) = 0 elde ederiz. y(z) = Y5, by z* ifadesi diferensiyel
denkleminde yerine yazilirsa k = 0,1,2, ... i¢cin b, = 0 bulunur. Bu ise f in sabit

olmasi1 anlamina gelir. Bu ise f iizerindeki hipoteze aykiridir.

Sonug olarak ||H||,, > 0 olmalidir.
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Teorem 4.10 ve Teorem 4.12 dikkate alindiginda asagidaki sonug elde edilir.

4.1. Sonug

0<a<pB,Dp={z€C:|z| <R,R>1} ve f:Dg — C, analitik bir fonksiyon

olsun. Eger f derecesi 0 olmayan bir polinomise 1 <r < Rven € N igin

1
n+p

BRI

dir [11].
Sonuglarin Degerlendirilmesi

1. Teorem 4.10 de @ = 0 = 8 alinirsa Teorem 4.8 de verilen Bernstein polinomlari

icin yakinsaklik ve esanli yakinsaklik oranlari elde edilir.
2. @ = 0 = B alinmasi halinde Teorem 4.9, Teorem 4.11 in 6zel bir durumudur.

3. Teorem 4.12 ise @« =0 = durumunda [11] de verilen kompleks Bernstein

polinomlar1 i¢in tam yakinsama oranina ulagilir.

Yani f Dy de analitik ve derecesi < 1 olmayan bir polinom ise herhangi r € [1, R)

igin 1B, (f) = fll,~, dir.

4. Teorem 4.12 ve Teorem 4.10 (ii) nin ispat yontemi dikkate alinarak kompleks

Stancu polinomlar icin es anhi yaklagimda tam yakinsama oraninin # oldugu

goralir. Daha agik olarak ; R > 1,0 < a < f,a + 8 > 0 ve p € N sabit olsun. f, Dy

de analitik ve derecesi p — 1 den kugik olmayan bir polinom ise bu durumda
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] () N 1

— f(»)
N e

[ssP ()

dir.

4.4. Kompleks Kantorovich Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri

Bu kesimde kesim 4.3 de elde edilen sonuglari1 B,, polinomlarin Kantorovich formuna

genellestirecegiz.

4.3. Tanim

z € C olmak lzere

(k+1)/(n+1)
BiD =040 @ [ f@de (46)
k=0 k
/tn+1)

esitligi ile verilen K, (f;z) polinomuna Kantorovich polinomu denir [11]. Kesim
(3.3) deki reel durum igin verilen sonuca benzer sekilde amacimiz igin yardimci

olacak asagidaki teoremi verelim.

4.13. Teorem

F(z) = fozf(t)dt olsun. B,(f;z) kompleks Bernstein polinomu ve z € C olmak

uzere

Kn(f;2z) = By (F; 2)

dir.
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Zgoat

(4.1) ile verilen B, (f; z) polinomunda n yerine n + 1 yazip tiirev alirsak

Bpi(F:z)=(n+1) z": [F (:—:> _F (nf_ 1)] (Z) ZK(1 — Z)nk
k=0

{k+1an+1)
n k/(n+1)
— (n+1) Z f F(O)dt — f f@at|(7) 241 - m*
k=0 0 0
(k+1)/(n+1)

=41y j F©de (7)1 = 2% = Ky(f; ).

4.14. Teorem

Dr={z€C:|z| <R,R>1}, f:Dg— C analitik, 1<r<r <R olsun. Her

|z| <rven,p € Nigin

i)

Kr(zp)(f; z) — f(p)(z) < Cz,r1 (f)(p + 1)!7‘1

T (n+ 1)y —r)pt?

dir. Burada
0< Cor, (N =2) (= Dlgarf <o
j=0

dir.
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i)
Kn(f2) — £(2) — ——22 21~ 2)

2(n+1)f’(z) 2(n+1)f”() <SG 7——3

(11 )

dir. Burada

5(1+ 1) Yslerq| (k= D(k — 2)2rf2
2n n

Crl,n (f) =

dir [17].

Asagidaki sonu¢ kompleks Kantorovich polinomlarinin esanli tam yakinsaklik

oranini vermektedir.
4.2. Sonug

Dr={z€C:|z| <R,R>1}f:Dg - C, Dy analitik, R >1ve 1l <r <R igin

1) Eger f derecesi < 0 olmayan bir polinom ise her n € N i¢in
1
”Kn(f) - f”r"’;
dir.
i) Eger f derecesi < max{1, p — 1} olmayan bir polinom ise her n,p € N igin
®) ®| -1
[P ) - r®| ~-
r n

dir.



45
4.5. Kompleks Kantorovich-Stancu Polinomlar Dizisinin Yaklasim Ozellikleri
Burada kesim (3.4) de reel durum igin verilen Kantorovich-Stancu polinomlarinin
kompleks duruma bir genellestirmesini tanimlayarak kesim 4.4 deki yakinsaklik
oranina iligkin sonuglar1 bu polinomlar i¢in inceleyecegiz.

4.4. Tanim

0 < a < B sabitler, z € C olmak lzere

(k+a+1)/(n+ﬁ+1)
n
KD =mrprD Yy P [ @ (4.7)
k=0 (k+a)/
(n+B+1)

olarak tanimlanan polinoma kompleks Kantorovich-Stancu polinomu denir.

4.15. Teorem

F(z) = fozf(t)dt olsun. S,(l“’ﬁ)(f; z) Es. 4.5 ile verilen kompleks Bernstein-Stancu

polinomu ve z € C olmak uzere

Tl+ﬁ +1 S(a’ﬁ)

Kr(la’ﬁ)(f’. Z) = n+1 n+1

®| @

dir [17,18].
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fspat

[s&P )] @

=(n+p+1) i Py (2) [F (%) —F (%)]

-1 o () - ()

_ @B B p@p __ntl @m
=K, " (f)(2) - Wﬂ (f)2) = Wﬂ (@)

elde edilir.

Asagidaki teorem esanli yaklasimda yakinsaklik oranini ve Voronovskaja tip

asimptotik yaklasim derecesini vermektedir.
4.16. Teorem

Dp={z€C:|z| <R,R>1}, f:Dr— C analitik, 1<r<r <R olsun. Her

|z| < rven,p € Nigin

i
CEHP@+Din g

(a.) 27”1
|[K (f)] @) = fP@| < e o r)p+2+n+1

£ 1l

dir. Burada

0< Cz(ﬁz(f) = 22(] - 1)|cj_1|r1j + 2,82|cj_1|r1j < oo
= =

dir.
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i)
fz—«a 1-2z
n+l1 2m+B+1

C(erlra!,B) rl
T+ +Bp+1) (g —1)?

z(1-2)
2n+p+1)

KD (i)~ £@) + ( )/ - £

dir. Burada C(f,ry, a, ), f,11, a ve  yabagh pozitif bir sabittir [17].
fspat
I) Teorem 4.15. dan ve Teorem 4.10. ii) den

|n+,8+1

kP n]” @ - 1P| = [se2)] "™ () - Foe )|

B s on )" (o) - F<p+1><z>| e LAl O]

n+g+1 MEEp+1)n
n+1 (n+ﬁ+1)(r1—r)p+2 n+1

|f(p) (z)|

M) (F)(p + D'y
_(n+1)(r r)P+2 n+1|

|f(p)||

yazilir. Burada ||[f®|| = sup{|f®(2)[: |z| < r} olup z € Dy olmak tizere

F(z) = z Crz®
k=0

ve
0 < ME(F) =27 ) jG = DG +28m ) |G| < oo
= =

icin
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Z [e%e) [ee]
_ k| s — Ck_k+1 =zck—1 k
F(z)_f[zckt]dt Zk+1z
o Lk=0 k=0 1

dir. Yani ¢, = C"k‘1 ve

0<c ) —22(] N +232|c, rf < o0

dir.

ii) Teorem 4.11. ii) de n yerine n + 1, r yerine r; ve f yerine F alirsak, her |z| < ny

ven € N igin

(@B) 3 Bz — _(n+1)z(1—z) . C(f,r,a,B)
Swir (F)@) = F(2) + +ﬁ+1F( 2) 2(n+ B+ 1)? F(2)| < T (n+ B+ 1)?
yazilir.
BP)G) = S0 — F ) + L p ) - S )
diyelim.

T, 0 merkezli, r; > r yarigapli gember olsun. |z| <rveveTlicin|lv—z|=>r —r

dir. Cauchy-Turev formullnden her |z]| < r ve n € N igin

E (f)(Z) dvl = C(erlra!,B) i 27'[7'1
(v z)? S (m+B+122m(ry —1)?

|En(F)(2)| =

_ C(f'rlia'ﬁ) 7"1
S+ B+ D2 (- 1)?
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dir. Teorem 4.15. den

1 —_
E(P)@) = KPP @) - f) + Pz

PR nrpr1 DTy +ﬁ+1f(Z)
+
2(ni,8+ 1)2 (A=2f" (@) —zf'(2) + z(1 - 2)f " (2))
_ 1l @p _n+l
n+ﬁ+1’1 (N@ = +B+1ﬂ)

Br—a (+DA-22)\ . . +Dz(l-2)
+<n+ﬁ+1_ 2(n+ﬁ+1)2> @ Samrprnz! @

—n+ﬁ+1l NE= - f=@)
Bz —«a 1-2z z(1-2) .,
<n+1_2m+ﬁ+1ﬂf()_ﬂn+ﬁ+ﬂf()

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

4.3. Sonug

R > 1 olmak lzere f: Dy = C, Dg de analitik, 1 <r<Rvel0<a<f,a+>0

icin

1) Eger f 6zdes olarak 0’dan farkli ise bu durumda her n € N igin

[P - £ ~—

dir.
if) Eger f derecesi < p — 1 olmayan bir polinom ise her n,p € N igin

1
n+p

~

[ ) -
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dir.

jspat

Teorem 4.15. ve Sonug 4.1. den

i)

[0 -1, = s o] -1, -z

elde edilir.

i)

kool o] o] -] -
elde edilir.

Belirtelim ki i) ve ii) de sonucu etkileyen sabitler Teorem 4.16 ile baglantili olup f, r,

a, [ ve p ye baghdir.

Sonug olarak; kompleks Bernstein-Stancu polinomlar1 i¢in Sonug 4.1 de elde edilen
tam yakinsama orani1 ile kompleks Kantorovich-Stancu polinomlarinin tam

yakinsama orani sabitler farki ile aynidir.
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