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                                     SİMGELER VE KISALTMALAR 

Bu çalışmada kullanılan bazı simgeler, açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur. 

 

Simgeler  Açıklama 

 

����   Gauss sayısı  

��
��

�
     � −Binomiyel katsayı 


�,           Kronecker delta 

���, ��  Birinci tür Stirling sayısı 

���, ��  İkinci tür Stirling sayısı 

��   �. Bernoulli sayısı 

�����   �. Bernoulli polinomu 

����   Bernoulli sayıları için üreteç fonksiyon 

���, ��   Bernoulli polinomları için üreteç fonksiyon 

��
���

   �. Mertebeden �.	Bernoulli sayısı 

��
������  �. Mertebeden �.	Bernoulli polinomu 

ℬ   Bernoulli matrisi 

ℬ���   Bernoulli polinom matrisi 

ℬ������  Genelleştirilmiş Bernoulli matrisi 

�����   � −	Bernoulli sayıları 

����, ��  � −Bernoulli polinomları 

ℬ���   � −Bernoulli matrisi 

����   � −Bernoulli matrisinin tersi 

ℬ��, ��  � −Bernoulli polinom matrisi 

���, ��  Genelleştirilmiş � −Pascal matrisi 

� ���   �� + 1� × �� + 1� tipinde matris 

�̃���  �� + 1� × �� + 1� tipinde matris 
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1. GİRİŞ 

Bernoulli sayıları, İsviçreli büyük matematikçi Jacob Bernoulli (1654-1705) 

tarafından ilk kez tanımlanmıştır ve onun bu çalışmaları 1713 yılında Ars 

Conjectandi adlı kitabında ilk kez yayınlanmıştır �1�.  
Nörlund, 1924 yılında Bernoulli sayıları ve polinomları ile ilgili tanımlar vermiştir ve 

çeşitli özellikler elde etmiştir �2�. 
Carlitz, 1948 yılında Nörlund tarafından verilen çalışmaları kullanarak � −Bernoulli 

sayıları ve polinomlarını tanımlamıştır �3�. Ayrıca yüksek mertebeden Bernoulli 

sayıları ile Euler sayıları arasındaki bağıntıları incelemiştir �4 − 5�. 
Al-Salam, 1959 yılında � −Bernoulli sayıları ve polinomları ile ilgili farklı 

çalışmalar yapmıştır �6�. 
H. Radamacher, 1973 yılında Bernoulli sayılarının ve polinomlarının Riemann zeta 

fonksiyonları ile ilgili bağıntılarını vermiştir �8�. 
S. Roman, 1984 yılında ikinci tür Bernoulli sayılarını ilk kez tanımlamıştır. Ayrıca 

Bernoulli sayıları ve polinomları için üreteç (doğurucu) fonksiyon tanımlamıştır  �18�.  
D. Zagier, 1998 yılında modifiye Bernoulli sayılarını tanımlamıştır ve çeşitli 

özellikler elde etmiştir �26�. 
Atul, Zagier’ in çalışmalarını kullanarak modifiye Bernoulli sayıları ile ilgili çeşitli 

özellikler elde etmiştir �27�. 
Koblitz, � −Bernoulli sayıları ile � −zeta fonksiyonları arasında çeşitli bağıntılar 

elde etmiştir. Ayrıca � −Bernoulli sayılarını kullanarak � −adik � −Bernoulli 

sayılarını tanımlamıştır �7�. 
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Satoh, � −Bernoulli sayıları ile Riemann zeta fonksiyonu arasında çeşitli özellikler 

ve bağıntılar elde etmiştir �9�. 
Tsumura, 1991 yılında � −Dirichlet serileri ile � −Bernoulli sayıları arasındaki 

ilişkiyi incelemiştir ve çeşitli özellikler elde etmiştir �10�. 
T. Kim, yüksek mertebeden  Bernoulli sayıları ve polinomları, yüksek mertebeden � −Bernoulli sayıları ve polinomları ile ilgili çalışmalar yapmıştır. Bu polinomların 

yüksek mertebeden � −Euler polinomları ile ilişkilerini incelemiştir. Ayrıca 

genelleştirilmiş � −Bernoulli sayılarını ve polinomlarını tanımlamıştır �23 − 28�.  
F. T. Howard, 1996 yılında dejenere Bernoulli sayıları ile ilgili çalışmalar yapmıştır �13�. 
Y. Şimşek, 2003 yılında � −twisted Bernoulli sayılarını tanımlayarak bunların genel 

özelliklerini incelemiştir �11�. 
Hegazi, 2005 yılında � −Bernoulli sayıları ve polinomları ile ilgili farklı bir rekürans 

elde etmiştir.		� −Bernoulli sayıları ve polinomları için üreteç fonksiyon 

tanımlamıştır �14�. 
Chan, Carlitz’in  � −Bernoulli sayılarını inceleyerek, � −Bernoulli sayıları için 

farklı bağıntılar elde etmiştir �16�. 
Zhizheng, 2006 yılında Bernoulli sayılarını ve Bernoulli polinomlarını kullanarak 

Bernoulli matrisini, Bernoulli polinom matrisini ve genelleştirilmiş Bernoulli 

matrisini tanımlamıştır. Ayrıca Bernoulli matrisinin tersi ile ilgili bir takım özellikler 

vermiştir. Bernoulli polinom matrisinin genelleştirilmiş Pascal matrisi ve Fibonacci 

matrisi ile çarpanlamasını yapmıştır ve çeşitli özellikler elde etmiştir. Yükseltilmiş 

Bernoulli matrisini tanımlayarak Vandermonde matrisi ile çarpanlamasını yapmıştır. 

Stirling sayıları ile elde ettiği matrislerin çarpanlamasından Bernoulli matisini elde 

etmiştir �20�. 
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Bernoulli sayıları ve polinomları uygulamalı matematiğin bir çok alanında, sayılar 

teorisinde ve istatistikte kullanılmaktadır. En önemli uygulamalarıdan biri Stirling 

yaklaşımıdır. 

� −Bernoulli sayıları, � −serilerinde, � −adik analizinde, sayılar teorisinde 

uygulamalı matematikte ve quantum cisim teorisinde kullanılmaktadır. Ayrıca 

Riemann  zeta fonksiyonu, Hurwitz zeta fonksiyonu ve Dirichlet L−fonksiyonu gibi 

özel fonksiyonlarda kullanılmıştır �11, 24 − 29�. 
Bu çalışmada Bernoulli sayıları, Bernoulli polinomları ve üreteç fonksiyonları 

tanımları verildi. Bernoulli matrisi ve özellikleri incelendi. � −Bernoulli sayıları ve 

polinomları için üreteç (doğurucu) fonksiyon tanımı verildi. Hegazi tarafından 

tanımlanan � −Bernoulli sayıları ve polinomları kullanılarak	� −Bernoulli matrisi 

tanımlandı. Ayrıca � −Bernoulli matrisinin tersi elde edildi.	� − Pascal  matrisi ile � −Bernoulli matrisinin çarpanlaması yapıldı. Stirling sayılarının tanımı kullanılarak 

özel bir � matrisi elde edildi ve bu � matrislerin çarpanlamasının � −Bernoulli 

matrisini verdiği gösterildi.	� −Bernoulli sayıları ile Stirling sayıları arasındaki ilişki 

incelenerek Stirling sayıları yardımıyla � −Bernoulli matrisinin elemanları farklı bir 

yoldan elde edildi.  
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2. � −GÖSTERİMLER 

2.1. Tanım 

� pozitif bir tamsayı ve � ∈ �0,1� olmak üzere �’ nin � −benzeri olan 

���� = �� − 1� − 1 = 1 + � + �� + ⋯ + ���� 

ifadesine Gauss sayısı denir �15�. 
2.2. Tanım 

�	negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere �!’ in � −benzeri 

����! = !					 																							1,																																	� = 0	"#$������ − 1���� − 2�� … �1��	, 					� > 0	"#$	 
dir. Ayrıca 

���� = ��; ����1 − ��� 																																																																																																																		�2.1� 

dir �15�. 
2.3. Tanım 

�, ( negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 

)�(*� = ����!�� − (��! �(��! = ��; �����; ����+��; ��+ 

ifadesine � −Binomiyel (Gauss binomiyel) katsayı denir �15�. 
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Burada 

)�(*� = ) �� − (*�            (2.2) 

ve						 
	)�(*� ,(-.� = )�-*� ,� − -( − -.� 															- = 0,1,2 …																																																							�2.3� 

şeklindedir �15�. 
2.4. Tanım 

/  ve 0	birer değişken olmak üzere 

�/ + 0��� = !																											1,																																																		� = 0�/ + 0���/ + �0�� … �/ + ����0�� ,														� ≥ 1 

şeklinde tanımlıdır. � ≥ 1 için bu tanım kullanılarak Binom teoreminin � −benzeri 

�/ + 0��� = 2 )�(*�
�

+34 �)+�*/��+0+																																																																																			�2.4� 

dir �15�. 
2.5. Tanım 

5 ∈ ℂ, |5| < 1 olmak üzere 

$��5� = 2 5+��; ��+
9

+34 = 1�5; ��9 																																																																																								�2.5� 
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eşitliği ile verilen $��5� fonksiyonuna � −üstel üreteç fonksiyon denir �14�. 
/	:$	0		� − komütatif değişkenler yani, 

/. 0 = �. 0. /	              (2.6)	
şeklinde ise 

$��/ + 0� = $��0�$��/�              (2.7) 

dir �14�. 
Özellik 

� −Binomiyel katsayı 	,"-.� olmak üzere 

CD,E = 2�−1�+�ED
+3E �)+�E� * )"(*� ,(-.� 																																																																														�2.8� 

dir. Bu Kronecker deltanın � − benzeridir �21�. 
Özellik 

K� 	�. Bernoulli sayısı olmak üzere 

2 1( + 1
�

+34 )�(* K��+ = 	C�,4																																																																																																�2.9� 

dir. Buna Bernoulli sayıları için ortogonalite bağıntısı denir �31�. 
2.6. Tanım 
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L	:$	� negatif olmayan tamsayılar ve #�0,0� = 1 olmak üzere 

#�L, �� = ! 																																0,																																											� = 0	"#$				#�L − 1, � − 1� − �L − 1�#�L − 1, ��,										0 < � < L	"#$         (2.10) 

reküransı ile verilen #�L, �� sayılarına birinci tür Stirling sayıları denir	�25�. 
Bazı birinci tür Stirling sayıları tablodaki gibidir. 

Çizelge 2.1 Birinci tür Stirling sayıları 

�/L 0 1 2 3 4 5 

0 1 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 

2 0 −1 1 0 0 0 

3 0 2 −3 1 0 0 

4 0 −6 11 −6 1 0 

5 0 24 -50 35 -10 1 

 

2.7. Tanım 

L	:$	� negatif olmayan tamsayılar olmak üzere 

M�L, �� = N 1, L = � > 0	"#$0, 				L ≥ 0, � = 0	"#$M�L − 1, � − 1� + �. M�L − 1, ��, 0 < � < L	"#$                 (2.11) 

reküransı ile verilen M�L, �� sayılarına ikinci tür Stirling sayıları denir	�25�. 
Bazı ikinci tür Stirling sayıları tablodaki gibidir. 
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Çizelge 2.2. İkinci tür Stirling sayıları 

�/L 0 1 2 3 4 5 6 

0 1 0 0 0 0 0 0 

1 0 1 0 0 0 0 0 

2 0 1 1 0 0 0 0 

3 0 1 3 1 0 0 0 

4 0 1 7 6 1 0 0 

5 0 1 15 25 10 1 0 

6 0 1 31 90 65 15 1 
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3. BERNOULLİ SAYILARI VE POLİNOMLARI 

3.1. Bernoulli Sayıları 

3.1.1. Tanım 

� negatif olmayan bir tamsayı ve K4 = 1 olmak üzere 

K� = − 1�� + 1� 2 ,� + 1( .���
+34 K+ 

bağıntısı ile verilen sayılara Bernoulli sayıları denir �17�. 
Örnek 

K� = − 12 2 ,1 + 1( .���
+34 K+ 

=	− 12 2 ,2(.4
+34 K+ 

= − 12 ,20. K4 

= − 12 . 1.1 = − 12 

K� = − 13 2 ,2 + 1( .���
+34 K+ 

= − 13 2 ,3(.�
+34 K+ 

= − 13 O,30. K4 + ,31. K�P 

= − 13 O1.1 + 3. ,− 12.P 
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= 16 

KQ = − 14 2 ,3 + 1( .Q��
+34 K+ 

= − 14 2 ,4(.�
+34 K+ 

= − 14 O,40. K4 + ,41. K� + ,42. K�P 

= − 14 ,1.1 + 4. ,− 12. + 6. 16. 

= 0 

Bazı Bernoulli sayıları aşağıdaki tabloda verilmiştir. 

Çizelge 3.1. Bernoulli sayıları 

� 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

K� 1 − 12 
16 0 − 130 0 − 142 0 − 130 0 

566 0 − 6912730 0 
76 

3.1.1. Lemma 

R�S� = S$T − 1 = 2 K� S��!
9

�34  

ile verilen R�S� fonksiyonu Berrnoulli sayıları için bir üreteç (doğurucu) 

fonksiyondur �18�. 
İspat 

$T = 2 SUL!
9

U34  
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olduğu bilinmektedir. Ayrıca 

S$T − 1 = 2 V� S��!
9

�34 																																																																																																														�3.1� 

olsun. Eş.	3.1 in her iki tarafı $T − 1 ile çarpılırsa 

S = �$T − 1� 2 V� S��!
9

�34  

= W2 SUL!
9

U34 − 1X W2 V� S��!
9

�34 X 

= WS40! + 2 SUL!
9

U3� − 1X W2 V� S��!
9

�34 X 

= W2 SUL!
9

U3� X W2 V� S��!
9

�34 X 

= W2 SUY��L + 1�!
9

U34 X W2 V� S��!
9

�34 X 

= WS 2 SU�L + 1�!
9

U34 X W2 V� S��!
9

�34 X 

= S 2 W2 V+(!
�

+34
1�� − ( + 1�!X

9
�34 S� 

= 2 W2 V+(!
�

+34
1�� + 1 − (�! �� + 1�!�� + 1�!X

9
�34 S�Y� 

= 2 W2 ,� + 1( . V+
�

+34 X9
�34

S�Y��� + 1�! 
Bu son eşitlikte ( = 0 ve � = 0 için S = Z�4[V4S den V4 = 1	olur. 

Diğer taraftan ( ≥ 1 ve � ≥ 1 için, 
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2 ,� + 1( . V+
�

+34 = 0 

olmalıdır. Buradan 

2 ,� + 1( . V+
���
+34 + ,� + 1� . V� = 0 

Böylece 

V� = − 1� + 1 2 ,� + 1( . V+
���
+34  

olur ki V� = K� Bernoulli sayıları elde edilir. 

3.1.1. Teorem �\. K$]�^_``"� 

L ∈ ℤY	:$	 
MU��� = 1U + 2U + ⋯ + �� − 1�U  

olmak üzere 

MU��� = 1�L + 1� 2 ,L + 1( .U
+34 K+�UY��+ 	 

dır �17�. 
Örnek 

L = 4 ve � = 6 için 

Mb�6� = 1b + 2b + 3b + 4b + 5b = 979  

dir. Gerçekten 
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Mb�6� = 1�4 + 1� 2 ,4 + 1( .b
+34 K+6bY��+ 

= 15 2 ,5(.b
+34 K+6c�+ 

= 15 W,50. K46c + ,51. K�6b + ,52. K�6Q + ,53. KQ6� + ,54. Kb6�X 

= 15 ,1.1.7776 + 5. ,− 12. 1296 + 10.1. 16 + 10.0.36 + 5. ,− 130. . 6. 

= 15 Z7776 + �−3224� + 360 + �−1�[ 

= 979 

3.2. Genelleştirilmiş Bernoulli Sayıları 

3.2.1. Tanım 

V, d ∈ ℝY	:$	V ≠ d olmak üzere 

R�S, V, d� = SdT − VT = 2 K��V, d� S��!
9

�34  

R�S, V, d� üreteç fonksiyonu ile verilen K��V, d� sayılarına genelleştirilmiş Bernoulli 

sayıları denir �19�. 
3.3. Bernoulli Polinomları 

3.3.1. Tanım 

� negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��/� = 2 )�(* K+/��+�
+34  
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şeklinde tanımlanan polinoma �. Bernoulli polinomu denir �17�. 
Örnek 

K4�/� = 2 ,0(. K+/4�+4
+34  

= ,00. K4/4�4 

= 1 

K��/� = 2 ,1(. K+/��+�
+34  

= ,10. K4/��4 + ,11. K�/��� 

= 1.1. / − 1. ,− 12. . 1 

= / − 12 

K��/� = 2 ,2(. K+/��+�
+34  

= ,20. K4/��4 + ,21. K�/��� + ,22. K�/��� 

= 1.1. /� + 2. ,− 12. / + 1. 16 

= /� − / + 16 

KQ�/� = 2 ,3(. K+/Q�+Q
+34  

= ,30. K4/Q�4 + ,31. K�/Q�� + ,32. K�/Q�� + ,33. KQ/Q�Q 

= 1.1. /Q + 3 ,− 12. /� + 3. 16 / + 1.0.1 



15 

 

= /Q − 32 /� + 12 / 

İlk birkaç Bernoulli polinomu tablodaki gibidir. 

Çizelge 3.2. Bernoulli polinomları 

� K��/� 

0 1 

1 / − 12 

2 /� − / + 16 

3 /Q − 32 /� + 12 / 

4 /b − 2/Q + /� − 130 

5 /c − 52 /b + 52 /Q − 16 / 

6 /g−3/c + 52 /Q − 12 /Q + 142 

7 /h − 72 /g + 72 /c − 76 /QY 16 / 

8 /i − 4/h + 143 /g − 73 /b + 23 /� − 130 

9 /j − 92 /i + 6/h − 215 /c + 2/Q − 310 / 
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K��/� Bernoulli polinomları için / = 0 alındığında sabit terimler 	Z��[K�	olacaktır ki 

bu sonuç bize Bernoulli sayılarını vermektedir. Yani, 

K��0� = K�                          (3.2) 

olur. 

Tablo 3.2. de K��/� polinomlarının sabit terimleri 

K4 = 1, K� = − 12 , 	KQ = 0, 	Kb = − 130 	, Kc = 0, 	Kg = 142 , Kh = 0, 	Ki = − 130 , 	Kj = 0 

olur ki bunlar ilk dokuz Bernoulli sayılarıdır. 

3.2.1. Lemma 

K��/�	�. Bernoulli polinomu olmak üzere 

R�/, S� = S$kT$T − 1 = 2 K��/� S��!
9

�34  

eşitliği ile verilen R�/, S� fonksiyonu K��/� Bernoulli polinomu için bir üreteç 

fonksiyonudur �17 − 18�. 
İspat 

K� Bernoulli sayıları için üreteç fonksiyon 

S$T − 1 = 2 K� S��!
9

�34  

şeklindedir. 

Eş. 2.5 den 
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$kT = 2 /� S��!
9

�34  

olup, 

S$T − 1 $kT = 2 K� S��!
9

�34 2 /� S��!
9

�34  

= 2 W2 K+(!
�

+34
/��+�� − (�!X S�9

�34  

= 2 W2 K+(!
�

+34
/��+�� − (�! �!�!X S�9

�34  

= 2 W2 )�(*�
+34 K+/��+X S��!

9
�34  

= 2 K��/� S��!
9

�34  

dir. 

3.4. Genelleştirilmiş Bernoulli Polinomları 

3.4.1. Tanım 

� negatif olmayan bir tamsayı V, d, l > 0 ve 	V ≠ d olmak üzere  

R�/, S, V, d, l� = SlkTdT − VT = 2 K��/, V, d, l� S��!
9

�34  

R�/, S, V, d, l�	üreteç fonksiyonu ile verilen K��/, V, d, l� polinomuna genelleştirilmiş 

Bernoulli polinomu denir �19�. 
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3.4.1. Teorem 

V, d, l > 0 ve	V ≠ d olmak üzere / ∈ ℝ için 

i. K��/, 1, $, $� = K��/� 

ii. K��0,1, $, $� = K� 

iii. K��0, V, d, l�=K��V, d� 

iv. K��/, V, d, 1� = K��V, d� 

v. K��/, 1, $, 1� = K�  

dir �19�. 
3.5. Yüksek Mertebeden Bernoulli Sayıları 

3.5.1. Tanım 

] ∈ ℕ, �	negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��n� = 2 , �(�, (�, … , (n.+oY+pY⋯Y+q3� K+oK+p … K+q 

eşitliği ile verilen K��n�
 sayılarına ].	mertebeden �.	Bernoulli sayısı denir. Burada 

K���� = K�                    (3.3) 

dir �23�. 
Örnek 

K4��� = 2 , 0(�, (�.+oY+p34 K+oK+p 
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= , 00,0. K4K4 

= 0!0! 0! . 1.1 

= 1 

K���� = 2 , 1(�, (�.+oY+p3� K+oK+p 

= , 10,1. K4K� + , 11,0. K�K4 

= 1!0! 1! 1 ,− 12. + 1!1! 0! ,− 12. 1 

= −1 

K���� = 2 , 2(�, (�.+oY+p3� K+oK+p 

= 2 , 20,2. K4K� + , 21,1. K�K� 

= 2. 2!0! 2! . 1. 16 + 2!1! 1! . ,− 12. ,− 12. 

= 56 

KQ��� = 2 , 3(�, (�.+oY+p3Q K+oK+p 

= 2 , 30,3. K4KQ + 2 , 32,1. K�K� 

= 2. 3!0! 3! . 1.0 + 2. 3!2! 1! . 16 ,− 12. = − 12 

İlk birkaç yüksek mertebeden Bernoulli sayısı tablodaki gibidir. 
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Çizelge 3.3. Yüksek mertebeden Bernoulli sayıları 

]/� 0 1 2 

1 1 − 12 
16 

2 1 −1 
56 

3 1 − 32 2 

 

Özellik 

] ∈ ℕ ve K��n�
 yüksek mertebeden Bernoulli sayısı olmak üzere  K��n�

 sayısının üreteç 

fonksiyonu 

, S$T − 1.n
 

dir. Yani 

, S$T − 1.n = 2 K��n� S��!
9

�34  

dir �23 − 31�. 
3.5.1. Lemma 

] ∈ ℕ ve � negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��n� = 2 )�(*�
+34 K+�n���K��+ 
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dir	�23 − 31�. 
İspat 

K��n�	yüksek mertebeden Bernoulli sayısının üreteç fonksiyonu tanımından 

, S$T − 1.n�� = 2 K��n��� S��!
9

�34  

eşitliği yazılabilir. 

S$T − 1 = 2 K� S��!
9

�34  

olduğu da göz önüne alınarak 

, S$T − 1.n�� S$T − 1 = W2 K��n��� S��!
9

�34 X W2 K� S��!
9

�34 X 

= 2 W2 K+�n���(!
�

+34
K��+�� − (�! �!�!X

9
�34 S� 

= 2 W2 )�(* K+�n����
+34 K��+X9

�34
S��! 

elde edilir. Diğer taraftan  

, S$T − 1.n = 2 K��n� S��!
9

�34  

olduğundan 
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K��n� = 2 )�(*�
+34 K+�n���K��+ 

dir. 

Örnek 

İkinci mertebeden birinci Bernoulli sayısı 

K���� = 2 ,1(.�
+34 K+���K��+ 

= ,10. K4K� + ,11. K�K4 

= ,− 12. + ,− 12. 

= −1 

Üçüncü mertebeden üçüncü Bernoulli sayısı 

KQ�Q� = 2 ,3(.Q
+34 K+���KQ�+ 

= ,30. K4���KQ + ,31. K����K� + ,32. K����K� + ,33. KQ���K4 

= 1.1.0 + 3. �−1� 16 + 3. 56 ,− 12. + 1. ,− 12. . 1 

= �−1� + ,− 54. 

= − 94 
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3.6. Yüksek Mertebeden Bernoulli Polinomları 

3.6.1. Tanım 

] ∈ ℕ, � negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��n��/� = 2 )�(*�
+34 K��+�n� /+ 

eşitliği ile verilen K��n��/� polinomuna ].	mertebeden �.	Bernoulli polinomu denir. 

] = 1 için K��n��/� polinomu bilinen Bernoulli polinomuna dönüşür �23 − 31�. 
K�����/� = K��/�                    (3.4) 

Örnek 

K4����/� = 2 ,0(.4
+34 K�+���/+ 

= ,00. K4���/4 

= 1 

K�����/� = 2 ,1(.�
+34 K��+��� /+ 

= ,10. K����/4 + ,11. K4���/� 

= / − 1 

K�����/� = 2 ,2(.�
+34 K��+��� /+ 
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= ,20. K����/4 + ,21. K����/� + ,22. K4���/� 

= /� − 2/ + 56 

Bazı yüksek mertebeden Bernoulli polinomları aşağıdaki tablodaki gibidir. 

Çizelge 3.4. Yüksek mertebeden Bernoulli polinomları 

]/� 0 1 2 

1 1 / − 12 /� − / + 16 

2 1 / − 1 /� − 2/ + 56 

3 1 / − 32 /� − 3/ + 2 

  

Özellik 

] ∈ ℕ ve K��n��/� yüksek mertebeden Bernoulli polinomu olmak üzere K��n��/� 

polinomunun üreteç fonksiyonu 

, S$T − 1.n $Tk 

dir. Yani, 

, S$T − 1.n $Tk = 2 K��n��/� S��!
9

�34  

dir �23 − 31�. 
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3.6.1. Lemma 

] ∈ ℕ ve � negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��n��/� = 2 )�(*�
+34 K+�n����/�K��+ 

dir	�23�. 
İspat 

K��n��/�	yüksek mertebeden Bernoulli polinomunun üreteç fonksiyonunun 

tanımından 

, S$T − 1.n�� $Tk = 2 K��n����/� S��!
9

�34  

dir. 

S$T − 1 = 2 K� S��!
9

�34  

olacak biçimde tanımlıdır. Bu eşitlikler yardımıyla 

, S$T − 1.n�� S$T − 1 $Tk = W2 K��n����/� S��!
9

�34 X W2 K� S��!
9

�34 X 

= 2 W2 K+�n����/�(!
�

+34
K��+�� − (�! �!�!X

9
�34 S� 

= 2 W2 )�(* K+�n����
+34 �/�K��+X9

�34
S��! 
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elde edilir. Diğer taraftan  

, S$T − 1.n $kT = 2 K��n��/� S��!
9

�34  

olduğundan 

K��n��/� = 2 )�(*�
+34 K+�n����/�K��+ 

elde edilir. 

Örnek 

İkinci ve üçüncü mertebeden bazı Bernoulli polinomları aşağıda verilmiştir. 

K4����/� = 2 ,0(.4
+34 K+�4��/�K�+ = 1 

K�����/� = 2 ,1(.�
+34 K+����/�K��+ 

= ,10. K4����/�K� + ,11. K�����/�K4 

= − 12 + / − 12 

= / − 1 

K�����/� = 2 ,2(.�
+34 K+����/�K��+ 

= ,20. K4����/�K� + ,21. K�����/�K� + ,22. K�����/�K4 
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= 16 + 2 ,/ − 12. ,− 12. + /� − / + 16 

= /� − 2/ + 56 

K4�Q��/� = 2 ,0(.4
+34 K+����/�K�+ = 1 

K��Q��/� = 2 ,1(.�
+34 K+����/�K��+ 

= ,10. K4����/�K� + ,11. K�����/�K4 

= − 12 + / − 1 

= / − 32 

K��Q��/� = 2 ,2(.�
+34 K+����/�K��+ 

= ,20. K4����/�K� + ,21. K�����/�K� + ,22. K�����/�K4 

= 16 + 2�/ − 1� ,− 12. + /� − 2/ + 56 

= /� − 3/ + 2 

K��n��/� polinomunun sabit terimleri K��n�
 yüksek mertebeden Bernoulli sayılarına 

eşit olur. 

 

 

 

 



28 

 

4. BERNOULLİ MATRİSLERİ 

 

4.1. Bernoulli Matrisi 

4.1.1. Tanım 

K� ler 	�.	Bernoulli sayısını göstermek üzere 

dDE = s)DE* KD�E ,				" ≥ -	"#$0,									" < -	"#$								  
şeklinde tanımlanan �� + 1� × �� + 1� tipindeki ℬ = vdDEw matrisine Bernoulli 

matrisi denir �20�. 
Örnek 

4 × 4 tipindeki Bernoulli matrisi 

ℬ =
xyy
yyy
z 1 0 0 0− 12 1 0 016 −1 1 0

0 12 − 32 1{||
|||
}

b×b

 

şeklindedir. 

10 × 10 tipindeki Bernoulli matrisi 
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ℬ =

xy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yy
yz 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0− 12 1 0 0 0 0 0 0 0 016 −1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 12 − 32 1 0 0 0 0 0 0
− 130 0 1 −2 1 0 0 0 0 0

0 − 16 0 53 − 52 1 0 0 0 0142 0 − 12 0 52 −3 1 0 0 0
0 16 0 − 76 0 72 − 72 1 0 0

− 130 0 23 0 − 73 0 143 −4 1 0
0 − 310 0 2 0 − 215 0 6 − 92 1{|

||
||
||
||
||
||
||
||
|}

�4×�4

 

şeklindedir. 

4.2. Bernoulli Polinom Matrisi 

4.2.1. Tanım 

K��/� ler 	�.	Bernoulli polinomu ve 

dDE�/� = s)DE* KD�E�/�,			" ≥ -	"#$0,												" < -	"#$  

olmak üzere  �� + 1� × �� + 1� tipindeki ℬ�/� = vdDE�/�w matrisine Bernoulli 

polinom matrisi denir �20�. 
Örnek 

4 × 4 tipindeki Bernoulli polinom matrisi 
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K44�/� = ,00. K4�/� = 1		:$		- ≥ 1	"ç"�	K4E�/� = 0	��]. 
		K�4�/� = ,10. K��/� = / − 12 

		K���/� = ,11. K4�/� = 1 

K���/� = 0 

		K�4�/� = ,20. K��/� = /� − / + 16 

K���/� = ,21. K��/� = 2 ,/ − 12. = 2/ − 1 

K���/� = ,22. K4�/� = 1 

olmak üzere 

ℬ�/� =
xyy
yyy
z 1 0 0 0/ − 12 1 0 0

/� − / + 16 2/ − 1 1 0
/Q − 3/� + 12 / 3/� − 3/ + 12 3/ − 32 1{||

|||
}

b×b

 

şeklindedir. 

Eş. 3.2 den biliyoruz ki K��/� Bernoulli polinomunun sabit terimleri K� Bernoulli 

sayılarıdır. Benzer şekilde ℬ�/� Bernoulli polinom matrisinin sabit terimlerinden 

elde edilen matris ℬ Bernoulli matrisini verir. 

4.3. Genelleştirilmiş Bernoulli Matrisi 

4.3.1. Tanım 

] ∈ ℕ ve K��n��/� yüksek mertebeden Bernoulli polinomu ve 
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dDE�n��/� = s)DE* KD�E�n��/�, " ≥ -	"#$0, " < -	"#$  

olmak üzere 	ℬ�n��/�=�dDE�n��/�� ile verilen �� + 1� × �� + 1� tipindeki ℬ�n��/� 

matrisine genelleştirilmiş Bernoulli matrisi denir �20�. 
] = 1 için ℬ����/� = ℬ�/�	dir.                 (4.1) 

Örnek 

İkinci mertebeden 3 × 3 tipinde genelleştirilmiş Bernoulli matrisi 

K44����/� = Z44[K4����/� = 1	, K4�����/� = 0		:$	K4�����/� = 0	dir. 

K�4����/� = ,10. K�����/� = 1. �/ − 1� = / − 1 

K������/� = ,11. K4����/� = 1		:$		K������/� = 0 

K�4����/� = ,20. K�����/� = /� − 2/ + 56 

K������/� = ,21. K�����/� = 2. �/ − 1� = 2/ − 2 

K������/� = ,22. K4����/� = 1		 
olmak üzere 
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ℬ����/� = � 1 0 0/ − 1 1 0/� − 2/ + 56 2/ − 2 1� 

şeklindedir. 
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5. � − BERNOULLİ SAYILARI VE POLİNOMLARI 

5.1. � − Bernoulli Sayıları 

5.1.1. Tanım 

� negatif olmayan bir tamsayı ve K� �.	Bernoulli sayısı olmak üzere 

����� = K� ����!�!  

ile tanımlı ����� sayılarına � −Bernoulli sayıları denir �14�. 
Örnek 

�4��� = K4 �0��!0! = 1 

����� = K� �1��!1! = − 12 ��� − 1��� − 1� = − 12 

����� = K� �2��!2! = − 16 �2��!2! = − �2��!12  

�Q��� = KQ �3��!3! = 0 

�b��� = Kb �4��!4! = − 130 �4��!4! = − �4��!720  

İlk birkaç � −Bernoulli sayısı aşağıdaki tabloda verilmiştir. 
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Çizelge 5.1. � −Bernoulli sayıları 

� 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

����� 1 − 11! 2 
�2��!2! 6  0 − �4��!4! 30 0 − �6��!6! 42 0 − �8��!8! 30 0 

�10��! 510! 66  

 

� → 1� için � −Bernoulli sayıları bilinen Bernoulli sayılarına dönüşür. 

lim�→�� ����� = K� 

dir. 

Örnek 

lim�→�� ����� = lim�→�� �2��!12 = lim�→�� � + 112 = 16 = K� 

elde edilir. 

Özellik 

�����,	 � −Bernoulli sayılarının üreteç fonksiyonu 

5�1 − �� ,$ ���� − 1. = 2 ����� 5���; ���
9

�34  

dir �14�. 
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5.2. � − Bernoulli Polinomları 

5.2.1. Tanım 

� negatif olmayan bir tamsayı olmak üzere 

K��/, �� = 2 )�(*� �+���/��+�
+34  

şeklinde tanımlanan polinoma �.		� −Bernoulli polinomu denir �14�. 
K4�/, �� = 2 ,0(.� �+���/4�+4

+34  

= ,00.� �4���/4�4 = 1 

K��/, �� = 2 ,1(.� �+���/��+�
+34  

= ,10.� �4���/��4 + ,11.� �����/��� 

= �1�� . 1. / − �1�� . ,− 12. . 1 

= � − 1� − 1 / − ,� − 1� − 1. 12 

= / − 12 

K��/, �� = 2 ,2(. �+���/��+�
+34  

= ,20.� �4���/��4 + ,21.� �����/��� + ,22.� �����/��� 
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= �1�� . 1. /� + �2�� . ,− 12. / + �1�� . �2��12  

= /� − �2��2 / + �2��12  

KQ�/, �� = 2 ,3(.� �+���/Q�+Q
+34  

= ,30.� �4���/Q�4 + ,31.� �����/Q�� + ,32.� �����/Q�� 

																			+ ,33.� �Q���/Q�Q 

= �1�� . 1. /Q + �3�� ,− 12. /� + �3�� . �2��12 / + �1�� . 0.1 

= /Q − �3��2 /� + �3���2��12  

Bazı � −Bernoulli polinomları tabloda verilmiştir. 

Çizelge 5.2. � −Bernoulli polinomları 

			� K��/, �� 

0 1 

1 / − 12 

2 /� − �2��2 / + �2��12  

3 /Q − �3��2 /� + �3���2��12 / 

4 /b − �4��2 /Q + �4���3��12 /� − �4��!720  

5 /c − �5��2 /b + �5���4��12 /Q − �5��!720 / 
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Çizelge 5.2. (Devam) � −Bernoulli polinomları 

6 /g − �6��2 /c + �6���5��12 /b − �6���5���4���3��720 /� + �6��!30240 

7 /h − �7��2 /g + �7���6��12 /c − �7���6���5���4��720 /Q + �7��!30240 / 

 

� → 1� için � −Bernoulli polinomları klasik Bernoulli polinomlarına dönüşür. Yani, 

lim�→�� K� �/, �� = K��/� 

dir. 

Örnek 

lim�→�� K� �/, �� = lim�→��/� − �2��2 / + �2��12  

= lim�→��/� − �� − 12�� − 1� / + �� − 112�� − 1� 

= lim�→��/� − � + 12 / + � + 112  

= /� − 22 / + 212 

= /� − / + 16 

= K��/� 

Özellik 

K��/, ��, � −Bernoulli  polinomlarının � −üreteç fonksiyonu 
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5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/� = 2 K��/, �� 5���; ���
9

�34  

dir �14�. 
İspat 

�����, � −Bernoulli sayılarının üreteç fonksiyonu 

5�1 − �� ,$ ���� − 1. = 2 ����� 5���; ���
9

�34  

ve 

$��5/� = 2 /�9
�34

5���; ��� 

olup, 

5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/� = 2 ����� 5���; ���
9

�34 2 /�9
�34

5���; ��� 

= 2 W2 �+�����; ��+
9

+34
/��+��; ����+X 5�9

�34  

= 2 W2 �+�����; ��+
9

+34
/��+��; ����+

��; �����; ���X 5�9
�34  

= 2 W2 )�(*�
9

+34 �+���/��+X 5���; ���
9

�34  

= 2 K��/, �� 5���; ���
9

�34  
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dir. 

Özellik 

�.	Bernoulli polinomu K��/, ��	olmak üzere 

K��/ + 0, �� = 2 )�(*�
9

+34 K+�/, ��0��+ 

dir �14�. 
İspat 

K��/, ��, � −Bernoulli  polinomunun � −üreteç fonksiyonu tanımından 

2 K��/, �� 5���; ���
9

�34 = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/� 

olup, 

$��50� = 2 0�9
�34

5���; ��� 

dir. Böylece 

2 0�9
�34

5���; ��� 2 K��/, �� 5���; ���
9

�34 = 2 W2 K+�/, ����; ��+
�

+34
0��+��; ����+X 5�9

�34  

= 2 W2 K+�/, ����; ��+
�

+34
0��+��; ����+

��; �����; ���X 5�9
�34  

= 2 W2 )�(*�
9

+34 K+�/, ��0��+X 5���; ���
9

�34  
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ve 

$��50� 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/� = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��50�$��5/� 

= 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/ + 50� 

= 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $�Z5�/ + 0�[ 

dir. Böylece 

2 K��/ + 0, �� 5���; ���
9

�34 = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $�Z5�/ + 0�[ 

olduğundan 

K��/ + 0, �� = 2 )�(*�
�

+34 K+�/, ��0��+ 

elde edilir.  

Benzer şekilde 

K��/ + 0, �� = 2 )�(*�
�

+34 K+�0, ��/��+ 

olduğunu gösterelim.	 
K��0, ��, � −Bernoulli  polinomunun � −üreteç fonksiyonu tanımından 
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2 K��0, �� 5���; ���
9

�34 = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��50� 

olup, 

$��5/� = 2 /�9
�34

5���; ��� 

dir. Böylece 

2 /�9
�34

5���; ��� 2 K��0, �� 5���; ���
9

�34 = 2 W2 K+�0, ����; ��+
�

+34
/��+��; ����+X 5�9

�34  

= 2 W2 K+�0, ����; ��+
�

+34
/��+��; ����+

��; �����; ���X 5�9
�34  

= 2 W2 )�(*�
9

+34 K+�0, ��/��+X 5���; ���
9

�34  

ve 

$��5/� 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��50� = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��5/�$��50� 

= 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $��50 + 5/� 

= 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $�Z5�0 + /�[ 

= 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $�Z5�/ + 0�[ 

dir. Böylece 
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2 K��/ + 0, �� 5���; ���
9

�34 = 5�1 − �� ,$ ���� − 1. $�Z5�/ + 0�[ 

olduğundan 

K��/ + 0, �� = 2 )�(*�
�

+34 K+�0, ��/��+ 

elde edilir.  
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6. � −BERNOULLİ MATRİSLERİ 

Bu bölümde Bernoulli matrislerine benzer şekilde � −Bernoulli sayıları kullanılarak � −Bernoulli matrisleri tanımlanacaktır. 

6.1. � −Bernoulli Matrisi 

6.1.1. Tanım 

�����, �.	 � −Bernoulli sayısı ve 

dDE��� = �,"-.� �D�E���, " ≥ -	"#$
0,																				" < -	"#$ 

olmak üzere ℬ��� = vdDE���w ile verilen �� + 1� × �� + 1�	tipindeki ℬ��� matrisine � −Bernoulli matrisi denir. 

Örnek 

 3 × 3 tipindeki � −Bernoulli matrisi 

ℬ��� =
xyy
yz 1 0 0− 12 1 0�2��2.3! − �2��2 1{||

|}
Q×Q

 

şeklindedir. 

7 × 7 tipindeki � −Bernoulli matrisi 
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ℬ��� =

xy
yy
yy
yy
yy
yy
yz 1 0 0 0 0 0 0− 12 1 0 0 0 0 0�2��2.3! − �2��2 1 0 0 0 0

0 �3���2��2.3! − �3��2 1 0 0 0
− �4��!30.4! 0 �4���3��2.3! − �4��2 1 0 0

0 − �5��!30.4! 0 �5���4��2.3! − �5��2 1 0�6��!42.6! 0 − �6���5���4���3��30.4! 0 �6���5��2.3! − �6��2 1{|
||
||
||
||
||
|}

h×h

 

şeklindedir. 

Özel olarak " ≥ - için 

dDE��� = ,"-.� �D�E��� 

= �"��!�-��! �" − -��! KD�E �" − -��!�" − -�!  

= �"��! KD�E�-��! �" − -�! 
olduğundan � −Bernoulli matrisi, Bernoulli sayılarının özelliği kullanılarak 

dDE��� = � �"��! KD�E�-��! �" − -�! , " ≥ -	"#$0,																					" < -	"#$ 

şeklinde yazılabilir. 

� → 1� için � −Bernoulli polinom matrisi, Bernoulli matrisine eşittir. 
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6.1.1. Teorem 

	� −Binomiyel katsayı 	)DE*�olmak üzere  

�DE��� = �,"-.�
�" − -��!�" − - + 1�! , " ≥ -	"#$

0,																							" < -	"#$ 

ile verilen �� + 1� × �� + 1�	tipindeki ���� = v�DE���w matrisi � −Bernoulli 

matrisinin tersidir. Yani, 

ℬ����� = 	���� 

dir. 

İspat 

ℬ(q)=vdDE���w  olmak üzere 

ℬ(q) D(q)=I 

olduğunu göstermeliyiz. 

Zℬ�������[DE = 2 dD+����+E����
+34  

= 	2 ,"(.�
D

+3E �D�+��� ,(-.�
�( − -��!�( − - + 1�! 

= 2 ,"(.� ,(-.�
D

+3E �D�+��� �( − -��!�( − - + 1�! 
= 2 ,"-.� ," − -( − -.�

D
+3E �D�+��� �( − -��!�( − - + 1�! 
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= ,"-.� 2 ," − -( .� �D�E�+���D�E
+34

�(��!�( + 1�!
= ,"-.� 2 ," − -( .� KD�E�+

D�E
+34

�" − - − (��!�" − - − (�! �(��!�( + 1�!
= ,"-.� 2 �" − -��!�(��! �" − - − (��!

D�E
+34 KD�E�+ �" − - − (��!�" − - − (�! �(��!�( + 1�(! �" − -�!�" − -�!

= ,"-.�
�" − -��!�" − -�! 2 1�( + 1�

D�E
+34 ," − -( . KD�E�+ 

Eş. 2.9 dan dolayı 

Zℬ�������[DE = ,"-.�
�" − -��!�" − -�! CD�E,4 = CD,E 

dir. 

Örnek 

���� =

xy
yyy
yyy
yyy
z 1 0 0 0 0 012 1 0 0 0 0�2��!3! �2��2 1 0 0 0�3��!4! �3��!3! �3��2 1 0 0�4��!5! �4��!4! �4���3��3! �4��2 1 0�5��!6! �5��!5! �5���4���3��4! �5���4��3! �5��2 1{|

|||
|||
|||
}

g×g
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6.2. � −Bernoulli Polinom Matrisi 

6.2.1. Tanım 

K��/, ��, �.	 � −Bernoulli polinomu olmak üzere 

dDE�/, �� = �,"-.� KD�E�/, ��, " ≥ -	"#$
0,																						" < -	"#$ 

ile verilen �� + 1� × �� + 1�	tipindeki ℬ�/, �� = vƅDE�/, ��w matrisine � −Bernoulli 

polinom matrisi denir. 

Örnek 

5 × 5 tipinde � −Bernoulli polinom matrisi 

ℬ�/, ��

=
xyy
yyy
yyy
z 1 0 0 0 0/ − 12 1 0 0 0

/� − �2��2 / + �2��12 �2�� ,/ − 12. 1 0 0
/Q − �3��2 /� + �3���2��12 / �3��/� − �3���2��2 / + �3���2��12 �3�� ,/ − 12. 1 0

/b − �4��2 /Q + �4���3��12 /� − �4��!720 �4��/Q − �4���3��2 /� + �4���3���2��12 / �4���3��12 O/� − �2��2 / + �2��12 P �4�� ,/ − 12. 1{||
|||
|||
}

c×c

 

şeklindedir. 

6.3. � −Bernoulli Matrisi ve Genelleştirilmiş � −Pascal Matrisi 

6.3.1.Tanım 

� −Binomiyel katsayılar 	)DE*�olmak üzere 	 
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�DE��� = �,"-.� /D�E, " ≥ -	"#$
0,															" < -	"#$ 

ile verilen �� + 1� × �� + 1� tipindeki ��/, �� = v�DE�/, ��w matrisine 

genelleştirilmiş � −Pascal matrisi denir �21�. 
6.3.1. Teorem 

ℬ�/, ��, � −Bernoulli polinom matrisi ve ��/, ��, genelleştirilmiş � −Pascal matrisi 

olmak üzere 

ℬ�/ + 0, �� = 	��/, ��ℬ�0, �� = 	��0, ��ℬ�/, �� 

dur. Özel olarak 

ℬ�/, �� = 	��/, ��ℬ��� 

dur. 

İspat 

Z��0, ��ℬ�/, ��[DE = 2 �D+���d+E�/, ���
+34  

= 2 ,"(.�
D

+3E 0D�+ ,(-.� K+�E�/, �� 

= 2 ,"(.� ,(-.�
D

+3E 0D�+K+�E�/, �� 

= 2 ,"-.� ," − -( − -.�
D

+3E 0D�+K+�E�/, �� 
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= ,"-.� 2 ," − -( − -.�
D

+3E 0D�+K+�E�/, �� 

= ,"-.� 2 ," − -( .�
D�E
+34 0D�E�+K+�/, �� 

= ,"-.� KD�E�/ + 0, �� 

= Zℬ�/ + 0, ��[DE  

olur. Benzer şekilde ��/, ��ℬ�0, �� olduğu gösterilir. 

Şimdi 	ℬ�/, �� = 	��/, ��ℬ��� olduğunu gösterelim. 

" < ( < - için  Zℬ�/, ��[DE = 	���/, ��K����DE = 0 

dır. 

" ≥ ( ≥ - için  

Z��/, ��ℬ���[DE = 2 �D+���d+E����
+34  

= 2 ,"(.�
D

+3E /D�+ ,(-.� �+�E��� 

= 2 ,"(.� ,(-.�
D

+3E /D�+�+�E��� 

= 2 ,"-.� ," − -( − -.�
D

+3E /D�+�+�E��� 

= ,"-.� 2 ," − -( − -.�
D

+3E /D�+�+�E��� 
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= ,"-.� 2 ," − -( .�
D�E
+34 /D�E�+�+��� 

= ,"-.� KD�E�/, �� 

= Zℬ�/, ��[DE 

elde edilir. 

Örnek 

��0, ��ℬ�/, �� = � 1 0 00 1 00� �2��0 1�
xyy
yz 1 0 0/ − 12 1 0
/� − �2��2 / + �2��12 �2�� ,/ − 12. 1{||

|}
 

=
xyy
yz 1 0 0�/ + 0� − 12 1 0
/� + �� + 1�/0 + 0� + �� + 1�2 �/ + 0� + �� + 1�12 �� + 1� ,/ + 0 − 12. 1{||

|}
 

=
xyy
yz 1 0 0�/ + 0� − 12 1 0
/� + �2��/0 + 0� + �2��2 �/ + 0� + �2��12 �2�� ,/ + 0 − 12. 1{||

|}
 

= ℬ�/ + 0, �� 

��/, ��ℬ��� = xyy
z 1 0 0 0/ 1 0 0/� �2��/ 1 0/Q �3��/� �3��/ 1{||

}
xy
yy
yy
z 1 0 0 0− 12 1 0 0�2��12 − �2��2 1 0

0 �3���2��12 − �3��2 1{|
||
||
}
 

=
xy
yy
yy
z 1 0 0 0/ − 12 1 0 0

/� − �2��2 / + �2��12 �2�� ,/ − 12. 1 0
/Q − �3��2 /� + �3���2��12 / �3��/� − �3���2��2 / + �3���2��12 �3�� ,/ − 12. 1{|

||
||
}
 

= ℬ�/, �� 
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6.4. � −Bernoulli Matrisi ve Stirling Sayıları 

#�L, �� ve M�L, �� Eş. 2.10 ve Eş. 2.11 deki gibi sırası ile birinci ve ikinci tür 

Stirling sayıları olmak üzere 

M���� = vMDE���w��Y��×��Y�� ve  #̃��� = v#DE���w��Y��×��Y�� 
matrisleri 

MDE��� = ��"��!"! M�", - − 1�, " ≥ -	"#$0,																						" < -	"#$ 																																																																						�6.1� 

ve 

#DE��� = ��- + 1�!�-��! " #�", - + 1�, " ≥ -	"#$0,																						" < -	"#$ 																																																																�6.2� 

şeklinde tanımlayalım. 

6.4.1. Teorem 

M���� ve #̃��� sırasıyla Eş. 6.1 ve Eş. 6.2  de tanımlanan matrisler olmak üzere 

ℬ��� = M����#̃��� 

dir. 

İspat 

Bernoulli matrislerinde  i< - için dDE = 0		ve i ≥ j için 
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dDE = ,"-. KD�E = 2 - + 1(
DY�
+3� M�", ( − 1�#�(, - + 1� 

�22�	şeklinde olup , 

Zℬ���[DE = ,"-.� �D�E��� 

= ,"-.�
�" − -��!�" − -�! KD�E 

= �"��!�-��! �" − -��! �" − -��!�" − -�! 1)DE* 2 - + 1(
DY�
+3� M�", ( − 1�#�(, - + 1� 

= �"��!�-��! 1�" − -�! �" − -�! �-�!�"�! 2 - + 1(
DY�
+3� M�", ( − 1�#�(, - + 1� 

= 2 �"��!�"�! �-�!�-��! �- + 1�(
DY�
+3� M�", ( − 1�#�(, - + 1� 

= 2 �"��!�"�! �- + 1�!�-��! (
DY�
+3� M�", ( − 1�#�(, - + 1� 

= 2 �"��!�"�! M�", ( − 1� �- + 1�!�-��! (
DY�
+3� #�(, - + 1� 

= 2 MD+
DY�
+3� ���#+E��� 

= )M����#̃���*DE  

dir. 
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Örnek 

M����#̃��� =
xyy
yy
z1 0 0 00 1 0 00 �2��2 �2��2 0
0 �3���2��6 �3���2��2 �3���2��6 {||

||
}

xyy
yyy
yz 1 0 0 0− 12 1 0 023 −2 2�2�� 0
− 32 112 − 9�2��

6�3���2��{||
|||
|}
 

=
xy
yy
yy
z 1 0 0 0− 12 1 0 0�2��2.3! − �2��2 1 0

0 �3���2��2.3! − �3��2 1{|
||
||
}
 

= ℬ��� 

6.4.2. Teorem 

#�L, �� ve M�L, �� Eş. 2.10 ve Eş. 2.11 deki gibi sırası ile birinci ve ikinci tür 

Stirling sayıları olmak üzere 

����� = ����!�! 2 1(
�Y�
+3� M��, ( − 1�#�(, 1� 

dir. 

İspat 

�22� den 

#�(, 1� = �−1�+���( − 1�!  
ve 
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K� = 2�−1�+�
+34 	M��, (� (!( + 1 

dir �22�. 
����� = ����!�! K� 

= ����!�! 2�−1�+�
+34 	M��, (� (!( + 1 

= ����!�! 2�−1�+���Y�
+3� 	M��, ( − 1� �( − 1�!(  

= ����!�! 2 1(
�Y�
+3� 	M��, ( − 1�#�(, 1� 

dir. 
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7. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu çalışmada Bernoulli sayıları ve polinomları ile elde edilen Bernoulli matrisleri ve 

özellikleri incelendi. � −Bernoulli sayılarının ve polinomlarının tanımından 

yararlanılarak � −Bernoulli matrisleri tanımlandı. � −Bernoulli matrisinin tersi 

gösterildi. Genelleştirilmiş � −Pascal matrisinin � −Bernoulli matrisleri ile 

çarpanlaması yapıldı. Yine birinci ve ikinci tür Stirling sayılarının tanımı kullanılarak 

bulunan özel � matrislerinin çarpanlaması yapıldı ve � −Bernoulli matrisi elde 

edildi. Ayrıca Stirling sayılarının özellikleri kullanılarak	� −Bernoulli matrisinin 

elemanları için farklı bir bağıntı elde edildi. 

� −Bernoulli matrislerinin tanımından faydalanılarak genelleştirilmiş � −Bernoulli 

matrisleri tanımlanabilir. Genelleşirilmiş � −Bernoulli matrislerinin � −Pascal ve � −Fibonacci matrisleri ile çarpanlaması yapılabilir. Ayrıca yüksek mertebeden � −Bernoulli sayıları ve polinomları için farklı bir rekürans bağıntısı ve çeşitli 

özellikler elde edilebilir. Yine bu özelllikler kullanılarak genelleştirilmiş � −Bernoulli matrislerinin tersi bulunabilir. 
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