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ÖZET 

 

Bu çalışmada, ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin çözümlerinin 

salınımlılık davranışları incelenecektir. 

 

Tez beş bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, ikinci mertebeden 

diferensiyel denklemlerin çözümlerinin salınımlılıgı için yapılan çalısmaların 

tarihçesi ele alınmıs. İkinci bölümde ikinci mertebeden diferensiyel 

denklemlerin özel bir sınıfının çözümlerinin davranışları incelenecektir.Üçüncü 

bölümde ayırma ve karşılaştırma kriterleri yardımıyla salınımlılık kriterleri 

verilecek. Dördüncü bölümde forced denklemlerin özel bir sınıfının salınım 

davranışları incelenecektir. 
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1. GİRİŞ 

 

Son yıllarda, ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin salınımlılığı ve 

salınımsızlıgı ile ilgili çok çesitli çalısmalar yapılmıstır. Salınımlılık ve salınımsızlık 

teorisinde ilk sonuçlar 

 

      0x t q t x t     (1.1) 

 

lineer denklemi için elde edilmiĢtir. Bu denklem modeli için ilk integral tipi 

salınımlılık kriterini 1918 yılında Fite vermiĢtir. Fite bu çalıĢmasında   0q t   olmak 

üzere 

 

 
0

lim

t

t
t

q s ds


    (1.2) 

 

olması halinde EĢ. 1.1 in salınımlı olduğunu ispatlamıĢtır [1]. 1949 yılında Wintner, 

Fite’nin  kriterinin   0q t   olması durumunda da geçerli olduğunu göstermiĢtir. 

Ayrıca Wintner, 

 

 
0 0

1
lim

t s

t
t t

q u duds
t

     (1.3) 

 

olması halinde EĢ. 1.1 in salınımlı olduğunu ispatlamıĢtır [2]. Daha sonra EĢ. 1.3 

Fite-Wintner-Leighton kriteri olarak geniĢletilip EĢ. 1.1 in salınımlılığı ispatlanmıĢtır 

[1,3]. Leighton da  p t  pozitif sürekli bir fonksiyon olmak üzere daha genel 

 

         0p t x t q t x t     (1.4) 

 

lineer denklemi için çalıĢmalar yapmıĢtır [3]. Bizde bu çalıĢmamızda genel olarak
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    1

1 2, ,a t C t t   ve     1 2, ,q t C t t  olmak üzere 

 

         0a t x t q t x t  
 

 

denklem modelinin salınımlılık kriterleri üzerinde durup salınımlılık kriterleriyle 

ilgili var olan çalıĢmalardan bazı derlemeler yapacağız. 
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2. ÇÖZÜMLERİN DAVRANIŞLARI 

 

Bu bölümde ikinci mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemlerin özel bir 

sınıfının tüm çözümlerinin sürdürülebilirlik, sınırlı ve sıfıra yakınsak olmasını 

garanti eden koĢulları oluĢturacağız. Bu kesimde   3

0 , ,F C t    olmak üzere 

 

      , , , 0F t x t x t x t     (2.1) 

 

ikinci basamaktan adi diferensiyel denklemini ele alacağız. Bu denklemde geçen 

 x t  fonksiyonu,    0, ,xt t t     olmak üzere  ,xt   aralığında iki kez sürekli 

türevlenebilen ve EĢ. 2.1 in çözümü olan bir fonksiyondur. 0 0xt t   sayısının 

seçimi incelenmekte olan özel  x t  çözümüne bağlıdır. 

 

Ġkinci basamaktan bir diferensiyel denklemin  0,  üzerinde tanımlı aĢikar olmayan 

bir  x t  çözümü her 0t   pozitif sayısı için  0 ,t   aralığında sonsuz sayıda sıfıra 

sahipse böyle bir çözüme salınımlı çözüm, aksi halde salınımlı olmayan salınımsız 

çözüm denir. Her 1t t  için   0x t   olacak Ģekilde bir 1 0t t  varsa  x t  çözümü 

salınımsızdır. BaĢka bir deyiĢle, salınımsız bir çözüm belli bir noktadan sonra ya 

daima pozitif ya da daima negatif olmalıdır. EĢ. 2.1 in tüm çözümleri salınımlı ise o 

zaman EĢ. 2.1 e salınımlıdır deriz. Diferensiyel denklemlerin salınımlı davranıĢlarını 

inceleyeceğimiz bu çalıĢmamızda çözümlerin ayrıntılı bilgisine ihtiyacımız 

olmayacak, daha ziyade salınımlılığını göstermek için gerekli koĢulları ve bu 

koĢulların anlamlığını inceleyeceğiz. 

 

2.1. Sürdürülebilirlik, Sınırlılık ve Sıfıra Yakınsama 

 

0 0t   olmak üzere   0, , ,a q C t   ,  , ,f g C  ve 

  2

0, , ,h e C t   verilmiĢ fonksiyonlr ve y   için   0g y   olmak üzere               
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                      , , , ,a t x t h t x t x t q t f x t g x t e t x t x t             (2.2) 

 

formunda ikinci mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemini ele alalım. EĢ. 

2.2 nin yerine bazen ona denk olan 

 

 
           

1
, , , ,

x y

y a t y h t x y q t f x g y e t x y
a t

 

       
 (2.3) 

 

sistemini ele almak daha uygundur. 

 

Eğer     : max ,0p t p t   ve     : max ,0p t p t    olarak tanımlanırsa 

     p t p t p t    olur. EĢ. 2.2 ya da ona denk olan EĢ. 2.3 de    
0

x

F x f s ds  , 

 
 0

y
s

G y ds
g s

   olarak tanımlayalım ve  

 

   , ,e t x y r t   (2.4) 

 

eĢitsizliğini sağlayan bir     0 , ,r t C t   fonksiyonu var olsun. Ayrıca 

 

 , , 0yh t x y    (2.5) 

 

olsun ve 

 

 
 

y
m nG y

g y
    (2.6) 

 

eĢitsizliğini sağlayacak Ģekilde negatif olmayan m ve n sabitleri var olsun. 
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Sürdürülebilirlik ilgili teoremi vermeden önce, iyi bilinen Gronwall lemmasını 

verelim. 

 

2.1. Lemma (Gronwall EĢitsizliği): 

 

  0I ,t    reel sayıların bir alt aralığı 0, ,u q t t  için negatif olmayan sürekli 

fonksiyonlar ve 0c   bir sabit olmak üzere; 

 

     
0

, I

t

t

u t c q s u s ds t  
 

 

ise bu durumda 

 

   
0

exp , I

t

t

u t c q s ds t
 

  
 
 


 

 

dır. 

 

2.1. Teorem: 

 

 EĢ. 2.4-EĢ. 2.6 sağlansın 0t t  için   0a t   ve  F x  alttan sınırlı olsun. Eğer 

y   olması  G y   olmasını gerektiriyorsa her 0t t  için EĢ. 2.2 nin tüm 

çözümleri tanımlıdır. 

 

İspat: 

 

 Kabul edelim ki EĢ. 2.3 ün     ,x t y t  çözümü bir 0T t  noktasında sıçrama 

süreksizliği yapsın. Yani    lim
t T

x t y t


      olsun.  F x  alttan sınırlı 

olduğundan, öyle bir 0K   sabiti vardır ki  F x K   sağlanır. 
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 
 

 
 

 
1 1

, ,V x y t G t F x K
q t a t

    
 

 

tanımlayalım, o zaman 

 

 
 

 
  

 
    

 

 
  

 
    

2 2

1
, ,

1

q t a t
V x y t G y t G y t y t F x t K

q t q t a t

F x t x t
a t

 
        

 

 

 

dir.   
   0

y
s y

G y t ds
g s g y

 
    

 
 ,       

0

x

F x t f s ds f x

 
   

 
  ve EĢ. 2.3 den 

x y   olduğundan 

 

 
 

 
  

 

 
  

 

 

  
 

  
 

 

 

 
  

 

 
  

   

 

  
   

  
 

 

2 2

2 2

1
, ,

1

q t a t y t
V x y t G y t F x t K y t

q t a t q t g y t

f x t
y t

a t

q t a t y t
G y t F x t K a t y t

q t a t a t q t g y t

f x t
y t

a t

 
        



 
        



 

 

yani 

 

 
 

 

 
   

 

2 2

2

2 2

1q a y fy
V G F K a y h qfg e

q a aq g y a

q a a y h y fy
G F K

q a aq g y aq g y a

e y fy

aq g y a

  
            

 

     
            

   

 
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elde edilir. Diğer taraftan 
 

   

2

2
0

F K y y
a a h

a aqg y aqg y


     olduğundan, 

 

 

 

 
 

2

2

2

q e y
V G

q aq g y

q e y
G

q aq g y

q e y
G y

q aq g y

 
      

 

 
     

 


 

 

 

elde edilir. e r  olduğundan 

 

 
 2

q yr
V G y

q aq g y


  

 

 

olur. Ayrıca     : max ,0q t q t


   ,      max ,0q t q t


           ve 

 
 

y
m nG y

g y
   olduğundan 

 

 
 

 
  

 

   

 

   
 2

q t r t r t
V t G y t m n G y

q t a t q t a t q t


       (2.7) 

 

elde edilir. 

 

 
 

 
 

 
1 1

, ,V x y t G y F x K
q t a t

    
 

 

olduğundan 
 

 
1

G y
q t

’nin  , ,V x y t  den küçük olduğunu görüyoruz.  
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Yani 
 

 
1

G y V
q t

  dir. EĢ. 2.7 yi 0t  dan t ye integrallersek 
 

   

r t

a t q t
 nin  0 ,t T  

aralığında sınırlı olduğunu dikkate alarak  0 ,t t T  için 

 

     
 

 
  

 

   

 

   
  

0 0

0 2

0

t t

t t

q s mr s nr s
V s ds V t V t G y s G y s ds

q s a s q s a s q s





 
         
 
 
 

 

   
 

 

 

   
  

 
    

 

 

 

   
  

 
  

 

 

 

 

  
 

0
1

0

0

0 2

1 2

1

1

1

t

tK

t

t

t

t

q s r s
V t V t n G y s ds

q s a s q s

q s r s
G y t V t K n G y s ds

q t q s a s q s

q s G y sr s
G y t K n ds

q t q s a s q s







      
 
 

       
 
 

         
  
  







 

 

buluruz. Gronwall eĢitsizliğini kullanarak 

 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

0

0

1

1 2

1
exp

exp

t

t

T

t

q s r s
G y t K n ds

q t q s a s

s r s
K n ds K

q s a s







       
  

  

          
  

  




 

 

elde ederiz. Bu da gösterir ki  0 ,t T  üzerinde   G y t  sınırlıdır. Dolayısıyla 

   y t x t  olduğundan  x t  de aynı aralıkta sınırlıdır. O halde  x t
 
nin integrali 

de   0 ,t T  üzerinde sınırlıdır. Bu da EĢ. 2.3 ün çözümü olan     ,x t y t  ikilisini 

sıçrama noktasında çözüm olması kabulümüzle çeliĢir. 
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2.1. Uyarı: 

 

1. Teorem 2.1 de  , , 0e t x y   olursa EĢ. 2.4 kaldırılabilir. 

2.  g y  üzerine daha güçlü bir 

 

y k  için 
 

 
2y

MG y
g y

   (2.8) 

 

olacak Ģekilde M ve k pozitif sabitleri vardır Ģartını ekleyerek,  a t  üzerine olan 

Ģartı da kaldırabiliriz. 

 

Bu sonucun ispatı Teorem 2.1 in ispatından daha fazla detay içerdiğinden sonucun 

ispatına burada değinmeyeceğiz. 

 

Bundan sonra çözümden kastımız  0 ,t   üzerinde sürekli çözümler olacaktır. 

 

AĢağıdaki sonuçlarda, EĢ. 2.2 nin tüm çözümlerinin sınırlı olduğunu göstermek için 

yeterli Ģartlar vereceğiz. Bu sonuçlar aynı zamanda EĢ. 2.2 deki  a t  ve  g x  

fonksiyonları arasındaki iliĢkiyi de göstermektedir. 

 

2.2. Teorem:  

 

Varsayalım ki EĢ. 2.5 ve 0n   için EĢ. 2.6 sağlansın. 0t t  ve  2a  bir sabit olmak 

üzere; 

 

  0a t 
 
,    2a t a   (2.9) 

 

ve 

 



10 

 

   
 

 
1

, ,
q t

e t x y a t
n q t




 

 

olsun. Bu durumda eğer x   iken  F x   ise, EĢ. 2.2 nin tüm çözümleri 

sınırlıdır. 

 

İspat:  

 

x   iken  F x   olduğundan  F x  alttan sınırlıdır. Dolayısıyla bir 0K   

için  F x K   olarak yazılabilir. Fakat x   iken  F x   olduğundan 

 F x  in bir üst sınırından bahsedemeyiz. 

 

 
 

 
   , ,

q t
V t x y F x K G y

a t
    

 

 

tanımlayalım. Buradan 

 

   
 

 
 

 

 
    

 

 
   

          

 

 

  
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

2

2

2

, ,
F x K F x K

V t x y q t q t G y t y t
a t a t

x t f x t a t a t F x Kq t
F x K q t

a t a t

y t
y t

g y t

yfa a F Kq y
F K q ay

a a g y a

yfa a F Kq y
F K q ay h qfg e

a a g y a

aq yqf
F K

a a

              
 
 

             
  



  
    

 

  
        

 


   

  2

2

q F K a y hy yqf ey

a a g ag a ag

 
    
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 
 

 
   

2

2

a q F Kq e y a y hy
V F K

a a g y a a g y ag y

   
          

 
 

 

elde edilir. 
  

   

2

2
0

a q F K a y hy

a ag y ag y

  
    olduğundan 

  

 
 

 
  

 

 

 

  

 

 
 

 

   

, ,

, ,

q t e t x y y t
V t F x t K

a t a t g y t

q t e t x y y
F x K

a t a t g y


      


     

 

 

elde edilir. 
1 q

e a
n q

 
  

 
 olduğundan  

 

 
 

 
 

 

   

   

   
 

 

   

   
 

 

   

 

 

 

 
 

 

, ,

1

1

1

e t x yq t y
V t F x K

a t a t g y

q t q t q y
F x K

a t q t n q g y

q t q t q t y
F x K

a t q t n q t g y

q t q t y
F x K

q t a t n g y


      

  
         

 

 
      

   
      

  

 

 

elde ederiz. Bu eĢitsizliği 0t dan t ye integrallersek 

 

   
 

 

 

 
  

 

  
0

0

1
t

t

y sq s q s
V t V t F x s K ds

q s a s n g y s

   
       

  


 

 

elde ederiz. Buradan 
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   
 

 

 

 
  

 

  
0

0

t

t

y sq s q s
m nV t m nV t n F x s K ds

q s a s g y s

   
         

  


 

 

olur. Diğer taraftan 

 

 
q

V F K G
a

  
 

 

olduğundan  

 

 
q

m nV n F K m nG
a

    
 

 

dir. Ayrıca EĢ. 2.6 da 

 

 

y
m nG

g y
 

 

 

olduğundan 

 

 
 

 
ynq nq

F K F K m nG
a g y a

     

 

 

olup 

 

 

 
  

 

  
 

 
 

 

 

  
 

 
  

0

0

t

t

y tnq t
F x t K m nV t

a t g y t

y sq s nq s
m nV t F x s K ds

q s a sg y s

     

   
       

  


 

 

yani 
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 

 
  

 

  

 
 

 

 

  
 

 
  

0

0

t

t

y tnq t
F x t K

a t g y t

y sq s nq s
m nV t F x s K ds

q s a sg y s

   

   
       

  


 

 

olup Gronwall eĢitsizliğinden 

 

 

  
 

 
     

 

 
   0

0

ln ln

0 1exp

t
q t q t

t

y t nq t q s
F x t K m nV t ds K e

a t q sg y t


 

         
 


 

 

elde edilir. Dolayısıyla 

 

 

  
 

 
  

 

 
1

1

0

y t nq t q t
F x t K K

a t q tg y t
    

 

 

olur. Böylece 

 

    
 

 

 
1

1

0

nq t F x t q t
K

a t q t


 

 

olur ki bu da 0t t  için   F x t  nin sınırlı olduğunu verir. Hipotezden x   iken 

 F x   olduğundan  x t  sınırlı olmalıdır. 

 

2.3. Teorem: 

 

 EĢ. 2.5, EĢ. 2.7 ve EĢ. 2.9 un sağlandığını varsayalım, 2a  bir sabit olmak üzere 

  2a t a  ve 

 



14 

 

 

 
0t

a s
ds

a s


        (2.10) 

 

sağlansın, ayrıca  
   

 
, ,

a t q t
e t x y

Mq t


  olsun. O zaman EĢ. 2.2 nin tüm çözümleri 

sınırlıdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 2.7, tüm y ler için 
 

 
2y

A MG y
g y

   sağlayan bir 0A   sabitinin var olduğunu 

gösterir. Ayrıca  ,g C  ve   0g t   olduğundan  0 ,t t T  için 
 
1

0
g t

  ve 

sınırlıdır. Eğer 1y   ise uygun 0B   sabitleri için 
   

1y
B

g y g y
   sağlanır. 

1y   ise  
2y y  olup 

   

2y y

g y g y
  dir. O halde tüm y ler için 

 

   

2y y
B

g y g y
 

 

 

yazılabilir.  x   iken   F x   olduğundan  F x K   olacak Ģekilde 0K   

sabiti vardır. 1M   ise 

 

 
 

 
   , ,

q t
V t x y F x K G y A B

a t
      

 

 

olarak tanımlayalım. Bu durumda 
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   
 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
   

       

 

 

 

 

 
   

       

   

 

 

 

 
 

 

2

2

F x K F x K
V t q t q t G y y

a t a t

F x x a t a t F x Kq t q t
F x K q t G y

q t a t a t

f x a t y a t F x Kq t q t yy
F x K q t

q t a t a t g y

q t q t q t
F x K

q t a t

          
  

                    
    

                
    

 
       

 

 

 

     

 

   
 

 
 

   

 

   
   

2

2

2

2

1

a t q t F x Kf x y

a t a t

y
a y h qfg e

g y a t

a q F x Kq q qfy a y hy
F x K

q a a a ag y ag y

qfy ey

a ag y

q q a q a y ey hy
F K F K

q a a a ag y ag y

   

  
     

  

              
 

 

       
         

   

 

 

elde edilir. Diğer taraftan    max ,0a a


     olduğundan 

 

 
 

 
   

 
 

 
   

 
 

 
   

2

2

2

aq q q y ey hy
V F K F K

q a a a g y ag y

aq q q y ey
F K F K

q a a a g y ag y

a e yq q q y
F K F K

q a a a g y ag y







   
              

   
             

   
               

 

elde edilir. 
 a q

e
M q





 olduğundan 
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 
 

 
 

 

 

 
 

 
   

 
 

 
 

 

2

2

2

aq
y

aq q q y Mq
V F K F K

q a a a g y ag y

a q yq q q y
F K F K

q a a a g y Mqg y

ayq q q y
F K F K

q a Mg y a a g y









   
              

    
             

   
            

   

 

 

elde edilir. Burada 

 

   
 

2y y
B B A MG y

g y g y
    

 

 

dir. Dolayısıyla 

 

 
      

1 1 1y
B A MG y A B G y

M g y M M
      

 

 

elde edilir. Eğer  
 

 
2y

A MG y
g y

 

 

olduğunu kullanırsak, 

 

 
 

 
 

 

     
 

   

     
 

   

     
 

   

2

1

1

1

ayq q q y
V F K F K

q a Mg y a a g y

aq q q
F K A B G y F K A MG y

q a M a a

aq q q
F K A B G y F K A B MG y

q a M a a

aq q M q
F K A B G y F K A B MG y

q a M M a a

q

q









   
             

   

    
            

   

    
             

   

    
              

   


      

   
   

1 1a F Kq q
F K A B G y M A B G y

a M a a M M


   

          
   
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elde ederiz. 1M   olduğunda 
1

1
M

  dir. O halde eĢitsizlikteki 
1

M
 yerine 1 yazarsak 

  

     
 

     
aq q q

V F K A B G y M F K A B G y
q a a a


    

              
     

 

Ģeklinde eĢitsizliği büyütebiliriz. Daha sonra 

 

   
 

   

   
 

aq q q
V F K A B G y M F K A B G y

q a a a

aq q
F K A B G y M

a q a





    
              

   

  
            

 

elde ederiz. Bu eĢitsizliği 0t dan t ye integrallersek 

 

       

 

 

 
 

 

 

 
 

0

0

0

0

t

t

V s

t

t

aq q
V t V t F K A B G y M ds

a q a

a sq s
V t M V s ds

q s a s





  
           

       
 
 



  

 

buluruz, Gronwall eĢitsizliğinden 

 

   

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

0

0 0

0

ln

0

0 2

0 0

0 2

1

0 0 0

;

t

t

t

t

a sq s
M ds

q s a s

a s
q t M ds

a sq t

V t V t e

V t e e

q t Ma t
V t a t a

q t a t

V t a q t q t
K

a t q t q t





     
  
 

  







  

  
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olduğu görülür. Böylece  0 ,t T  deki tüm t ler için 

 

 
 

 1

0

q t
V t K

q t


 

 

olduğundan  V t sınırlıdır. O halde x   için 

 

 
 

 
   

q t
V t F x K G y A B

a t
       

 

 

sınırlı olmalıdır. Dolayısıyla  x t  nin sınırlılığı Teorem 2.2 de olduğu gibi elde 

edilir. Eğer 1M   ise ve 

 

 
 

 
     

1
, ,

q t
V t x y F x K G y A B

a t M
       

 

 

Ģeklinde tanımlanırsa, benzer yolla 

 

 
 

 
 
 

 
q t a

V t V t
q t a t

  
   

 
   

 

elde edilir ve yukarıdakine benzer sonuçlar bu durum için de geçerli olur. 

 

2.1. Sonuç:  

 

Teorem 2.2 ya da Teorem 2.3 ün hipotezlerine, 2q  sabit olmak üzere   2q t q  ve
 

y   iken  G y   koĢulları eklenirse EĢ. 2.3 ün tüm çözümleri sınırlı olur. 
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İspat:  

 

Teorem 2.2 nin ispatında 

 

 
 

 
   , ,

q t
V t x y F x K G y

a t
     

 

 

Ģeklinde tanımlayıp 

 

 
 

 

 

 
 

 
1q t q t y

V t F x K
q t a t n g y

   
        

    

 

olduğunu bulmuĢtuk. m , n  0 olmak üzere 

 

 
 

y
m nG y

g y
 

 

 

olduğundan 

 

 
 

 

 

 
    

 

 
 

1q t q t
V t F x K m nG y

q t a t n

q t m
V t

q t n

   
         

  

  
   

   

 

buluruz. . Bu eĢitsizliği 0t dan t ye integrallersek 

 

   
 

 

 

 
 

0

0

0

ln

t

t

q t q sm
V t V t V s ds

n q t q s


   

 

 

bulunur. Böylece Gronwall eĢitsizliğinden, 2K  bir sabit olmak üzere 
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 
 

 

 

 
0

2 2

0

exp

t

t

q s q t
V t K ds K

q s q t

 
    

 
 


 

 

elde edilir ki bu da  V t  nin sınırlılığını verir.  y t  nin sınırlılığı da  G y  nin 

sınırlılığından kaynaklanır. 
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3. AYIRMA VE KARŞILAŞTIRMA KRİTERLERİ YARDIMIYLA 

    SALINIMLILIK 

 

3.1. Sturm Karşılaştırma Teoremi 

 

3.1. Teorem (Sturm KarĢılaĢtırma Teoremi):  

 

 1 2,t t   aralığında        , 0x t x t q t x t    denkleminin 

       1, 0y t y t q t y t    denkleminin aĢikar olmayan çözümü olsun. 

   1 2 0x t x t   ve  1 2,t t t  için   0x t   olsun.       1 1 2, , ,q t q t C t t  olmak 

üzere  1 2,t t t   için         1 1,q t q t q t q t   sağlanıyorsa    1 2, ,y t t t  

aralığında iĢaret değiĢtirmelidir.  

 

Ġspatı standart methodla “Wronskian argümentine” bağlı olarak yazabiliriz. 

 

   
   
   

       

, :
y t x t

W y t x t
y t x t

y t x t x t y t

     

  
 

 

eĢitliği  x t  ve  y t ’nin wronskiani olmak üzere  1 2,t t t  için   0x t   ve 

  0y t   olsun. Bu durumda 

 

                

             

        

1

1

d
y t x t x t y t y t x t x t y t

dt

y t q t x t x t q t y t

q t q t x t y t

     

   

 
 

 

elde ederiz. Bu eĢitliği 1t  den 2t  ye intagrallersek  
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               
2

2

1

1

1

t
t

t
t

y t x t x t y t q s q s x s y s ds      
 

 

elde ederiz. Kabulümüz gereği  1 2,t t  de   0x t   ve   0y t   olduğundan  

 2 0x t   ve  1 0x t   olduğunu elde ederiz ki bu bizi bir çeliĢkiye ulaĢtırır. Bu da 

  0y t   olamayacağını verir. Bu sonuç       1

1 1 2, , ,a t a t C t t   ve 

      1 1 2, , ,q t q t C t t  olmak üzere 

 

         0a t x t q t x t  
 

 

ile 

 

        1 1 0a t y t q t y t  
 

 

denklemlerinin çözümlerine kolayca geniĢletilebilir. Bunu ispatlamak için 

 

                     1

d
y t a t x t x t a t y t q t q t x t y t

dt
   

 

 

Sturmian özdeĢliği yeterli olacaktır. 

 

Ancak,       1

1 1 2, , ,a t a t C t t   ve       1 1 2, , ,q t q t C t t  olmak üzere 

 

         0a t x t q t x t     (3.1) 

 

ile 
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        1 1 0a t y t q t y t     (3.2) 

 

denklemlerinin çözümlerini  1 2,t t  de 

 

            1 1 1,    ve   q t q t q t q t a t a t     (3.3) 

 

hipotezleri altında karĢılaĢtırmak istersek, Sturmian özdeĢliği
  

 

              1 1 1

d
ya t x xa t y q t q t xy a t a t x y

dt
       

 

 

formunu alır.  x t  ve  y t ’nin iĢaretleri bilinmediğinden kullanıĢlı değildir. Ancak 

  0y t   ise o zaman bu özdeĢlik Picone tarafından modife edilir [4]. Daha genel bir 

 

 

 
                   

           
 

 
 

2

1 1

2

2

1 1

x td
y t a t x t x t a t y t q t q t x t

dt y t

x t
a t a t x t a t x t y t

y t

 
     

 

 
       

 

 (3.4) 

 

özdeĢlik halini alır. Burada    1 2 0x t x t  ,  1 2,t t  de   0y t   ve  1 2,t t  de EĢ. 3.3 

sağlanırsa, istenen çeliĢkiyi elde etmek için EĢ. 3.4 ü 1t  den 2t  ye intagrallemek 

yeterli olacaktır. 

 

Dolayısıyla EĢ. 3.4  Picone özdeĢliği, elementer olarak sağlanır bununla beraber 

Sturm’un orjinal teoreminin ispatı zor da olsa gerçekleĢir. Bu sonuç aĢağıda ispatsız 

olarak ifade edeceğimiz Sturm-Picane teoremi olarak bilinir. 
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3.2. Teorem: 

  

Eğer EĢ. 3.1 in    1 2 0x t x t 
 
özelliğine sahip,  1 2,t t  aralığında 

 

             
2

1

2 2

1 1 0

t

t

a s a s x s q s q s x s ds        
 

 

eĢitsizliğini sağlayan aĢikar olmayan reel değerli bir  x t  çözümü varsa, o zaman EĢ. 

3.2 nin her  y t  çözümü ya 

 

(i)  y t ,  1 2,t t  aralığında en az bir sıfıra sahiptir; 

 

ya da 

 

(ii)  y t ,  1 2,t t  aralığında  x t  nin bir sabit çarpanıdır. 

 

özelliklerinden birine sahiptir [5-6]. 

 

3.2. Karşılaştırma Teoremleri ve Salınımsızlık Teoremleri 

 

Bu bölümde, daha sonraki bölümlerde salınımlılık teoremlerini ispatlamada sık sık 

kullanacağımız bazı salınımsızlık teoremlerini ispatsız olarak vereceğiz. 

 

3.1. Lemma:  

 

EĢ. 3.1 in salınımsız olması için gerek ve yeter koĢul eninde sonunda  

 

 
 

 
 

2

0
u t

u t q t
a t

   
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eĢitliğini sağlayan bir     1

0 , ,u t C t   fonksiyonunun var olmasıdır [5]. 

              1 1

0 0 0, , , , , , , ,a t C t p t C t q t C t       ve  ,f C  

olmak üzere  

 

              0a t x t p t x t q t f x t                                                    (3.5) 

 

daha genel denklemini ele alalım. Burada 

 

(i) 0x   için   0xf x 
 

 

ve 

 

(ii) k bir reel sabit olmak üzere 0x   için   0f x k  
 

 

olduğunu kabul edeceğiz. 

 

3.3. Teorem:  

 

    2

0 , ,t C t    olan bir fonksiyon olsun. EĢ. 3.5 salınımsız ise 

 

          * 0a t t y t kQ t y t      (3.6) 

 

denklemi de salınımsızdır. Burada 

 

                   * *2 * *Q t t q t ka t h t a t h t p t h t
 

    
 

 (3.7) 

 

ve 
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 
       

   
*

2

p t t a t t
h t

ka t t

 




   (3.8) 

 

dır [7]. 

 

3.1. Sonuç:  

 

   * *,Q t h t  sırasıyla EĢ. 3.7, EĢ. 3.8 de tanımlanan fonksiyonlar olmak üzere EĢ.3.6 

salınımlı olacak Ģekilde bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonuna sahipse, o zaman 

EĢ. 3.5 de salınımlıdır. 

 

3.1. Uyarı:  

 

EĢ. 3.8 den  t  fonksiyonunun 

 

   
 

 
*exp 2

2

t p s
t k h s ds

ka s


  
        

   (3.9) 

 

olarak tanımlanabileceği açıktır. 

 

 f x x  ile   0p t   olan özel durumu için yani EĢ. 3.5 in EĢ. 3.1 e indirgenmesi 

durumu için aĢağıdaki ilginç sonucu verelim. 

 

3.2. Lemma:  

 

    2

0 , ,t C t    verilen bir bir fonksiyon olsun. O zaman EĢ. 3.1 in salınımlı 

olması için gerek ve yeter koĢul 

 

           0a t t w t Q t w t      (3.10) 



27 

 

denkleminin de salınımlı olmasıdır. Burada 

 

              2Q t t q t a t h t a t h t
     

  (3.11) 

 

ve 

 

 
 

 2

t
h t

t






    (3.12) 

 

dir. 

 

Teorem 3.2 ile Lemma 3.2 yi birleĢtirirsek aĢağıdaki sonucu elde ederiz. 

 

3.4. Teorem: 

 

      1

1 1 2, , ,a t a t C t t   ve       1 1 2, , ,q t q t C t t  olsun. 

 

            1 20, 0a t x t q t x t x t x t    
 

 

Sınır Değer Problemi  1 2,t t  üzerinde   0x t   olan bir  x t  çözümüne sahip olsun  

 

              2

1 1 1 1 1 1 1Q t t q t a t h t a t h t
     

 (3.13) 

 

ve 

 

 
 

 
1

1

12

t
h t

t






    (3.14) 

 



28 

 

olmak üzere 

 

                  
2

1

2 2

1 1 1 0

t

t

a s s a s s x s Q s Q s x s ds       
 

 

olacak Ģekilde       2

1 1 2, , ,t t C t t    iki fonksiyon var olsun. O zaman  x t  

ve  y t  orantılı olmadıkça EĢ. 3.2 nin her  y t  çözümü  1 2,t t  aralığında sıfıra 

sahip olmalıdır. 

 

3.2. Sonuç:  

 

      1

1 0, , ,a t a t C t    ve       1 0, , ,q t q t C t   olsun 1,Q Q  sırasıyla EĢ. 

3.11 ve EĢ. 3.13 de tanımlanan fonksiyonlar olmak üzere  0 ,t   üzerinde 

       1 1a t g t a t t  ile    1Q t Q t  sağlayan iki       2

1 0, , ,t t C t     

fonksiyonu var olsun. Bu durumda EĢ. 3.1 salınımlı ise EĢ. 3.2 de salınımlıdır. 

 

3.1. Örnek:  

 

 1,  aralığında c ile 1c  reel sabitler olmak üzere 

 

   
2

0
c

x t x t
t

     (3.15) 

 

Euler diferensiyel denklemi ile 

 

    2

1 0t y t c y t
     (3.16) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım EĢ. 3.15 deki Euler denklemi 
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2 0t x cx    

 

olarak yazılabilir. 
d

D
dt

  olmak üzere  bu denklemi operatör formunda 

 

 2 2 0t D c x 
 

 

olarak yazabiliriz. ut e  ve 1tD D  denirse bu denklem 

 

  1 1 1 0D D c x    

 

veya 

 

 2

1 1 0D D c x  
 

 

halini alır. Bu denkleme karĢılık gelen karakteristik denklem 

 

2 0r r c    

 

dır. 

 

2 4 1 4b ac c      

 

olduğundan 0   ise salınımlı 0   ise salınımsız olur. Bu yüzden 
1

4
c   ise 

salınımlı 
1

4
c   ise salınımsızdır. 

 

EĢ. 3.15 de   1g t  , EĢ. 3.16 da  1 2

1
t

t
   olsun. O zaman Sonuç 3.2 den EĢ. 3.16, 
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1

1

4
c c    ise salınımlı ve 

1

1

4
c c   ise salınımsız olduğunu söyleyebiliriz.  

 

      1 0, , ,t t C t    , Q, h, 
1Q  ve 1h  fonksiyonları sırasıyla EĢ. 3.11, EĢ. 

3.12, EĢ. 3.13 ve EĢ. 3.14 de tanımlanan fonksiyonlar, 

 

       1 1

1 1
ds ds

a s s a s s 

 

      (3.17) 

 

ve 0t t  sabiti için 

 

       1 1,
t t

t Q s ds t Q s ds 
 

         (3.18) 

 

olsun. 

 

3.5. Teorem: 

 

AĢağıdaki dört durum birbirine denktir. 

(i) EĢ. 3.1 salınımsızdır. 

(ii) Bir 0T t  sayısı ve bir     , ,v t C T   fonksiyonu vardır ki 

 

   
 

   

2

,
t

v s
v t t ds t T

a s s






     (3.19) 

 

olarak yazılabilir. Eğer  w t , EĢ. 3.10 un salınımsız bir çözümü ise  v t , t T  için 

 
     

 

a t t w t
v t

w t

 
  olarak alınabilir. 

(iii) Bir 0T t  sayısı ile     , ,v t C T   fonksiyonu vardır ki  
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   
 

   

2

,
t

v s
v t t ds t T

a s s






     (3.20) 

 

dır. 

(iv) t T  için 

   
 

   

2

0
y t

y t Q t
a t t

      (3.21) 

 

olacak Ģekilde 0T t  için bir     1 , ,y t C T   fonksiyonu vardır [7]. 

 

3.6. Teorem:   

 

AĢağıdaki üç durum birbirine denktir. 

(i) EĢ. 3.1 salınımsızdır. 

(ii) 0T t  sayısı ile bir     , ,z t C T   fonksiyonu vardır ki 

 

   
 

   
 2

,
,

t

s t
y t t y s ds t T

a s s








     (3.22) 

 

sağlanır. 

(iii) 0T t  ile bir     , ,y t C T   fonksiyonu vardır öyle ki 

 

   
 

   
 2

,
,

t

s t
z t t z s ds t T

a s s








     (3.23) 

 

sağlanır. Burada 

 

 
 

   
 

2

,
t

s
t s t ds

a s s


 





    (3.24) 
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 
 

   
, exp 2

s

t

s t d
a

 
 

  

 
   

 
   (3.25) 

 

dır [7]. 

 

3.7. Teorem:   

 

AĢağıdaki üç durum birbirine denktir. 

(i) EĢ. 3.1 salınımsızdır. 

(ii) 0T t  ile bir     , ,y t C T   fonksiyonu vardır ki 

 

     
 

   

2

* * , ,
t

y s
y t t s t ds t T

a s s
 





                                     (3.26) 

 

sağlanır. 

(iii) 0T t  ile bir     , ,z t C T   fonksiyonu vardır öyle ki 

 

     
 

   

2

* * , ,
t

z s
z t t s t ds t T

a s s
 





     (3.27) 

 

dır. Burada 

 

   
 

   

2

* * ,
t

s
t s t ds

a s s


 





    (3.28) 

 
   

   
* , exp 2

s

t

s t d
a

   
 

  

 
   

 
   (3.29) 

 

dır [7]. 
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3.8. Teorem (Sturm Ayırma Teoremi): 

 

Herhangi bir I   aralığında t I   için      , ,p t q t h t  sürekli fonksiyonlar ve 

  0p t   olmak üzere  x t  ve  y t ,          0p t x t q t x t    diferensiyel 

denkleminin lineer bağımsız çözümleri ise, sıfırları I aralığında birbirlerinin 

sıfırlarını ayırırlar. Yani  x t  ile  y t  nin  ortak sıfırları yoktur ve bu çözümlerden 

birinin ardıĢık sıfırları arasında diğerinin bir tane sıfırı vardır [8]. 

 

3.3. Salınım Kriterleri 

 

Bu bölümde 0 0t   için     0 , ,a t C t   ,     0 , ,q t C t   ve  ,f C  

verilen fonksiyonlar olmak üzere 

 

          0a t x t q t f x t     (3.30) 

 

tipindeki ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin iyi bilinen bazı salınım 

kriterlerini ele alacağız. Burada 

 

(i) 
 

0
ds

a s




 

 

(ii) 0x   için   0xf x   ve   0f x     

 

olduğunu kabul edeceğiz. 

 

3.9. Teorem:  

 

(i) ve (ii) sağlansın. Eğer  
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 q s ds



    (3.31) 

 

ise EĢ. 3.30 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Varsayalım ki  x t , EĢ. 3.30 un salınımsız bir çözümü olsun. O zaman 1 0t t t   için 

  0x t   olduğunu söyleriz. Bu durumda  x t  ya pozitiftir yada negatiftir. 1t t  için 

 

 
   

  
a t x t

w t
f x t




 

 

Ģeklinde tanımlayalım. O zaman 1t t  için 

 

 
              

  

       
  

        
  

2

2 2

a t x t f x t a t x t f x t
w t

f x t

q t f x t f x t a t x t x t f x t

f x t f x t

  
 

  
 

 

   
    

 
 

2f x t w t
w t q t q t

a t


        (3.32) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.32 yi 1t  den t ye integrallersek 

 

     
1

1

t

t

w t w t q s ds  
 

 

elde ederiz. ġimdi 1t t  için   0x t   olduğunu varsayalım 1t t  için   0x t   

durumunun ispatı da benzerdir bu yüzden ihmal edebiliriz. EĢ. 3.31 e göre 2 1t t  
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olmak üzere 2t t  için   0x t   dır. EĢ. 3.31 ayrıca, 2T t  olmak üzere t T  için 

 
2

0

T

t

q s ds   ve   0

t

T

q s ds   olduğunu gösterir. EĢ. 3.30 a kısmi integrasyon 

kullanarak T den t ye  integral alırsak 

 

            

               

t

T

t t s

T T T

a t x t a T x T q s f x s ds

a T x T f x t q s ds f x s x s q u duds

  

 
     

 



  
 

 

elde ederiz.      0, 0, 0, 0

t

T

f x q s ds f x x      olduğundan  

 

       a t x t a T x T 
 

 

olur. Buradan 

 

     
 
1

x t a T x T
a t

 

 

 

olur. Bu eĢitsizliğin de T den t ye integralini alırsak 

 

       
 

t

T

ds
x t x T a T x T

a s
  

 

 

elde ederiz. t   iken x  dır. Bu ise çeliĢki oluĢturur. 

 

3.2. Uyarı:  

 

Teorem 3.9, 0   reel bir sabit olmak üzere  
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           sgn 0a t x t q t x t x t
     (3.33) 

 

Emden-Fowler denklemine uygulanabilir. 

 

EĢ. 3.33 de 1   olduğunda Teorem 3.9 da izlenen geliĢmeleri elde etmek için 

Lemma 3.2 yi kullanabiliriz. 

 

3.10. Teorem:  

 

 Q t , EĢ. 3.11 de tanımlanan fonksiyon olmak üzere, 

 

   
1

ds
a s s



    (3.34) 

 

ve 

 

 Q s ds



    (3.35) 

 

eĢitliklerini sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu varsa EĢ. 3.1 salınımlıdır 

[9-10]. 

 

3.3. Uyarı:  

 

EĢ. 3.5 in daha genel denklemini Teorem 3.10 a uygulamak için Teorem 3.3 ü 

kullanabiliriz. 

 

3.2. Örnek:  

 

c reel bir sabit olmak üzere 
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 
 

 22

1
0

4 ln

c
x t x t

t t t

 
    

  

                                                                            (3.36) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım. Teorem 3.9 un, EĢ. 3.36 ya uygulanamayacağını 

kontrol etmek kolaydır. 

 

1

4
c   ise, 

 

 
 

2

22 2 2

1 ln 4

4 4 lnln

c s c
q s ds ds ds

s s ss s

     
       

    
  

 

  

olduğunu kolayca söyleyebiliriz. Ancak   lng t t t  alırsak, o zaman EĢ. 3.12 den 

1t   için 

 

 
 

 

1
ln

1

2 2 ln

t tt th t
t t t





 
  

     
 
   

 

elde ederiz. 

 

 
1 1 1

ln
ln

ds ds du u
s s s u

  


      
 

 

ve  Q t , EĢ. 3.11 de tanımlanmıĢ olup 

 

         2Q s ds s q s h s h s ds
 

       
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 
 

22 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
ln

4 4 2 ln 4 lnln

1 1 1

2 2 ln 2 ln

4 1

4 ln

c
Q s ds s s

s s s s s ss s

ds
s s s s s

c
ds

s s

 




    




   






 



  

buluruz. Burada 
1

4
c   ise 

4 1

4 ln

c
ds

s s




   olur. 

 

Dolayısıyla 
1

4
c   olduğunda Teorem 3.10 un tüm Ģartları sağlanır ve böylece 

1

4
c   

ise EĢ. 3.36 nın salınımlı olduğunu söyleyebiliriz. Teorem 3.6 ve 3.7 nin sonucu 

olarak EĢ. 3.1 in salınımlılığı için aĢağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

3.3. Sonuç:  

 

 t  yi EĢ. 3.24 de tanımlandığı Ģekilde alalım. Eğer 

 

 

   

 

   

2

exp 2

ss
d ds

a s s a

  


   

  
   

 
 

 

 

ya da 

 

 

   

   

   

2

exp 2
s

d ds
a s s a

    


   

  
   

 
 

 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 
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3.3. Örnek: 

  

 1,  aralığında 
1

4
c   için 

 

   2
0

c
x t x t

t
     (3.15) 

 

Euler diferensiyel denklemini ele alalım. Burada 1 4 1 1c      olmak üzere 

 g t t  alalım. EĢ. 3.12 de  
 

 2

t
h t

t






   olduğundan 

 

 

 

1

2

2

2

t
h t

t

h t
t













  
 

 

buluruz. EĢ. 3.18 de    
t

t Q s ds


   olduğundan 

 

                

 

2

2
2

2 2 2

2

2

2 1 2
1

4 2

2 4

4

2 4 2 4

4 1 4 1

t t

t

t

t Q s ds s q s a s h s a s h s ds

c
s ds

s s s

c
ds

s

c s
t






 

 

 

   

 

 












      

 
   

 

 


   
  

 

 





 

 

elde ederiz. Burada 
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 

   

 

 

2

2

2

2 4 1
exp 2 exp 2

4 1

1 2 4
exp ln

2 1

1 2 4

2 1

t ts c
ds ds

s s

c
t

c
t

  

 

 



 



    
          

  
    

 
 



 

 

 

olduğundan

  

 

 

 

   

3
2 21 2 4

exp 2
2 1

ss c
d ds s ds

s


    


   

     
           

  
 

 

olur. Dolayısıyla 
1

4
c   ise Sonuç 3.3 den EĢ. 3.15 salınımlıdır. 

 

3.4. Örnek:  

 

, 0, 0     ve c birer sabit olmak üzere 

 

   2

sin
0

t c
x t x t

t t

  
    

 
  (3.37) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım. 
1 1 2

max ,
2 2




 
  

 
 olmak üzere 

 

 
cos

exp 2

t
s

t ds
s s
  




  
    

  


 

 

alalım. O zaman t   iken    2 2t t t      
 
dır. 
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   

 

 

cos
2

cos
2

t
s

t ds t
s s

t t

t t t





  
 



   

 

  
     

  

  
   

 



 

 

olduğundan 

 

 
 

 
cos

2

t t
h t

t t t
   

 


   

 

 

elde ederiz. Ayrıca t   iken 

 

 

   

 

   
 

2

2
2 2

2 2 1

2 2

2 2 2 1

2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 1

sin 2 cos

cos sin cos

2 coscos 2

2 2

Q t q ah ah

t c t
t t

t t t t

t t t

t t t t

tc t
Q t t t

t t t t

  

 

  

  

  



    




      



       


  

  





  



   
  


      




    



  
       

   

 

elde ederiz. ġimdi Ģu üç durumu ele alalım: 

 

Durum 1:  

 

0 1   ise  1 2 2 1 2     alalım. O zaman t   iken 

 

   
 

 

 

    
 

2
2 2 1 2 1

2

2
2 2 2

2

2 2 2 1

exp 2 exp 1
2 2 2 1 2 2

t

t

t Q s ds t t

s
ds t t

s

  

 


 

  

 


    



    

 

  
 

   
               




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ve 

 

 

 

 

 

2

exp 2

ss
d ds

s

  


  

  
   

 
 

 

 

olur. Sonuç 3.3 den 0 1c   ise EĢ. 3.36 nın salınımlı olduğu sonucu çıkar. 

 

Durum 2:  

 

1   ve    2 21 4 2c     ise 
2

2

1 1 1 1
min ,

2 2 2 2 4
c






  
       

  

 alalım. O 

zaman t   iken 

 

 
 

 
 

 

 
    

 
2 2 2 2

2 2 2

2 1 2 2

2

2 1 2 2 1

2

2 1 2

exp 2 1

t
c

c
t t t

s
ds t t

s

 

      

   
 

 






   

     

  
 



 
      

 


 

 

ve  

 

 

 

 

 

2

exp 2

ss
d ds

s

  


  

  
   

 
 

 

 

olur. Sonuç 3.3 den    2 21 4 2c     ve 1   ise EĢ. 3.36 nın salınımlı olduğu 

sonucu çıkar. 

 

Durum 3:  

 

1   ve 
1

4
c   ise 

1 1 1 1
min ,

2 2 2 4
c

  
      

  

 alalım. O zaman t   iken 
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   

 

 
   

 
2

2
2 1 2 2

2 1 2 2 1

1 2

exp 2 1

t
c

c
t t t

s
ds t t

s

 

   

 
 








   

    

 
 



 
      

 


 

 

ve 

 

 

 

 

 

2

exp 2

ss
d ds

s

  


  

  
   

 
 

 

 

olur. Sonuç 3.3 den 1  ve 1 4c   ise EĢ. 3.36 nın salınımlı olduğu sonucu ortaya 

çıkar. 

 

EĢ. 3.36, tüm ihtimaller için salınımlı olduğundan EĢ. 3.36 salınımlıdır deriz.      

 q t  üzerindeki ek bir Ģart altında, EĢ. 3.31 tüm büyük 0T t  lar için 

 

 limsup

t

t
T

q s ds


    (3.38) 

 

Ģartıyla yer değiĢtirilebilir. Buna göre aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

3.11. Teorem:  

 

(i) ve (ii) koĢullarının sağlandığını kabul edelim. Eğer tüm yeterince büyük 0T t  lar 

için 

 

 liminf 0

t

t
T

q s ds


   (3.39) 

 

ve EĢ. 3.38 sağlanırsa EĢ. 3.30 salınımlıdır. 
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İspat:  

 

 x t , EĢ. 3.30 un salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 1 0t t t   için 

  0x t   olduğunu söyleyelim. Teorem 3.9 daki gibi 
1t t  için 

 

 
   

  
a t x t

w t
f x t




 

 

tanımlayalım. O zaman 1t t  için 

 

 
              

  

       
  

        
  

2

2 2

a t x t f x t a t x t f x t
w t

f x t

q t f x t f x t a t x t x t f x t

f x t f x t

  
 

  
 

 

   
    

 
 

2f x t w t
w t q t q t

a t


        (3.32) 

 

 

elde ederiz. ġimdi Ģu üç durumu düĢünelim. 

 

Durum 1:  

 

 x t  nin iĢaretlerinin değiĢtiğini kabul edelim. o zaman   0nx T   sağlayan ve 

lim n
n

T


   olan bir  
1n n

T



 dizisi vardır. EĢ. 3.39 u sağlayan yeterince büyük bir  N 

seçelim EĢ. 3.32 yi nT  den t ye  integrallersek 

 

   

  
 

n N

t t

T T

a s x s
ds q s ds

f x s

 
  

 
 
   
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   

  
   

  
 

N

t

N N

N T

a t x t a T x T
q s ds

f x t f x T

 
    

   

  
   

  
 limsup limsup 0

N

t

N N

t t
N T

a t x t a T x T
q s ds

f x t f x T 

  
    

 
 


 

 

elde ederiz. Bu EĢ. 3.38 ile çeliĢir. Dolayısıyla  x t  nin salınımlı olmasıyla da 

çeliĢir. 

 

Durum 2:  

 

Tüm 2 1t t t   için   0x t   olduğunu kabul edelim. O zaman EĢ. 3.32 den 

 

   

  
   

  
 

2

2 2

2

0

t

t

a t x t a t x t
q s ds

f x t f x t

 
  

 

 

elde ederiz. Daha sonra EĢ. 3.38 den 

 

   

  
 

   

  

2

liminf liminf

liminf

t

t t
t

t

a t x t
q s ds

f x t

a t x t

f x t

 




 


 



 

 

olur. Bu da bir çeliĢkidir. 

 

Durum 3:  

 

3 0t t t   için   0x t   olduğunu varsayalım EĢ. 3.39 gösterir ki her 4 3t t  için bir 

4T t  vardır öyle ki tüm t T  için   0

t

T

q s ds   dır. Belirttiğimiz gibi 3T t  

seçersek ve EĢ. 3.30 u integrallersek 
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            
t

T

a t x t a T x T q s f x s ds   
 

 

kısmi integrasyon yardımıyla 

 

                   
t t s

T T T

a t x t a T x T f x t q s ds f x s x s q u duds       
 

 

buluruz. Dolayısıyla 

 

       a t x t a T x T 
 

 

olur. Buradan 

 

     
 
1

x t a T x T
a t

 

 

 

olur. Bu eĢitsizliği de T den t ye integrallersek 

 

       
 
1

t

T

x t x T a T x T ds
a s

  
 

 

buluruz. Buradan t   iken  x t   olur. Fakat bu 1t t  için   0x t   

olmasıyla çeliĢir.  x t  için tüm ihtimaller olasılık dıĢı olduğundan kabulümüz 

yanlıĢtır. Yani,  x t  salınımlı olmalıdır. 1 0t t t   için   0x t   durumunun ispatı da 

benzer Ģekilde yapılır. 
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3.4. Salınım Kriterleri – Aralık Ortalama 

 

Bu bölümde 

 

         0a t x t q t x t     (3.1) 

 

ve 

 

              0a t x t p t x t q t f x t      (3.5) 

 

denklemlerinin salınım davranıĢını incelemek için “aralık ortalama” tekniğini 

kullanacağız. Kullandığımız kriterler değiĢken katsayıların integrallerinin ortalama 

davranıĢlarını içerir. Bu kriterlerin motivasyonu 0 0t   olmak üzere  0 ,t   aralığında 

EĢ. 3.1 in disconjugate özellikli olmasıdır. 

 

3.12. Teorem:  

 

Eğer 

 

 
0

1
s

t

a u du ds


  

  
 
 
    (3.40) 

 

ve 

 

 
0 0

1
lim

t s

t
t t

q u duds
t

     (3.41) 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 
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İspat:  

 

 x t , EĢ. 3.1 in salınımsız bir çözümü olsun. Genelliği bozmaksızın 0 0t t   için 

  0x t   olsun. 0t t  için 

 

   
 

 

x t
w t a t

x t




 

 

tanımlayalım. O zaman, 0t t   için 

 

 
            

 

     

 

    
 

 
 

 

2

2
2

2 2

a t x t x t a t x t x t
w t

x t

a t x tq t x t x t w t
q t

x t x t a t

  
 


    

 

   
 

 21
w t q t w t

a t
      (3.42) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.42 yi 0t  dan t ye iki kez integrallersek sırasıyla 

 

     
 

 

    
 

 
 

 
 

 
     

0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2

0

2

0 0

2

0 0 0

t t

t t

t t s t s

t t t t t

t t s t s

t t t t t

w s
w t w t q s ds ds

a s

w u
w s ds w t t t du ds q u duds

a u

w u
w s ds duds w t t w t t q u duds

a u

   

 
     

 
 

   

 

    

    
 

 

elde ederiz. k bir sabit olmak üzere  0w t k  dersek 
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 
 

 
   

0 0 0 0 0

2

0 0

1
t t s t s

t t t t t

w u
w s ds duds t k q u duds w t t

a u t

 
    

 
 

    
 

 

elde ederiz. EĢ. 3.41 i göz önüne alırsak 
1t t  için 

 

 
 

 
0 0 0

2

0

t t s

t t t

w u
w s ds duds

a u
   

 

 

sağlayacak Ģekilde bir 1 0t t  vardır. Buradan 1t t  için 

 

 
 

 
 

0 0 0

2t s t

t t t

w u
F t duds w s ds

a u
    

 

 

elde ederiz.  F t  negatif olmayan bir fonksiyon olduğundan 

 

   
0

2

2

t

t

F t w s ds
 

  
 
 
   (3.43) 

 

olmalıdır. Schwartz eĢitsizliğinden 1t t  için 

 

   
 

 
 

 

 
0 0 0 0

22
2t t t t

t t t t

w s w s
w s ds a s ds a s ds ds

a sa s

     
        

     
     
   

 

 

elde ederiz. 2t t  için   0F t   olacak Ģekilde bir 2 1t t  olduğunu kontrol etmek 

kolaydır. Bu yüzden 2t t  için 
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   

 

 
0

0
0

2

2

1 1
t

t
t

t

t
t

w s
ds

a s
a s ds w s ds

 
 

 
 
 


 

 

     
0

1

2

t

t

a s ds F t F t




 

 
 
 
   (3.44) 

 

dir. EĢ. 3.44 ü 2t  den t ye integrallersek 

 

 
     

2 0

1

2 2

1 1 1
t s

t t

a u du ds
F t F t F t



 
      

 
 
 

 

 

elde ederiz. Bu ise EĢ. 3.40 ile çeliĢir. Benzer Ģeyleri   0x t   için de söyleyebiliriz. 

Lemma 3.2 ve Teorem 3.12 den aĢağıdaki sonucu verebiliriz 

 

3.4. Sonuç:  

 

Eğer 

 

   
0

1
s

t

a u u du ds


  

  
 
 
    (3.45) 

 

Ģartını sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu varsa ve  Q t , EĢ. 3.11  de 

tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

 
0 0

1
lim

t s

t
t t

Q u duds
t

     (3.46) 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 
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Benzer Ģekilde Teorem 3.3 ve 3.12 den aĢağıdaki sonuç çıkar. 

 

3.5. Sonuç:  

 

Eğer EĢ. 3.45 i sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu varsa ve  *Q t  EĢ. 

3.7 de tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

 
0 0

*1
lim

t s

t
t t

Q u duds
t

  
 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.5. Örnek:  

 

c pozitif bir sabit olmak üzere 1t   için 

 

     2 2

1 1
0

c
x t x t x t

t t t

 
    

 
  (3.47) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım.  t t   olsun. Bu denklem EĢ. 3.5 tipinde bir 

denklemdir. Dolayısıyla  *h t  için EĢ. 3.8 i  *Q t  için EĢ. 3.7 yi kullanacağız. 

 

        2

1 1
1 0p t t a t t t

t t
     

 

 

olduğundan  * 0h t   dır. Dolayısıyla 

 

     * c
Q t t q t

t
 
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buluruz. 

 

     
0 0

1 1

0

1
s s

t t

a u u du ds tdu ds s t ds
t



 
     

       
   
   
    

 

 

olduğundan EĢ. 3.45 sağlanır. 

 

 

 

 

0 0 0 0

0

*

0

0 0 0 0 0 0

1 1
lim lim

1
lim ln ln

lim ln ln ln ln

t s t s

t t
t t t t

t

t
t

t

c
Q u duds duds

t t u

c s t ds
t

c
t t t t t t t t t t

t

 







 

       

   



 

 

olduğundan da EĢ. 3.46 da sağlanmıĢ olur. Teorem 3.13 ün tüm Ģartları 

sağlandığından 0c   için EĢ. 3.47 salınımlıdır. 

 

Sonuç 3.4 de  t t   alırsak EĢ. 3.47 ile ilgili dampet (sönümlü) olmayan denklemi, 

yani 

 

   2

1
0

c
x t x t

t t

 
   

 
  (3.48) 

 

denklemi salınımlıdır. Bu yüzden EĢ. 3.47 de dampet terim salınımlığı bozmaz. 

 

3.4. Uyarı:  

 

Teorem 3.12 ve Sonuç 3.4, 3.5 de 1a  pozitif bir sabit olmak üzere 

 

  1a t a   (3.49) 
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alırsak, EĢ. 3.40 a gerek kalmaz. EĢ. 3.45 de 

 

 
0

1
s

t

u du ds


  

  
 
 
    (3.50) 

 

halini alır. 

 

Ġlerde, EĢ. 3.41 tüm büyük T ler için   pozitif bir sabit olmak üzere 

 

 liminf

t

t
T

q s ds 


    (3.51) 

 

ve 

 

 
1

limsup

t s

t
T T

q u duds
T

     (3.52) 

 

iki zayıf Ģart ile değiĢebileceğini göstereceğiz. 

 

3.13. Teorem:  

 

1a  pozitif bir sabit olmak üzere EĢ. 3.49 ve tüm büyük T ler için   pozitif bir sabit 

olmak üzere EĢ. 3.51 ve EĢ. 3.52 sağlanırsa, EĢ. 3.1  salınımlı olur. 

 

İspat: 

 

 x t , EĢ. 3.1 in salınımsız bir çözümü olsun. 1T   ile 0t T t   için   0x t   olsun. 

t T  için 
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   
 

 

x t
w t a t

x t




 

 

tanımlayalım. O zaman t T  için 

 

 
            

 

           

 

   
 

 

2

2

2

a t x t x t a t x t x t
w t

x t

q t x t x t a t x t x t

x t

x t
q t a t

x t

  
 

  


 
     

 

 

 

elde ederiz. Bu eĢitliği T den t ye integrallersek 

 

     
 

 

2
t t t

T T T

x s
w t ds q s ds a s ds

x s

 
      

 
    

       
 

 

2
t t

T T

x s
w t w T q s ds a s ds

x s

 
      

 
 

 
 

 

 
   

 

 

   

 

2
t t

T T

x t x s a T x T
a t q s ds a s ds c

x t x s x T

   
     

 
   (3.53) 

 

elde ederiz. ġimdi Ģu üç durumu ele alalım. 

 

Durum 1:  

 

 x t  nin keyfi büyük sayıda sıfırlara sahip olduğunu kabul edelim. yani   0nx t   

Ģartını sağlayan n  iken nt   olan bir  nt  dizisi var olsun. EĢ. 3.53 ü bu 

diziler boyunca oluĢturalım. 
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   
 

 
 

 

 

   
 

 
 

 

 

2

2

liminf

t t

T T

t t

t
T T

x s x t
q s ds a s ds c a t

x s x t

x s x t
q s ds a s ds c a t

x s x t

  
    

 

  
    

 

 

 
 

 

elde ederiz. EĢ. 3.51 den 

 

 
 

 
 

 

 

2
t

T

x s x t
a s ds c a t

x s x t


  
     

 


 

 

buluruz. Buradan. 

 

 
 

 
 

 

 

2
t

T

x s x t
a s ds c a t

x s x t


  
    

 
  

 
 

 

2
t

T

x s
a s ds

x s

 
   

 


 

 

olduğundan 

 

 
 

 
 2 ,

x s
a s L T

x s


    (3.54) 

 

elde ederiz. Buradan 

 

 
 

 
 

 

 

2 2
t t

T T

x s x s
a s ds a s ds

x s x s

    
      

   
 

 

 

olur. Schwartzs eĢitsizliğinden 
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   

 
   

 

 

   
 

 

 
 

 

2 2
2

2

2

1

t t t

T T T

t t

T T

t t

T T

a s x s x s
ds a s ds a s ds

x s x s

x s
a s ds a s ds

x s

x s
a ds a s ds

x s

      
              

   
           

   
           

  

 

 

 

     

 
   

 

 

   
 

 

 
 

 
 

 

 

 
 

 

2 2

2

1

2 2

1 1

2

1

t t t

T T T

t

T

t t

T T

t

T

a s a s x s x s
ds a s ds a s ds

x s x s

x s
a t T a s ds

x s

x s x s
a t a s ds a T a s ds

x s x s

x s
a t a s ds

x s

     
                 

  
        

       
                   

  
       

  



 


2 2

1 2a a t k t 

 

 

elde ederiz. Bu da bize k pozitif bir sabit olmak üzere 

 

   

 

   

 

   

 

t

T

t

T

t

T

a s x s
ds kt

x s

a s x s
kt ds kt

x s

a s x s
ds kt

x s





  


 







 

  

olduğunu gösterir. 

 

   

 
 

 

 
 

2
t t

T T

a t x t x s
a s ds q s ds c

x t x s

  
    

 
 

 

 



57 

 

olduğundan dolayı 

 

   
 

 

   

 

2
t s t s t t

T T T T T T

x u a s x s
q u duds a u duds ds cds

x u x s

  
    

 
     

 

 

elde ederiz. nt t  ler için   0x t   ve 
   

 

t

T

a s x s
ds kt

x s


   olduğundan da 

 

   

   

 
 

1 1

1

t s

T T

t s

T T

t s

T T

q u duds kt c t T

q u duds k c t T
t t

c t T
k q u duds c

t t

  

 
   

 


   

 

 

 
 

 

elde ederiz. Böylece 

 

 
1

limsup

t s

t
T T

q u duds
T

  
 

 

olur. Bu da EĢ. 3.52 ile çeliĢir. 

 

Durum 2:  

 

1t T T   için   0x t   ise bir önceki durumda olduğu gibi EĢ. 3.53 den EĢ. 3.54 

elde edilir ve benzer çeliĢki yakalanır. 

 

Durum 3:  

 

1t t  için   0x t   ı sağlayan 1t T  olsun. EĢ. 3.53 ve EĢ. 3.51 i ele alarak 
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   
 

 

   

 

   
 

 

   

 

2

2

liminf

t t

T T

t t

t
T T

x s a t x t
c q s ds a s ds

x s x t

x s a t x t
c q s ds a s ds

x s x t

  
      

 

  
      

 

 

 

 
   

 

 

   

 

2
t

T

x s a t x t
c a s ds

x s x t


  
      

 
   (3.55) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.55 in sol tarafındaki integral yakınsak ise önceki durumlarda 

olduğu gibi devam ettirebiliriz. Ġntegral ıraksak ise 

 

 
 

 

2

1

2

1

t

t

x s
a s ds c

x s


 
    

 


 

 

yı sağlayan bir 2 1t t  vardır. EĢ. 3.55 i  

 

    

        
1

2
t

t

x t x t

c a s x s x s ds



   
 

 

ile çarpıp 2t  den t ye integrallersek 

 

 
 
 

   
 
 

 

 

 
 
 

   
 
 

 

 

1

2 2

1

2

2

2

2

t

t

t t

u
t t

t

x t
a t

x t x t

x tx s
c a s ds

x s

x u
a u

x u x u
du du

x ux s
c a s ds

x s





 
    

 
 

     
 

 
    

 
 

     
 



 


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   
 

 

 

 
1

2

2
ln ln

t

t

x s x t
c a s ds

x s x t


  
         


 

 

elde ederiz. Buradan 2t t  için 

 

 
 

 

 

 
2x t x t

a t
x t x t


 

 

 

dır. Dolayısıyla 2t t  için 

 

 
 2

1

x t
x t

a
  

 

 

dır. Eğer son kez integral alırsak  x t  nin eninde sonunda negatif olduğunu görürüz. 

Bu da t T  için   0x t   kabulümüzle çeliĢir. 

 

3.5. Uyarı:  

 

Teorem 3.13 ün ispatında  x t  nin iĢaretine bağlı olarak düĢünülen üç durum 

 

 
 

 

2
t

T

x s
a s ds

x s

 
  
 


 

 

integralinin yakınsak yada ıraksak olmasına bağlı olarak iki durumla yer 

değiĢtirilebilir. Bu tekniği sonraki teoremlerin ispatında sık sık kullanacağız. ġimdi 

EĢ. 3.46, 

 

 
0 0

1
liminf

t s

t
t t

Q u duds
t

  
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ve EĢ. 3.46 daki limitin olmaması zayıf Ģartları yerine 

    

   
0 0 0 0

1 1
liminf limsup

t s t s

t t
t t t t

Q u duds Q u duds
t t 

     
 

 

Ģartını alabileceğimizi göstereceğiz. 

 

3.14. Teorem:  

 

Eğer 

 

   
0

2

1
lim 0

t

t
t

a s s ds
t




   (3.56) 

 

Ģartını sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu varsa ve  Q t , EĢ. 3.11 de 

tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

   
0 0 0 0

1 1
liminf limsup

t s t s

t t
t t t t

Q u duds Q u duds
t t 

         (3.57) 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.6. Uyarı: 

  

Teorem 3.14 de     1a t t   ise EĢ. 3.56 ihmal edilir ve EĢ. 3.57 iyi bilinen 

 

   
0 0 0 0

1 1
liminf limsup

t s t s

t t
t t t t

q u duds q u duds
t t 

         (3.58) 

 

Ģartına indirgenir. 
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Teorem 3.14 ün ispatı “ağırlıklı integral” Ģartında kullanılan daha genel bir sonuç 

tarafından kapsanır. Bunun için 

 

 
 

 2

t
h t

t






 

 

 

ve 

 

              2Q t t q t a t h t a t h t
       

 

Ģartlarını sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu verilsin.    kümesi 

bazı  0,1k  ler için 

 

 

   

     2

k
s

t

k s

g s g u du

G t ds

a u u g u du

 
 
 

 
 
 





  (3.59) 

 

olmak üzere 

 

     
1

limsup 0

k
t

k k
t

g s ds G G t





 
      

 
   (3.60) 

 

Ģartını sağlayan  0 ,t   üzerinde tüm negatif olmayan local integrallenebilir  g t  

fonksiyonlarının kümesi olsun.Eğer  kG    ise  g   dır. 

 

 0   kümesi, 
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     

 

2

lim 0
tt

a s s g s ds

g s ds











  (3.61) 

 

Ģartını sağlayan  0 ,t   üzerindeki tüm negatif olmayan local integrallenebilir 

fonksiyonların kümesi olsun. EĢ. 3.60 ya da EĢ. 3.61 negatif olmayan local 

integrallenebilir bir  g t  fonksiyonu tarafından sağlanabilmesi için 

 

 g s ds



    (3.62) 

 

olması gerekir. 

 

   ve  0   sınıfının üyeleri  t  ye göre “ağırlıklı fonksiyon” olarak 

adlandırılır. EĢ. 3.60 ve EĢ. 3.61 den de anlaĢıldığı gibi    0      dir. 

 

 g    için, 

 

 
   

 

,

t u

s s
g t

s

g u Q d du

A s t

g u du

 


 



  (3.63) 

 

tanımlayalım. EĢ. 3.1 salınımsız ise Teorem 3.5 den 0t T t   için   0w t   olsun ve 

t T  için 

 

         v t a t t w t w t 
 

 

tanımlayalım. O zaman t T  için 
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        
 

     
 

 

     
  
 

 
 

   

2

2

2

2

1 w t
v t a t t w t a t t w t

w t w t

w t
Q t a t t

w t

v t
Q t

a t t

 





   


  

  

 

   
 

   

2

0
v t

v t Q t
a t g t

      (3.64) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.64 ün s den t ye integralini alırsak 

 

   
 

   
 

2t t

s s

v u
v t v s du Q u du

a u u
      (3.65) 

 

buluruz. 

 

3.3. Lemma:  

 

 v t  EĢ. 3.64 ün bir çözümü olsun. 

 

 liminf ,g
t

A t


     (3.66) 

 

sağlayan bir  g t   fonksiyonu varsa, o zaman 

 

 

   

2v s
ds

a s s



    (3.67) 

 

dır. 
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İspat: 

 

 

   

2v s
ds

a s s



    (3.68) 

 

olduğunu kabul edelim. 

 

EĢ. 3.65 i  g t  ile çarpıp t T   olmak üzere   dan t ye integrallersek 

 

       
 

   
     

             
 

   

2

2

s s

t t t s t s

v u
v t g t v g t dug t Q u dug t

a u u

v u
v s g s ds v g s ds g s Q u duds g s duds

a u u

 

     







  

  

 

     
 

 

elde ederiz. EĢ. 3.63 den 

 

              
 

   

2

,

t t t t s

g

v u
v s g s ds v g s ds A t g s ds g s duds

a u u
    

 


      

            
 

   

2

,

t t t s

g

v u
v s g s ds v A t g s ds g s duds

a u u
   

 


         (3.69) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.65 den 

 

     
 

   

2

T T

v s
v v T Q s ds ds

a s s

 




   
 

 

buluruz.  g t   olduğundan 

 

 g s ds



 
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sağlanır. Dolayısıyla 

 

 
   

 

,

t s

T T
g t

T

g s Q u duds

A T t

g s ds


 


 

 

tanımıyla 

 

       

         

           

           

,

,

t t s

g

T T T

s t s

T T T

s t t s

T T T

s t t

g

T T T

g s dsA T t g s Q u duds

g s Q u du ds g s Q u du Q u du ds

g s Q u du ds g s Q u duds g s Q u duds

g s Q u du ds g s Q u duds A t g s ds

 

 

 

  

 

 





  
    

   

 
   

 

 
   

 

  

    

     

    
 

 

olur. Buradan da 

 

   
 

 

   

 

   

 

 
 

 
 

   

 

 
   

 
 

   

 

, ,

,

,

s tt

T T TT
g g t t t

st

T TT
g t t

T

st

T TT
g t t

T

g s Q u du ds g s Q u dudsg s ds

A t A T t

g s ds g s ds g s ds

g s Q u du dsg s ds

A T t Q u du

g s ds g s ds

g s Q u du dsg s ds g s ds

A T t Q u du

g s ds g s ds

 



  





 







 



 
 
   

 
 
   

 
  

   

   

  

 


 

  


 
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elde ederiz. Burada t   iken 

 

     , 1g

T

A T t Q u du



 
 

 

dır. Dolayısıyla t   iken 

 

       
 

   
 

2

, , 1g g

T

v s
A t A T t v v T ds

a s s



  


    
 

 

elde edilir. Burada t   iken 

 

       
 

   
 

2

, , 1g g

T

v s
v A t v T A T t ds

a s g s



            (3.70) 

 

ve
 

 g t   olduğundan, k, EĢ. 3.60 da tanımlandığı gibi olmak üzere 

 

       
1

1
1 limsup

k
t

k k
t

k g s ds G G t






 
       

 
  (3.71) 

 

sağlayan pozitif bir 0   sayısı vardır. EĢ. 3.66, EĢ. 3.68 ve EĢ. 3.70 den tüm 2t t  

için 

 

   1 1,gv t A t t      (3.72) 

 

sağlayan 2 1t t T   olan iki sayının varlığı anlaĢılır. 

 

     
1

t

t

y t g s v s ds   alalım. Buna göre Schwartzs eĢitsizliği ile 

 



67 

 

         
   

   

     
 

   

1 1

1 1

22

2

2

2

s s

t t

s s

t t

a u u
y s g u v u du g u v u du

a u u

v u
a u u g u du du

a u u








  
   

   
   



 

 
 

 

elde ederiz. Buradan da 

 

 

     

 

   
1

1

2 2

2

s

s

t

t

y s v u
du

a u u
a u u g u du




 


 

 

buluruz. EĢ. 3.69 ve EĢ. 3.72 den 

 

           
 

   
1 1 1 1

2

1 1,

t t t s

g

t t t t

v s
g s v s ds v t A t t g s ds g s duds

a u u
         

   
   

     
 

1 1

1

2

2

t t

s

t t

t

g s y s
y t g s ds ds F t

a u u g u du





     


 (3.73) 

 

  elde ederiz. Dolayısıyla 

 

   
   

     
1

2

2

t

t

g t y t
F t g t

a s s g s ds





  



  (3.74) 

 

ve EĢ. 3.73 den 

 

     
1

0

t

t

g s ds F t y t     (3.75) 
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dir. ġimdi 1t t  için EĢ. 3.73 – EĢ. 3.75 den 

 

     
1

k
t

k k k

t

g s ds F t y t
 

  
 
 


 

 

eĢitsizliğini elde ederiz. Bu eĢitsizliği  F t  ile çarpıp 2y  ye bölersek 

 

   
   

     
       

         
   

 

 
   

         

1

1

1 1

1 1

2

2

1

2 2

2

1

2 2

2

k
t

k k k

t

t

t

k
kt t

k k

t t

k
k t t

k k

t t

g t y t
g s ds g t F t F t y t F t

a s s g s ds

F t F t
g s ds g t a s s g s ds y F t

y

F t F t
F F t g t g s ds a s s g s ds

y

 



 

 









 
 

 
      
  

   
  

    
    

   
   

   
      

   
   




 

 
 

 

elde ederiz. Bu eĢitsizliği 2t t  den z ye integralleyip z   alırsak  0,1k  için 

 

             
1 1

1

2 2

k
z z s s

k k

t t t t

F s F s ds g s g u du a u u g u du ds 




   

     
   
   

     

   

     

1

1

1

1

k
k

k k

k k

k k

F
G G t

k

F k G G t









    

       

 

buluruz. Bu eĢitsizlik ile EĢ. 3.75 den elde ettiğimiz 

 

   
1

1

1 1

k
t

k k

t

F t g s ds



 
 

  
 
 

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eĢitsizliğini taraf tarafa çarparsak 

 

       
1

1

1
1

k
t

k k

t

k g s ds G G t




 
        

 


 

 

elde ederiz. Buradan 

 

       
1

1

1
1 limsup

k
t

k k

t

k g s ds G G t




 
        

 


 

 

olur. Bu EĢ. 3.71 ile çeliĢir. Bu da ispatı tamamlar. 

 

3.4. Lemma:  

 

Eğer EĢ. 3.64, EĢ. 3.67 yi sağlayan bir  v t  çözümüne sahipse o zaman her 

   0 0g t g   için  lim ,g
t

A t


  vardır ve 

 

   
 

   

2

lim ,g
t

v s
A t v ds

a s s


 





     (3.76) 

 

dir. 

 

İspat:  

 

Lemma 3.3 deki gibi EĢ. 3.69 u buluruz ve bu 

 

           
 

   

2

,

 

t t t s

g

v u
g s v s ds v A t g s ds g s duds

a u u
   

 


 
     

 
   
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   
   

 

 
 

   

 

2

,

t st

t t

v u
g s dudsg s v s ds

a u u
A t v

g s ds g s ds

 

 


   

 

 

 (3.77) 

 

olduğunu gösterir. 0g  olduğundan  g s ds



   sağlanır. Böylece 

 

 
 

   

 

2

0 lim

t s

tt

v u
g s duds

a u u

g s ds

 






  

 


 

 

sonucu çıkar. Daha sonra Schwartzs eĢitsizliği ile 

 

   

 

     
 

   

 

1/21/2
2

2

0 lim lim 0

t tt

t tt t

v s
a s s g s ds dsg s v s ds

a s s

g s ds g s ds

 

 




 

  
    

     

 

 
 

 

buluruz. Böylece EĢ. 3.77 den  lim ,g
t

A t


 vardır ve 

 

   
   

 

 
 

   

 

2

lim , lim lim lim

t st

t tt t t t

v u
g s dudsg s v s ds

a u u
A t v

g s ds g s ds

 

 


 

   
  

 

 

 

   
 

   

2

lim ,g
x

v s
A t v ds

a s s


 





  

 

 

sağlanır. 
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Lemma 3.3 ve 3.4 den aĢağıdaki teoremi verebiliriz. 

 

3.15. Teorem:  

 

Eğer 

 

   liminf , limsup ,g g
t t

A t A t
 

         (3.78) 

 

eĢitsizliğini sağlayan bir   0g t   fonksiyonu varsa, EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.16. Teorem:  

 

Eğer bazı  0,1k  ler için  

 

 lim k
t

G t


 
 

 

ve 

 

 lim ,g
t

A t


  
 

 

sağlayan     2

0 , ,t C t    ve  g t   fonksiyonları varsa, EĢ. 3.1 

salınımlıdır [11]. 

 

3.6. Örnek:  

 

0c   ile  

 

 
 

 22

1
0

4 ln

c
x t x t

t t t

 
    

  

  (3.79) 
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diferensiyel denklemini ele alalım   lnt t t   ise 1t T   için 

 

 
 

 

1
ln

1 1

2 2 ln 2 2 ln

t tt th t
t t t t t t






        

  2 2 2 2

1 1 1 1

2 ln ln
h t

t t t t t

 
    

   

 

ve 

 

              

       

   

 

2

2

2

2 22 2 2

2

1 1 1 1 1 1 1 1
ln

4 4 ln 2 lnln ln

4 1 4 1
ln

4 ln4 ln

Q t t q t a t h t a t h t

t q t h t h t

c
t t

t t t t t t tt t t t

c c
t t

t tt t





     

    

   
                

  
  
 
   

 

elde ederiz. t T  için  
1

ln
g t

t t
  alalım. O zaman 

 

 

   

     

 

 

2

2 2

lim lim

1 1

ln ln
lim

1
ln

ln

1
ln ln ln ln

lnlim
ln ln ln ln

k
s

t

T

k s
t t

T

T

k
s

t

T

st
T

T

k
t

t
T

g s g u du

G t ds

a u u g u du

du
s s u u

ds

u u du
u u

s T
s s ds

s T


 





 
 
 



 
 
 















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 
 

 

1
ln ln ln ln

lim lim
ln

lim ln ln ln ln

kt

k
t t

T

t

s T
G t ds

s s

t T



 






   



 

 

ve yeterince büyük bir 1T   için 
1

4
c   iken 

 

 
   

 

   

 

 

1 1

1

lim , lim

ln ln
4 1

lim
4

ln

4 1 1
lim

4 ln

4 1
lim ln ln ln ln

4

t s

T
g tt t

T

t s

T T

tt

T

t

t
T

t

g s Q u duds

A T t

g s ds

s s u u duds
c

s s ds

c
ds

s s

c
t T



 

 

















 

 



 





 

 

elde ederiz. Buradan t   iken  ,gA T t   olur. Dolayısıyla 
1

4
c   için EĢ. 3.79 

daki diferensiyel denklem, Teorem 3.16 ya göre salınımlıdır. 

 

3.7. Uyarı:  

 

Teorem 3.14, Teorem 3.15 in bir uygulamasıdır.   1g t   alırsak EĢ. 3.56 ve EĢ. 3.57 

den   0g t   ve  lim ,g
t

A t


  nin olmadığı sonucu çıkar. Dolayısıyla Teorem 3.14 e 

göre EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

Ayrıca Teorem 3.15 e uygulama olarak Ģu sonuçları verelim. 
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3.6. Sonuç:  

 

    1

0 , ,k t C t    olmak üzere       1k t a t t   ve  lim
t

k t


   olsun. 

Eğer 

 

 
 

 

     

 

   
0 0 0 0

1 1
liminf limsup

t s t s

t t
t t t t

Q u Q u
duds duds

k t a u u k t a u u  
         (3.80) 

 

ise, EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

        1g t a t t k t    alalım EĢ. 3.80 den   0g t   ve  lim ,g
t

A t


  nin 

mevcut olmadığı sonucu çıkar. Dolayısıyla Teorem 3.15 e göre EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.7. Sonuç:  

 

0T t  için  ,T   üzerinde tanımlı öyle  1g t  ve  2g t  negatif olmayan sınırlı 

fonksiyonları var olsun ki 

 

   1 2g s ds g s ds

 

   
 

 

sağlansın ve      1a t t g t  ile      2a t t g t  fonksiyonları sınırlı olsunlar. Eğer 

 

   
1 2

lim , lim ,g g
t t

A T t A T t
 


 

 

ise, EĢ. 3.1 salınımlıdır. 
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İspat:  

 

1  ve 2  

 

   
1 21 2lim , lim ,g g

t t
A T t A T t 

 
  

 

 

eĢitsizliğini sağlayan iki sayı olsun. 1t ,  1 2,rA T t   ve  
1

1

t

T

r s ds   ifadelerinde 

geçen 1t  olmak üzere, 1T t t   için    2r t g t olsun.
 2t ,  2 1,rA T t   ve  

 
2

2

t

T

r s ds   ifadelerinde geçen 2t  olmak üzere, 1 2t t t   için    1r t g t  olsun. 

Bu durumda 

 

 
   

 

     

     

     

   

   

 

 

   

2

2

2 2 1

1 21 2 2

11

2 2

2 1

2

1 1 2 1

2 12 1 1

1 1

1 2 1

,

t s

T T
r t

T

t t ts s

T T T T T

t tt t t

T tT t T

t ts

T T T

t t

T T

r s Q u duds

A T t

r s ds

g s Q u duds g s ds g s g s Q u du

g s ds g s dsg s ds g s ds g s ds

g s Q u duds g s ds

g s ds g s ds g s ds



  
 
 

 
 
 

 
 
 
 
  
 
 

 



    

   

  

 

     

   

1

2 1 2

1 1

2 1

2 1

t s

T T

t t t

t T t

g s g s Q u duds

g s ds g s ds

 
    
 

 
  
 
 

 

  

 

 

elde ederiz. Dolayısıyla t   iken 

 

       
12 2, , 1 1 1r gA T t A T t        
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dır. Bu Ģekilde devam edersek,  ,T   üzerinde tanımlanan 

 

   1 2liminf , limsup ,r r
t t

A T t A T t 
 

  
 

 

ve 

 

     

 

2

2
lim 0

t

T

t t

T

a s s r s ds

r s ds






 
 
 




 

 

sağlayan negatif olmayan integrallenemeyen ve sınırlı bir  r t  fonksiyonu elde 

ederiz. Bu   0r t   ve  lim ,r
t

A T t


 nin olmadığını gösterir. Dolayısıyla Teorem 

3.15 e göre EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.8. Uyarı:  

 

Yukarıda verilen sonuçlardan ve Teorem 3.3 den Teorem 3.13-3.16 nın her birinin 

hipotezindeki  Q t  fonksiyonunun yerine EĢ. 3.7 de tanımlanan  *Q t  nin 

yazılabileceği sonucu çıkar. 

 

3.7. Örnek:  

 

0
2

t t


   için 

 

         2 21
3 2 cos 2 sin 0

2
t x t tx t t t t t t f x t

       (3.81) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım. Burada  f x  fonksiyonu 
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(i) x  ve m pozitif bir sabit olmak üzere  f x mx  

(ii) x  ve ,m   pozitif sabitler olmak üzere  f x x mx


   

(iii) x  ve 1   bir sabit olmak üzere    2lnf x x x   

(iv) x  ve 0   bir sabit olmak üzere    expf x x x  

(v) x  olmak üzere   sinhf x x  

fonksiyonlarından biridir. 

 

2
t


  olmak üzere   3

1
t

t
   ve  g t t  alalım. O zaman 

 

 
       

       

2

3 4
*

1 3
3

0
2 2

t t
p t t a t t t t

h t
ka t t ka t t

 

 

 
       

 

 

ve 

 

                       * *2 * *Q t t q t ka t h t a t h t p t h t t q t 
 

     
 

 

   
 * 2

3

2 cos 2 sin1 1
2 cos 2 sin

2 2

t t t
Q t t t t t t

t t

 
   

 

 

elde ederiz. Buradan 

 

     

 

   

0

2

2

1/2
1/2

1
sin 2 cos

2

2 cos

2 cos 2 / 2 2
2

t t

t

t

s q s ds s s s ds
s

d s s

t t t










 
   

 

  
 

 
      

 

 

  
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ve t   iken 

 

 
 

     

 
 

 

0 0

0

0

1/2

22

2

1/2

22

2

1
,

2
2 cos 2

2/ 2

1
2

2/ 2

t s

g t

t t

t

t

t

A t t g s u q u du ds

g s ds

s s s ds
t

s s s ds
t















 
  

 
 

  
    

    

  
    

    

 





 

 

elde ederiz. Dolayısıyla Q  fonksiyonunun *Q  ile yer değiĢtirilmesiyle Teorem 3.16 

nın tüm Ģartları sağlanmıĢ olur. Böylece EĢ. 3.80 in salınımlı olduğu sonucuna 

ulaĢırız. 

 

Teorem 3.13-3.16 da 
 
ds

a s



   Ģartının gerekli olmadığını belirtebiliriz. Ayrıca EĢ. 

3.41 her 1n   sabiti için 

 

   
0

1
lim

t
n

nt
t

t s q s ds
t

     (3.82) 

 

olduğunu gösteren 

 

   
0

1
lim

t

t
t

t s q s ds
t

     (3.83) 

 

ile denk olduğunu da söyleyebiliriz. 

 

EĢ. 3.83 deki limit, bir üst sınır tarafından değiĢtirilemez. 

 



79 

 

ġimdi     0 , ,q t C t   olmak üzere 

 

      0x t q t x t     (3.84) 

 

lineer diferensiyel denklemi için aĢağıdaki salınım kriterlerini vereceğiz.  

 

3.17. Teorem:  

 

Uygun 1n   tamsayısı için  

 

   
0

1
lim

t
n

nt
t

t s q s ds
t

  
 

 

ise EĢ. 3.84 salınımlıdır. 

 

3.18. Teorem:  

 

Uygun 1n   için 

 

   
0

1
limsup

t
n

nt
t

t s q s ds
t

  
 

 

olsun. 0t t  için     max ,0t t    olmak üzere her 0T t  için 

 

     
1

liminf

t
n

nt
T

t s q s ds T
t

  
 

 

ve 
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  
0

2

t

s ds



 
 

 

olan bir     0 , ,t C t    fonksiyonu varsa EĢ. 3.84 salınımlıdır. 

 

Teorem 3.17 nin bir geniĢlemesi aĢağıdaki gibidir. 

 

3.19. Teorem:  

 

  0H : , :D t s t s t     fonksiyonu 

 

   0 0için  , 0, için   , 0t t H t t t s t H t s      (3.85) 

 

ve ikinci değiĢkene göre D de sürekli ve negatif olmayan bir kısmi türeve sahip 

sürekli bir fonksiyon olsun. :h D  fonksiyonu, bütün  ,t s D  için  

 

     , , ,H t s h t s H t s
s


 


  (3.86) 

 

özelliğine sahip sürekli bir fonksiyon olsun. Eğer 

 

 
     

0

2

0

1 1
limsup , ,

, 4

t

x
t

H t s q s h t s ds
H t t

 
   

 


 

 

ise EĢ. 3.84 salınımlıdır. 

 

3.9. Uyarı:  

 

EĢ. 3.84 için Teorem 3.17-3.19 da verilen salınım kriterleri, çok kısıtlı uygulamaya 

sahiptir. Hatta, bu kriterler 
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   2
0

c
x t x t

t
  

 

 

Euler denkleminin salınım kriterlerini anlamak için yetersizdir. Bu kriterler, Lemma 

3.2 uygulanarak EĢ. 3.1 e oldukça kolay geniĢletilebilir. Bunun için ihtiyacımız olan 

yalnızca     1

0 , ,t C t    olduğunu varsaymak ve  a t  fonksiyonu yerine 

   a t t  fonksiyonunu  q t  fonksiyonu yerine       2h t t t    olmak üzere 

 

              2Q t t q t a t h t a t h t
       

 

fonksiyonunu yazmaktır.  

 

Ayrıca, EĢ. 3.5 in daha genel denklemlerine bu kriterlerin geniĢletilmesi ve 

ilerletilmesi Teorem 3.3 uygulanarak mümkündür. Bunun için 

    1

0 , ,t C t    alalım ve  a t  fonksiyonu yerine    a t t  fonksiyonunu 

 q t  fonksiyonu yerine               * *2 *Q t t q t a t h t a t h t
 

   
 

, 

               * 2h t p t t a t t ka t t     ve k sabiti 2( )i  deki gibi yani 0x   

için   0f x k    olmak üzere  *kQ t  fonksiyonunu yazalım. 

 

AĢağıdaki sonuçta, EĢ. 3.1 e Teorem 3.19 u geniĢletelim. 

 

3.20. Teorem: 

  

H ve h Teorem 3.19 daki gibi olmak üzere EĢ. 3.85 ve EĢ. 3.86 sağlansın. Eğer 

 

 
       

0

2

0

1 1
lim , ,

, 4

t

x
t

H t s q s h t s a s ds
H t t

 
   

 
  (3.87) 
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ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

 x t , EĢ. 3.1 in salınımsız bir çözümü olsun ve 0t T  için   0x t   olan 0 0T t  var 

olsun. 0t T  için 

 

 
   

 

a t x t
v t

x t




 

 

tanımlayalım. O zaman EĢ. 3.1 den 0t T  için         2q t v t v t a t    olduğu 

anlaĢılır. Buradan 0t T T   ile her ,t T  için 

 

            2, ,

t t

T T

H t s q s ds H t s v s v s a s ds   
    

         
 

 

2

, , ,

t t t

T T T

v s
H t s q s ds H t s v s ds H t s ds

a s
      

 

buluruz. Green Teoreminden 

 

             
 

 

2

, , , ,

t t

T T

v s
H t s q s ds H t T v T H t s v s H t s ds

s a s

 
    

  
 

 

 

elde ederiz. Buradan da 

 

               
 

 

2

, , , , ,

t t

T T

v s
H t s q s ds H t T v T h t s H t s v s H t s ds

a s

 
   

  
   
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       
 

 
     

   

2
1/2

2

, 1
, , ,

2

1
,

4

t t

T T

t

T

H t s
H t s q s ds H t T v T v s a s h t s ds

a s

h t s a s ds

  
        



 



  

buluruz. Böylece her 0t T  için 

 

           

       

0

2

0 0

0 0 0 0

1
, , ,

4

, ,

t

T

H t s q s h t s a s ds H t T v T

H t T v T H t t v T

 
  

 

 



 

 

elde ederiz. Buradan her 0t T  için 

 

               

       

0

0 0

0

2 2

2

1 1
, , , ,

4 4

1
, ,

4

Tt

t t

t

T

H t s q s h t s a s ds H t s q s h t s a s ds

H t s q s h t s a s ds

   
     

   

 
  

 

 



 

               

     

0

0 0

0

0

2

0 0

0 0

1
, , , ,

4

,

Tt

t t

T

t

H t s q s h t s a s ds H t s q s ds H t t v T

H t t q s ds v T

 
   

 

 
  

  

 



 

 

olduğu sonucuna ulaĢılır. Bu da bize EĢ. 3.87 ile çeliĢen 

 

 
           

0

0 0

2

0

0

1 1
limsup , ,

, 4

Tt

t
t t

H t s q s h t s a s ds v T q s ds
H t t

 
   

 
 

 

 

sonucunu verir. 
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ġimdi Uyarı 3.9 u göz önünde bulundurarak aĢağıdaki daha genel sonuçları verelim. 

 

3.21. Teorem:  

 

 Q t , EĢ. 3.11 de tanımlandığı gibi olmak üzere ,H h  Teorem 3.19 daki gibi 

olsunlar ve 

 

 
         

0

2

0

1 1
limsup , ,

, 4

t

t
t

H t s Q s h t s a s s ds
H t t




 
   

 
  (3.88) 

 

sağlayan bir     1

0 , ,t C t    fonksiyonu var olsun. Bu durumda EĢ. 3.1 

salınımlıdır. 

 

3.22. Teorem:  

 

*Q  ve k Uyarı 3.9 da tanımlandığı gibi olmak üzere ,H h  Teorem 3.19 daki gibi 

olsun ve 

 

 
         

0

* 2

0

1 1
limsup , ,

, 4

t

t
t

H t s Q s h t s a s s ds
H t t k




 
   

 
  (3.89) 

 

sağlayan bir     1

0 , ,t C t    fonksiyonu var olsun. Bu durumda EĢ. 3.1 

salınımlıdır. 

 

3.8. Sonuç:  

 

   
0

t

t

R t ds a s   olsun. bazı 1n   için 
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 

           
 

 
0

2
2 2 *1

limsup
4 4

t
n n

nt
t

sn
R t R s R t R s Q s ds

R t k ka s

 



 
     

  
  (3.90) 

 

limitini sağlayan bir     1

0 , ,t C t    fonksiyonu varsa EĢ. 3.5 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

0t s t   için       ,
n

H t s R t R s   olsun. O zaman 0t s t   için 

 

 
 

 

    

    

         

    

 
    

 

1

/2 /2

2 2

,

,
,

n
n

n n

n

H t s R t R s n R t R s R t R ss sh t s
H t s R t R s R t R s

n
R t R s

a s





 
        

 

 

 

 

buluruz ve bu 

 

 
         

    
          

 
    

0

0

* 2

0

2
2*

2

0

1 1
limsup , ,

, 4

1 1
limsup

4

t

t
t

t
n n

nt
t

H t s Q s a s s h t s ds
H t t k

n
R t R s Q s a s s R t R s ds

k a sR t R t











 
 

 

 
    

   





 

 
      

 

 
    

0

2
2*1

limsup
4

t
n n

nt
t

sn
R t R s Q s R t R s ds

R t k a s

 



 
     

  

 



 

 

olduğunu gösterir. Buradan Teorem 3.22 den EĢ. 3.5 in salınımlı olduğu sonucunu 

çıkartabiliriz. 

 

  1t   ise 0t t  için 
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     
 

 
    

    

    

0 0

0

22 2

1

2

2
1

0

,

1

1

t t
n

t t

t
n

t

n

s
a s s h t s ds n R t R s ds

a s

R t R s
n

n

n
R t R t

n










 






 


 

 

 

elde ederiz. Buradan kolayca aĢağıdaki sonucu verebiliriz. 

 

3.9. Sonuç:  

 

Bazı 1n   için 

 

 
      

0

*1
limsup

t
n

nt
t

R t R s Q s ds
R t

     (3.91) 

 

ise, EĢ. 3.5 salınımlıdır. 

 

3.10. Uyarı:  

 

EĢ. 3.1 için EĢ. 3.91 Ģartı bazı 1n   için 

 

 
      

0

1
limsup

t
n

nt
t

R t R s q s ds
R t


 

 

Ģartına indirgenir. 

 

3.10. Sonuç:  

 

0t t ,    1

t

R t ds a s



    olsun. Eğer bazı 1n   için 
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  
 

 
   

   
0

1

1 1

1 1

1
limsup ln ln

4

n
t

n

t
t

R s
R t R s Q s ds

R t a s R s





    
               

  (3.92) 

 

ise, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

0t t  için    1t R t   ve 0t s t   için        1 1, ln
n

H t s R s R t  olsun. O 

zaman 

 

     
 

     1 1

1

1
2

2 2

a t
h t t t

R t a t R t
      

              

     
   

 
   

   
 

     
 

   
     

 

   
       

   
   

2

1 2 2

1 1

1

1 12

1 1

1 1

1 1

1

1 1

1

1

1 1

4 2

1

4 2

1 1 1

4 2

1 1 1

4 2

1

4

Q t t q t a t h t a t h t

R t q t a t a t
a t R t a t R t

R t
R t q t R t

a t R t R t

R t q t R t
a t R t R t

R t q t
a t R t a t R t

q t R t
a t R t


     

         
   

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 

 

 

ve 0t s t   için 
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 
 

 

     

     

 
 

 
 

 
 

1

1 1

1 1 1 1

/2 /2

1 1 1

1

ln
, ln

,
, ln

ln

n

n

n n

R s R s
n

H t s R s R t R t R t
s sh t s
H t s R s R t R s

R t


  

         
     

  
    

  

 
   

 

 

 2 2

1

1 1

, ln

n

R sn
h t s

a s R s R t



  
     

  

 

 

buluruz. Böylece 0t t  için 

 

         
   

 

 

   

 

 

 

 

0 0

0

0

2
2

12

1 2 2

1 1

2
2

1

1 1

1
2

1

1

, ln

ln

ln
1

n
t t

t t

n
t

t

t
n

t

R sn
a s s h t s ds a s R s ds

a s R s R t

R sn
ds

a s R s R t

R sn

n R t









 
   

 

 
   

 

 
     

 

  

     
 

 
0

1
2

1 02

1

, ln
1

n
t

t

R tn
a s s h t s ds

n R t




 
      



 
 

kolayca gösterilebilir ki EĢ. 3.48 den EĢ. 3.92 ortaya çıkar. Böylece EĢ. 3.1 

salınımlıdır. 

 

ġimdi de 1n   in bir sabit olmak üzere 0t s t   için 

 

   ,
n

H t s t s 
 

 

alalım. Teorem 3.22 den aĢağıdaki sonucu verebiliriz. 
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3.11. Sonuç:  

 

Eğer 1n   bir sabit olmak üzere 

 

       
0

2
2 *1

limsup
4

t

nt
t

n
t s Q s a s s ds

t k




 
    

 


 

 

limitini sağlayan bir     1

0 , ,t C t    fonksiyonu var ise EĢ. 3.5 salınımlıdır. 

 

3.8. Örnek:  

 

0c   bir sabit ve  f x , 0x   için   0f x k    ile Örnek 3.7 deki gibi olmak 

üzere 0 1t t   için 

 

       2 0t x t tx t cf x t
      (3.93) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım. 1t   için  
1

t
t

   ve 1n   olan bir sayı olsun. O 

zaman 

 

        2

2

1 1
0a t t p t t t t

t t
 

 
      

   

 

buluruz. Buradan 1t   için 

 

 
       

   
* 0

2

p t t a t t
h t

ka t t

 




 

 

 

elde edilir. Dolayısıyla 
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                   

   

* *2 * *

1

Q t t q t ka t h t a t h t p t h t

t q t

c
t





 
    

 




 

 

olarak bulunur. 

 

         

        

   

   

0

0

2
2 2 *

2
2*

2
22

1

2
2

1

1
limsup

4

1
limsup

4

1 1
limsup

4

1
limsup

4

t
n

nt
t

t
n n

nt
t

t
n n

nt

t
n n

nt

n
t s t s Q s a s s ds

t k

n
t s Q s a s s t s ds

t k

c n
t s s t s ds

t s k s

c n
t s t s s ds

t s k





















 
   

 

 
    

 

  
     

  

  
     

  








 

 

dir. 1n   olduğundan [12] den 1t s   için   1n n nt s t nst     olduğu sonucu çıkar. 

Buradan 

 

 

 

1

1 1

1 1
limsup limsup

1
limsup ln 1

t t n n
n

n nt t

t

c t nst
t s ds c ds

t s t s

c t n t
t



 




 

 
     

 

 

 

 

buluruz. Ayrıca 

 

 
 

 
 

1
2 2

2 1

1 1
1

1

4 4 1 1

t
nt t

n nt sn n
s t s ds s t s ds

n n



 
 

    
  
 

   
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 
 

 
 

 

 
 

 
 

22 2
2 1

1
1

2
1

1
4 4 1 4 1

1 1
4 1 4 1

t
nt

n n

n n

n t sn n
s t s ds t

n n n

n n
t t

n n

 




   

 

     
 



  

dır. Böylece 

 

   

 

 

2
2

1

1
limsup

4

1
limsup ln

4 1

t
n n

nt

t

c n
t s s t s ds

t s k

n t n
c t

t n k







 
   

 

 
     

 



 

 

böylece, Sonuç 3.11 den 0c   ise EĢ. 3.93 ün salınımlı olduğunu söyleyebiliriz. 

 

3.9. Örnek:  

 

0c   bir sabit,  f x  Örnek 3.8 deki gibi olmak üzere  

 

      0 1
c

tx t f x t t
t

      (3.94) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım.   1t   olsun. O zaman 1t   için 

        0 1 0p t t a t t t       olduğundan 

 

 
       

   
*

2

0

p t t a t t
h t

ka t t

 








 

                   * *2 * *Q t t q t ka t h t a t h t p t h t

c

t


 

    
 


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buluruz. Örnek 3.8 deki gibi devam ettirerek EĢ. 3.44 ün 0c   ise Sonuç 3.11 e göre 

salınımlı olduğunu buluruz. 

 

Teorem 3.17-3.22 de  ds a s



  üzerinde hiçbir varsayım yapılmamıĢtır. Bu yüzden 

bu kriterlerinin sonuçları aĢağıdaki iki durumun ikisi için de aynıdır. 

 

       I , IIds a s ds a s

 

    
 

 

örnek için Örnek 3.8 ve 3.9 a bakın. 

 

(II) sağlanırsa, o zaman EĢ. 3.90 bazı 1n   için aĢağıdaki 

 

           
 

 
0

2
2 2 *limsup

4

t
n

t
t

sn
R t R s R t R s Q t ds

a s





 
     

  


 

 

Ģartına denktir. Ayrıca 

 

   
0

1

1
liminf

4

t

t
t

R t Q s ds


   (3.95) 

 

koĢulunun, 2n   ile EĢ. 3.92 yi verdiğini göstermek kolaydır. Böylece aĢağıdaki 

sonucu çıkarabiliriz. 

 

3.12. Sonuç: 

  

Sonuç 3.10 un EĢ. 3.92 deki koĢulu EĢ. 3.95 ile yer değiĢtirilsin, o zaman EĢ. 3.1 

salınımlıdır. 
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3.23. Teorem:  

 

H ve h, Teorem 3.19 daki gibi olsun, EĢ. 3.85 ve EĢ. 3.86 daki koĢullar sağlansın ve 

 

 

 0
0

,
0 inf liminf

,s t t

H t s

H t t 

  
   

  

  (3.96) 

 

 olsun. 

 

 
     

0

2

0

1
limsup ,

,

t

t
t

a s s h t s ds
H t t




    (3.97) 

  
   

0

2

t

s
ds

a s s

 
    (3.98) 

 

koĢullarını sağlayan   1

0 , ,C t    ve   0 , ,C t   gibi iki fonksiyon var 

olsun ve Q, EĢ. 3.11 de tanımlanmıĢ fonksiyon     max ,0t t    olmak üzere 

her 0T t  için 

 

 
           21 1

limsup , ,
, 4

t

t
T

H t s Q s h t s a s s ds T
H t T




   (3.99) 

 

olsun, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.1 in salınımsız olduğunu varsayalım.  v t  fonksiyonu Teorem 3.5 deki gibi 

olsun. O zaman 0 0t T t   için 
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 
     

 

a t t w t
v t

w t

 


 

 

alalım. Bu durumda 

 

 
                

 2

a t t w t w t a t t w t w t
v t

w t

   
   

         
   

 
   

 

 

2
2

2

Q t w t w t
a t t

w t w t


 
     

   

 

olur. Dolayısıyla, 

 

   
 

   

2v t
Q t v t

a t t
  

 

 

ya da 

 

   
 

   

2

0
v t

v t Q t
a t t

   

 

 

elde ederiz. Yukarıdaki eĢitliğin iki tarafını  ,H t s  ile çarparsak ve Teorem 3.20 

deki gibi devam edersek, 0t T T   için 

 

             

     
 

   

         
 

   

2

2

2

, ,

, ,

, , ,

t t

T T

t t

T T

t

T

H t s Q s ds H t s v s v s a s s ds

v s
H t s v s H t s ds

a s s

v s
H t T v T H t s v s H t s ds

s a s s







    

  

 
    

  

 

 


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             
 

   

   
 

   
       

     

2

2
1/2

2

, , , , ,

, 1
, ,

2

1
,

4

t t

T T

t

T

t

T

v s
H t s Q s ds H t T v T h t s H t s H t s ds

a s s

H t s
H t T v T v s a s s h t s ds

a s s

h t s a s s ds








 
   

  

  
        



 





 

 

elde ederiz. Eğer her iki tarafı  ,H t T  ile bölersek 

 

 
         

 
 

 

   
       

2

2
1/2

1 1
, ,

, 4

,1 1
,

, 2

t

T

t

T

H t s Q s a s s h t s ds
H t T

H t s
v t v s a s s h t s ds

H t T a s s






 
 

 

  
        




 

 

buluruz. Buradan her 0T T  için 

 

 
         

 
 

 

   
       

2

2
1/2

1 1
limsup , ,

, 4

,1 1
liminf ,

, 2

t

t
T

t

t
T

H t s Q s a s s h t s ds
H t T

H t s
v T v s a s s h t s ds

H t T a s s










 
 

 

  
        




 

 

elde edilir. Böylece EĢ. 3.99 a göre her 0T T  için 

 

   
 

 

   
       

2
1/2

,1 1
liminf ,

, 2

t

t
T

H t s
v t T v s a s s h t s ds

H t T a s s




  
         


 

 

elde ederiz. Bu 0T T  için 
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   v T T   (3.100) 

 

olduğunu ve 

 

 

 

   
       

2
1/2

,1 1
liminf ,

, 2

t

t
T

H t s
v s a s s h t s ds

H t T a s s




  
        


 

 

olduğunu gösterir. Böylece 

 

 
 

 

     
     

0 0

2

0 0

1 1
liminf , , ,

, ,

t t

t
T T

v s
H t s ds h t s H t s v s ds

H t T a s s H t T

 
 

  
 

 

 

 

   
       

0

2
1/2

0

,1 1
liminf ,

, 2

t

t
T

H t s
v s a s s h t s ds

H t T a s s




  
         
  (3.101) 

 

yani 

 

   liminf
t

U t W t


       (3.102) 

 

olur. Burada 0t T  için 

 

 
 

 
 

   
0

2

0

1
,

,

t

T

v s
U t H t s ds

H t T a s s
 

 

 

ve 

 

 
 

     
00

1
, ,

,

t

T

W t h t s H t s v s ds
H t T

 
 

 

dır. Artık 
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 

   
0

2

T

v s
ds

a s s



    (3.103) 

 

olduğunu iddia edebiliriz. Bunun için 

 

 

   
0

2

T

v s
ds

a s s



    (3.104) 

 

olduğunu varsayalım. EĢ. 3.96 ya göre pozitif bir   sabiti vardır. Öyle ki 

 

 

 0
0

,
inf liminf 0

,s t t

H t s

H t t


 

  
  

  

  (3.105) 

 

olan pozitif bir   sabiti vardır.   bir keyfi sabit olsun. O zaman EĢ. 3.104 dikkate 

alındığında her 1t T  için 

 

 

   
0

2t

T

v s
ds

a s s



 


 

 

sağlayan bir 1 0T T  vardır. Bu yüzden 1t T  için 

 

 
 

 
 

   

 
 

 

   

 
 

 

   

 
 

 

 

0 0

0 0

1 0

1

2

0

2

0

2

0

1

0 0

1
,

,

1
,

,

1
,

,

,1
,

, ,

t s

T T

t s

T T

t s

T T

t

T

v
U t H t s d d

H t T a

v
H t s d ds

H t T s a

v
H t s d ds

H t T s a

H t T
H t s ds

H t T s H t T




  




  




  

 

 

 
  

 
 

 
   

 
 

 
   

 
 

   
     

   

 

 

 


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dır. EĢ. 3.105  den öyle bir 2 1T T  vardır ki her 2t T  için    1 0, ,H t T H t t   

sağlanır ki bu da her 2t T  için  U t   olması demektir.   keyfi bir sabit 

olduğundan  

 

 lim
t

U t


    (3.106) 

 

dir. Daha sonra,  0 ,t   üzerinde bir  kt


 dizisini ele alalım öyle ki  

 

       lim liminfk k
k t

U t W t U t W t
 

        
 

 

ve 

 

lim k
k

t


 
 

 

sağlansın. 

 

    1,2,...k kU t W t M k     (3.107) 

 

sağlayan bir M sabiti vardır. EĢ. 3.106 dan 

 

 lim k
k

U t


    (3.108) 

 

olduğu anlaĢılır ve böylece EĢ. 3.107, 

 

 lim k
k

W t


    (3.109) 

 

eĢitliğini verir. EĢ. 3.106 yı hesaba katarak, EĢ. 3.108 den k yeterince büyük olmak 

üzere 
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 

 

 

   
1

2

k k

k k k

U t W t M

U t U t U t
  

 

 

buluruz. Böylece, EĢ. 3.109 ile 

 

 

 

2

lim
k

k
k

W t

U t
    (3.110) 

 

eĢitliğini garantileyen tüm büyük k lar için 

 

 

 
1

2

k

k

W t

U t
 

 

 

elde edilir. Diğer taraftan Schwart’s eĢitsizliği ile tüm büyük k lar için 

 

 
 

     
0

2

2

0

1
, ,

,

kt

k k k

k T

W t h t s H t s v s ds
H t T

 
  
  

  

   
 

      
 

 
   

 
 

     

0 0

0

2

2

0 0

2

0

1 1
, ,

, ,

1
,

,

k k

k

t t

k k

k kT T

t

k k

k t

v
a s s h t s ds H t s ds

H t T H t T a s s

U t a s s h t s ds
H t T






   
    
        

 
  

  

 


 

 

buluruz. Fakat EĢ. 3.105 

 

 

 
0

0

,
liminf

,t

H t T

H t t





 

 

olmasını garantiler. Bu Ģu anlama gelir, 
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“ Her 3t T  için 
 

 
0

0

,

,

H t T

H t t
  sağlayan bir 3 0T T  vardır.”  

 

Böylece tüm büyük k lar için 
 

 
0

0

,

,

k

k

H t T

H t t
  dır ve böylece 

 

 

   
     

0

2

2

0

1
, , tüm büyük  için

,

kt

k

k

k k t

W t
a s s h t s ds

U t H t t
 


 

 

 

dır. EĢ. 3.110 dan 

 

 
     

0

2

0

1
lim ,

,

kt

k
k

k t

a s s h t s ds
H t t




    (3.111) 

 

olduğu sonucu çıkar. Bu, EĢ. 3.97 ile çeliĢen 

 

 
     

0

2

0

1
limsup ,

,

t

t
t

a s s h t s ds
H t t




 
 

 

durumunu verir. Buradan EĢ. 3.103 sağlanır. Bu yüzden, EĢ. 3.100 e göre, EĢ. 3.98 

ile çeliĢen 

 

  
   

 

   
0 0

2
2

T T

s v s
ds ds

a s s a s s 

 
   

 

 

elde edilir ki bu da ispatı tamamlar. 

 

0t s t   için, 1n   bir sabit olmak üzere    ,
n

H t s t s   fonksiyonunu ele alalım. 

O zaman Teorem 3.23 den aĢağıdaki sonucu verebiliriz. 
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3.13. Sonuç:  

 

1n   bir sabit olsun ve EĢ. 3.98 i sağlayan     1

0 , ,t C t    ve 

    0 , ,t C t    iki fonksiyon var olsun, 

 

     
0

21
limsup

t
n

nt
t

t s a s s ds
t





  

 

 

ve tüm 0T t  için 

 

           
0

2
21

limsup
4

t
n n

nt
t

n
t s Q s t s a s s ds T

t






 
     

 


 

 

olsum. O zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.24. Teorem:  

 

H ve h Teorem 3.19 daki gibi olsun ve EĢ. 3.85 ve EĢ. 3.86 sağlansın. EĢ. 3.98 i   

 

sağlayan     1

0 , ,t C t    ve     0 , ,t C t    iki fonksiyonun var 

olduğunu kabul edelim. 

 

 
   

00

1
liminf ,

,

t

t
t

H t s Q s ds
H t t

    (3.112) 

 

ve her 0T t  için,  Q t  EĢ. 3.11 de tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

 
           2

0

1 1
liminf , ,

, 4

t

t
T

H t s Q s h t s a s s ds T
H t t




 
   

 
      (3.113) 



102 

 

olsun. O zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Tersini kabul edelim EĢ. 3.1 salınımsız olsun. Teorem 3.23 deki gibi 0t T T   için 

 

 
         

 
 

 

   
       

2

2
1/2

1 1
, ,

, 4

,1 1
,

, 2

t

T

t

T

H t s Q s a s s h t s ds
H t T

H t s
v T v s a s s h t s ds

H t T a s s






 
 

 

  
        




 

 

elde ederiz. Bundan dolayı tüm 0T T  için 

 

 
         

 
 

 

   
       

2

2
1/2

1 1
liminf , ,

, 4

,1 1
limsup ,

, 2

t

t
T

t

t
T

H t s Q s a s s h t s ds
H t T

H t s
v T v s a s s h t s ds

H t T a s s










 
 

 

  
        




 

 

olur. EĢ. 3.112 den tüm 0T T  için 

 

   
 

 

   
       

0

2
1/2

,1 1
limsup ,

, 2

t

t
T

H t s
v T T v s a s s h t s ds

H t T a s s




  
         


 

 

olduğunu anlarız. Bu yüzden EĢ. 3.100 tüm 0T T  için geçerli ve 

 

 

 

   
           

0

2
1/2

0 0

0

,1 1
limsup ,

, 2

t

t
T

H t s
v s a s s h t s ds v T T

H t T a s s




  
          

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dır. Bu  U t  ve  W T , Teorem 3.23 ün ispatında tanımlanan fonksiyonlar olmak 

üzere   

 

   

 

 

   
       

0

2
1/2

0

limsup

,1 1
limsup ,

, 2

t

t

t
T

U t W t

H t s
v s a s s h t s ds

H t T a s s








  

  
         


 

  (3.114) 

olduğunu gösterir. EĢ. 3.113 e göre 

 

 
 

         

 
   

 
     

0

0 0

2

0

0

2

0 0

1 1
liminf , ,

, 4

1 1 1
liminf , liminf ,

, 4 ,

t

t
t

t t

t t
t t

t H t s Q s h t s a s s ds
H t t

H t s Q s ds h t s a s s ds
H t t H t t







 

 
   

 

 



 
 

 

dır. Yukarıdaki eĢitsizlikten ve EĢ. 3.112 den 

 

 
     

0

2

0

1
liminf ,

,

t

t
t

h t s a s s ds
H t t




 
 

 

buluruz. Böylece 

 

 

  

(3.115) 

 

yı sağlayan lim k
k

t


   özelliğine sahip  0 ,t   da tanımlı bir  
1k k

t



 dizisi vardır. EĢ. 

3.104 ün sağlandığını kabul edelim. Teorem 3.23 ün adımlarını kullanarak EĢ. 3.108 

in sağlandığı sonucunu çıkartırız. EĢ. 3.114 den EĢ. 3.107 yi gerçekleĢtiren bir M 

sabiti vardır sonucunu çıkartırız. Daha sonra Teorem 3.23 deki gibi EĢ. 3.115 ile 

 
     

 
     

0

0

2

0

2

0

1
lim ,

,

1
liminf ,

,

kt

k
k

k t

t

t
t

h t s a s s ds
H t t

h t s a s s ds
H t t








  




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çeliĢen EĢ. 3.111 in sağlandığını buluruz. Bundan dolayı EĢ. 3.104 geçersiz olur. 

Ġspatın geri kalanı Teorem 3.23 dekine benzer olduğundan detayları burada 

vermeyeceğiz. 

 

3.10. Örnek:  

 

  ve  , 1  , 1 1    ve 2 1    olan sabitler olmak üzere 0 0t t   için 

 

      cos 0t x t t t x t      (3.116) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım.   1t   ve 0t s t   için    
2

,H t s t s   olsun. 

O zaman 

 

 
0

2

0 02

1
limsup cos cos

t

t
t

t s s sds t t
t

 


    

 

 

ve 1k  bir pozitif küçük sabit olmak üzere 0T t  için 

 

 
2

12

1
liminf cos sin

t

t
T

t s s s s ds T T k
t

  



     
 

 

 

elde ederiz. 

 

  1sinT T T k     olarak tanımlayalım. O zaman   02 1
4

N t


    sağlayan 

bir N sabiti vardır ve n N  ise    2 1 2 1
4 4

n T n
 

        dür.   küçük bir 

sabit olmak üzere   1sinT T T k T       dir. 2 1    kaydederek 
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  
     

 

 

 

0

2

2 1 /4
2 2

2 1 /4

2 1 /4
2

2 1 /4

t
n

n
N nt

n

n
N n

s
ds s ds

a s s

ds

s


 

 



 







  



 


  

 





  

 

 
 

 

elde ederiz. Böylece, Teorem 3.24 ün tüm Ģartları sağlanır. Bu yüzden EĢ. 3.116 

salınımlıdır. 

 

Literatürde bilinen sonuçların çoğuna ilaveten, yukarıdaki salınım kriterleri tüm 

 0 ,t   yarıdoğrusu üzerinde EĢ. 3.1 ve EĢ. 3.5 in bilgisine gerek duyar. ġimdi ise 

Sturm Ayırma Teoremi yardımıyla bu denklemler için salınım kriterlerini 

denklemlerin katsayı fonksiyonlarının  0 ,t   un   
1

,i i i
a b




 alt aralıklarının bir 

dizisindeki davranıĢları yardımıyla vereceğiz. Ardından eğer H, Teorem 3.19 daki 

gibi ise yani EĢ. 3.85 i sağlayan   0, :D t s t s t    olmak üzere  ,H C D   ve 

D üzerinde 
H

t




 ile 

H

s




 kısmi türevleri var ve bu kısmi türevler  1 2, ,loch h L D  

olmak üzere 

 

           1 2, , , , , ,H t s h t s H t s ve H t s h t s H t s
t t

 
  

 
 (3.117) 

 

Ģeklinde iseler  ,H H t s   dır diyeceğiz. 

 

3.2. bölümünün sonuçlarından, EĢ. 3.1, EĢ. 3.10 a denk olduğundan EĢ. 3.1 

salınımsızdır ancak ve ancak EĢ. 3.10 salınımsızdır. Önceki gibi,  w t  EĢ. 3.10 un 

bir çözümü olsun ve 0t T t   için   0w t   olduğunu varsayalım. Bir 

    1

0 , ,t C t    için t T  olmak üzere  
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     
 

 

w t
v t a t t

w t





 

 

tanımlayalım. Gerekli iĢlemler yapıldıktan sonra  Q t , EĢ. 3.11 de tanımlanan 

fonksiyon olmak üzere t T  için 

 

   
 

   

2

0
v t

v t Q t
a t t

      (3.118) 

 

sonucuna ulaĢırız. 

 

AĢağıdaki lemma, EĢ. 3.1 için aralık salınımlılık kriterlerini kurmada temel rol oynar. 

 

3.5. Lemma:  

 

   ,w t v t  ve T yukarıdaki gibi tanımlansın. 

(i)    , ,c b T   olduğunu kabul edelim. O zaman H  için 

 

             2

2

1
, , ,

4

b b

c c

H b s Q s ds H b c v c a s s h b s ds    (3.119) 

 

(ii)    , ,a c T   olduğunu kabul edelim. O zaman H  için 

 

             2

1

1
, , ,

4

c c

a a

H s a Q s ds H c a v c a s s h s a ds     (3.120) 

 

eĢitsizlikleri sağlanır. 
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İspat: 

 

(i) EĢ. 3.118 i  ,H b s  ile çarpıp, c den b ye, s ye göre integral alıp, EĢ. 3.85 ve EĢ.  

3.117 yi kullanırsak 

 

         
 

   

        

 
 

   

           

 
 

   

         

 
 

   

   

2

2

2

2

2

, , ,

, ,

,

, , ,

,

, , ,

,

,

b b b

c c c

b b

c c

b

c

b

c

b

c

b

c

b

c

v s
H b s Q s ds H b s v s ds H b s ds

a s s

H b s v s ds v s H b s ds
s s

v s
H b s ds

a s s

H b b v b H b c v c v s H b s ds
s

v s
H b s ds

a s s

H b c v c v s h b s H b s ds

v s
H b s ds

a s s

H b
H b c v c









  

  
   

  



 
    

 



 



 

  

 











 

   
       

     

         

2
1/2

2

2

2

2

2

, 1
,

2

1
,

4

1
, ,

4

b

c

b

c

b

c

s
v s a s s h b s

a s s

h b s a s s ds

H b c v c h b s a s s ds








  
      



 







 

 

elde ederiz. 

 

(ii) (i) dekine benzer Ģekilde EĢ. 3.118 i  ,H s a  ile çarpıp a dan c ye, s ye göre 

integral alıp, EĢ. 3.85 ve EĢ. 3.117 yi kullanırsak 
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         
 

   

          
 

   

             

 
 

   

           
 

   

   

2

2

1

2

2

1

1

, , ,

, , ,

, , , ,

,

, , , ,

1
,

4

c c c

a a a

c c c

a a a

c

a

c

a

c c

a a

v s
H s a Q s ds H s a v s ds H s a ds

a s s

v s
H s a v s ds H s a v s ds H s a ds

s s a s s

H c a v c H a a v a h s a H s a v s ds

v s
H s a ds

a s s

v s
H c a v c h s a H s a v s ds H s a ds

a s s

H c a v c h









  

  
    

  

   



   

  

  

  





 

     

 

   
       

         

2

2
1/2

1

2

1

,

, 1
,

2

1
, ,

4

c

a

c

a

c

a

s a a s s ds

H s a
v s a s s h s a ds

a s s

H c a v c h s a a s s ds








  
       

  







 

elde ederiz. 

 

3.14. Sonuç:
  

 

   ,w t v t  ve T yukarıdaki gibi tanımlansın. O zaman H  ve , ,a b c  öyle ki 

T a c b    olmak üzere   

 

 
   

 
   

1 1
, ,

, ,

c b

a c

H s a Q s ds H b s Q s ds
H c a H b c

   

 
     

 
     2 2

1 2

1 1 1
, ,

4 , ,

c b

a c

h s a a s s ds h b s a s s ds
H c a H b c

 
 

  
  

   (3.121) 

 

dır. 
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İspat:  

 

EĢ. 3.119 ve EĢ. 3.120 sırasıyla  ,H b c  ve  ,H c a  ya bölüp onları toplarsak EĢ. 

3.121 i buluruz. 

 

ġimdi temel aralık salınımlılık teoremlerini ispatlayacağız. 

 

3.25. Teorem:  

 

Her bir 0T t  için H ,     1

0 , ,t C t    ve , ,a b c  öyle ki T a c b    

olmak üzere 

 

 
 

   
 

   

 
     

 
     2 2

1 2

1 1
, ,

, ,

1 1 1
, ,

4 , ,

c b

a c

c b

a c

H s a Q s ds H b s Q s ds
H c a H b c

h s a a s s ds h b s a s s ds
H c a H b c

 



 
  

  

 

 

 (3.122) 

 

ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Genelliği bozmadan  w t , EĢ. 3.10 un eninde sonunda pozitif bir çözümü olsun. O 

zaman Sonuç 3.14 den herhangi bir H  için EĢ. 3.121 eĢitsizliğini sağlayan 0T t  

ve T a c b    yi sağlayan , ,a b c  vardır deriz. Fakat bu EĢ. 3.122 ile çeliĢir. 

 

3.26. Teorem:  

 

Herhangi bir 0r t  için 



110 

 

   

     2

1

,

limsup

,

t

r

t
t

r

H s r Q s ds

h s r a s s ds


 




  (3.123) 

 

ve 

 

   

     2

2

,

limsup

,

t

r

tt

r

H s r Q s ds

h s r a s s ds


 




  (3.124) 

 

Ģartlarını sağlayan H  varsa EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Herhangi bir 0T t  için a T  olsun. EĢ. 3.123 de r a  seçelim. O zaman 

 

         2

1

1
, ,

4

c c

a a

H s a Q s ds h s a a s s ds    (3.125) 

 

Ģartını sağlayan c a  vardır. EĢ. 3.124 de r c  seçelim. O zaman  

 

         2

2

1
, ,

4

b b

c c

H b s Q s ds h b s a s s ds    (3.126) 

 

Ģartını sağlayan b c  vardır. EĢ. 3.125 ve EĢ. 3.126 yı birleĢtirirsek, EĢ. 3.122 yi 

elde ederiz. Teorem 3.25 yardımıyla sonuca kolayca ulaĢılır. 

 

AĢağıdaki sonuç Teorem 3.26 nın denk bir versiyonudur. 
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3.27. Teorem:  

 

Eğer herhangi bir 0r t  için  

 

         2

1

1
limsup , , 0

4

t

t
r

H s r Q s h s r a s s ds


 
  

 
  (3.127) 

 

ve 

 

         2

2

1
limsup , , 0

4

t

t
r

H t s Q s h t s a s s ds


 
  

 
  (3.128) 

 

Ģartlarını sağlayan bir H  varsa EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Herhangi bir 0T t  için a T  olsun. EĢ. 3.127 de r a  seçelim. O zaman 

 

         2

1

1
, , 0

4

c

a

H s a Q s h s a a s s ds
 

  
 
   (3.129) 

 

sağlayan c a  vardır. EĢ. 3.128 de r c  seçelim. O zaman 

 

         2

2

1
, , 0

4

b

c

H b s Q s h b s a s s ds
 

  
 
   (3.130) 

 

sağlayan b c  vardır. EĢ. 3.129 ve EĢ. 3.130 u birleĢtirirsek EĢ. 3.122 yi elde ederiz. 

Teorem 3.25 yardımıyla sonuç kolayca gözükür. 
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 H H t s    durumunda    1 2h t s h t s    dir. Bunları kısaca  h t s  ile 

ifade ederiz.  H t s  içine alan   nın alt sınıfını 0  ile göstereceğiz. Teorem 3.25
 

0  a uygulandığında aĢağıdaki sonucu doğurur. 

 

3.28. Teorem:  

 

Eğer her bir 0T t  için 

 

               21
2 2 2

4

c c

a a

H s a Q s Q c s ds h s a a s s a c s c s ds                 

(3.131) 

 

eĢitsizliğini sağlayan 0H   ve     1

0 , ,t C t    iki fonksiyonu ve T a c   

olan ,a c  varsa, EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

2b c a   olsun.       2H b c H c a H b a      ve  ,y L a b   için 

 

   2

b c

c a

y s ds y c s ds  
 

 

eĢitliğine sahibiz. Bu yüzden 

 

       2

b c

c a

H b s Q s ds H s a Q c s ds    
 

 

ve 
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           2 22 2

b c

c a

a s s h b s ds a c s c s h s a ds      
 

 

olur. Böylece EĢ. 3.131, 0H   için EĢ. 3.122 nin sağlandığını gösterir. Dolayısıyla 

EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

ġimdi 1n   olmak üzere    
n

H t s t s    olsun. Açıktır ki 0H   ve 

   
2

2

n

h t s n t s


    dir. O zaman yukarıdaki sonuçlardan aĢağıdaki salınım 

kriterlerini verebiliriz. 

 

3.15. Sonuç:  

 

Bazı 1n   için ve herhangi bir 0r t  için ya 

 

I) 

         
2

2
limsup 0

4

t
n n

t
r

n
s r Q s s r a s s ds





 
    

 


 

 

ve 

 

         
2

2
limsup 0

4

t
n n

t
r

n
t s Q s t s a s s ds





 
    

 


 

 

eĢitsizlikleri sağlanıyor ya da 

 

II) 

                 
2

2
limsup 2 2 2 0

4

t
n n

t
r

n
s r Q s Q t s s r a s s a t s t s ds 





 
         

 

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eĢitsizliği sağlanıyor ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

Tekrar 0t r t   için  
 

t

r

du
R t

a u
   tanımlayalım ve 1n   reel bir sabit olmak üzere

 

0t s t   için       ,
n

H t s R t R s   olsun. O zaman Teorem 3.27 ye göre 

aĢağıdaki sonucu verelim. 

 

3.16. Sonuç:  

 

Her bir 0r t  için  lim
t

R t


   ve bazı 1n   için 

 

 
      

 

2

1

1
limsup

4 1

t
n

nt
r

n
R s R r q s ds

R t n
 

  (3.132) 

 

ve 

 

 
      

 

2

1

1
limsup

4 1

t
n

nt
r

n
R t R s q s ds

R t n
 

  (3.133) 

 

eĢitsizlikleri sağlanıyor ise EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

  1t   olsun. O zaman 0t t  için    Q t q t , 

 

 
 

    
 2 /2

1 ,
nn

h t s R t R s
a t



 

 

 

ve 
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 
 

    
 2 /2

2 ,
nn

h t s R t R s
a s



 

 

 

dir ve 

 

 
          

 
           

 

 
      

   
    

 
      

 

1 2

11

2
1

1

2
1

1 1

2

1

1 1
limsup ,

4

1 1
limsup

4

1 1
limsup lim

4 1

1
limsup

4 1

t
n

nt
r

t
n n

nt
r

t
n n

n nt t
r

t
n

nt
r

R s R r q s a s h s r ds
R t

n
R s R r q s R s R r ds

R t a s

n
R s R r q s ds R t R r

R t R t n

n
R s R r q s ds

R t n











  



 

 
    

  

 
    

  

  










 

 

dir. EĢ. 3.132 göz önünde bulundurulduğunda EĢ. 3.127 sağlanır. Benzer Ģekilde EĢ. 

3.133 de EĢ. 3.128 i sağlar. Böylece Teorem 3.27 den EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.11. Uyarı: 

 

1.   1a t   ve/yada 1   olduğunda EĢ. 3.1 için yukarıdaki salınım aralık 

kriterlerinin özel durumları kolayca formülleĢtirilebilir. 

 

2. Yukarıdaki sonuçların geniĢletmeleri EĢ. 3.1 tipindeki daha genel denklemlere 

kolayca uygulanabilir. 

 

AĢağıdaki örnekler teoriyi pratikte nasıl uygulayabileceğimizi gösterir. 

 

3.11. Örnek: 

 

      0x t q t x t     (3.134) 
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diferensiyel denklemini ele alalım. Burada m  olmak üzere, 

 

 

 

 

5 3 3 3 1

5 3 2 3 1 3 2

3 2 3 3

t m m t m

q t t m m t m

m m t m

    


       

      

 

olarak tanımlanır. Herhangi bir 0T   için 3m T  yi sağlayan m  vardır. 

t s T   için    
2

3 , 3 1,a m c m H t s t s       ve t T  için   1t   dir. O 

zaman t T  için    Q t q t  dir. 

 

EĢ. 3.131 in sağlandığını kontrol etmek kolaydır ve bu yüzden EĢ. 3.134 ün her 

çözümü Teorem 3.25 e göre salınımlıdır.  

 

Bu denklemde  
0

q s ds



   olarak aldık. 

 

3.12. Örnek:  

 

1t   ve 
1

4
c   ile 

 

   2
0

c
x t x t

t
     (3.15) 

 

Euler diferensiyel denklemini ele alalım. Açık bir Ģekilde 

 

 
1

1

t

R t ds t  
 

 

ve 
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 lim
t

R t


 
 

 

dur. Her bir 1t r   ve 1n   için 

 

 
      

 
 

1

1 2

1
2 3

1 2 1

1
lim

1
lim

1 1
lim lim

1

t
n

nt
r

t
n

nt
r

t tn n
n n

n nt t
r r

R s R r q s ds
R t

c
s r ds

R t s

s nrs
c ds c s nrs ds

t s t

c

n






 

  



 


    








 

 

 

ve  

 

 
      

 
 

1

1 2

1
1

1 2 1 2

1
lim

1
lim

1 1
lim lim

lim 1 ln

t
n

nt
r

t
n

nt
r

t tn n
n

n nt t
r r

t

R t R s q s ds
R t

c
t s ds

R t s

t nst t n
c ds c t ds

t s t s s

t t
c n

r r








  





 

  
   

 

 
     

 





 

 

 

 

2

1 4 1

c n

n n


 
 ise EĢ. 3.132 sağlanır. Ayrıca EĢ. 3.133 otomatik sağlanır.  

Böylece Sonuç 3.16, 
1

4
c   olduğundan EĢ. 3.15 in salınımlı olduğunu gösterir. 
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3.5. Salınım Kriterleri – İntegrallenebilir Katsayılar 

 

Bu bölümde katsayıların integrallenebilir ve küçük olduğunda EĢ. 3.1 için salınım 

kriterlerini vereceğiz. Bunun için     0 0 , ,z t C t   verilen fonksiyon ve 

              
 

 
2 ,

2

t
Q t q t a t h t a t h t h t

t






       
 olmak üzere 

 

   
1

ds
a s s



    (3.135) 

 

ve 

 

   
t

t Q s ds


     (3.136) 

 

Ģartlarını sağlayan bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonunun var olduğunu kabul 

edeceğiz. 

 

 
   

2

z t z t
z t

 
  
 
 

 olmak üzere 0t t  için (mevcutsa) 1,2,...n   için  

 

 
  

   

2

1

0

n

n

t

z s
z t z ds

a s s




  
 

 

olmak üzere bir   
0n n

z t



 dizisi tanımlayalım. Açık bir Ģekilde    1 0z t z t  dir. Bu 

da    1 0z t z t   olduğunu gösterir. Böylece tümevarımla 0t t  için 1,2,...n   olmak 

üzere  
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   1n nz t z t    (3.137) 

 

elde ederiz. Yani   nz t  dizisi  0 ,t   aralığında azalmayandır. 

 

3.29. Teorem:  

 

0t t  için    0z t t  olduğunu kabul edelim. Eğer EĢ. 3.1 salınımsız ise o zaman 

1t t  için  

 

   lim n
n

z t z t


     (3.138) 

 

koĢulunu sağlayan bir 1 0t t  vardır. 

 

İspat:  

 

Varsayalım ki EĢ. 3.1 salınımsız olsun. O zaman Teorem 3.5 e göre 1 0t t  için 

 1,t   üzerinde  

 

   
 

   

2

t

v s
v t t ds

a s s






  
 

 

sağlayan     1, ,v t C t  vardır. Burada 1t t  için    0v t z t  dir ve böylece 

1t t  için    0v t z t   dir. Bu 1t t  için 

 

   
 

   
 

  
   

 
  

   
 

2
2

0

2

0

0 1

t t

t

v sv s
v t t ds z t ds

a s s a s s

z s
z t ds z t

a s s


 



 



   

  

 


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olduğunu gösterir. Böylece tümevarımla 1t t  için n 0,1,2,  olmak üzere 

 

   nv t z t   (3.139) 

 

olduğunu görürüz. 

 

EĢ. 3.137 ve EĢ. 3.139 dan   nz t  dizisinin  1,t   üzerinde üstten sınırlı olduğu 

anlaĢılır. Böylece EĢ. 3.138 sağlanır. 

 

Teorem 3.29 dan aĢağıdaki salınım sonuçlarını verebiliriz. 

 

3.30. Teorem:  

 

   0z t t  olduğunu kabul edelim. Eğer aĢağıdaki iki Ģarttan biri sağlanıyor ise EĢ. 

3.1 salınımlıdır.  

 

(i) 1,2,..., 1n m   için  nz t  ler mevcut, fakat  mz t  mevcut olmayacak Ģekilde 

pozitif bir m sabiti vardır; 

 

(ii) 1,2,...n   için  nz t  ler tanımlı fakat yeterince büyük *

0T t  için 

 

 *lim n
n

z t


    (3.140) 

 

olacak Ģekilde * *t T  vardır. 

 

AĢağıdaki sonuçlar EĢ. 3.1 in salınımsızlığını garantiler. 
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3.31. Teorem: 

 

0t t  için    0z t t  olduğunu kabul edelim. eğer EĢ. 3.138 i sağlayan bir 1 0t t  

varsa, EĢ. 3.1 salınımsızdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.137 ve EĢ. 3.138 den 1t t  için 0,1,2,...n   olmak üzere    nz t z t  olduğu 

anlaĢılır. Monoton yakınsaklık teoremini uygulayarak 1t t  için 

 

   
  

   

2

0 0
t

z s
z t z t ds

a s s



  
 

 

buluruz. Böylece 1t t  için 

 

   
  

   
 

  
   

 

  
   

 

2 2

0

2

t t

t

z s z s
z t z t ds z t ds t

a s s a s s

z s
ds t

a s s


 




  





    

 

 


 

 

elde ederiz. Böylece [7] deki Sonuç 2.3.16 dan EĢ. 3.1 in salınımsız olduğu anlaĢılır. 

Sonraki sonuç EĢ. 3.1 in salınımlılığı için gerekli koĢulları sağlar. 

 

3.32. Teorem:  

 

0t t  için    0z t t  olsun. Eğer EĢ. 3.1 salınımlı ise o zaman aĢağıdaki iki 

Ģarttan biri sağlanır. 
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(i) 1,2,..., 1n m   için  nz t  tanımlı, fakat  mz t  yi tanımsız yapan pozitif m sabiti 

vardır. 

(ii) 1,2,...n   için  nz t  ler tanımlı fakat yeterince büyük *

0T t  için EĢ. 3.140 

sağlanacak Ģekilde bir * *t T  vardır. 

 

Eğer 0t t  için   0t   ise o zaman yukarıdaki sonuçlar kullanılarak aĢağıdaki 

sonuçlar verilebilir. 

 

3.17. Sonuç:  

 

0t t  için    0 0z t t   olsun. O zaman EĢ. 3.1 in salınımsız olması için gerek ve 

yeter koĢul EĢ. 3.138 i sağlayan bir 1 0t t  var olmasıdır. 

 

3.18. Sonuç:  

 

0t t  için    0 0z t t   olsun. O zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır ancak ve ancak ya 

(i) 1,2,..., 1n m   için  nz t  tanımlı, fakat  mz t  yi tanımsız yapan bir pozitif m 

sabiti vardır. 

 

ya da 

 

(ii) 1,2,...n   için  nz t  ler tanımlı fakat yeterince büyük *

0T t  için EĢ. 3.140 ı 

sağlayan * *t T  vardır. 

 

dır. 

 

3.13. Örnek:  

 

0t   için 
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     4/31
2 cos 3 sin 0

3
x t t t t t x t       (3.141) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım.   1t   olsun. O zaman 0t   için 

      4/31
2 cos 3 sin

3
q t Q t t t t t     dir. 

 

       

 

4/3

0

1/3 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3

1
2 cos 3 sin

3

1
lim 6 3 cos 3 sin 3 sin

3

2 cos

t t

b b
b b

t tb
t t

z t t q s ds s s s s ds

s s s s sds s sds

t t t


 



   



 

    

 
     

 

  

 

 

 

 

olduğundan 

 

          1/3

0 0 0 02 2 cosz t z t z t t t z t     
 

 

elde edilir. O zaman tüm büyük t ler için    0 0z t z t  dir. Ayrıca 

 

  
   

2

0 2/3 1/33
t

t t

z t
ds s ds s

a s s

 


    
 

 

dur. Dolayısıyla 1m   dir. EĢ. 3.141 in salınımlılığı Teorem 3.30 dan anlaĢılır. 

 

3.14. Örnek:  

 

0t   için 

 

   3/4 5/41 1
sin cos 0

2 2
x t t t t t x t  
    

 
  (3.142) 
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diferensiyel denklemini ele alalım. Burada   1t   alalım. O zaman 0t   için 

 

    3/4 5/41 1
sin cos

2 2
q t Q t t t t t  

   
   

 

olur ve 

 

      3/4 5/4

0

1 1
sin cos

2 2
t t

z t t q s ds s s s s ds
 

  
    

 
   

    3/4 5/4

0

3/4 1/4 1/4 1/2

1/4

1/4

1 1
lim sin cos

2 2

1
lim sin 2 cos sin

2

lim cos

cos

b

b
t

b b
b

b t
t t

b

b t

z t t s s s s ds

s sds s s s s sds

s s

t t

  



   









 
   

 

 
   

 

 





 

 

 

olduğundan 

 

       1/4

0 0 0

1
2 cos cos

2
z t z t z t t t t      

   

 

dir ve 1k t   için 

 

   

 
 

 

 

 

 

 

2

2

2

2

2

1 0

2 3 /2

2

0

2 1 /2

4 1 /2 2

0

4 1 /2

1 1
cos cos cos

2

1 1
cos cos cos

2

cos

t

n

n k
n

n

n k
n

z t s s s ds z t
s

s s s ds z t
s

s
ds z t

s











  


  

  


  

   
 

 
   

 

 



 

 
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   
5 /2

2

1 0

3 /2

2 cos
n k

z t sds z t









    

 

 

elde edilir. O zaman 1m   ile Teorem 3.30 (i) nin tüm koĢulları sağlanır. Dolayısıyla 

EĢ. 3.142 salınımlıdır. 

 

ġimdi EĢ. 3.2 yi ele alalım. Kabul edelim ki     0 0 , ,t C t    Ģeklinde bir 

fonksiyon verilsin ve  1Q t , EĢ. 3.13 de tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

   
   1 1

1 1

1
ve

t

t Q s ds ds
a s s




 

   
 

 

olacak Ģekilde bir     2

0 , ,t C t    fonksiyonu var olsun. Tekrar, (varsa) 

aĢağıdaki gibi  için 1,2,...n   olmak üzere 

 

   
  

   

2

1

0

1 1

n

n

t

s
t t ds

a s s


 






     (3.143) 

 

  
0n n

t



 dizisi tanımlayalım. Açıktır ki, 0t t  için    1 0t t   dir ve bu 

   1 0t t    olduğunu gösterir. Böylece tümevarımı kullanarak 0t t  için 

1,2,...n   olmak üzere 

 

   1n nt t     (3.144) 

 

olduğunu söyleyebiliriz. Yani EĢ. 3.143 ile tanımlanan   n t  dizisi  0 ,t   da 

azalmayandır. 
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3.6. Salınım İçin Mukayese Kriterleri 

 

Teorem 3.29 ve 3.31 den ilham alarak bazı karĢılaĢtırma mukayeselerini aĢağıdaki 

Ģekilde veririz. 

 

3.33. Teorem:  

 

Tüm büyük t ler için 

 

           1 1 10 ,a t t a t t t t        (3.145) 

 

olduğunu kabul edelim. Eğer EĢ. 3.1 salınımsız ise, o zaman EĢ. 3.2 salınımsızdır ya 

da aynı Ģekilde, EĢ. 3.2 salınımlı ise o zaman EĢ. 3.1de salınımlıdır. 

 

İspat: 

 

 0t t  için    0z t t  ve    0 1t t   olsun. Varsayalım ki EĢ. 3.1 salınımsız 

olsun. Teorem 3.29 dan EĢ. 3.138 i sağlayan bir 1 0t t  vardır. Açıktır ki EĢ. 3.145 e 

göre 

 

       0 1 0  t t t z t    
 

 

dir. Bu yüzden, 1t t  için 

 

   0 0t z t  
 

 

dir. Böylece 1t t  için 
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   
  

   

 
  

   
 

2

0

1 0

1 1

2

0

0 1

t

t

s
t t ds

a s s

s
t ds z t

a s s


 












 

  




 

 

dir. Tümevarımla 

 

    1, 0,1,2,...,n nt z t n t t      (3.146) 

 

olur. Böylece EĢ. 3.138, EĢ. 3.144 ve EĢ. 3.146 yardımıyla 

 

      1lim lim ,n n
n n

t z t z t t t 
 

    
 

 

buluruz. Dolayısıyla Teorem 3.31 e göre EĢ. 3.2 salınımsızdır. 

 

3.34. Teorem:  

 

0 t t  için    0z t t  olsun. eğer EĢ. 3.1 salınımsız ise, o zaman  z t , EĢ. 3.138 

de tanımlanan fonksiyon olmak üzere 

 

    
 

   
limsup exp 4

t

t

s
z t t ds

a s s










 
    

 
  (3.147) 

 

dir. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.1 salınımsız olsun. O zaman Teorem 3.5 den 0t T t   için 
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     v t t y t 
 

 

olarak yazabiliriz. Burada 

 

        2

t

y t v s a s s ds


 
 

 

dir. t T  için y(t) nin türevini alırsak. 

 

 
 

   

    
   

2
2

0
t y tv t

y t
a t t a t t



 


     

 

 

buluruz. Buradan da 

 

 
 

   
 4 0,

t
y t y t t T

a t t







      (3.148) 

 

elde ederiz.   0y t   ve   0y t   olduğundan   0t   ise EĢ. 3.53 sağlanır. 

  0t   ise o zaman 

 

       
2

4t y t t y t       

 

dir. Bu da EĢ. 3.148 ün sağlandığını gösterir. EĢ. 3.148 den 

 

 

 

 

   

 

 

 

   

4

4

t t

T T

y t t

y t a t t

y s s
ds ds

y s a s s














 


  
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 
 

   

   
 

   

ln 4

ln ln 4

t
t

T
T

t

T

s
y s ds

a s s

s
y t y T ds

a s s













 

  





 

 

 

 

   
ln 4

t

T

y t s
ds

y T a s s





 
   
 
  

   
 

   
exp 4 ,

t

T

s
y t y T ds t T

a s s





 
    

 
   (3.149) 

 

olduğu görülür. Diğer taraftan 

 

         0v t t y t t z t    
 

 

dir. Bu yüzden 

 

 
 

   

  
   

2
2

0

t t

z sv s
y t ds ds

a s s a s s 

 

  
 

 

olur. Bu t T  için 

 

       
  

   
 

2

0

0 1

t

z s
v t t y t z t ds z t

a s s






    
 

 

olmasını verir ve tümevarımla 

 

        , 0,1,2,...nv t t y t z t n t T      (3.150) 

 

elde edilir. Böylece EĢ. 3.149 ve EĢ. 3.150 den 
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       
 

   
exp 4

t

n

T

s
z t t y t y T ds

a s s






 
     

 


 

 

elde ederiz ki bunun anlamı t T  için 0,1,2,...n   olmak üzere 

 

    
 

   
 exp 4

t

n

T

s
z t t ds y T

a s s






 
   

 


 

 

olmasıdır. Bu son eĢitsizlik ve EĢ. 3.138 birleĢtirilirse 

 

    
 

   

    
 

   
 

exp 4

lim exp 4

t

n

T

t

n
n

T

s
z t t ds

a s s

s
z t t ds y T

a s s

















 
   

 

 
      

 




 

 

olduğu sonucu ortaya çıkar. Böylece EĢ. 3.147 sağlanır. 

 

3.35. Teorem:  

 

   0z t t  olmak üzere ya 

 

(i) 1,2,...,n m  için  nz t  var ve 

 

    
 

   
limsup exp 4

t

m
t

s
z t t ds

a s s










 
    

 


 

 

olsun.  

 

ya da 

 



131 

 

(ii) EĢ. 2.138 sağlansın ve 

 

    
 

   
limsup exp 4

t

t

s
z t t ds

a s s










 
    

 


 

 

olsun. Bu durumda EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.36. Teorem:  

 

0t t  için    0z t t  olsun. Eğer 

 

 

   
exp 4

s u
du

a u u





  
    
 

    (3.151) 

 

ise ve 

 

 mz s ds



    (3.152) 

 

sağlayan bir negatif olmayan bir m sabiti varsa, EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

Kabul edelim ki EĢ. 3.1 salınımsız olsun. Teorem 3.34 deki gibi 

 

      
 

   
exp 4 , 0,1,2,...,

t

n

s
z t t y T ds n t T

a s s






 
      

 
  (3.153) 

 

elde ederiz. EĢ. 3.153 ü T den t ye integrallersek, t   iken 
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   
 

   
 exp 4

s

n

T T T

u
z s ds y T du ds s ds

a u u






   
      

 
   

 

 

buluruz. Bu EĢ. 3.152 ile çeliĢir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Sonraki sonucumuzu ispatlamak için aĢağıdaki lemmaya ihtiyacımız olacak. 

 

3.6. Lemma:  

 

Her EĢ. 3.1 salınımsız denklemi 

 

   2

ds

a s x s



 
 

 

sağlayan bir  x t  çözümüne sahiptir ve 

 

   2

ds

a s y s



 
 

 

sağlayan aĢikar olmayan bir  y t  çözümüne sahiptir. 

 

3.37. Teorem:  

 

Eğer 

 

   

 

   
1

exp 4

s

d ds
a s s a

 


   

  
     

 
    (3.154) 

 

ise, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 
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İspat:  

 

Eğer EĢ. 3.1 salınımsız ise, o zaman Teorem 3.5 den t T  için 

 

   
 

   

2

t

v s
v t t ds

a s s






  
 

 

sağlayan bir 0T t  vardır. Burada 

 

     
 

 

w t
v t a t t

w t





 

 

ve  w t , 

 

     2

ds

a s s w s



 
 

 

sağlayan EĢ. 3.10 un salınımsız bir çözümüdür. ġimdi Teorem 3.34 deki gibi 

 

 
 

   

2

t

v s
y t ds

a s s



 
 

 

tanımlayalım ve EĢ. 3.149 u elde edelim. EĢ. 3.154 den 

 

 

   

y s
ds

a s s



 
 

 

olduğu ve 
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   

   

2k s v s
ds

a s s



 
 

 

olduğu bulunur. Burada  
   

1
k t

a t t
   dir. 

 

 

 

 

         

   

   

2 2
2

ln

t t t

T T T

w t v s k s v sds
ds ds

w T a s s k s a s s a s s  

      
             

      
  

 

 

olduğundan öyle 0 1,c c  sabitleri vardır ki tüm büyük t ler için 

 

 

       

   

   

    
    

1/2
2

1 0

0 1

ln

exp ln

exp ln

t t

T T

w t k s v sds
ds

w T k s a s s a s s

w t c k t c

w t c c k t

 

   
       
   





 

 

 

dir. Böylece 

 

         
  12

0

1 1
exp 2 ln

ds
c k s ds

a s s w s c a s s 

 

    
 

 

olur ki bu bir çeliĢki verir. 

 

3.19. Sonuç:  

 

Eğer 0 4   olan   lar için 

 

   

 

   
1

exp

s

d ds
a s s a

 
 

   

  
     

 
    (3.155) 
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ise, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.15. Örnek:  

 

1
4

c   olmak üzere 

 

 
 

 22

1
0

4 ln

c
x t x t

t t t

 
    

    

 

diferensiyel denklemini ele alalım.   sabiti  1 4 1 2 1 2c      olmak üzere 

  2lnt t t   olsun. Bu durumda 
22 2

1
2 1

c 




 


 dir ve bu verilenlerden yola çıkarak 

 

 

 

2 2 1
2 1

2 2

1
ln 2 ln

1 ln ln

2 2 ln 2 ln

1

2 ln

t t tt t tth
t t t t t t

t t t

 


 

 








      

  

 

  
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1
ln

ln1 1 1

2 ln 2 ln 2 ln ln

t t
t t t

h
t t t t t t t t t t t


  

 
             

              

 

2

2
2

22 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2

2 2

1 1 1
ln

4 4 ln ln 2 ln lnln

ln
ln

Q t t q t a t h t a t h t

c
t t

t t t t t t t t t t tt t

c
t t

t t







   

 

     

 
        

  

  
  

 

 

 

olduğundan 0t   için 
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   
 2 1

2 ln t
Q t c

t



 


  
 

 

ve 

 

   

2 1

2 2

1 1

ln 1 2

du u
ds ds

a s s s s u



  

    

    
    

   
 

   

   

2 1
2 12 2

ln

2 1 2 1
2 2

ln

ln

ln

2 1 1 2

t t

t

s
t c ds c u du

s

u t
c c




 

    

   
 

 



 

     

     
 

 

 

 

olduğundan 

 

 
2

2 1ln
1 2

c
t t 




 
  

  

 

ayrıca 0T   için 

 

   

 

   

 
 

2

2

2

2 1

2 2

2
1 2 1

2

ln2
1 2 1

2

ln

1
exp 2

1 1
exp 2 ln

ln 1 2 ln

1 1
lim exp ln

ln

1
lim exp

ln

s

T

s

T T

c b s

b
T T

c s

b
T

d ds
a s s a

c
d ds

s s

e d ds
s s

e u du
s s



 

 





 





 


   

 
 

  

 








  
     



  
     



 
   

 

  
  
 
 

 
  

 



 

 

 


2

2
1 2

2

1 ln
lim

ln ln

b

T

c b

b
T

ds

s
e ds

s s T

 





  
    



 
 
 






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   

 

   

 
 

2

2

2

2
1 2 1 2

ln
2 22

1 2

ln

2
1 2 2 2 2 2

1
exp 2

1 1
lim ln

ln

1
lim

ln 2 2

1
lim ln ln

2 2 ln

s

T

c b

b
T

c b

b
T

c

b

d ds
a s s a

e sds
T s

u
e

T

e b T
T

 

 

 




 

  

 


   







  
     



  
    



  
      



 
  
 






   


 


 

 

elde ederiz. Böylece 2   ile Sonuç 3.19 dan 
1

4
c   iken ele alınan diferensiyel 

denklemimizin salınımlı olduğunu söyleyebiliriz. 

 

3.20. Sonuç:  

 

      
   

1

0

1
, , ,k t C t k t

a t t

     olsun. Eğer 

 

   
1

liminf
4t

k t t


   (3.156) 

 

ise, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.156 göz önünde bulundurulduğunda, 0t T t   ve 
1

4
   için    k t t   

eĢitsizliğini sağlayan  iki sabit vardır. O zaman 
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   

 

   

         

   

 

 

   
  

   
     

   
     

   
     

4 4
ln ln

4 4

1
exp 4

1 1
exp 4

1
exp 4

1
exp 4 l n

1
exp 4 ln ln

1

1

s

T T

s

T T

s

T T

s

T
T

T

k t k s

T

T

d ds
a s s a

d ds
a s s a k

k
d ds

a s s k

k ds
a s s

k T k s ds
a s s

e e ds
a s s

k T k s ds
a s s

 

 

 


   

 
    


 

 

 


























 
  
 

 
   

 

 
   

 

 

 





 

 

 







  
      

  
 

  

  
  

 
     

4

4

4

4

4 1

4

4

4 1 4 1

1

lim

lim
4 1

1 1 1
lim

1 4

T

t

t
T

t

t

T

t

k t ds
a s s k s

k s
k T ds

k s

k s
k T

k T
k t k T















 











 



 








 

  
     
   

  





  

 

elde edilir ki bu da EĢ. 3.154 deki koĢuludur. Dolayısıyla Teorem 3.37 den EĢ. 3.1 in 

salınımlı olduğu sonucunu çıkarırız. 

 

3.16. Örnek:  

 

1

4
c   olmak üzere 
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      2ln 0, 2
c

t t x t x t t
t


      (3.157) 

 

diferensiyel denklemini ele alalım. Burada 4 1 1c      olmak üzere 

  lnt t   ve   1ln
1

t
k t 



  


 olsun. O zaman 

 

 
 

 

 

1

2 2 2 2 2

ln
,

2 2 ln 2 ln

2ln 2 1 1
,

4 ln ln ln

t t
h t

t t t t t

t
h t

t t t t t t





  




     

 
    

 

 

olur ve buradan 

 

              2

2
2 2

2 2

2

2 2

ln ln ln
4 ln 2 ln

ln ln ln
ln

4 2

ln ln 2 4 ln
,

4 2 4

Q t t q t a t h t a t h t

c
t t t t t

t t t t t

c t t t
t

t t

t t c t
c

t t t



 


  



 

 

   

     

         
   
 

 
    

 

    
      
   

 

 

elde edilir. Böylece 

 

   
2

2

2 1 1

2 4 ln

4

2 4 ln
lim

4

2 4 ln ln
lim

4 1 1

t t

b

b
t

b

c s
t Q s ds ds

s

c s
ds

s

c b t





 

 


 

 

 

 



 



 
 

 


  
  

  

 

  
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 
 

2
12 4

ln
4 1

c
t t 




 
 



 

 

olur ve 

 

   
 

 

21
1

2 4ln
liminf liminf ln

1 4 1t t

ct
k t t t




 


 

 


 

 


 
 

   
 

 

   

2
2

2 2 2

1 4 12 4 1 4 1 1
liminf

4 44 1 4 1 4 1t

cc c
k t t

 


  

    
    

  
 

 

buluruz. O zaman Sonuç 3.20 den 
1

4
c   iken EĢ. 3.1 in salınımlı olduğunu söyleriz. 

 

3.21. Sonuç:  

 

      
   

1

0

1
, , ,k t C t k t

a t t

     olsun. Eğer 

 

   
      

1
liminf 4

4 4

t
t a t s

a t t
 



    
 (3.158) 

 

ise o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.158 göz önünde bulundurulduğunda, t T  için 

 

   
      4

4

t
t a t t c

a t t
 



    
 

 

ya da 
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 

   

    
   4

a t tt c

a t t t a t t



 

 

 

 

 

sağlayan 0T t  ve 
1

4
c   iki sabit vardır. O zaman 

 

   

 

   

   

    
   

   
     

       
    

4
4

1
exp 4

1 4
exp

1
exp 4 ln ln

1

s

T T

s

T T

ss

T T
T

c
c

T

d ds
a s s a

ac
d ds

a s s a

c a ds
a s s

T
s a s s ds

a T T a s s

 


   

  


    

   



 











 
  
 

  
    
  
    

  



 

 





 

   

   

4
4

4 1 4

lim

lim
1 4

bc
c

b
T

b
c c

b
T

T
s ds

a T T

T s

a T T c



















 

   

 

   
1

exp 4

s

T T

d ds
a s s a

 


   

  
    
 

 
 

 

elde ederiz. Böylece Teorem 3.37 den EĢ. 3.1 in salınımlı olduğunu söyleyebiliriz. 

 

3.17. Örnek:  

 

1
4

c   iken 

 

   2
0

c
x t x t

t
  
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Euler denklemini ele alalım. 1   bir sabit olmak üzere  t t   alalım. Buradan 

 

 
 

 

 

              

 

1

2

2

2

2 2 2

2

2

,
2 2 2

1
,

2

4 2

2 4

4

t t
h t

t t t

h t
t

Q t t q t a t h t a t h t

c
t

t t t

c
t









  







 

 






     

 

     

  
     

  

 


 

 

buluruz. 0t T   için 

 

   

 

 

2
2

2
1

2
1

2 4
lim

4

2 4
lim

4 1

2 4

4 1

b

b
t t

b

b t

c
t Q s ds s ds

c
s

c
t







 


 



 















 
 

 




 




 

  

 

ve 

 

   
      

 

2
1 1

2 2
1

1

liminf 4
4

2 4
liminf

4 1

1 2 4 4
liminf

4 1 4 1

t

t

t

t
t a t t

a t t

t c
t t

t

c c
t

t

 







 


 




    

 





 







   

  
  

 

     
  

    
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elde ederiz. Böylece     / 4 1 1/ 4c      iken, Sonuç 3.21 den Euler 

denkleminin salınımlı olduğunu söyleyebiliriz. 

 

EĢ. 3.10 da, 0t t  için   0Q t   ise, o zaman aĢağıdaki sonucu çıkarabiliriz. 

 

3.38. Teorem:  

 

0t t  için   0Q t   ve       
   

1

0

1
, , ,k t C t k t

a t t

     olsun. Eğer 

 

   limsup 1
t

k t t


   (3.159) 

 

ise, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.1 in  salınımsız olduğunu kabul edelim. Teorem 3.5 den, bir 0T t  vardır öyle 

ki 

 

   
 

   

2

,
t

v s
v t t ds

a s s






  
 

 

olarak yazılabilir. Burada 

 

     
 

 

w t
v t a t t

w t



   (3.160) 

 

dir ve   ,w t t T  için   0w t   ile EĢ. 3.10 un bir çözümüdür. 0t t  için   0Q t   

ise, o zaman      a t t w t   fonksiyonu kesin azalandır ve t T  için    v t t  
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dir. Ayrıca t T  için   0w t   olduğunu kontrol etmek kolaydır. 

 

 

   

 
   
   

 

   

         

   

t t

T T

a s s
w T w s ds w T a s s k s w s ds

w t a s s

k t w t k t w t k t w t





   

 
  

 
 

 

 

 

 

 

 

olduğundan EĢ. 3.159  ile çeliĢen 

 

       
 

   
limsup limsup limsup 1
t t t

k t
k t t k t v t

k t k T


  
  


 

 

sonucuna ulaĢırız. 

 

3.39. Teorem: 

  

Eğer 

 

 

   

s
ds

a s s







    (3.161) 

 

ve EĢ. 3.24 de tanımlanan  t  için 

 

   

 

   
1

exp 4

s

d ds
a s s a

 


   

  
    
 

    (3.162) 

 

 

   

           

   

   
   

 

w T a t t w t k t k Tw t

k t w t k t w t

k t k T
a t t

k t





    
 

 
   

 
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sağlanırsa, o zaman EĢ. 3.1 salınımlıdır. 

 

3.40. Teorem:  

 

EĢ. 3.1 salınımsız ve  

 

   
 

   
exp 2

s

a s s d ds
a

 
 

  

  
   

 
    (3.163) 

 

ise, o zaman EĢ. 3.1  

 

   2a s u s ds



 
 

 

sağlayan bir  u t  çözümüne sahip olamaz. 

 

İspat:  

 

EĢ. 3.1 salınımsız olduğundan, Teorem 3.5 den,  v t  EĢ. 3.160 da tanımlanan  

fonksiyon ve  w t , EĢ. 3.10 un bir çözümü olmak üzere 

 

   
 

   

2

t

v s
v t t ds

a s s






  
 

 

olacak Ģekilde bir 0T t  ve bir     , ,v t C T   fonksiyonu vardır. Böylece tüm 

t T  ler için 

 

 
 

 

 

       
 

 

   

 

   

2
1

ln
t

w t v t v s td
w t t ds

dt w t a t t a t t a s s a t t




   

 
     

  

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elde ederiz. Bu da bize 

 

         

   
 

   

2 2

exp 2

s

a s u s ds a s s w s ds

a s s d ds
a



 
 

  

 





 
    

 

 

 
 

 

olduğunu verir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



147 

 

4. FORCED (ZORLA) SALINIMLAR 

 

4.1. Homogen Olmayan Damping Terimli Denklemelr  

 

    0 , ,a t C t    ve         0, , , ,e t p t q t C t   verilen fonksiyonlar olmak 

üzere 

 

              a t x t p t x t q t x t e t      (4.1) 

 

formundaki diferensiyel denkleme ikinci basamaktan forced (homojen olamayan) 

diferensiyel denklem denir. Bu bölümde EĢ. 4.1 deki forced denklemlerinin salınım 

davranıĢlarını inceleyeceğiz. Ayrıca bu bölümde 

 

             0a t z t p t z t q t z t      (4.2) 

 

forced olmayan (homojen) denklemin salınımsız olduğunu kabul edeceğiz. 

 

 z t , EĢ. 4.2 nin bir aĢikar olmayan çözümü olsun. Bu durumda Lemma 3.6 dan 

 z t , 

 

 
 

 
exp

t p s
t ds

a s


 
   

 
   (4.3) 

 

olmak üzere 

 

     2

1
ds

a s s z s



    (4.4) 
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eĢitliğini sağlar. Bu bölümde kullanacağımız  t  fonksiyonu 

 

 
     

     2

1
t s

t e u u z u du ds
a s s z s

 


 
  

 
   (4.5) 

 

olarak tanımlayalım. 

 

4.1. Teorem:  

 

EĢ. 4.2 salınımsız ve  z t  aĢikar olmayan bir çözüm olsun. Eğer 

 

   limsup liminf
t t

t t 
 

     (4.6) 

 

ise EĢ. 4.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

 t , EĢ. 4.3 de tanımlanan fonksiyon olmak üzere EĢ. 4.1 de      x t y t z t  

değiĢken değiĢtirme yaparsak EĢ. 4.1, 

 

                           

     

2a t t z t y t z t a t z t p t z t q t z t t y t

e t t z t

 



        



 (4.7) 

 

denklemine dönüĢür. 1c  ve 2c ,  0y t  ve  0y t  baĢlangıç koĢullarına bağlı olan 

sabitler olmak üzere EĢ. 4.7 nin integrasyonu yardımıyla  y t  fonksiyonunu 

 

 
           

     
0 0 0

1 2 2 2

1 1
t t s

t t t

y t c c ds e u u z u du ds
a s s z s a s s z s


 

 
    

 
 

  
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olarak ifade edebiliriz.  z t  aĢikar olmayan bir çözüm olduğundan EĢ. 4.4 ve EĢ. 

4.6,  y t  nin 

 

   limsup liminf
t t

y t y t
 

     (4.8) 

 

eĢitliğini sağladığını gösterir.  z t , salınımsız olduğundan 1 0t t t   için   0z t   

dır. Böylece EĢ. 4.8,  y t  nin salınımlı olduğunu gösterir. Dolayısıyla 

     x t y t z t  fonksiyonu da salınımlıdır. 

 

4.1. Örnek:  

 

, ,k   birer sabit olmak üzere 

 

    0

sin
sin , 0

kt
x t x t t t t t

t

        (4.9) 

 

forced diferensiyel denklemini ele alalım. 2k   için 

 

   
sin

0
kt

z t z t
t

     (4.10) 

 

lineer forced olmayan denklem salınımsızdır.  EĢ. 4.10,     
1/2

2 22 4 0k k     

olmak üzere t   iken 

 

       1/2 1/2

1 1 1z t t t
 


 

     

 

ve 
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       1/2 1/2

2 1 1z t t t
 


   

     

 

asimtotik davranıĢlar yapan  1z t  ve  2z t  lineer bağımsız iki çözüme sahiptir. 

Böylece  1z t , aĢikar olmayan bir çözümdür. EĢ. 4.5 de  1z t  ve sint t   yi yerine 

yazarsak,  1/ 2    ve herhangi bir 0   olduğunda EĢ. 4.6 nın sağlandığını 

görürüz. 1/ 2   olduğundan, herhangi bir 1   ve bütün , 0k   için EĢ. 4.9 

salınımsızdır. 

 

4.2. Örnek:  

 

  0 , ,e C t   ve 0 0t t   olmak üzere 

 

     x t x t e t     (4.11) 

 

forced diferensiyel denklemini ele alalım. Burada    1, 0a t p t   ve   1t   dir. 

Lineer forced olmayan     0z t z t    denkleminin lineer bağımsız iki çözümü te  

ile te  dir. Açıktır ki   tz t e  aĢikar olmayan bir çözümdür. Dolayısıyla 

    0z t z t    salınımsız bir denklemdir. 

 

ġimdi aĢağıdaki iki durumu ele alalım: 

 

(i)   sine t t  olsun. O zaman   2 sin

t s

st e e d ds  
 

  
 

   olur. Açıktır ki bütün 

0t   ler için  t   olur ve böylece EĢ. 4.6 sağlanmaz. Bu durumda EĢ. 4.11 in 

genel çözümü 1c  ve 2c  keyfi sabitler olmak üzere    1 2 1/ 2 sint tx t c e c e t    olur. 

Bu çözüm, yeterince büyük tüm t ler ve 2 0c   için salınımsızdır. 
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(ii) 0   ve 1   birer sabit olmak üzere   sinte t t e t  ya da sinte t  olsun. 

  tz t e  ile  e t  yi EĢ. 4.5 de yerine yazarsak EĢ. 4.6 nın sağlandığını buluruz. 

Böylece Teorem 4.1 den EĢ. 4.11 in salınımlı olduğunu buluruz. Dolayısıyla büyük 

forced terimler salınımlılığı doğurur. 

 

4.3. Örnek: 

 

      02 sin , 0x t x t x t t t t        (4.12) 

 

forced diferensiyel denklemini ele alalım. Burada    1, 2a t p t   ve   2tt e   

dir. Lineer forced olmayan      2 0z t z t z t     denkleminin lineer bağımsız iki 

çözümü te  ile tte  dir.    21/ sin

t s

t s e d ds   
 

  
 

   olduğundan EĢ. 4.6 

sağlanır. Böylece Teorem 4.1 yardımıyla EĢ. 4.12 nin salınımlı olduğunu 

söyleyebiliriz. 

 

1c  ve 2c  keyfi sabitler olmak üzere EĢ. 4.12 nin genel çözümü 

   1 2 1/ 2 sint tx t c e c te t      dir. Bu çözüm tüm büyük t ler için salınımlıdır. EĢ. 

4.4 sağlanmadığından yani  z t , EĢ. 4.2 nin aĢikar çözümü olduğundan aĢağıdaki 

sonucu ele alabiliriz. 

 

4.2. Teorem:  

 

 t , EĢ. 4.3 de ve  t , EĢ. 4.5 de tanımlanan fonksiyonlar olmak üzere, her bir 

0 0t   ve bazı 0m   sabitleri için 

 

            
00

liminf ve  limsup

t t

t t
t

e s s z s ds e s s z s ds 
 

      (4.13) 
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 
     

0

2

1
t

t

t m ds
a s s z s




    (4.14) 

     
0

2

1
lim

t

t
t

ds
a s s z s

    (4.15) 

 

koĢullarını sağlayan EĢ. 4.2 nin bir pozitif  z t  çözümü varsa EĢ. 4.1 salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

 x t , EĢ. 4.1 nin eninde sonunda pozitif bir çözümü olsun. yani 0 0t t   için 

  0x t   olsun.      x t y t z t  ile tanımlanan  y t  fonksiyonu EĢ. 4.7 nin 

salınımsız bir çözümü olsun. T yeterince büyük olmak üzere EĢ. 4.7 yi 0T t  den t 

ye integrallersek 

 

                     2 2

t

T

a t t z t y t a T T z T y T e s s z s ds        (4.16) 

 

elde ederiz ve EĢ. 4.13 yardımıyla        2liminf
t

a t t z t y t


    buluruz. Daha 

sonra 

 

       2

1 1 1 1 2 , 0a t t z t y t m m       (4.17) 

 

eĢitliğini sağlayan yeterince büyük bir 1t T  seçelim. EĢ. 4.16 da T yerine 1t  alıp 1t  

den t ye integralleyip EĢ. 4.14 ile EĢ. 4.17 yi kullanırsak 

 

   
     

1

1 2

1
t

t

y t y t m ds
a s s z s

  
 

 

elde ederiz. Böylece EĢ. 4.15 yardımıyla  y t  çözümünün eninde sonunda negatif 
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olduğunu söyleyebiliriz. Bu da  x t  nin eninde sonunda pozitif olması kabulümüzle 

çeliĢir. 

 

4.4. Örnek: 

 

      33 2 sin , 0tx t x t x t e t t       (4.18) 

 

forced diferensiyel denklemini ele alalım.      3 2 0z t z t z t     forced olmayan 

denklem salınımsızdır. Hakikaten te  ve 2te  bu denklemin lineer bağımsız iki 

çözümüdür. Burada   tz t e  alalım.   1a t   ve   3p t    olduğundan   3tt e   

buluruz. Böylece EĢ. 4.14 ve EĢ. 4.15 koĢulları sağlanır. Buradan EĢ. 4.13 ün 

sağlandığını görmek kolaydır ve böylece, Teorem 4.2 yardımıyla EĢ. 4.18 

salınımlıdır.   2tz t e  çözümünü aĢikar olmayan bir çözüm olarak alırsak Teorem 

4.1 den aynı sonuca ulaĢırız. 

 

4.1. Sonuç:  

 

Her bir 0 0t   için EĢ. 4.6 ve EĢ. 4.13 ün sağlandığı EĢ. 4.2 nin bir pozitif  y t  

çözümü varsa EĢ. 4.1 salınımlıdır. 

 

EĢ. 4.1 in özel bir durumu olan 

 

          a t x t q t x t e t     (4.19) 

 

denklemini ele alıp aĢağıdaki sonucu ifade edelim. 

 

4.3. Teorem:  

 

0n , bir sabit pozitif tam sayı olmak üzere bütün 0n n  lar için ,n nc c   pozitif sabitler
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ve 

 

     

     

/

2

2

1 cos

sin 0

n n

n

p c

n n n

p

n n n

V c q s c t p

q s c c t p ds

 





   

  

  


   



 (4.20) 

 

olan iki pozitif artan ıraksak  np  ,  np   dizileri ve iki  nc  ,  nc   dizisi var 

olsun. Ayrıca bütün 
0n n  lar için  e t  fonksiyonu 

 

 
0 , /

0 , /

n n n

n n n

t p p c
e t

t p p c





  

  

    


   

  (4.21) 

 

olsun. O zaman EĢ. 4.19 salınımlıdır. 

 

AĢağıdaki sonuç, Teorem 4.3 ü geniĢletir. 

 

4.4. Teorem:  

 

Herhangi bir 0T   için 

 

 
 

 
1 1

2 2

0 ,

0 ,

t s t
e t

t s t

 

 

  (4.22) 

 

olan 1 1 2 2T s t s t     var olsun. Eğer 1,2i   için 

 

          
22 0

i

i

t

i

s

Q u q s u s a s u s ds   
     (4.23) 
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eĢitsizliğini sağlayan 

 

               1, , , : 0, 0i i i i i iu t D s t u t C s t u t u s u t     
 

 

varsa, EĢ. 4.19 salınımlıdır [13]. 

 

4.2. Monoton Artan f Çarpanlı Forced Denklem Hali 

 

a, e, p ve q fonksiyonları EĢ. 4.1 deki fonksiyonlar ve 0x   için 

     , , 0f x C xf x   olmak üzere, daha genel forced denklem olan  

 

               a t x t p t x t q t f x t e t      (4.24) 

 

denklemini ele alacağız. 

 

EĢ. 4.24 için aĢağıdaki salınım kriteri, Teorem 4.3 ile 4.4 ü geniĢletip birleĢtirir. 

Bunun için Teorem 4.4 deki her bir 0T  , 1 1 2 2T s t s t     ve 1,2i   için 

 ,i iD s t  kümesine ihtiyacımız olacak. 

 

4.5. Teorem:  

 

k bir reel sabit olmak üzere 0x   için 

 

  0f x k     (4.25) 

 

olsun ve her bir 0T   için EĢ. 4.22 yi sağlayan 1 1 2 2T s t s t     var olsun. Eğer 

 

         t a t t p t t      (4.26) 
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olmak üzere 1,2i   için 

 

       
 

 
 

   

2

2 0
2

i

i

t

i

s

a s s
Q u s q s u s u s ds

k a s s






  
         

  (4.27) 

 

eĢitsizliğini sağlayan     1 , ,i it C s t   ve    ,i iu t D s t  varsa, EĢ. 4.24 

salınımlıdır. 

 

İspat:  

 

 x t , EĢ. 4.24 ün bir salınımsız çözümü olsun. Burada genelliği bozmaksızın 

0 0t t   için   0x t   alalım. 0t t  için           w t t a t x t f x t    

tanımlayalım. O zaman 0t t  için 

 

      
 

  

               
  

     

  
   

   

  
  

      

  

     

  

   
   

  
  

 

   

 

  
        

2

2

2

2

a t x t t f x t t f x tt
w t a t x t

f x t f x t

a t x t tp t x t t e t t
q t t f x t

f x t f x t f x t

a t x t t

f x t

t e t w t x t
t q t f x t a t t p t t

a t tf x t f x t

 

 





  



  
   


   

 



     

 

     
   

  
  

 

   

 

   
 

2t e t w t t
w t t q t f x t w t

a t t a t tf x t

 


 
      (4.28) 

 

elde ederiz. Hipotez yardımıyla, 1 0 1 1,t t s t   olan 1s  seçebiliriz. Böylece  1 1,I s t  

üzerinde   0e t   olur. Dolayısıyla I aralığında  w t  fonksiyonu 
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      
 

   
    

 

   

2t w t
w t t q t w t f x t

a t t a t t




 
     (4.29) 

 

eĢitsizliğini sağlar. Hipotezdeki gibi    1 1,u t D s t  olsun. EĢ. 4.29 un her iki 

tarafını 2u  ile çarpıp I üzerinden integrallersek, 

 

         
 

   
   

    
 

   

2 2 2

2

2

I I I

I

s
u s w s ds u s s q s ds u s w s ds

a s s

w s
f x s u s ds

a s s








  



  



  (4.30) 

 

buluruz. EĢ. 4.30 un sol tarafına kısmi integrasyon uygularsak ve    1 1 0u s u t   

olduğunu kullanırsak 

 

           
 

   
   

    
 

   

2 2

2

2

2
I I I

I

s
u s u s w s ds u s s q s ds u s w s ds

a s s

w s
f x s u s ds

a s s








  



  


 

 

eĢitsizliğini elde ederiz. Bu eĢitsizlik t I ,       y t u t f x t  olmak üzere 

 

  
   

     
   

   

   

  
 

2

10
2

I

f x s s u s a s s
u s w s u s ds Q u

a s s a s s f x s

 

 

   
         
   (4.31) 

 

eĢitsizliğine denktir.  1 0Q u   olduğundan EĢ. 4.31 in 

 

  
   

   
   

  
 

   

   
0

2

f x t a t x t t u t
u t t u t

a t t a t tf x t




 

  
    

 
   

 



158 

 

olduğu, yani 

 

    

  
   

   

   
0

2

f x t x t t u t
u t u t

a t tf x t





  
    

    

 

veya 

 

  
 

  
   

   
0

2

u t t u td
f x t

dt a t tf x t





 
  

 
   

 

ya da 

 

 
 

   
  0

2

td
y t y t

dt a t t




   ,   I üzerinde  (4.32) 

 

eĢitliğini verir. EĢ. 4.32 den t I , 

 

 
 

   
1

exp
2

t

s

s
c t ds

a s s





 
  

 
 


 

 

olmak üzere I üzerinde      0c t y t    olduğu sonucu çıkar. Bu yüzden c bir sabit 

olmak üzere    c t y t c  dir ve böylece I üzerinde       u t cf x t c t  dir. 

   1 1,u t D s t  ve   0u t   olduğundan    1 1 0u t u s   olamaz. u D  olması ile 

çeliĢir. 

 

Eninde sonunda   0x t   olduğunda, benzer çeliĢkiye ulaĢmak için  2 2,s t  üzerinde 

   2 2,u t D s t  ve   0e t   olması durumlarını kullanırız. Böylece  x t  nin 

salınımsız olması mümkün değildir. Bu da ispatı tamamlar. 
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Teorem 4.5 i  EĢ. 4.19 a uyarlamak için aĢağıdaki formu ele alacağız. 

 

4.2. Sonuç:  

 

Herhangi bir 0T   için EĢ. 4.22 yi sağlayan 
1 1 2 2T s t s t     var olsun. Eğer 

1,2i   için 

 

           
 

 
 

2

2 0
2

i

i

t

i

s

s
Q u s q s u s a s u s u s ds

s






  
         

   (4.33) 

 

eĢitsizliğini sağlayan     1 , ,i it C s t   ve    ,i iu t D s t  varsa, EĢ. 4.19 

salınımlıdır. 

 

4.1. Uyarı:  

 

Sonuç 4.2 de   1t   alırsak Teorem 4.4 sonucuna ulaĢırız. Ayrıca, ağırlık 

fonksiyonu 

 

 
 

 
exp

t p s
t ds

a s


 
   

 
   (4.34) 

 

ise EĢ. 4.26 da tanımlanan  t , sıfır olacaktır. Böylece Teorem 4.5 deki EĢ. 4.27 

1,2i   için 

 

       
 

  
22 0

i

i

t

i

s

a s
Q u s q s u s u s ds

k


 
   

 
  (4.35) 

 

formunu alır. 
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4.5. Örnek: 

 

      
1 1

sin , 0t x t x t x t t t
t t


      (4.36) 

 

forced denklemini ele alalım. Burada sin t  forcing teriminin sıfırları  
2
,n n   

değerleridirler. 

 

Herhangi bir 0T   için  
2

n T   olan yeterince büyük n seçelim ve  
2

1s n  ve 

 
2 2

1 1t n    olsun.    sin ,u t t t t   ve 1k   alalım, o zaman 

 

              

 

 

 
 

1

1

2 2

2 2

22

1

1

2 2

1

2 2 2

1 2

2
3

1
sin cos

4

1
2 sin cos

4

3 5cos 2
4

3 3 1 5
0

4 16

t

s

n

n

n

n

n

n

Q u s q s u s a s s u s ds

s s s ds

v v v dv

v
v dv

n n













 

 







  
  

 
  

 

 
  

 

 

 
  









 

 

elde ederiz. Benzer Ģekilde  
2 2

2 1s n    ve  
2 2

2 2t n    için  2 0Q u   

olduğunu gösterebiliriz. Böylece Teorem 4.5 den EĢ.4.36 nın salınımlı olduğu 

görülür 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Fen bilimlerinde bir çok uygulama sahasına sahip olan ikinci basamaktan adi 

diferensiyel denklemlerin salınımlılığı son zamanlarda oldukça popüler bir çalıĢma 

sahası olarak karĢımıza çıkmaktadır. Biz bu çalıĢmamızda  

 

      0x t q t x t     

 

ile  

 

         0p t x t q t x t    

 

denklemlerinin çözümlerinin salınımlı olabilmeleri için yeter koĢulları ortaya 

koymaya çalıĢtık. 

 

Bundan sonra bu konuda çalıĢmak isteyen araĢtırmacılar bizim ilgilendiğimiz 

denklem modellerini içine alan daha genel diferensiyel denklemlerin çözümlerinin 

salınımlılık davranıĢları ile ilgili kullanılabilir koĢullar elde etmek için çalıĢabilirler. 

 

Bu çalıĢma sahasının önü açık olup denklem modellerini genelleme ve yeter koĢulları 

yalın hale getirme ilerleyen zamanlarda araĢtırmacıların ilgi odağı olacağı 

düĢüncesindeyiz. 
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