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1. GIRIS

Son yillarda, ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin  salinimliligi ve
salinimsizhigi ile ilgili ¢ok gesitli ¢calismalar yapilmistir. Salinimlilik ve salinimsizlik

teorisinde ilk sonuglar
X"(t)+q(t)x(t)=0 (11)

lineer denklemi igin elde edilmistir. Bu denklem modeli i¢in ilk integral tipi

salmimlilik kriterini 1918 yilinda Fite vermistir. Fite bu ¢alismasinda q (t) >0 olmak

uzere

t
!Lrg{[q(s)ds=oo (1.2)
olmast halinde Es. 1.1 in salinimli oldugunu ispatlamistir [1]. 1949 yilinda Wintner,

Fite’nin  kriterinin q(t)<0 olmast durumunda da gegerli oldugunu gostermistir.

Ayrica Wintner,

1
lim=

t—o {

ﬁq(u)duds = (1.3)

to to
olmast halinde Es. 1.1 in salinimli oldugunu ispatlamistir [2]. Daha sonra Es. 1.3

Fite-Wintner-Leighton Kkriteri olarak genisletilip Es. 1.1 in salinimlilig1 ispatlanmigtir

[1,3]. Leighton da p (t) pozitif siirekli bir fonksiyon olmak {izere daha genel

(p(t)X' (1)) +a(t)x(t)=0 (14)

lineer denklemi i¢in ¢alismalar yapmustir [3]. Bizde bu ¢alismamizda genel olarak



a(t)eCl([tl,tz],R+) ve q(t)eC([tl,tz],R) olmak iizere

(a(t)x (1)) +a(t)x(t)=0

denklem modelinin salinimlilik kriterleri iizerinde durup salimimlilik kriterleriyle

ilgili var olan ¢alismalardan bazi1 derlemeler yapacagiz.



2. COZUMLERIN DAVRANISLARI

Bu béliimde ikinci mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemlerin 6zel bir

sinifinin  tim ¢6ziimlerinin siirdiirtilebilirlik, smirli ve sifira yakinsak olmasinm

garanti eden kosullar1 olusturacagiz. Bu kesimde F € C ([to : oo)x R3,R) olmak {izere

F(t,x(t), X' (t),x"(t))=0 (2.1)

ikinci basamaktan adi diferensiyel denklemini ele alacagiz. Bu denklemde gegen
X(t) fonksiyonu, te[tx,oo)c[to,oo) olmak iizere [tx,oo) araliginda iki kez siirekli
tirevlenebilen ve Es. 2.1 in ¢oziimii olan bir fonksiyondur. t, >t; >0 sayisinin

secimi incelenmekte olan 6zel X(t) ¢Oziimiine baghdir.

Ikinci basamaktan bir diferensiyel denklemin (O, oo) tizerinde tanimli asikar olmayan

bir x(t) ¢dziimii her t, pozitif sayis1 i¢in (t)0) aralifinda sonsuz sayida sifira
sahipse boyle bir ¢dziime salinimli ¢oziim, aksi halde salinimli olmayan salinimsiz
¢oziim denir. Her t>t, igin X(t);tO olacak sekilde bir t >t, varsa X(t) ¢Ozimi
salimimsizdir. Bagka bir deyisle, salinimsiz bir ¢éziim belli bir noktadan sonra ya
daima pozitif ya da daima negatif olmalidir. Es. 2.1 in tiim ¢6ziimleri salinimli ise o
zaman Es. 2.1 e salimimlidir deriz. Diferensiyel denklemlerin salinimli davranislarini
inceleyecegimiz bu c¢alisgmamizda ¢oziimlerin ayrintili  bilgisine ihtiyacimiz

olmayacak, daha ziyade salimimliligin1 gostermek icin gerekli kosullari ve bu

kosullarin anlamligini inceleyecegiz.

2.1. Siirdiiriilebilirlik, Stmirhlik ve Sifira Yakinsama

t,>0 olmak tizere a,q eC([to,oo),R*), f,geC(R,R) ve

h,eeC ([to x0),R?, R) verilmis fonksiyonlr ve Vy e R i¢in g(y)>0 olmak iizere



(a(t)x’(t))' +h(t,x(t),x'(t))+a(t) f (x(t))g (X (t))=e(t.x(t).X(t)) (2.2)

formunda ikinci mertebeden lineer olmayan diferensiyel denklemini ele alalim. Es.

2.2 nin yerine bazen ona denk olan

y'=—=[-a(t)y-h(t,x,y)-a(t) f (x)g(y)+e(t,xy)] (23)

sistemini ele almak daha uygundur.

Eger p*(t)= max{ p(t), O} ve p(t)=max {— p(t), O} olarak tanimlanirsa

p(t)=p*(t)—p (t) olur. Es. 2.2 ya da ona denk olan Es. 2.3 de F(x):j f(s)ds,

0

y
G(y)= .[ ——ds olarak tamimlayalim ve
0

le(t.x,y)|<r(t) (2.4)

esitsizligini saglayan bir r(t)eC ([to, ), ]R) fonksiyonu var olsun. Ayrica

yh(t,x,y)=0 (2.5)
olsun ve

ﬂ£m+nG(y) (2.6)
a(y)

esitsizligini saglayacak sekilde negatif olmayan m ve n sabitleri var olsun.



Siirdiiriilebilirlik ilgili teoremi vermeden Once, iyi bilinen Gronwall lemmasin

verelim.

2.1. Lemma (Gronwall Esitsizligi):

I :[to,oo)c R reel sayilarin bir alt aralif1 u,q,t>t, icin negatif olmayan siirekli

fonksiyonlar ve ¢ >0 bir sabit olmak iizere;
t

u(t)£c+jq(s)u(s)ds ,  tel
o

ise bu durumda

u(t)SCeprq(s)dsJ ,  tel

fo

dir.

2.1. Teorem:

Es. 2.4-Es. 2.6 saglansin t>t; i¢in a'(t)ZO ve F(X) alttan sinirli olsun. Eger

|y| — oo olmasi G(y)—>oo olmasini gerektiriyorsa her t>t, i¢in Es. 2.2 nin tiim

¢Oztimleri tanimlidir.
fspat:

Kabul edelim ki Es. 2.3 iin (X(t),y(t)) ¢oziimii bir T >t, noktasinda sigrama

siireksizligi yapsin. Yani Iim[‘x(t)‘+‘y(t)‘]=oo olsun. F(x) alttan smnirh

t->T"

oldugundan, &yle bir K >0 sabiti vardir ki F(x)>-K saglanr.



V’:—q—’G—i'[FJr K]+LLLJ[—a’y—h—qu +e]+g

qQ>  a’ aq| g(y)

q a’ a( y h{ vy fy
- AL F+K]-Z LN N S 4

q? aZ[ K] aq(g(y)] aQ(G(y)J a
e y fy




2
[F+K] .y h y

elde edilir. Diger taraftan &’
a aqg(y)  adg(y)

>0 oldugundan,

o q e vy
Vs A Ggy—| 2L
i aq(g(y)]
q e vy
__G+__
q° aq[g(y)]

gy, o Iy
q° it aq g(y)

IA

IN

elde edilir. |e| <r oldugundan

L
= G(Y) 2 9(Y)

olur. Ayrica ¢(t) = max{—q’(t),o}, [—q'(t)]+ = max{ —q’(t)],O} ve

vl

a(y)

<m+nG(y) oldugundan

G(y(t))+m M G(y) @.7)

elde edilir.

V (X, y,t):iG(y)+i[F(x)+K]

a(t) a(t)

oldugundan 1 G ( y) nin V (X, Y, t) den kii¢iik oldugunu goriiyoruz.

a(t)



Yani iG(y)sv dir. Es. 2.7 yi t, dan t ye integrallersek r(Y nin [t,,T]

a(t) a(t)a(t)

araliginda sinirlt oldugunu dikkate alarak t e [to ,T] igin

1 < t _[q'(s)]i r(s)
q(t)G(y(t))_Klexp E[_ a0) +na(s) ds]
<K, ex h [a(s)]i+nr(s) s|<K. <o
<K, exp tj s dj K,

elde ederiz. Bu da gbsterir ki [t,,T) iizerinde G(y(t)) smrhdir. Dolayisiyla
y(t) =X(t) oldugundan X'(t) de ayni aralikta smirhdir. O halde X'(t) nin integrali

de [t,,T) tizerinde sinirhidir. Bu da Es. 2.3 {in ¢dziimii olan (x(t), y(t)) ikilisini

sigrama noktasinda ¢6ziim olmasi kabuliimiizle celisir.



2.1. Uyart:

1. Teorem 2.1 de e(t, x,y)=0 olursa Es. 2.4 kaldirilabilir.

2. ¢ (y) iizerine daha giiclii bir

2
ly|2 K igin —L— <MG(y) (2.8)

a(y)

olacak sekilde M ve k pozitif sabitleri vardir sartin1 ekleyerek, a’(t) iizerine olan

sart1 da kaldirabiliriz.

Bu sonucun ispatt Teorem 2.1 in ispatindan daha fazla detay igerdiginden sonucun

ispatina burada deginmeyecegiz.
Bundan sonra ¢oziimden kastimiz [to ,0) tizerinde siirekli ¢dziimler olacaktir.

Asagidaki sonuglarda, Es. 2.2 nin tiim ¢éziimlerinin siirlt oldugunu gostermek i¢in

yeterli sartlar verecegiz. Bu sonuglar ayni zamanda Es. 2.2 deki a(t) ve g(x')

fonksiyonlar1 arasindaki iliskiyi de gostermektedir.
2.2. Teorem:

Varsayalim ki Es. 2.5 ve n>0 icin Es. 2.6 saglansin. t>t, ve a, bir sabit olmak

lizere;
a'(t)>0, a(t)<a, (2.9)

ve
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olsun. Bu durumda eger |x| > iken F(x)—oo ise, Es. 2.2 nin tiim ¢dziimleri

smirlidir.
fspat:

|X| —> o iken F (X) — o oldugundan F (X) alttan sinirlidir. Dolayisiyla bir K >0
icin F (X) >—-K olarak yazilabilir. Fakat |X| —>o iken F (X) — o oldugundan

F (X) in bir iist sinirindan bahsedemeyiz.

V(t,x, y)=®[F(X)+ K]+G(y)

V'<t,x,y>=q'<t>[F(aX<)5K]+q<t> [F(;()tjK]}G'(y(t))y'(t)
_ ZI((:))[F(XF K]+q(t)_><'(t) f (X(t))a(;ZEt;"(t)[F(XHK]
+g(y>fzz)) ¥
=%[F . K]+q_yfa—a;[2F - K]_+ g(i)a(ay')
:%'[F . K]+q:yfa_a;[2|: i K]:+ g(z)a(—ay’—h—qu +e)
BRI a’q[F2+ K] a y* hy yof ey
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at T am o)
oL
090 (LT
“2am - T 5w
<L(t) alt) X)+K |+ Y
_qt){a(t)[F() <] n g(y)}

elde ederiz. Buradan



o]
—~

w
N

t
m+nV (t)<m+nV (t0)+J.
ty

olur. Diger taraftan

V==[F+K]+G

[Vl Ne!

oldugundan
m+nV :nﬂ[F+K]+m+nG
a

dir. Ayrica Es. 2.6 da

vl

a(y)

<m+nG

oldugundan

ng
F+K
S [F+K]+

12
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olup Gronwall esitsizliginden

YO 9O e i k< (mas v (e Nexol 19 C) ds |- k gnatrmate
g(y(t)) a(t)[F( (1)+K J<(m+nv (t)) puq(s)dJ_Kl (-t

elde edilir. Dolayistyla

olur ki buda t>t, igin F (X(t)) nin siirl oldugunu verir. Hipotezden |X| — oo iken
‘F(X)‘ — o0 oldugundan X(t) smurlt olmalidur.
2.3. Teorem:

Es. 2.5, Es. 2.7 ve Es. 2.9 un saglandigin1 varsayalim, a, bir sabit olmak iizere

a(t)<a, ve
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:jo [a;((z))]_ ds < oo (2.10)

olsun. O zaman Es. 2.2 nin tim ¢6ziimleri

saglansin, ayrica ‘e(t,x, y)‘ <

smirlidir.

fspat:

2

y

9 < A+MG(y) saglayan bir A>0 sabitinin var oldugunu
gLy

Es. 2.7, tim Yy ler igin

gosterir. Ayrica @ eC(R,R) ve g(t)>0 oldugundan te[to,T) icin L>0 ve

g(t)

< B saglanir.

yazilabilir. |X| — o iken F (X) — 00 oldugundan F (X) >—K olacak sekilde K >0

sabiti vardir. M >1 ise

N—"

V(t,x, y)=£[F(x)+ K]+G(y)+A+B

a(t)

olarak tanimlayalim. Bu durumda
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a(t) a(t)

~q(t) (a(t) ek _F’(x)xa(t)—a’(t)[F(x)+K] Y
“a(0) La T Jra0] (1) ] >
_q(t) (a(®) ekl _f(x)a(t)y—a’(t)[F(x)+K]}L W'
~ 40 (a@L )X q“)_ 10 a(y)
_q'(1) (a(t) - (1) F(x)y a(t)a(t)[F(x)+K]
“a0 Lam ) e =0

y 1
+g(y {m -a'y—h- qu+e}
_a afy aq[F +K] ayr  hy
_q(a[ ]j ag(y) ag(y)

afy ey

a ag(y)

e ) 355

elde edilir. Diger taraftan [-a'] =max{-a’,0} oldugundan

SN I i B S T Gl BVl
V_q(a[F S HR T e
%(S[Fﬂq +% g[F+K]+g)(/2y) +age{y)
B S I TS A T
R Rl e

elde edilir. |e|<

oldugundan

(a-q')
M -
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dir. Dolayisiyla

1
M g(y)

sﬁ(B+A+ MG(y))=%(A+ B)+G(y)

2

y

g(y)

elde edilir. Eger < A+MG(y) oldugunu kullanirsak,

<
IA

IA

[F+ K]+$(A+ B)+G(y) +ﬂ-(ﬂ[F +K]+ A+ MG(y)j

[F+ K]+ﬁ(A+ B)+G(y) +u-(ﬂ[F +K]+ A+ B+MG(y)]

[F+ K]+$(A+ B)+G(y) +—-—-(%[F+ K]+ A+ B+MG(y)j

IA
olQ ol ol ol oaol|a

Ve oo ola oo

[F+ K]+$(A+ B)+G(y) [+ M a1 .(g[FI\;KLﬁ(m B)+G(Y)J
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elde ederiz. M >1 oldugunda % <1 dir. O halde esitsizlikteki ﬁ yerine 1 yazarsak

Q|

V'sq'(
a

(ke (ae B)+G(y)j+|v| ﬂ-(%[F +K]+(A+B)+G(y)j

seklinde esitsizligi bityiitebiliriz. Daha sonra

Vfgq_’(
q

(%[F +K +A+B+G(y)][% T]]

o |0

[F+K]+A+B+G(y J [ [F+K]+A+B+G(y))

elde ederiz. Bu esitsizligi t, dan t ye integrallersek

V(t)sv(t0)+j(ﬂ[F + K]+A+B+G(y)j[q—’+M ﬂJols

Lo d

buluruz, Gronwall esitsizliginden

ECIMCCIRN
e{[q(s) e ]“
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oldugu goriiliir. Bdylece [t,,T) deki tiim t ler igin

oldugundan V (t)siirhdir. O halde |X| — oo igin

V(t)=q—t)~[F(x)+ K]+G(y)+A+B

a(t)

sinirl olmalidir. Dolayisiyla X(t) nin sinirhiigt Teorem 2.2 de oldugu gibi elde

edilir. Eger M <1 ise ve

N—"

V(6% y):%-[F(xﬁK]+G(y)+$(A+B)

N—

seklinde tanimlanirsa, benzer yolla

vﬁ){%%h%]v (t)

elde edilir ve yukaridakine benzer sonuglar bu durum igin de gegerli olur.

2.1. Sonug:

Teorem 2.2 ya da Teorem 2.3 iin hipotezlerine, (, sabit olmak {izere ( (t) <q, ve

|y| — oo iken G ( y) — o kosullar1 eklenirse Es. 2.3 {in tiim ¢oziimleri sinirl olur.



fspat:

Teorem 2.2 nin ispatinda

V(t,x, y):q—t){F(x)Jr K]+G(y)

a(t)

seklinde tanimlayip

Vi(t)< q'(t).{@[p(xp K]+1.ﬂ}

n g(y)

bulunur. Boylece Gronwall esitsizliginden, K, bir sabit olmak iizere

19
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elde edilir ki bu da V(t) nin simurhiligint verir. y(t) nin smrlilig da G(y) nin

simurliligindan kaynaklanir.
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3. AYIRMA VE KARSILASTIRMA KRiTERLERI YARDIMIYLA

SALINIMLILIK

3.1. Sturm Karsilastirma Teoremi

3.1. Teorem (Sturm Karsilagtirma Teoremi):

[t.t,]

cR araliginda X(t), x”(t)+q(t)x(t)=0 denkleminin
y(t), y"(t) +0,(t) y(t) =0 denkleminin asikar olmayan ¢Oziimii olsun.

x(t,)=x(t,)=0 ve te(t,t,) i¢in x(t)=0 olsun. g(t),q, (t)eC([t,t,],R) olmak

izere Vte[t,t,] icin g (t)=q(t), (ql (t) = q(t)) saglantyorsa  y(t), (t,t,)

araliginda isaret degistirmelidir.

Ispat1 standart methodla “Wronskian argiimentine” bagli olarak yazabiliriz.

W[ y(t)x(t)]=

esitligi X(t) ve y(t)’nin wronskiani olmak {izere te(ti,tz) i¢in X(t)>0 ve

y(t)>0 olsun. Bu durumda

elde ederiz. Bu esitligi t, den t, ye intagrallersek
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y(£)x (t)-x(t)y'(t)

= Jlae)-ate)Jxis)y(s)e

elde ederiz. Kabuliimiiz geregi (tl,tz) de X(t) >0 ve y(t) >0 oldugundan
X'(tz) <0 ve X'(tl) >0 oldugunu elde ederiz ki bu bizi bir ¢eliskiye ulastirir. Bu da

y(t) >0 olamayacagin1 verir. Bu sonug a(t) . (t) eC! ([tl,tz],R+) ve

a(t).q, (t) eC ([tl,tz] , R) olmak iizere

!

(a(t)x'(t)) +a(t)x(t)=0
ile

!

(a(t)y' (1) +a(t)y(t)=0
denklemlerinin ¢ézlimlerine kolayca genisletilebilir. Bunu ispatlamak i¢in

d

S (Y®aOx [O)-x®)a(t)y' (1) =(a)-a®)xO)y ()
Sturmian 6zdesligi yeterli olacaktir.

Ancak, a(t),a,(t)eC*([t,,t,],R") ve q(t),q, (t) e C([t,.t,], R) olmak iizere

!

(a(t)x'(t)) +a(t)x(t)=0 (3.1)

ile
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!

(a(t)y'(t)) +a(t)y(t)=0 (3.2)

denklemlerinin ¢dziimlerini [t,,t,] de

¢ (t)=q(t), (o (t)=q(t)) ve a(t)=a(t) (3.3)

hipotezleri altinda karsilagtirmak istersek, Sturmian 6zdesligi

S0Rx . (1)y) = (a.(0)-a(0)y+(a(t) -a, (1) <y

dt

formunu alir. X'(t) ve y'(t) ‘nin isaretleri bilinmediginden kullanigh degildir. Ancak

y(t) # 0 ise 0 zaman bu 6zdeslik Picone tarafindan modife edilir [4]. Daha genel bir

d X(t) a(t)x'(t)—x , N - <
a{m(y(t) ()X (1) (t)ai(t)y(t))J (e 0ao (3.4)

dzdeslik halini alir. Burada x(t,)=x(t,)=0, [tl,tz] de y(t)>0 ve [tl,tz] de Es. 3.3
saglanirsa, istenen celigkiyi elde etmek i¢in Es. 3.4 i t, den t, ye intagrallemek

yeterli olacaktir.

Dolayisiyla Es. 3.4 Picone 6zdesligi, elementer olarak saglanir bununla beraber
Sturm’un orjinal teoreminin ispat1 zor da olsa gerceklesir. Bu sonug asagida ispatsiz

olarak ifade edecegimiz Sturm-Picane teoremi olarak bilinir.
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3.2. Teorem:

Eger Es. 3.11in x(t,)=x(t,) =0 &zelligine sahip, (t,,t,) araliginda

fTate)-a. (8]0 (5) +(a(s)-a(e) ()]s 0

2
t1

esitsizligini saglayan asikar olmayan reel degerli bir X(t) ¢Oziimii varsa, o zaman Es.

3.2 nin her y(t) ¢oziimii ya

(1) y(t) , (ti, tz) araliginda en az bir sifira sahiptir;

ya da

(i) y(t), [t.,t,] araliginda X(t) nin bir sabit ¢arpanidr.
ozelliklerinden birine sahiptir [5-6].

3.2. Karsilastirma Teoremleri ve Salinmmmsizlik Teoremleri

Bu boliimde, daha sonraki boliimlerde salimimlilik teoremlerini ispatlamada sik sik

kullanacagimiz bazi salinimsizlik teoremlerini ispatsiz olarak verecegiz.
3.1. Lemma:

Es. 3.1 in salinimsiz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul eninde sonunda
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esitligini saglayan bir u(t)eCl ([to,oo),R) fonksiyonunun var olmasidir [5].
a(t)eC([t, ), R"), p(t)eC'([t,,»),R), q(t)eC([ty,),R) ve feC(RR)

olmak lizere

(a(t)x (1)) +p(t)x'(t)+a(t) f (x(t))=0 (3.5)
daha genel denklemini ele alalim. Burada

(i) x=0 i¢in xf (x)>0

ve

(i) k bir reel sabit olmak tizere X # 0 i¢in f '(X) >k >0

oldugunu kabul edecegiz.

3.3. Teorem:

p(t)eC? ([to,oo),]R*) olan bir fonksiyon olsun. Es. 3.5 salinimsiz ise

(a(t) p(t)y'(t)) +kQ"(t)y(t)=0 (3.6)

denklemi de salinimsizdir. Burada

Q(t)= p(t)liq(t)Jrka(t)h*Z (t)-(a(t)h"(t)) —(p(t)n" (t))} (3.7)

ve
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(0 P0R0)-a /(1) .

dir [7].
3.1. Sonug:

Q’(t), h'(t) sirasiyla Es. 3.7, Es. 3.8 de tamimlanan fonksiyonlar olmak iizere Es.3.6

salmml1 olacak sekilde bir p(t)eCZ([tO,oo),R+) fonksiyonuna sahipse, 0 zaman

Es. 3.5 de salinimlidir.

3.1. Uyart:

Es. 3.8 den p(t) fonksiyonunun

. p(s)
t)= =2k h (s)- d 3.9
so-en{ i1 213 o
olarak tanimlanabilecegi agiktir.

f (X)z X ile p(t) =0 olan 6zel durumu i¢in yani Es. 3.5 in Es. 3.1 e indirgenmesi

durumu i¢in asagidaki ilging sonucu verelim.

3.2. Lemma;

p(t)eC?([t,,0), R") verilen bir bir fonksiyon olsun. O zaman Es. 3.1 in salimml

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(a(t) p(t)w(t)) +Q(t)w(t)=0 (3.10)
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denkleminin de salinimli olmasidir. Burada

Q)= ()] a(t)+a(t)*(t)~(a(h() | @11)
e
h(t)Z—%((?) (3.12)
dir.

Teorem 3.2 ile Lemma 3.2 yi birlestirirsek asagidaki sonucu elde ederiz.

3.4. Teorem:

a(t),a(t)eC'([t,t,],R") ve q(t),q,(t) e C([t, t,], R) olsun.

(a(t)x (1)) +a(t)x(t)=0, x(t,)=x(t,)=0

Sinir Deger Problemi (t;,t,) iizerinde X(t)=0 olan bir x(t) ¢éziimiine sahip olsun

Q)= A1) 40+ O ()~(a O O) | @313
ve
h(t)=- o (1) (3.14)
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olmak lizere

t

I{a@ﬁ%ﬂ—%@%%@[Kﬂ@ﬂ‘%Qxﬂ—Q@»x%gymzo

4

olacak sekilde p(t),p, (t)eCz([tl,tz],R+) iki fonksiyon var olsun. O zaman x(t)

ve y(t) orantili olmadik¢a Es. 3.2 nin her y(t) ¢Ozimii (tl,tz) araliginda sifira

sahip olmalidir.

3.2. Sonug:

a(t),ai(t)eCl([tO,oo),R+) ve q(t),ql(t)eC([to,oo),]R) olsun Q,Q, sirastyla Es.
3.11 ve Es. 3.13 de tanimlanan fonksiyonlar olmak iizere [to,oo) tizerinde

a(t)g,(t)<a(t)p(t) ile Q(t)=Q(t) saglayan iki p(t),pl(t)eCZ([to,oo),R+)

fonksiyonu var olsun. Bu durumda Es. 3.1 salinimli ise Es. 3.2 de salinimlidir.

3.1. Ornek:

[1,0) araliginda c ile ¢, reel sabitler olmak iizere

xq0+§xa):o (3.15)

Euler diferensiyel denklemi ile
(2y' (1)) +ey(t)=0 (3.16)

diferensiyel denklemini ele alalim Es. 3.15 deki Euler denklemi
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t°X"+cx=0
olarak yazilabilir. D = % olmak {izere bu denklemi operator formunda
(t2 D? + c) x=0
olarak yazabiliriz. t=e" ve tD = D, denirse bu denklem
(D,(D,-1)+c)x=0
veya
(D?-D,+c)x=0
halini alir. Bu denkleme karsilik gelen karakteristik denklem
r’—r+c=0

dir.

A=b*—4ac=1-4c

oldugundan A <0 ise salimmli A>0 ise salinimsiz olur. Bu yiizden C>% ise

1.
salinimli ¢ < Z ise salinimsizdir.

Es.3.15de g(t)=1,Es.3.16da p, (t =£ olsun. O zaman Sonug 3.2 den Es. 3.16,
1

t2
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1. 1. - , e
c, >Cc>— isesalimmml ve ¢, <c <= ise salinimsiz oldugunu sdyleyebiliriz.
4 4

p(t),pl(t)eC([to,oo),]R+), Q, h, Q ve h fonksiyonlar: sirasiyla Es. 3.11, Es.

3.12, Es. 3.13 ve Es. 3.14 de tanimlanan fonksiyonlar,

| |

— =  ds=w=|————d 3.17
e Rmae® @17
ve t >t sabiti i¢in

B(t)=[Q(s)ds <, B,(t)=[Q(s)ds <o (3.18)
olsun.

3.5. Teorem:

Asagidaki dort durum birbirine denktir.
(i) Es. 3.1 salinimsizdir.

(ii) Bir T >t, sayis1 ve bir v(t)eC ([T , ), R) fonksiyonu vardir ki
) 2

v(t):ﬁ(t)+jv—(‘°')ds, t>T (3.19)
t

olarak yazilabilir. Eger W(t), Es. 3.10 un salinimsiz bir ¢6zlimii ise V(t) , t>T i¢in

a0 p(Ow (1)
0=

(iii) Bir T > t, sayistile v(t) eC([T,oo),]R) fonksiyonu vardir ki

olarak alinabilir.




dir.
(iv) t>T igin

v+e()r L0 <o

olacak sekilde T >t, igin bir y(t)eC’ ([T ,), ]R) fonksiyonu vardir [7].

3.6. Teorem:

Asagidaki li¢ durum birbirine denktir.
(i) Es. 3.1 salinimsizdir.

(ii) T >t, sayistile bir z(t)eC ([T ,0), ]R) fonksiyonu vardir ki

saglanir.

(iii) T >t, ile bir y(t)e C([T,oo),R) fonksiyonu vardir 6yle ki

31

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)



u[sit]= exp(zj‘ a(f)(;ir) drj
dir [7].
3.7. Teorem:

Asagidaki li¢ durum birbirine denktir.
(i) Es. 3.1 salinimsizdir.

(i) T >t, ile bir y(t)e C([T,oo),]R) fonksiyonu vardir ki

saglanir.

(iii) T >t, ile bir z(t) eC([T,oo),R) fonksiyonu vardir 6yle ki

z(t):g*(t)+fﬂ*[s,t]a(zsz)(;‘zs)ds, t=T

dir. Burada

£ () [t
u[st]= exp[zj i((rr));i(r)) er

32

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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3.8. Teorem (Sturm Ayirma Teoremi):

Herhangi bir | cR araliginda Vtel igin p(t),q(t),h(t) stirekli fonksiyonlar ve

p(t)>0 olmak iizere x(t) ve y(t), (p(t)x’(t))'+q(t)x(t):0 diferensiyel
denkleminin lineer bagimsiz c¢oziimleri ise, sifirlar1 | araliginda birbirlerinin

stfirlarint ayirirlar. Yani X(t) ile y(t) nin ortak sifirlar1 yoktur ve bu ¢oziimlerden

birinin ardisik sifirlar1 arasinda digerinin bir tane sifir1 vardir [8].

3.3. Salimim Kriterleri

Bu béliimde t, >0 igin a(t)eC([ty,),R"), q(t)eC([t,,»),R) ve f eC(R,R)

verilen fonksiyonlar olmak iizere

(a(t)x(t)) +a(t) f (x(t))=0 (3.30)

tipindeki ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerin iyi bilinen bazi salinim

kriterlerini ele alacagiz. Burada

. ¢ ds

——=0
0N 8
(i) x#0 igin xf (x)>0 ve f'(x)>0
oldugunu kabul edecegiz.

3.9. Teorem:

(1) ve (i1) saglansin. Eger
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o0

[a(s)ds=oo (3.31)

ise Es. 3.30 salinimlidir.
Ispat:

Varsayalim ki X(t), Es. 3.30 un salinimsiz bir ¢dzlimii olsun. O zaman t >t >t i¢in

X(t)#0 oldugunu sdyleriz. Bu durumda x(t) ya pozitiftir yada negatiftir. t >, icin

()= EOX W) 7 (x(0)-aOx O F (x(1)
2 (x(1))
_a(y)f (x(®) F(x(1) a®)x(t)x()f'(x(1)
fz(x(t)) fz(x(t)
W (t)=-a(t)- f<“23>““ e (3:32)

elde ederiz. Simdi t>t, i¢in X(t)>0 oldufunu varsayalim t>t, igin X(t)<O

durumunun ispat1 da benzerdir bu ylizden ihmal edebiliriz. Es. 3.31 e gore t, >t
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olmak tizere t>t, i¢in X'(t) <0 dir. Es. 3.31 ayrica, T >t, olmak iizere t>T i¢in

T

t
Iq(s)ds=0 ve Iq(s)dSZO oldugunu gosterir. Es. 3.30 a kismi integrasyon
T

t

kullanarak T den t ye integral alirsak

elde ederiz. f(x)>0, [q(s)ds>0, f'(x)>0, X' <0 oldugundan

e —+

a(t)x'(t)<a(T)x'(T)

olur. Buradan

x'(t)Sa(T)x’(T)ﬁ

olur. Bu esitsizligin de T den t ye integralini alirsak

ds

x(t)gx(T)+a(T)x’(T);|'—

elde ederiz. t — oo iken X — —oo dir. Bu ise ¢eliski olusturur.

3.2. Uyart:

Teorem 3.9, ¥ >0 reel bir sabit olmak {izere
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(a(t)x'(t)) +a(t)|x(t)] sgn(x(t))=0 (3.33)
Emden-Fowler denklemine uygulanabilir.

Es. 3.33 de y =1 oldugunda Teorem 3.9 da izlenen gelismeleri elde etmek igin

Lemma 3.2 yi kullanabiliriz.

3.10. Teorem:

Q (t) , Es. 3.11 de tanimlanan fonksiyon olmak {lizere,

T; ds = o0 (3.34)
ve

[Q(s)ds =0 (3.35)

esitliklerini saglayan bir p(t)eC? ([to,oo),R) fonksiyonu varsa Es. 3.1 salmmmlidir
[9-10].

3.3. Uyart:

Es. 3.5 in daha genel denklemini Teorem 3.10 a uygulamak i¢in Teorem 3.3 i

kullanabiliriz.
3.2. Ornek:

¢ reel bir sabit olmak tzere



37

x"(t)+[4—iz+m]x(t)_o (3.36)

diferensiyel denklemini ele alalim. Teorem 3.9 un, Es. 3.36 ya uygulanamayacagini
kontrol etmek kolaydir.

1.
c>= ise,
4

i Tl c ?l Ins® +4c
Jq(s)ds_I[E+W:lds_'[|:m:|ds<oo

oldugunu kolayca sdyleyebiliriz. Ancak g(t) =tInt alirsak, o zaman Es. 3.12 den

t>1 icin

elde ederiz.

e'e]

J

1 Tl 1 w
= ds=[——ds=[Zdu=Inu[" =
o) S J.slns S Iu u=Inu|" =0

ve Q(t) , Es. 3.11 de tanimlanmis olup
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[Q

buluruz. Burada ¢ >1 ise J'
4
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I 1 c 1 1 1
)ds:jslns =+ Sttt ——
4s (Slns) 4s° 2s°Ins 4s°In°s
111 .
2s> 2s’Ins 2s%In®s
:J'4C—1ds
4sins

4c-1
4sins

ds =0 olur.

Dolayisiyla ¢ >% oldugunda Teorem 3.10 un tiim sartlar1 saglanir ve boylece ¢ > %

ise Es. 3.36 nin salinimli oldugunu sdyleyebiliriz. Teorem 3.6 ve 3.7 nin sonucu

olarak Es. 3.1 in salinimlilig1 i¢in asagidaki sonucu verebiliriz.

3.3. Sonug:

& (t) yi Es. 3.24 de tanimlandig: sekilde alalim. Eger

ise Es. 3.1 salimimlidur.



3.3. Ornek:

[1,00) araliginda ¢ >% igin

39

(3.15)

Euler diferensiyel denklemini ele alalim. Burada 1-+4c—-1<a <1 olmak iizere

g(t)=t* alalm. Es. 3.12 de h(t)=-2 (t)

Zp(t)

oldugundan

ta—l
h(t)=2
() 2ta

a
! t —_

0

:a2—2a+40_ gt |°o _ a’-2a+4
4 a-1 4(1-a)

t(lfl

elde ederiz. Burada
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1 a®>-2a+4c
=exp| = —————Int
2 (1-a)
_l.a2—2a+4c
2 (1-a)

oldugundan

olur. Dolayisiyla ¢ > % ise Sonug 3.3 den Es. 3.15 salinimlidur.

3.4. Ornek:

a, y#0, o >0 ve c birer sabit olmak iizere

x”(t)+[m+£jx(t) =0

t7 t?

diferensiyel denklemini ele alalim. A > max {—% , %} olmak iizere

alalim. O zaman t — o iken p(t) =t + o(t_u"“) dir.

40

(3.37)



s s
P'(t)—_z[i—acosﬂj
p(t) t g7
oldugundan
h(t)z_p_(t)zi_acos;/t

2p(t) t g7

elde ederiz. Ayrica t — oo iken

Q(t)=p[q+ah2—(ah)'}

et ofree)[ 20 £ £ 2act

a’cos’yt A asinyt acosyt
}/tho' t2 to‘ t0'+1

) o[ A2+ A+C a®  afcos2yt  a(2A+y)cosyt
Q(t) = |:t 21 +O(t ” ):|( t2 + 27/21:20 + 27/2t20 + yto-+1

elde ederiz. Simdi su {ic durumu ele alalim:

Durum 1:
O<o<lise (1-20)/2<A<1/2 alalm. O zaman t — iken

2

T o —20-22+1 —24-1
ﬂ(t):_t[Q(s)ds:2y2(2/1+20_l)t +o(t*H)

exp{zj%z)ds] - exp( T 2:2_1)(2_ 7 t“"j[u o(t*)]

41
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ve

olur. Sonug 3.3 den 0<c <1 ise Es. 3.36 nin salinimli oldugu sonucu ¢ikar.

Durum 2:

o=1 ve C>(]/4)—(a2/27/2) ise — <4< min 1,—1+ C+Ol—2—l alalm. O
2 22 2,7 4

zaman t —» oo iken

e (/12 +/1+c)+a2 s s
O=2rmany +o(t*)
exp[zj‘% dSJ _ t(272(42+1+c)+a2)/72(1+21) |:1+ O(tlefl)}

ve

olur. Sonug 3.3 den ¢ >(]/4)—(a2/272) ve o =1 ise Es. 3.36 nin salinimli oldugu

sonucu ¢ikar.

Durum 3:

a>1ve c>1 ise —1</1£min l,—l+ c—l alalim. O zaman t — oo iken
4 2 2 2 \/ 4
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2
ﬂ(t) _ 11: /21/;‘ Y 21 O(tfzzfz)

eXp[Zj%dsJ _ pAAeaefae2a) [1 N O(t_m_l)}

ve

olur. Sonug 3.3 den a >1ve ¢ >1/4 ise Es. 3.36 nin salimmli oldugu sonucu ortaya

cikar.

Es. 3.36, tiim ihtimaller i¢cin salinimli oldugundan Es. 3.36 salinimlidir deriz.

q (t) tizerindeki ek bir sart altinda, Es. 3.31 tiim biiylik T >t, lar i¢in

Iimsuqu(s)ds:w (3.38)

t—o

sarttyla yer degistirilebilir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.
3.11. Teorem:

(i) ve (ii) kosullarinin saglandigini kabul edelim. Eger tiim yeterince bilyiik T >t lar

i¢cin

Iiminfj‘q(s)dszo (3.39)

t—oo

ve Es. 3.38 saglanirsa Es. 3.30 salinimlidir.
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fspat:

X(t), Es. 3.30 un salimimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmaksizin t >t >t, i¢cin

X(t) >0 oldugunu sdyleyelim. Teorem 3.9 daki gibi t >t i¢in

w(9)= (7(x(1)
a1 (x(U) 1 (x(1)_a)X (X (x(0)
(1) i
w=-a)- I g 62

elde ederiz. Simdi su {i¢ durumu diistinelim.

Durum 1:

X'(t) nin isaretlerinin degistigini kabul edelim. o zaman X’(Tn)=0 saglayan ve

limT, =0 olan bir {T }” dizisi vardir. Es. 3.39 u saglayan yeterince biiyiik bir N

nN—oo

segelim Es. 3.32yi T, dentye integrallersek
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a )X'(t)S a(TN)X'(TN)+|imsup£_j.q(s)d3]<0

) t
e f(x(t) f(x(Ty)) o=

elde ederiz. Bu Es. 3.38 ile gelisir. Dolayisiyla X'(t) nin salimimli olmasiyla da

celisir.
Durum 2:

Tim t>t, >t, i¢in X'(t)>0 oldugunu kabul edelim. O zaman Es. 3.32 den

elde ederiz. Daha sonra Es. 3.38 den

JUL(OP
it = X(©) —!'f;meq
a(t)x

liminf () '(t)

()

olur. Bu da bir ¢eligkidir.
Durum 3:

t>t,>t, i¢in X'(t)<0 oldugunu varsayalim Es. 3.39 gdsterir ki her t, >t, i¢in bir
T>t, vardir oyle ki tim t>T igin J‘q S)ds>0 dir. Belirttigimiz gibi T >t,

secersek ve Es. 3.30 u integrallersek
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kismi integrasyon yardimiyla
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a(t)x'(t)<a(T)x(T)-f(x(t))
buluruz. Dolayisiyla

a(t)x'(t)<a(T)x'(T)

olur. Buradan

x'(t)sa(T)x'(T)$

olur. Bu esitsizligi de T den t ye integrallersek

1

a(s)

x(t)<x(T)+a(T)x'(T) ds

—_ e

buluruz. Buradan t—»oo iken X(t)—>-co olur. Fakat bu t>t igin x(t)>0
olmasiyla celisir. X'(t) icin tiim ihtimaller olasilik dis1 oldugundan kabuliimiiz

yanhstir. Yani, X(t) salmmli olmalidir. t >t, >t, i¢in X(t) <0 durumunun ispat: da

benzer sekilde yapilir.
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3.4. Salimim Kiriterleri — Aralik Ortalama

Bu bolimde

!

(a(t)x'(t)) +a(t)x(t)=0 (3.1)

ve

(a(t)x'(t)) +p(t)x (t)+q(t) f (x(t))=0 (3.5)

denklemlerinin salinim davranisini incelemek icin “aralik ortalama” teknigini

kullanacagiz. Kullandigimiz kriterler degisken katsayilarin integrallerinin ortalama
davranislarini igerir. Bu kriterlerin motivasyonu t, >0 olmak {izere [to,oo) araliginda

Es. 3.1 in disconjugate 6zellikli olmasidir.
3.12. Teorem:
Eger

1

T(ja(u)duj ds =0 (3.40)

ve

) 1'[ S
!Lrpoitjot{q(u)duds:oo (3.41)

ise Es. 3.1 salimimlidur.



fspat:
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X(t), Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢6ziimii olsun. Genelligi bozmaksizin t>t;, >0 i¢in

x(t)>0 olsun. t>t; i¢in

- 50
_—q(t)x(t)x(t) a(t (X'(t))Z i We (t)
T en Y
1

jw(s)ds—w(to)(t—to) I[j (uu))du]ds——Hq u)duds

N f Gl

'[W ds+”

R

duds_ t —”q duds

tolo

elde ederiz. k bir sabit olmak iizere W( ) k dersek

(3.42)
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J.W ds+” duds—t(k——”q duds}—w(to)t0

to to to f

elde ederiz. Es. 3.41 i gbz oniine alirsak t >t, icin

jw ds+” duds<0

o

saglayacak sekilde bir t, >t, vardir. Buradan t >t i¢in

duds<—jw

H

ol

elde ederiz. F (t) negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan

< Uw(s)ds} (3.43)

olmalidir. Schwartz esitsizliginden t >t, i¢in

elde ederiz. t>t, i¢in F(t)>0 olacak sekilde bir t, >t, oldugunu kontrol etmek

kolaydir. Bu yiizden t >t, i¢in



50

[ja(s)ds]_ <FZ(t)F'(t) (3.44)

elde ederiz. Bu ise Es. 3.40 ile gelisir. Benzer seyleri X(t) <0 i¢in de sdyleyebiliriz.

Lemma 3.2 ve Teorem 3.12 den asagidaki sonucu verebiliriz
3.4. Sonug:

Eger

TUa(u) p(u)du]_ ds = oo (3.45)

sartni saglayan bir p(t) eCz([tO,oo),]R*) fonksiyonu varsa ve Q(t), Es. 3.11 de

tanimlanan fonksiyon olmak {izere
fim- [ [ Q(u) duds = o (3.46)
t

ise Es. 3.1 salimimlidur.



o1

Benzer sekilde Teorem 3.3 ve 3.12 den asagidaki sonug ¢ikar.

3.5. Sonug:

Eger Es. 3.45 i saglayan bir p(t)eC®([t,,00),R") fonksiyonu varsa ve Q"(t) Es.

3.7 de tanimlanan fonksiyon olmak iizere

ise Es. 3.1 salimmlidur.
3.5. Ornek:

¢ pozitif bir sabit olmak {izere t >1 i¢in

[—x'(t))l X (1) 5x(1)=0 (3.47)

diferensiyel denklemini ele alalim. p(t):t olsun. Bu denklem Es. 3.5 tipinde bir

denklemdir. Dolayisiyla h” (t) icin Es. 3.81 Q° (t) icin Es. 3.7 yi kullanacagiz.

P(t) p(t)-a(t) p/(1) = t-+1=0

oldugundan h’(t)=0 dir. Dolayistyla
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buluruz.

-1

T{ja(u)p(u)du} ds =T@%tdu] ds =T(S—to)d5 — %

oldugundan Es. 3.45 saglanir.

N 1t
!LrEEE[t-[Q (u)duds:!LrpOEtfo;[Sduds
t

1
:!Lrgft{c(lns—lnto)ds

. C
=lim=(tInt—t—t,Int, —t, —tInt, +t;Int;) =0

tow ‘t

oldugundan da Es. 3.46 da saglanmis olur. Teorem 3.13 iin tim sartlari

saglandigindan ¢ >0 i¢in Es. 3.47 salinimlidir.

Sonug 3.4 de p(t)=t alirsak Es. 3.47 ile ilgili dampet (s6niimlii) olmayan denklemi,

yani
Gx'(t)j +t£2x(t):0 (3.48)

denklemi salinimlidir. Bu yilizden Es. 3.47 de dampet terim salinimlig1 bozmaz.
3.4. Uyart:

Teorem 3.12 ve Sonug 3.4, 3.5 de &, pozitif bir sabit olmak iizere

a(t)<a (3.49)
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alirsak, Es. 3.40 a gerek kalmaz. Es. 3.45 de

T[jp(u)du} ds =0 (3.50)

halini alir.

flerde, Es. 3.41 tiim biiyiik T ler i¢in A pozitif bir sabit olmak iizere

t
!Lrglnflq(s)ds>—/1 (3.51)
ve
) 1 ts
!mesup?ﬂq(u)duds=oo (3.52)

iki zay1f sart ile degisebilecegini gosterecegiz.
3.13. Teorem:

a, pozitif bir sabit olmak iizere Es. 3.49 ve tim biyiik T ler icin A pozitif bir sabit

olmak tizere Es. 3.51 ve Es. 3.52 saglanirsa, Es. 3.1 salinimli olur.
fspat:

X(t), Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢éziimii olsun. T >1 ile t>T >t, i¢in X(t) >0 olsun.

t>T i¢in
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Jats)is-Jals)l g
2050 Tarerdss fage) X8| gs_2MX(M) |
%0 Jas)d !()(XS)J”' X (T) (353)

elde ederiz. Simdi su li¢c durumu ele alalim.

Durum 1:

X'(t) nin keyfi biiyiik sayida sifirlara sahip oldugunu kabul edelim. yani X'(tn) =0
sartin1 saglayan n—>co iken t, —oo olan bir {t,} dizisi var olsun. Es. 3.53 ii bu

diziler boyunca olusturalim.



o oo

nmmqu ds+j (X'(S)

x(5)

~—+
N

JZ ds:c—a(t)):—(t)

elde ederiz. Es. 3.51 den

_mja(s){x'(s)f ds < c_a(t)tht))

buluruz. Buradan.

2

.Ti.\/a(_s)):((:)) dSSC+A—a(t)%
Ve

~—+
N

N—"

2

ds <o

olur. Schwartzs esitsizliginden

55

(3.54)
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elde ederiz. Bu da bize k pozitif bir sabit olmak {izere

Ua( ()
AL
jerts) )()d »

oldugunu gosterir.




S7

oldugundan dolay1

q(u)duds+ﬁa(u)(xr(u)] duds+_jMds =chds

1 (o)

A ——

t ’
elde ederiz. t=t, lericin X'(t)=0 ve I%dsz—“ oldugundan da
T

q(u)duds—kt<c(t-T)

j
e

155 c(t-T)
—k+fﬂq(u)duds§ : <c

elde ederiz. Boylece

q(u)duds <o

— ey

1t
limsup=
pTl

t—o

olur. Bu da Es. 3.52 ile ¢elisir.

Durum 2:

t>T,>T i¢in X'(t)>0 ise bir énceki durumda oldugu gibi Es. 3.53 den Es. 3.54

elde edilir ve benzer celigki yakalanir.

Durum 3:

t>t i¢in X'(t)>0 1saglayan t, >T olsun. Es. 3.53 ve Es. 3.51 i ele alarak
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|
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—(c+ﬂ)+ja(s)():(,((s))j ds<—2 t)()();’)(t) (3.55)

elde ederiz. Es. 3.55 in sol tarafindaki integral yakinsak ise onceki durumlarda

oldugu gibi devam ettirebiliriz. Integral iraksak ise
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In[—(c+,&)+ia(s){if:;J ds]2|nt§%;
elde ederiz. Buradan t >t, igin

_a(t) XU, X&)

x(t)  x(t)

—

dir. Dolayisiyla t > t, icin

dir. Eger son kez integral alirsak X(t) nin eninde sonunda negatif oldugunu gdriiriiz.

Buda t>T igin X(t) >0 kabuliimiizle gelisir.

3.5. Uyart:

Teorem 3.13 iin ispatinda X’(t) nin isaretine bagli olarak diisiiniilen ii¢ durum

integralinin yakinsak yada 1raksak olmasina bagli olarak iki durumla yer

degistirilebilir. Bu teknigi sonraki teoremlerin ispatinda sik sik kullanacagiz. Simdi

Es. 3.46,

Iiminf%ij(u)duds>—w

t—owo
o lo
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ve Es. 3.46 daki limitin olmamasi zayif sartlar1 yerine

ts ts
!Lnginf%tjotpo(u)duds<!Lrgsup%t{t{Q(u)dudssOo

sartin1 alabilecegimizi gosterecegiz.
3.14. Teorem:
Eger

t

!Lrgtlzj‘a(s)p(s)ds:o (3.56)

sartin1 saglayan bir p(t)eC? ([to,oo),R+) fonksiyonu varsa ve Q(t), Es. 3.11 de

tanimlanan fonksiyon olmak tizere

ts ts
—0 < liminf %tJ;tJ;Q(u)duds < !Lrgsup%tJ;tJ;Q(u)duds <oo (3.57)

ise Es. 3.1 salimimlidur.
3.6. Uyart:

Teorem 3.14 de a(t)= p(t)=1 ise Es. 3.56 ihmal edilir ve Es. 3.57 iyi bilinen

) ) 1'[ S ) 1'[ S
—oo<I|m|nfE”q(u)duds<!Lngsupzﬂq(u)dudssoo (3.58)

t—w
Gl Gl

sartina indirgenir.
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Teorem 3.14 {in ispat1 “agirlikll integral” sartinda kullanilan daha genel bir sonug

tarafindan kapsanir. Bunun i¢in

ve

sartlarin1 saglayan bir p(t)eCZ([tO,oo),]Rf) fonksiyonu verilsin. Q(p) kiimesi

baz1 k 6[0,1) ler i¢in

o(s) | g(u)dujk

G, (t):j s ds (3.59)
Ua(u)p(u)gz(u)duJ

olmak tizere

!Lrgsup[jfg(s)ds] (G, (»)-G,(t)]>0 (3.60)

sartin1 saglayan [to,oo) tizerinde tiim negatif olmayan local integrallenebilir g(t)

fonksiyonlarmin kiimesi olsun.Eger G, (oo) =00 iSe g € Q( p) dir.

Q,(p) kiimesi,
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lim -0 (3.61)

t—o

sartin1 saglayan [to,oo) tizerindeki tiim negatif olmayan local integrallenebilir

fonksiyonlarin kiimesi olsun. Es. 3.60 ya da Es. 3.61 negatif olmayan local

integrallenebilir bir g(t) fonksiyonu tarafindan saglanabilmesi i¢in

o0

Jo(s)ds=cx (3.62)

olmas gerekir.

Q(p) ve Q (p) siifinin  tiyeleri p(t) ye gore “agirlikli fonksiyon” olarak

adlandirilir. Es. 3.60 ve Es. 3.61 den de anlasildign gibi Qg (p) = Q(p) dir.

g eQzQ(p) igin,

t u

J.g(u)J.Q(r)drdu
A (sit)=> js( | (3.63)
g(u)du

tanimlayalim. Es. 3.1 salinimsiz ise Teorem 3.5den t>T >t i¢cin W(t) >0 olsun ve

t>T igin

v(t)=a(t) p(t)w (t)/w(t)

tanimlayalim. O zaman t>T igin



buluruz.

3.3. Lemma:

v(t) Es. 3.64 iin bir ¢dziimii olsun.

liminf A (-,t)> -0

t—oo

saglayan bir g(t)eQ fonksiyonu varsa, o zaman

63

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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T V() oo (3.68)

oldugunu kabul edelim.

Es.3.65i @ (t) ile arpip t>7>T olmak iizere 7 dant ye integrallersek

elde ederiz. Es. 3.63 den

t t t

v(s)g(s)ds =v(7) [ g (s)ds— A (1) [9(s)ds—[g(s)] ve(u) uds
Jv(s)a(s)as=v(e)[a(s)ds A, (1) fa(s)os—[a (s) [ s due

T

t

.!v(s) g(s)ds= [V(r)— A, (rt)]j' g(s)ds —.t!'g (s)j a(f)(;zu) duds (3.69)

elde ederiz. Es. 3.65 den




saglanir. Dolayisiyla

jg jQ(u)duds

jg(s)ds

A(Tt)=

tanimiyla

o (s)ds, (T.1)=
a(s) IQ(u)du ds+Ig ( Q(u du+IQ ]

:_[g(s) iQ(u)du ds+Ig IQ duds+jg IQ (u)duds

:jg(s) j‘Q(u)du ds+jg JQ )duds + A, rt)! g(s)ds

olur. Buradan da

65
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elde ederiz. Burada t — o iken

T

Ag(T,t)—jQ(u)du—o(l)

T

dir. Dolayisiyla t — o iken

elde edilir. Burada t — oo iken

(7) = A () =v(T) = A, ()= [ 5 s o) @70

ve g(t)eQ oldugundan, k, Es. 3.60 da tanimlandig1 gibi olmak iizere

%<(1—k)|imsup[ig(s)ds] (G ()-G,(1)] (3.71)

t—ow

saglayan pozitif bir 4 >0 sayis1 vardir. Es. 3.66, Es. 3.68 ve Es. 3.70 den tiim t > t,

i¢cin
v(t)—-A (t,t)<-2 (3.72)

saglayan t, >t 2T olan iki sayinin varligi anlagilir.

t
y(t)= I g(s)v(s)ds alalim. Buna gdre Schwartzs esitsizligi ile

4
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buluruz. Es. 3.69 ve Es. 3.72 den

jg s)ds = [v tt]fg s)ds— jg ia(\l/j)(;zu)duds

ve Es. 3.73 den

O</1J'g s)ds <F (t)<|y(t)

67

(3.73)

(3.74)

(3.75)



dir. Simdi t >1, igin Es. 3.73 — Es. 3.75 den

A¥ Ug(s)dsj <FA () <y (t)

4

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizligi F’(t) ile carpip y* ye bolersek

g(t)yz(t) ng(t)F'(t)S yk(t)F’(t)
)

ja(s p(s)g?(s)ds

elde ederiz. Bu esitsizligi t >t, den z ye integralleyip z — oo alirsak k €[0,1) igin

-1

j.Fk‘z(s)F’(s)ds zikig(s)ﬁg(u)duJ Ea(u)p(u)gz(u)duJ ds

— 2 2'[G,(=)-G,(1)]
F 2 (1-k) A6, (=) =G, (1)]

buluruz. Bu esitsizlik ile Es. 3.75 den elde ettigimiz

F(t)= 2" U g (s)dsj _

4

68
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esitsizligini taraf tarafa carparsak

%z(l—k)[i g(s)ds} [Gu () -G (1)]

4

elde ederiz. Buradan

> (1- k)limsup[i g (s)ds] (G ()-G,(1)]

1
A 1
olur. Bu Es. 3.71 ile gelisir. Bu da ispat1 tamamlar.

3.4. Lemma:

Eger Es. 3.64, Es. 3.67 yi saglayan bir V(t) ¢dziimiine sahipse o zaman her

9(t) ey, =Q,(9) icin lim A, (-t) vardir ve

lim A (Z‘,t)IV(Z‘)—T&dS (3.76)
dir.
fspat:

Lemma 3.3 deki gibi Es. 3.69 u buluruz ve bu

t

s)v(s)ds=|v(7)-A, (r t s S_t o\ f vZ (u) uds
Jotevie)ts=[v(e)-A, (0] foteles |- oo - 0o

T T
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s)v(s)ds s v uds
o 960
Ig(s)ds Ig(s)ds

(3.77)

oldugunu gosterir. g € Q, oldugundan -[ g(s)ds =co saglanir. Boylece

S

Jt'g(s).[vz(u)duds

0<lim® I OLIC)
J.g(s)ds

< 0

sonucu ¢ikar. Daha sonra Schwartzs esitsizligi ile

buluruz. Boylece Es. 3.77 den lim A, (7,t) vardir ve

t S

jg(s)v(s)ds Ig(s)jmwds

im A(e) = fimy () fim = ——— i
Ig(s)ds Ig(s)ds

1I_TOA9 (z.t) ZV(T)_IM

saglanir.
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Lemma 3.3 ve 3.4 den asagidaki teoremi verebiliriz.

3.15. Teorem:
Eger
—w<!LrQ|nf A\g(-,t)<!Lrgsup,%(o,t)Soo (3.78)

esitsizligini saglayan bir g(t) e, fonksiyonu varsa, Es. 3.1 salimmlidir.

3.16. Teorem:

Eger baz1 k € [0,1] ler i¢in

ImG ()=
ve
fim A, ()=

saglayan p(t)eCZ([tO,oo),R+) ve g(t)eQ fonksiyonlarn varsa, Es. 3.1

salmimlidir [11].
3.6. Ornek:

c>0ile

x”(t)+[4—12+(“n%)2]x(t)—0 (3.79)



diferensiyel denklemini ele alahm p(t)=tInt ise t>T >1 i¢in

1
p!(t) |nt+t¥_ 1 1

h(t)= -
(1) 2p(t)  2tint 2t 2tint
11, 1 1
h(t)=2| = +—+——
() z(t2 it ¢ Inzt)

ve

=tiInt

4c-1 :4c—1
4(tint)* | 4tnt

elde ederiz. t>T i¢in g(t)= ﬁ alalim. O zaman
n

s k
i J-idu
tsins{7ulnu

————du

t 1 (Inlns—InInT)k
=lim sins

=1 (Inlns—InInT)

1 c 11 1V 1(1 1 1
=tlnt| +———+=|-+— | —=| F+5—+ >
4t (tlnt) 4\t tint 2t t%Int (tlnt)

72
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j-(lnlns—lnlnT)kl ds

limG, (t)=Ilim Sins

t—ooo t—>oo
T

=lim(InInt—InInT)=00

t—oo

ve yeterince biiyiik bir T >1 i¢in ¢ > % iken

[9(s)[Q(u)duds
lim A, (T.t) =lim———=
_T[g(s)ds

4c-1

[Inint-InInT]

elde ederiz. Buradan t — oo iken A (T,t)—> o olur. Dolayistyla ¢ >% icin Es. 3.79

daki diferensiyel denklem, Teorem 3.16 ya gore salinimlidir.
3.7. Uyart:

Teorem 3.14, Teorem 3.15 in bir uygulamasidir. g (t) =1 alirsak Es. 3.56 ve Es. 3.57
den g(t)eQ, ve !im A, (-t) nin olmadigi sonucu gikar. Dolayistyla Teorem 3.14 e

gore Es. 3.1 salimimlidir.

Ayrica Teorem 3.15 e uygulama olarak su sonuglar1 verelim.
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3.6. Sonug:

k(t)eCl([tO,oo),R+) olmak {izere k’(t)zl/(a(t)p(t)) ve limk(t)=c olsun.

t—oow

Eger

oo < liminf — jjaQ(“) duds < limsup— Ha QM) ugs<o  (3.80)

S k() a(u)p(u) = k()] a(u)p(u)

=~

ise, Es. 3.1 salinimlidur.

fspat:

g(t)=1/(a(t)p(t))=k'(t) alam Es. 3.80 den g(t)eQ, ve limA (-t) nin

t—oo

mevcut olmadigi sonucu ¢ikar. Dolayisiyla Teorem 3.15 e gore Es. 3.1 salinimlidir.

3.7. Sonug:

T2>t, i¢in [T,oo) tizerinde tanimh dyle g, (t) ve g, (t) negatif olmayan siirh

fonksiyonlar1 var olsun ki

o0

Igl(s)ds =oo=Igz(S)dS
saglansin ve a(t) p(t) 0, (t) ile a(t) p(t) g, (t) fonksiyonlar1 sinirli olsunlar. Eger

limA, (T.t)<limA, (T,t)

t—o0 t—oo

ise, Es. 3.1 salinimlidur.
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fspat:

a, Ve a,

lim AJ1 (T,t)<0¢1 <a, <lim Agz (T,t)

t—o0 t—o0

4
esitsizligini saglayan iki say1 olsun. t;, A (T,t)>a, ve Ir(s)dszl ifadelerinde
T

gegen t, olmak iizere, T<t<t ig¢in r(t)=g,(t)olsun. t,, A(T,t,)<ea ve

t
Jr(s)ds >2 ifadelerinde gegen t, olmak iizere, t, <t <t, i¢in r(t)=g,(t) olsun.

T

Bu durumda

——

Ja.(s)

— ey

Q(u)dudstj g,(s)ds  [[9,(s)—0:(s)]Q(u)au

U g, (s)ds+t_|2-gl(s)ds}]2' g,(s)ds tjgz (s)ds +tjg1 (s)ds
Igl(s)jQ(u)duds tfgl(s)ds j[gz(s) gl(s)]jQ(u)duds
[jgl(s)ds tjgz(s)ds{jgl(s)ds lTjgz(s)ds+ijz'gl(s)ds,

elde ederiz. Dolayisiyla t — oo iken

A (T.t)=A (T.t,)[1+0(1) |+o(1)
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dur. Bu sekilde devam edersek, [T,o) tizerinde tanimlanan
. - i
liminf A (TH)<ey<a, < limsup A (T.t)

ve

saglayan negatif olmayan integrallenemeyen ve smirlt bir r(t) fonksiyonu elde
ederiz. Bu r(t)eQ, ve !imA(T,t) nin olmadigim gosterir. Dolayisiyla Teorem

3.15 e gore Es. 3.1 saliimlidir.
3.8. Uyart:

Yukarida verilen sonuglardan ve Teorem 3.3 den Teorem 3.13-3.16 nin her birinin

hipotezindeki Q(t) fonksiyonunun yerine Es. 3.7 de tanimlanan Q(t) nin

yazilabilecegi sonucu ¢ikar.

3.7. Ornek:
t=>t, Z% icin
2.1 ! r 1 2 .
(t*x (t)) —3tx (t)+§t Jt(2+cost—2tsint) f (x(t))=0 (3.81)

diferensiyel denklemini ele alalim. Burada f (X) fonksiyonu



(i) x e R ve m pozitif bir sabit olmak tizere f (X) =mx

(ii) xeR ve m, y pozitif sabitler olmak tizere f(X)=|x"+mx
(iii) xeR ve x>1 bir sabit olmak iizere f (x)=xIn?(u+|x|)
(iv) xe R ve 4 >0 bir sabit olmak tizere f (X) = xexp(lx)

(V) xeR olmak tizere f (X) =sinh X

fonksiyonlarindan biridir.

t 2% olmak iizere p(t) :t% ve g(t)=t alalm. O zaman

1 ., 3
(= P02 () e )

2ka(t)p(t)  2ka(t)p(t)

ve

!’

Q*(t)=p(t){t1(t)+ka(t)h*2 (t)-(a(®)h"(t) —(p(t)h*(t))}p(t)Q(t)

2+cost —2tsint)

7N

Q'(t) :%%tzﬁ(2+cost—2tsint) - (

elde ederiz. Buradan

tjo,o(s)q(s)ds {\/gsin s+i(2+coss)} ds

2\s

NNy~ N[Ny~

d [\E(2+cos s)]

=t(2+cost)-2(z/2)" z\/t'—z(gjm

77



78

ve t > oo iken

v —(72z/2)2 i{\/g(2+coss)_2(_jm}ds
e -(;1;/2)2 I{Sﬁz(g s}ds -

elde ederiz. Dolayisiyla Q fonksiyonunun Q” ile yer degistirilmesiyle Teorem 3.16
nin tim sartlart saglanmig olur. Boylece Es. 3.80 in salimimli oldugu sonucuna

ulasiriz.

Teorem 3.13-3.16 da Ii =oo sartinin gerekli olmadigimi belirtebiliriz. Ayrica Es.

a(s)

3.41 her n>1 sabiti i¢in

t

!imtin (t-s) q(s)ds = (382)
f

oldugunu gosteren

t

Iim} (t—s) q(s)ds=oo (3.83)

t—)oott
0

ile denk oldugunu da sdyleyebiliriz.

Es. 3.83 deki limit, bir iist sinir tarafindan degistirilemez.



Simdi q(t)eC ([to,oo) , ]R) olmak iizere

x"(t)+q(t)x(t)=0
lineer diferensiyel denklemi igin asagidaki salinim kriterlerini verecegiz.
3.17. Teorem:

Uygun n>1 tamsayisi i¢in

ise Es. 3.84 salinimlidir.
3.18. Teorem:

Uygun n>1 igin

t—o0

t
Iimsuptin.[(t—s)n q(s)ds <oo
%

olsun. t>t, igin Q" (t)=max {Q(t),O} olmak iizere her T >t, i¢in

t

imint [ (t-5)" 9(s)ds > (T)

t—>w
T

ve

79

(3.84)
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I(Q (s))2 ds =0

olan bir Q(t) e C([to,oo),R) fonksiyonu varsa Es. 3.84 salimlidir.
Teorem 3.17 nin bir genislemesi asagidaki gibidir.
3.19. Teorem:

H: D:{(t,S)ZtZSZtO} — R fonksiyonu
t>t, icin H(t,t)=0, t>s>t; icin H(t,;s)>0 (3.85)

ve ikinci degiskene gore D de siirekli ve negatif olmayan bir kismi tiireve sahip

stirekli bir fonksiyon olsun. h: D — R fonksiyonu, biitiin (t, S) e D i¢in

—%H(t,s):h(t,s) H(ts) (3.86)

ozelligine sahip siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

limsup

X0 H(i_,to)jiH(t’s)q(s)_%hz(t,s)}dS:oo

ise Es. 3.84 salimimlidir.

3.9. Uyart:

Es. 3.84 i¢in Teorem 3.17-3.19 da verilen salinim kriterleri, ¢ok kisitli uygulamaya
sahiptir. Hatta, bu kriterler
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Euler denkleminin salinim kriterlerini anlamak igin yetersizdir. Bu kriterler, Lemma

3.2 uygulanarak Es. 3.1 e oldukga kolay genisletilebilir. Bunun i¢in ihtiyacimiz olan

yalnizca p(t)eCl([to,oo),]R*) oldugunu varsaymak ve a(t) fonksiyonu yerine

a(t) p(t) fonksiyonunu q(t) fonksiyonu yerine h(t)=—p'(t)/(2p(t)) olmak iizere

fonksiyonunu yazmaktir.

Ayrica, Es. 3.5 in daha genel denklemlerine bu kriterlerin genigletilmesi ve

ilerletilmesi Teorem 3.3  uygulanarak = miimkiindiir. Bunun  igin

p(t)eC([t,,),R") alahm ve a(t) fonksiyonu yerine a(t)p(t) fonksiyonunu
q(t)  fonksiyonu  yerine  Q'(t)= p(t)|:q(t)+a(t)h*2 (t)—(a(t)h* (t))’} :
h"(t)=(p(t) p(t)—a(t) '(t)/(2ka(t) p(t))) ve k sabiti (i,) deki gibi yani x=0

icin f '(X) >k >0 olmak iizere kQ (t) fonksiyonunu yazalim.

Asagidaki sonucta, Es. 3.1 e Teorem 3.19 u genisletelim.
3.20. Teorem:

H ve h Teorem 3.19 daki gibi olmak tizere Es. 3.85 ve Es. 3.86 saglansin. Eger

t

I[H (t’S)q(S)—%hz(t’s)a(s)}ds =0 (3.87)

lim
x>= H (t,to)to
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ise Es. 3.1 saliimlidur.

Ispat:

X(t), Es. 3.1 in salinimsiz bir ¢dziimii olsun ve t =T, i¢in X(t) =0 olan T, >t, var

olsun. t =T i¢cin

tamimlayalim. O zaman Esg. 3.1 den t>T, i¢in q(t):—v'(t)—(v2 (t)/a(t)) oldugu

anlasilir. Buradan t>T =T, ile her t, T igin

buluruz. Green Teoreminden

o
I
—~
s
w
~
<
—~~
w
~
+
I
—~~
o~
w
N—
<
N
—~
w
SN
I
o
w

;[H (t,s)a(s)ds=H (t,T)V(T)_ﬂ_a

elde ederiz. Buradan da

—_—
 ——
=
—~~
.:—P
%)
N—
T
~~
:—F
%)
N—
<
—~
%)
S
+
T
—~
—
%)
e
o | <,
Y P
D "w»n
v\-/
L
o
)

jH (t,5)q(s)ds = H (t,T)v(T)-



— —

jH (t,s)q(s)ds=H (,T)v(T)-

+%jh2(t,s)a(s)ds

buluruz. Boylece her t > T, icin

<H (t,to)E‘Q‘Q(S)‘dH‘V(To)@

oldugu sonucuna ulasilir. Bu da bize Es. 3.87 ile ¢elisen

Ty

[H (t3)a(s)—h° (t,s)a(s)}ds < (T)|+ [Ja(s)ds

f

I
tl_[g sup H (tyto)

-
J S

sonucunu Verir.

H (L) l/2v3+1 a(s S 2 S
[[ W e ﬂ :

83



84

Simdi Uyar1 3.9 u g6z onilinde bulundurarak asagidaki daha genel sonuglar1 verelim.

3.21. Teorem:

Q(t), Es. 3.11 de tanimlandigi gibi olmak iizere H,h Teorem 3.19 daki gibi

olsunlar ve
limsup v (t’to)tjiH (t, s)Q(s)—%hz (t, s)a(s)p(s)} ds = oo (3.88)

saglayan bir p(t)eCl([tO,oo),R+) fonksiyonu var olsun. Bu durumda Es. 3.1

salinimlidir.

3.22. Teorem:

Q" ve k Uyar1 3.9 da tanimlandig1 gibi olmak iizere H,h Teorem 3.19 daki gibi

olsun ve
: 1 . 1.,
limsup H(t,to)ﬂH(t's)Q (s)—ﬂh (t,S)a(S)p(S)}dS:oo (3.89)

saglayan bir p(t)eC"([t,,0),R") fonksiyonu var olsun. Bu durumda Es. 3.1

salinimlidir.

3.8. Sonug:

t
R(t) :Ids/a(s) olsun. baz1 n>1 i¢in
ty
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j(R(t)—R(S))” (R(t)-R(s))"Q(s) " _PG) 4o (3.90)

limitini saglayan bir p(t)eC" ([t0 ,00), R*) fonksiyonu varsa Es. 3.5 salimimlidir.
Ispat:

t>s>t, icin H(t,s)=(R(t)-R(s nolsun.OzamantZSZtO icin
0

» s)__;H(t,s)__;(R@)_R(s)) n(R()-R(S) (REO-R()
7 JH(ts)  (R()-R(s)” (R(t)-R(s))"
~ 2 (RO-RE)

limsup e tO)HH (t,S)Q*(S)—4—1ka(S)p(s)h2(t,S):|dS

=limsup 1 nj{(R(t)—R(s))n Q*(s)—ﬂa(s)p(s)az(s)(R(t)—R(s))nz}ds

©(RO-R(G))

oldugunu gosterir. Buradan Teorem 3.22 den Es. 3.5 in salinimli oldugu sonucunu

cikartabiliriz.

p(t):l ise t>t, icin



elde ederiz. Buradan kolayca asagidaki sonucu verebiliriz.

3.9. Sonug:

Bazi n>1 i¢in

limsup R"l(t) j;(R(t)_ R(s)) Q"(s)ds =oo

ise, Es. 3.5 salimimlidur.
3.10. Uyart:

Es. 3.1 i¢in Es. 3.91 sart1 baz1 n>1 i¢in

imsup 5 (REO-RO) 0(5)

sartina indirgenir.

3.10. Sonug:

t>t,, Rl(t):.[ds/a(s)<oo olsun. Eger bazi n>1 igin
t

86

(3.91)
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imsup(~In, (1 j[[ m REIQE) R B0 6

ise, 0 zaman Es. 3.1 salinimlidir.

fspat:

t>t, igin p(t)=R(t) ve t=s>t, igin H(ts)=(In(R (s)/R(t))) olsun. O

Zaman

1 1)
q<t>+a<t>m-(a“)zamm]}
R0 o R

a(t)R’

1 1
=R (t)q(t)+ t)Rl [ 0 )

1

)

1

R 3 %0

ve t>s >t i¢in
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n R(s))|R(5)
_86H(t,s)_—;(ln(Rl(S)/Rl(t))) ;{IH(R&OB R(1)
H(t,s) (In(Rl(S)/Rl(t)))n/2 (m(Ri( B”’Z
R (1)

N ) n Rl(s) (n-2)/2
it )_a(s)&(s)[' (a(t)ﬁ

) |
fas)o(o )= 1 F;ll(;f))]n_l -

kolayca gosterilebilir ki Es. 3.48 den Es. 3.92 ortaya ¢ikar. Boylece Es. 3.1

salinimlidir.

Simdi de n>1 in bir sabit olmak {izere t > s >t icin

H(t,s)=(t-s)"

alalim. Teorem 3.22 den asagidaki sonucu verebiliriz.
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3.11. Sonug:

Eger n>1 bir sabit olmak iizere

!L@SUP%H(FS)Z Q*(s)—%a(s)p(s) ds = oo

limitini saglayan bir p(t)eC" ([to,oo) : R*) fonksiyonu var ise Es. 3.5 salinimlidir.
3.8. Ornek:

c>0 bir sabit ve f(x), x#0 i¢in f'(x)>k>0 ile Ornek 3.7 deki gibi olmak

lizere t>t, >1 i¢in
(£ (t)) —tx'(t) +cf (x(t)) =0 (3.93)

diferensiyel denklemini ele alalim. t >1 i¢in p(t) = :t_L ve n>1 olan bir say1 olsun. O

Zaman

elde edilir. Dolayistyla
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olarak bulunur.

t—o

lim suptlnj(t —s)"’ [(t = Ke) (s)—Z—ka(s)p(s)} ds

dir. n>1 oldugundan [12] den t>s>1 icin (t—s)" >t" —nst"* oldugu sonucu gikar.

Buradan
t tin n-1
. ccl n . 1 ¢t" —nst
1 =(t= > il
!LTSUptn.[S(t s) ds_c!msuptn.lf 5 ds

. 1
=c!Lrposup[lnt—¥n(t—1)}=w

buluruz. Ayrica

N

%j!s(t—s)n_2 ds —nT:{s (t;i)l_ L - (nl—l) _t[(t_s)n_l dSJ
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sl (:2_1)(“ " r:m((tn__?)

dir. Boylece

2

t
!Lrgsuptlnﬂ%(t—s)" —Z—ks(t —s)”_z}ds

=climsup Int—n(t_l) — n =00
tooo t 4(n-1)k

boylece, Sonug 3.11 den ¢ >0 ise Es. 3.93 iin salinimli oldugunu sdyleyebiliriz.

3.9. Ornek:

¢ >0 bir sabit, f (X) Ornek 3.8 deki gibi olmak iizere

rc
tx'(t —f t))=0 t>1 3.94
(b(1)) +3 1 (x(1) (3.94)

diferensiyel denklemini ele alalim. p(t)zl olsun. O zaman t>1 igin

p(t)p(t)—a(t)p'(t)=0-1-t-0 oldugundan
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buluruz. Ornek 3.8 deki gibi devam ettirerek Es. 3.44 iin ¢ >0 ise Sonug 3.11 e gore

salinimli oldugunu buluruz.

Teorem 3.17-3.22 de Ids/ a(s) tizerinde hicbir varsayim yapilmamistir. Bu yiizden

bu kriterlerinin sonuglar1 asagidaki iki durumun ikisi i¢in de aynidir.

(1) Tds/a(s):oo, (1) TdS/a(S)<oo

ornek icin Ornek 3.8 ve 3.9 a bakin.

(IT) saglanirsa, o zaman Es. 3.90 baz1 n >1 i¢in asagidaki

t—oo

Iimsupj(R(t)— R(s))n_2 {(R(t)— R(s))2 Q (t)_n_zﬁ}ds =

sartina denktir. Ayrica

t—w

liminf Rl(t)j‘Q(s)ds>% (3.95)

kosulunun, n=2 ile Es. 3.92 yi verdigini gostermek kolaydir. Boylece asagidaki

sonucu ¢ikarabiliriz.
3.12. Sonug:

Sonug 3.10 un Es. 3.92 deki kosulu Es. 3.95 ile yer degistirilsin, o zaman Es. 3.1

salinimlidir.
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3.23. Teorem:

H ve h, Teorem 3.19 daki gibi olsun, Es. 3.85 ve Es. 3.86 daki kosullar saglansin ve

0<inf {!Lrginf S((tttj))}soo (3.96)
olsun.

. 1 )

limsup H(t’to);[a(s)p(s)h (t,s)ds <o (3.97)
“(@'(s))

LV gs—o 3.98
FErC (338)

kosullarini saglayan p e Cl([to,oo),]R*) ve Qe C([to,oo),]R) gibi iki fonksiyon var
olsun ve Q, Es. 3.11 de tanimlanmis fonksiyon Q" (t)=max {Q(t),O} olmak iizere

her T >t, i¢in

limsu 1
S P T

H (t,s)Q(s)—%hz(t,s)a(s) p(s)ds>Q(T) (3.99)

H—

olsun, o zaman Es. 3.1 salinimlidir.
fspat:

Es. 3.1 in salinimsiz oldugunu varsayalim. V(t) fonksiyonu Teorem 3.5 deki gibi

olsun. O zaman t>T, >t, igin
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a0
ya da
vt)+o()+—-U__
W 200 "

elde ederiz. Yukaridaki esitligin iki tarafint H (t,S) ile carparsak ve Teorem 3.20

deki gibi devam edersek, t>T >T, icin
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H(t,s)Q(s)ds=H (t,T)v(T)-

—_—

=H (t,T)v(T)-

—_— —_—
I 1 1

t
+%jh2 (t,s)a(s) p(s)ds
T
elde ederiz. Eger her iki tarafi H (t,T) ile bolersek

1 t

H(LT)s {H (t’S)Q(S)‘%a(S)p(S)hz (t,s)}ds

. L H(t,S) 12 1 2
_V(t)H(t,T)ﬂ[a(s)p(s)J v(s)+§1/a(s)p(s)h(t,s)} ds

buluruz. Buradan her T =T, igin

limsup " (iT)IH (t,S)Q(S)—%a(S)p(S)hZ(t,S)jldS

=Vv(T)-Ilimin L H(t,s) 1lzvs+1 a(s)pl(s S 2 S
~v(T)-im fH(t,T)Il(a(3>p(3)J (5)+2 BN )] :

elde edilir. Boylece Es. 3.99 a gore her T =T icin

2

v(t) 2 Q(T)+liminf H(i,T)jKa'(l;;S()s)] V(s)+%ﬂ/a(s)p(s)h(t,s)] ds

elde ederiz. Bu T =T, i¢in
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v(T)2Q(T) (3.100)

oldugunu ve

oldugunu gosterir. Boylece

!Lrginf{ Tj; s)ggzs) w (t jh(t s)H (t,s) (s)ds}
s!Lrglnf j[( J s)+%ﬂ/a(s)p( s)h(t, )] ds <o (3.101)
yani

liminf [U (t)+W (t) | <oo (3.102)

t—w

olur. Burada t > T, i¢in

1T j H(Ls) a(v2 (S)S ds

ve

dir. Artik
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TV—(S)ds <o (3.103)

0 V2 S

i (8) gs—un (3.104)
TO

oldugunu varsayalim. Es. 3.96 ya gore pozitif bir 7 sabiti vardir. Oyle ki

inf Iiminfm >n>0 (3.105)
s2ty | too H(t,to)

olan pozitif bir n sabiti vardir. g bir keyfi sabit olsun. O zaman Es. 3.104 dikkate

alindiginda her t > T, i¢in

U= (tl,To)joH (t s)d@ a(r)(;zr)dTJ
Lo (1)
HET) A “’S)u a<r>p<r>“}d3
O T L V(1)
W) EH(LS) ;[a(r)p(r)dflds
(tL.T)
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dir. Es. 3.105 den o6yle bir T, >T, vardir ki her t>T, i¢in H (t,Tl)/H (tty)=n
saglanir ki bu da her t>T, i¢in U(t)># olmasi demektir. x keyfi bir sabit

oldugundan

limU (t) =0 (3.106)

t—w

dir. Daha sonra, (to,oo) iizerinde bir {t, }m dizisini ele alalim dyle ki

lim[U (t,)+W (t,) ] = liminf [U (t)+W (t)]

t—

ve

limt, =

k—o0

saglansin.
U(tk)+W(tk)SM k=12,.. (3.107)
saglayan bir M sabiti vardir. Es. 3.106 dan

limU (t, ) = oo (3.108)

k—o0

oldugu anlasilir ve boylece Es. 3.107,

limW (t, ) =—oo (3.109)

k—o0

esitligini verir. Es. 3.106 y1 hesaba katarak, Es. 3.108 den k yeterince biiyiik olmak

uzere
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kewm:w (3110)

elde edilir. Diger taraftan Schwart’s esitsizligi ile tiim biiyiik K lar i¢in

f

WZ(tk):{mJ‘h(tk,s),/H (tk,s)v(s)ds}

0/ T,

olmasini garantiler. Bu su anlama gelir,
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.. H(tT,) 3 .
“Her t>T, i¢in > 7 saglayan bir T, > T, vardir.”

H(tt,)

Bévlece tiim bivvi . H(t,,T,) )
ylece tiim biiyiik K lar igin ( >n dir ve boylece
k1 ™0

W2 (t,) 1% 2 -

< a(s)p(s)h“(t.,s)ds, tum buylk 77 icin
U(tk) UH(tk'to){[ ( ) ( ) (k )
dir. Es. 3.110 dan
lim—~ tja(s)p(s)hz(tk,s)ds:oo (3.111)
k> H (tk,to)to

oldugu sonucu c¢ikar. Bu, Es. 3.97 ile ¢elisen

limsup v (i’t(J);l)fa(s),zy(s)h2 (t,s)ds=o0

durumunu verir. Buradan Es. 3.103 saglanir. Bu yiizden, Es. 3.100 e gore, Es. 3.98

ile gelisen

< (@ (s)) i
FERERRErD

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

t>s>t, igin, n>1 bir sabit olmak iizere H(t,s)=(t—s)" fonksiyonunu ele alalim.

O zaman Teorem 3.23 den asagidaki sonucu verebiliriz.
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3.13. Sonug:

n>1 bir sabit olsun ve Es. 398 i saglayan p(t)eC'([t,,),R") ve

Q(t)e C([to,oo),]R) iki fonksiyon var olsun,

t—o

t
Iimsuptin_[(t—s)”_2 a(s)p(s)ds <oo
ty

ve tim T >t icin

2

imeun ]| (t-5)'Q(5)- (1= *a(s)o(s) s (1)

olsum. O zaman Es. 3.1 salinimlidir.
3.24. Teorem:

H ve h Teorem 3.19 daki gibi olsun ve Es. 3.85 ve Es. 3.86 saglansin. Es. 3.98 i

saglayan p(t)eCl([tO,oo),R+) ve Q(t)eC([t,,),R) iki fonksiyonun var

oldugunu kabul edelim.

liminf jH(t,s)Q(s)ds<oo (3.112)

1
t>e  H (t,to)o

ve her T >t, i¢in, Q(t) Es. 3.11 de tanimlanan fonksiyon olmak tizere

fmint (tto)ﬂH (t,s)Q(s)_%hz(t,s)a(s)p(s)}dsZQ(T) (3.113)



olsun. O zaman Es. 3.1 salinimlidir.

Ispat:

102

Tersini kabul edelim Es. 3.1 salinimsiz olsun. Teorem 3.23 deki gibi t>T >T, i¢in

olur. Es. 3.112 den tim T > T, i¢in

H(t,s)

v(T)>Q(T)+!LrEsupH(i,T)j;[[a(s)p(s)] v(s)+% a(s)p(s)h(t,s)] ds

oldugunu anlariz. Bu yiizden Es. 3.100 tiim T >T, i¢in gegerli ve

2

imsu 1 | HlLs) ﬂzvs+1 a(s)p(s s)| ds<v(T,)- < o0
im pH(t,T())T{{[a(s)p(s)J (5)+ 2RI (E(t >] ds<v(T,)-a(T,)
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dir. Bu U (t) ve W (T), Teorem 3.23 iin ispatinda tanimlanan fonksiyonlar olmak

limsup[ U (t)+W ()]

i, L H(t,S) v2 . 2
<limsup H(t,TO)TI[(a(s)p(s)J v(s)+§,/a(s)p(s)h(t,s)] ds < oo

0

(3.114)
oldugunu gosterir. Es. 3.113 e gore

Q(to)s!Lrginf L j.H(t,S)Q(S)—EhZ(t,S)a(S)p(S) ds
H(tt,) 4

<liminf jH (t,s)Q(s)ds—lliminf

1
BeH(GY)] 4o H(GE)]

dir. Yukaridaki esitsizlikten ve Es. 3.112 den

liminf jhz (t.,s)a(s)p(s)ds<oo

1
t>e  H (t,to)to

buluruz. Boylece

lim—_
ko= H (t,,t,)

o t (3.115)
=liminf

t>e  H (t,to)to

y1 saglayan limt, = oo ozelligine sahip (ty,o0) da tammli bir {t,}~ dizisi vardur. Es.

3.104 iin saglandigini kabul edelim. Teorem 3.23 {in adimlarin1 kullanarak Esg. 3.108
in saglandig1 sonucunu ¢ikartiriz. Es. 3.114 den Es. 3.107 yi gerceklestiren bir M
sabiti vardir Sonucunu ¢ikartiriz. Daha sonra Teorem 3.23 deki gibi Es. 3.115 ile
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celisen Es. 3.111 in saglandigimi buluruz. Bundan dolay:r Es. 3.104 gecersiz olur.
Ispatin geri kalam1 Teorem 3.23 dekine benzer oldugundan detaylari burada
vermeyecegiz.

3.10. Ornek:

Ave u, A<1, -1<u<1ve 2u+1> A olan sabitler olmak iizere t >t, >0 icin
(% (1)) +(t* cost) x(t) =0 (3.116)

diferensiyel denklemini ele alalim. p(t)=1 ve t>s>t; i¢in H(t,s)=(t— 3)2 olsun.

O zaman

: 1
Ilmsup—zj(t —s)2 s* cossds = —t,* cost, < oo
t—oow t 5

ve k; bir pozitif kii¢iik sabit olmak tizere T >t, igin

t

Iiminftlzj[(t—s)2 s coss—s‘}dsz—T”sinT —k

t—oo
.
elde ederiz.

Q(T)=-T*sinT —k; olarak tanimlayalim. O zaman (2N +1)x +% >1, saglayan

bir N sabiti vardir ve n>N ise (2n+1)7z+%£T SZ(n+1)7z—% diir. & kiigiik bir

sabit olmak tizere Q(T)=-T*sinT —k, >ST* dir. 2u+1> A kaydederek
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j. (Q+(s))2 s © 52].(2(n+1)—7r/4 S2ids
N=n

2n+l)7r+7r/4

va(s)p(s)
S i e J-(Z(n+1)—71/4 E %

2n+l)z+7zl4 g

elde ederiz. Boylece, Teorem 3.24 {in tiim sartlar1 saglanir. Bu yiizden Es. 3.116

salinimlidir.

Literatiirde bilinen sonuglarin ¢oguna ilaveten, yukaridaki salinim kriterleri tiim
[to,oo) yaridogrusu tizerinde Es. 3.1 ve Es. 3.5 in bilgisine gerek duyar. Simdi ise
Sturm Ayirma Teoremi yardimiyla bu denklemler igin salinim kriterlerini

alt araliklarinin bir

©
i=

denklemlerin katsayr fonksiyonlarinin [to,oo) un {[ai,bi ]} )

dizisindeki davranislart yardimiyla verecegiz. Ardindan eger H, Teorem 3.19 daki
gibi ise yani Es. 3.85 i saglayan D ={(t,s):t>s>t,} olmak iizere H eC(D,R") ve
. oH . oH o . .
D tizerinde — ile s kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevler h,h, e L (D,]R)
S

olmak iizere
gH(t,s):hl(t,s) H(ts) ve gH(t,S):—hz(t,s) H(ts) (3.117)

seklinde iseler H =H (t, S) el dir diyecegiz.

3.2. bolimiiniin sonuglarindan, Es. 3.1, Es. 3.10 a denk oldugundan Es. 3.1

salinimsizdir ancak ve ancak Es. 3.10 salmimsizdir. Onceki gibi, W(t) Es. 3.10 un
bir ¢oziimii olsun ve t>T>t, i¢in W(t)>0 oldugunu varsayalm. Bir

p(t)eC! ([tO ,0), R*) icin t>T olmak iizere
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tanimlayalim. Gerekli islemler yapildiktan sonra Q(t), Es. 3.11 de tanimlanan

fonksiyon olmak tizere t>T igin

V(1) +Q(t)+—Y =0 (3.118)

sonucuna ulagiriz.
Asagidaki lemma, Es. 3.1 i¢in aralik salinimlilik kriterlerini kurmada temel rol oynar.

3.5. Lemma:

W(t), V(t) ve T yukaridaki gibi tanimlansin.

(i) [c,b]=[T,) oldugunu kabul edelim. O zaman H T igin

jo (b,s)Q(s)ds<H (b,c)v(c)Jr%j:'a(s)p(s)hz2 (b,s)ds (3.119)

(i) [a,c] =[T,) oldugunu kabul edelim. O zaman H T igin

[H(s.2)Q(s)ds <—H (c.a)v(e)+ [a(s) p(s) (s.2)ds (3.120)

esitsizlikleri saglanir.
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fspat:

(i) Es. 3.1181 H (b,S) ile ¢arpip, ¢ den b ye, s ye gore integral alip, Es. 3.85 ve Es.
3.117 yi kullanirsak

elde ederiz.

(i) (i) dekine benzer sekilde Es. 3.118 i H(s,a) ile ¢arpip a dan ¢ ye, s ye gore
integral alip, Es. 3.85 ve Es. 3.117 yi kullanirsak



.:|:H (s,a)Q(s)ds = —J: H(s,a)v'(s)ds—
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S C s,a () S
oM
—_ {%(H(s,a)v (s ds—J'QH (s,a)v(s)ds IH s,a a(\;)(;zs)ds
=—H(c,a)v(c)+H(a .[hl (s,a)/H(s,a)v(s)ds
- s,a () S
[H Ao
=—H (c,a)v(c)+£h1(s,a)4/H (s,a)v(s)ds—!H (s,a) a(\;)(;zs)ds

=—H (c,a)v(c)+%j:h12 (s,a)a(s)p(s)ds

_ H(s.a) lIzvs+£ a(s)p(s)h(s,a)| ds
{Ka@)p(sﬂ 9+ BErEh (s2)| o

<—H (c,a)v(c)+%j:hf(s,a)a(s)p(s)ds

elde ederiz.

3.14. Sonug:

W(t),v(t) ve T yukaridaki gibi tanimlansin. O zaman H €T" ve a,b,c e R dyle ki

T <a<c<b olmak lizere

dir.

?(b,s) s)ds (3.121)
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fspat:

Es. 3.119 ve Es. 3.120 sirasiyla H (b,C) ve H (c,a) ya boliip onlari toplarsak Es.
3.121 i buluruz.

Simdi temel aralik salinimlilik teoremlerini ispatlayacagiz.

3.25. Teorem:

Her bir T >t, igin H T, p(t)eC'([t,,0),R") ve a,b,ceR dyleki T <a<c<b

olmak lizere

(3.122)

ise Es. 3.1 salimimlidir.
fspat:

Genelligi bozmadan w(t), Es. 3.10 un eninde sonunda pozitif bir ¢dziimii olsun. O
zaman Sonug 3.14 den herhangi bir H eI" i¢in Es. 3.121 esitsizligini saglayan T >t,

ve T <a<c<b yisaglayan a,b,c € R vardir deriz. Fakat bu Es. 3.122 ile ¢elisir.
3.26. Teorem:

Herhangi bir r >t; igin
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limsup - =00 (3.123)

ve

o —_—

H(s,r)Q(s)ds
!Lrg sup -+ =00 (3.124)
Ihzz(s, rja(s)p(s)ds

sartlarint saglayan H eI varsa Es. 3.1 salinimhdir.
fspat:

Herhangi bir T >t, i¢in a=T olsun. Es. 3.123 de r =a segelim. O zaman
J'H(s,a)Q(s)ds>%Ihf(s,a)a(s)p(s)ds (3.125)

sartin1 saglayan ¢ >a vardir. Es. 3.124 de r =C segelim. O zaman

O ——— T

H(b,s)Q(s)ds>%_b[h22(b,s)a(s) p(s)ds (3.126)

sartim1 saglayan b>c vardir. Es. 3.125 ve Es. 3.126 y1 birlestirirsek, Es. 3.122 yi

elde ederiz. Teorem 3.25 yardimiyla sonuca kolayca ulasilir.

Asagidaki sonug¢ Teorem 3.26 nin denk bir versiyonudur.
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3.27. Teorem:

Eger herhangi bir r >t i¢in

!Lrgsupj.{H (s r)Q(s)—%hl2 (s r)a(s)p(s)}ds >0 (3.127)
!Lrgsupj{H (t, S)Q(s)—%hz2 (t, s)a(s)p(s)} ds>0 (3.128)

sartlarint saglayan bir H €I" varsa Es. 3.1 salinimlhidir.
fspat:

Herhangi bir T >t, i¢cin a=T olsun. Es. 3.127 de r =a secelim. O zaman

HH (S’a)Q(S)—%hf(S,a)a(S)p(s)}ds >0 (3.129)
saglayan C¢>a vardir. Es. 3.128 de r =c segelim. O zaman

HH (b’S)Q(S)—%hf(b,S)a(S)p(S)}ds >0 (3.130)

saglayan b >c vardir. Es. 3.129 ve Es. 3.130 u birlestirirsek Es. 3.122 yi elde ederiz.

Teorem 3.25 yardimiyla sonug kolayca goziikiir.
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H=H(t—s)el durumunda h(t—s)=h,(t—s) dir. Bunlar kisaca h(t-s) ile

ifade ederiz. H (t — S) icine alan I" nin alt sinifin1 I'; ile gésterecegiz. Teorem 3.25

I', auygulandiginda asagidaki sonucu dogurur.

3.28. Teorem:

Eger her bir T >t i¢in

JC.H (s—a)[Q(s)+Q(2c—s)]ds >%jh2 (s—a)[a(s)p(s)+a(2c-s)p(2c-s)]|ds
a ) (3.131)

esitsizligini saglayan H €T’y ve p(t)e Cl([to,oo),R+) iki fonksiyonu ve T <a<c

olan a,c R varsa, Es. 3.1 salinimhidir.

fspat:

b=2c—a olsun. H(b—c)=H(c-a)=H((b—a)/2) ve VyeL[a,b] iin

Ty(s)ds :j.y(2c—s)ds

ve



113

b c

J.a(s),o(s)h2 (b—s)ds :'|.a(2c—s),o(2c—s)h2 (s—a)ds

C a

olur. Boylece Es. 3.131, H €I’ i¢in Es. 3.122 nin saglandigini gosterir. Dolayisiyla

Es. 3.1 salinimlidur.

Simdi n>1 olmak iizere H(t—s) :(t—s)n olsun. Aciktir ki Hel, ve

n-2
2

h(t—s)=n(t—s)

dir. O zaman yukaridaki sonuclardan asagidaki salinim

kriterlerini verebiliriz.

3.15. Sonug:

Bazi n>1 icin ve herhangi bir r >t i¢in ya

)
Iimsupﬂ(s—r)”Q(s)—%z(s—r)”_za(s) p(s)}ds .0

t—oo

ve

!iﬁrgsupﬂ(t —-s)’ Q(s)—%z( —s)"”’ a(s)p(s)} ds>0

esitsizlikleri saglaniyor ya da

1)
Iimsup't!'{(s—r)n (Q(s)+Q(2t—s))—nZz(s— r)”’ (a(s)p(s)+a(2t—s)p(2t—s))}ds >0

t—oowo



esitsizligi saglaniyor ise Es. 3.1 salinimlidir.

du

a(u)

t
Tekrar t>r >t, igin R(t):J'
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tanimlayalim ve n>1 reel bir sabit olmak tizere

t>s>t, icin H(t,s)z(R(t)—R(s))n olsun. O zaman Teorem 3.27 ye gore

asagidaki sonucu verelim.

3.16. Sonug:
Her bir r >t icin !im R(t):oo ve baz1 n>1 igin

2

(R(S)-R(r)"a(s)ds> 2=

limsu L
o PRI ()

- —

ve

r.]2

4(n-1)

limsup 1
t—owo Rn71 (t

(R(t)-R(s))" a(s)ds >

~
- —

esitsizlikleri saglaniyor ise Es. 3.1 salinimlidir.
fspat:

p(t)=1 olsun. O zaman t > t, i¢in Q(t)=q(t),

ve

(3.132)

(3.133)
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dir ve

limsup—— j(R(s)- (1) a(s) (o) (s.r)os

M)
:!LTS”pRn_%(t)j (R(S)—R(r))nq(s)—n{(R(s)—R(r))“1%5)}3

= limsup Rn_}(t)j(R(s)— R(r))n q(s)ds—!LfQ Rn_}(t)L(:z_l)(R(t)— R(r))nl}
=!LrgsupRn_}(t)j(R(S)_R(r))nq() _4(22—1)

dir. Es. 3.132 goz 6niinde bulunduruldugunda Es. 3.127 saglanir. Benzer sekilde Es.
3.133 de Es. 3.128 i saglar. Boylece Teorem 3.27 den Es. 3.1 salinimlidir.

3.11. Uyarr:

1. a(t)=1 velyada p=1 oldugunda Es. 3.1 i¢in yukaridaki salinim aralik

kriterlerinin 6zel durumlar1 kolayca formiillestirilebilir.

2. Yukaridaki sonuglarin genisletmeleri Es. 3.1 tipindeki daha genel denklemlere

kolayca uygulanabilir.
Asagidaki ornekler teoriyi pratikte nasil uygulayabilece§imizi gosterir.

3.11. Ornek:

X"(t)+q(t)x(t)=0 (3.134)
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diferensiyel denklemini ele alalim. Burada me N olmak {izere,

5(t—3m) 3m<t<3m+1
q(t)=45(-t+3m+2) 3m+l<t<3m+2
-m 3M+2<t<3m+3

olarak tanimlanir. Herhangi bir T >0 i¢in 3m>T vyi saglayan meN vardir.
t>s>T igin a=3m, c=3m+], H(t—s):(t—s)2 ve t>T i¢in p(t)=1 dir. O

zaman t>T i¢in Q(t)=q(t) dir.

Es. 3.131 in saglandigimi kontrol etmek kolaydir ve bu yiizden Es. 3.134 {in her

¢coziimii Teorem 3.25 e gore salinimlidir.

Bu denklemde jq(s)ds =—o0 olarak aldik.
0

3.12. Ornek:

t>1ve c>% ile

X' (t)+—=x(t)=0 (3.15)

R(t)=[ds=t-1

ve
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lim R(t):oo

t—oo

dur. Her bir t>r>1 ve n>1 i¢in

1 ps"—nrs"t . o o
ZC!L*I!tn—J 7 ds:c!Lrpot—_lr[s > —nrs™ |ds
__°

n-1
ve
: 1 n
!I_)I‘Po Rn—l(t)!(R(t)_R(S)) q(s)ds
1 F n C
‘!'j[,] R”l(t)'!(t_s) S—st
1 ¢t"—nst™* . Lt on
zc!Lernljr‘ % ds=c!Lrgtl!t Lz—g}ds
:clim{——l—nlni}m;o
toe| T r
C 2
> ise Es. 3.132 saglanir. Ayrica Es. 3.133 otomatik saglanir.
n-1 4(n-1)

Boylece Sonug 3.16, ¢ > % oldugundan Es. 3.15 in salinimli oldugunu gosterir.
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3.5. Salimm Kriterleri — Integrallenebilir Katsayilar

Bu boliimde katsayilarin integrallenebilir ve kiigiik oldugunda Es. 3.1 i¢in salinim

kriterlerini verecegiz. Bunun igin Zo(t)eC([to,oo),]R) verilen fonksiyon ve

Q= (1] a(t)+a(0 () ~(a(n(0) |:n()) =~ 2L ormak ere

Zp(t)
c .
Ia(s)p(s)ds_ (3.135)
B(t)=[Q(s)ds <cc (3.136)

sartlarin1 saglayan bir p(t)eCz([to,oo),]R+) fonksiyonunun var oldugunu kabul

edecegiz.

t t
z'(t)= [%‘Z()‘J olmak iizere t >t i¢in (mevcutsa) N=1,2,... igin

olmak tizere bir {Zn (t)}::o dizisi tanimlayalim. A¢ik bir sekilde z, (t) >, (t) dir. Bu

da z(t)>z; (t) oldugunu gdsterir. Boylece tiimevarimla t >t; i¢in n=1,2,... olmak

luzere
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Z,. (1) =7, (t) (3.137)
elde ederiz. Yani {zn (t)} dizisi [t,,0) araliginda azalmayandr.

3.29. Teorem:

t>t, i¢in z,(t)< B(t) oldugunu kabul edelim. Eger Es. 3.1 salimimsiz ise o zaman

t>t icin

limz, (t)=z(t)<x (3.138)

kosulunu saglayan bir t, > t, vardir.
fspat:

Varsayalim ki Es. 3.1 salinimsiz olsun. O zaman Teorem 3.5 e gore t, >t i¢in

[t;,0) iizerinde

saglayan v(t)eC ([tl,oo) , ]R) vardir. Burada t>t, igin v(t)>z,(t) dir ve bdylece

t>t, igin V" (t)> 2z, (t) dir. Bu t>t, i¢in
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oldugunu gosterir. Boylece tiimevarimla t >t i¢in n=0,1,2,... olmak tizere
v(t)=z,(t) (3.139)
oldugunu goriiriiz.

Es. 3.137 ve Es. 3.139 dan {Zn (t)} dizisinin [t,,c0) iizerinde istten smirh oldugu

anlasilir. Boylece Es. 3.138 saglanir.
Teorem 3.29 dan asagidaki salinim sonuglarini verebiliriz.

3.30. Teorem:

Z, (t) <p (t) oldugunu kabul edelim. Eger asagidaki iki sarttan biri saglaniyor ise Es.

3.1 salinimlidir.

(i) n=12,...,m-1 i¢in Zz, (t) ler mevcut, fakat z_ (t) mevcut olmayacak sekilde

pozitif bir m sabiti vardir;

(ii) n=1,2,... i¢in z,(t) ler tanimli fakat yeterince biiyiik T" >, i¢in

limz, (") = oo (3.140)

n—oo

olacak sekilde t >T" vardir.

Asagidaki sonuglar Es. 3.1 in salimmsizligin1 garantiler.
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3.31. Teorem:

t>t, igin z,(t)> ‘ B (t)‘ oldugunu kabul edelim. eger Es. 3.138 i saglayan bir t, >t

varsa, Es. 3.1 salinimsizdir.
Ispat:

Es. 3.137 ve Es. 3.138 den t>t, i¢in n=0,1,2,... olmak iizere z,(t)<z(t) oldugu

anlasilir. Monoton yakinsaklik teoremini uygulayarak t >t icin

elde ederiz. Boylece [7] deki Sonug 2.3.16 dan Es. 3.1 in salinimsiz oldugu anlasilir.

Sonraki sonug Es. 3.1 in salinimlilig1 i¢in gerekli kosullari saglar.

3.32. Teorem:

t>t, icin gz, (t)Z‘ﬂ(t)‘ olsun. Eger Es. 3.1 salimmli ise o zaman asagidaki iki

sarttan biri saglanir.
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() n=12,...,m-1icin Z, (t) tanimli, fakat z,, (t) yi tanimsiz yapan pozitif m sabiti
vardir.

(i) n=12,.. i¢in z,(t) ler tamml fakat yeterince biiyik T >t, i¢in Es. 3.140

saglanacak sekilde bir t” >T " vardur.

Eger t>t, icin S (t)ZO iSe o zaman yukaridaki sonuglar kullanilarak asagidaki

sonuclar verilebilir.

3.17. Sonug:

t>t, icin Zz, (t) = ﬂ(t) >0 olsun. O zaman Es. 3.1 in salinimsiz olmasi igin gerek ve

yeter kosul Es. 3.138 i saglayan bir t, >t, var olmasidir.

3.18. Sonug:

t>t, icin z,(t)=/(t)=0 olsun. O zaman Es. 3.1 salinimlidir ancak ve ancak ya
() n=12,...,m-1i¢in Z, (t) tanimli, fakat z, (t) yi tanimsiz yapan bir pozitif m

sabiti vardir.

ya da

(i) n=1,2,... i¢in z,(t) ler tanimh fakat yeterince biiyik T >t, i¢in Es. 3.140 1

saglayan t” >T" vardr.
dir.
3.13. Ornek:

t>0 i¢in
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x”(t)+%t4’3(2+cost+3tsint)x(t):0 (3.141)

diferensiyel denklemini ele alalim. p(t) =1 olsun. O zaman t >0 i¢in

q(t)=Q(t) :%t‘4’3(2+cost+3tsint) dir.

o0

J‘%s‘4’3(2+coss+3ssin s)ds

N
o
—~~
—
~
Il
—~~
—
[N ~
Il
-~
o]
—~~
w
~
o
w
Il

t

b b
. b ) b s P
:t|)|m§(—6s 1’3L —3573 coss‘t —3.|'s Ysin sds+3js sin sdsj
—0
t

=t (2+cost)>t™?
oldugundan
2, (1) = (2, (t) +]z (1)]) 2= (2+ cost) = 7, (1)

elde edilir. O zaman tiim biiyiik t ler igin z,(t)=z,"(t) dir. Ayrica

dur. Dolayisiyla m=1 dir. Es. 3.141 in salinimlilig1 Teorem 3.30 dan anlaslir.

3.14. Ornek:

t>0 i¢in

x"(t)+%(t3’4 sin \/t-+%t5’4 cos «/‘fjx(t) =0 (3.142)



diferensiyel denklemini ele alalim. Burada p(t) =1 alalim. O zaman t >0 igin

q(t)=Q(t)= %(tm sin \/t_+%t5’4 cos\/t-)

olur ve

o0

:Iq(s)ds :%j{sy%in s +%s5’4 cos\/g}ds
t t

b
z,(t)=B(t)= lIim [s‘msin s +%S_5/4 cos\E}ds

2b4)oot

:—IlmUs 4 sinfsds - 25" l"‘cos«/_‘ js g 1’Zsln«/_ds}

b—owo
=—lims™* cos\ﬁ‘
b—w t
=t cos/t

oldugundan
2,7 (1) = (2 (t)+]2 (1) )/2— t‘”4[cos\/-+‘cos\/ﬂ

dirve k=t +1 igin

0

J~ 15 [COSZ S +CQS\E‘COS\EHdS+ZO (t)

1. { 1 ,
> — COoSs S +CO0S \/ S|COS x/ S }ds Z(t
; [(2n+1J'7r/2] d S ( + ‘ ‘) + 0 ( )

» [(4n+1 )el2] \/g
- Z J'
n-1)

€05 NS5+ Z,(t)
n=k

5

r\)ll—‘

(2 7[/2

N

;rlzj
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o 57ml2
z(t)=2> I cos’ sds + 2z, (t) =0

n=k 37/2

elde edilir. O zaman m=1 ile Teorem 3.30 (i) nin tiim kosullar1 saglanir. Dolayisiyla
Es. 3.142 salinimlidur.

Simdi Es. 3.2 yi ele alalim. Kabul edelim ki «, (t)eC([to,oo),]R) seklinde bir

fonksiyon verilsin ve Q (t) , Es. 3.13 de tanimlanan fonksiyon olmak iizere

ds =0

=
—_
—
~
Il
—_—
O
—_
w
~
o
w
S
—38

t al(s)pl(s)

olacak sekilde bir p(t)eCZ([tO,oo),R*) fonksiyonu var olsun. Tekrar, (varsa)

asagidaki gibi i¢cin n=1,2,... olmak iizere

ds (3.143)

{en (1)),

dizisi tammlayalim. Agiktir ki, t>t, i¢in o (t)>e,(t) dir ve bu

" (t)>a," (t) oldugunu gdsterir. Boylece tiimevarimi kullanarak t>t; igin

n=12,... olmak tizere
G (t) 2 (1) (3.144)

oldugunu soyleyebiliriz. Yani Es. 3.143 ile tanimlanan {an (t)} dizisi [t,,0) da

azalmayandir.
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3.6. Salimim Icin Mukayese Kriterleri

Teorem 3.29 ve 3.31 den ilham alarak bazi karsilastirma mukayeselerini asagidaki

sekilde veririz.
3.33. Teorem:

Tiim biiyiik t ler i¢in
O<a(t)p(t)<a(t)p(t), |B(1)<B(t) (3.145)

oldugunu kabul edelim. Eger Es. 3.1 salinimsiz ise, o zaman Es. 3.2 salinimsizdir ya

da ayn1 sekilde, Es. 3.2 salinimli ise o zaman Eg. 3.1de salinimlidir.
fspat:

t>t, igin z,(t)=p(t) ve a(t) :‘/3’1 (t)‘ olsun. Varsayalim ki Es. 3.1 salinimsiz

olsun. Teorem 3.29 dan Es. 3.138 i saglayan bir t, >t, vardir. A¢iktir ki Es. 3.145 e

gore
24 (t) = ‘/81 (t)‘ < :B(t) =1, (t)

dir. Bu yiizden, t > t, i¢in

dir. Boylece t >t i¢in
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a,(t)<z,(t), n=012.., t>t (3.146)
olur. Boylece Es. 3.138, Es. 3.144 ve Es. 3.146 yardimiyla

a(t)=lime, <limz, (t)=z(t)<o, t>t

nN—o0 nN—o0

buluruz. Dolayisiyla Teorem 3.31 e gore Es. 3.2 salinimsizdir.
3.34. Teorem:

t>t, icin Z, (t)Sﬂ(t) olsun. eger Es. 3.1 salinimsiz ise, o zaman Z(t), Es. 3.138

de tanimlanan fonksiyon olmak iizere

!Lrgsup(z(t)—ﬂ(t))exp(4j$}%ds}<oo (3.147)
dir.
fspat:

Es. 3.1 salinimsiz olsun. O zaman Teorem 3.5den t>T >t, i¢in
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v(t)=A(t)+y(t)

olarak yazabiliriz. Burada

y(t)<0, t=>T (3.148)

elde ederiz. y(t)>0 ve y'(t)<0 olduundan A(t)<0 ise Es. 3.53 saglanr.

B(t)=0 ise 0 zaman

[B)+y()] 248" (1)y(1)

dir. Bu da Es. 3.148 {in saglandigini gosterir. Es. 3.148 den




o
( ié% J

W=y A Gls] e

oldugu goriiliir. Diger taraftan

v(t)=A(t)+y(t)2 A(t)22(t)

dir. Bu yiizden

olmasini verir ve timevarimla

v(t)=B(t)+y(t)=z,(t), n=012.. t=>T

elde edilir. Boylece Es. 3.149 ve Es. 3.150 den
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(3.149)

(3.150)



2, (t)- 1)< y(t)< y(T)exp£—4j$f(j()s)dsJ

elde ederiz ki bunun anlami t >T i¢in n=0,1,2,... olmak ilizere

(z, (t)_ﬂ(t))exp@j%};‘gg)dsjgyﬁ)

olmasidir. Bu son esitsizlik ve Es. 3.138 birlestirilirse

oldugu sonucu ortaya ¢ikar. Boylece Es. 3.147 saglanir.

3.35. Teorem:

Zo(t)< B(t) olmak iizere ya

(i) n=12,..,m igin z,(t) var ve

!i_)rgsup(zm (t)—ﬁ(t))exp(4j#§j€s)dsJ =0

olsun.

ya da

130



(i) Es. 2.138 saglansin ve

!Lngsup(z(t)—ﬂ(t))exp[4j$%ds} =

olsun. Bu durumda Es. 3.1 salinimlidir.

3.36. Teorem:

t>t; i¢in z, (t)sﬂ(t) olsun. Eger
wex - S_ﬂ*(u) uf<oo
ool 4157

ise ve

o0

J.Zm(S)dS=oo

saglayan bir negatif olmayan bir m sabiti varsa, Es. 3.1 salinimlidir.
fspat:

Kabul edelim ki Es. 3.1 salinimsiz olsun. Teorem 3.34 deki gibi

131

(3.151)

(3.152)

(zn(t)—ﬂ(t))sy(T)exp(—4j£¢dsJ, n=012,., t>T (3.153)

)p(s)

elde ederiz. Es. 3.153 i T den t ye integrallersek, t — oo iken



[2.( jexp{—q dujds+fﬂ s)ds < oo

buluruz. Bu Es. 3.152 ile gelisir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonraki sonucumuzu ispatlamak i¢in asagidaki lemmaya ihtiyacimiz olacak.

3.6. Lemma:

Her Es. 3.1 salinimsiz denklemi

saglayan asikar olmayan bir y(t) ¢dziimiine sahiptir.
3.37. Teorem:
Eger

w;-ex — SL(T) 7 |AS <00
39 p[ i) Jd

ise, 0 zaman Es. 3.1 salinimlidur.

132

(3.154)



fspat:

Eger Es. 3.1 salinimsiz ise, o zaman Teorem 3.5den t>T i¢in

saglayan bir T >t, vardir. Burada

(1) -5
ve w(t),
T ds o

oldugu ve

133
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T ds 1% 1
e s e el

olur ki bu bir ¢eliski verir.
3.19. Sonug:

Eger 0<o <4 olan ¢ larigin

L el st 2 4 lds<oo |
L9 ‘{ ‘”a(r)p(r)djd (0159



ise, 0 zaman Es. 3.1 salinimlidur.

3.15. Ornek:

c> % olmak tzere

135

diferensiyel denklemini ele alalim. A sabiti (1— J4c —1) / 2<A<1/2 olmak flizere

2c—-24°

p(t)=tIn**t olsun. Bu durumda

In”t+t2/lln2“t}

ho P t_ 1 Aln”tin"t
2p(t) 2tIn** t 2t tin*t
__ i A
2t tint

1
' Al Int+t=
h,_i_(—/l)(tlnt) 1 ( t)_ 1, A, 2
2t2 t?In%t t>In%t t’Int t*In’t

2t2

ot

1 ¢ 1 A 22 1 2

t———t—+—t—
4t? (t|nt)2 42 t’Int t?In’t 2t?

A2 J+c
t?In*t

oldugundan t >0 i¢in

<=1 dir ve bu verilenlerden yola ¢ikarak




136

In2* ¢
t)=(1*-2
Q(t)=( +c) t
ve
1 Tl Tdu u[
t o ds= = ds=[=2 = -
-[a(s)p(s) ° Isln“s T T
w1 2(4-1)

UZAfl |n217lt
= (47 =2+c)=(A"-1+c
241 1-24
oldugundan
2 —
ﬂ(t)=%ln2“t <o

ayrica T >0 i¢in

[ S Py S 1 G B P
FORE p( 0" ]d
[ exp(zjwlnz“r L dr}ds

:-[sln“s 7 (1-22) rIn* ¢

T

- e_z[il_gc] lim b %exp(il In" zd rj ds

boxd sIn“'s 17

A2—A+c ns
:e_z[ 2 jIim bLexp(lj uldu]ds

w 22
b= T SIn S InT

A2-A+c
*2[_j 51 Ins
—e \ ¥ Iiij—ds

sin“*sInT

b—w
T
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B 1 ~ S ﬂ(l’)
J a(s)p(s)eXp{ ?| a<r>p<r>df}d$
:e{lzzj—l—mnb}mkusds

INT bo=d's

A2-a+c
D 2-22
_ [ 12 J 1 . u

= im
INT b->=2-24

Inb

InT

_ 1 B [{_—2220] . 2-24 2-24
—me L!I]O(Inb —InT )<OO

elde ederiz. Boylece 6 =2 ile Sonug¢ 3.19 dan C>% iken ele alinan diferensiyel

denklemimizin salinimli oldugunu sdyleyebiliriz.

3.20. Sonug:

k(t)eCl([tO,oo),R+),k'(t): tl " olsun. Eger

liminf K (t) ﬂ(t)>% (3.156)
ise, 0 zaman Es. 3.1 salinimlidir.
fspat:

Es. 3.156 g6z oniinde bulunduruldugunda, t>T >t, ve A >% icin k (t) p (t) > A

esitsizligini saglayan iki sabit vardir. O zaman



—"—-8

G ex"{“‘jaé;E»T()r)“st
a(s )1 (s) exp( M!a f)pzf)k(f)dTst
% exp(—wiéi Je

exp( 4/1Ink )
(

A

— e § — ) 8

exp 4/1 Ink Ink )

(k(S))iMH t

41 ..
=(k(M) fim =7

T

a1 1

—

k T) 7| im 14/1—1 - i1 | <
A Uk@) ) (k(T)
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elde edilir ki bu da Es. 3.154 deki kosuludur. Dolayisiyla Teorem 3.37 den Es. 3.1 in

salinimli oldugu sonucunu ¢ikaririz.

3.16. Ornek:

c> % olmak uUzere
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((tlnzt)x'(t))'+%x(t)=o, t>2 (3.157)

diferensiyel denklemini ele alalim. Burada +4c—1<A<-1 olmak iizere

t
t)=In*t ve k(t)=—In""*—— olsun. O
p(t)=In"t ve k(t)=-In o7 olsun. O zaman

't A-1
h(t):_p():_/llnlt:_ A
2p(t)  2tin*t  2tint
,():—2|nt—2:_ 11
4t° In’t t?Int  t?In’t’

olur ve buradan

2 !
—In“t| S +tin’t 2/1 —— tlnzt(— A j
t 4t In“t 2tint

2 2 1n A !
_cln t+/1 In t_(_ﬂlnt} In*t

t 4t 2
22\ In*t  AIn*t (A2 +24+4c)In*t
=lc+ + = ,
t 2t 4 t

elde edilir. Boylece

_;tz+2/‘t+4c°fmls
4 S

,B(t):_[Q(s)ds ds
t t
AP +24+4c . tIn"s
= Ilmj
4 baoot S
_/12+2/1+4c"m In*"bh  In*"t
4 bool A4+1  A+1

ds
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2
A“+24+4cC In“*t

t)=—
ﬂ( ) 4(ﬂ,+1)
olur ve
12+ (A2 +21+4c
liminf k(t)ﬂ(t) =liminf In t ( )In)w—l
e tow 1+ 4 4(2+1)
? 1)* +4c-1 _
i k() p()= 2 22t (A HAost 1, deot
(A+1) 4(2+1) 4 4(a+1) 4

buluruz. O zaman Sonug 3.20 den ¢ >% iken Es. 3.1 in salinimli oldugunu sdyleriz.

3.21. Sonug:

k(t)eCl([to,oo),R+), k’(t)z ! olsun. Eger

a(t)p(t)

.. t . ' 1
I|m|nfm[4ﬂ (t)+(a(t)p(s)) }>Z (3.158)

ise 0 zaman Es. 3.1 salinimlhidir.
fspat:

Es. 3.158 g6z oniinde bulunduruldugunda, t>T igin

;0)[4& (t)+(a(t)p(t))’} >c

4a(t)p

ya da
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s)ds

T

elde ederiz. Boylece Teorem 3.37 den Es. 3.1 in salinimli oldugunu sdyleyebiliriz.

3.17. Ornek:

c>%r iken
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Euler denklemini ele alalim. A <1 bir sabit olmak {izere p(t) =t" alalim. Buradan

ht = — = — = ——

(1) 2p(t) 2t 2t
A1
h'(t)=—==,
() 2t2

% A —2A+4c .
t)= ds = | A2q
A=]Q(s) S lim [ “ds
_ A -22+4e ol
4(A-1) b=k
AP-2A+4c .,
4(1—/1)
ve

. t + '
I|m|nf—(t)[4ﬂ (t)+(a(t)9(t))}

= 4a(t)p

2_
~ liminf | A 24T AC s g
ST )

2 12 _
piming L [# 2kt a0 ) demd
e g 1-2 4(1-2)
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elde ederiz. Boylece (c—(4/4))/(1-2)>1/4 iken, Sonug 321 den Euler

denkleminin salinimli oldugunu soyleyebiliriz.
Es. 3.10 da, t >t, i¢in Q(t)>0 ise, 0 zaman asagidaki sonucu gikarabiliriz.

3.38. Teorem:

t>t, icin Q(t)>0 ve k(t)eCl([tO,oo),R+), k'(t)= L olsun, Eger

a(t)p(t)

limsupk (t) 5(t)>1 (3.159)

t—wo
ise, 0 zaman Es. 3.1 salinimlidur.
fspat:

Es. 3.1 in salinimsiz oldugunu kabul edelim. Teorem 3.5 den, bir T >t, vardir dyle

ki

olarak yazilabilir. Burada

v(t)za(t)p(t)ﬂ (3.160)

w(t)

N—"

dir ve w(t), t>T i¢in w(t)>0 ile Es. 3.10 un bir ¢dziimiidiir. t>t, i¢in Q(t)>0

ise, 0 zaman a(t) p(t)w'(t) fonksiyonu kesin azalandir ve t >T igin v(t)> S(t)



dir. Ayrica t>T igin W'(t) >0 oldugunu kontrol etmek kolaydir.

oldugundan Es. 3.159 ile ¢elisen

. . . k
limsupk (t) B(t) < !Lrgsupk(t)v(t) <limsup T

t—ow

sonucuna ulasiriz.
3.39. Teorem:

Eger

i ﬁ(s) S<
906"

ve Es. 3.24 de tanimlanan & (t) icin

[ 1 ex —S f(r) 7 |dS < oo
3, p( A FEEeL Jd

144

(3.161)

(3.162)
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saglanirsa, o zaman Es. 3.1 salinimlidir.
3.40. Teorem:

Es. 3.1 salinimsiz ve

a(s) p(s)exp(2j.a(LT)T)deds=oo (3.163)

saglayan bir u (t) ¢oziimiine sahip olamaz.
fspat:

Es. 3.1 salinimsiz oldugundan, Teorem 3.5 den, V(t) Es. 3.160 da tanimlanan

fonksiyon ve w(t), Es. 3.10 un bir ¢dziimii olmak iizere

olacak sekilde bir T >t, ve bir v(t)eC ([T,oo),]R) fonksiyonu vardir. Bdylece tiim

t>T lerigin




elde ederiz. Bu da bize

oldugunu verir.
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4. FORCED (ZORLA) SALINIMLAR

4.1. Homogen Olmayan Damping Terimli Denklemelr

a(t)eC([to,oo),K) ve e(t), p(t),q(t)eC([to,oo),R) verilen fonksiyonlar olmak

uzere

(a(t)x (1) +p(t)x (t)+a(t)x(t) =e(t) (4.1)

formundaki diferensiyel denkleme ikinci basamaktan forced (homojen olamayan)
diferensiyel denklem denir. Bu boliimde Es. 4.1 deki forced denklemlerinin salinim

davraniglarini inceleyecegiz. Ayrica bu boliimde

(a(t)z'(t)) +p(t)z'(t)+a(t)z(t)=0 (4.2)
forced olmayan (homojen) denklemin salinimsiz oldugunu kabul edecegiz.

Z(t), Es. 4.2 nin bir asikar olmayan ¢6ziimii olsun. Bu durumda Lemma 3.6 dan

z(t),

p(t)= epr# dsJ (4.3)

a(s)

olmak tiizere

T 1 ds < oo (4.4)
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esitligini saglar. Bu bolimde kullanacagimiz y (t) fonksiyonu

z//(t):j 1 Ue(u)p(u)z(u)du]ds (4.5)

olarak tanimlayalim.

4.1. Teorem:

Es. 4.2 salinimsiz ve z (t) asikar olmayan bir ¢6ziim olsun. Eger

Iimsupy/(t)z—!LrL]infw(t):w (4.6)

t—oow
ise Es. 4.1 salimimlidir.
fspat:

p(t), Es. 4.3 de tamimlanan fonksiyon olmak iizere Es. 4.1 de X(t)= y(t)z(t)

degisken degistirme yaparsak Es. 4.1,

(300 ) +2(0)] (202 O) + PO () +a(0)2() [ o) ()
~e(t)p(t)2(1)

4.7)

denklemine déniisiir. ¢, ve c,, Y(t,) ve Y'(t,) baslangi¢ kosullarma bagli olan

sabitler olmak iizere Es. 4.7 nin integrasyonu yardimiyla y(t) fonksiyonunu

1

—C+Ct S-l-t ! seu uj)z{u)du |as
Y(t)_ 1 ZJ‘a(S)p(S)ZZ(S)d ;[a(S)p(S)ZZ(S)L[ ( )p( ) ( )d ]d

t
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olarak ifade edebiliriz. Z(t) asikar olmayan bir ¢6ziim oldugundan Es. 4.4 ve Es.

4.6, y(t) nin
limsup y(t)z—!LrQinf y(t)=o0 (4.8)

esitligini sagladigin1 gosterir. Z(t), salinimsiz oldugundan t>t >t, i¢in Z(t);tO
dir. Boylece Es. 4.8, y(t) nin  salmimli oldugunu godsterir. Dolayisiyla

X(t) = y(t) z (t) fonksiyonu da salinimlidir.
4.1. Ornek:
a, 3,k birer sabit olmak {izere

x"(t)+5in kt

x(t)=tsinpt, t=t;>0 4.9)
forced diferensiyel denklemini ele alalim. |k| >+/2 igin

y sinkt

z (t)+Tz(t)=0 (4.10)

lineer forced olmayan denklem salimmsizdir. Es. 4.10, y :((k2 —2)/(4k2))ﬂz >0

olmak tizere t — oo iken
7, (1)~ =" [140(1) ]

ve
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z,(t)~t 7 =t 14 0(1) ]

asimtotik davraniglar yapan z, (t) ve z, (t) lineer bagimsiz iki ¢ozlime sahiptir.
Béylece 7 (t), asikar olmayan bir ¢oziimdiir. Es. 4.5 de z,(t) ve t*sin Bt yi yerine
yazarsak, a>y+(1/2) ve herhangi bir #=0 oldugunda Es. 4.6 nin saglandigini

goriiriiz. y <1/2 oldugundan, herhangi bir & >1 ve biitin S,k #0 icin Es. 4.9

salinimsizdir.

4.2. Ornek:

e eC([tO,oo),]R) ve t>t, >0 olmak lizere

X"(t)—x(t)=e(t) (4.11)

forced diferensiyel denklemini ele alalim. Burada a(t) =1, p(t) =0 ve p(t) =1 dir.
Lineer forced olmayan Z"(t)— z(t)=0 denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii ™'
ile e dir. Agktir ki z (t) =€' asikar olmayan bir ¢dziimdiir. Dolayisiyla

z" (t) -2 (t) =0 salinimsiz bir denklemdir.

Simdi asagidaki iki durumu ele alalim:

t

(1) e(t)zsint olsun. O zaman t//(t)zj-e_zs Ue” sin rdrjds olur. Agiktir ki biitiin

t>0 ler igin ‘w(t)‘ <o olur ve boylece Es. 4.6 saglanmaz. Bu durumda Es. 4.11 in

genel ¢dziimii ¢, Ve ¢, keyfi sabitler olmak tizere X(t)=ce™ +c,e' —(1/2)sint olur.

Bu ¢6ziim, yeterince biiyiik tiim t ler ve ¢, # 0 i¢in salinimsizdir.
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(i) >0 ve &>1 birer sabit olmak iizere e(t):t5et sint ya da e®sint olsun.

z(t)=e" ile e(t) yi Es. 4.5 de yerine yazarsak Es. 4.6 nin saglandigim buluruz.

Boylece Teorem 4.1 den Es. 4.11 in salimimli oldugunu buluruz. Dolayisiyla biiyiik

forced terimler salinimlilig1 dogurur.

4.3. Ornek:
X"(t)+2x'(t)+x(t)=sint, t>t,>0 (4.12)

2t

forced diferensiyel denklemini ele alalim. Burada a(t) =1, p(t) =2 ve p(t) =e

dir. Lineer forced olmayan z”(t)+2z'(t)+z(t)=0 denkleminin lineer bagimsiz iki
t S

coziimii e ile te™ dir. l//(t)=I(1/32)Ufersinrdrjds oldugundan Es. 4.6

saglanir. Boylece Teorem 4.1 yardimiyla Es. 4.12 nin salinimli oldugunu

sOyleyebiliriz.

c, ve ¢, keyfi sabitler olmak {izere Es. 4.12 nin genel ¢Oziimii
X(t) =ce " +cte —(1/ 2)Sint dir. Bu ¢6ziim tiim biiyiik t ler igin salimmlidir. Es.
4.4 saglanmadigindan yani Z(t), Es. 4.2 nin asikar ¢6ziimii oldugundan asagidaki

sonucu ele alabiliriz.

4.2. Teorem:

p(t), Es. 4.3 de ve w(t), Es. 4.5 de tanimlanan fonksiyonlar olmak tizere, her bir

t, >0 ve bazt m> 0 sabitleri i¢in

t

liminf |e(s)p(s)z(s)ds=—c ve !LrL]supje(s)p(s)z(s)ds=w (4.13)

t—o
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ds (4.14)

lim ! ds = oo (4.15)

kosullarini saglayan Es. 4.2 nin bir pozitif z (t) ¢Oziimii varsa Es. 4.1 salimimlidur.
fspat:

X(t), Es. 4.1 nin eninde sonunda pozitif bir ¢dzlimii olsun. yani t>t, >0 icin
x(t)>0 olsun. x(t)=y(t)z(t) ile tanimlanan y(t) fonksiyonu Es. 4.7 nin

salinimsiz bir ¢dziimii olsun. T yeterince biiylik olmak iizere Es. 4.7 yi T >t, den t

ye integrallersek
a(t)p(t)z’(t)y'(t)=a(T)p(T)z*(T) y’(T)+J'e(s)p(s)z(s)ds (4.16)

. . 2 (N (Y
elde ederiz ve Es. 4.13 yardimiyla liminf a(t)p(t)z*(t)y'(t)=—c buluruz. Daha

sonra

a(t)p(t)z*(t)y'(t,)<-2m, m>0 (4.17)

esitligini saglayan yeterince biiylik bir t, >T secelim. Es. 4.16 da T yerine t, alip t,
den t ye integralleyip Es. 4.14 ile Es. 4.17 yi kullanirsak

y(t) < Y(tl)_mj- a(s)p(lS)Z2 (S) o

elde ederiz. Boylece Es. 4.15 yardimiyla y(t) ¢Oziimiiniin eninde sonunda negatif
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oldugunu sdyleyebiliriz. Bu da X(t) nin eninde sonunda pozitif olmas1 kabuliimiizle

celisir.
4.4, Ornek:

X"(t)-3x'(t)+2x(t)=e*sint, t>0 (4.18)

forced diferensiyel denklemini ele alalim. z"(t)—-3z'(t)+2z(t)=0 forced olmayan

denklem salimmsizdir. Hakikaten €' ve e* bu denklemin lineer bagimsiz iki
¢Oziimidiir. Burada Z(t) =¢' alalim. a(t) =1 ve p(t) = -3 oldugundan p(t) =

buluruz. Boylece Es. 4.14 ve Es. 4.15 kosullar1 saglanir. Buradan Es. 4.13 {in
saglandigin1 goérmek kolaydir ve bdylece, Teorem 4.2 yardimiyla Es. 4.18

salinimlidir. Z(t) =e” ¢oziimiinii asikar olmayan bir ¢oziim olarak alirsak Teorem

4.1 den ayn1 sonuca ulasiriz.

4.1. Sonug:

Her bir t, >0 i¢in Es. 4.6 ve Es. 4.13 {in saglandig1 Es. 4.2 nin bir pozitif y(t)

¢Ozlimii varsa Es. 4.1 salinimhidir.

Es. 4.1 in 6zel bir durumu olan

!

(a(t)x'(t)) +a(t)x(t)=e(t) (4.19)
denklemini ele alip asagidaki sonucu ifade edelim.
4.3. Teorem:

n, , bir sabit pozitif tam say1 olmak iizere biitiin n>n, lar i¢in c,*,c,” pozitif sabitler
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ve

Pt +7r/«¢(:ni
V* =

¢ (1-a(s))cos* (e, (- p,"))

P (4.20)

(o) s (& (1, Jos=0

olan iki pozitif artan 1raksak {pn+}, {pn_} dizileri ve iki {Cn+}, {Cn’} dizisi var

olsun. Ayrica biitiin n > n, lar i¢in e(t) fonksiyonu

>0 te[prf,an'Jrzr/\,’gCn_+

*) <0 te[pn’,pn’+7r/\ch’ @2
olsun. O zaman Es. 4.19 salinimlidir.

Asagidaki sonug, Teorem 4.3 i genisletir.

4.4. Teorem:

Herhangi bir T >0 igin

e(t){ig : jztt]] 4.22)

Q (u)=tj[q(s)uz(s)—a(s)(u’(s))z}ds20 (4.23)
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esitsizligini saglayan
u(t)e D(si,ti):{u(t) eCl([si,ti],R):u(t);to,u(si):u(ti):o}
varsa, Es. 4.19 salinimlidir [13].

4.2. Monoton Artan f Carpanh Forced Denklem Hali

a, e, p ve (g fonksiyonlari Es. 4.1 deki fonksiyonlar ve Xx=#0 igin

f (X) eC (R, ]R{), xf (X) >0 olmak lizere, daha genel forced denklem olan

(a(t)x’(t))' +p(t)X(t)+q(t) f(x(t))=e(t) (4.24)

denklemini ele alacagiz.

Es. 4.24 i¢in asagidaki salimim kriteri, Teorem 4.3 ile 4.4 {i genisletip birlestirir.

Bunun igin Teorem 4.4 deki her bir T>0, T<s <t <s,<t, ve i=12 i¢in

D (Si 1 ) kiimesine ihtiyacimiz olacak.

4.5. Teorem:
k bir reel sabit olmak tizere X # 0 i¢in
f'(x)=k>0 (4.25)

olsun ve her bir T >0 i¢in Es. 4.22 yi saglayan T <s, <t <s, <t, var olsun. Eger

7(t)=a(t) (1)~ p(t) o (1) (4.26)
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olmak iizere i =1,2 igin

Qi(u)Ip(s){q(s)uz(s)—%s)(“'(s)+ /() ]]ds>0 (4.27)
esitsizligini saglayan p(t):Cl([Si,ti],R+) ve u(t)eD(s;,t) varsa, Es. 4.24
salinimlidr.

fspat:

X(t), Es. 4.24 in bir salinimsiz ¢oziimi olsun. Burada genelligi bozmaksizin
t>t,; >0 i¢in x(t)>0 alalm. t>t, icin W(t):—p(t)a(t)x'(t)/f(X(t))

tanimlayalim. O zaman t >t, i¢in

elde ederiz. Hipotez yardimuyla, t, >t;, s, <t, olan s, segebiliriz. Boylece | =[s,,t,]

izerinde e(t) <0 olur. Dolayisiyla | araliginda W(t) fonksiyonu
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w ()2 p(t)a(0) 2wty (x(t) V) (4.29)

esitsizligini saglar. Hipotezdeki gibi u(t)e D(Sl,tl) olsun. Es. 4.29 un her iki

tarafin1 u” ile garpip | lizerinden integrallersek,

u®(s)w'(s)ds > |u®(s)p(s ss+Ls)uzswss
Ju (5)w(5)ds = [ (5)p(s)a(s)ds [ S FF S0t (s)w(o)s

+| f(x(s))u®(s w(s) S

(4.30)

buluruz. Es. 4.30 un sol tarafina kismi integrasyon uygularsak ve u(sl) = u(tl) =0

oldugunu kullanirsak

esitsizligini elde ederiz. Bu esitsizlik te |, y(t)=u(t) / f (X(t)) olmak iizere

S IR WAN R ELC T OR | SOFD] S
Olf[ 205)p(s) (s)w(s) ( (s) J P x(s ]d Q(u) (431)

esitsizligine denktir. Q, (u) >0 oldugundan Es. 4.31 in




oldugu, yani

df_u() (H)u(t)
f““”E[f(x(t))}zyel(t)p(t):"
ya da
%y'( )5 7t§2(t) y(1)=0, Iiizerinde
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(4.32)

olmak iizere | iizerinde (C(t) y(t))l =0 oldugu sonucu ¢ikar. Bu yiizden ¢ bir sabit

olmak tizere c(t)y(t)=c dir ve bdylece | iizerinde u(t)=cf (X(t))/c(t) dir.

u(t)eD(s,t) ve u(t)#0 oldugundan u(t,)=u(s,)=0 olamaz. ue D olmas ile

celisir.

Eninde sonunda X(t) <0 oldugunda, benzer ¢eliskiye ulasmak igin [Sz,tz] ilizerinde

u(t)eD(s,,t,) ve e(t)>0 olmas:i durumlarimi kullamriz. Bdylece X(t) nin

salinimsiz olmas1 miimkiin degildir. Bu da ispati tamamlar.



159

Teorem 4.51 Es. 4.19 a uyarlamak i¢in asagidaki formu ele alacagiz.

4.2. Sonug:

Herhangi bir T >0 igin Es. 4.22 yi saglayan T <s <t <s,<t, var olsun. Eger

i =12 icin

Q (u):jp(s){q(s)uz(s)a(s)(u’(s)+ ps) u(s)} }ds >0 (4.33)

esitsizligini saglayan p(t)=C' ([Si ,ti],H@) ve u(t)eD(s;,t) varsa, Es. 4.19

salinimlidir.

4.1. Uyarr:

Sonu¢ 4.2 de p(t)zl alirsak Teorem 4.4 sonucuna ulasiriz. Ayrica, agirhik

fonksiyonu

p(t):expu%dsJ (4:34)

ise Es. 4.26 da tanimlanan y(t) , sifir olacaktir. Boylece Teorem 4.5 deki Es. 4.27

i=12 i¢in
Q)=o) a(op(5)- 2 uto) [ss=o (439

formunu alir.
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4.5. Ornek:

(Vox' (1)) +%x’(t)+%x(t)=sin\/t_, t>0 (4.36)

forced denklemini ele alalim. Burada sin+/t forcing teriminin sifirlari (n;r)2 ,nNeZ

degerleridirler.

Herhangi bir T >0 igin (n7r)2 >T olan yeterince biiyiik n segelim ve s, = (mr)2 ve

t, =(n+1)2 7% olsun. u(t)=sin t, p(t)=t ve k =1 alalim, o zaman

(n+1)* 72
_ j \E[sin2 s—%coszﬁjds
(n+1)7

= '[ 2v? (sin2 v—%cos2 vjdv

() o
= j VZ(3—SCOSZV)dV

3n°+3n+1 , 5
:Tﬂ' —Eﬂ'>0

elde ederiz. Benzer sekilde s,=(n+1)'z° ve t,=(n+2) z* icin Q,(u)>0

oldugunu gosterebiliriz. Boylece Teorem 4.5 den E$.4.36 nin salinimli oldugu

goriiliir
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5. SONUC VE ONERILER
Fen bilimlerinde bir ¢ok uygulama sahasina sahip olan ikinci basamaktan adi

diferensiyel denklemlerin salinimlilig1 son zamanlarda oldukga popiiler bir ¢calisma

sahasi olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Biz bu ¢alismamizda
x"(t)+q(t)x(t)=0

ile

(p(t)x’(t))' +q(t)x(t)=0

denklemlerinin ¢6zlimlerinin salinimli olabilmeleri i¢in yeter kosullari ortaya

koymaya calistik.

Bundan sonra bu konuda caligmak isteyen arastirmacilar bizim ilgilendigimiz
denklem modellerini i¢ine alan daha genel diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin

salinimlilik davranislari ile ilgili kullanilabilir kosullar elde etmek i¢in ¢alisabilirler.

Bu ¢aligma sahasinin 6nii agik olup denklem modellerini genelleme ve yeter kosullar
yalin hale getirme ilerleyen zamanlarda arastirmacilarin ilgi odagi olacag

diisiincesindeyiz.
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