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ÖZET 

Bu çalıĢmada k- Lucas hiperbolik fonksiyonları tanımlanarak, bu fonksiyonların k- Lucas 

sayılarıyla olan iliĢkisi ve bazı hiperbolik özellikleri incelenmiĢtir. Ayrıca, k- Lucas 

hiperbolik fonksiyonları ile k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonları arasındaki bağıntılar 

incelenmiĢtir.  Yarı-sinüs k- Lucas fonksiyonlarından ve k- Lucas hiperbolik fonksiyonları 

için üç boyutlu eğri ve yüzeylerden bahsedilmiĢtir. Son olarak, yarı-hiperbolik Tribonacci 

ve yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarının tanımları verilmiĢ ve bu 

fonksiyonların bazı rekürans ve hiperbolik özellikleri incelenmiĢtir.  
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ABSTRACT 

In this study, we define k-Lucas hyperbolic functions and study their hyperbolic and 

recurrence properties, and investigate the relations between this new k-Lucas hyperbolic 

functions and the k-Fibonacci hyperbolic functions. We study the quasi-sine Lucas 

functions. Also, we define 3D curves and surfaces for the k-Lucas hyperbolic functions. 

Finally, we define quasi-hyperbolic Tribonacci and quasi-hyperbolic Tribonacci-Lucas 

functions, likewise, study recurrence and hyperbolic properties of these new functions.  
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kFF (x)                                           Yarı-sinüs  k   Fibonacci fonksiyonu 

kCFF (x)                                        Üç-boyutlu k   Fibonacci spirali 

k, n
L                                                n-inci k Lucas sayısı 

k
sL h(x)

                                         
k   Lucas hiperbolik sinüs fonksiyonu 
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k
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1.GİRİŞ 

 

Problem Durumu/ Konunun Tanımı 

 

1993 yılında Stakhov ve Tkachenko hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonları olarak 

adlandırdıkları yeni bir hiperbolik fonksiyon tanımladılar [1]. Sonra, 2005 ve 2007 

yıllarında Stakhov ve Rozin simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarının 

tanımlarını verdiler [2, 7]. 2005 yılında da “Golden Shofar” tanımını yaptılar [4]. 

Ardından,  aynı yazarlar 2006 yılında Fibonacci ve Lucas sayılarının genelleĢtirilmiĢi olan 

Fibonacci ve Lucas p - sayılarını tanımladılar [6]. 2006 yılında, Stakhov simetrik 

hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarının genellemesi olan hiperbolik Fibonacci ve 

Lucas m - fonksiyonlarını tanımladı [8]. Sonra, 2008 yılında Falcon ve Plaza k - Fibonacci 

hiperbolik fonksiyonlarını tanımladılar [11]. Daha sonra da, yine 2008 yılında Koçer, 

Tuğlu ve Stakhov ikinci mertebeden rekürans dizilerine ait hiperbolik fonksiyonları 

tanımladılar [13]. 

 

Biz de bu çalıĢmada, k - Lucas hiperbolik fonksiyonları tanımlayıp bu fonksiyonların bazı 

rekürans ve hiperbolik özelliklerinden, yarı- sinüs k - Lucas fonksiyonlarından ve k -Lucas 

hiperbolik fonksiyonları için 3 boyutlu eğri ve yüzeylerden bahsedeceğiz. Daha sonra, 

hiperbolik fonksiyon tanımını üçüncü mertebeden rekürans dizilerine geniĢletmeye 

çalıĢacağız. Yarı- hiperbolik Tribonacci ve yarı- hiperbolik Tribonacci- Lucas 

fonksiyonlarının tanımlarını verip, benzer Ģekilde, bu fonksiyonların rekürans ve 

hiperbolik özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

AraĢtırmanın Amacı 

 

AraĢtırmanın amacı, Ģimdiye kadar ikinci mertebeden rekürans dizileri için tanımlanmıĢ 

olan hiperbolik fonksiyonları önce, özel olarak, k- Lucas fonksiyonları için tanımlayıp, 

daha sonra da üçüncü mertebeden rekürans dizilerine geniĢleterek bu sayede bu dizilerin 

sürekli birer versiyonlarını elde etmektir. 
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AraĢtırmanın Önemi 

 

Yaptığımız bu araĢtırma sayesinde üçüncü mertebeden rekürans dizilerinin sürekli 

versiyonları elde edilmiĢ oldu. 
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2.  HİPERBOLİK FIBONACCI VE LUCAS FONKSİYONLARI 

 

Bu bölümde Fibonacci ve Lucas dizilerine ait bazı ön bilgiler verilecektir. Sonra A. 

Stakhov ve B. Rozin‟in “On a new class of hyperbolic functions” [2] adlı çalıĢmada 

tanımlamıĢ oldukları hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarının tanımları verilip bu 

fonksiyonların rekürans ve hiperbolik özelliklerinden bahsedilecektir.  

 

2.1. Fibonacci ve Lucas Sayıları 

 

BaĢlangıç Ģartları 

 

 1 =  F 0, =  F 10  
olmak üzere 

 

2 n  , F + F = F 2-n1-nn                                                                                                          (2.1) 

 

Ģeklinde tanımlanan rekürans bağıntısından elde edilen sayılara Fibonacci sayıları denir. 

Bu rekürans bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine Fibonacci dizisi denir. Burada nF , n -

inci Fibonacci sayısını göstermektedir. Dizinin bazı terimleri aĢağıdaki gibidir: 

 

Fn  0,1,1,2,3,5,8,13, . . . .                                      

 

BaĢlangıç Ģartları 

 

1 = L 2, =L 10  olmak üzere  

 

2 n  , L + L = L 2-n1-nn                                                                                                       (2.2) 

 

Ģeklinde tanımlanan rekürans bağıntısından elde edilen sayılara Lucas sayıları denir. Bu 

rekürans bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine Lucas dizisi denir. Burada nL , n -inci 

Lucas sayısını göstermektedir. Lucas dizisinin bazı terimleri aĢağıda verilmiĢtir: 

 

Ln  2,1,3,4,7,11,18, . . . .  
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0 1F = 0,  F  = 1  olmak üzere 2n  , F + F = F 2-n1-nn   Ģeklinde tanımlanan Fibonacci rekürans 

bağıntısını ele alalım. Bu rekürans bağıntısının bir çözümünün, x sıfırdan farklı bir sayı 

olmak üzere,     x= F n

n Ģeklinde olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

 

222221   nnnnnn xxxxxxxx   

                          )1(222   xxxx nn
  

                          12  xx  

                          012  xx  

 

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin kökleri: 

 

2

51
   ve  

2

51


 
                                                                                            (2.3) 

 

dir. 

 

nF , n -inci Fibonacci sayısı ve 
2

51
  , 

2

51
  olmak üzere 

 










nn

nF                                                                                                                     (2.4) 

 

eĢitliği geçerli olup, buna Fibonacci sayıları için Binet formülü denir. 

 

Benzer Ģekilde, nL   n -inci Lucas sayısı ve  
2

51
  ve 

2

51
  olmak üzere 

 

nn

nL                                                                                                                       (2.5) 

 

eĢitliği geçerlidir. Bu ifadeye de, Lucas sayıları için Binet formülü denir. 

 

1



    eĢitliği göz önüne alınarak, (2.4) ve (2.5) Binet formülleri yerlerine, sırasıyla 
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                                                                                                    (2.6) 

                                                                                                     

       

 

( 1)n n n

nL     
                                                                                                           (2.7) 

 

eĢitlikleri yazılabilir. 

 

2.2. Hiperbolik Fibonacci ve Lucas Fonksiyonları 

 

nF , n -inci Fibonacci sayısı ve nL  , n -inci Lucas sayısı ve k bir tamsayı olmak üzere  

 

2n k   için  2 2 2 2,  k k k kF F L L     , 

 

2 1n k    için  2 1 2 1 2 1 2 1,  k k k kF F L L         

 

dır. Gerçekten,  n in bazı değerlerine karĢılık gelen Fibonacci ve Lucas sayıları aĢağıdaki 

tablodaki gibidir: 

 

n  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

nF  0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 

nF  0 1 -1 2 -3 5 -8 13 -21 34 

nL  2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 

nL  2 -1 3 -4 7 -11 18 -29 47 -76 

 

1 5

2



  ve  k   bir tamsayı olmak üzere Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarını 

 

2 1 ( 2 1)

2 2

5

5

,  2 1 ise

,  2  ise

k k

k kn

n k
F

n k

 

 

  







  
 



       , 

2 2

2 1 (2 1)

,  2  ise

,  2 1 ise

k k

n k k

n k
L

n k

 

 



  

  
 

  
               (2.8)           

 

Ģeklinde tanımlayabiliriz [2]. 

1

( 1)
 ,

n n n

nF
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(2.8) deki ayrık değiĢken k yerine sürekli değiĢken x reel sayısının alınmasıyla aĢağıdaki 

sürekli fonksiyonlar tanımlanmıĢtır [2]: 

 

Hiperbolik Fibonacci sinüs fonksiyonu: 

 

2 2

( )
5

x x

sF x
  

                                                                                                            (2.9)      

  

Hiperbolik Fibonacci kosinüs fonksiyonu: 

 

2 1 (2 1)

( )
5

x x

cF x
   

                                                                                                   (2.10) 

 

Hiperbolik Lucas sinüs fonksiyonu: 

 

2 1 (2 1)( ) x xsL x                                                                                                         (2.11) 

 

Hiperbolik Lucas kosinüs fonksiyonu: 

 

2 2( ) x xcL x     .                                                                                                         (2.12) 

 

Daha sonra Fibonacci ve Lucas sayları için bilinen Binet formülleri, ve klasik hiperbolik 

fonksiyonlardan hareketle 

 

Simetrik Fibonacci sinüs fonksiyonu:  

 

( )
5

x x

sFs x
  

                                                                                                           (2.13) 

 

Simetrik Fibonacci kosinüs fonksiyonu:  

 

( )
5

x x

cFs x
  

                                                                                                           (2.14) 
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Simetrik Lucas sinüs fonksiyonu:  

 

( ) x xsLs x                                                                                                                (2.15) 

 

Simetrik Lucas kosinüs fonksiyonu:  

 

( ) x xcLs x                                                                                                                (2.16) 

 

tanımlarını vermiĢlerdir [2]. 

 

Bu fonksiyonların grafiklerine bakıldığında; simetrik Fibonacci kosinüs ve simetrik Lucas 

kosinüs fonksiyonlarının y-eksenine, simetrik Fibonacci sinüs ve simetrik Lucas sinüs 

fonksiyonlarının ise orjine göre simetrik oldukları görülmektedir. 

 

ġekil 2.1. Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonları 

  

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonları ile klasik Fibonacci ve Lucas sayıları 

 

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonları için indirgeme bağıntılarını aĢağıdaki teoremle 

ifade edebiliriz [2]: 

 

2.2.1. Teorem 

 

Simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonları için 

 

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y
cFs(x)

sFs(x)

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y

sLs(x)

cLs(x)
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)  ( 2) ( 1) ( )

)  ( 2) ( 1) ( )

)  ( 2) ( 1) ( )

)  ( 2) ( 1) ( )

i sFs x cFs x sFs x

ii cFs x sFs x cFs x

iii sLs x cLs x sLs x

iv cLs x sLs x cLs x

   

   

   

   

 

 

eĢitlikleri sağlanır. 

 

İspat   

 

1 1

1

2 2

2 2

)  ( 1) ( )
5 5

( 1) (1 )

5

5

5

( 2).

x x x x

x x

x x

x x

i cFs x sFs x

sFs x

   

   

   

 

   

 

 

  

 
   

  








 
 

 

Diğer eĢitliklerin ispatları da benzer Ģekilde kolayca görülür. 

 

Klasik Fibonacci sayıları için var olan  

 

 
12

1 1 1
n

n n nF F F


     

 

Cassini eĢitliğine benzer olarak, simetrik hiperbolik Fibonacci fonksiyonları için de 

aĢağıdaki eĢitlikler verilebilir [2]: 

 

2.2.2. Teorem  

 

 

 

2

2

)  ( ) ( 1) ( 1) 1

)  ( ) ( 1) ( 1) 1

i sFs x cFs x cFs x

ii cFs x sFs x sFs x

    

   
 

 

dir. 
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İspat 

 

Ġlk eĢitliğin ispatını verelim. Ġkinci eĢitlik de benzer düĢünce ile yapılır. 

 

 
2

1 1 1 1
2

2 2 2 2 2 2

2 2

)  ( ) ( 1) ( 1)
5 5 5

2 ( )

5

(2 )

5

(2 1 2 )

5

1.

x x x x x x

x x x x

i sFs x cFs x cFs x
     

     

 

 

      

  



      
        

    

     


  


    


   

 

Klasik Lucas sayıları için var olan 

 

 2

22 1
n

n nL L    

 

eĢitliğine benzer olarak, simetrik hiperbolik Lucas fonksiyonları için de aĢağıdaki eĢitlikler 

geçerlidir [2]: 

 

2.2.3. Teorem 

 

 

 

2

2

)  ( ) 2 (2 )

)  ( ) 2 (2 )

i sLs x cLs x

ii cLs x cLs x

 

 
 

 

eĢitlikleri vardır. 

 

Klasik Fibonacci ve Lucas sayılarındaki  

 

1 1n n nF F L    

 

eĢitliğine benzer olarak aĢağıdaki eĢitlikleri verebiliriz [2]: 
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2.2.4. Teorem 

 

)  ( 1) ( 1) ( )

)  ( 1) ( 1) ( )

i cFs x cFs x cLs x

ii sFs x sFs x sLs x

   

   
 

 

eĢitlikleri geçerlidir. 

 

Klasik Fibonacci ve Lucas sayılarındaki 

 

12n n nF L F    

 

eĢitliğine benzer olarak aĢağıdaki eĢitlikler verilebilir [2]: 

 

2.2.5. Teorem 

 

)  ( ) ( ) 2 ( 1)

)  ( ) ( ) 2 ( 1)

i cFs x sLs x sFs x

ii sFs x cLs x cFs x

  

  
 

 

eĢitlikleri vardır. 

 

Simetrik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarının hiperbolik özellikleri 

 

Bilindiği üzere klasik hiperbolik fonksiyonlar için 

 

   
2 2

( ) ( ) 1ch x sh x   

 

eĢitliği geçerlidir. Buradan hareketle aĢağıdaki teoremi verebiliriz [2]: 

 

2.2.6. Teorem  

 

   
2 2 4

( ) ( )
5

cFs x sFs x   
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eĢitliği doğrudur. 

 

İspat 

 

   
2

2 2

2 2 2 2

( ) ( )
5 5

2 2

5

4
.

5

x x x x

x x x x

cFs x sFs x
   

   

 

 

    
     

   

    




 

 

Klasik hiperbolik fonksiyonlarda var olan 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ch x y ch x ch y sh x sh y

sh x y sh x ch y ch x sh y

  

  
 

 

toplam-fark eĢitliklerine benzer olarak, simetrik hiperbolik Fibonacci ve Lucas 

fonksiyonları için de aĢağıdaki teoremi ifade ediyoruz [2]: 

 

2.2.7. Teorem  

 

2
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

2
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5

i cFs x y cFs x cFs y sFs x sFs y

ii sFs x y sFs x cFs y cFs x sFs y

  

  

 

 

dır. 

 

İspat 

 

)  ( ) ( ) ( ) ( )
5 5 5 5

5

x x y y x x y y

x y x y x y x y x y x y x y x y

i cFs x cFs y sFs x sFs y
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2( )

5

2
( ).

5

x y x y

cFs x y

   


 

 

 

Diğer eĢitliğin ispatı da benzer Ģekilde görülebilir. 

 

Klasik hiperbolik fonksiyonlar için var olan 

 

   
( ) ( )( ),  2 1 ise ( ),  2 1 ise

( )  ,     ( )
( ),  2  ise ( ),  2  ise

n nsh x n k ch x n k
ch x sh x

ch x n k sh x n k

    
  

  
 

 

eĢitliklerinden hareketle aĢağıdaki teoremi verelim [2]: 

 

2.2.8. Teorem  

 

 

 

( )

( )

(ln( )) ( ),   2 1 ise
)  ( )

(ln( )) ( ),   2  ise

(ln( )) ( ),   2 1 ise
)  ( )

(ln( )) ( ),   2  ise

n
n

n

n
n

n

sFs x n k
i cFs x

cFs x n k

cFs x n k
ii sFs x

sFs x n k









  
 



  
 



 

 

dir. 

 

İspat 

 

 

   

 

2

( )

ln( ) ln( )
)  ( ) ln( ) ( )

5 5

( ) (ln( ) ( )) ln( ) ln( ) ( )
5

(ln( )) ( ),  2 1
( )

(ln( )) ( ),  2

x x x x

x x

n
n

n

i cFs x sFs x

cFs x sFs x cFs x

sFs x n k
cFs x

cFs x n k
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2

( )

ln( ) ln( )
)  ( ) ln( ) ( )

5 5

( ) (ln( ) ( )) ln( ) ln( ) ( )
5

(ln( )) ( ),  2 1
( )

(ln( )) ( ),  2

x x x x

x x

n
n

n

ii sFs x cFs x

sFs x cFs x sFs x

cFs x n k
sFs x

sFs x n k

     


 
  





 



      
 

     
 

  
 





 

 

elde edilir. 

 

2.2.9. Teorem 

 

   

   

1

1

2
)  ( ) ( ) ( ) ( )

5

)  ( ) ( ) 2 ( ) ( )

n

n

n n

i cFs x sFs x cFs nx sFs nx

ii cLs x sLs x cFs nx sFs nx





 
   

 

  
 

 

eĢitlikleri vardır [2]. 

 

İspat 

 

Bu teoremin ispatı Teorem 2.2.6 nın ispatına benzer Ģekilde yapılabilir. 
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3.  k-FIBONACCI HİPERBOLİK FONKSİYONLAR 

 

3.1 . k- Fibonacci Sayıları 

 

Herhangi bir pozitif  k   reel sayısı ve  n  1   tamsayısı için 

 

, 1 , , 1

, 0 , 1

.  ,

0, 1

k n k n k n

k k

F k F F

F F

  

 
                                                                                                   (3. 1)

 

 

Ģeklindeki indirgeme bağıntısı ile tanımlanan sayılara k  Fibonacci sayıları denir [11]. Bu 

sayıların oluĢturduğu diziye k  Fibonacci dizisi denir  ve  ,k n n
F


 ile gösterilir. Bazı  k 

Fibonacci sayıları: 

 

, 0

, 1

, 2

2

, 3

3

, 4

4 2

, 5

5 3

, 6

0

1

1

2

3 1

4 3

k

k

k

k

k

k

k

F

F

F k

F k

F k k

F k k

F k k k







 

 

  

  

 

 

Ģeklindedir.  

 

Özel olarak,  k  1   için 

 

0 1 1 10, 1,  ,  1n n nF F F F F n       

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı 0,  1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  ...  Ģeklinde klasik Fibonacci sayıları 

elde edilir. 

   

 k  2   için 
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0 1 1 10, 1, 2  ,  1n n nP P P P P n     
 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı 0, 1, 2, 5, 12, 29,  ...  Ģeklinde Pell sayıları elde edilir. 

  

k Fibonacci sayılarının rekürans bağıntısı için karakteristik denklem: 

 

2 1k                                                                                                                         (3. 2)   

 

Ģeklindedir.                                                

 

Bu karakteristik denklem aĢağıdaki iki reel köke sahiptir: 

 

1 
k  k 2  4

2
, 2 

k  k 2  4

2
.

                                                                   (3. 3) 

 

 1 ,2 ,  (3. 2) karakteristik denkleminin kökleri olmak üzere,  k Fibonacci sayıları için 

Binet formülü : 

 

1 2
,

1 2

n n

k nF
 

 





                                                                                                                (3. 4)

 

 

Ģeklindedir. 

  

2   1
1   eĢitliğini kullanarak, bu Binet formülünü aĢağıdaki gibi de yazabiliriz: 

 

1 1
, 1

1 1

( 1)
.

n n n

k nF
 

 





 



                                                                                                     (3. 5)

 

 

3.2. k- Fibonacci Hiperbolik Fonksiyonları 

 

Bilindiği gibi klasik hiperbolik fonksiyonlar, x     olmak üzere 
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cosh
2

sinh
2

x x

x x

e e
x

e e
x











 

 

olarak;  Fibonacci hiperbolik sinüs ve Fibonacci hiperbolik kosinüs fonksiyonları da, 

sırasıyla,  1 5

2
    olmak üzere 

 

2 2 1

2 1 (2 1)

( )                              
5

( )                        
5

x x

x x

sFh x

cFh x

 

 

 

  







 

 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır [2]. Bu fonksiyonların grafikleri aĢağıdaki gibidir: 

 

 

ġekil 3.1. Fibonacci hiperbolik fonksiyonları: ( )sFh x
 
 ve ( )cFh x  

 

ġimdi, tanımlanmıĢ olan bu fonksiyonları,  k Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarına 

aĢağıdaki gibi geniĢletebiliriz [11]: 

 

2 4

1 2
,k k    (3. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere 

 

2 2

1 1

2

2 1 (2 1)

1 1

2

( )                 
4

( )              
4

x x

k

x x

k

sF h x
k

cF h x
k

 

 



  









                                                                                   (3. 6)             

 

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y

sFh(x)

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y
cFh(x)
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 sırasıyla, k Fibonacci hiperbolik sinüs ve k Fibonacci hiperbolik kosinüs fonksiyonları 

olarak adlandırılan eĢitlikler yazılır.  

 

( )ksF h x   fonksiyonu tek fonksiyon olduğundan, grafiği orjine göre simetrik iken;  ( )kcF h x   

bir çift fonksiyon olup onun grafiği de  
1

2
x     doğrusuna göre simetriktir.  Burada 

2 1x t   değiĢken değiĢtirmesi yaparsak, ( )kcF h x  fonksiyonu 0t   eksenine göre 

simetrik olur. Bu yüzden, bundan böyle,  k Fibonacci hiperbolik sinüs ve k Fibonacci 

hiperbolik kosinüs fonksiyonlarını, sırasıyla,  1  1
1  k2  4   olmak üzere 

 

1 1

1

1 1

1 1

1

1 1

( )

( )

x x

k

x x

k

sF h x

cF h x

 

 

 

 

















                                                                                                          (3. 7)

 

 

Ģeklinde tanımlayacağız [11]. (3.6) da, özel olarak 1k   alınırsa, bu fonksiyonların 

grafikleri ġekil 3.1 deki gibi olur. 

 

Burada, eğer 2x n  Ģeklinde bir çift sayı ise ,2( )k k nsF h x F
 
; eğer 2 1x n   Ģeklinde bir 

tek sayı ise ,2 1( )k k ncF h x F   eĢitlikleri sağlanmaktadır. Yani, k Fibonacci sayıları ile  

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları arasında aĢağıdaki eĢitlik vardır [11]: 

 

, 2 1

, 2

(2 1)

(2 ) .

k k n

k k n

cF h n F

sF h n F

 


 

 

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları ile klasik hiperbolik fonksiyonları arasında da 

 

11

1 1

2
( ) sinh( ln )ksF h x x 

  




 
11

1 1

2
( ) cosh( ln )kcF h x x 
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eĢitlikleri bulunmaktadır [11]. 

 

k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarının hiperbolik özellikleri 

 

ġimdi, k Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarının klasik hiperbolik fonksiyonlara ait bazı 

özellikleri ile benzerlik gösteren özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

3.2.1. Teorem  

 

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları için 

 

   
2 2

2

4
( ) ( )

4
k kcF h x sF h x

k
 

  

 

eĢitliği sağlanır [11]. 

 

 İspat  

 

   

 

2 2 2 21 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2
1

1 1

2

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

4
.

4

x x x x

k k

x x x x

cF h x sF h x

k

   

   

   

 

 

 

 



 
  

 

    







 

 

 3.2.2. Teorem  

 

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları için aĢağıdaki eĢitlikleri verebiliriz [11]: 

 

 

 

2

2

4
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

4
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

k k k k k

k k k k k

k
i cF h x y cF h x cF h y sF h x sF h y

k
ii cF h x y cF h x cF h y sF h x sF h y
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2

2

4
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

4
)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

2

k k k k k

k k k k k

k
iii sF h x y sF h x cF h y cF h x sF h y

k
iv sF h x y sF h x cF h y cF h x sF h y


  


  

 

 

 İspat  

 

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

2
1

1 1

( )

1 1

1 1

1 1 1 1

)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2
(

x x y y x x y y

k k k k

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

i cF h x cF h y sF h x sF h y
       

       

       

 

 

   

   

   

           



  

 

   
  

   

      




  
  

  

2

)

2
( ).

4
kcF h x y

k
 



 

 

Diğer eĢitliklerin ispatları da benzer Ģekilde görülebilir. 

 

Bu teoremde, (i) ve (iii) eĢitliklerinde  y  x   alınmasıyla 

 

2
2 2

2

4
(2 ) ( ( )) ( ( ))

2

(2 ) 4 ( ) ( )

k k k

k k k

k
cF h x cF h x sF h x

sF h x k sF h x cF h x


   

 
 

 

eĢitlikleri elde edilir. 

 

3.2.3. Teorem  

 

( )

( ) 1

( )

1

(ln ) ( ),  2 1 ise
)  ( ( ))

(ln ) ( ),  2   ise

n

n k

k n

k

sF x n m
i cF h x

cF x n m
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( )

( ) 1

( )

1

(ln ) ( ),  2 1 ise 
)  ( ( ))

(ln ) ( ),  2   ise

n

n k

k n

k

cF x n m
ii sF h x

sF x n m





  
 



  

eĢitlikleri vardır [11]. 

 

k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonları ve k-Fibonacci sayıları 

 

ġimdi,  k Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarının  k Fibonacci sayılarına ait 

özellikleriyle benzerlik gösteren bazı özellikleri vereceğiz. 

 

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarının indirgeme bağıntılarını aĢağıdaki teoremle ifade 

edebiliriz [11]: 

 

 3.2.4. Teorem  

 

)  ( 1) ( ) ( 1)

)  ( 1) ( ) ( 1)

k k k

k k k

i sF h x kcF h x sF h x

ii cF h x ksF h x cF h x

   

   
 

 

dir . 

 

 İspat  

 

 )  i  1
2  k1  1  eĢitliği vardır. 

        

EĢitliğin her iki tarafı 
1

1

x 
 ile çarpılırsa  

1 1

1 1 1

x x xk    
 
eĢitliği, eĢitliğin her iki yanı  

1

1

x    ile çarpılırsa da 1

x1  k1
x  1

x1
, ve  k1

x     
( 1) ( 1)

1 1

x x        eĢitliği elde 

edilir. Bunlardan faydalanarak 

 

1 ( 1)

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1

1 1

( ) ( 1) ( ) ( )
x x x x

k k

x x x x

kcF h x sF h x k

k k
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1 1

1 1 1 1

1

1 1

1 ( 1)

1 1

1

1 1

( ) ( )

( 1)

x x x x

x x

k

k k

sF h x

   

 

 

 

   



  



  









 

 

 

elde edilir. 

 

Benzer Ģekilde ikinci eĢitlik de ispatlanabilir. 

 

 3.2.5. Teorem  

 

k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları için 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

i cF h x r cF h x r cF h x sF h r

ii cF h x r cF h x r sF h x cF h r

iii sF h x r sF h x r sF h x sF h r

iv sF h x r sF h x r cF h x cF h r

   

   

    

    
 

 

eĢitlikleri yazılabilir [11]. 

 

 İspat 

 

 

( ) ( )
2 21 1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1

21 1
1

1 1 1 1
1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

)  ( ) ( ) ( ( )) ( )( ) ( )

2
( )( )

2

x r x r x r x r x x

k k k

x r x r x r x r x x

x r r x x x

iii sF h x r sF h x r sF h x
     

     

     

     

     

      

  

      

 


  

  
    

  

   
 

  

     


 

 

2
1

1 1

2 2

1 1

2
1

1 1

2

1 1

1

1 1

2r r

r r
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2( ( )) .ksF h r 

 

 

Diğer eĢitliklerin ispatları da benzer Ģekilde yapılabilir. 

 

Bu teoremde, özel olarak, r  1  alınmasıyla 

 

2

2

( 1) ( 1) ( ( )) 1

( 1) ( 1) ( ( )) 1

k k k

k k k

cF h x cF h x sF h x

sF h x sF h x cF h x

   

      

 

eĢitlikleri ortaya çıkar [11]. 

   

 3.2.6. Teorem 

 

)  ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )

)  ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )

k k k k k k

k k k k k k

i cF h x cF h y r sF h x r sF h y cF h r cF h x y

ii cF h x sF h y r cF h x r sF h y sF h r cF h x y

    

    
 

 

eĢitlikleri geçerlidir [11]. 

 

İspat 

 

     

 

 

   

 

1 1 1 1 1 1 1 1

2
1

1 1

1 1 1 1

2
1

1 1

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

2
1

1 1

1 1 1

1

1 1

)  ( ). ( ) ( ). ( )

x x y r y r x r x r y y

k k k k

x y r x y r x y r x y r

r x y x y r x y x y

r r

i cF h x cF h y r sF h x r sF h y
       

 

   

 

     

 

  

 

       



         



      







    
   



  




  




 
  

 

( )

1

1

1 1

( ). ( ).

x y x y

k kcF h r cF h x y



 

  



 
 

 

 

 

 

 

elde edilir.  
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Diğer eĢitlik de kolayca görülebilir. 

 

Bu teoremde, (i) eĢitliğinde 1r   alınmasıyla 

 

( ). ( 1) ( 1). ( ) ( )k k k k kcF h x cF h y sF h x sF h y cF h x y      

 

eĢitliği elde edilir. 

 

3.3. Yarı-sinüs k-Fibonacci fonksiyonu 

 

1,  (3. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere, k  Fibonacci dizisi için 

Binet formülü 

 

1 1
, 1

1 1

( 1)n n n

k nF
 

 





 



 

 

Ģeklindedir. 

 

Diğer taraftan,  k Fibonacci hiperbolik sinüs fonksiyonunu 

 

1 1

1

1 1

( )
x x

ksF h x
 

 









 

 

olarak tanımlamıĢtık.  

 

Bu eĢitlikte,  eğer 2x n  Ģeklinde bir çift tam sayı olarak aldığımızda, biliyoruz ki 

,2( )k k nsF h x F   dir. 

 

Bunlarla birlikte, cos( ) ( 1)nn    eĢitliğini de kullanarak, aĢağıdaki tanımı verebiliriz 

[11]: 
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3.3.1. Tanım  

 

1 1

1

1 1

cos( )
( )

x x

k

x
FF x

  

 









                                                                                             (3. 8) 

 

Ģeklinde tanımlanan fonksiyona, yarı-sinüs  k Fibonacci fonksiyonu denir. Burada, her n   

tamsayısı için  ,( )k k nFF n F   dır.   

 

k  1,2,3  için ( )kFF x
 
fonksiyonlarının grafikleri aĢağıdaki gibidir: 

 

 

ġekil 3.2. k  1,2,3  için yarı-sinüs k -Fibonacci fonksiyonları: 1 2 3( ),  ( ),  ( )FF x FF x FF x  

 

k  1,2  için ( )kFF x  fonksiyonlarının grafikleri, k   Fibonacci hiperbolik kosinüs ve k   

Fibonacci hiperbolik sinüs fonksiyonlarına eĢit olan teğet eğrileriyle birlikte ġekil 3.3 te 

verilmiĢtir. 

 

 

ġekil 3.3. k  1,2  için ( )kFF x  fonksiyonları ile k Fibonacci hiperbolik kosinüs ve   

                 k   Fibonacci hiperbolik sinüs fonksiyonlarına eĢit olan teğet eğrileri                               
 

-4 -2 2 4

-2

2

4

x

y
k=1 için

-4 -2 2 4

-10

10

20

30

x

y

k=2 için

-4 -2 2 4
-20

20

40

60

80

100

x

y

k=3 için

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

x

y

cFkh(x)

sFkh(x)

FFk(x)

k=1 için

-4 -2 2 4

-20

20

x

y

sFkh(x)

cFkh(x)

FFk(x)

k=2 için
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Yarı-sinüs k-Fibonacci fonksiyonları ve k-Fibonacci sayıları 

 

Bu kısımda, k Fibonacci sayıları ile benzerlik gösteren, yarı-sinüs  k Fibonacci 

fonksiyonlarına ait bazı özelliklerden bahsedeceğiz. 

 

Yarı-sinüs  k Fibonacci fonksiyonları için aĢağıdaki indirgeme bağıntısı geçerlidir [11]: 

  

3.3.2. Teorem  

 

( 2) ( 1) ( ).k k kFF x kFF x FF x     

 

 İspat   

 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1

1 1

1 1

cos ( 1) cos( )
( 1) ( )

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

( 1)

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x

x x
kFF x FF x k

x x
k

k k x x

k

     

   

     

   

     

 

 

   

 

   

 

   



     
      

    

    
    

    

  







2 2

1 1 1

1

1 1

cos( ) ( )xx k   

 

 



 



 

                                 

2 2

1 1 1

1

1 1

2 2

1 1

1

1 1

2 ( 2)

1 1

1

1 1

cos( ) ( 1)

cos( 2 ) ( 1)

cos ( 2)

( 2)

x x

x x

x x

k

x

x

x

FF x

   

 

   

 

  

 

 



  



  



 




  




 




 

 

 

Ģeklinde ispatlanır. 

  

3.3.3. Teorem  

 

Yarı-sinüs  k Fibonacci fonksiyonları için 
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2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( 1) cos( )( ( ))r

k k k kFF x r FF x r FF x x FF r    
 

 

eĢitliği geçerlidir [11]. 

 

İspat  

 

2 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2

1 1

1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

cos ( ) cos ( )
( ) ( ) ( ( ))

cos( )

( 1) cos( ) ( 1) cos( )

x r x r x r x r

k k k

x x

x r r x r x r r x r

x r x r
FF x r FF x r FF x

x

x x

     

   

  

 

     

   

     

 





     

 

      
       

    

 
  

 

      
    

    
2 2 2

1 1

1 2

1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1

1 2

1 1

2 2 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1

2cos( ) cos ( )
[ ]

( )

( 1) cos( ) ( 1) cos( ) ( 1) cos ( )

( )

2cos( ) cos ( )

( )

( 1) cos( ) 2cos( ) ( 1) cos(

x x

x r r r r r x

x x

r r r

x x

x x x

x x

x x x

   

 

      

 

   

 

   





 









 




      
  

 

  
  

 

   


2

1

1 2

1 1

1 21 1

1

1 1

1 2

)

( )

cos( )
( 1) cos( )[ ]

( 1) cos( )( ( ))

r

r r
r

r

k

r
x

x FF r



 

  


 

















 



 

 

                                                     

 

elde edilir. Böylece ifade ispatlanmıĢ olur. 

 

 3.3.4. Teorem  

 

Herhangi bir   r   tamsayısı için 

 

1

( )
lim

( )

rk

x
k

FF x r

FF x





  

 

dır [11]. 
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 İspat  

 

 
 

2
1

2
1

1 1

1 1

2

1 1 1

2

1 1

1
1

1

1

( ) cos ( )
lim lim

( ) cos( )

cos ( )
lim

1 cos( )

( 1) cos( )
lim

1 cos( )

.

x r

x

x r x r

k

x xx x
k

x r x r

x xx

r r

x

r

FF x r x r

FF x x

x r

x

x

x





  

  

   

  

 







  

 

 





  




 




 






 

 

Bu teoremde, özel olarak  1k r   alınırsa,  1    ve   
( 1)

lim
( )

k
x

k

FF x

FF x



   eĢitlikleri 

elde edilir. 

 

3.4. k- Fibonacci hiperbolik fonksiyonları için üç boyutlu eğri ve yüzeyler 

  

3.4.1. Tanım  

 

1,  (3. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere, kompleks değerli 

 

1 1 1

1 1

1 1 1 1

cos( ) sin( )
( )

x x x

k

x x
CFF x i

    

   

 

 


 

 
                                                                   (3. 9)

 

 

fonksiyonuna, üç-boyutlu k Fibonacci spirali denir [11]. 

 

Burada,  Re( ( )) ( );k kCFF x FF x   yani üç-boyutlu k Fibonacci spiralinin reel kısmı,   

yarı-sinüs  k Fibonacci fonksiyonuna eĢittir. 

 

( )kCFF x   fonksiyonunu, ayrıca,  

1
( )
2

1 1

1

1 1

( )

i x
x x

k

ie
CFF x



 

 










  Ģeklinde de yazabiliriz. 
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( )kCFF x   fonksiyonu için: 

 

Eğer 1k   olarak alınırsa; 
1 5

2



  (altın oran) olmak üzere, 

1
( )
2

1( )
5

i x
x xie

CFF x



 



       dır.   

 

Eğer  x   bir tamsayı ise; ( )kCFF x
 
nın sanal kısmı 0 olur. Dolayısıyla,  ( ),kCFF n   k 

Fibonacci dizisinin Binet formulüne eĢit olur. 

 

Ayrıca,  (0) 0kCFF    ve  (1) 1kCFF   dir. 

 

 Üç-boyutlu k Fibonacci spirali için aĢağıdaki indirgeme bağıntısı yazılabilir [11]: 

 

3.4.2. Teorem 

 

( 2) ( 1) ( )k k kCFF x kCFF x CFF x   
 

 

eĢitliği geçerlidir. 

 

İspat  

 

2

1 1 1 0k     eĢitliği vardır. Buradan  
2

1 11k     yazılır.  

 

Ve  1  1  olmak üzere,  
2

1 1 1 0k     eĢitliğinin her iki tarafı 1  ile bölünürse  

1

1
1 k


  

  eĢitliği elde edilir.  

 

Ayrıca cos sinie i     eĢitliğini de kullanarak 

  



30 

 

1 1
( 1) ( )

1 12 2
1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1
( 1) ( 1)

1 12 2
1 1 1 1

1

1 1

1 2 2
1 1 1 1

1

1 1

1

( 1) ( )

( 1) ( )

i x i x
x x x x

k k

i x i x
x x x x

i i
x i x x

ie ie
kCFF x CFF x k

k kie e

k ie ke e

 

 

 


   

   

   

 

   

 



  
   

 

   
   




  



   
       

    
      

  




  





2 1

1 1

1

1 1

1
( 2)

2 ( 2)2

1 1

1

1 1

( )

( 2)

x i x x

i x
x x

k

ie k i

ie

CFF x





 

 

 

 

   



 
  

   



  








 

 

   

olduğu görülür. 

 

 3.4.3. Teorem 

 

Eğer r   bir tamsayı ise, bu durumda 

 

2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( ( ))r

k k k kCFF x r CFF x r CFF x CFF r    
 

 

dır [11]. 

 

 İspat  

 

1 1
( ) ( )
2 2

2 1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2
1

( )
2

1 1

1

1 1

( ) ( ) ( ( ))

i x r i x r
x r x r x r x r

k k k

i x
x x

e e
CFF x r CFF x r CFF x

e
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1 1

1 1 1 1

2
1

1 1

2 2 2

1 1

2
1

1 1

2 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1

2
1

1 1

2 2 2

1 1

2
1

1 1

1

( ( 1) )( ( 1) )

( 2 )

( 1) ( 1)

2

[
( 1)

x r r i x x r x r r i x x r

x i x i x x

x r i x r r i x r i x x

x i x i x x

i x
r

e e

e e

e e e

e e

e

 

 

  

 



   

 

 

 

   

 

 

 

         



  



      



  





   




 




    




 




 

 

2 2

1 1

2
1

1 1

1 2

2( 1) ]

( 1) ( ( )) .

r r r

r

kCFF r

 

 







  



 

 

 

Ayrıca, bu eĢitlikte, r  1   alınmasıyla, aĢağıdaki eĢitliği elde ederiz [11]: 

 

2( 1) ( 1) ( ( )) 1.k k kCFF x CFF x CFF x     

    

Metalik Shofarlar (Metalik Boynuzlar) 

 

 1 1

1

1 1

cos( )
Re( ( )) ( )

x x

k

x
CFF x y x

  

 






 


 , 

 1

1

1 1

sin( )
Im( ( )) ( )

x

k

x
CFF x z x

 

 




 


                                                                               (3. 10) 

 

fonksiyonları, sırasıyla, üç-boyutlu  k Fibonacci spiralinin reel ve sanal kısımlarıdır [11].  

Bu eĢitlikleri 

 

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1

1 1

cos( )
( )

sin( )
( )

x x

x

x
y x

x
z x

  

   

 

 



 





  
 


                                                                                     (3. 11) 

Ģeklinde düzenleyebiliriz. Elde edilen bu eĢitliklerin kareleri alınıp, taraf tarafa toplanırsa 
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2 2 21 1

1 1

1 1 1 1

( ( ) ) ( ( )) ( )
x x

y x z x
 

   



 
  

 
                                                                     (3. 12)

 

 

eĢitliği elde edilir [11]. 

 

EĢ. 3.12 yi 

 

2 2

2 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

( ( )) ( )

( ) ( )

( ) ( )

[ ( ) ( )][ ( ) ( )]

x x

x x x x

x x x x

k k

z x y x

y x y x

y x y x

cF h x y x y x sF h x

 

   

   

       

   

   



 

 

   

 

 

   
     

    

   
       

      

    
     

    

  

 

 

Ģeklinde düzenleyerek aĢağıdaki gibi de verebiliriz [11]: 

 

2[ ( ) ][ ( )] .k kcF h x y y sF h x z  
                                                                                     (3. 13) 

 

Eğer  (3.12) de, özel olarak  k  1  alınırsa,  
1 5

2
   altın oran olmak üzere, 

2

2 2 1

5
( )

5
x

x

y z



    denklemiyle tanımlı Altın Shofar elde edilir [11]. 

 

 Eğer  k  2  alınırsa,   1  2  olmak üzere, 2

2 2 1

8
( )

8
x

x

y z



    denklemiyle tanımlı 

Gümüş Shofar elde edilir [11]. 

 

 Eğer 3k   alınırsa, 3 13

2
   olmak üzere, 2

2 2 1

13
( )

13
x

x

y z



    denklemiyle tanımlı 

Bronz Shofar elde edilir [11]. 

 

k  1,2,3   için k -Fibonacci spiralleri için Metalik Shofarları aĢağıdaki gibi geometrik 

olarak verebiliriz: 
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a) b) c)  

 

ġekil 3.4. k Fibonacci spiralleri için Metalik Shofarlar: a) Altın Shofar, b) GümüĢ Shofar,  

                 c) Bronz Shofar 
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35 

 

 

4.  k- LUCAS HİPERBOLİK FONKSİYONLAR 

 

[1]'de A. Stakhov ve B. Rozin "On a new class of hyperbolic functions" adlı çalıĢmada, 

Simetrik Hiperbolik Fibonacci ve Lucas fonksiyonlarını tanımlayıp, bu fonksiyonların bazı 

hiperbolik ve rekürans özelliklerini vermiĢlerdi. Daha sonra [1]'deki bu makale, k 

Fibonacci sayıları [11] ve ikinci mertebeden rekürans dizileri [13] üzerine de 

uygulanmıĢtır. Biz de bu çalıĢmada, [1] de yapılan çalıĢmadan hareketle  k  Lucas sayıları 

için bazı özellikler elde ettik. 

 

4.1.  k- Lucas Sayıları 

 

Falcon  k Lucas sayılarını, herhangi bir pozitif  k   reel sayısı ve  n  1   için 

 

, 1 , , 1

, 0 , 1

.  ,

2,

k n k n k n

k k

L k L L

L L k

  

 
                                                                                                   (4. 1)

 

 

Ģeklinde tanımlanmıĢtır [12]. Bazı  k Lucas sayılarını aĢağıdaki gibi verebiliriz: 

 

Lk,0  2

Lk,1  k

Lk,2  k 2  2

Lk,3  k 3  3k

Lk,4  k 4  4k 2  2

Lk,5  k 5  5k 3  5k

Lk,6  k 6  6k 4  9k 2  2.
 

 

Özel olarak,  k  1   için 

 

0 1 1 12, 1, ,    1n n nL L L L L n     
 

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18,...  Ģeklindeki klasik Lucas sayıları 

elde edilir. 
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 k  2   için 

 

0 1 1 12, 2, 2 ,   1n n nP P P P P n       

 

rekürans bağıntısıyla tanımlı  2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, ... Ģeklindeki Pell Lucas sayıları 

elde edilir. 

   

 k Lucas sayılarının rekürans bağıntısı için karakteristik denklem: 

 

2 1k                                                                                                                         (4. 2) 

 

dir. 

 

Bu karakteristik denklem 

 

2 2

1 2

4 4
,  

2 2

k k k k
 

   
                                                                               (4. 3) 

 

Ģeklinde iki reel köke sahiptir. 

 

 1 ,2   karakteristik denklemin kökleri olmak üzere,  k Lucas sayları için Binet 

formülü: 

 

Lk,n  1
n  2

n

                                                                                                            (4. 4) 

 

Ģeklindedir. 

   

 2   1
1   eĢitliğini kullanarak, (4.4) eĢitliğini, aĢağıdaki gibi de yazabiliriz: 

 

, 1 1( 1) .n n n

k nL                                                                                                            (4. 5) 
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4.2. k- Lucas Hiperbolik Fonksiyonları 

 

x     olmak üzere klasik hiperbolik fonksiyonların 

 

coshx  ex  ex

2

sinhx  ex  ex

2  

 

Ģeklinde; Lucas hiperbolik sinüs ve Lucas hiperbolik kosinüs fonksiyonlarının da, sırasıyla,  

1 5

2
    olmak üzere 

 

2 1 (2 1)

2 2

( )          

( )                    

x x

x x

sLh x

cLh x

 

 

  



 

 
                               

 

Ģeklinde olduklarını biliyoruz [2]. Bu fonksiyonların grafikleri aĢağıdaki gibidir: 

 

 

ġekil 4.1. Lucas hiperbolik fonksiyonları: ( )sLh x , ( )cLh x  

 

Biz, tanımlanmıĢ olan bu fonksiyonları  k Lucas hiperbolik fonksiyonlarına aĢağıdaki 

gibi geniĢletebiliriz: 

 

2 4

1 2
,k k    (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere 

 

2 1 (2 1)

1 1

2 2

1 1

( )                   

( )                           

x x

k

x x

k

sL h x

cL h x

 

 

  



 

 
                                                                             (4. 6) 

-4 -2 2 4

2

4

6

x

y

cLh(x)

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y

sLh(x)
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sırasıyla,  k   Lucas hiperbolik sinüs ve  k Lucas hiperbolik kosinüs fonksiyonları olarak 

adlandırılan  eĢitlikler yazılır. 

  

 ( )ksL h x   fonksiyonu, tek fonksiyon olduğundan, grafiği orjine göre simetrik iken;  

( )kcL h x   çift fonksiyon olup onun grafiği de  x  0   eksenine göre simetriktir. Bu yüzden, 

bundan böyle,  k Lucas hiperbolik sinüs ve k Lucas hiperbolik kosinüs fonksiyonlarını, 

sırasıyla,  1  1
1  k2  4   olmak üzere 

 

sLkhx  1
x  1

x

cLkhx  1
x  1

x

                                                                                                     (4. 7) 

 

Ģeklinde tanımlayacağız. (4.6) da, özel olarak 1k   alınırsa, bu fonksiyonların grafikleri 

ġekil 4.1 deki gibi olur. 

 

 k Lucas sayıları ile  k Lucas hiperbolik fonksiyonları arasında aĢağıdaki eĢitlik vardır: 

 

cLkh2n  Lk,2n

sLkh2n  1  Lk,2n1 .
 

 

k Lucas hiperbolik fonksiyonları ile klasik hiperbolik fonksiyonları arasında da  

 

1

1

( ) 2sinh( ln )

( ) 2cosh( ln )

k

k

sL h x x

cL h x x








 

 

eĢitlikleri yazılabilir. 

 

Ayrıca,  k Lucas hiperbolik fonksiyonları ile   k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları 

arasında da aĢağıdaki bağıntılar vardır: 
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sFkhx 
sLkhx

k 2  4

cFkhx 
cLkhx

k 2  4
.

 

  

k-Lucas hiperbolik fonksiyonlarının hiperbolik özellikleri 

 

Bu kısımda, k Lucas hiperbolik fonksiyonlarına ait, klasik hiperbolik fonksiyonların 

özellikleriyle benzerlik gösteren, bazı özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

 4.2.1. Teorem  

 

k Lucas hiperbolik fonksiyonları için 

 

   
2 2

( ) ( ) 4k kcL h x sL h x   

 

eĢitliği vardır. 

 

 İspat  

 

cLkhx2  sLkhx2  1
x  1

x2  1
x  1

x2

 1
2x  2  1

2x  1
2x  2  1

2x

 4.
 

 

 4.2.2. Teorem  

 

k Lucas hiperbolik sinüs ve  k Lucas hiperbolik kosinüs fonksiyonları için aĢağıdaki 

eĢitlikler sağlanır: 

 

)  2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

)  2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k

k k k k k

i cL h x y cL h x cL h y sL h x sL h y

ii cL h x y cL h x cL h y sL h x sL h y
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)  2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

)  2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

k k k k k

k k k k k

iii sL h x y sL h x cL h y cL h x sL h y

iv sL h x y sL h x cL h y cL h x sL h y

  

  
 

 

İspat  

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( )

1 1

)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2( )

2 ( )

x x y y x x y y

k k k k

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

k

i cL h x cL h y sL h x sL h y

cL h x y

       

       

 

   

           

  

      

       

 

 

 

olduğu görülür.   

 

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( )

1 1

)  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

2( )

2 ( )

x x y y x x y y

k k k k

x y x y x y x y x y x y x y x y

x y x y

k

iii sL h x cL h y cL h x sL h y

sL h x y

       

       

 

   

           

  

      

       

 

 

 

Ģeklindedir.  

 

Diğer eĢitliklerin ispatları da benzer Ģekilde görülür. 

 

Burada, (i) ve (iii) eĢitliklerinde ,  y  x   alınmasıyla 

 

2 21
(2 ) ( ( )) ( ( ))

2

(2 ) ( ) ( )

k k k

k k k

cL h x cL h x sL h x

sL h x sL h x cL h x

   


 

 

eĢitlikleri elde edilir. 

 

 4.2.3. Teorem  

 

k Lucas hiperbolik fonksiyonları için aĢağıdaki eĢitlikleri yazabiliriz: 
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( )

( ) 1

( )

1

( )

( ) 1

( )

1

(ln ) ( ),  2 1  ise 
)  ( ( ))

(ln ) ( ),  2   ise 

(ln ) ( ),  2 1  ise 
)  ( ( ))

(ln ) ( ),  2    ise.

n

n k

k n

k

n

n k

k n

k

sL x n m
i cL h x

cL x n m

cL x n m
ii sL h x

sL x n m









  
 



  
 



 

 

İspat  

 

   

 

 

 

 

1 1

1 1 1 1

1

1

1 1 1

2

( )
( ) 1

( )

1

)  ( )

ln( ) ln( )

ln( ) ( )

( ) (ln( ) ( ))

ln( )

ln( ) ( )

(ln ) ( ), 2 1 
( )

(ln ) ( ), 2  

x x

k

x x

k

k k

x x

k

n
n k

k n

k

i cL h x

sL h x

cL h x sL h x

cL h x

sL x n m
cL h x

cL x n m

 

   





  













  

 



 


 



  
 





         

   

 

 

 

 

1 1

1 1 1 1

1

1

1 1 1

2

( )
( ) 1

( )

1

)  ( )

ln( ) ln( )

ln( ) ( )

( ) (ln( ) ( ))

ln( )

ln( ) ( )

(ln ) ( ), 2 1 
( )

(ln ) ( ), 2

x x

k

x x

k

k k

x x

n
n k

k n

k

ii sL h x

cL h x

sL h x cL h x

sFs x

cL x n m
sL h x

sL x n m

 

   





  













  

 



 


 



  
 





 

    

elde edilir. 

 

k-Lucas hiperbolik fonksiyonlar ve k-Lucas sayıları 

 

ġimdi,  k Lucas hiperbolik fonksiyonlarının,  k Lucas sayılarıyla iliĢkili olan bazı 

özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

k Lucas hiperbolik fonksiyonlarının indirgeme bağıntılarını aĢağıdaki gibi ifade 

edebiliriz: 

 

 4.2.4. Teorem  

 

)  ( 1) . ( ) ( 1)

)  ( 1) . ( ) ( 1).

k k k

k k k

i sL h x k cL h x sL h x

ii cL h x k sL h x cL h x
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 İspat  

 

1
2  k1  1  eĢitliği vardır. 

 

 EĢitliğin her iki tarafı 
1

1

x 
 ile çarpılırsa  

1 1

1 1 1

x x xk    
 
eĢitliği, eĢitliğin her iki yanı  

1

1

x    ile çarpılırsa da 1

x1  k1
x  1

x1
, ve    

( 1) ( 1)

1 1 1

x x xk           eĢitliği elde 

edilir. Bunlardan faydalanarak 

 

1 ( 1)

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 ( 1)

1 1

)  . ( ) ( 1) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( 1)

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x x

k

i k cL h x sL h x k

k k

k k

sL h x

   

   

   

 

   

   

   

  

     

   

   

  

 
 

 

1 ( 1)

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 ( 1)

1 1

)  . ( ) ( 1) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( 1)

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x x

k

ii k sL h x cL h x k

k k

k k

cL h x

   

   

   

 

   

   

   

  

     

   

   

  

 
 

 

elde edilir. 

 

 k Lucas sayıları için var olan, r n  olmak üzere 

 

   
12

, , , ,21 2 1
n r n

k n r k n r k n k rL L L L
 

        

 

eĢitliğiyle verilen ve Catalan eĢitliği olarak adlandırılan [12] eĢitliğe benzer olarak, k 

Lucas hiperbolik fonksiyonları için de aĢağıdaki eĢitlikler verilebilir: 

 

 

 

 



43 

 

 

4.2.5. Teorem 

 

2 2

2 2

2 2

2 2

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

)  ( ) ( ) ( ( )) ( ( )) .

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

i cL h x r cL h x r cL h x sL h r

ii cL h x r cL h x r sL h x cL h r

iii sL h x r sL h x r sL h x sL h r

iv sL h x r sL h x r cL h x cL h r

   

   

    

    

 

 

 İspat  

 

2 ( ) ( ) 2

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2

1 1

2

)  ( ) ( ) ( ( )) ( )( ) ( )

( )( ) ( 2 )

2

2

( ( ))

x r x r x r x r x x

k k k

x r x r x r x r x x

x r r x x x

r r

k

i cL h x r cL h x r cL h x

sL h r

     

     

     

 

      

      

  



       

     

      

  



 

 

elde edilir.  

 

Diğer eĢitliklerin ispatları da benzer Ģekilde yapılabilir. 

 

Bu teoremde, r  1   alınmasıyla 

 

2 2

2 2

( 1) ( 1) ( ( )) 4

( 1) ( 1) ( ( )) ( 4)

k k k

k k k

cL h x cL h x sL h x k

sL h x sL h x cL h x k

    

       

 

Ģeklindeki ilginç eĢitlikleri elde ederiz. 

 

k Lucas sayıları için var olan, , 0n r   olmak üzere 

 

 , , ,2 ,1
n

k n k n r k n r k rL L L L     

 

eĢitliğine [12] benzer olarak, k Lucas hiperbolik fonksiyonları için de aĢağıdaki eĢitlikler 

geçerlidir: 
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4.2.6. Teorem  

 

)  ( ) ( ) (2 ) ( )

)  ( ) ( ) (2 ) ( )

)  ( ) ( ) (2 ) ( )

)  ( ) ( ) (2 ) ( ).

k k k k

k k k k

k k k k

k k k k

i cL h x cL h x r cL h x r cL h r

ii sL h x sL h x r cL h x r cL h r

iii sL h x cL h x r sL h x r sL h r

iv cL h x sL h x r sL h x r sL h r

   

   

   

   

 

  

İspat  

 

Burada (i) ve (iii) ifadelerinin ispatını vereceğiz. Diğer ispatlar da benzer Ģekilde 

yapılabilir. 

 

( )

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

2 (2 )

1 1 1 1

)  ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(2 ) ( ).

x x x r x r

k k

x r r r x r

x r x r r r

k k

i cL h x cL h x r

cL h x r cL h r

   

   

   

   

   

   

   

   

   

  

 

 

( )

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1

2 (2 )

1 1 1 1

)  ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

(2 ) ( ).

x x x r x r

k k

x r r r x r

x r x r r r

k k

iii sL h x cL h x r

sL h x r sL h r

   

   

   

   

   

   

   

   

   

  

 

 

Bu teoremdeki eĢitliklerde  r  0   alınmasıyla, aĢağıdaki üç eĢitlik elde edilir: 

 

2

2

( ( )) (2 ) 2

( ( )) (2 ) 2

( ) ( ) (2 ).

k k

k k

k k k

cL h x cL h x

sL h x cL h x

sL h x cL h x sL h x

 

 



 

  

k-Lucas hiperbolik fonksiyonları ile k-Fibonacci hiperbolik fonksiyonları arasındaki iliĢki 

 

ġimdi,  k Lucas sayıları ile  k Fibonacci sayıları arasında var olduğunu bildiğimiz bazı 

bağıntılardan bahsedeceğiz. 
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k Lucas ve k Fibonacci sayıları için var olan [12] 

 

 2 2 2

, ,( 4) 4 1
n

k n k nL k F     

 

eĢitliğine benzer olarak, k Lucas hiperbolik ve k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları 

için de aĢağıdaki eĢitlikler yazılabilir: 

 

 4.2.7. Teorem  

 

2 2 2

2 2 2

)  ( ( )) ( 4)( ( )) 4

)  ( ( )) ( 4)( ( )) 4.

k k

k k

i sL h x k cF h x

ii cL h x k sF h x

  

  
 

 

 İspat  

 

2 2 2 21 1

2

2 2

1 1

2

)  ( 4)( ( )) 4 ( 4)( ) 4
4

2

( ( )) .

x x

k

x x

k

i k cF h x k
k

sL h x

 

 






    



  

  

 

2 2 2 21 1

2

2 2

1 1

2

)  ( 4)( ( )) 4 ( 4)( ) 4
4

2

( ( )) .

x x

k

x x

k

ii k sF h x k
k

cL h x

 

 






    



  

  

 

 k Lucas ve k Fibonacci sayıları için var olan [12], 1n   için 

 

, , 1 , 1k n k n k nL F F    

 

eĢitliğine benzer olarak, k Lucas hiperbolik ve k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları 

için de aĢağıdaki eĢitlikleri verebiliriz: 
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4.2.8. Teorem  

 

)  ( ) ( 1) ( 1)

)  ( ) ( 1) ( 1).

k k k

k k k

i cL h x cF h x cF h x

ii sL h x sF h x sF h x

   

   
 

 

İspat  

 

1 ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 1

2 2

1 ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1

2

1 1

1 1 1 1 1 1

2

)  ( 1) ( 1) ( ) ( )
4 4

4

( ) ( )

4

( ) ( )

4

( ).

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x x

k

i cF h x cF h x
k k

k

k

k

cL h x

   

   

   

     

     

     

     

  

 
    

 

  




  




  






 

 

1 ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 1

2 2

1 ( 1) 1 ( 1)

1 1 1 1

2

1 1 ( 1) ( 1)

1 1 1 1

2

1 1

1 1 1 1 1 1

2

)  ( 1) ( 1) ( ) ( )
4 4

4

( ) ( )

4

( ) ( )

4

( ).

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x x

k

ii sF h x sF h x
k k

k

k

k

sL h x

   

   

   

     

     

     

     

  

 
    

 

  




  




  






 

 

Böylelikle ispatımız tamamlanır. 

 

k Lucas ve k Fibonacci sayıları için var olan [12] 

 

2 2 2

, , 1 ,2 1( 4)k n k n k nL L k F     

 

eĢitliğine benzer olarak, k Lucas hiperbolik ve k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları 
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için de aĢağıdaki eĢitlikler geçerlidir: 

 

 4.2.9. Teorem  

 

2 2 2

2 2 2

)  ( ( )) ( ( 1)) ( 4) (2 1)

)  ( ( )) ( ( 1)) ( 4) (2 1).

k k k

k k k

i cL h x sL h x k cF h x

ii sL h x cL h x k cF h x

    

    
 

 

 İspat  

 

2 2 2 1 ( 1) 2

1 1 1 1

2 2 2 2 (2 2)

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

1
2 1 2 1 1
1 1 1 1 1

1

2
2 2 2

1 1 1

1

2 1 2 2 1 2

1 1

2

)  ( ( )) ( ( 1)) ( ) ( )

2 2

(1 ) (1 )

( ) ( )

4
4 ( )

4 4

x x x x

k k

x x x x

x x

x x

x x

x x

i cL h x sL h x

k
k

k k

k

   

   

   

 
    



  


 

   

   

 


 



  

     

     

   


  


  

   

  2 1 (2 1)

1 1

2 1 (2 1)
2 1 1

2

2

4( )

( 4)( )
4

( 4) (2 1).

x x

x x

k

k
k

k cF h x

 

 

  

  




 



  

 

 

Ġkinci eĢitliğin ispatı da benzer Ģekilde yapılabilir. 

 

k Lucas ve k Fibonacci sayıları için geçerli olan [12], n  olmak üzere 

 

, , ,2k n k n k nL F F  

 

eĢitliğine benzer olarak, k Lucas hiperbolik ve k Fibonacci hiperbolik fonksiyonları 

için de aĢağıdaki eĢitlikler vardır: 
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4.2.10. Teorem  

 

)  ( ) ( ) (2 )

)  ( ) ( ) (2 ).

k k k

k k k

i sL h x cF h x sF h x

ii cL h x sF h x sF h x




 

  

 İspat  

 

1 1
1 1

2

2 2

1 1

2

)  ( ) ( ) ( )( )
4

4

(2 )

x x
x x

k k

x x

k

ii cL h x sF h x
k

k

sF h x

 
 

 







 










 

 

dır.  

 

Ġlk eĢitlik de benzer Ģekilde kolayca görülebilir. 

 

4.3. Yarı-sinüs k- Lucas fonksiyonu 

  

1  , (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere, k Lucas dizisi için Binet 

formülü 

 

Lk,n  1
n  1n1

n

 

 

Ģeklinde idi. 

 

 k Lucas hiperbolik sinüs fonksiyonunu 

 

1 1( ) x x

ksL h x      

 

olarak tanımlamıĢtık. 
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Burada, biliyoruz ki, eğer 2 1x n   Ģeklinde bir tek sayı olarak alınırsa, 
,2 1( )k k nsL h x L 

olur. 

 

Bunlarla birlikte,   cos( ) ( 1)nn    eĢitliğini de göz önünde bulundurarak, aĢağıdaki tanımı 

verebiliriz: 

 

 4.3.1. Tanım  

 

1  , (4. 2) karakteristik denkleminin pozitif kökü olmak üzere  

 

1 1( ) cos( )x x

kLL x x                                                                                                   (4. 8) 

  

Ģeklindeki fonksiyona, yarı-sinüs k  Lucas fonksiyonu denir.                                                                    

 

Burada, her n  tamsayısı için,  LLkn  Lk,n  dır. 

 

k  1,2,3  için, LLkxnın grafiklerini aĢağıdaki gibi geometrik olarak verebiliriz: 

 

 

ġekil 4.2.  k  1,2,3  için yarı-sinüs k Lucas fonksiyonları: 1 2 3( ),  ( ),  ( )LL x LL x LL x  

  

k  1,2  için ( )kLL x  fonksiyonlarının grafikleri, k Lucas hiperbolik kosinüs ve k 

Lucas hiperbolik sinüs fonksiyonlarına eĢit olan teğet eğrileriyle birlikte aĢağıdaki gibi 

verilebilir: 

  

-4 -2 2 4

-10

-5

5

10

x

y
k=1 için

-4 -2 2 4

-80

-60

-40

-20

20

40

60

80

x

y
k=2 için

-4 -2 2 4

-400

-200

200

400

x

y
k=3 için
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 ġekil 4.3.  k  1,2  için ( )kLL x  fonksiyonları ile k Lucas hiperbolik kosinüs ve   

                   k Lucas hiperbolik sinüs fonksiyonlarına eĢit olan teğet eğrileri 

  

Yarı-sinüs k-Lucas fonksiyonları ve k-Lucas sayıları 

 

Bu kısımda,  k Lucas sayılarının özellikleriyle benzerlik gösteren, yarı-sinüs  k Lucas 

fonksiyonlarına ait bazı özelliklerden bahsedeceğiz. 

  

4.3.2. Teorem  

 

Yarı-sinüs  k Lucas fonksiyonları için aĢağıdaki indirgeme bağıntısı sağlanır: 

 

( 2) ( 1) ( ).k k kLL x kLL x LL x       

 

 İspat   

 

EĢ. 4.8 kullanılarak 

 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

2 2

1 1 1 1 1

2

1 1 1

( 1) ( ) cos ( 1) cos( )

cos( ) cos( )

cos( ) cos( )

( 1) cos( ) ( )

cos( )

x x x x

k k

x x x x

x x x x

x x

x x

kLL x LL x k x x

k x x

k k x x

k x k

x

     

     

     

     

   

   

   

   

 

 

            

         

   

   

  2

2 2

1 1

( 1)

cos( 2 ) ( 1)x xx     



   

 

 

-4 -2 2 4

-10

10

x

y

sLkh(x)

cLkh(x)
LLk(x)

k=1 için

-4 -2 2 4

-50

50

x

y

sLkh(x)

cLkh(x)
LLk(x)

k=2 için
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2 ( 2)

1 1cos ( 2)

( 2)

x x

k

x

LL x

      

 
 

 

elde edilir. Böylece istenilen gösterilmiĢ olur. 

 

 4.3.3. Teorem  

 

2 2( ) ( ) ( ( )) ( 1) cos( )( ( )) 4cos( )r

k k k kLL x r LL x r LL x x LL r x        

 

eĢitliği verilebilir. 

 

İspat  

 

2

1 1 1 1

2

1 1

1 1 1 1

2 2 2

1 1

2

1

( ) ( ) ( ( )) cos ( ) cos ( )

cos( )

( 1) cos( ) ( 1) cos( )

[ 2cos( ) cos ( ) ]

( 1) cos(

x r x r x r x r

k k k

x x

x r r x r x r r x r

x x

x r

LL x r LL x r LL x x r x r

x

x x

x x

     

  

     

   



     



     



             

   

          

  

   2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1

2

1 1

2

) ( 1) cos( ) ( 1) cos ( )

2cos( ) cos ( )

( 1) cos( )[ cos( ) ] 4cos( )

( 1) cos( )( ( )) 4cos( )

r r r r x

x x

r r r

r

k

x x x

x x

x r x

x LL r x

     

   

    

 

 





   

  

   

  

 

 

elde edilir. 

 

 4.3.4. Teorem  

 

1 , (4.2) denkleminin pozitif kökü olmak üzere herhangi bir r  tamsayısı için   

 

1

( )
lim

( )

rk

x
k

LL x r

LL x





  

 

dir.  
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 İspat  

 

2
1

2
1

1 1

1 1

1 1

1 1

1
1 1

1
1

1

( ) cos ( )
lim lim

( ) cos( )

( 1) cos( )
lim

cos( )

( ( 1) cos( ) )
lim

(1 cos( ) )

.

x r

x

x r x r

k

x xx x
k

x r r x r

x xx

x r r

xx

r

LL x r x r

LL x x

x

x

x

x





  

  

  

  

  

 





  

 

  





  




 




 






 

 

Özel olarak, burada, 1k r   alınmasıyla 1   ve  
( 1)

lim
( )

k
x

k

LL x

LL x



  eĢitlikleri elde 

edilir.  

 

4.4. k- Lucas hiperbolik fonksiyonları için üç boyutlu eğri ve yüzeyler 

  

4.4.1. Tanım  

 

1 ,  k Lucas dizisinin 2 1 0k      Ģeklindeki karakteristik denkleminin pozitif kökü 

olmak üzere 

 

CLLkx  1
x  cosx1

x  isinx1
x

                                                                (4. 9) 

 

kompleks değerli fonksiyonuna, üç- boyutlu k Lucas spirali denir.  

 

Burada görülmektedir ki, üç- boyutlu  k Lucas spiralinin reel kısmı, yarı-sinüs k Lucas 

fonksiyonuna eĢittir. 

  

CLLkx   fonksiyonunu, ayrıca, 1 1( ) x i x x

kCLL x e     Ģeklinde de yazabiliriz. 

 

Burada eğer 1k  alınırsa,  
1 5

2



  (altın oran) olmak üzere, 1( ) x i x xCLL x e      
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eĢitliği yazılır. 

 

Eğer  x   bir tamsayı ise, bu durumda CLLkx  nın sanal kısmı 0 olur. Dolayısıyla,  

CLLkn  , k   Lucas dizisinin genel teriminin Binet formülüne eĢit olur. 

 

Ayrıca,   CLLk0  2   ve  (1)kCLL k  olduğuna da dikkat çekelim. 

 

4.4.2. Teorem  

 

Üç- boyutlu k Lucas spiralleri için  

 

( 2) ( 1) ( )k k kCLL x kCLL x CLL x     

 

Ģeklindeki indirgeme bağıntısı geçerlidir. 

 

 İspat  

 

2

1 1 1 0k     eĢitliği vardır. Buradan  
2

1 11k     yazılır.  

 

Ve  1  1  olmak üzere,  
2

1 1 1 0k     eĢitliğinin her iki tarafı 1  ile bölünürse  

1

1
1 k


  

  eĢitliği elde edilir.  

 

Ayrıca cos sinie i     eĢitliğini de kullanarak 

 

1 ( 1) 1

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1

1 1 1 1

2 1

1 1 1

2 ( 2)

1 1

( 1) ( )

( 1) ( )

( )

( 2)

x i x x x i x x

k k

x i x i x x i x x

x i x x i

x i x x

x i x x

k

kCLL x CLL x k e e

k ke e e

k e ke

e k

e

CLL x
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olduğu görülür. 

  

4.4.3. Teorem 

 

Eğer  r   bir tamsayı ise, bu durumda 

 

2 2( ) ( ) ( ( )) ( 1) ( ( )) 4r i x

k k k kCLL x r CLL x r CLL x CLL r e        

 

dır. 

 

 İspat  

 

2 ( ) ( )

1 1 1 1

2

1 1

2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ) 2

1 1 1 1

2 2 2

1 1

( ) 2 ( ) 2

1 1

( ) ( ) ( ( ))

2

x r i x r x r x r i x r x r

k k k

x i x x

x i x r r i x r r i x r i x r x

x i x i x x

i x r r i x r r

CLL x r CLL x r CLL x e e

e

e e e

e e

e e

 



   

 

 

   

 

   

 

 

       



      



  

           

   

   

  

  

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

2

2

2

( 1) ( 1) 2

( 1) [ 2( 1) ] 4

( 1) [ 2( 1) ] 4

( 1) ( ( )) 4 .

i x

i x i r r i x i r r i x

i x r r i x r r i x

r i x r r r i x

r i x r r r i x

r i x

k

e

e e e e e

e e e

e e

e e

CLL r e



    

  

 

 



 

 

 

 

 







  

    

     

     

  

 

 

Burada, özel olarak,  r  1  alınırsa 

 

2 2( 1) ( 1) ( ( )) ( 4 )i x

k k kCLL x CLL x CLL x k e        

 

eĢitliği elde edilir. 

 

k-Lucas Spiralleri için Metalik Shofarlar (Metalik Boynuzlar) 

 

 1 1Re( ( )) cos( ) ( ),x x

kCLL x x y x        
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1Im( ( )) sin( ) ( )x

kCLL x x z x                                                                                     (4. 10)                

 

fonksiyonları, sırasıyla, üç- boyutlu k Lucas spiralinin reel ve sanal kısımlarıdır.   

Buradan 

 

1 1

1

( ) cos( )

( ) sin( )

x x

x

y x x

z x x

  

 





 


                                                                                                 (4. 11) 

 

yazılır. Bu eĢitliklerin kareleri alınıp, taraf tarafa toplanırsa 

 

2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2

1 1

2 2 2

1

2

1

( ( ) ) ( ( )) (cos( ) ) (sin( ) )

cos ( ) sin ( )

(cos ( ) sin ( ))

( )

x x x

x x

x

x

y x z x x x

x x

x x

    

   

  



 

 





   

 

 



         

 

olduğundan                                                                           

 

2 2 2

1 1( ( ) ) ( ( )) ( )x xy x z x                                                                                           (4. 12) 

 

eĢitliği elde edilir. 

 

Ayrıca, EĢ. 4.12 den 

 

2 2 2

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

( ( )) ( ) ( ( ) )

( ( ) )( ( ) )

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )][ ( ) ( )]

x x

x x x x

x x x x

k k

z x y x

y x y x

y x y x

cL h x y x y x sL h x

 

   

   





 

  

    

          

  

          

 

eĢitliği yazılır. Dolayısıyla EĢ. 4.12 yerine aĢağıdaki EĢ. 4.13 ü verebiliriz: 

 

2[ ( ) ][ ( )] .k kcL h x y y sL h x z                                                                                        (4. 13) 
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(4.12) de, eğer özel olarak  k  1  alınırsa,  
1 5

2
   olmak üzere, 2

2 2 1( ) x

xy z


    

denklemi ile tanımlı Altın Shofar elde edilir. 

 

 Eğer k  2  alınırsa ,   1  2  olmak üzere, 2

2 2 1( ) x

xy z


    denklemiyle tanımlı 

Gümüş Shofar elde edilir. 

 

Eğer 3k   alınırsa,  
3 1 3

2
   olmak üzere, 2

2 2 1( ) x

xy z


    denklemiyle tanımlı 

Bronz Shofar elde edilir. 

 

k  1,2,3  değerlerine karĢılık gelen k -Lucas spiralleri için Metalik Shofarlar aĢağıdaki 

gibi geometrik olarak verilebilir: 

 

a) b) c)  

 

ġekil 4.4. k -Lucas spiralleri için Metalik Shofarlar: a) Altın Shofar, b) GümüĢ Shofar,  

                 c) Bronz Shofar 
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5.  YARI-HİPERBOLİK TRIBONACCI VE YARI-HİPERBOLİK             

      TRIBONACCI-LUCAS FONKSİYONLARI 

 

Bu bölümde, klasik hiperbolik fonksiyonların, bir bakıma, bir geniĢlemesini yapacağız. 

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayılarının sürekli bir versiyonunu elde etmiĢ olacağız. 

W.R. Spickerman‟ın [14] Tribonacci fonksiyonları için yaptığına benzer Ģekilde, biz de, 

Tribonacci-Lucas sayılarının Binet formülüne denk yeni bir bağıntı elde edeceğiz. Daha 

sonra, hiperbolik olmayan fakat klasik hiperbolik fonksiyonlara ait bazı özellikleri 

sağladığından dolayı, yarı-hiperbolik olarak adlandırdığımız yarı-hiperbolik Tribonacci ve 

yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarını tanımlayacağız. Son olarak, tanımlamıĢ 

olduğumuz bu fonksiyonların bazı rekürans ve hiperbolik özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

5.1. Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayıları 

 

BaĢlangıç Ģartları 

 

0 1 21,  2U U U     olmak üzere 

 

Un1  Un  Un1  Un2 , n  2   #   
                                                                              (5. 1) 

 

Ģeklinde tanımlanan rekürans bağıntısından elde edilen sayılara Tribonacci sayıları denir 

[14]. Bu rekürans bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine de Tribonacci dizisi denir. 

Burada nU , n  -inci Tribonacci sayısını göstermektedir. 

 

   
N

1, 1, 2, 4, 7, 13, 24,... .n n
U


  

 

 0 1 33,  1,  3V V V    olmak üzere 

 

Vn1  Vn  Vn1  Vn2 , n  2   #   
                                                                                (5. 2) 

 

Ģeklinde tanımlanan rekürans bağıntısından elde edilen sayılara Tribonacci-Lucas sayıları 
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denir [15]. Bu rekürans bağıntısının ürettiği tamsayılar dizisine de Tribonacci-Lucas dizisi 

denir. Burada nV , n  -inci Tribonacci- Lucas sayısını göstermektedir. 

 

   
N

3, 1, 3, 7, 11, 21,... .n n
V


  

 

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayıları için karakteristik denklem: 

 

3 2 1 0x x x                                                                                                                 (5. 3) 

 

Ģeklindedir. 

 

Bu karakteristik denklem biri reel, ikisi kompleks eĢlenik olmak üzere, üç köke sahiptir: 

 

 

 

3 3

1

3 3 3 3

2

3

1
19 3 33 19 3 33 1

3

1
2 19 3 33 19 3 33 3 19 3 33 19 3 33

6

  .

x

x i

x





 

     

         

 
                 (5. 4)

 

 

, ,   , (5. 3) karakteristik denkleminin kökleri olmak üzere, Tribonacci sayıları için 

Binet formülü: 

 

2 2 2

( )( ) ( )( ) ( )( )

n n n

nU
  

           

  

  
                                                      (5. 5)

 

 

Ģeklindedir [14]. 

 

W.R. Spickerman, aĢağıdaki bir dizi iĢlem sonucunda, (5. 5) Binet formülüne denk olan 

yeni bir eĢitlik tanımlamıĢtır [14]. 

 

Son iki terimin pay ve paydaları sırasıyla    ve     ile çarpılırsa 
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2 22

( )( ) ( )( ) ( )( )

n nn

nU
     

               

   
  

                                (5.6) 

 

eĢitliği elde edilir.  

 

Son iki terimin paydalarını yeniden düzenleyelim: 

 

  bir kompleks sayı olduğundan, iĢlem kolaylığı açısından,  yı en genel haliyle 

,  ba   olmak üzere a ib    Ģeklinde yazalım. a ib     Ģeklindedir. 

 

 

2 2

2

( )( ) ( )( ( ))( ( ))

( )(2 )( ))

( )(2 )( ( ))

2 ( )( )

2 (( ) )

2 .Im( ).

a ib a ib a ib a ib

a ib ib a ib

a ib ib a ib

ib a ib a ib

ib a b

i

       

 

 

 



  

          

    

     

     

   

  

 

 

elde edilir.  

 

Benzer Ģekilde ikinci terimin paydasını düzenleyelim: 

 

 

2 2

2

( )( ) ( )( ( ))( ( ))

( )( 2 )( ))

2 ( )( ( ))

2 (( ) )

2 .Im( ).

a ib a ib a ib a ib

a ib ib a ib

ib a ib a ib

ib a b

i

       

 

 



  

          

     

      

  

 

 

 

dir.  

 

Bunlar EĢ. 5.6 da yerlerine yazıldığında 

 

   2 22

2 2 2
2 .Im( ) 2 .Im( )

n nn

nU
i i

     

       

   
  

   
                                                    (5.7) 
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eĢitliği elde edilir. 

 

Im( )  ,   nın sanal, Re( )  da reel kısmı olmak üzere 

 

1

(cos sin ),

(cos sin );  tan (Im( ) / Re( ))n n

r i

r n i n

  

     

 

  
 

 

eĢitlikleri (5.7) de yerlerine yazılırsa 

 

   

   

   

 

2 22

2 2 2

2 22

2 2 2

2
2 2

2 2

2
2

2 2

2 .Im( ) 2 .Im( )

2 . sin 2 . sin .

1

2 . sin

1
(cos sin ) (cos si

2 . sin

n nn

n

n n

n

n n n

n n

U
i i

i r i r

i r

r i r i
i r

     

       

     


       


      

    


      

    

 

 

 



 
  

   

 
  

   

      
 

      
 

 

   

2

2
2 2 2 2

2 2

2
2 2 2 2

2 2 2

2
2

2 2

n )

1
( cos ) . sin . ( cos ) . sin .

2 . sin

cos 1
( ) ( )

2 . sin 2.

cos
(cos( 2) sin(

2 . sin

n

n n n n n

n n n n n

n n

r i r r i r
i r

r

i r

r
r n i n

i r

 


          

    

  
    

      

  
 

    



   

   



  

       
  


    

  


   

 

2

2 2

2

2
2 2

2 2 2

2

2 2

2) ) (cos( 2) sin( 2) )

1
(cos( 2) sin( 2) ) (cos( 2) sin( 2) )

2.

cos 1
( 2 .sin( 2) . ) 2. .cos( 2)

2 . sin 2.

cos
(

sin

n

n n

n n n

n

r n i n

r n i n r n i n

r
i n r r n

i r

r

  

   
 

  
  

      

  


    



 

 

      

         



     

  


 

 

1 2

2

2
1

2 2

2

2

1
sin( 2) . ) (cos( 2) . )

cos
( )(sin .cos 2 cos .sin 2 )

sin

1
(cos .cos 2 sin .sin 2 )

n n

n n

n

n r n r

r
r n n

r n n
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2
1 1

2 2 2

2 2

2 2

2
1 2

2 2 2

cos cos
( )sin .cos 2 ( )cos .sin 2

sin sin

1 1
.cos .cos 2 .sin .sin 2

cos 1
( ).cos 2 .sin 2 sin

sin

cos

sin

n n n

n n

n n n

r r
r n r n

r n r n

r
r r n

r

    
    

       

   
   

  
   

      

 



 

 

 

 
    

  

 
 

 
    
    


 1 2

2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

1
( ).sin 2 .cos 2 cos

sin cos cos 2 cos sin sin 2
( ) ( )

sin sin

sin cos (1 2sin ) cos
. . ( 2 cos )

sin

(

n n

n n
n

n n
n

n

r r n

r n r r r n r r

r n r r r n
r r

r

  
   

        


      

     
  

     




 

 
 
  
   

 
  

  

 
   

  

 


2 2

2 2

2 cos ) cos (1 2sin )
cos sin

sin

n nr r r
r n r n

    
 

    

  


 

 

 

iĢlemlerinin ardından 

 

2 2 2

2 2 2

( 2 cos ) cos (1 2sin )
cos sin

sin

n n n

n

r r r r
U r n r n

     
  

      

  
  

  
            (5.8) 

 

eĢitliği yazılır.

 

 

Burada,   n ,    rn cosn   ve  rn sinn  nın katsayıları sırasıyla    ,     and     ile 

gösterilirse 

 

0, 6184,  1, 8393

0, 7374,  0, 3816

0, 0374,  124, 69

r

 



 

 

 

  

 

 

yaklaĢık değerlerine sahip olmak üzere, (5. 5) Binet formülüne denk olan 

 

Un  n  rncosn  sinn   #   
                                                                             (5. 9) 
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eĢitliği elde edilmiĢ olur [14]. 

  

Benzer düĢünce ile, Tribonacci-Lucas sayılarının Binet formülüne denk yeni bir formül 

elde edeceğiz: 

 

, ,   ,  (5.3) karakteristik denkleminin kökleri olmak üzere, Tribonacci-Lucas sayıları 

için Binet formülü: 

 

2 2 2n n n

nV       
                                                                                                   (5.10)

 

 

Ģeklindedir [15]. 

 

 Im( ) ,   „nın sanal, Re( )  da reel kısmı olmak üzere 

 

1

(cos sin ),

(cos sin );  tan (Im( ) / Re( ))n n

r i

r n i n

  

     

 

  
 

 

eĢitlikleri kullanılarak 

 

   

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

cos( 2) sin( 2) cos( 2) sin( 2)

2. .cos( 2)

2 (cos .cos 2 sin .sin 2 )

2 .cos .cos 2 2 .sin .sin 2

(2 .cos 2 )( .co

n n n

n

n n n

n n

n n

n n

n n

V

r n i n r n i n

r n

r r n n

r r n r n

r r

  

     

  

     

     

  

  

 



  

        

  

    

    

  2

2 2 2 2

s ) (2 .sin 2 )( .sin )

[2 (1 2sin )] cos [ 4 sin cos ] sin

n

n n n

n r r n

r r n r r n

  

      



    

 

 

iĢlemlerinin sonucunda 

 

2 2 2 2cos [2 (1 2sin )] sin [ 4 sin cos ]n n n

nV r n r r n r          
                              (5.11) 

 

eĢitliği elde edilir.  
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O halde bu bilgiler ıĢığında aĢağıdaki tanımı verebiliriz: 

 

5.1.1. Tanım 

 

n ,    rn cosn  ve  rn sinn   nın katsayıları sırasıyla   

,    



  ve  


  ile gösterilirse, 

(5.10) Binet formülüne denk olan 

 

( cos sin )n n

nV r n n     
  

                                                                                (5. 12) 

 

eĢitliği yazılır. 

 

Bu eĢitlikteki sabitlerin yaklaĢık değerleri: 

 

3, 383,  1, 8393

0, 7374,  0, 7353

2, 0357,  124, 69

r

 



 







 

 

  

 

 

dir. 

 

5.2. Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonları 

 

5.2.1. Tanım 

 

 x  bir reel sayı olmak üzere 

 

sThx  x  rxcosx  sinx   #   
                                                                       (5.13) 

 

( ) ( cos sin )x xcTh x r x x                                                                                 (5. 14) 

 

Ģeklinde tanımlanan fonksiyonlara, sırasıyla, yarı-hiperbolik Tribonacci sinüs ve yarı-

hiperbolik Tribonacci kosinüs fonksiyonları denir. 
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Bu fonksiyonların grafikleri aĢağıdaki gibidir: 

 

 

ġekil 5.1.  Yarı-hiperbolik Tribonacci sinüs ve yarı-hiperbolik Tribonacci kosinüs          

                  fonksiyonları 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarının hiperbolik özellikleri 

 

Bu kısımda, yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarının, klasik hiperbolik fonksiyonlara 

ait özelliklerle benzerlik gösteren bazı özelliklerinden bahsedeceğiz. 

  

5.2.2. Teorem 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonları için  

 

2 2[ ( )] [ ( )] 4 ( ) [ cos sin ]xcTh x sTh x r x x         

 

eĢitliği sağlanır. 

 

 İspat  

 

EĢ. (5.9) ve EĢ. (5.10) kullanılarak 

 

2 2 2 2

2 2

2 2

[ ( )] [ ( )] [ ( cos sin )] [ ( cos sin )]

( ) 2( ). ( cos sin ) [ ( cos sin )]

[( ) 2( ). ( cos sin ) [ ( cos sin )] ]

4( ) [ cos sin

x x x x

x x x x

x x x x

x x

cTh x sTh x r x x r x x

r x x r x x

r x x r x x

r x x

         

         

         

    

      

    

    

  ]

4 ( ) [ cos sin ]xr x x      

 

-4 -2 0 2 4

5

10

x

y

sTh(x)

-4 -2 2 4

5

10

x

y

cTh(x)
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eĢitliğini elde ederiz. Böylelikle teorem ispat edilmiĢ olur. 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonları için aĢağıdaki eĢitlik geçerlidir: 

 

5.2.3. Teorem 

 

1[ ( ) ( )] (2 ) [[ ( ) ( )]n ncTh x sTh x cTh nx sTh nx     

 

dır. 

 

İspat  

 

EĢitliğin sol tarafını göz önüne alarak 

 

[ ( ) ( )] [ ( cos sin ) ( cos sin )]

(2 )

(2 )

n x x x x n

x n

n nx

cTh x sTh x r x x r x x         



 

      





 

 

eĢitliğini elde ederiz. 

 

EĢitliğin sağ tarafı için de 

 

1 1

1

(2 ) [[ ( ) ( )] (2 ) [ ( cos sin ) ( cos sin )]

(2 ) [2 ]

(2 )

n n nx nx nx nx

n nx

n nx

cTh nx sTh nx r nx nx r nx nx           

 

 

 



      





 

yazılır. Böylece her iki eĢitlikten, verilen ifade ispatlanmıĢ olur. 

  

5.2.4. Teorem  

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci kosinüs ve yarı-hiperbolik Tribonacci sinüs fonksiyonları için 
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2 2 2

2 2 2

)  2 ( ( )) ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( )

)  2 ( ( )) ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( )

x y x y

x y x y

i cTh x y cTh x cTh y sTh x sTh y r x y

ii sTh x y sTh x cTh y cTh x sTh y r x y

       

       

 

 

      

      

 

 eĢitlikleri sağlanır. 

 

İspat  

 

2 2 2

2 2 2

)  ( ). ( ) ( ). ( ) 2 ( ) 2 sin sin ( )

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

2 ( ) 2 sin sin ( )

[2

x y x y

x x y y

x x y y

x y x y

i cTh x cTh y sTh x sTh y r x y

r x x r y y

r x x r y y

r x y

      

         

         

      

 

 

    

    

    

   

 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin ] 2 ( ) 2 sin sin ( )

2 2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin 2

x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y x y

x y x

r x y r x y r x y

r x y r x y

r x y r x y r x y

r x y

          

         

          

   

   

  

   

 

  

    

   

  2 2 22 2 sin sin 2 sin sin

2 [ ( (cos cos sin sin ) (sin cos cos sin ))]

2 [ ( cos( ) sin( ) )]

2 ( ( )).

y x y x y x y

x y x y

x y x y

r x y r x y

r x y x y x y x y

r x y x y

cTh x y

        

           

     



  

 

 

  

    

    

 

 

 

2 2 2

2 2 2

)  ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( )

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

2 sin sin ( ) 2 ( )

[

x y x y

x x y y

x x y y

x y x y

ii sTh x cTh y cTh x sTh y r x y

r x x r y y

r x x r y y

r x y

      

         

         

      

 

 

    

    

    

   

 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin ] 2 sin sin ( ) 2 ( )

2 2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin 2

x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y x y

x y x

r x y r x y r x y

r x y r x y

r x y r x y r x y

r x y r

          

         

          

  

   

  

   



  

    

   

  2 2 2sin sin 2 sin sin 2 2

2 [ ( (cos cos sin sin ) (sin cos cos sin ))]

2 [ ( cos( ) sin( ) )]

2 ( ( ))

y x y x y x y

x y x y

x y x y

x y r x y

r x y x y x y x y

r x y x y

sTh x y

         

           

     



   

 

 

  

    

    

 

 

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmıĢ olur.  
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5.2.5. Sonuç   

 

Teorem 5.2.4 deki eĢitliklerde  y  x   alınmasıyla 

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( (2 )) [ ( )] [ ( )] 2 sin ( ) 2 ( )

2 ( (2 )) 2 ( ). ( ) 2 sin ( ) 2 ( )

x x

x x

cTh x cTh x sTh x r x

sTh x sTh x cTh x r x

      

      

     

    
 

 

eĢitlikleri elde edilir. 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonları ve Tribonacci sayıları 

 

ġimdi, yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarının, Tribonacci sayılarına ait özelliklerle 

benzerlik gösteren bazı özelliklerine bakacağız. 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci fonksiyonlarının indirgeme bağıntılarını aĢağıdaki teoremle 

verebiliriz: 

 

 5.2.6. Teorem  

 

)  ( 1) ( ) ( 1) ( 2)

)  ( 1) ( ) ( 1) ( 2)

i sTh x sTh x sTh x sTh x

ii cTh x cTh x cTh x cTh x

     

     
 

 

eĢitlikleri geçerlidir. 

 

İspat  

 

)  i  Sırasıyla, eĢitliğin sol ve sağ taraflarına bakarsak 

 

sThx  1  x1  rx1cosx  1  sinx  1

 x1  rx1cosx cos  sinx sin  sinx cos  cosx sin

 x1  rx1cosx cos  rx1 sinx sin  rx1sinx cos  rx1sinx cos
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1 1

2 2

1 2

1

( ) ( 1) ( 2) [ ( cos sin )]

[ ( cos( 1) sin( 1) )]

[ ( cos( 2) sin( 2) )]

[ ] [ cos sin ]

[ (cos cos sin sin ) (sin cos cos

x x

x x

x x

x x x x

x

sTh x sTh x sTh x r x x

r x x

r x x

r x x

r x x x x

    

    

    

       

        

 

 

 



      

    

    

    

   

2

2 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1

sin )]

[ (cos cos 2 sin sin 2 ) (sin cos 2 cos sin 2 )]

( 1) cos (1 cos cos 2 )

sin ( sin sin 2 ) sin (1 cos cos 2 )

cos ( sin sin 2 )

co

x

x x

x x

x

x x

r x x x x

r x r r

r x r r r x r r

r x r r

r



         

      

       

   

 



  

   

 



   

     

    

 

  1 2

1 2 1 2

1 2

s (1 cos cos 2 )

sin ( sin sin 2 ) sin (1 cos cos 2 )

cos ( sin sin 2 )

x x

x

x r r

r x r r r x r r

r x r r

  

       

   

 

   

 

 

    

 

  

1  r1 cos  r2 cos2  rcos   ve  1 2sin sin 2 sinr r r        olduğu göz önüne 

alınırsa, istenilen eĢitlik elde edilmiĢ olur. 

 

Benzer Ģekilde ikinci iddianın da doğruluğu kolayca görülebilir. 

 

5.3. Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonları 

 

 5.3.1. Tanım 

 

 x   bir reel sayı olsun.  

 

sTLhx  

x  rx


cosx  


sinx   #   

                                                                (5. 15) 

 

( ) ( cos sin )x xcTLh x r x x     
  

  
                                                                 (5. 16) 

 

fonksiyonlarına, sırasıyla, yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas sinüs ve yarı-hiperbolik 

Tribonacci-Lucas kosinüs fonksiyonları denir. 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas sinüs ve yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas kosinüs 

fonksiyonlarının grafikleri aĢağıda verilmiĢtir: 
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ġekil 5.2. Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas sinüs ve yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas         

                 kosinüs fonksiyonları 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarının hiperbolik özellikleri 

 

ġimdi, yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarının klasik hiperbolik fonksiyonlara 

ait özellikler ile benzerlik gösteren bazı özelliklerine bakacağız. 

 

5.3.2. Teorem  

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonları için  

 

2 2[ ( )] [ ( )] 4 ( ) [ cos sin ]xcTLh x sTLh x r x x     
  

    

 

eĢitliği vardır. 

 

İspat  

 

cTLhx2  sTLhx2  

x  rx


cosx  


sinx2  


x  rx


cosx  


sinx2

 

x2  2


x. rx


cosx  


sinx  rx


cosx  


sinx2

 

x2  2


x. rx


cosx  


sinx  rx


cosx  


sinx2

 4

xrx


cosx  


sinx

 4

rx


cosx  


sinx.

 

5.3.3. Teorem 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonları için 

 

-4 -2 2 4

20

40

60

x

y

sTLh(x)

-4 -2 2 4

20

40

60

x

y

cTLh(x)
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cTLhx  sTLhxn  2

n1cTLhnx  sTLhnx.

 

 

eĢitliği geçerlidir. 

 

İspat  

 

Önce eĢitliğin sol tarafına bakalım: 

 

cTLhx  sTLhxn  

x  rx


cosx  


sinx  


x  rx


cosx  


sinxn

 2

xn

 2

nnx.

 

Daha sonra eĢitliğin sağ tarafına bakarsak: 

 

1 1

1

(2 ) [[ ( ) ( )] (2 ) [ ( cos sin ) ( cos sin )]

(2 ) [2 ]

(2 )

n n nx nx nx nx

n nx

n nx

cTLh nx sTLh nx r nx nx r nx nx             

  

 

       

 



 



      





 

elde edilir. Böylelikle ispat tamamlanmıĢ olur. 

  

5.3.4. Teorem 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas kosinüs ve yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas 

fonksiyonları için 

 

2 2 2

2 2 2

)  2 ( ( )) ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( )

)  2 ( ( )) ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( ).

x y x y

x y x y

i cTLh x y cTLh x cTLh y sTLh x sTLh y r x y

ii sTLh x y sTLh x cTLh y cTLh x sTLh y r x y

       

       

     

      

 

 

      

      

 

eĢitlikleri yazılabilir. 
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İspat 

 

2 2 2

2

)  ( ). ( ) ( ). ( ) 2 ( ) 2 sin sin ( )

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

2 ( ) 2

x y x y

x x y y

x x y y

x y

i cTLh x cTLh y sTLh x sTLh y r x y

r x x r y y

r x x r y y

r

      

           

          

  

      

     

    

   

    

    

    

   2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

sin sin ( )

[2 2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin ] 2 ( ) 2 sin sin ( )

2 2 cos cos 2 sin sin

x y

x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

x y

r x y r x y r x y

r x y r x y

r x y r x y

   

           

          

       

  

        

         

     



   

    

   

2 2 2

2 sin cos

2 cos sin 2 2 2 sin sin 2 sin sin

2 [ ( (cos cos sin sin ) (sin cos cos sin ))]

2 [ ( cos( ) sin(

x y

x y x y x y x y x y

x y x y

x y x y

r x y

r x y r x y r x y

r x y x y x y x y

r x y

   

             

            

     

  

          

     

     

    

    

    ) )]

2 ( ( )).

x y

cTLh x y



 



 

 

2 2 2)  ( ). ( ) ( ). ( ) 2 sin sin ( ) 2 ( )

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

[ ( cos sin )][ ( cos sin )]

2 sin sin (

x y x y

x x y y

x x y y

x y

ii sTLh x cTLh y cTLh x sTLh y r x y

r x x r y y

r x x r y y

r x y

      

           

           

 

      

     

     



    

    

    

 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

) 2 ( )

[2 2 cos cos 2 sin sin 2 sin cos

2 cos sin ] 2 sin sin ( ) 2 ( )

2 2 cos cos 2 sin sin

x y

x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x y

r x y r x y r x y

r x y r x y

r x y r x y

    

           

          

      

     

        

         

     

  

   

    

  

2 2 2

2 sin cos

2 cos sin 2 sin sin 2 sin sin 2 2

2 [ ( (cos cos sin sin ) (sin cos cos sin ))]

2 [ ( cos( ) si

x y

x y x y x y x y x y

x y x y

x y x y

r x y

r x y r x y r x y

r x y x y x y x y

r x y

    

             

           

     

  

           

    

     



    

    

    n( ) )]

2 ( ( ))

x y

sTLh x y



 



 

 

elde edilir. Böylelikle istenilen ifade ispat edilmiĢ olur.

 

 

5.3.5. Sonuç 

 

 

Teorem 5.3.4 de  y  x   alınmasıyla 

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 ( (2 )) [ ( )] [ ( )] 2 sin ( ) 2 ( )

2 ( (2 )) 2 ( ). ( ) 2 sin ( ) 2 ( )

x x

x x

cTLh x cTLh x sTLh x r x

sTLh x sTLh x cTLh x r x
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eĢitlikleri elde edilir. 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonları ve klasik Tribonacci-Lucas sayıları 

  

ġimdi, yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonlarının, klasik Tribonacci-Lucas 

sayılarına ait özelliklerle benzerlik gösteren bazı özelliklerinden bahsedeceğiz. 

 

5.3.6. Teorem 

 

Yarı-hiperbolik Tribonacci-Lucas fonksiyonları için indirgeme bağıntıları 

 

)  ( 1) ( ) ( 1) ( 2)

)  ( 1) ( ) ( 1) ( 2)

i sTLh x sTLh x sTLh x sTLh x

ii cTLh x cTLh x cTLh x cTLh x

     

     
 

 

eĢitlikleriyle verilebilir. 

 

İspat  

 

Ġlk eĢitliği aĢağıdaki gibi ispatlayabiliriz. Diğer eĢitlik de benzer biçimde ispatlanabilir. 

 

)  i  EĢitliğin sırasıyla sol ve sağ taraflarına bakalım: 

 

sTLhx  1  

x1  rx1


cosx  1  


sinx  1

 

x1  rx1


cosx cos  sinx sin  


sinx cos  cosx sin

 

x1  rx1


cosx cos  rx1


sinx sin  rx1


sinx cos  rx1


sinx cos

 

1 1

2 2

1 2

1

( ) ( 1) ( 2) [ ( cos sin )]

[ ( cos( 1) sin( 1) )]

[ ( cos( 2) sin( 2) )]

[ ] [ cos sin ]

[ (cos cos sin sin )

x x

x x

x x

x x x x

x

sTLh x sTLh x sTLh x r x x

r x x

r x x

r x x

r x x

     

     

     

       

     

  

  

  

  



 

 

 



      

    

    

    

  

2

(sin cos cos sin )]

[ (cos cos 2 sin sin 2 ) (sin cos 2 cos sin 2 )]x

x x

r x x x x
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2 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 1 2

1 2

( 1) cos (1 cos cos 2 )

sin ( sin sin 2 ) sin (1 cos cos 2 )

cos ( sin sin 2 )

cos (1 cos cos 2 )

sin ( sin sin 2 )

x x

x x

x

x x

x x

r x r r

r x r r r x r r

r x r r

r x r r

r x r r r

       

       

   

     

    

 

 



 



  

   

 

  

 

     

    

 

   

   1 2

1 2

sin (1 cos cos 2 )

cos ( sin sin 2 )x

x r r

r x r r

  

   





 

 

 

 

 

  

1  r1 cos  r2 cos2  rcos   ve  1 2sin sin 2 sinr r r        eĢitlikleri 

kullanılarak, teorem ispatlanmıĢ olur. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



74 
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6. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu araĢtırma sayesinde, daha önce Falcon ve Plaza tarafından [9] çalıĢılmıĢ olan  

k -Fibonacci hiperbolik fonksiyonlarına benzer olarak k-Lucas hiperbolik fonksiyonları 

tanımlanmıĢtır. k -Fibonacci sayıları ile k -Lucas sayıları arasında var olan bazı 

bağıntıların benzerlerinin k -Fibonacci hiperbolik fonksiyonları ile k-Lucas hiperbolik 

fonksiyonları arasında da var olduğu gösterilmiĢtir.  

 

Ayrıca, bugüne kadar ikinci mertebeden rekürans dizileri için elde edilen hiperbolik 

fonksiyon tanımlamalarına benzer olarak, bu çalıĢmada, üçüncü mertebeden rekürans 

dizileri için hiperbolik fonksiyon tanımları yapılmaya çalıĢıldı. Dolayısıyla, üçüncü 

mertebeden rekürans dizilerinin sürekli birer versiyonları elde edilmiĢ oldu. 
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