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SİMGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalışmada kullanılmış simgeler ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte aşağıda 

sunulmuştur: 

 

Simgeler     Açıklamalar  

 

 x                                                                Taban fonksiyonu 

i                                                                  Ardışık fark 

 nf *                                                  nkf   eşitsizliği için en büyük pozitif k
 
tamsayısı 

 nFk                                                 
,2,1,0k  için tamsayıların bir dizisi  

 nCf
                                              

 nf  dizisinin tamlayıcı dizisi  

 kf               kf : ℤ⁺→ ℤ⁺ şeklinde tanımlı fonksiyon 

 

Kısaltmalar    Açıklamalar 

 

ℝ      Reel sayılar kümesi 

ℤ Tamsayılar kümesi 

ℤ⁺ Pozitif tamsayılar kümesi 
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1. GİRİŞ 

 

Problem Durumu/ Konunun Tanımı 

 

Fibonacci, Tribonacci, aritmetik diziler ve bu dizilerin tamlayıcı dizileri ilginç bir 

araştırma alanıdır. 

 

Tamlayıcı indirgeme bağıntıları, tamlayıcı diziler ve bu dizilerin uygulamaları hakkında 

geçmişten günümüze kadar çeşitli çalışmalar yapılmıştır. 

 

Tamlayıcı diziler hakkında ilk çalışma “Beatty Problemi” ismi ile 1926 yılında Samuel 

Beatty tarafından yapılmıştır (Beatty, 1926). Lambek ve Moser “Doğal sayıların tamlayıcı 

dizilerini ve bu tamlayıcı dizilerin terslerini” göstermişlerdir (Lambek ve Moser, 1954). 

Fraenkel ise; “Pozitif tamsayıların tamlayıcı sistemlerini” göstermiştir (Fraenkel, 1977). 

Daha sonra Spickerman ve Joyner “Tamlayıcı dizilerin genel terimi” hakkında bilgi 

vermiştir (Spickerman ve Joyner, 1989). Gargano ve Quintas’ ın “Tamlayıcı aritmetik 

diziler” üstüne çalışmaları vardır (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

Bazı dizilerin tamlayıcı dizileri ve pozitif tamsayıların tamlayıcı sistemleri hakkında da 

önemli çalışmalar yapılmıştır. Bu çalışmalar şunlardır: “Tamlayıcı Fibonacci dizileri” 

Bode, Harborth ve Kimberling (2007), “Tamlayıcı denklemler” (Kimberling, 2007) 

“Tamlayıcı denklemler ve Wythoff dizileri” (Kimberling, 2008) ve “Beatty ve Wythoff  

dizileri” (Kimberling, 2011).  şeklindedir. 

 

Araştırmanın Amacı 

 

Araştırmadaki amacımız, pozitif tamsayıların tamlayıcı sistemleri ve tamlayıcı Fibonacci 

dizilerinin özelliklerinden yararlanarak Tribonacci benzeri dizilerin tamlayıcı dizileri ve bu 

dizilerin özelliklerini göstermektir. 
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Araştırmanın Önemi 

 

Yapılan bu çalışmada, elemanları pozitif tamsayılardan oluşan herhangi bir dizinin, ilk iki 

terimi ya da dizi için başlangıç koşulu verildiğinde Tribonacci-benzeri indirgeme bağıntısı 

tanımlanarak, tamlayıcı dizisi elde edilmiştir. Her iki dizinin elemanları birbirinden farklı 

olup, tüm pozitif tamsayıları oluşturur. Farklı indirgeme bağıntıları tanımlanarak ya da 

herhangi iki dizinin elemanları birbirinden farklı olacak şekilde genel terimleri 

belirlenerek, birbirlerinin tamlayıcı dizisi olduğu gösterilebilir. Bu dizilerin en önemli 

noktası ise, tamsayıları oluşturmasıdır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE ÖNERMELER 

 

Bu bölümde, çalışma boyunca kullanılacak bazı temel tanımlar ve önermeler verilmiştir.   

                                                                                                                                                                 

2.1. Bazı Dizilerin Tamlayıcı Dizileri ve Özellikleri  

 

2.1.1. Tanım 

 

Hiçbir ortak elemanı olmayan ve elemanlarının birleşimi tüm pozitif tamsayıların kümesini 

oluşturan dizilere tamlayıcı dizi denir. 

 

Örnek 

 

1. Rastgele seçilen     22, 20, 18, 16, 15, 11, 8, 6, 5, 1,    dizisinin tamlayıcı dizisi

  19, 17, 14, 13, 12, 10, 9, 7, 4, 3, 2,   şeklindedir. 

 

2. n∈ℤ⁺ olmak üzere    12  nnF  şeklinde tek tamsayılardan oluşan   nF  dizisinin 

tamlayıcı dizisi,    nnG 2  şeklinde çift tamsayılardan oluşan   nG  dizisidir (Bkz. 

Tanım 2.1.3). 

 

2.1.2. Tanım 

 

x∈ℝ, m∈ℤ olmak üzere  x = max{m∈ℤ: m≤x} şeklinde tanımlanan fonksiyona taban 

fonksiyonu denir. Bu çalışmada kullandığımız taban fonksiyonunun özellikleri: 

 

a)   xmxmx  1  

b)   1 mxmmx  

c) n∈ℤ olmak üzere     nxnx   

d)           1 yxyxyx
 

şeklindedir. 
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2.1.3. Tanım 

 

Sonlu veya sonsuz herhangi   nF  ve   nG  dizilerinin genel terimleriyle birlikte 

tanımlanmasına bu dizilerin kapalı formları denir. Örneğin;     ,10,8,6,4,2nF  

dizisinin kapalı formu    nnF 2 ,     ,11,9,7,5,3nG  dizisinin kapalı formu 

   12  nnG  şeklindedir. 

 

2.1.4. Tanım 

 

 nf : ℤ⁺→ ℤ⁺ şeklinde tanımlı fonksiyon olsun.   nkf   eşitsizliğini sağlayacak şekilde 

en büyük k  pozitif tamsayısı “  nf  ” şeklinde tanımlanır. Eğer bu şartı sağlayan k  

pozitif tamsayısı yoksa   0 nf dır (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

Örnek 

 

Rastgele verilen  nf  fonksiyonunun değerleri için; 

 

Çizelge 2.1.  nf *  dizisinin ilk dokuz değeri 

 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 nf  2 4 7 7 8 11 13 16 20 

 nf   0 0 1 1 2 2 2 4 5 

 

şeklindedir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

2.1.1. Teorem 

 

 nf : ℤ⁺→ ℤ⁺ şeklinde tanımlı fonksiyon ise; bu durumda      nnfnF   ve 

     nnfnG    tamlayıcı dizilerdir. Tersine   nF  ve   nG  tamlayıcı diziler 

olduğunda öyle bir azalmayan  nf  fonksiyonu vardır ki;      nnfnF   ve 

     nnfnG    dir (Gargano ve Quintas, 2003). 
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İspat 

 

İlk olarak gerek şartı ispatlayalım. 

 

 nf  azalmayan fonksiyon olduğundan  nf *  fonksiyonu artan olup,   nF  ve   nG  

dizileri kesinlikle artandır. 

 

Kabul edelim ki; 1m  ve m  ilk dizi olan   nF  dizisinde bulunmasın. O halde 

  ssfm   eşitliğini sağlayan hiçbir s  yoktur. m ’ nin ikinci dizi olan   nG  dizisinde 

bulunduğunu gösterelim. Eğer    000 ffm   ise   0* mf  olup,   mmfm  *  

eşitliği yazılabilir. Böylece m  ikinci dizi olan   nG  dizisinde bulunmuş olur. Eğer 

  00  fm  ise;    1)(  lflmflf  eşitsizliğini sağlayan öyle bir l  vardır ki 

     11  llfmllf  dir. Bu eşitsizlikte 0l  ise,    10 fmf   olur. Buradan 

  0* mf  ve   mmfm  *  olduğundan m  ikinci dizi olan   nG  dizisinde bulunur. 

Eğer 1l  ise,  lmfl  *  şeklindedir. Ayrıca   lmlf 0  olduğundan llm   

ifadesi görülür.    lmlmflmlm  )(*  değeri de ikinci dizi olan   nG  de 

bulunur. 

 

Karşıt olarak, 1m  ve m  ikinci dizi olan   nG  de ise, m ’ nin ilk dizi olan   nF  

dizisinde bulunmadığını gösterelim. 1, rm  ve   rrfm  *  olsun. Buradan 

 rfrm *  dir. 

Eğer rm   ise,    mfrf **0   olur.   mkf   eşitsizliğini sağlayıp 1k  olan hiçbir 

tamsayı yoktur. f  azalmayan fonksiyonu için her 1s  olduğunda   mssf   olduğu 

açıktır.   mf 1  ve m  ilk dizi olan   nF  dizisinde bulunmadığı görülür. Eğer  

  1 rm  ise, 

   1 rmfrrmf  

         rmrmfrmrrmrmf  1  

       11  rmrmfmrmrmf   

dir. Her   1 rmk  için;      11  kkfmkkf  olup, m  ilk dizi olan   nF  

dizisinde bulunmaz. 
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Örnek 

 

Rastgele verilen  nf  fonksiyonunun değerleri için; 

 

Çizelge 2.2.  nF  ve  nG  tamlayıcı dizilerinin ilk dokuz değeri 

 

   1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
2 4 7 7 8 11 13 16 20 

 
0 0 1 1 2 2 2 4 5 

 
3 6 10 11 13 17 20 24 29 

 nG  1 2 4 5 7 8 9 12 14 

 

şeklindedir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

2.1.2. Teorem 

X  herhangi pozitif irrasyonel sayı ve 
X

XY
11  

 olsun.     XnnF  1
 

ve

    YnnG  1  tamlayıcı dizilerdir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

İspat 

 

X , Y  irrasyonel sayılar olup  nF ,  nG
 

dizilerinin her bir terimi   Xn  1  ve 

  Yn  1  şeklindedir. n ’ den küçük olan  X1  çarpanlarının sayısı   Xn 1/  , 

benzer şekilde n ’ den küçük olan  Y1  çarpanlarının sayısı   Yn 1/  olsun. 1 ile n  

arasında olan   Xn 1/  +   Yn 1/  terimleri bu dizilerde bulunur.  

  Xn 1/  ve   Yn 1/  tamsayı olmadıklarından ve  

            11/1/11/11/1  XXXYX  olduğundan 

    11/ Xn   Xn 1/    Xn 1/  

    11/ Yn   Yn 1/    Yn 1/  

 2n   Xn 1/  +
 

  Yn 1/  n   

dir.
 

  Xn 1/ +   Yn 1/  tamsayı olduğundan bu toplam n -1 olmalıdır. Bu dizilerde n  

den küçük n -1 terimleri vardır, buna benzer n +1 den küçük olan n  terimleri vardır. n

n

 nf

 nf 

 nF
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sayısını 1 artırarak bu şekilde devam edilir. Böylece     XnnF  1
 

ve

    YnnG  1  tamlayıcılardır. 

 

Örnek  

414,12 X  ve 707,0
1


X
Y  değerleri için; 

 

Çizelge 2.3.  nF ve  nG  tamlayıcı dizilerinin ilk yedi değeri 

 

 
1 2 3 4 5 6 7 

        

        

        

        

 

şeklindedir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

2.1.3. Teorem 

 

a)     2nnF   ve    nG  (   nn  ) tamlayıcı dizilerdir (Honsberger, 1973). 

b)    






 


2

2 nn
nF  ve   nG (   nn 2 ) tamlayıcı dizilerdir (Honsberger, 1973). 

İspat 

 

a)     2nnF   olmak üzere     ,100,81,64,49,36,25,16,9,4,1nF  dür. Teorem 2.1.1 

kullanılarak bu dizinin tamlayıcı dizisinin kapalı formu bulunacaktır.     2nnF   

olduğundan Teorem 2.1.1 den     nnnnFnf  2  dir. Tanım 2.1.4 den 

  nkk  25.02  olduğundan     nkkkf  2  dir. Böylece   nk 
2

5.0  

eşitsizliğinden   5.0 nk  olduğu görülür. Buradan   nf * (  n ) bulunmuş olur. 

n

  Xn 1 4,2 8,4 2,7 6,9 12 4,14 8,16

 nF 2 4 7 9 12 14 16

  Yn 1 7,1 4,3 1,5 8,6 5,8 2,10 9,11

 nG 1 3 5 6 8 10 11
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Teorem 2.1.1 den   nF  dizisinin tamlayıcı dizisi   nG  olup, kapalı formu 

        )  (* nnnnfnG  şeklindedir.  

 

b)    






 


2

2 nn
nF  olmak üzere     ,55,45,36,28,21,15,10,6,3,1nF  dir. Teorem 

2.1.1 kullanılarak   nG  dizisinin tamlayıcı dizisinin kapalı formu gösterilecektir. 

   






 


2

2 nn
nF  olduğundan Teorem 2.1.1 den     n

nn
nnFnf 







 


2

2

 dir. 

Tanım 2.1.4 den   kf *   nkk 
2

2

 nkk 225.02     nk 25.0
2
 

 5.02  nk  dur. Buradan   nf * (  n2 ) olduğu görülür. Teorem 2.1.1 den   nF  

dizisinin tamlayıcı dizisi   nG  olup, kapalı formu       nnfnG * (   nn 2 ) 

şeklindedir. 

 

2.1.4. Teorem 

 

    adnnF   (d > 1; 𝑛 ∈ ℤ; a, d ∈ ℤ sabitler) tamsayıların aritmetik dizisi ise; bu 

dizinin tamlayıcı dizisi   
 
  



























1

1

d

adn
nG  şeklindedir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

İspat 

 

Tanım 2.1.4 den     nkkFnfk   olduğundan   nakd 1  yazılabilir.  nf k  

fonksiyonunun tanım kümesi ℤ olmasından    
 









1

1*

d
an

nf  dir. Teorem 2.1.1 

den      nnfnG  *  olduğu için     
  
















1

1
d

adn
nG  dir. Böylece   nF  

ve   nG  tamlayıcı dizi çiftidir.  

 

Örnek 

 

 ,1 nF   nF2  ve  nF3  aritmetik dizileri için; 
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Çizelge 2.4.  nG1 ,  nG2  ve  nG3  tamlayıcı dizilerinin değerleri 

 

              

            

 nF2             

 nF3             

            

 nG2             

 nG3             

  

    131  nnF  için   
 
 

 















 




























2

23

13

23
1

nn
nG   

    322  nnF  için   
 
 

 42
12

42
2 

























 n

n
nG   

    553  nnF  için   
 
 

 















 




























4

45

15

45
3

nn
nG   

şeklindedir (Gargano ve Quintas, 2003). 

 

2.1.5. Tanım 

 

a)   nnF 0  ve 0k  için;     nFFnnF kk 1  şeklinde tanımlanır (Fraenkel, 1977). 

b) Tanım 2.1.4 den   nkf   eşitsizliğini sağlayacak şekilde en büyük k  pozitif tamsayısı 

“  nf  ” olmak üzere    nfnnCF   şeklinde tanımlanır (Fraenkel, 1977). 

 

2.1.5. Teorem 

 

   nFnCF k
k 

 lim  dir (Moser ve Lambek, 1954). 

 

 

 

n  4 3 2 1 0 1 2 3 4 

 nF1  11 8 5 2 1 4 7 10 13 

 5 3 1 1 3 5 7 9 11 

 25 20 15 10 5 0 5 10 15 

 nG1  7 6 4 3 1 0 2 3 5 

 12 10 8 6 4 2 0 2 4 

 4 3 2 1 1 2 3 4 6 
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İspat 

 

İlk olarak    nFnF kk 1  olduğunu tümevarım yoluyla gösterelim. 0k

 

için doğruluğu 

açıktır. Kabul edelim ki 0k  ve    nFnF kk 1  için doğru olsun. Tanım 2.1.5 den 

         nFnFFnnFFnnF kkkk   1

**

1  olup 1k  için de doğrudur.  

Kabulümüzden  *F  azalmayandır. Şimdi ise    nCFnFk   olduğunu gösterelim. 

Genelliği bozmadan  nCF  sonlu olarak kabul edilebilir. Farz edelim ki    nCFnFk 1  

olsun. Tanım 2.1.5 ve ileri sürülen hipoteze göre 

         nCFnCFFnnFFnnF kk  

*

1

*  dir. Buradan      nCFnFnG k
k




lim  

yazabiliriz. Aynı şekilde genelliği bozmadan  nG  sonlu kabul edilebilir. Yeterince büyük 

k  için            nGFnnFFnnFnFnG kkk

*

1

*

1    olup     nGFnGn *  

dir. Tanım 2.1.5 yardımıyla n  , CF ’ in  nG ’ i aşmayan eleman sayısıdır. Yani n  ,  

   nGmCF   eşitsizliğini sağlayan m  değerlerinin sayısıdır.    nGnCF   ve 

   nCFnG   olduğundan     nCFnG  nFk
k 
lim  dir. Böylece teorem ispatlanmış olur. 
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3. TAMLAYICI FİBONACCİ DİZİLERİ 

 

Bu bölümde “Tamlayıcı Fibonacci dizileri” (Bode ve diğerleri, 2007) çalışması 

incelenmiştir. 

 

3.1. Giriş 

                                       

Verilen 21,aa  değerleri için  ia  dizisinin Fibonacci-benzeri indirgeme bağıntısı ile 

21   iii cca  şeklinde  ic  dizisinden üretilir. Burada  ic  dizisi  ia  dizisinin bir 

tamlayıcısıdır.  

 

Pozitif tamsayılardan oluşan bir dizinin tamlayıcı dizisi, verilen dizide olmayan bütün 

pozitif tamsayıların kesinlikle artan dizisidir. Dizilerin tamlayıcıları örneğin [3-4]’de 

tartışılmıştır. Burada,  ic  dizisinin  ia  dizisinin tamlayıcısı olduğu ve  ia  dizisinin  ic

dizisinden Fibonacci-benzeri indirgeme bağıntısı ile belirlendiği,  ia  ve  ic
 
dizilerinden 

oluşan dizi çifleri dikkate alınmıştır. Şöyle ki, 21 aa   olmak üzere verilen 21,aa  için  ia  

ve  ic  dizileri aşağıdaki gibi belirlenir: 

 

21   iii cca
 
   3i , 

11 ac   , 2a  'den farklı en küçük pozitif tamsayı,                                                     (3.1)                  

12121 ,,,,,,,  iii cccaaac     2i  'den farklı en küçük pozitif tamsayı. 

 

1 ii ca
 
ve  ic  kesinlikle artan dizi olduğu için,

 
 ic  dizisinin  ia  dizisinin tamlayıcısı 

olduğuna dikkat edilmiştir.  ia  dizisi de en az 3i  için kesinlikle artacaktır. 

 

Örnek 

 

21 a , 52 a  seçildiğinde; 
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 ia (2, 5, 4, 9, 13, 15, 18, 21, 23, ), 

 ic (1, 3, 6, 7, 8, 10, 11, 12,  ) .         

 

dir. 

 

3.1.1. 021  aa  3mod  için sonuçlar 

 

Bu durumda  ia  dizisi 3  fark ile artan aritmetik dizidir. 

 

3.1.1. Teorem 

 

021  aa  3mod  olmak üzere 63  iai : 3i  şeklinde tanımlanan  ia  dizisinin 

tamlayıcı dizisi 






 


2

13i
ci

: 1i  şeklinde tanımlanan  ic  dizisidir Bode, Harborth ve 

Kimberling (2007). 

 

İspat 

 

İddia edilen dizilerin Eş. 3.1 eşitliğinde verilmiş olan üç eşitliğin koşullarını sağlaması 

gerekmektedir.
 

 

21   iii cca   

     63
2

116

2

73

2

43








 








 








 
 i

iii
   :  3i    

 

dür. 

 

312  aa  olduğundan, iddia edildiği gibi 11 c olur. Eş. 3.1 eşitliğinde verilen üçüncü 

eşitlik için ic ≢0  3 mod olduğundan 1j  için ji ac   elde edilmiştir.  ic  dizisi 

monoton artan olduğundan ij   için ji cc 
 
dir. Çift i  değerleri için en küçük olası değer 

11  ii cc  şeklindedir. Tek i  değerleri için de, 3i  için 63  iai 1
2

53



 ic

i
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011 ic  3 mod  olduğundan ve ij   için 11 ic bir ja  olduğundan, 21  ii cc  

değeri elde edilmiştir. 

 

3.1.2. 21 aa  ≢0  3mod  için sonuçlar 

 

 ia  dizisinin ardışık değerleri için farklar iii aa  1 , 3i  bir önceki durumdaki gibi 

daima 3  olarak bulunmaz. Burada üstel olarak artan indislerde 2  ve 4  farkları ve bir kez 

de 5  farkı ortaya çıkmıştır. 

 

3.1.2. Teorem 

 

5321  rjaa , 1r  veya 2r  için aşağıdaki indisler hariç 3i  için 3 i  ve  

33 a
 
dür. 

  

 rjvnfi ,,,4   

       
  








 





3

14

2

434
21412

nn
n rvrv

vj   

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2,   için 





,5

,4
i   

22

22





ji

ji

.

,

ise

ise
 

 

ve 

 

 rjvnfi ,,,2   

       
  








 





3

14

2

434
221424

nn
n rvrv

vvj  

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2,     için   2 i  

 

(Bode ve diğerleri (2007)). 
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İspat 

 

521  aa  olduğundan Eş. 3.1 eşitliğinde 11 c , 22 c  olduğu görülür. Böylece 33 a

’dür. Teorem 3.1.2 de rjaa  321  olduğundan, Eş. 3.1 ve Teorem 3.1.1 yardımıyla 

rji  23  için ic 






 


2

13i
 ve i = 3  dür. Yani, rji  2  indisi Teorem 3.1.1 deki  

ic 






 


2

13i
 değerinden farklı ic  değerini belirlemiştir. 521  aa  ve ,12  rji  

,2 rj   12  rj  değerleri için sırası ile 1r  ve 2r  değerleri için ,ic ia  ve i  

değerleri Çizelge 3.1. ve Çizelge 3.2.’ de verilmiştir. 

 

 

Çizelge 3.1. 1r  durumu 

 

 

 

 

 

 

Çizelge 3.2. 2r  durumu 

 

 

 

 

 

  

 

 

0n  ve v 1, 2, 3 değerleri için iddia edildiği gibi 4 i  
veya 5 i  şeklinde sıra dışı 

farklar mevcuttur. 22  ji  indisinin iki kez ortaya çıkardığı bir 5 i  
farkı aşağıdaki 

gibi gösterilmiştir: 

 

   1,,3,01,,2,022 44 jfjfj   ,       

   2,,2,02,,1,022 44 jfjfj  .             (3.2)                                                                     

     

Aşağıda,  ia  dizisindeki
 

4,3 x  ve 5  farklarının, 1 x  ardışık farkları i = 2 veya 3 

   i     ic      ia      i  

 j2  13 j    66 j      3  

12 j  23 j    36 j       4  

22 j  43 j    16 j       5  

   i     ic      ia       i  

12 j  13 j    36 j       3  

22 j  43 j    j6        5  

32 j  53 j    56 j        4  
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şeklinde olan  ic  dizisindeki 1 x  ardışık sayılarını belirlediği görülecektir. 2 i  

farkları yalnızca 4 x  
ve 5  farklarından ortaya çıkmaktadır ve her bir  4 j  farkına 

neden olmaktadır. Böylece bu durumlar tamamen  i ' yi belirler. Eş. 3.1 eşitliği 

kullanılarak 3 x için Çizelge 3.3’ de olduğu gibi iki fark 3 elde edilir. 

 

Çizelge 3.3. 3 x  ile belirlenen 3  fark değerleri 

 

   

 

  

 

 

 

4 x  ve xx dxa  3  kabul ederek ve Eş. 3.1 eşitliği
 
kullanılarak, Çizelge 3.4’ de 

gösterildiği gibi 2 y  ve 4 z  sıra dışı farkları da elde edilir. Çizelge 3.4’ de aynı 

zamanda x  ve y  indisleri arasında  ia  dizisinde 2  veya 4  değerinden farklı farkların, y  

ve z  indisleri arasında sırası ile 4  veya 2  farkına neden olduğu da görülmektedir. 

ii dia  3  olmak üzere 

 

iii dd  31  .                       (3.3)

                                                                      

yazarız. Çizelge 3.4’ den x  ve z indisleri için 4 i olduğundan  xz dd   olduğu görülür. 

Ardından, 

  641224333  xxxxzz dxddxdzdza
 

ifadesi 24  xdxz  

eşitliğini belirler. Buradan 3263  xy dxdyya  değerinden 

 3212 yx ddxy    değeri elde edilir. 

 

 

 i  
    ic  

   ia     i  

x            xa      3  

             
3xa        

                         

    1xa                

    1xa                

    2xa  
   xa2     3  

    4xa  
   

32 xa     3  

              
62 xa        



16 

 

 

Çizelge 3.4. 4 x  ile belirlenen  i 2, 3 ve 4 fark değerleri 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 Eğer Çizelge 3.4’ e karşılık gelen 5 x  ise, Çizelge 3.5’ de 21  yy  ve 

41  zz  fark çiftleri elde edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

i  
ic  ia  i  

x    xdx 3  4  

    43  xdx    

  13  xdx      

  13  xdx      

  23  xdx  xdx 26   3  

 3212 yx ddxy   33  xdx  326  xdx  2  

  53  xdx  526  xdx  3  

    826  xdx    

        

  226  xdx      

  426  xdx      

24  xdxz  626  xdx  6412  xdx  4  

    10412  xdx    

        
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Çizelge 3.5. 5 x  ile belirlenen  i 2, 3 ve 4 fark değerleri 

 

                  i  
        ic  

         ia           i  

x    xdx 3  5  

    53  xdx    

  13  xdx      

  13  xdx      

  23  xdx  xdx 26   3  

 3212 yx ddxy   33  xdx  326  xdx  2  

1y  43  xdx  526  xdx  2  

  63  xdx  726  xdx  3  

    1026  xdx    

  226  xdx      

  426  xdx      

24  xdxz  626  xdx  6412  xdx  4  

1z  826  xdx  10412  xdx  4  

    14412  xdx    

        
    

Çizelge 3.1 ve Çizelge 3.2 ile birlikte Çizelge 3.3 , Çizelge 3.4 ve Çizelge 3.5’ in esas 

alınması sonucu, sırası ile 1r  ve 2r  için Çizelge 3.6 ve Çizelge 3.7’ nin ilk 

satırlarında olduğu gibi 3 i sıra dışı
 
farkları dizisi olduğu sonucuna ulaşılmıştır. Teorem 

3.1.2 de kabul edildiği gibi, 0n  ve v 1, 2, 3 için karşılık gelen indislerin 4 i  
ve 

5 i  için  rjvnfi ,,,4  ve 2 i  için  rjvnfi ,,,2  olduğu ortaya çıkar. 5 i  

için Eş. 3.2 eşitliğini kontrol etmek kalır. 
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Çizelge 3.6. 1r  durumu için sıra dışı farklar 

 

i    4    5    2       2        2    4      4       4    2       2       2    4      4       4       

  

n   

 

 

 

0        0   

  

 0       0        0   

  

 1     1      1  

  

  1      1      1  

  

 2      2       2   

  

    

  

v   

 

 

 

1      3,2   

  

 1       2        3   

  

 1     2      3   

  

  1      2       3   

 

  1     2       3   

  

    

  

id   

 

 

  

6       5   

  

 3       4        5   

  

 6      5     4   

  

  3       4      5   

  

  6     5       4   

  

    

 

Çizelge 3.7. 2r  durumu için sıra dışı farklar 

 

i    5    4    2       2        2    4      4       4    2       2       2    4      4       4       

  

n   

 

 

 

0        0   

  

 0       0        0   

  

 1     1      1  

  

  1      1      1  

  

 2      2       2   

  

    

  

v   

 

 

 

2,1     3   

  

 1       2        3   

  

 1     2      3   

  

  1      2       3   

 

  1     2       3   

  

    

 

id   

 

 

  

6       4   

  

 3       4        5   

  

 6      5     4   

  

  3       4      5   

  

  6     5       4   

  

    

 

 

Çizelge 3.6 ve Çizelge 3.7’ nin son satırları için; ilk sıra dışı i  farkı için Çizelge 3.1 ve 

Çizelge 3.2’ den 62 rjd  değeri elde edilmiştir. Eş. 3.3 eşitliğine göre 3 i  için 

yalnızca aşağıdaki değerler değişir. Böylece şu sonuçlar ortaya çıkar: 

 

4 i  
için vdi  7    ve    

2 i  
için 2 vd i .                                                                   (3.4)                            

      

Çizelge 3.4’ den elde edilen vd x  7  ve 24  xdxz  ile Teorem 3.1.2 de olduğu gibi 

4 x  için  rjvnfx ,,,4  den aşağıdaki adım elde edilmiştir: 

 

    5,,,4,,,1 44  vrjvnfrjvnfz  . 
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Bununla birlikte Teorem 3.1.2 de kabul edildiği gibi Çizelge 3.4’ de 2 vd y  ve 

 3212 yx ddxy   kullanılarak aşağıdaki elde edilir: 

 

 rjvnfy ,,,2   3,,,2 4  vrjvnf  . 

   . 

Çizelge 3.5’ de verilen y  ve z  indisleri Çizelge 3.4’ deki indisler ile aynı olduğundan, 

5 x  için aşağıdakinin kontrol edilmesi kalır. 

 

    1,,3,1,,4,1 44  rjrfrjrf  ve  

    1,,3,0,,4,0 42  rjrfrjrf . 

 

 ia  dizisinin elemanları Eş. 3.3 eşitliğiyle birlikte Teorem 3.1.2 kullanılarak aşağıda 

olduğu gibi ifade edilmiştir.  

 

3.1.3. Teorem 

5321  rjaa  , r 1, 2 ve 2f , 4f  Teorem 3.1.2 deki gibi olmak üzere 

 

),,1,0(23 4 rjfrji   için 63  iai  ve 

 

tis   için ti dia  3   

 

olur. 

 

Burada 3 s  ve 3 t  durumu iki ardışık sıra dışı farktır ve 

 










,2

,7

v

v
d t   

 

 rjvnft

rjvnft

,,,

,,,

2

4





.

,

ise

ise
                                                       

 

(Bode ve diğerleri (2007)). 

 



20 

 

 

Eğer 521  aa  olursa, sıra dışı farkların dizisinin değişken olarak üçlü 4 i  ve üçlü

2 i  sırasından oluştuğu bulunmuştur. (Çizelge 3.6 ve Çizelge 3.7). Eğer    21 aa 1, 

2, veya 4 ise, bu durumda sıra dışı farkların dizisi 4 i  ve 2 i  dönüşümlü 

değerlerinden oluşur. 

 

3.1.4. Teorem 

 

 21 aa 1, 2, veya 4 olduğunda  ia  dizileri 0n  ve 3i  için aşağıdaki gibidir. 

 

121  aa : 

53 a , 74 a , 105 a , 

    14214 1

2

1

4   nn nfinf  için ,43  iai   

    141142 2

4

1

2   nn nfinf  için 53  iai . 

 

221  aa :
  

43 a  , 

    14142 1

24  nn nfinf  için 43  iai , 

    142114 1

4

1

2   nn nfinf  için 53  iai . 

                                                                 

421  aa : 

33 a ,  4a 7  , 

    146143 24  nn nfinf  için ,43  iai  

    1431146 1

42  nn nfinf  için 53  iai .
 

 

(Bode ve diğerleri (2007)). 

 

İspat 

 

Çizelge 3.8’ de sırası ile  21 aa 1, 2 ve 4 durumlarında   3,504  fi  ve 4  için 4 i
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farkı bulunmuştur. Eş. 3.3 eşitliği tarafından 5xd  ve 4yd
 
olduğundan, kabul edilen 

aralıklar  nfx 4  için, Çizelge 3.4’ e göre     341 44  nfnfz  ve 

    12 42  nfnfy  ile tümevarımsal olarak i  için takip edilir. 

 

Çizelge 3.8.  21 aa 1, 2 ve 4 için ilk sıra dışı farklar 

 

i    
ic      ia      i    

ic      ia      i    
ic      ia      i   

       

1   2       1   1      2    1       4   

   

2   

   

3       1  

  

3      2   

   

2       4   

  

3   

  

4       5         2   

   

5       4         4 

   

5       3         4   

   

4   

   

6       7       3   

 

 

 

6       8      3   

   

6       7         4 

 

5   

  

8       10        4 

   

7       11       2 

  

8      11        3   

  

6   

  

9       14      3   

 
     13         

  

9       14       3   

   

7   

   

11     17     3   

     

10     17        2 

   

8   

  

12      20      3   

     

    19        

   

9   

  

13      23      2 

    

 

10   

        

        25   
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4. TRİBONACCİ BENZERİ TAMLAYICI İNDİRGEME  

BAĞINTILARI    

 

4.1. Tamlayıcı Tribonacci Dizileri 

 

Bu bölümde  ic  dizisi;  ia  dizisinin tamlayıcısı olacak şekilde,  ia  ve  ic  şeklinde iki 

diziyi göz önüne alacağız. Yine belirtmeliyiz ki  ia  dizisi  ic  dizisinden Tribonacci-

benzeri bir indirgeme bağıntısı ile belirlenir. Yani 1a ve 2a , 21 aa   şartını sağlayan 

tamsayılar olmak üzere  ia  ve  ic  dizileri aşağıdaki şekilde belirlenir: 

 

321   iiii ccca   ,4i                                                                                                                                                        

11 ac   , 2a  'den farklı en küçük pozitif tamsayı,                                                     (4.1)                  

12121 ,,,,,,,  iii cccaaac      2i  'den farklı en küçük pozitif tamsayı, 

213 cca  . 

 

Burada, 1 ii ca  ve  ic  kesinlikle artan bir dizi olduğundan  ic  dizisinin  ia  dizisinin 

bir tamlayıcısı olduğuna dikkat çekelim. 

  

Örnek  

  

11 a , 42 a değerlerini seçtiğimizde aşağıdaki  ia  dizisi ile bunun tamlayıcısı olan 

 ic  dizisini elde ederiz.  

 

 ia =(1, 4, 5, 11, 16, 21, 24, 27, 31, 35, 39, 42, 46,  ), 

 ic  (2, 3, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 14, 15, 17,  ). 

 

4.1.1.   321  aa  4mod  için sonuçlar 

 

321  aa  4mod  için  ia  dizisi ortak farkı 4  olan aritmetik dizidir. 
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4.1.1. Teorem 

 

321  aa  4mod  ve 213 cca    olmak üzere 94  iai ,  4i   şeklinde 

tanımlanan  ia  dizisinin tamlayıcı dizisi, 









3

4i
ci

  ,  2i  şeklinde tanımlanan  ic  

dizisidir. 

 

İspat 

 

Yukarıda verilen dizilerin Eş. 4.1 eşitliğinde verilmiş olan dört eşitliğin koşullarını 

sağladığını gösterelim. Teorem 2.1.1 yardımıyla    kkfak

  9394  kkkakf k  
dir. Tanım 2.1.4 deki  if *

 den; ik 93  ve 

 
 








 


3

19* i
if  elde ederiz. Teorem 2.1.1 ve Tanım 2.1.4 yardımıyla  

 

iifci  )(*

2  

       






 








 


3

84

3

194 ii
,  0i   

 

olup,  

 

ic 









3

4i
,  2i  bulunur. 

 











3

4i
ci

 

ifadesi Eş. 4.1 eşitliğinde yerine yazılırsa; 

 

321   iiii ccca  

     94
3

)3.(4

3

)2.(4

3

)1.(4








 








 








 
 i

iii
,  4i  

 

elde edilir. 
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3123  aaa  için 11 c  olur. Eş. 4.1 eşitliğiyle ic ≢3  4mod  olduğunda 1j  için 

ic  ja  dir. Örneğin; 65 c ≢3  4mod  olduğunda, 

1j  için 15 ac  , 

2j  için 25 ac  , 

3j  için .35 ac 
 

 

bulunur. Ayrıca ij   için ic  jc  olduğundan  ic  dizisi monoton artar. 

  

4.1.1. Sonuç 

 

a) ni 3  ( n∈ℤ⁺) için 21  ii cc   olur. 

 

n
n

c n 4
3

3.4
3 








 , 

 
24

3

412

3

13.4
13 







 








 
 n

nn
c n

 

olduğundan 21  ii cc  dir.  

 

b) ni 3 +1 ( n∈ℤ⁺)  ve ni 3 +2 ( n∈ℤ⁺)  için 43  ii cc   olur.  

 

ni 3 +1 için; 

 

 
14

3

412

3

13.4
13 







 








 
 n

nn
c n , 

 
34

3

812

3

23.4
23313 







 








 
  n

nn
cc nn  olup, 43  ii cc  dür. 

  

ni 3 +2 için; 

 

 
24

3

812

3

23.4
23 







 








 
 n

nn
c n , 

 
24

3

412

3

13.4
13323 







 








 
  n

nn
cc nn  olup 43  ii cc  dür. 
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ni 3 +1 için 033 ic  4mod  ve 3
3

134
94 


 ii c

i
ia ,  4i   değerlerini elde 

ederiz. 

 

4.1.2. 21 aa  ≢3  4mod  için sonuçlar 

 

21 aa  ≢3  4mod  olduğunda  ia  dizisinin ardışık değerleri için farklar iii aa  1  

 4i , bir önceki durumdaki gibi her zaman 4  olarak bulunmaz. Üstel olarak artan 

indislerde 3  ve  5  farkları ve bir kere de  6   farkı oluşur. 

 

4.1.2. Teorem 

 

6421  rjaa  olmak üzere 0r  için; 

 

  rjvnfi ,,,5   

       
  








 





4

19

2

934
22913

nn
n rvrv

vj   

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2, için 





,6

,5
i   

23

23





ji

ji

.

,

ise

ise
                                                       

 

1r  veya 2r  için; 

 

 rjvnfi ,,,5   

       
  








 





4

19

2

934
21913

nn
n rvrv

vj   

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2, için 





,6

,5
i   

23

23





ji

ji

.

,

ise

ise
                                                       

ve 

0r  için;

 

 

 

 rjvnfi ,,,3    
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     
  








 



 

4

19

2

934
21313 12

nn
n rvrv

vvj  

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2,  için 3 i , 

 

1r  ve 2r  için; 

 

 rjvnfi ,,,3  

   

   

     
  








 



 

4

19

2

934
2.32313 12

nn
n rvrv

vvj  

v 1, 2, 3 ve n 0, 1, 2,  için 3 i  
olup, verilen bu indisler hariç 33 a  ve 4 i , 

 4i  dür. 

 

İspat 

 

621  aa  olduğunda Eş. 4.1 eşitliğinden dolayı  11 c , 22 c  olup 33 a   olur.  ic
 

dizisi Teorem 4.1.1 deki gibi verildiğinden Eş. 4.1 eşitliği ve Teorem 4.1.1, rji  34  

için 4 i  olduğunu belirtir. rji  3  indisi için ic  değerinin Teorem 4.1.1 deki 

değerinden farklı olduğu 








3

4i
214 aarj   eşitliğinde belirlenmiştir. Gerçekten; 

rji  34  , 

rji 412416  , 

3

412

3

4

3

16 rji 
  , 








 



















3

412

3

4

3

16 rji
, 

rj
i









 4

3

4
5

 

olup  

rjaa  421 = 








3

4i
 dür. 

 

6421  rjaa  ve 13  rji , rj 3  , 13  rj  olmak üzere ic , ia  ve  i ’ nin 
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değeri Çizelge 4.1, Çizelge 4.2 ve Çizelge 4.3’ de 0r , 1r  ve 2r   için 

gösterilmiştir. Bu durumlar: 

 

0r   için 6421  jaa olup 

 

2j   için; 

   ,58,54,51,47,43,39,35,31,25,20,15,11,7,3,8,8ia ,

   ,21,19,18,17,16,14,13,12,10,9,6,5,4,2,1ic .  

 

3j   için; 

   ,59,55,51,47,43,37,32,27,23,19,15,11,7,3,12,12ia , 

   ,21,20,18,17,16,14,13,10,9,8,6,5,4,2,1ic .     

 

şeklindedir. 

 

0r
 
ve  q  ℤ+ ∪ {0}

  
için  ic  dizisinin değerleri aşağıdaki gibidir: 

 

ci =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ⌊

4i

3
⌋ ,                                                 4  ≤ i <  3j+r ise,

 ⌊
4i

3
⌋+1,                                 3j+r  ≤ i ≤  3j+(r+1) ise,

 ⌊
4i

3
⌋+2,                           3j+(r+1) < i ≤ 3j+(r+2) ise,

                                         ⋮
                                         ⋮
                                         ⋮

⌊
4i

3
⌋+1,                 3j+r+(2q)  ≤ i ≤ 3j+r+(2q+1) ise,

⌊
4i

3
⌋+2,                 3j+r+(2q+1) < i ≤3j+r+(2q+2) ise.

 

 

iii aa  1   :  4i  yardımıyla 13  j , j3 , 13  j , 23  j ,
 
farklarını gösterelim.  

 

13  ji  için, 
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24
3

)13.(4
13 







 
 j

j
c j

  

2j  için 65 5  ci ,  

3j  için 108 8  ci . 

 

  913413  ja j   

131213  ja j  

2j  için 115 5  ai ,  

3j  için 238 8  ai .  

 

23  ji  için, 

 

 
34

3

23.4
23 







 
 j

j
c j   

2j  için 54 4  ci ,  

3j  için 97 7  ci . 

 

  923423  ja j   

171223  ja j   

2j  için 74 4  ai ,  

3j  için 197 7  ai .  

 

ji 3  için, 

 

141
3

)3.(4
3 








 j

j
c j  

2j  için 96 6  ci ,  

3j  için  139 9  ci . 

 

3323133   jjjj ccca  
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4434243  jjja j  

9123  ja j  

2j  için 156 6  ai  , 

3j  için 279 9  ai . 

 

13  ji  için, 

 

241
3

)13.(4
13 







 
 j

j
c j

  

2j  için 107 7  ci , 

3j  için 1410 10  ci .  

 

2313313   jjjj ccca  

34241413  jjja j   

13 ja  412  j   

2j  için 207 7  ai ,  

3j  için 3210 10  ai . 

 

23  ji  için, 

 

442
3

)23.(4
23 







 
 j

j
c j  

2j  için 128 8  ci ,  

3j  için 1611 11  ci . 

 

1331323   jjjj ccca   

24142423  jjja j   

23 ja  112  j   

2j  için 258 8  ai ,  
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3j  için 3711 11  ai . 

 

1. 13313   jjj aa   

             1312912  jj   

              4  

2. j3  jj aa 313     

             912412  jj  

             5  

3. 13  j   1323   jj aa   

              412112  jj   

              5   

4. 23  j   2333   jj aa   

               1323   jj cc   

               2444  jj   

               6   

 

Çizelge 4.1. 21 aa  ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  0r  için ic , ia  ve i  ‘ nin değerleri 

   i     ic       ia       i  

13 j   24 j    1312 j       4  

  3j  14 j    912 j        5  

13 j  24 j    412 j        5  

23 j  44 j    112 j       6  

 

 

23  ji  için 6 i  , 

23  ji  için 5 i  ,       

ji 34   için i 4 .  

olduğu görülür. 

 

1r   için 61421  jaa olup 
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2j   için; 

   ,59,55,51,47,43,39,35,30,24,19,15,11,7,3,9,9ia ,  

   ,21,20,18,17,16,14,13,12,10,8,6,5,4,2,1ic .   

 

3j   için; 

   ,59,55,51,47,42,36,31,27,23,19,15,11,7,3,13,13ia ,  

   ,21,20,18,17,16,14,12,10,9,8,6,5,4,2,1ic .   

 

şeklindedir. 

 

1r
 
ve  q  ℤ+ ∪ {0}

   
için  ic  dizisinin değerleri aşağıdaki gibidir: 

 

ci =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ⌊

4i

3
⌋ ,                                                 4  ≤ i <  3j+r ise,

 ⌊
4i

3
⌋ +1,                                 3j+r  ≤ i < 3j+(r+1) ise,

 ⌊
4i

3
⌋+2,                           3j+(r+1) ≤  i < 3j+(r+2) ise,

                                         ⋮
                                         ⋮
                                         ⋮

⌊
4i

3
⌋+1,                 3j+r+(2q)  ≤ i < 3j+r+(2q+1) ise,

⌊
4i

3
⌋+2,            3j+r+(2q+1) ≤  i < 3j+r+(2q+2) ise.

 

 

iii aa  1   :  4i  yardımıyla 13  j , j3 , 13  j , 23  j ,
 
farklarını gösterelim.  

 

ji 3  için, 

j
j

c j 4
3

)3.(4
3 








   

2j  için 86 6  ci ,  

3j  için 129 9  ci . 
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  9343  ja j   

9123  ja j   

2j  için 156 6  ai ,  

3j  için 279 9  ai .  

 

13  ji  için, 

 

 
24

3

13.4
13 







 
 j

j
c j

  

2j  için 65 5  ci ,  

3j  için 108 8  ci . 

 

  913413  ja j   

131213  ja j   

2j  için 115 5  ai ,  

3j  için 238 8  ai .  

 

13  ji  için, 

 

241
3

)13.(4
13 







 
 j

j
c j

 

2j  için 107 7  ci ,  

3j  için  1410 10  ci . 

 

2313313   jjjj ccca  

3424413  jjja j  

51213  ja j  

2j  için 197 7  ai  , 

3j  için 3110 10  ai . 
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23  ji  için, 

 

442
3

)23.(4
23 







 
 j

j
c j

  

2j  için 128 8  ci , 

3j  için 1611 11  ci .  

 

1331323   jjjj ccca   

2442423  jjja j  

23 ja  j12   

2j  için 248 8  ai ,  

3j  için 3611 11  ai . 

 

1. 13313   jjj aa   

             1312912  jj   

              4   

2. j3  jj aa 313     

             912512  jj  

             4   

3. 13  j   1323   jj aa   

              51212  jj   

             5   

4. 23  j   2333   jj aa   

               1323   jj cc   

       2444  jj  

               6   
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Çizelge 4.2. 21 aa  ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  1r  için ic , ia  ve i  ‘ nin değerleri 

   i     ic      ia       i  

13 j   24 j    1312 j       4  

  3j  j4    912 j        4  

13 j  14 j    512 j        5  

23 j  44 j    j12       6  

 

23  ji  için 6 i  , 

23  ji  için 5 i  ,       

134  ji  için i 4 .  

 

olduğu görülür. 

 

2r   için 62421  jaa olup 

 

1j   için; 

   ,60,57,53,49,45,42,39,35,31,27,22,17,11,7,3,6,6ia , 

   ,21,20,19,18,16,15,14,13,12,10,9,8,5,4,2,1ic .  

 

2j   için; 

   ,59,55,51,47,43,39,34,29,23,19,15,11,7,3,10,10ia ,  

   ,21,20,18,17,16,14,13,12,9,8,6,5,4,2,1ic .     

 

3j   için; 

   63,59,55,51,46,41,35,31,27,23,19,15,11,7,3,14,14ia ,     

   ,22,21,20,18,17,16,13,12,10,9,8,6,5,4,2,1ic . 

 

şeklindedir. 
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2r
 
ve  q  ℤ+ ∪ {0}

  
için  ic  dizisinin değerleri aşağıdaki gibidir: 

 

ci =

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 ⌊

4i

3
⌋ ,                                                 4  ≤ i <  3j+r ise,

 ⌊
4i

3
⌋+2,                                 3j+r  ≤ i < 3j+(r+1) ise,

 ⌊
4i

3
⌋+1,                           3j+(r+1) ≤  i < 3j+(r+2) ise,

                                      ⋮
                                          ⋮
                                          ⋮

⌊
4i

3
⌋+2,                 3j+r+(2q)  ≤ i < 3j+r+(2q+1) ise,

⌊
4i

3
⌋+1,            3j+r+(2q+1) ≤ i < 3j+r+(2q+2) ise.

 

 

 

iii aa  1   :  4i  yardımıyla 13  j , j3 , 13  j , 23  j , 33  j  
farklarını gösterelim.  

 

13  ji  için, 

 

14
3

)13.(4
13 







 
 j

j
c j

  

1j  için 54 4  ci ,  

2j  için 97 7  ci ,  

3j  için 1310 10  ci . 

 

  913413  ja j   

51213  ja j  

1j  için 74 4  ai , 

2j  için 197 7  ai ,  

3j  için 3110 10  ai .  

 

ji 3  için, 
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j
j

c j 4
3

3.4
3 








   

1j  için 43 3  ci ,  

2j  için 86 6  ci ,  

3j  için 129 9  ci . 

 

  9343  ja j   

9123  ja j   

1j  için 33 3  ai ,  

2j  için 156 6  ai ,  

3j  için 279 9  ai .  

 

13  ji  için, 

 

24
3

)13.(4
13 







 
 j

j
c j  

1j  için 22 2  ci ,  

2j  için 65 5  ci ,  

3j  için  108 8  ci . 

 

  913413  ja j  

131213  ja j  

2j  için 115 5  ai  , 

3j  için 238 8  ai . 

 

23  ji  için, 

 

442
3

)23.(4
23 







 
 j

j
c j   

1j  için 85 5  ci , 
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2j  için 128 8  ci , 

3j  için 1411 11  ci .  

 

1331323   jjjj ccca  

2441423  jjja j   

23 ja  112  j   

1j  için 115 5  ai ,  

2j  için 238 8  ai ,  

3j  için 3511 11  ai . 

 

33  ji  için, 

 

541
3

)33.(4
33 







 
 j

j
c j  

1j  için 96 6  ci  , 

2j  için 139 9  ci ,  

3j  için 1712 12  ci . 

   

jjjj ccca 3132333     

jjja j 4144433    

33 ja  512  j   

1j  için 176 6  ai ,   

2j  için 299 9  ai ,  

3j  için 4112 12  ai . 

 

1. 13313   jjj aa   

              1312912  jj   

              4   

2. j3  jj aa 313     
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             912512  jj  

               4   

3. 13  j   1323   jj aa   

              512112  jj   

              4   

4. 23  j   2333   jj aa   

               112512  jj   

               6   

5. 33  j   5343   jj aa   

               jj cc 333     

               jj 454    

               5   

 

 

Çizelge 4.3. 21 aa  ≢ 3 (mod 4) olmak üzere 2r  için ic , ia  ve i  ‘ nin değerleri 

 

   i     ic      ia       i  

13 j   24 j    1312 j       4  

  3j  j4    912 j        4  

13 j  14 j    512 j        4  

23 j  44 j    112 j       6  

33 j  54 j    512 j       5  

 

23  ji  için 6 i  , 

23  ji  için 5 i  ,       

234  ji  için i 4 .  

 

olduğu görülür. 

 

0n  ve v 1, 2, 3 değerleri için iddia edildiği gibi 5 i  yada 6 i  sıra dışı farklar  

bulunur. 
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6 i  
farkının ortaya çıkardığı 23  ji   indisi için üç durum oluşur: 

 

   0,,3,00,,2,023 55 jfjfj  ,  

   1,,3,01,,2,023 55 jfjfj   ,      

   2,,2,02,,1,023 55 jfjfj  .               (4.3)  

                                    

 ia
 
dizisindeki 5,4 x  ve 6  farklarının, 3  veya 4  olan 1 x ’ i sağlayan ardışık 

farkları i ' yi oluşturarak  ic  dizisindeki 1 x  ardışık sayılarını belirlediğini göreceğiz. 

3 i  farkları sadece 5 x  
ve 6  farklarından ortaya çıkar ve her bir  5 j  farklarına 

neden olmaktadır. Bütün bu durumlar  i ' yi belirler. 

 

Çizelge 4.4. 4 x  ile belirlenen 4  farkları 

i  
ic  ia  i  

x    xa  4  

    4xa    

        

  1xa      

  1xa      

  2xa  52 xa  4  

  4xa  92 xa  4  

    132 xa    

 

  

Çizelge 4.4’ deki gibi 4 farkları iki terimin farkı 4 x  için Eş. 4.1 eşitliği kullanılarak 

elde edilir. 

 

Kabul edelim ki 5 x  ve xx dxa  4  olsun. Eş. 4.1 eşitliği kullanılarak Çizelge 4.5’ de 

gösterildiği gibi 3 y  ve 5 z sıra dışı farkları elde ederiz. Ayrıca Çizelge 4.5‘ de x  

ve y  indisleri
 
arasında  ia  dizisinde 3  veya 5  değerinden farklı farkların; y  ve z

indisleri arasında sırası ile farkların 5  veya 3  olmasına sebep olur. ii dia  4 eşitliği 

kullanılarak  
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iii dd  41                                 (4.4)                                                                                                 

     

sonucunu elde ederiz.  

 

Çizelge 4.5’ de xz dd   dir. Ardından 2093644  xxzz dxdzdza  ifadesi 

529  xdxz
 

eşitliğini belirler. Burada 63124  xyy dxdya  eşitliğinden 










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy  değerini elde ederiz.  

 

 

Çizelge 4.5. 21 aa  ≢ 3 (mod 4) olmak üzere 5 x  ile belirlenen 3 , 4 ve 5  farkları 

 

        i  
         ia          i  

       x  
    xdx 4           5  

              
54  xdx             

                                  

                                  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy    

6312  xdx          3  

            
9312  xdx          4  

           
13312  xdx            

                                 

                                 

                                 
529  xdxz  20936  xdx          5  

                     
 

Çizelge 4.5’ de
 

 ise, Çizelge 4.6’ da  ile 5 z  ve  41  z  fark  

çifleri elde edilir.  

 

 

 

 

 

25936  xdx

6 x 31  yy
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Çizelge 4.6. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  ile belirlenen 3 , 4 ve 5  farkları  

 

         
     

          
 

        
  

           

        
  

           

                              

                              

 
          

                

                   

                             

                             

                             

          

                  

 

 

 ve ,  ve  için Çizelge 4.5 ve Çizelge 4.6’  da oluşan 

 farkları ve buna bağlı olarak  dizisinin terimlerini görelim: 

 

0r  olmak üzere; 

 

a)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin  fazlasında 

,  fazlasında ,  katının  fazlasında  ve  katının  

fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  6 x

i
ia i

x
xdx 4 6

1x 64  xdx 

  

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

1y 9312  xdx 3

 12312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

1z 25936  xdx 

6421  rjaa 0r 1r 2r

i  ia

 ia i 5 ia ia 16

i 4 10 i 6 3 6 i 3 9 20

i 5



43 

 

                                                                                                                                                                                 

 

Çizelge 4.7. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için  ile belirlenen 3 , 4 ve 5  

                    farkları  

 

         
     

         
 

        
  

          

         
 

          

                    

                    

                      

                              

                              

 
         

                  

                  

                            

                            

                            

          

         25936  xdx
         

         29936  xdx          

                           
 

 

  

b)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin  fazlasında 

,  katının  fazlasında  ve  katının  fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  0r 5 i

i
ia i

x
xdx 4 5

 54  xdx 5

 104  xdx 6

 164  xdx 4

 204  xdx 4

  

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

 9312  xdx 4

 13312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

 4

 

  

 ia i 6 ia ia 6 i

4 3 6 i 3 9 20 i 5
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Çizelge 4.8. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için 6 i
 ile belirlenen 3 , 4 ve 5  

                    farkları  

 

         
     

        
 

        
  

         

        
  

         

                          

                          

 
        

              

                 

                           

                           

                           

        

                

          29936  xdx
       

                           
 

 

olmak üzere; 

 

a)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin  fazlasında 

,  katının 6 fazlasında  ve  katının  fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  0r

i
ia i

x
xdx 4 6

1x 64  xdx 4

  

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

1y 9312  xdx 3

 12312  xdx 4

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

1z 25936  xdx 4

 

  

1r

 ia i 5 ia ia 16

i 4 3 i 3 9 20 i 5
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Çizelge 4.9. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için  ile belirlenen 3 , 4  ve 5  

                     farkları 

 

         
     

          
 

        
  

           

         
 

           

                     

                     

                       

                               

                               

 
          

                   

                   

                             

                             

                             

           

                   

         29936  xdx
          

                             
 

 

b)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin  fazlasında 

,  katının  fazlasında  ve  katının  fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  1r 5 i

i
ia i

x
xdx 4 5

 54  xdx 6

 114  xdx 5

 164  xdx 4

 204  xdx 

  

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

 9312  xdx 4

 13312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

 25936  xdx 4

 

  

 ia i 6 ia ia 11

i 4 3 6 i 3 9 20 i 5
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Çizelge 4.10. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için  ile belirlenen 3 , 4  ve 5  

                       farkları 

 

         
     

         
 

        
  

          

        
  

          

                     4 

                            

 
          

                

                    

                              

                              

                              

           

          
         4 

           29936  xdx
          

                               
 

 

 olmak üzere; 

 

a)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin  fazlasında 

,  katının  fazlasında  ve  katının  fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  1r 6 i

i
ia i

x
xdx 4 6

1x 64  xdx 5

 114  xdx

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

1y 9312  xdx 3

 12312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

1z 25936  xdx

 

  

2r

 ia i 5 ia ia 10

i 4 3 6 i 3 9 20 i 5
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Çizelge 4.11. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için  ile belirlenen 3 , 4 ve 5   

                       farkları 

 

         
     

         
 

        
  

          

         
 

          

                    

                    

                              

 
         

                  

                  

                            

                            

                            

          

         25936  xdx
         

         29936  xdx          

                           
 

 

b)  dizisinde  farkının  olduğu ilk  terimi için, bu  teriminin 16 fazlasında 

,  katının  fazlasında  ve  katının  fazlasında olur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21 aa  2r 5 i

i
ia i

x
xdx 4 5

 54  xdx 5

 104  xdx 4

 144  xdx 

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

 9312  xdx 4

 13312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

 4

 

  

 ia i 6 ia ia

i 4 3 6 i 3 9 20 i 5
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Çizelge 4.12. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için  ile belirlenen 3 , 4 ve 5  

                       farkları 

 

         
     

        
 

        
  

         

        
  

         

                    

                    

                            

 
        

              

                  

                            

                            

                            

         

                 

         29936  xdx
        

                           
 

 

Çizelge 4.1, Çizelge 4.2 ve Çizelge 4.3 ile birlikte Çizelge 4.4, Çizelge 4.5, Çizelge 4.6’ 

nın esas alınması sonucu, sırası ile ,  ve  
 
değerleri için Çizelge 4.13, 

Çizelge 4.14 ve Çizelge 4.15’ in ilk satırlarında olduğu gibi   sıra dışı farkları dizisi 

olduğu sonucuna ulaşırız. Gerçekten,  ve  karşılık gelen indislerin 

 

  için  ,  

  için  .  

 

şeklinde olduğu ortaya çıkar. 

 

Teorem 4.1.2 de görüldüğü gibi 

 

,
 

,
 

21 aa  2r 6 i

i
ia i

x
xdx 4 6

1x 64  xdx 5

 114  xdx 5

 164  xdx 4

  










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

6312  xdx 3

1y 9312  xdx 3

 12312  xdx 

  

  

  

529  xdxz 20936  xdx 5

1z 25936  xdx 4

 

  

0r 1r 2r

4 i

0n 3,2,1v

),,,(3 rjvnfi  3 i

),,,(5 rjvnfi  5 i

)0,,3,0()0,,2,0(23 55 jfjfji 

)1,,3,0()1,,2,0(23 55 jfjfji 
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.
 

 

durumları için  dır. 

 

Çizelge 4.13. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için sıra dışı farklar 

 

i                        

                        

                        

           
     

   

    

 

Çizelge 4.14. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için sıra dışı farklar 

 

 i                        

                        

                        

                        

 

Çizelge 4.15. ≢ 3 (mod 4) olmak üzere  için sıra dışı farklar 

 

 i                        

                        

                        

                        

 

Eş. 4.4 eşitliğine göre  için sadece aşağıda gösterilen değerler değişir. Böylece 

aşağıdaki sonuçlar ortaya çıkar: 

 

5 i  için vd i 10
 
( 1v

 
ve 3v  )  ve,    

                                                                                                                                          (4.5)                                                                                                                                                                                                                              

 için  ( 1r
 
ve 2r  ),  3 i  için 5 vd i  ( 0r

 
). 

 için, ,  ve  olması durumunda 

 

)2,,2,0()2,,1,0(23 55 jfjfji 

6 i

21 aa  0r

5 6 3 3 3 

n 0 0 0 0 0 

v 1 2,3 1 2 3 

d i 9 7 6 7 

21 aa  1r

5 6 3 3 3 

n 0 0 0 0 0 

v 1 2,3 1 2 3 

d i 9 8 5 6 7 

21 aa  2r

6 5 3 3 3 

n 0 0 0 0 0 

v 1,2 3 1 2 3 

d i 9 7 5 6 7 

4 i

3 i 4 vd i

5 i 0r 1r 2r

8 
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,  

,  

.       

 

bulunur. 

 

 için  

 

Teorem 4.1.2 ve Çizelge 4.5’ den   ve   ve Eş. 4.5 

eşitliğinden  olup aşağıdaki adımı elde ederiz:  

 

  

     

    

      rjvnfvrjvnf ,,,1152,,,9 55  .  

 

 Bununla birlikte iddia edildiği gibi, Çizelge 4.5’ de 0r  için 5 vd y  ve  

  kullanılarak 

 

  

     
 








 


4

5103

2

3
,,,3 5

vv
rjvnf  

     
4

19
,,,3 5  vrjvnf   

        .                    

elde edilir. 

Çizelge 4.5’ de 1r  ve 2r  için 4 vd y  ve    kullanılarak

  

933  jrj dd

9133   jrj dd

9233   jrj dd

5 x

),,,(5 rjvnfx  529  xdxz

vd x 10

529  xdxz

5)10(2),,,(9 5  vrjvnf

5220),,,(9 5  vrjvnf










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

),,,(3 rjvnfy 










 


4

3

2

3
3

yx dd
xy

),,,(3 rjvnfy 
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     
 








 


4

4103

2

3
,,,3 5

vv
rjvnf  

      5,,,3 5  vrjvnf   

 

elde edilir. 

 

4.1.2. Sonuç 

 

 için  , ,  ve Teorem 4.1.2 den  ve   ile 

aşağıdaki değeri elde ederiz:  

 

       :  
 
için 

 

ve 

 

       :  için 

 

Burada  ve  durumu iki ardışık sıra dışı farktır ve 

 

















,5

,4

,10

v

v

v

d t      

),,,(

),,,(

),,,(

3

3

5

rjvnft

rjvnft

rjvnft







    

.

,

,

ise

ise

ise

   

)0(

1(





r

r ve 2r  )                                     

 

dir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

6421  rjaa 0r 1r 2r 3f 5f

94  iai ),,1,0(34 5 rjfrji 

ti dia  4 tis 

4 s 4 t
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4.1.3. Özel durumlar 

 

 
ve  için

 
 dizileri:  

i)  ve  için; . 

ii)  ve   için;  Çizelge 4.5’ deki durumlar oluşur. 

iii)  ve    için; Çizelge 4.6 ’ daki durumlar oluşur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4,2,121  aa 5  ia

121  aa  4i 74  iai

221  aa  3i

421  aa 521  aa  4i
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmada tamlayıcı indirgeme bağıntılarından faydalanılarak Tribonacciye-benzer 

indirgeme bağıntısı tanımlanmış, bu bağıntının yardımıyla iki dizinin birbirinin tamlayıcı 

dizisi olduğu ve bu dizilerin özellikleri gösterilmiştir. İlk önce verilen herhangi bir dizinin 

tamlayıcı dizisi göz önüne alınmıştır. Bazı özel diziler için tamlayıcı dizileri tanımlanıp, bu 

dizilerin özellikleri incelenmiştir (Gargano ve Quintas, 2003). Ayrıca  Fibonacci dizisinin 

tamlayıcı dizisi ve bu dizinin özellikleri bilinmektedir (Bode ve diğerleri, 2007). 

 

Bu çalışmalar doğrultusunda başka rekürans bağıntıları ile belirlenen diziler ve bu dizilerin 

tamlayıcı dizileri çalışabilir. 
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