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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur:

Simgeler Aciklamalar

[ x] Taban fonksiyonu

A, Ardisik fark

f*(n) f (k) < n esitsizligi igin en biiyiik pozitif k tamsayisi
F, (n) k =0,12,... igin tamsayilarin bir dizisi
Cf(n) f(n) dizisinin tamlayic1 dizisi

f(k) f(k): Z*— Z* seklinde tanimli fonksiyon
Kisaltmalar Aciklamalar

Reel sayilar kiimesi

Z Tamsayilar kiimesi

YA Pozitif tamsayilar kiimesi



1. GIRIS

Problem Durumu/ Konunun Tanimi

Fibonacci, Tribonacci, aritmetik diziler ve bu dizilerin tamlayici dizileri ilging bir

arastirma alanidir.

Tamlayicit indirgeme bagintilari, tamlayici diziler ve bu dizilerin uygulamalar1 hakkinda

geemisten giiniimiize kadar ¢esitli ¢aligmalar yapilmistir.

Tamlayict diziler hakkinda ilk ¢aligma “Beatty Problemi” ismi ile 1926 yilinda Samuel
Beatty tarafindan yapilmistir (Beatty, 1926). Lambek ve Moser “Dogal sayilarin tamlayici
dizilerini ve bu tamlayici1 dizilerin terslerini” gostermislerdir (Lambek ve Moser, 1954).
Fraenkel ise; “Pozitif tamsayilarin tamlayict sistemlerini” géstermistir (Fraenkel, 1977).
Daha sonra Spickerman ve Joyner “Tamlayicit dizilerin genel terimi” hakkinda bilgi
vermistir (Spickerman ve Joyner, 1989). Gargano ve Quintas’ i “Tamlayici aritmetik

diziler” iistiine ¢alismalar1 vardir (Gargano ve Quintas, 2003).

Bazi dizilerin tamlayici dizileri ve pozitif tamsayilarin tamlayici sistemleri hakkinda da
onemli ¢alismalar yapilmistir. Bu c¢alismalar sunlardir: “Tamlayict Fibonacci dizileri”
Bode, Harborth ve Kimberling (2007), “Tamlayict denklemler” (Kimberling, 2007)
“Tamlayic1 denklemler ve Wythoff dizileri” (Kimberling, 2008) ve “Beatty ve Wythoff
dizileri” (Kimberling, 2011). seklindedir.

Arastirmanin Amaci

Arastirmadaki amacimiz, pozitif tamsayilarin tamlayici sistemleri ve tamlayici Fibonacci
dizilerinin ozelliklerinden yararlanarak Tribonacci benzeri dizilerin tamlayici dizileri ve bu

dizilerin 6zelliklerini gostermektir.



Arastirmanin Onemi

Yapilan bu ¢alismada, elemanlar1 pozitif tamsayilardan olusan herhangi bir dizinin, ilk iki
terimi ya da dizi i¢in baslangi¢ kosulu verildiginde Tribonacci-benzeri indirgeme bagintisi
tanimlanarak, tamlayici dizisi elde edilmistir. Her iki dizinin elemanlar1 birbirinden farkli
olup, tim pozitif tamsayilar1 olusturur. Farkli indirgeme bagintilar1 tanimlanarak ya da
herhangi iki dizinin elemanlari birbirinden farkli olacak sekilde genel terimleri
belirlenerek, birbirlerinin tamlayici dizisi oldugu gosterilebilir. Bu dizilerin en dnemli

noktasi ise, tamsayilar1 olusturmasidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONERMELER

Bu boliimde, ¢alisma boyunca kullanilacak bazi temel tanimlar ve 6nermeler verilmistir.

2.1. Baz1 Dizilerin Tamlayic1 Dizileri ve Ozellikleri

2.1.1. Tanim

Higbir ortak eleman1 olmayan ve elemanlarinin birlesimi tiim pozitif tamsayilarin kiimesini

olusturan dizilere tamlayic1 dizi denir.
Ornek

1. Rastgele secilen {1,5,6,8,11,15,16,18,20,22,... }  dizisinin tamlayict dizisi
{2,3,4,7,9,10,12,13,14,17,19,...} seklindedir.

2. neZ* olmak Uzere F(n):(2n—1) seklinde tek tamsayilardan olusan (F(n)) dizisinin
tamlayici dizisi, G(n)=(2n) seklinde ¢ift tamsayilardan olusan (G(n)) dizisidir (Bkz.
Tanim 2.1.3).

2.1.2. Tanim

XER, MeZ olmak lzere |x]= max{meZ: m<x} seklinde tanimlanan fonksiyona taban

fonksiyonu denir. Bu ¢alismada kullandigimiz taban fonksiyonunun 6zellikleri:

a) [x|]=mox-1<m<x
b) [x]=mem<x<m+1
¢) n€Z olmak iizere | x+n]=|x]+n

d) [xJ+|y]<|x+yl<[x]+][y|+1

seklindedir.



2.1.3. Tanim

Sonlu veya sonsuz herhangi (F(n)) ve (G(n)) dizilerinin genel terimleriyle birlikte
tanimlanmasina bu dizilerin kapali formlari denir. Ornegin; (F(n))=(2,4,6,8,10,...)
dizisinin kapali formu F(n)=(2n), (G(n))=(35,7.91%...) dizisinin kapali formu
G(n)=(2n +1) seklindedir.

2.1.4. Tanim

f(n): Z*— Z* seklinde tanimli fonksiyon olsun. f(k) <n esitsizligini saglayacak sekilde
en biyik k pozitif tamsayis1 “ f*(n)” seklinde tanimlamir. Eger bu sarti saglayan k

pozitif tamsayist yoksa f” (n) = 0 dir (Gargano ve Quintas, 2003).
Ornek

Rastgele verilen f(n) fonksiyonunun degerleri igin;

Cizelge 2.1. f7(n) dizisinin ilk dokuz degeri

n [1 [2 [3 [4 |5 |6 [7 [8 |9
fn) |2 |4 |7 [7 |8 |11 [13 [16 |20

)y [o [0 |1 1 J2 |2 |2 [4 |5

seklindedir (Gargano ve Quintas, 2003).
2.1.1. Teorem

f(n): Z*— Z* seklinde tanimli fonksiyon ise; bu durumda (F(n))=(f(n)+n) ve
(G(n)=(f*(n)+n) tamlayic: dizilerdir. Tersine (F(n)) ve (G(n)) tamlayici diziler
oldugunda oyle bir azalmayan f(n) fonksiyonu vardir ki; (F(n))=(f(n)+n) ve
(G(n))=(f"(n)+n) dir (Gargano ve Quintas, 2003).



fspat
Ilk olarak gerek sart1 ispatlayalim.

f(n) azalmayan fonksiyon oldugundan f“(n) fonksiyonu artan olup, (F(n)) ve (G(n))

dizileri kesinlikle artandir.

Kabul edelim ki; m>1 ve m ilk dizi olan (F(n)) dizisinde bulunmasmn. O halde
m= f(s)+s esitligini saglayan hicbir s yoktur. m” nin ikinci dizi olan (G(n)) dizisinde
bulundugunu gosterelim. Eger m< f(0)+0= f(0) ise f"(m)=0 olup, m= f"(m)+m
esitligi yazilabilir. Béylece m ikinci dizi olan (G(n)) dizisinde bulunmus olur. Eger
m> f(0)+0 ise; f(I)<f(m—1)<f(l+1) esitsizligini saglayan Gyle bir | vardir ki
f(1)+1<m< f(1+1)+(1+1) dir. Bu esitsizlikte | =0 ise, f(0)<m< (1) olur. Buradan
f"(m)=0 ve m=f"(m)+m oldugundan m ikinci dizi olan (G(n)) dizisinde bulunur.
Eger 1>1 ise, | = f"(m—1) seklindedir. Ayrica 0< f(I)<m~-1 oldugundan m—1>1
ifadesi gorilir. m=1+(m—1)=f"(m—1)+(m—1) degeri de ikinci dizi olan (G(n)) de

bulunur.

Kargit olarak, m>1 ve m ikinci dizi olan (G(n)) de ise, m’ nin ilk dizi olan (F(n))
dizisinde bulunmadigimi  gosterelim. m,r>1 ve m=f"(r)+r olsun. Buradan
m—r = f"(r) dir.

Eger m=r ise, 0= f"(r)= f"(m) olur. f(k)< m esitsizligini saglayip k >1 olan higbir
tamsay1 yoktur. f azalmayan fonksiyonu igin her s >1 oldugunda f(s)+s>m oldugu
aciktir. f(l)Z m ve m ilk dizi olan (F(n)) dizisinde bulunmadigi goriiliir. Eger
(m-r)>1ise,

f(m-r)<r<f(m-r+1)

(

m—r)+(m-r)<r+(m-r)< f(m-r+1)+(m-r)
(m=r)+m-r)<m< f(m-r+1)+(m-r+1)

f
f
dir. Her k =(m—r)>1 igin; f(k)+k <m< f(k+1)+(k +1) olup, m ilk dizi olan (F(n))

dizisinde bulunmaz.



Ornek

Rastgele verilen f(n) fonksiyonunun degerleri igin;

Cizelge 2.2. F(n) ve G(n) tamlayic1 dizilerinin ilk dokuz degeri

n 1 [2 [3 [4 1[5 [6 [7 [8 o
tn) |2 |4 |7 |7 |8 |11 [13 [16 |20

0 1 1 2 2 2 4 5

0
3 6 10 11 13 17 20 24 29

Gh) |1 [2 |4 |5 [7 [8 |9 |12 |14

seklindedir (Gargano ve Quintas, 2003).

2.1.2. Teorem
. P a1
X herhangi pozitif irrasyonel sayr ve Y =X =X olsun. F(n):|_n-(1+ X) ve

G(n)=|n-(@+Y)] tamlayic1 dizilerdir (Gargano ve Quintas, 2003).
fspat

X, Y irrasyonel sayilar olup F(n), G(n) dizilerinin her bir terimi (n-(1+X)) ve
(n-(L+Y)) seklindedir. n’ den kiigiik olan (1+X) carpanlarmmn sayisi |[n/(1+X)]| ,
benzer sekilde n’ den kiigiik olan (1+Y) garpanlarimin sayist [n/(1+Y)] olsun. 1 ile n
arasinda olan | n/(1+ X )| + | n/(1+Y)] terimleri bu dizilerde bulunur.

(n/@+ X)) ve (n/@+Y)) tamsay1 olmadiklarmdan ve
(L/@+ X))+ @/@A+Y))=@/@+ X))+ (X /(1 + X)) =1 oldugundan
(n/@+X))—-1<|n/(@+X)]| < (n/(1+ X))

(N/@+Y))—1<|[n/@+Y)]< (n/@+Y))

n—2<[n/@+X)|+ [n/@+Y)|<n

dir. [n/(1+ X)|+ | n/(1+Y) | tamsay1 oldugundan bu toplam n-1 olmalidir. Bu dizilerde n

den kuguk n-1 terimleri vardir, buna benzer n+1 den kigik olan n terimleri vardir. n



sayisint 1 artirarak bu sekilde devam edilir. Bdylece F(n):|_n-(1+ X) ve

G(n)= |_n @+Y )J tamlayicilardir.

Ornek

X =+2=1414...ve Y :% =0,707... degerleri icin;

Cizelge 2.3. F(n)ve G(n) tamlayic1 dizilerinin ilk yedi degeri

0 1 2 3 4 5 6 7

n-1+X)= [ 24 |48 72 196 |12 14,4 | 16,8

F(n) 2 4 7 9 12 14 16

n-1+Y)= |17 34 |51 68 |85 [10,2 |119

G(n) 1 3 5 6 8 10 11

seklindedir (Gargano ve Quintas, 2003).

2.1.3. Teorem

fspat

a) (F(n))=(n?) olmak tizere (F(n))=(149,16,25,36,49,64,81,100,...) dir. Teorem 2.1.1
kullanilarak bu dizinin tamlayic1 dizisinin kapali formu bulunacakur. (F(n))=(n?)
oldugundan Teorem 2.1.1 den f(n)=F(n)-n=n?>-n dir. Tanim 2.1.4 den
(k?—k+0.25)<n  oldugundan  f(k)=(k?—k)<n dir. Boylece (k—05)<n

esitsizliginden k < |_(\/ﬁ +0.5)J oldugu goralir. Buradan f*(n): (|_\/ﬁ J) bulunmus olur.



Teorem 2.1.1 den (F(n)) dizisinin tamlayict dizisi (G(n)) olup, kapali formu
(G(n) = (F"(n)+n)=(|v/n |+ n) seklindedir.

2

b) (F(n)):(n ;”J olmak tizere (F(n))=(1361015,21,28,36,4555,...) dir. Teorem

2.1.1 kullanilarak (G(n)) dizisinin tamlayict dizisinin kapali formu gosterilecektir.

2 2
(F(n)):(n ;”J olduundan Teorem 2.1.1 den f(n):F(n)—n:(n ;”j—n dir.

Tanim 214 den f (k)= (kz —%)< n=k?-k+025<2n = (k-05) <2n =

k < \_\/%+O.5J dur. Buradan f"(n)= (\_\/%J) oldugu goriilir. Teorem 2.1.1 den (F(n))

dizisinin tamlayict dizisi (G(n)) olup, kapali formu (G(n)) = (f *(n)+ n) =(|_\/% J+ n)
seklindedir.

2.1.4. Teorem

(F(n))=(dn+a) (d>1;n € Z;a,d € Zsabitler) tamsayilarin aritmetik dizisi ise; bu

dn—a-1)

dizinin tamlayici dizisi (G(n))= ( seklindedir (Gargano ve Quintas, 2003).
(d-1)

fspat

Tamm 2.1.4 den f (n)=F(k)-k<n oldugundan (d-1k-+a<n yazlabilir. f,(n)

n—-a-1)

fonksiyonunun tanim kiimesi Z olmasindan f*(n):t( (d —l)J dir. Teorem 2.1.1

den (G(n))=(F"(n)+n) oldugu igin (e(n))=@(d”-a-1)(d —DD dir. Boylece (F(n))

ve (G(n)) tamlayici dizi ¢iftidir.
Ornek

F.(n), F,(n) ve F,(n) aritmetik dizileri igin;



Cizelge 2.4. G,(n), G,(n) ve G,(n) tamlayic1 dizilerinin degerleri

n .| -4 ]-3]-2]-11]0 |1 [2 [3 [4
F.(n) o |-12]-8 [-5 [-2 |1 |4 |7 |10 |13
F,(n) -5 | -3 |-1 |1 3 |5 |7 |9 |11
F,(n) . | -25]-20][-15[-10|-5|0 [5 |10 |15
G,(n) -7 | -6 |[-4 |-3 [-1]0 [2 |3 |5
G,(n) . |-12|-10(-8 |[-6 |-4|-2|0 [2 |4
G,(n) -4 [-3 |-2 |-1 |1 |2 [3 |4 |6

()= (an 2 e ()| | 2 || 2

(F,(n))=(2n+3) icin (G,(n))= @%‘ __S)_j —(2n-4)
(. 00)~(6n-5) iin (0= | G210 (| €2

seklindedir (Gargano ve Quintas, 2003).

2.1.5. Tanim

a) Fy(n)=n ve k >0 icin; F, (n)=n+F(F_,(n)) seklinde tanimlamr (Fraenkel, 1977).

b) Tanim 2.1.4 den f(k) <n esitsizligini saglayacak sekilde en bilyiikk kK pozitif tamsayisi

“f*(n)” olmak iizere CF(n)=n+ f*(n) seklinde tanimlanir (Fraenkel, 1977).

2.1.5. Teorem

CF(n)=limF,(n) dir (Moser ve Lambek, 1954).

k—o0
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fspat

ilk olarak F,,(n)>F,(n) oldugunu tiimevarim yoluyla gésterelim. k =0 igin dogrulugu
agiktir. Kabul edelim ki k>0 ve F (n)>F,_,(n) i¢in dogru olsun. Tamm 2.1.5 den
F,(n)=n+F (F(n)=n+F"(F_(n)=F () olup k+1 igin de dogrudur
Kabulimiizden =~ F" azalmayandir. Simdi ise F (n)<CF(n) oldugunu gosterelim.
Genelligi bozmadan CF(n) sonlu olarak kabul edilebilir. Farz edelim ki F,_,(n)<CF(n)
olsun. Tanim 2.1.5 ve ileri strtlen hipoteze gore
F.(n)=n+F"(F.(n)<n+F"(CF(n))=CF(n) dir. Buradan G(n)=lim F,(n)<CF(n)
yazabiliriz. Ayni sekilde genelligi bozmadan G(n) sonlu kabul edilebilir. Yeterince biiyiik
k icin G(n)=F_,(n)=F (n)=n+F"(F_,(n))=n+F"(G(n)) olup n=G(n)-F"(G(n))
dir. Tanim 2.1.5 yardimiyla n , CF’ in G(n)’ i asmayan eleman sayisidir. Yani n
CF(m)<G(n) esitsizligini saglayan m degerlerinin sayisidi.  CF(n)<G(n) ve
G(n)< CF(n) oldugundan G(n)=CF(n)= lim F, (n) dir. Bylece teorem ispatlanmus olur.
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3. TAMLAYICI FIBONACCI DiZiLERi

Bu bolimde “Tamlayici Fibonacci dizileri” (Bode ve digerleri, 2007) c¢alismasi

incelenmistir.

3.1. Giris

Verilen a,,a, degerleri igin (a,) dizisinin Fibonacci-benzeri indirgeme bagmtisi ile
a, =C_, +C_, seklinde (c,) dizisinden Gretilir. Burada (c,) dizisi (a,) dizisinin bir

tamlayicisidir.

Pozitif tamsayilardan olusan bir dizinin tamlayici dizisi, verilen dizide olmayan biitiin
pozitif tamsayilarin kesinlikle artan dizisidir. Dizilerin tamlayicilart 6rnegin [3-4]’de
tartisilmigtir. Burada, (Ci) dizisinin (ai) dizisinin tamlayicisi oldugu ve (ai) dizisinin (Ci)
dizisinden Fibonacci-benzeri indirgeme bagntisi ile belirlendigi, (a,) ve (c,) dizilerinden
olusan dizi gifleri dikkate alinmistir. Soyle ki, a, < a, olmak iizere verilen a,,a, icin (a,)

ve (c;) dizileri asagidaki gibi belirlenir:

a=c¢,+C, 1>3,

C, =4, , a, 'den farkl en kiiciik pozitif tamsayi, (3.1)
c, =a,,8,,...,8,C,,Cy,...,C,;,  1>2 'den farkli en kiigiik pozitif tamsayi.
a, >c,_, ve (c;) kesinlikle artan dizi oldugu i¢in, (c,) dizisinin (a,) dizisinin tamlayicisi

olduguna dikkat edilmistir. (a,) dizisi de en az i >3 icin kesinlikle artacaktir.

Ornek

a, =2, a, =5 segildiginde;



(a,)=(2,5,4,9,13,15,18,21,23,...),
(c,)=(1,3,6,7,8,10,11,12, ...).

dir.
3.1.1. a, =a, =0 (mod3) igin sonuglar
Bu durumda (a,) dizisi 3 fark ile artan aritmetik dizidir.

3.1.1. Teorem

a,=0(mod3) olmak Uzere a =3i—6: i>3 seklinde tanimlanan (a,) dizisinin

8
3i-1

tamlayic1 dizisi c; Z[TJ: i >1 seklinde tammlanan (c;) dizisidir Bode, Harborth ve
Kimberling (2007).

fspat

Iddia edilen dizilerin Es. 3.1 esitliginde verilmis olan ii¢ esitligin kosullarin1 saglamasi

gerekmektedir.
a =C, +C_,
:P_4J+L3I_7J{6I_MJ:3F6 i3
2 2 2

dir.

a, > a, >3 oldugundan, iddia edildigi gibi ¢, =1olur. Es. 3.1 esitliginde verilen tglnci
esitlik icin ¢;%0 (mod 3)oldugundan j>1 icin ¢, #a, elde edilmistir. (c;) dizisi
monoton artan oldugundan j <i icin ¢; = c; dir. Cift i degerleri igin en kii¢iik olas1 deger

3i—-5

C,=C_, +1 seklindedir. Tek i degerleri i¢in de, 1>3 icin a =3i—6> =C,
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¢, +1=0(mod3) oldugundan ve j<i igin c_, +1 bir a; oldugundan, ¢, =c;, +2

degeri elde edilmistir.

3.1.2. a, =a,#0(mod3) igin sonuglar

(a,) dizisinin ardigik degerleri icin farklar A, =a,, —a,, i >3 bir dnceki durumdaki gibi
daima 3 olarak bulunmaz. Burada ustel olarak artan indislerde 2 ve 4 farklari ve bir kez

de 5 farki ortaya ¢ikmistir.

3.1.2. Teorem

a =a,=3]+r>5, r=1 veya r=2 igin asagidaki indisler hari¢ i>3 igin A, =3 ve

a, =3 dur.
i=f,(nv,jr)
= (2j+1)4" +1+(v—2)[("”_4)(;”_3)4 2 3_1]

4, 1#£2]+2ise,

v=1,2,3ven=0,1,2 ... igin A, = o
5 1=2)+2ise.

ve
i=f,(nv,jr)
:(4j+2)4n+v—1+2(v_2)((V+r—4)(\2/+r_3)4 +43_1J

v=1,2,3ven=0,1,2, ... icin A =2

(Bode ve digerleri (2007)).
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fspat

a, =a, 25 oldugundan Es. 3.1 esitliginde ¢, =1, ¢, =2 oldugu goriiliir. Béylece a, =3
’dur. Teorem 3.1.2 de a, =a, =3j+r oldugundan, Es. 3.1 ve Teorem 3.1.1 yardimiyla

3<i<2j+r igin ¢ :L%J ve A;=3 dir. Yani, i = 2] +r indisi Teorem 3.1.1 deki

C, = L%J degerinden farkli ¢, degerini belirlemistir. @ =a,>5 ve i=2j+r-1,

2j+r, 2)j+r+1 degerleri i¢in sirast ile r=1 ve r=2 degerleri igin c,, a, ve A,

degerleri Cizelge 3.1. ve Cizelge 3.2.” de verilmistir.

Cizelge 3.1. r=1 durumu

[ of a, A,
2] 3j-1 6]-6 3
2j+1 | 3j+2 6j-3 4
2j+2 | 3j+4 6)+1 5

Cizelge 3.2. r =2 durumu

i Ci g i
2j+1 | 3j+1 6j-3 3
2]+2 | 3j+4 6] 5
2j+3 | 3j+5 6j+5 4

n=0 ve v=1, 2, 3 degerleri i¢in iddia edildigi gibi A, =4 veya A, =5 seklinde sira dis1
farklar mevcuttur. 1 =2j+2 indisinin iki kez ortaya ¢ikardigi bir A, =5 farki asagidaki

gibi gosterilmistir:

2j+2=1,021j1)=1(031]1),
2j+2=1,(001]},2)=1,(02j,2). (3.2)

Asagida, (a,) dizisindeki A, =3,4 ve 5 farklarmin, A, —1 ardigik farklari A, = 2 veya 3
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seklinde olan (Ci) dizisindeki A, —1 ardisik sayilarini belirledigi goriilecektir. A, =2
farklar1 yalmzca A, =4 ve 5 farklarindan ortaya ¢ikmaktadir ve her bir A; =4 farkina
neden olmaktadir. Boylece bu durumlar tamamen (A,)" yi belirler. Es. 3.1 esitligi

kullanilarak A, =3i¢in Cizelge 3.3’ de oldugu gibi iki fark 3 elde edilir.

Cizelge 3.3. A, =3 ile belirlenen 3 fark degerleri

[ C, a, A,
X : a, 3
' a, +3 :
a, -1
a, +1
a, +2 2a,
a, +4 2a, +3
' 2a, +6

A, =4 ve a, =3x—d, kabul ederek ve Es. 3.1 esitligi kullanilarak, Cizelge 3.4 de
gosterildigi gibi A, =2 ve A, =4 sira dis1 farklari da elde edilir. Cizelge 3.4’ de aym
zamanda x ve y indisleri arasinda (a, ) dizisinde 2 veya 4 degerinden farkli farklarin, y

ve Z indisleri arasinda siras1 ile 4 veya 2 farkina neden oldugu da goriilmektedir.

a, = 3i —d; olmak Uzere
d,, =d; +3-A, . (3.3)

yazariz. Cizelge 3.4’ den X ve zindisleri i¢in A, =4 oldugundan d, =d, oldugu goriiliir.

Ardindan,
a,=3z—-d,=3z-d, =3(4x—d, +2)-d, =12x—4d, +6 ifadesi z=4x-d, +2

esitligini belirler. Buradan a, =3y—-dy=6x-2d, +3 degerinden

y=2x+1-(2d, —d,/3) degeri elde edilir.
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Cizelge 3.4. A, =4 ile belirlenen A, = 2, 3 ve 4 fark degerleri

i Ci q A;
X : 3x—d, 4
: 3x—d,+4 :
3x—d, -1 :
3x—d, +1

: 3x—d, +2 6x—2d,
y=2x+1-(2d, —d /3) | 3x-d,+3 | 6x-2d, +3
: 3x—d, +5 6x—2d, +5

6x—2d, +8
6x—2d, +2
; 6x—2d, +4 :
z=4x-d, +2 6x—-2d,+6 | 12x—-4d, +6 4

12x—4d, +10

Eger Cizelge 3.4’ e karsilik gelen A, =5 ise, Cizelge 3.5 de A, =A =2 ve

A, =A, , =4 fark ciftleri elde edilir.



Cizelge 3.5. A, =5 ile belirlenen A, = 2, 3 ve 4 fark degerleri

i C, a, A,
X : 3x—d, 5
: 3x—d, +5 :
3x—-d, -1 : :
3x—d, +1 : :
: 3x—d, +2 6x—2d, 3
y=2x+1-(2d, -d,/3) | 3x-d,+3 | 6x-2d, +3 2
y+1 3x—d, +4 6x—2d, +5 2
: 3x-d,+6 | 6x—-2d, +7 3
: 6x—2d, +10 :
6x—2d, +2 : :
: 6x—2d, +4 : :
z=4x-d, +2 6x—2d,+6 | 12x—4d, +6 4
z+1 6x—-2d,+8 | 12x—4d, +10 4
' 12x—4d, +14

17

Cizelge 3.1 ve Cizelge 3.2 ile birlikte Cizelge 3.3 , Cizelge 3.4 ve Cizelge 3.5’ in esas

alinmas1 sonucu, sirasi ile r=1 ve r=2 i¢in Cizelge 3.6 ve Cizelge 3.7’ nin ilk

satirlarinda oldugu gibi A, = 3sira disi farklart dizisi oldugu sonucuna ulasiimistir. Teorem

3.1.2 de kabul edildigi gibi, n>0 ve v=1, 2, 3 icin karsilik gelen indislerin A, =4 ve

A, =5 icin 1= f4(n,v, j,r) ve A, =2 igin i= f,_,(n,v, j,r) oldugu ortaya ¢ikar. A, =5

icin Es. 3.2 esitligini kontrol etmek kalir.
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Cizelge 3.6. r =1 durumu i¢in sira dis1 farklar

A, 4 5 |2 2 2 |4 4 412 2 2 |4 4 4
n 0 0 |0 0 01 1 1 1 1 1 2 2 2
v 1 23 |1 2 3|1 2 3 |1 2 3 |1 2 3
d, 6 5 |3 4 5|6 5 4 |3 4 5 6 5 4

A, 5 4 12 2 2 |4 4 412 2 2 |4 4 4
n 0 0 |0 0 01 1 1 1 1 1 2 2 2
v 12 3 |1 2 3 |1 2 3 |1 2 3 |1 2 3
d, 6 4 |3 4 5|6 5 4 |3 4 5 6 5 4

Cizelge 3.6 ve Cizelge 3.7’ nin son satirlari i¢in; ilk sira dis1 A, farks igin Cizelge 3.1 ve

Cizelge 3.2° den d, , =6 degeri elde edilmistir. Es. 3.3 esitligine gére A; =3 icin

2j+r

yalnizca asagidaki degerler degisir. Bdylece su sonuglar ortaya cikar:

A, =4 igind, =7-v ve
A, =2igind, =v+2. (3.4)

Cizelge 3.4’ den elde edilen d, =7—-v ve z=4x—-d, +2 ile Teorem 3.1.2 de oldugu gibi

A, =4 icin x=f, (n,v, J, r) den asagidaki adim elde edilmistir:

z=f,(n+1v, j,r)=4f,(nv,jr)+v-5.
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Bununla birlikte Teorem 3.1.2 de kabul edildigi gibi Cizelge 3.4’ de d, =v+2 ve

y=2x+1- (de -d,/ 3) kullanilarak asagidaki elde edilir:
y=f,(nv, j,r)=2f,(nv,jr)+v-3.

Cizelge 3.5’ de verilen y ve z indisleri Cizelge 3.4’ deki indisler ile ayn1 oldugundan,

A, =5 i¢in asagidakinin kontrol edilmesi kalir.

f,@4-r,jr)="f,@3-rjr)+1ve
f,(0,4-r,j,r)=1,(0,3-r,j,r)+1.

(ai) dizisinin elemanlar1 Es. 3.3 esitligiyle birlikte Teorem 3.1.2 kullanilarak asagida

oldugu gibi ifade edilmistir.

3.1.3. Teorem

a=a,=3j+r>5,r=1,2ve f,, f, Teorem 3.1.2 deki gibi olmak tizere
3<i<2j+r=1,(01j,r) icin 8, =3i—6 ve

s<i<tigin a; =3i—d,

olur.

Burada A, #3 ve A, # 3 durumu iki ardisik sira dis1 farktir ve

g 7V t="f,(nv,jr)ise,
Y24y, t=1,(nv, j,r)ise.

(Bode ve digerleri (2007)).
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Eger a, =a, >5 olursa, sira dis1 farklarin dizisinin degisken olarak tiglii A, =4 ve UglU
A, =2 sirasindan olustugu bulunmustur. (Cizelge 3.6 ve Cizelge 3.7). Eger a, =a, =1,

2, veya 4 ise, bu durumda swra disi farklarin dizisi A, =4 ve A, =2 donilisimli

degerlerinden olusur.

3.1.4. Teorem

a, =a, =1, 2, veya 4 oldugunda (a, ) dizileri n>0 ve i >3 icin asagidaki gibidir.

f,(n)=4""+1<i< f,(n)=2-4""+1 igin a, =3i -4,

f,(n)=2-4""+1<i< f,(n+1)=4"? +1 igin a, =3i 5.

a=a,=4:
a; =3, a,=17,
f,(n)=3-4"+1<i< f,(n)=6-4"+1 igin a =3i-4,

f,(n)=6-4"+1<i< f,(n+1)=3-4"" +1 igin a, =3i -5.
(Bode ve digerleri (2007)).
fspat

Cizelge 3.8" de sirasi ile &, =a, =1, 2 ve 4 durumlarinda i = f,(0)=5,3 ve 4 igin A, =4
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farki bulunmustur. Es. 3.3 esitligi tarafindan d, =5 ve d, =4 oldugundan, kabul edilen
araliklar  x=f,(n) igin, Cizelge 3.4 e gore z=f,(n+1)=4-f,(n)-3 ve

y= fz(n): 2- f4(n)—1 ile timevarimsal olarak i icin takip edilir.

Cizelge 3.8. a, =a, =1, 2 ve 4 i¢in ilk sira dis1 farklar

i ¢, a A c, a A ¢, a A,

1 2 1 1 2 1 4

2 3 1 3 2 2 4

3 4 5 2 5 4 4 5 3 4

4 6 7 3 6 8 3 6 7 4

5 8 10 4 7 11 2 8 11 3
13

6 9 14 3 9 14 3

7 11 17 3 10 17 2

8 12 20 3 19

9 13 23 2

10 25
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4. TRIBONACCI BENZERI TAMLAYICI iNDIRGEME
BAGINTILARI

4.1. Tamlayic1 Tribonacci Dizileri

Bu bélimde (c,) dizisi; (a,) dizisinin tamlayicis1 olacak sekilde, (a;) ve (c,) seklinde iki
diziyi goz Gniine alacagiz. Yine belirtmeliyiz ki (a,) dizisi (c,) dizisinden Tribonacci-
benzeri bir indirgeme bagmtisi ile belirlenir. Yani a,ve a,, a, <a, sartim1 saglayan

tamsayilar olmak iizere (a,) ve (c,) dizileri asagidaki sekilde belirlenir:

a; =Ci, +C, +Ci3 (i 2 4)’
C, =a, , a, 'den farkli en kiiciik pozitif tamsay, (4.1)
¢, =a,,a,,...,a,C,C,,...,¢,, (i >2) 'den farkl en kiigiik pozitif tamsayz,

a,=C, +C,.

Burada, & >¢,, Ve (c,) kesinlikle artan bir dizi oldugundan (c,) dizisinin (a,) dizisinin

bir tamlayicist olduguna dikkat ¢ekelim.

Ornek

a, =1, a, =4 degerlerini sectigimizde asagidaki (ai) dizisi ile bunun tamlayicis1 olan

(c,) dizisini elde ederiz.

(a;)=(1, 4,5, 11, 16, 21, 24, 27, 31, 35, 39, 42, 46, ... ),
(c,)=(2,3,6,7,8,9,10,12, 13, 14,15,17, ... ).

4.1.1. a =a, =3(mod4) igin sonuglar

a, =a, =3 (mod4) icin (a,) dizisi ortak farki 4 olan aritmetik dizidir.
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4.1.1. Teorem

a, =a,=3(mod4) ve a,=c,+c, olmak tzere a, =4i-9 , (i>4) seklinde
e . 4 . .

tanimlanan (a,) dizisinin tamlayic1 dizisi, c, :{EJ , (i>2) seklinde tanimlanan (c;)

dizisidir.

fspat

Yukarida verilen dizilerin Es. 4.1 esitliginde verilmis olan dort esitligin kosullarini

sagladigini gosterelim. Teorem 2.1.1 yardimiyla a =f (k)+ k=

f(k)=a, —k=4k—-9=3k-9 dir. Tamm 2.1.4 deki f"(i) den; 3k-9<i ve

()= {(I%_l)J elde ederiz. Teorem 2.1.1 ve Tanim 2.1.4 yardimiyla

C., =T (i)+i

:[4i +39—1J :{4i;8J (i>0)

, =L%J (i >2) bulunur.

C, = {%J ifadesi Es. 4.1 esitliginde yerine yazilirsa;

a =G, +C_, +C;
={4.(i—1)J7{4.(i—2)J+[4.(i—3)J=4i_9 (i24)
3 3 3 T

elde edilir.




a,>a, >a, >3 icin ¢, =1 olur. Es. 4.1 esitligiyle ¢, 3 (mod4) oldugunda j >1 igin
¢, # a, dir. Ornegin; c; =6 %3 (mod4) oldugunda,

J=Llicin c, #a,,

J=2icin ¢, #a,,

j =3 icin ¢, = a,.
bulunur. Ayrica j <i i¢in ¢, # ¢; oldugundan (c;) dizisi monoton artar.

4.1.1. Sonug

a) 1=3n (neZ")igin ¢, =c,_, +2 olur.

Cyy = {QJ =4n,

3
Cany = L4.(3n _1)J = {122_ 4J =4n -2 oldugundan ¢, —c_, =2 dir.

3

b) i =3n+1(n€Z’) ve i =3n+2 (n€Z") igin ¢; =c,_, +4 olur.

I =3n+1icin;

¢ - {4.(32 +1)J _ {12n3+ 4J _an+l,

Carrps = Canp = [4.(3n — Z)J = {12n _SJ =4n-3 olup, ¢, —c,_, =4 dir.

3 3

I =3n+2 icin;

¢, , = {4.(3n + 2)J _ {12n + SJ _an+2.

3 3

Capips = Cany = {4'(32_1)J = [12n3— 4J —=4n—-2 olup ¢, —c,_, =4 dir.

25
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. - . 4i-13 . - ..
i=3n+1 icin ¢, ,+3=0(mod4) ve a, =4i-9> —3 G (i>4) degerlerini elde

ederiz.
4.1.2. a, =a,%3(mod4) igin sonuglar

a, =a,%3 (mod4) oldugunda (a;) dizisinin ardisik degerleri iin farklar A, =a,,, —a,

(i>4), bir 6nceki durumdaki gibi her zaman 4 olarak bulunmaz. Ustel olarak artan

indislerde 3 ve 5 farklar1 ve bir kere de 6 farki olusur.

4.1.2. Teorem
a, =a, =4j+r >6 olmak tzere r =0 igin;

i=f.(nv,jr)

=(3j+1)9" +2+(V_2)((v+r—4)(v+r—3)9” Y _1j

2 4

5 1#3]+2ise,

v=1,23ven=0,1,2,...icin A, = o
6, 1=3]+2ise.

r=1veyar=2 igin;

i=f(nv,jr)
=(3j+1)9n+1+(V_2)((v+r—4)(v+r—3)9 L9 —1j
2 4
3040

v=1,2,3ve n=0,1,2,... icin Ai={5' |7 Rl ese,
6, 1=3]+2ise.

ve

r=0 icin;

i=f,(nv,jr)
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2 4

=(3j+1)32n+1+(V_l)+(v_2)((v+r—4)(v+r—3)9” +9” _1J

v=1,23ven=0,1,2, ...i¢in A, =3,

r=1ver=2igin;

i = f3(n,V, j!r)
@ s -2 eafp-pf LI, O
v=1,2,3ve n=0,1,2, ...icin A, =3 olup, verilen bu indisler hari¢c a, =3 ve A, =4,
(i>4) dir.
fspat

a, =a, >6 oldugunda Es. 4.1 esitliginden dolay1 ¢, =1, ¢, =2 olup a, =3 olur. (c;)
dizisi Teorem 4.1.1 deki gibi verildiginden Es. 4.1 esitligi ve Teorem 4.1.1, 4<i<3j+r

icin A, =4 oldugunu belirtir. i=3j+r indisi i¢in ¢, degerinin Teorem 4.1.1 deki
degerinden farkli oldugu L%J =4j+r=a, =a, esitliginde belirlenmistir. Gergekten;

4<i<3j+r,
16<4i<12j+4r,
16 4i 12j+4r

3

e
[ J 4j+r olup

a=a, :4j+r:{%J ddr.

a=a,=4j+r>6 ve i=3j+r-1, 3j+r , 3j+r+1 olmak lzere c,, 3 ve A, nin
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degeri Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3° de r=0, r=1 ve r=2

gosterilmistir. Bu durumlar:
r=0 i¢ina =a,=4j>6 olup

j=2 igin;
(a,)=(8,8,3,7,11,15, 20, 25,31,35,39, 43,47,51,54,58,.....),
(c,)=(,2,4,56,9,10,12,13,14,16,17,18,19,21,...).

j=3 icin;
(a;)=(12,12,3,7,11,15,19,23,27,32,37,43,47,51,55,59,...),
(c,)=(1,2,4,56,8,9,10,13,14,16,17,18,20,21,...).

seklindedir.

r=0ve qe Z* U {0} icin (c,) dizisinin degerleri asagidaki gibidir:

(14 e
l§J, 4 <1< 3jtrise,
4i : o :
[?J +1, 3jtr <1< 3j+(r+1) ise,
4i , . :
l?] +2, 3jH(r+1) <1< 3jH(r+2) ise,
Ci = 4
4i : . :
l?J +1, 3jtrt(2q) <i<3j+r+(2q+1) ise,
4i
\[?J +2, 3j+r+(2q+1) <i<3j+r+(2q+2) ise.
A=a,—8a : (i > 4) yardimiyla Ag; 1, Agj,Agj iy, Ay, farklarinn gosterelim.

I=3j-1icin,

icin



4.(3j-1 .
C3j_lzt%J:4j—2

j=2icini=5=¢, =6,

j=3icini=8=c¢c, =10.

ay, =4-(3j-1)-9
a;;, =12j-13
j=2icini=5=a, =11,

j=3icin i=8=a,; =23.

1=3]—2 icin,

Csjo =LMJ =4]-3

3
j=2ic¢ini=4=¢c, =5,

j=3i¢ini=7=c¢c, =9.

a,,=4-3j-2)-9
ay,_, =12j-17
j=2icini=4=a,=7,

j=3icini=7=a, =19.
i =3j icin,

Cs; :{@J+1:4j +1

j=2i¢ini=6=c¢c, =9,

j=3i¢in i=9=c¢c, =13.

835 =C3j4 t G35, + G555

29
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8y =4j-2+4j-3+4j-4
a;; =12j-9
J=2icini=6=a,=15,

j=31icini=9=a,=27.

1=3]+1 igin,

Cajr {@Jﬂﬂhz

j=2icini=7=c¢, =10,
J=3icin i=10=c,, =14.

83,1 = C3j +C3j4 +Cq 5

83, =4]+1+4]-2+4)-3
ay,, =12j-4
j=2icini=7=a, =20,
j=3i¢ini=10=a,, =32.

i=3j+2 icin,

J=2icini=8=¢, =12,

j=3icini=11=c, =16.

Q3.2 = C3j.1 TC35 + G554
Qj,, =4]+2+4j+1+4)-2
ayj,, =12j+1

J=2icini=8=a, =25,



j=3icini=11=a, =37.

1A, =35 -85,
=12j-9-12j+13
=4

2. Ay =85, —ay;
=12j-4-12j+9
=5

3. Agjy =835, 5,
=12j+1-12j+4
=5

4. A3j+2 =83j,3 ~ 350

=C3j.2 — G5
=4)+4-4)+2
=6

Cizelge 4.1. a, =a,# 3 (mod 4) olmak lzere r=0 igin c;, @, ve A, ‘ nin degerleri

i c, a; A,
3j-1 | 4j-2 | 12j-13 4
3 4j+1 12j-9 5
3j+1 | 4j+2 12j-4 5
3j+2 | 4j+4 12j+1 6

I=3j+2i¢in A, =6,
1#3j+2i¢in A, =5,
4<i<3jicin A, =4.

oldugu goriiliir.

r=1.igina =a,=4j+1>6 olup
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j=2 igin;
(a,)=(9,9,3,7,11,15,19, 24,30,35,39,43,47,51,55,59,...),
(c,)=(12,4,56,8,10,12,13,14,16,17,18,20,21,...).

] =3 icin;
(a,)=1(1313,3,7,11,15,19,23,27,31,36,42,47,51,55,59,....),

(c,)=(124,5,6,8,9,10,12,14,16,17,18,20,21,...).

seklindedir.

r=1ve qe Z*u{0} igin (c,) dizisinin degerleri asagidaki gibidir:

(|4 e
[?J, 4 <1< 3jtrise,
4i : e :
l? +1, 3jtr <i1<3j+(rtl) ise,
4i : . :
[?J +2, 3jH(r+1) < 1< 3jHr+2) ise,
Ci = 4 :
4i : e .
l;] +1, 3jtr+(2q) <i<3jtr+(2q+l) ise,
4
L l?J +2, 3jtr+(2q+1) < i< 3j+r+(2q+2) ise.
A =aq,,—q : (i > 4) yardimiyla A, Ayj,Agj 0 Ay, farklarinn gosterelim.
i =3j icin,
4.(3)) .
o[}

j=2i¢ini=6=c¢, =8,

j=3icini=9=¢, =12.



a; :4'(3j)_9
a;; =12j-9
j=2icini=6=a, =15,

j=3icini=9=a, =27.

1=3j-1icin,

4(3j-1 .
Cajl:{—( :J)’ )J=4j—2

J=2ic¢ini=5=c¢,=6,
j=3icin i=8=¢,; =10.

a,, =4-3j-1)-9

a,,, =12j-13
j=2icini=5=a, =11,
j=3i¢ini=8=a, =23.

i=3j+1 igin,

C“ﬂ:{ig%iyi+1:4j+2

j=2ic¢ini=7=c¢, =10,

j=3icin i=10=c¢, =14.

85,y =C3j +C3j4 +C5,
83, =4j+4]-2+4)-3
35, =12j -5
j=2icini=7=a, =19,

j=3i¢in i=10=a,, =31.

33
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1=3]+2 igin,

%“2:{i£%51§J+2:4j+4

j=2i¢ini=8=c¢, =12,
J=3icini=11=¢c, =16.

83j,, = C3j,y +Cqj +C5jy
83j,, =4]j+2+4)j+4)-2
ay,, =12
j=2icini=8=a, =24,

j=3icini=11=a,, =36.

1A, =25 -84,
=12j-9-12j+13
=4

2. Ay; =g, Ay
=12j-5-12j+9
=4

3. Agjy =835, — 354
=12j-12j+5
=5

4, Azjs =33~ 83,0
=Csj.2 — G54
=4j+4-4j+2
=6



Cizelge 4.2. a, =a,# 3 (mod 4) olmak lzere r=1igin c;, a, ve A,  nin degerleri

[ C; a A,
3j-1 | 4j-2 | 12j-13 4
3 4] 12j-9 4
3j+1 | 4j+1 | 12j-5 5
3j+2 | 4j+4 12 6

i=3j+2icin A, =6,
i#3j+2i¢in A, =5,

4<i<3j+licin A, =4.
oldugu goriiliir.
r=2 igina =a,=4j+2>6 olup

j=1 icin;
(a;)=(6,6,3,7,11,17,22,27,31,35,39,42, 45, 49,53,57,60,...),
(c,)=(12,4,58,9,10,12,13,14,15,16,18,19,20,21,...).

j=2 igin;
(a;)=(10,10,3,7,11,15,19,23,29,34,39,43,47,51,55,59,...),
(c,)=(124,5,6,8,9,12,13,14,16,17,18,20,21,...).

J =3 icin;
(a,)=(14,14,3,7,11,15,19, 23,27,31,35,41,46,51,55,59,63...),

(c,)=(12,4,5,6,8,9,10,12,13,16,17,18,20,21,22,...).

seklindedir.

35
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r=2ve qe Z* U {0} icin (c,) dizisinin degerleri asagidaki gibidir:

(|4 e
l?J, 4 <1< 3jtrise,
4i . o ,
l?] +2, 3jtr <1 <3j+(r+l) ise,
4i . o :
[?J +1, 3jH(r+1) < 1< 3jH(r+2) ise,
Ci = 9 :
4i . . :
l;J +2, 3jtr+(2q) <i<3jtr+(2q+l) ise,
4
L l;] +1, 3jHr+(2q+1) <i<3j+r+(2q+2) ise.

i=3j+1icin,

03j+1 :\‘MJ:4J+1
3

j=ligini=4=c, =5,

j=2igini=7=¢c, =9,

j=3icin i=10=¢,,=13.

a5, =4-(3j+1)-9
a3j+1:12j_5
j=licini=4=a,=7,
j=2icini=7=a, =19,
j=3icini=10=a,,=31.

i=3] icin,



4.3] .
C3j :\‘TJJ :4J

j=licini=3=c,=4,
j=2icini=6=¢, =8,
j=3icini=9=c¢,=12.

a,; =4-(3j)-9

a;; =12j-9
j=licini=3=a,=3,
j=2icin i=6=a, =15,

j=3icini=9=a,=27.

i=3j-1icin,

4.(3j-1 .
csj_lzt%J:M—Z

j=ligini=2=c,=2,
j=2i¢ini=5=¢,=6,
j=3i¢in i=8=c¢,=10.

a,, =4-3j-1)-9

a,,, =12j-13
j=2i¢ini=5=a, =11,
j=3icin i=8=a, =23.

1=3j+2 igin,

Cjio :{WJ+2:M+4

j=licini=5=c¢c, =8,

37
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J=2icin i=8=c, =12,

J=3icini=11=c, =14.

55,5 = Cgjuy +C5; +Cj 4
Qsj,, =4]+1+4j+4]-2
ay;,, =12j-1
j=ligini=5=a,=11,
j=2icgin i=8=a, =23,
J=3icini=11=a,=35.

1=3j+3 igin,

c3j+3=[@J+1=4j+5

j=1ligini=6=c,=9,
j=2i¢in i=9=c¢,=13,

j=31icini=12=c¢c,=17.

83,5 = Cgj,5 +Csj,y +Cs;
Qi3 =4]+4+4j+1+4]
5,5 =12j+5
j=ligini=6=a,=17,
j=2icini=9=a,=29,

j=3i¢ini=12=a,=41.

1. A3j_1 =8, — 834
=12j-9-12j+13
=4

2. Asj =835, — ;5



=12j-5-12j+9

=4

3. A3j+1 =835, — 35

=4

=12j-1-12j+5

4. A3j+2 =83j,3 ~ Q350

=6

=12j+5-12j+1

3. A3j+3 =83j.4 — 93,5

=Csj.3 —C3;
=4]+5-4]
=5

39

Cizelge 4.3. a, =a,# 3 (mod 4) olmak lzere r =2 igin c,, a, ve A, ‘ nin degerleri

[ C; a
3j-1 | 4j-2 12j-13
3j | 4] 12j-9
3j+1 | 4j+1 12j-5
3j+2 | 4j+4 12j-1
3]+3 | 4]+5 12)+5

i=3j+2icin A, =6,

1#3]+2i¢in A, =5,

4<i<3j+2icin A, =4.

oldugu gortiliir.

n=0 ve v=1, 2, 3 degerleri i¢in iddia edildigi gibi A.

bulunur.

=5 yada A, =6 sira dis1 farklar
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A, =6 farkinin ortaya ¢ikardig1 i =3j +2 indisi i¢in {i¢ durum olusur:

3j+2= 10,2 j,0)= f,(0,3, j,0),
3j+2=1,(0,2j,1)= (0,3 j,1) ,
3j+2=1,(01j,2)=1,(02],2). (4.3)

(a,;) dizisindeki A, =4,5 ve 6 farklanmin, 3 veya 4 olan A -1’ i saglayan ardigik
farklan A,'yi olusturarak (c,) dizisindeki A, —1 ardigik sayilarmi belirledigini gorecegiz.

A; =3 farklari sadece A, =5 ve 6 farklarindan ortaya ¢ikar ve her bir A; =5 farklarma

neden olmaktadir. Butiin bu durumlar (A, )"yi belirler.

Cizelge 4.4. A, =4 ile belirlenen 4 farklar

[ C, a, A,
X E a, 4
a, +4 :
a, -1
a, +1
a, +2 2a, +5 4
a, +4 2a, +9 4
: 2a, +13 :

Cizelge 4.4° deki gibi 4 farklari iki terimin farkt A, =4 i¢in Es. 4.1 esitligi kullanilarak

elde edilir.

Kabul edelim ki A, =5 ve a, =4x—d, olsun. Es. 4.1 esitligi kullanilarak Cizelge 4.5 de
gosterildigi gibi A, =3 ve A, =5sira dis1 farklar1 elde ederiz. Ayrica Cizelge 4.5° de X
ve y indisleri arasinda (ai) dizisinde 3 veya 5 degerinden farkli farklarm; y ve z
indisleri arasinda sirasi ile farklarin 5 veya 3 olmasina sebep olur. a;, = 4i —d; esitligi

kullanilarak
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d,, =d, +4-A, (4.4)

sonucunu elde ederiz.
Cizelge 45’ de d, =d, dir. Ardindan a, =4z—-d, =4z—-d, =36x—9d, +20 ifadesi

z=9x-2d, +5 esitligini belirler. Burada a, =4y-d,6 =12x-3d, +6 esitliginden

3 (3d,-d, . .
y =3X+ E - T degerini elde ederiz.

Cizelge 4.5. a, =a,# 3 (mod 4) olmak lzere A, =5 ile belirlenen 3,4 ve 5 farklar

i a, A,
X 4x —d, S
: 4x—d, +5
3 (3d,-d 12x—-3d, +6 3
y:3x+——(#J "
2 4
12x—-3d, +9 4
12x—3d, +13 :
z=9x-2d, +5 36x—-9d, +20 5
: 36x—-9d, +25

Cizelge 4.5 de A, =6 ise, Cizelge 4.6°da A, =A =3 ile A, =5 ve A, , =4 fark

cifleri elde edilir.
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Cizelge 4.6. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tizere A, =6 ile belirlenen3,4 ve 5 farklar

i a, A,
X 4x—d, 6
X+1 4x—d, +6 :
3 (3d,-d 12x—3d, +6 3
y=3x+——[#j "
2 4
y+1 12x—3d, +9 3
: 12x-3d, +12 :
z=9x-2d, +5 36x—-9d, +20 5
z+1 36x-9d, +25 :

a=a,=4]j+r>6 ve r=0, r=1 ve r=2 icin Cizelge 4.5 ve Cizelge 4.6’ da olusan

A, farklar1 ve buna bagh olarak (a, ) dizisinin terimlerini gorelim:

r =0 olmak Uzere;

a) (a,) dizisinde A, farkimn 5 oldugu ilk a, terimi icin, bu a, teriminin 16 fazlasinda
A, =4,10 fazlasinda A, =6, 3 katinin 6 fazlasmmda A, =3 ve 9 katinin 20

fazlasinda A; =5olur.
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Cizelge 4.7. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tizere r =0 igin A, =5 ile belirlenen 3,4 ve 5
farklar1

i a,
X 4x—d,

: 4x—d, +5
4x—d, +10
4x—d, +16
4x—d, +20

D o ;o o] B

=3X+——
Y 4

3 (de—dyJ 12x—-3d, +6 3
2

12x—3d, +9 4
12x—3d, +13 :

z=9x-2d, +5 36x—-9d, +20
: 36x—-9d, +25 4
36x—-9d, +29 :

b) (a,) dizisinde A, farkmin 6 oldugu ilk a, terimi igin, bu a, teriminin 6 fazlasinda A,

=4, 3 katinin 6 fazlasinda A; =3 ve 9 katinin 20 fazlasinda A; =5olur.
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Cizelge 4.8. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tzere r =0 i¢in A, =6 ile belirlenen 3,4ve 5

farklar1
i a; i
X 4x—d, 6
x+1 4x—d, +6 4
3 (3d,-d 12x—-3d, +6 3
y=3x+-——| —2
4
y+1 12x—3d, +9 3
: 12x-3d, +12 4
z=9x-2d, +5 36x-9d, +20
z+1 36x—-9d, +25 4
: 36x-9d, +29 :

r =1 olmak izere;

a) (a,) dizisinde A, farkimin 5 oldugu ilk a, terimi igin, bu a, teriminin 16 fazlasinda

A; =4, 3 katinin 6 fazlasinda A; =3 ve 9 katinin 20 fazlasinda A; =5 olur.



Cizelge 4.9. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tizere r =1 i¢in A, =5 ile belirlenen 3,4 ve 5

farklari

a.

4x—d,

4x—d, +5

4x—d, +11

4x—d, +16

ool g b

4x—d, +20

=3X+——
Y 2

4

3 (de —d,

|

12x—3d, +6

12x—-3d, +9

12x-3d, +13

z=9x-2d, +5

36x—9d, + 20

36x—9d, +25

36x—9d, +29

45

b) (a,) dizisinde A, farkinin 6 oldugu ilk a, terimi icin, bu a, teriminin 11 fazlasinda

A; =4, 3 katinin 6 fazlasinda A; =3 ve 9 katinin 20 fazlasinda A; =5olur.
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Cizelge 4.10. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tizere r =1 igin A, =6 ile belirlenen 3,4 ve 5

farklari
i ai Ai
X 4x—d, 6
X+1 4x—d, +6 5
: 4x—d, +11 4
3 3dx—dy 12x—-3d, +6 3
y=3X+——-| ——
2 4
y+1 12x-3d, +9 3
: 12x-3d, +12 :
z=9x-2d,+5 36x-9d, +20 5
z+1 36x—-9d, +25 4
: 36x—9d, +29 :

r =2 olmak Uzere;

a) (a,) dizisinde A, farkimn 5 oldugu ilk a, terimi icin, bu a, teriminin 10 fazlasinda

A, =4,3 katinin 6 fazlasinda A; =3 ve 9 katinin 20 fazlasinda A; =5olur.
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Cizelge 4.11. a, =a, # 3 (mod 4) olmak lzere r =2 igin A, =5 ile belirlenen 3,4ve 5
farklari

i a,
X 4x—d,

: 4x—-d, +5
4x—d, +10

4x—d, +14

| ol o] B

3 (3d,-d 12x—3d, +6 3
y:3x+§— T"

12x—3d, +9 4
12x—3d, +13 :

z=9x-2d, +5 36x—9d, + 20
: 36x—9d, +25
36x—9d, +29

b) (a,) dizisinde A, farkimn 6 oldugu ilk a, terimi igin, bu a, teriminin 16 fazlasinda

A, =4,3 katinin 6 fazlasinda A, =3 ve 9 katinin 20 fazlasinda A; =5olur.
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Cizelge 4.12. a, =a, % 3 (mod 4) olmak tizere r =2 igin A, =6 ile belirlenen 3,4ve 5

farklar1
i a A,
X 4x—d, 6
X+1 4x—d, +6 S
: 4x—d, +11 S
4x—d, +16 4
3 (3d,-d 12x—-3d, +6 3
y:3x+——(#J "
4
y+1 12x-3d, +9 3
: 12x—3d, +12 :
z=9x-2d, +5 36x—9d, +20
z+1 36x—9d, +25 4
: 36x—9d, +29 :

Cizelge 4.1, Cizelge 4.2 ve Cizelge 4.3 ile birlikte Cizelge 4.4, Cizelge 4.5, Cizelge 4.6’
nin esas alinmasi sonucu, sirast ile r=0, r=1 ve r =2 degerleri i¢in Cizelge 4.13,

Cizelge 4.14 ve Cizelge 4.15 in ilk satirlarinda oldugu gibi A, # 4 sira dis1 farklan dizisi

oldugu sonucuna ulasiriz. Gergekten, n>0 ve v=1,2,3 karsilik gelen indislerin

i=f,(nyv,j,r) icin A, =3,

i=1f,(nv,jr) icin A, =5.

seklinde oldugu ortaya c¢ikar.

Teorem 4.1.2 de goriildiigi gibi

i=3j+2=1,(02},0)= f,(0,3 j,0),
1=3j+2=1.,(02,}1)=1,031]1),
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i=3j+2=1,(01j.2)=f(02j2).

durumlart i¢in A; =6 dir.

Cizelge 4.13. a, =a,# 3 (mod 4) olmak tizere r =0 igin sira dis1 farklar

A 5 6 3 3 3
n 0 0 0 0 0
v 1 2,3 1 2 3
d 9 7 6 7 8

Cizelge 4.14. a, =a, % 3 (mod 4) olmak tizere r =1 igin sira dig1 farklar

A 5 3 3 3
n 0 0 0 0
1 2,3 1 2 3

i 9 5 6 7

Cizelge 4.15. a, =a, % 3 (mod 4) olmak tzere r =2 igin sira dis1 farklar

A 5 3 3 3
n 0 0 0 0
v 1,2 3 1 2 3
d; 7 5 6 7

Es. 4.4 esitligine gore A, #4 icin sadece asagida gosterilen degerler degisir. Boylece

asagidaki sonuclar ortaya ¢ikar:

A, =51i¢ind, =10-v (v=1ve v=3) ve,
(4.5)
A, =3i¢in d,=v+4 (r=1ver=2), A, =3i¢ind, =v+5(r=0).

A, =51i¢in, r=0, r=1 ve r =2 olmas1 durumunda
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d3j+r = d3j =9,
d3j+r = d3j+l =9,
d3j+r = d3j+2 =9.
bulunur.

A, =5 igin

Teorem 4.1.2 ve Cizelge 4.5’ den x=f.(n,v,j,r) ve z=9x-2d,+5 ve Es. 45

esitliginden d, =10—v olup asagidaki adimi elde ederiz:

z=9x-2d, +5
=9f.(n,v, J,r)—2(10-v) +5
=9f.(n,v, j,r)—20+2v+5

=9f.(n,v, j,r)+2v+15= f.(n+1v, j,r).

Bununla birlikte iddia edildigi gibi, Cizelge 4.5 de r=0 igin d =v+5 ve

3 (3d,-d,
y =3x+ E — T kullanilarak

y=f3(nv, 1)

.\ 3 (3(10-v)-v-5
=3f Vi )y -
(v, j r)+2 ( . J

=3f,(n,v, j,r)+v—%

elde edilir.
: . 3 (3d,-d,
Cizelge 4.5’ de r=1ve r=2igin d =v+4 ve y:3x+§— Y kullanilarak

y=f3(nv, )



310-v)-v-4

) 3
:3f b 1 H - -
s(nv, j r)+2 ( 1

=3f.(n,v, j,r)+v-5
elde edilir.

4.1.2. Sonug

)

a=a,=4j+r>6 i¢cin r=0, r=1, r=2 ve Teorem 4.1.2 den f, ve

asagidaki degeri elde ederiz:

a =4i-9 © 4<i<3j+r=1,01 j,r) icin
ve
a, =4i—d, »s<i<t igin

Burada A, #4 ve A, #4 durumu iki ardisik sira dis1 farktir ve

10-v, t=f,(nv,j,r) ise,
d, =<v+4, t=f,(nyv,j,r) ise,
V+5, t=f,(n,v, j,r) ise

dir.

(r=1 ver=2)
(r=0)
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f, ile
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4.1.3. Ozel durumlar

a, =a, =12,4 ve 5 icin (a,) dizileri:

i)a, =a,=1ve (i>4)icin; a, =4i—7.
iiya, =a, =2 ve (i >3) icin; Cizelge 4.5 deki durumlar olusur.
iii)a, =a, =4 ve a, =a, =5 (i >4) igin; Cizelge 4.6 * daki durumlar olusur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada tamlayict indirgeme bagmtilarindan faydalanilarak Tribonacciye-benzer
indirgeme bagmtis1 tanimlanmis, bu bagmtinin yardimiyla iki dizinin birbirinin tamlayici
dizisi oldugu ve bu dizilerin 6zellikleri gdsterilmistir. ilk énce verilen herhangi bir dizinin
tamlayici dizisi goz oniine alinmistir. Bazi 6zel diziler i¢in tamlayici dizileri tanimlanip, bu
dizilerin 6zellikleri incelenmistir (Gargano ve Quintas, 2003). Ayrica Fibonacci dizisinin

tamlayici dizisi ve bu dizinin 0zellikleri bilinmektedir (Bode ve digerleri, 2007).

Bu calismalar dogrultusunda baska rekiirans bagintilari ile belirlenen diziler ve bu dizilerin

tamlayici dizileri ¢aligabilir.
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