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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis bazi simgeler ve bir kisaltma, agiklamalar ile

birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

A A kiimesinin kardinalitesi

A A kuimesinin yigilma noktalarinin kiimesi
A A kiimesinin kapanisi

,& A kimesinin i¢ noktalarinin kimesi

AxB A ve B kimelerinin Kartezyen garpimi
O<V O ailesi V" ailesinin incelmisidir

o yada o, ik sayilabilir sonsuz kardinal ve ordinal
@1 ilk sayllamaz kardinal ve ordinal

k" k kardinal sayisinin ardili

A° A kiimesinin timleyeni

(X, X) X uzayinin x noktasindaki s6zde karakteri
x(X, X) X uzayinin x noktasindaki karakteri

LX) Lindeloflik sayisi

w(X) X topolojik uzayinin agirhgi

w(X) X uzayinin s6zde karakteri

x(X) X uzayinin karakteri

AcB A kiimesi B kiimesinin 0z altkiimesidir.
#+



Kisaltma

Kapacgik

Aciklama

kapali ve acgik



1. GIRIS

Topolojik uzaylarin 6nemli siniflarindan biri kompakt uzaylardir. Her agik ortistntn
sonlu bir alt ortUye sahip oldugu uzaylara kompakt uzay denildigi iyi bilinir.
Kompakthgin bu genel taniminda biraz degisiklik yapilirsa, sayilabilir kompaktlik,
Lindel&fluk gibi kavramlar elde edilir. Bununla birlikte, A ve k sonsuz kardinaller
olmak Uzere kompakt uzayin taniminda gecen “her agik 6rtl” soézcukleri yerine
‘kardinalitesi en fazla A olan Ortu” veya “sonlu alt ortisu vardir” yerine
“kardinalitesi kdan kuglk olan alt ortusu vardir” ya da “kardinalitesi en fazla «
kadar olan alt 6rtist vardir’ gibi kosullar alinarak A —Lindeldf, A — kompakt,
(A, k) —Lindeldf , (A, k)—kompakt, («0,k)— kompakt gibi uzaylar elde edilir. isi daha
da ileriye goturip kompakthk tanimindaki ortl ve alt 6rtt kavramlari yerine kapal
ayrik alt kime veya genisleme kavramlari getirildiginde zayif A-metaLindelof, zayif

(A, x) — metaLindeldf, zayif A-yiginsal Hausdorff gibi uzaylar elde edilir.

Bu calismanin 2. bdolumunde ileriki bolumlerde kullanilacagindan kompaktlik
kavraminin bir nevi kardinal genislemeleri olan yukarda bahsedilen tanimlar
verilmis ve bu tanimlar igcin gerekli olan kimeler teorisinin kardinal ve ordinal

kavramlarina deginilmigtir.

X bir kime, A, X in alt kiimelerinin bir ailesi ve Y, X in bir alt kimesi olmak Uzere
st(Y,A)=U{A e A: ANY = ¢} kimesine Y nin # ailesi igindeki yildizi denir. X bir
topolojik uzay ve O bir 6zellik olmak lzere X uzayinin her © agik ortisi icin X in

st(Y, ©®)=X olacak bigimde O 6zelligini saglayan bir Y alt kiimesi varsa X uzayina

yildiz-O denir. Bu kavramlar [1] de verilmistir. Bu kavramlar ilk olarak S. lIkenega
tarafindan 1990 yilinda “Topological concepts between ‘Lindeléf’ and ‘Pseudo-
Lindel6f’ 7 adli makalede tanimlanmistir. Daha sonra 1998 yilinda M.V. Matveev
tarafindan [2] de Yildiz-O uzaylarinin (zerine yapilan kapsamli arastirmalar
sunulmustur. [5] te O 6zelliginin Lindeldf, o-kompakt veya sayilabilir olmasi
durumunda yildiz-O uzayinin Lidel6flik benzeri kavramlar ile iligkisi arastiriimistir.
[1] de yildiz-sayilabilir ve yildiz-Lindel6f uzaylar incelenmis ve P-uzay olarak



adlandirilan, sayilabilir sayida agigin arakesitinin agik oldugu topolojik uzaylarda
bazi sonuglar elde edilmistir. Bu calismanin 3. bolumunde [1], [2] ve [5] te

yukarida bahsedilen bu sonuglardan bazilari sunulmustur.

Her T,-uzayi yildiz-(kapali, ayrik) tir. Topolojik uzaylar igin T, uzayi olmak gibi ¢ok
genel bir 6zelligin yildiz- (kapali, ayrik) olmay1 gerektirmesi hayli ilgi ¢ekicidir.
Bununla birlikte parakompaktlik, normallik, metriklenebilme, sayilabilir kompakitlik,
baglantillik gibi cogu topolojik ozellikler yildiz-O kavrami ya da yildiz yoluyla

karakterize edilebilir. Bu karakterizasyonlar 3. bolumde verilmigtir.

Bu calismanin 4. bolumunde, 3. bolumde deginilen sonuglarin bazi kardinal
genislemeleri elde edilmistir. Bu geniglemeler yapilirken 2. bélimde bahsedilen
uzaylara ihtiya¢ duyulmustur. Ornegin P-uzaylarinda gecerli olan bir sonucun
kardinal genislemesini yapabilmek i¢in P-uzayi yetmemekte (yani sayilabilir sayida
acigin arakesitinin acik olmasi yetmemekte) bir sonsuz « kardinali igin « ¢oklukta

acigin arakesiti agik oldugu uzaylara ihtiya¢ duyulmaktadir.



2. BAZI TANIM VE TEOREMLER

iki alt bagliktan olusan bu bélim ileriki bélimlerde gereksinim duyulan tanim ve

teoremleri icermektedir.

Bu boliumun birinci kismi kimeler kurami ile ilgilidir. Bu baslikta kardinal, ordinal
kavramlari ve bu kavramlarla ilgili, ileriki boliumlerde kullanilacak, temel 6zellikler

verilmistir. Bunlar ortalama bir kimeler teorisi kitabinda ya da [4] te bulunabilir.

Bu bolumun ikinci kismi orta ozellikleri ile ilgili temel tanim ve teoremlerden

olusmaktadir.
2.1. Kiimeler Kurami ile ilgili Temel Tanim ve Teoremler

Burada ordinal ve kardinal kavramlari ve bu kavramlarla ilgili temel tanim ve

teoremler verilecektir.
2.1.1. Tanim

X bir kime ve “<” X Uzerinde bir baginti olsun. Eger “<” bagintisi X in her x, y, z

elemani igin
i) x<yvey<zisex<zdir.
ii) x <yikeny < xdogru dedgildir.

sartlarini sagliyorsa “< ” bagintisina X Uzerinde bir siralama bagintisi denir. Bu

durumda (X,<) ikilisine de bir sirali kime denir.

(X,<) sirali bir kime olmak Uzere egder “x#y bigimindeki her x, ye X igin y<x veya

x<y” sarti saglaniyorsa (X,<) ikilisine bir tam sirali ya da lineer sirali kime denir.

(X,<) sirali bir kime olmak Uzere eger “X in bostan farkli her alt kimesinin bir en

kiguk elemani vardir’ sarti saglaniyorsa (X,<) ikilisine bir iyi sirali kime denir.



2.1.2. Tanim
Her elemani 6z alt kimesi olan kimeye gegisli bir kime denir.
2.1.3. Tanim

Eleman olma "&" bagintisina gore iyi sirali olan gegisli her kimeye bir ordinal

veya ordinal sayi denir.

Ik sonsuz ordinal say! mveya o, ile, ilk sayllamaz ordinal say! o, ile gosterilir. ¢

Simdi de kardinal kavramini verelim.
2.1.4. Tanim

Kendisinden kiglk ordinaller ile birebir eslenemeyen ordinallere bir kardinal ya da

kardinal sayi denir.

m bir kardinal olmak Uzere, m den buyuk olan en kuguk kardinal saylya m

kardinalinin ardili denir ve m* ile gosterilir.
2.1.5. Tanim

X bir kime ve x bir kardinal olmak Uzere X kiimesi ile k arasinda birebir orten

donusum varsa X kimesinin kardinalitesi « dir denir ve |X| =k ile gosterilir.¢

Ordinaller ve kardinaller ile ilgili asagida ispatsiz olarak verilecek teoremin ispati

ortalama bir kimeler teorisi kitabinda veya 6zel olarak [4] te bulunabilir.

2.1.6. Teorem [4]

m sonsuz bir kardinal olsun. Egder her iel igin |Aj<m ve [[[<m ise

U{A tiel} <m dir.



2.1.7. Sonug

m sonsuz bir kardinal olsun. A ve B kiimeleri igin |A|<m< B| ise m<[B-A| dr.

2.1.8. Sonug

m ve n sonsuz kardinaller olmak (izere m<n olsun. f:n—m bir fonksiyon ise m

nin en az bir x elemani igin {y e n: f(y) = x} kimesinin kardinalitesi m den buyuktur.
2.1.9. Teorem

m sonsuz bir kardinal olsun. Acm* ve |A|<m" ise sup A<m*dir.¢

Uyari: Teorem 2.1.9, m bir sonsuz kardinal , Acm ve |[A|l<m ise sup A<m
bigiminde ifade edilemez. Ornegin: m=o, , A={w,:icw} alinrsa Acm ve

|Al=®<m olup sup A =m=w,, olur,

2.2. Bazi Topolojik Tanim ve Teoremler

Bu alt bolumde bu caligmanin 3. ve 4. bolumlerinde kullanilacak temel tanim ve

teoremler verilecektir.
2.2.1.Tanim

X bir kime ve X Uzerindeki topoloji t={A:A c X} ise (X,t) topolojik uzayina

ayrik topolojik uzay denir.
2.2.2. Tanim

(X,t) bir topolojik uzay, Ac X ve 1, ={ANn0O:0Oet} olsun. (A,t,) topolojik
uzayina X topoljik uzayinin bir alt uzayidir (ya da kisaca A, X topolojik uzayinin bir

alt uzayidir) denir.¢



Asagidaki lemmanin ispati agiktir.
2.2.3. Lemma

X bir topoljik uzay ve Ac X olsun. Eger A kimesinin her a elemani igin
U, nA ={a} olacak bicimde bir U, < X acigi varsa (A,t,) topolojik uzayi X in bir

ayrik alt uzayidir. (Bu durumda kisaca Ac X ayriktir denir.)
2.2.4. Tanim

X bir topolojik uzay, Ac X ve xe X olsun. xeU olacak bigcimdeki her Uc X

acigi icin (U—{x}) nA = ¢ ise x elemanina A nin bir yidilma noktasi veya bir limit

noktasi denir. A nin tim yigilma noktalarinin kiimesi A ile gOsterilir.
2.2.5. Tanim

Bir X topolojik uzayinin kapali ve acik olan alt kiimelerine (ingilizce clopen

teriminden esinlenerek) kisaca kapagik kimeler diyecegiz.

2.2.6. Teorem

X bir topolojik uzay ve A = X olmak iizere A =¢ olmasi igin gerek ve yeter sart A

nin kapali ve ayrik olmasidir.

Ispat
A= ¢ olsun.
A=AUA oldugundan A =AU ¢ =A olur. Bdylece A kapalidir.

A kiimesinin ayrik oldugunu gérmek igin keyfi bir x e A alalim. A =¢ oldugundan

x¢ A dir. O halde xeU ve (U-{x})nA=¢ olacak bigimde agik bir Uc X vardir.
O halde Un A ={x} olup A ayriktir.



A kapali ve ayrik olsun.

;5\7&(1) oldugunu varsayalim. Bir xeA alalim. A kapall oldugundan A=A dir.
AUA=A oldugundan AcCA dr. Boylece xe A dir. A ayrik oldugundan xeU
ve UNA ={x}olacak bi¢cimde agik bir Uc X vardir. UnA ={x}olmasi ile xeA

olmasi gelisir. O halde varsayim yanlis olup A= ¢ dir.e

Simdi bir topolojik uzayin karakteri, s6zde karakteri ve agirhdi kavramlari
verilecek. Fakat énce bir topolojik uzayin tabani ve bir noktanin komsulugu

kavramlarina deginmek yerinde olacaktir.
2.2.7. Tanim

(X, 1) bir topolojik uzay olsun.
1)B <1t olmak lizere, eder t topolojisinin her bir elemani B nin baz

elemanlarinin birlesimi olarak yazilabiliyorsa ® ye t topolojisinin bir tabani
denir.

2) X uzayinin bir x elemani ve bu x elemanini igeren bir Nc X i¢in: xeV cN
olacak bigcimde bir V< X acik alt kimesi varsa N ye x elemaninin bir
komsulugu denir. Eger N acik ise N ye x elemaninin bir agik komsulugu denir.

3) x e X olsun.B (x), x in agik komsuluklarindan olusan bir aile olsun. Eger her N
komsulugu icin xeB cN olacak bicimde bir Be B (x) varsa B (x) ailesine x

noktasinin bir komguluklar tabani veya X uzayinin xe X noktasinda bir

tabanidir denir. ¢

(X,7) bir topolojik uzay ve B ailesi t topolojisinin bir tabani olmak lizere herhangi
bir x e X noktasinin bir komsuluklar tabani B(x) = {B € B: x e B} oldugu yukaridaki

tanimdan agiktir. Boylece B = | JB(x) olur.

xeX

O halde bir (X,t) topolojik uzayindaki her bir x € X noktasinin B(x) komsuluklar

tabani verildiginde bu uzayin t topolojisi Uretilebilir. Bir uzaydaki topolojinin



dogrudan yazilmasi yerine, bu uzaydaki noktalarin komsuluklar tabani kullanilarak
topoljinin Uretilmesi daha kolay oldugu durumlarda, uzayin topolojisini yazmak igin
bu yol tercih edilebilir. Ornek 4.1.9 ve Ornek 4.1.10 igin gerekli olan topolojiler bu

bicimde Uretilmistir.
2.2.8. Tanim

X bir topolojik uzay olsun.

1) X uzayinin bir xe X noktasindaki sozde-karakteri y(x,X)=min{|0|: 0, X
uzayinin agik alt kimelerinin bir ailesi ve ﬂ(") ={x} } olmak Uzere; X uzayinin
s6zde-karakteri y(X) =sup {y(x, X): x e X} bigiminde tanimlanir.

2) X uzayinin bir x noktasindaki karakteri y(x, X) = min{|CJ3(x)| :B(X) x elemaninin bir

komsuluklar tabani} olmak tzere; X uzayinin karakteri (X) =sup {yx(x, X) :x € X}
biciminde tanimlanir.

3) X uzayinin agirhgr w(X) =min{‘“B‘ :B X uzayinin bir tabani} bigiminde tanimlanr.

4) ext(X)=sup {|A|: A < X, A kapali ve ayrik} bigiminde tanimlanir.¢
2.2.9. Tanim

X bir topolojik uzay olmak Uzere #1, X in alt kiimelerinin bir ailesi ve « sonsuz bir

kardinal olsun.

1) Eger her x e X igin {AeA: AnU=¢} ailesi sonlu (sayilabilir) olacak bigimde x
in acik bir U komsulugu varsa A ailesine bir yerel sonlu (yerel sayilabilir) aile
denir.

2) Eger her xeX igin [AeA:AnU=¢}<k ({AeA:AnU=¢}<x) olacak
bicimde x in acik bir U komsulugu varsa # ailesine bir yerel-< « (yerel -< ) aile
denir.

3) Eger her xeX igin [{Aes:AnU=¢} <1 olacak bigcimde x in agik bir U

komsulugu varsa # ailesine bir ayrik aile denir.



4) Eger A ailesinin her A elemani igin {B € A: ANB = ¢} sonlu (sayilabilir) ise

ailesine bir yildiz sonlu aile (yildiz sayilabilir aile) denir.

5)Eger A ailesinin  her A elemani igin [{BesA:AnB=¢}<x
(|{U eA:AnU= ¢}| <x) ise #Aailesine bir yildiz-< « (yildiz- < x ) aile denir.

6) Eger her xe X icin {AeA:xeA} ailesi sonlu (sayilabilir) ise # ailesine bir
nokta sonlu aile (nokta sayilabilir aile) denir ¢

Simdi 3. bolimin temelini olusturacak olan “bir kimenin bir aile i¢indeki yildizi”

kavrami verilecek.

2.2.10. Tanim

X bir kime #A, X in alt kimelerinin bir ailesi ve Y < X olmak uzere

st(Y, A)=U{A e A:ANY = ¢} kiimesine Y nin S ailesi igindeki yildizi denir.

Ozel olarak Y={x} ise st({x},A) yerine st(x,:A) yazilr.
2.2.11. Tanim

1) O ve V' bir X kiimesinin alt kimelerinin aileleri olmak tzere, eger U nun her U

elemani icin Uc V olacak bicimde V' nin bir V elemani var ve JO=JV ise U

ailesine V" ailesinin bir incelmisi denir ve U< V' ile gosterilir.

2) U ve V bir X kiimesinin alt kimelerinin aileleri olmak tGzere eger {st(U,0):U 0}
ailesi V ailesinin bir incelmisi ise ) ya V" nin yildiz incelmisi denirve O <* V°
ile gosterilir.

3) n>0 bir tam sayi, X bir kiime, AcX ve U, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun.
sth(A,09) =st(A, U) olmak lizere st™*(A,U) = st(st"(A,09),09) bigiminde

tanimlanir.



10
4) n>0 bir tam sayi, X bir kime, U Xin alt kimelerinin bir ailesi ve x € X olsun.

st”(x,0) = Dst”(x,@) dir.

n=1

2.2.12. Tanim

X bir kime, A, X in alt kimelerinin bir ailesi olmak Uzere an=x ise A ailesine X

in bir ortisu denir.

Eger X bir topolojik uzay ise her elemani acik (kapal) olan X in bir ortusune bir

acik (kapali) 6rtl denir.
2.2.13. Tanim

X bir topolojik uzay ve m bir sonsuz kardinal sayl olsun. X uzayinin her agik
ortusunun, kardinalitesi en fazla m olan bir agik incelmisi varsa bu m kardinal

saylisina, X uzayinin Lindel6flik sayisi denir ve [(X)=m yazilir.+

Simdi P, -uzay tanimlanip bu uzaya ornekler verilecek.

2.214. Tanim

X bir topolojik uzay ve x bir sonsuz kardinal sayir olmak uzere X in acik alt

kiimelerinin || <k olacak bigimdeki her © ailesi igin (O =[O kimesi agik

Oe®

oluyorsa X uzayina bir P_-uzay! denir.

Ozel olarak P yerine P-uzayi yazilir.

Not: Bundan sonra ” X bir P_-uzayidir” denildiginde yazilmasa dahi « bir sonsuz

kardinal kabul edilecektir.
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2.2.15. Ornek

k bir sonsuz kardinal olsun. X kiimesi t={A c X:|A°|<x veya A =¢} topolojisi

ile bir P_-uzayidir.

2.2.16. Ornek

X bir kime veY c X olmak tuzere 1y, ={Ac X:ANnY=¢ wveya A =X} topolojisi

ile X bir P_-uzayidir.¢

Simdi “bir kimenin acgik genislemesi” kavrami tanimlanip genigleme cesitleri

verilecek.
2.217. Tanim

X bir topolojik uzay ve A c X olsun. A kimesinin her a elemani igin aeV, ve
V, X aclk olmak uzere V={V,:acA} ailesine A kiUmesinin bir acik

genislemesi denir.

2.2.18. Tanim

X bir topolojik uzay, AcXve V={V,:aeA} ailesi A kimesinin bir agik

geniglemesi olsun.

1) Xin her x elemani igin fae A:x e V,}{ <o, oluyorsa V ailesine A kiimesinin

nokta-sayilabilir bir agik genislemesi denir.
2) a=b bigimindeki her a,b € A icin V, NV, =¢ olacak bigimdeki V' ={V, :ae A}

acik genislemesine A kumesinin ikiserli ayrik bir agik geniglemesi denir. ¢

Verilen bu tanimin kardinal genigslemesi olan asagidaki tanimi verelim.



12

2.2.19. Tanim

X bir topolojik uzay, A c X, V={V, :a A} ailesi A kimesinin bir agik geniglemesi,
k bir kardinal olsun. X in her x elemani igin [aeA:xeV,} <«
({aeA:xeV,} <x) oluyorsa V ailesine A kiimesinin nokta-< « ( nokta-<x) agik

genislemesi denir.¢

lyi bilinir ki, her agik 6rtisinin, sonlu bir alt értistinin var oldugu uzaylara
kompakt uzay, sayilabilir bir alt értistinin var oldugu uzaylara da Lindel6f uzay

denir. Asagidaki tanim bu iki kavramin bir bakima kardinal genislemesidir.
2.2.20. Tanim

X bir topolojik uzay , ¥ ve A sonsuz kardinaller olmak Uzere;

1) X in kardinalitesi en fazla L olan her © agik 6rtlistiniin sayilabilir (sonlu) bir V°
alt 6rtisu varsa X uzayina A —Lindel6f uzay (A — kompakt uzay) denir.

2) X in kardinalitesi en fazla A olan her O agik 6rtistnin kardinalitesi en fazla «
olan (x dan kiiglik olan) bir V' alt ortlisi varsa X uzayina (A,x)-Lindelof
((A,x) —kompakt) uzay denir.

3) X'in her O acik 6rtusunun kardinalitesi « dan kiguk olan (en fazla k olan) bir
V' alt ortlisii varsa X uzayina (oo,x)—kompakt uzay ((oo,x)— Lindel6f uzay)

denir.
4) X'in her O acik ortusu icin st(D,0)=X olacak bigimde kardinalitesi en fazla «

olan (x dankuguk olan) bir Dc X varsa X uzayina yildiz-<x (yilldiz-<x)

denir.¢

Her acgik Ortisunun nokta-sonlu (nokta-sayilabilir) bir agik incelmisi var olan
topolojik uzaya, bir metakompakt uzay (metalLindel6f uzay) denir. Ayrica bir
topolojik uzayin kapali ayrik her alt kimenin ikiserli ayrik agik bir geniglemesi

varsa bu uzaya yiginsal Hausdorff uzay denir.
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Metakompakt uzay, metaLindelof uzay ve yiginsal hausdorf uzay kavramlarinin bir

cesit kardinal genislemeleri agsagidaki tanimda verilmigtir.
2.2.21. Tanim

X bir topolojik uzay ve A, y sonsuz kardinaller olsun.

1) X uzayinin kapali, ayrik her D alt kiimesi igin X in |D|=|E| olacak bigimde

nokta—sayilabilir (ikigerli ayrik) agik genislemesi bulunan bir E < D alt kimesi
varsa X uzayina zayif metalLindel6f uzay (zayif yiginsal Hausdorff uzay) denir.

2) X uzayinin kardinalitesi A olan kapali, ayrik her D alt kiimesi igin X in |D| =|E|

olacak bigimde nokta sayilabilir agik geniglemesi bulunan bir E < D alt kimesi
varsa X uzayina zayif A-metaLindelof uzay denir.

3) X uzayinin kardinalitesi A olan kapali, ayrik her D alt kimesi igin X in |D| = ||

olacak sekilde nokta-<p agik genislemesi bulunan bir E D alt kimesi varsa X
uzayina zayif (A,u)-metalLindelof uzay denir.

4) X uzayinin kardinalitesi A olan kapali, ayrik her D alt kiimesi igin X in |D| = ||

olacak bigimde ikiserli ayrik agik genislemesi bulunan bir E c D alt kimesi varsa

X uzayina zayif A-yi1ginsal Hausdorff uzay denir.
2.2.22. Sonug
X bir topolojik uzay ve A, y sonsuz kardinaller olsun. Asagidakiler dogrudur.
1) Zayif A-yi§insal Hausdorff her uzay zayif A-metaLindel6ftr.
2) Zayif A-yiginsal Hausdorff her uzay zayif (A,u)-metaLindeloftir.
Ispat

1) ikiserli ayrik acgik bir genisleme, nokta sayilabilir agik bir genisleme oldugu igin
tanimdan aciktir.



14

2) ikiserli ayrik agik bir genisleme, nokta-<py acgik bir genisleme oldugu igin

tanimdan aciktir. ¢
Asagidaki tanim sonlu arakesit 6zelligine farkh bir bakistir.

2.2.23. Tanim

A kiimelerin bir ailesi ve n bir kardinal sayi olsun.
1) # nin bos olmayan |B|<n bigimindeki her 8 alt ailesi igin % = ¢ oluyorsa A ya

n-bagh bir aile denir.

2) # nin bos olmayan || <w bigimindeki her 3 alt ailesi igin % = ¢ oluyorsa A ya

merkezlenmis bir aile (ya da sonlu arakesit 6zelligine sahip bir aile) denir.+

Simdi yukaridaki tanimi kullanarak kompaktlik kavrami ile ilgili bir tanim daha

verelim.
Asagidaki tanimin bir kardinal geniglemesi Tanim 4.1.5 te yapilmistir.
2.2.24. Tanim

X bir topolojik uzay, n bir kardinal sayl olmak Uzere X in her agik ortisinin
merkezlenmis (n- bagli ) ailelerin sonlu sayida birlesiminden olusan bir alt ortisu

varsa X uzayina bir merkezlenmis kompakt (n-bagh kompakt) uzay denir.+
Simdi de “kapanigin korunmasi” kavramini verelim.

2.2.25. Tanim

X bir topolojik uzay #, X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger her B < Higin

LTB = U@ oluyorsa # ailesine kapanisi koruyan bir aile denir.

(Burada U“B:@ ve | JB=[JB dir) ¢
BECB BEGB
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Bir topolojik uzayda sonlu sayida kapali kimenin birlegimi bir kapal kume
oldugundan sonlu bir aile kapanigi korur. Fakat sonsuz bir aile kapanigi
korumayabilir. Buna bir 6rnek asagidaki teoremin sonunda verilmistir. Yerel sonlu

her aile kapanigi korur. Asagidaki teoremde bu ispatlanmistir.
2.2.26. Teorem

Yerel sonlu her aile kapanigi korur.

Ispat

X bir topolojik uzay ve #, X in alt kiimelerinin yerel sonlu bir ailesi olmak (zere,

B <= A olsun.

Her Be B icin B< | JB oldugundan EQLTP olup UégLTP dir.

Kapsamanin diger tarafi icin herhangi bir x LTB elemanini alalim.

A, X in alt kimelerinin yerel sonlu bir ailesi oldugundan{A e f: AnU= ¢} ailesi
sonlu olacak bigimde x in agik bir U komsulugu vardir. O halde {A € B: AU = ¢}

c{AeHA:AnU=¢} oldugundan S={AecB:A~U=¢} ailesi sonludur. xeU

oldugundan x¢ UB dir. & sonlu oIduQundan@:Ué dir. Boylece

BeB-$ Bed Bed
xe|JB=JBc (JB dir. O halde [JBc |JB olup [JB=|JB elde edilr.
Bed Bed BeB BeB BB

Boylece #1 ailesi kapanisi koruyan bir ailedir. ¢

Yerel sonlu olmayan bir aile kapanisi korumayabilir.

Ornegin: R, alisiimis topolojisi ile reel sayilar kiimesi ve Q, rasyonel sayilar kiimesi
olmak Uzere {{g}:qeQ} ailesi R nin tek nokta alt kimelerinin (yani kapal alt

kimelerinin) bir ailesidir.
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{{q}: g€ Q} ailesi yerel sonlu degildir.

Soyle ki: Bir x eR, ve xiiceren keyfi bir Uc R agik alt kimesini alalim. x €(y,z)
cU olacak bigimde bir (y,z) acik aralg:i vardir. Bu aralikta sonsuz c¢oklukta

rasyonel sayi oldugundan {{q}~U=¢:qeQ} sonsuz elemanh olup {{q}:qeQ}

ailesi bir yerel sonlu aile degildir.

{{d}: qe Q} ailesi kapanisi korumaz.

soyle ki; | J{a}=Q=R olup | J{a} = | Ja=Q oldugundan U—{q} = [ J{q} dir.

aeQ geQ geQ geQ qeQ
Boylece {{qg}:q< Q} ailesi kapanigi korumaz.+

Teorem 2.2.26 dan hemen asagidaki sonucu ifade edebiliriz.
2.2.27. Sonug

X bir topolojik uzay olmak uzere X in kapali kimelerinden olusan yerel sonlu bir

ailenin birlesimi kapalidir.+

icerisinde “yerel sonlu aile” kavrami gegen bir teoremin kardinal genislemesi
yapildiginda “yerel sonlu aile” kavrami yerine “yerel-<x aile” kavramini
kullaniyoruz. Yerel sonlu aileler igin gegerli olan Teorem 2.2.26 da verilen
“kapanisi koruma” 6zelligine bu ¢alismanin 4. boliminde (Sonug 4.1.20) yerel-<k
aileler icin ihtiyag duyuldu. Bu yuzden burada Teorem 2.2.26 nin bir kardinal

genislemesi yapilacak. Fakat dnce asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.

2.2.28. Lemma

S|<x ve her ieS igin A; = X olmak iizere eger X bir P, -uzayi ise | JA, = JA;
ieS ieS

dir.
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Ispat

Her ieS igin A, | JA; oldugundan her ieS icin A | JA; olup |JA <A

ieS ieS ieS ieS

elde edilir.

Her ieS igin A cA; oldugundan | JA, c| JA, dir. Burada X bir P -uzayi ve

ieS ieS

S|<x oldugundan | JA; kiimesi kapali olup |JA =|JA, dir. Bbdylece
ieS ieS ieS

UAi <A, =lJA olur. 0 halde [ JA, c | JA; elde edilr.

ieS ieS ieS ieS ieS

Béylece m = JA; dir.e

ieS ieS
Asagidaki teorem, Teorem 2.2.26 nin bir kardinal genislemesidir.

2.2.29. Teorem

X bir P_-uzay! olmak uzere X uzayinin alt kimelerinden olusan yerel-<x her aile

kapanigi korur.
Ispat

X bir P_-uzay1 ve #, X in alt kimelerinin yerel-<x bir ailesi olsun. m bir kardinal

sayl olmak Uzere B={A. :iem}c#A olsun.

Her iem igin A, | JA; oldugundan her iem igin A, | JA; olup | JA | JA

iem iem iem iem

dir.

Kapsamanin diger tarafi igin herhangi bir x € UAi alalim.

iem
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A, Xin alt kiimelerinin yerel-<x bir ailesi oldugundan [{AeA:ANU=¢}<xk
olacak bigimde x in agik bir U komsulugu vardir. O halde {A eB:A ~U= ¢}
c{AcA:ANU=¢} oldugundan [A eB:A nU=¢}<x ve buradan S=

{iem:A NU=¢} olmak lizere |S|<« olur. Buradan her iem-S igin A;nU=¢

olup ([ JA)NU=¢ olur ki, xeU oldugundan, x¢ [ JA; dir. Ayni zamanda

iem-S iem-S

UAi = AU JA; oldugundan XGW olur. [|S|<x ve X, P, -uzayl

iem iem-S ieS ieS

oldugundan Lemma 2.2.28 geregi UAi=UKi dir. Bu durumda

ieS ieS
xe|JA =JA cJA olur. Yani xe|JA; icinxe| JA; dir. O halde | JA c
ieS ieS iem iem iem iem

JA, olur.

iem

Bdylece UAi = UK, olup A kiimesi kapanisi koruyan bir ailedir. ¢

iem iem
Bu teoremden hemen asagidaki sonug ifade edilebilir.

2.2.30. Sonug

X bir P_-uzayl olmak Uzere X uzayinin kapal alt kimelerinden olusan yerel-<x

her ailenin birlesimi kapahdir.
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3. YILDIZ-O

X bir topolojik uzay ve O bir dzellik olmak (izere X uzayinin her © agik 6rtiisi igin

X in st(Y,0)=X olacak bigimde O 6zelligini saglayan bir Y alt kiimesi varsa X

uzayina yildiz-O denilir. Burada O 6zelligi bir kiime ile ilgili herhangi bir ézellik

olabilecegi gibi topolojik bir 6zellik de olabilir.

Topolojik uzaylarin yildiz-O olan bu sinifi ilk olarak S. Ikenega tarafindan 1990
yilinda “Topological concepts between ‘Lindeléf’ and ‘Pseudo-Lindeléf’ ” adli
makalede tanimlanmistir. Cok gecmeden yildiz-O (izerine farkli Matematikgiler
tarafindan birgok calisma yapilmistir. M.V. Matveev, yapilan bu ¢alismalarin bir
kismini ve kendi ¢calismalarini 1998 yilinda “A survey on star covering properties”

isimli makalede sunmustur. Bu bélumde de bu makaleden oldukga yararlaniimigtir.

3.1. Yildiz ve Yildiz-O

Bu bolimde genel olarak [1], [2] ve [5] de elde edilmis olan bazi sonuglar
verilecektir. Bu sonugclarin kardinal geniglemeleri bir sonraki bélumde verilecektir.

Bu boélimde verilecek olan sonuglar 4. bolumdekilerin k = o, veya « = o, igin ozel

durumlari oldugundan bu bélimdeki teoremler ispatsiz olarak verilmistir.

Parakompaktlik, normallik, metriklenebilme, sayilabilir kompaktlik, baglantihlik gibi
cogu topolojik Ozellikler yildiz-O yada yildiz kavramlari yardimiyla ifade

edilebilmektedir. Bu bélumde bunlarla ilgili 6rnekler verilecektir.

Topolojik uzaylar igin T, uzayr olmak gibi ¢cok genel bir 6zelligin yildiz- (kapali,
ayrik) olmayi gerektirmesi hayli ilgi ¢ekicidir. Bu boliumde ilk olarak bunun (her T,

uzayinin yildiz-(kapali, ayrik) olmasinin) ispati verilecektir.

3.1.1. Teorem

Her T,-uzay yildiz-(kapali, ayriktir).
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Ispat

X bir T;-uzayi ve U, X in keyfi bir acik 6rtlist olsun. st(D,0)=X olacak bigimde, X in

kapali ve ayrik bir D alt uzayinin var oldugunu gérmeliyiz.

Xo € X alahm.
Eger st(x,,0) =X ise D={x,} kimesi X in kapali ayrik alt kimesi ve st(D,09) =X tir.

Eder st(xy,0)cX ise bir x; € X—st(X,,0) secelim. Eger st({x,,x,},U)=X ise D=

{Xo0,X;} dir. Degilse bir x, e X—st({Xy,%;},0) secelim. Bu secme islemine
secemez oluncaya kadar devam edelim. Oyleyse her oa<x igin

X, &st({x; :B<a},0) ve X=st({x, :a<x}0) olacak bicimde bir x ordinali vardir.

D={x, :a <k} olsun. D nin kapali ve ayrik oldugunu gérelim. Bunun igin 5:¢

oldugunu gormeliyiz.

Once her UeU igin DNU <1 oldugunu gorelim. U nun herhangi bir U,

elemanini alahm. o # 3 olmak Uzere x,,x; e DU, olsun.

Eder a.<f ise x; ¢st({x, :p<p},0) oldugundan Un{x, :p<p}=¢ bigimindeki

her UeU igin x; U olup x, U, dir.

Eger B<a ise x, ¢st({x,:p<a},0) oldugundan Un{x,:p<a}=¢ bicimindeki

her UeU igin x, €U olup x, U, dir. O halde her Uc U igin DU <1

Herhangi bir x e X alalim. U ailesi X igin bir 6rti oldugundan X € U olacak bigimde

bir U0 vardir.
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Eder xeD ise, DnU/<1 oldujundan UnD={x} olmak zorundadir. Bu halde

x D dir
Egder x ¢ Dise iki durum vardir.

1. Durum: DU/ =1 ise; bu durumda X4, # Xolacak bigcimde bir x, € UnD

vardir. Boylece (U—{x, })nD=¢ dir. Yanix ¢ D drr.

2. Durum: [DNU/=0 ise; U, x in bir agik komsulugu ve UnD=¢ oldugundan

x ¢D dir.

Sonug olarak herhangi bir x e X igin x ¢ D oldugundan D, X in kapali ve ayrik alt

uzayi olup X T;-uzay! yildiz-(kapall, ayrik) olur.+

Simdi  parakompaktlik, normallik, metriklenebilme, bagdlantililik, sayilabilir
kompaktlik gibi topolojik uzaylarin yildiz-O yada yildiz kavramlari yardimi ile ifade

edilebilir oldugunu gorelim.

X bir Hausdorff uzay olmak tzere eger X in her agik értisinun yerel sonlu bir agik

incelmigi varsa X uzayina parakompakt uzay denir. Asagidaki teorem T;-

uzaylarda parakompakthgi karakterize eder.
3.1.2. Teorem [2].

Bir T;-uzayin parakompakt olmasi igin gerek ve yeter sart bu uzaydaki her agik

ortunun bir agik yildiz incelmiginin var olmasidir.+

Asagidaki teorem T;-uzaylarda normalligi karakterize eder.
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3.1.3. Teorem [2].

Bir T;-uzayin normal olmasi igin gerek ve yeter sart bu uzaydaki iki elemandan

olusan her agik ortunin en az bir agik yildiz incelmisinin var olmasidire

(X,r) bir topolojik uzay olmak Uzere eger t topolojisini Uretecek bigcimde X

uzerinde bir metrik tanimlanabiliyorsa X topolojik uzayina metriklenebilir uzay
denir. Simdi de bir topolojik uzayin metriklenebilir olmasinin yildiz kavrami ile
nasil karakterize edilecegini gorelim. Bunu yapabilmek i¢in 6nce bir topolojik

uzayin guclu aginimini tanimlamaliyiz.

{W, :new} ailesi X topolojik uzayinin agik ortllerinin bir dizisi olmak lizere X in
her x elemani igin {st(V,W,):ne® ve V, x in bir komsulugu} ailesi x elemanin
komsuluklar tabani ise {W, :n e w} dizisine X uzayi igin bir kuvvetli aginim (strong

development) denir.

Moore teoremi olarak bilinen asagidaki teorem metriklenebilmeyi yildiz kavrami ile

karakterize eder.
3.1.4. Teorem (Moore) [3].

Bir topolojik uzayin metriklenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart o uzayin T, uzayi

olmasi ve en az bir kuvvetli aginiminin var olmasidir.+

Simdi bir topolojik uzayin baglantili olmasi tanimini verip baglantilihgin yildiz

kavrami ile karakterize edilebilecegini gorecegiz.

X bir topolojik uzay olsun. X=A UB olacak bigimde X in bostan farkh her A ve B

acik alt kimeleri icin AnB # ¢ oluyorsa X topolojik uzayina baglantili bir uzay

denir.

Asagidaki teorem baglantilihgi yildiz kavrami ile karakterize eder.
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3.1.5. Teorem [2].

Bir X uzayinin baglantili olmasi i¢in gerek ve yeter sart bu uzaydaki her x elemani

ve her U agik 6rtisu igin st”(x,09) = X olmasidir.¢

Simdi sayilabilir kompakthgr tanimlayip, [3] te ispati bulunabilecek bir teorem

verelim. Sonra sayilabilir kompaktiigi yildiz-O kavrami ile karakterize edelim.
3.1.6. Tanim

X bir topolojik uzay olmak tzere X uzayinin sayilabilir her agik 6rtiistiniin sonlu bir

alt ortust varsa X uzayina sayilabilir kompakt uzay denir.+

Sayilabilir kompakt uzaylari karakterize eden asagidaki teoremin sonsuz bir «

kardinali icin geniglemesi 4. bolumde (Teorem 4.1.3) yapilmistir..
3.1.7. Teorem [6], [3]

X bir T;-uzayi olsun. X uzayinin sayilabilir kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart

sonsuz her alt kimesinin en az bir yigilma noktasinin var olmasidir.+

Asagidaki teorem Hausdorff uzaylarda sayilabilir kompakthgin yildiz-sonlu olmaya

denk oldugunu verir.

3.1.8. Teorem [2].

X bir Hausdorff uzay olmak Gzere asagidakiler denktir.
a) X sayllabilir kompakttir.

b) X yildiz-sonlu dur.

c) X merkezlenmis kompakitir.

d) X n-bagli kompakttir.
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e) X 2-bagli kompaktir.

Bu bolimun asil amaci 4. bolimde kardinal genigslemeleri verilecek bazi sonuglari
burada paylasmakti. Bu sonuglardan bir tanesi yukaridaki bu teoremdir. Burada
sayllabilir kompaktlik ve yildiz-sonluluk kavramlari dikkat cekmektedir. Belirli olan
bu kardinal sayilar yerine keyfi bir ¥ kardinal sayisi alinarak (4. Boélumde)

ispatlanan Teorem 4.1.6 yukardaki Teorem 3.1.8 i¢in bir kardinal genislemedir.

Asagida kardinal genislemesi yapilacak bir bagka teorem vardir.

3.1.9. Teorem [1].

X topolojik uzayinin kapalh ve ayrik bir D alt uzayi igin, D uzayinin nokta sayilabilir
acik bir genislemeye sahip olan sayillamaz bir E alt kimesi varsa X uzay! yildiz-

saylilabilir degildir.+

Yukardaki teoremin bir kardinal genigslemesi Teorem 4.1.11 de yapilmistir. Teorem

4.1.11 de p=w alinirsa dogrudan bu teorem elde edilir.

Bu teoremin ¢ sonucu asagida verilmistir. Her bir sonucun kardinal geniglemesi

4. bolumde yapilmigtir.

3.1.10. Sonug¢ [1].

X bir zayif ,-metaLindeldf uzay olmak Uzere asagidakiler denktir.

1) X yildiz-sayilabilirdir.

2) ext(X) < w dir.¢

Yukardaki sonucun bir kardinal genislemesi Sonu¢ 4.1.12 de yapilmistir. Sonug

4.1.12 de « yerine o alinirsa dogrudan bu sonug elde edilir.
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3.1.11. Sonug¢ [1].

X bir zayif o,-yiginsal Hausdorff uzay olmak tzere agagidakiler denktir.

1) X yildiz sayilabilirdir.

2) ext(X) < w dir.

Ispat

Sonug¢ 2.2.22 den zayif o,-yiginsal Hausdorff bir X uzayi zayif o,- metaLindelof

uzayi oldugundan sonug¢ 3.1.10 dan denklikler saglanir.+

Yukardaki sonucun kardinal genigslemesi Sonu¢ 4.1.13 te yapilmistir.

3.1.12. Sonug¢ [1].

X bir T;-uzay!i olsun. Eger X bir P-uzayi ise asagidakiler denktir.

1) X yildiz-sayilabilirdir.

2) ext(X) < w dir.¢

Yukardaki sonucun bir kardinal genislemesi Sonu¢ 4.1.17 de yapilmistir. Sonug

4.1.17 de « yerine o alinirsa bu sonug elde edilir.

3.1.13. Teorem [5]

X bir yildiz-Lindel6f uzay olmak tzere X in bos olmayan agik alt kimelerinin yerel

sonlu her ailesi sayilabilirdir.+

Yukardaki teoremin bir kardinal genislemesinin yapildigi Teorem 4.1.19 da «
yerine o alinirsa bu teorem elde edilir. Yani Teorem 4.1.19 un ispati bu teorem

iginde gecerlidir.+
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3.1.14. Teorem [1]

X bir normal P-uzayi olsun. Asagidakiler denktir.
1) X yildiz-sayilabilirdir.

2) X yildiz-Lindeloftar.

3) X in bog olmayan acik alt kimelerinin her ayrik ailesi sayilabilirdir.(Bu 6zellik
yani bir uzayda bos olmayan acik alt kimelerinin her ayrik ailesinin sayilabilir

olma 6zelligi kisaca DCCC ile gosterilir.)
4) ext(X) < wdir.¢

Yukardaki teoremin bir kardinal geniglemesi Teorem 4.1.21 de yapilmigtir. Bu
teoremin (Teorem 3.1.14) ispati icin Teorem 4.1.21 e bakilabilir.

3.1.15. Onerme [1]

X bir T3 -uzay! ve P-uzayl olmak Uzere DCCC 0dzelligine sahip olsun. w(X,X) < o,

olacak bicimdeki her x e X i¢in x(X,X) <, dir.¢

Yukardaki énermenin bir kardinal genislemesi Onerme 4.1.22 de yapilmistir.

Onerme 4.1.22 de « yerine o alinirsa yukardaki 6nerme elde edilir.

3.1.16. Onerme [1]

X bir T;-uzayi ve P-uzayi olmak tzere DCCC 0zelligine sahip olsun. Eger |(X) <

o, ise X Lindeloftar.¢

Yukardaki &nermenin bir kardinal geniglemesi Onerme 4.1.23 te yapilmigtir.

Onerme 4.1.23te « yerine o alinirsa yukardaki dnerme elde edilir.
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Simdi 4. bolimde kardinal genislemesi yapilacak olan bir 6nermeyi daha
vermeden once bu onerme de kullanilacak olan “topolojik grup” ve “P-grup”

kavramlarini tanimlayalim.

3.1.17. Tanim

(G, A) bir grup, (G,t) bir topolojik uzay olsun. G grubundaki m:GxG — G,

m(a,b)=aAb ve n: G—G, n(a)=a* fonksiyonlari siirekli ise G ye bir topolojik grup

denir.

3.1.18. Tanim

G bir topolojik grup ve bir P-uzayi (P, -uzayi) ise G ye bir P-gruptur (P, -gruptur)

denir.
3.1.19. Onerme [1]

G bir P-grup ve DCCC 06zelligine sahip olsun. Eger w(G) <o, ise w(G)sm, ve G

Lindeloftlr.e

Yukardaki 6énermenin bir kardinal genislemesi Onerme 4.1.28 de yapilmistir.
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4. KARDINAL GENISLEMELER

Kardinal genigsleme kavrami ile genellikle kast edilen, belirli bir kardinal sayi igin
ispatlanmis bir teoremin herhangi bir sonsuz kardinal sayi i¢in dogrulugunun
ispatlanmasidir. Bir teoeremin kardinal geniglemesi yapilabildigi gibi gerekirse bir

taniminda kardinal genislemesi yapilabilir.

4.1. Bazi Kardinal Geniglemeler

Bu bolumde bir onceki boliumde yer verilen [1], [2] ve [5] te elde edilmig olan

sonuglarin kardinal geniglemeleri verilecektir.

ilk olarak ilerideki teoremlerde kullaniimak tzere “Bir uzayin sayilabilir kompakt
olmasi igin gerek ve yeter sart bu uzayin sonsuz her alt kimesinin en az bir
yigilma noktasi vardir’ bigimindeki Teorem 3.1.7 nin kardinal genislemesi
yapilacaktir. (w,w)-kompakthgin sayilabilir kompaktliga denk oldugu g6z 6nlne
alinarak bu sonucu tekrar ifade edecek olursak “ Bir uzayin (w,w)-kompakt olmasi
icin gerek ve yeter sart bu uzayin kardinalitesi en az w olan her alt kiimesinin en
az bir yigilma noktasi vardir” ifadesini elde ederiz. Burada ki w kardinali
sinirlamasi sonsuz bir k kardinaline genisletilebilir mi? Asagidaki lemma bu

sorunun bir kismina cevap vermektedir.
4.1.1. Lemma

X bir topolojik uzay ve « sonsuz bir kardinal olmak lzere, X uzay! (k,«)-kompakt

ise X in kardinalitesi en az x olan her alt kiimesinin en az bir yigiima noktasi

vardir.

Ispat

Y X olmak Uzere |Y|>« olsun. Y =¢ oldugunu kabul edelim. Ac Y olmak

lizere |A|=x olsun. A=¢ dir. Bu durumda A, X in kapali bir alt uzayidir ve her

xe X i¢cin xeU, ve (U, —{x})nA =¢ olacak bicimde bir U, < X acik alt kimesi
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vardir. A kapali oldugundan O= {AC}u{UX X e A} ailesi X in bir agik ortusu olur. X
(x,x) -kompakt ve |©| < xoldugundan Bl <kve V={A°} U {U, : x B} ailesi © nun
bir alt Srtiisti olacak bigimde bir B A alt kimesi vardir. |A|=k, B<x ve BC A

oldugundan a¢Bolacak bigcimde bir ae Avardir. V, X igin bir 6rti ve acA
oldugundan aeU,olacak bicimde bir xeB vardir. Bu durumda a#x olup

ae U, —{x})nAolurkibu (U, —{x})nA=¢ olmasi ile geligir.¢
4.1.2. Tanim

X bir topolojik uzay ve x sonsuz bir kardinal olmak tzere X in agik alt kiimelerinin

|©| <k olacak bigimdeki her © ailesi igin (O =()O kiimesi agik oluyorsa X

OeO

uzayina bir P__ —uzayi denir.+

Yukaridaki lemma, bir X topolojik uzayinin kardinalitesi en az « olan her alt

kiimesinin en az bir yigilma noktasi varsa X (x,«)-kompakt midir? Sorusuna

cevap vermediginden Teorem 3.1.7 nin bir kardinal genigslemesi olamaz. Fakat
asagidaki teorem, Teorem 3.1.7 nin ® kardinalinden herhangi bir sonsuz «

kardinaline geniglemesidir.

4.1.3. Teorem

k sonsuz bir kardinal, X bir T,-uzayi ve P__—uzayi olmak uzere agagidakiler

denktir.

i) X (x,x)-kompakttir.

i) X in kardinalitesi en az « olan her alt kimesinin en az bir yigiima noktasi vardir.
Ispat

)= 1) Lemma 4.1.1 den acik.
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i)=1i) Kabul edelim ki X uzay! (x,x)-kompakt olmasin. [S|=« ve S=¢ olacak

bicimde bir S < X alt kiimesinin var oldugunu gorelim.

X uzayl (k,«)-kompakt degil ise X uzayinin éyle bir O={O, :a ex} acik Ortisu
vardir ki © nun kardinalitesi « dan kiguk olan bir alt 6rtist yoktur. {O,}, O nun

bir alt ortisi olmadigindan bir x, e X-O, elemani vardir. Bu durumda

asagidakiler ispat edilebilir.

Bir X; € (X=(OguwO0,))—{X,} vardir. Benzer bicimde bir
X, € (X—=(0, WO, U0,))—{X,,X,} vardir. Ustelik bu bigimde devam edilerek her

o €k igin bir x G(X—U{Oi})—U{Xi} elemani vardir. $oyle ki; her o €k igin bir

i<a i<a

xX-UYJoh-Utx}l =« oldugunu gérelim. Bir aex icin

i<a i<ou

X-Jtop-Jix} <« olsun. O halde (X—|J{Oo)-Jix}={y;:ieB} olacak

i<a i<a i<o i<ou

bigimde bir § <« vardir. O bir 6rtU oldugundan, her jep icin y; e O, ve her iea

icin X; € Oy olacak  bigimde 0,,.0,, €O  vardr. O halde

U{Oi}uU{OXi}uU{Oyj}:X olup {O;:i<a}u{O, :ieoc}u{Oyj :jeB}ailesi O

i<ou i<a ieB

nun kardinalitesi k¥ dan kuguk bir alt értusudur. Bu celigkiden her aex igin

X-Joh-Uix} =« elde edilir. Bu takdirde her aex igin bir

X, € (X=J{Oh) - J{x;} elemani vardir.

Her o e« igin bu bigimdeki x, € X noktalarindan olugsan S={x, :a € x} kimesini
alalm. Simdi §:¢ oldugunu goérelim. x € X olsun. O bir 6rtl oldugundan X €O,
olacak bigimde bir 6ex vardir. T=0,—-({X;:B<0}-{x}) alinirsa xeTolur.

Ayrica T, X in bir agik alt kimesidir. $6yle ki; X bir T;-uzayr oldugundan
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{{x;}:p<6} kapalilar ailesi olup [{{x,}:B<0}=[{x;:B<0}=l6|<x dir. X bir

P.. —uzayl oldugundan J{xp}={x; :p <6} kapaldir. O halde
B<0

T=04 —({Xp :B<6}—{x}) bir acik kimedir. Bu durumda T, x elemaninin bir agik

komsulugudur.

(T-{x})nS=¢ oldugunu gérmek igin bir x,6eS alalim. Eger a<6 ise

X, €{X :p<6} olup x, ¢(T—{x}) dir. Eger 6<a ise x, e(X-|J{O;})-|J{x}

i<a i<au

oldugundan x, ¢ O, olup x, ¢(T—{x}) tir. O halde x, ¢ (T—{x}) dir. Bdylece

(T-{x})"S=¢ dir. Buradan xS olup S=¢ dir. ¢

3. bolumde verilen sonuglarin kardinal genislemeleri yapmaya devam edilecek.
Simdi Teorem 3.1.8 in bir kardinal genislemesi verilecek. Fakat bunun igin 6énce bir
lemma, sonra sonlu arakesit 6zelligine farkli bir bakis olan Tanim 2.2.24 Un bir

kardinal geniglemesi olan bir tanim yapmak gerekmektedir.
4.1.4. Lemma

k bir sonsuz kardinal, X bir Hausdorff uzay: ve P__—uzayl (P -uzayi) olsun.
Keyfi bir aex(a<k) igin A={x; e X:Bea} biciminde tanimh A kimesinin

ikiserli ayrik acik bir genislemesi vardir.
Ispat

aex (a<xk) igcin A={x; e X:Bea} olsun. X bir Hausdorff uzay oldugundan
0P olmak Uzere her 6,Bea igin x,eUy , x5 Ul ve UjnUj =¢ olacak

bigimde X uzayinin Uy, U} acik alt kiimeleri vardir. Bea igin V, = (U} alalim.
Oca—{p}

Bu bigimde tanimli V; lardan olusan {V; :Bea} ailesinin A nin, ikiserli ayrik bir

aclk genislemesi oldugunu gorelim.
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Once {V; : B ea} ailesinin agiklardan olustugunu gorelim.

X uzayl bir P__-uzayl (P_-uzayl), aek (aa<x) oldugundan her Bea igin
V= [)U§ acik bir kiimedir. Bdylece {V, : p € o} ailesi agiklardan olusur.
0co—{B}

Simdi {V; : B ea} A nin ikiserli ayrik bir geniglemesi oldugunu gorelim.

Xg, €A alalim. Her Bea—{6,} icin Xq eugo oldugunda X, € ﬂUSO olur.
Bea—{0o}

. . L _ 0 B
A kimesinin x, ve xg farkli iki elemani olsun. V, M Vﬁo‘( ﬂUBO)m( ﬂUBO)
Bea—{6p} Bea—{Bo}

0o Bo _ i
c UBO N er =¢ dir.
Boylece {V; :B ea} ailesi A nin ikigerli ayrik acik bir genislemesidir. ¢

Simdi Tanim 2.2.24 Gn bir kardinal geniglemesi olan asagidaki tanimi verelim.
4.1.5. Tanim

X bir topolojik uzay, p ve A birer kardinal say! olsun.

a) O, X in keyfi bir acik 6rtusu olsun. Her bir n <o icin V;, ailesi A-bagl olmak

uzere eger U\fn ailesi O nun bir alt értisu olacak bigimde, bir o <y ordinali

n<a
varsa X e bir ((A, p)-bagli)- kompakt uzay denir.

b) O, X'in keyfi bir agik ortusi olsun. Her n<p igin 'V, ailesi A-bagli olmak tzere

eger O nun U\/”n biciminde bir alt 6rtlisi varsa X e bir ((A, p)-baglh)- Lindelof

n<py

uzay denir.
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c) O, X in keyfi bir acik 6rtist olsun. Her m< A ve n <« icin her bir V; ailesi

m-bagli olmak Uzere eger U\fn ailesi O nun bir alt 6rtiist olacak bigcimde,

n<o
bir oo <p ordinali varsa X e bir ((A, p)-merkezlenmig)- kompakt uzay denir.

d) O, X in keyfi bir acik ortisu olsun. Her m<A ve ns<p igin her bir V, ailesi

m-bagli olmak Uzere eger © nun U\fn bigiminde bir alt ortisu varsa X e bir
n<p

((A\, p)-merkezlenmisg)- Lindeldf uzay denir.

e) O, X in keyfi bir agik értlisu olsun. Her n < a igin ﬂVn # ¢ olmak Uzere eger

UVn ailesi O nun bir alt ortusi olacak bi¢imde, bir o<y ordinali varsa

n<oa
X e bir ((c u)-baglh)- kompakt uzay denir.

f) O, Xin keyfi bir agik ortisi olsun. Her n < igin ﬂ\fn # ¢ olmak lzere eger ©

nun U\fn bigiminde bir alt 6rtist varsa X e bir ((e« u)-bagl)- Lindelof uzay

n<p

denir.¢

Bu tanima gore merkezlenmis kompakt ve n-bagli kompakt kavramlari sirasiyla

((w,w)-merkezlenmis)- kompakt, ((n,w)-bagh)- kompakt kavramlarina denktir.
Asagidaki teorem, Teorem 3.1.8 in bir kardinal genislemesidir.

4.1.6. Teorem

X bir Hausdorff uzay ve bir P_-uzayi olmak uUzere asagidakiler denktir.

a) X (x, k)-kompakttir.

b) X yildiz -<x dir.

c) X ((e0,x)-bagl)- kompakttir.

d) X ((K, K)-merkezlenmig) kompakttir.
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e) 2<n<xk bir kardinal olmak iizere, X, ((n,«)-bagl)-kompaktir.
f) X ((2,x)-bagh) kompakttir.
Ispat

a)=b) Kabul edelim ki; X uzayi yildiz -<k olmasin. Oylese X uzayinin éyle bir 0

agik Ortiisti vardir ki; |A| <k olan her Ac X alt kiimesi igin st(A, ) # X tir.

Xg € X alalim. A4 ={x,} igin ‘A(l)‘:1<1< oldugundan st(A.,0) # X olup
X; £ St(A;).U) olacak bicimde bir x; e X vardir. A ={Xg,X;} igin ‘A(Z)‘=2<K
oldugundan st(A ,,,0) # X olup X, ¢ st(A,.U) olacak bigimde bir x, e X vardir.
Boyle devam edildiginde her mex—{0} icin Aq,={x,eX:aem} igin

‘A(m)‘ <m<«k oldugundan x,, & st(A,.0) olacak bigcimde bir x,, € X vardir.

Bu bigimdeki x,,, € X noktalarindan olusan D ={x,, € X:me«x} kiimesi igin [D| =«

dir. Eger 5:(1) oldugu gorilirse Lemma 4.1.1 geregi X uzay (k,x)-kompakt

olamaz.
O halde D= ¢ oldugunu gérmemiz yeterli olacaktir.

Once her UeD igin DnU/<1 oldugunu gorelim. U nun herhangi bir U,

elemanini alalm. o # 3 olmak Uzere x,,x; e DNU, oldugunu varsayalim.

Eger a<f ise Xg gst({x, :p<B},0) oldugundan UN{x, :p<B}# ¢ bicimindeki

her UeO igin Xg €U olup x; U, dir. Bu durumda celiski elde edilir.

Eger B<a ise x, ¢st({x,:p<a},0) oldugundan UNn{x,:p<a}#¢ bigcimindeki

her UeO igin x, ¢U olup x, U, dir. Bu durumda da celiski elde edilir.
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Boylece her Ue U igin [D~U| <1 dir.

Simdi x ¢ D oldugunu goérmek igin herhangi bir x e X alalim. U ailesi X i¢in bir ortu

oldugundan x e U olacak bigimde bir U € vardir.

Eder xeD ise, DnU <1 oldugundan UNnD={x} olmak zorundadir. Bu halde

x D drr.
Eger x ¢D ise iki durum vardir.

1. Durum: DNU|=1 ise; bu halde x . # xolacak bigimde bir x, e UnDvardr.

o

Béylece (U—{x, })nD=¢ olup x¢D dr.

2. Durum: [DNU|=0 ise: U, x in bir agik komsulugu ve UnD=¢ dir. Bu halde

x D dir.
O halde D = ¢ tur. Lemma 4.1.1 geregi X uzay! (i,x)-kompakt degildir.

Boylece X yildiz -<«x degil ise X uzayi (k,«)-kompakt degildir.

b)=c) O, X in keyfi bir agik 6rtiisti olsun. Xyildiz -<« oldugundan |A|=p <k ve
st(A,0)=X olacak bigimde X in bir A alt kimesi vardir. A={x, € X:a ep} olsun.
Her x, € A igin @az{Oe("):xa eO} alinirsa {x_}c ﬂ@a # ¢ olur. X= st(A,0) =

J{IOeO:AnO=p}=J(JO,) dir. Bbylece her a<p igin (O, #¢ olacak

oep

bicimde O nun U@a bigiminde bir alt 6rtist vardir. O halde X, ((«,«k)-baglr))-

oep

kompakittir.

c)=d) =e) =f) Agk
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Dikkat edilecek olursa buraya kadar X in bir Hausdorff ve P_-uzayi olmasi

ozellilkleri kullaniimadi. X in sadece T, uzayi olmasi yeterli oldu.

fl=a) X uzayinin (k,x)-kompakt olmadigini varsayalim. Teorem 4.1.3 geregi
|A|=x ve A=¢ olacak bigimde bir A c X alt kiimesi vardir. X bir Hausdorff uzay
ve bir P_-uzay! oldugundan Lemma 4.1.4 geredi A nin {V,:acA} bigiminde
ikiserli ayrik agik bir genislemesi vardir. A kapali oldugundan V= {AC }u {Va ‘ae A}

ailesi X in bir agik ortisudur.

Hipotez geregi u<x ve V; aileleri 2-bagl olmak iizere, V' nin [ J{V; = V:nep}

biciminde bir alt 6rtisu vardir.

V° 6rtistinde A nin bir a elemanini iceren sadece V, oldugundan her acA igin
V,eJ{V, = V:nep} dir. O halde [A/=x oldugundan | J{V, = V:neuj=x

Vi, | =« olmasini

dir. Burada p<x ve [ J{V, = V:nepj =« olmasi bir n, ey igin
gerektirir. Bu durumda {V, :a< A} ikiserli ayrik ailesinden gok sayida kime V;_
ailesindedir. O halde V; ~ ailesi 2-bagh olamaz. Béylece X bir ((2x)-bagh)

kompakt uzay degildir.+

Yukardaki teoremin ispatinda sadece “f)=a)” kisminda X in bir Hausdorff uzayi ve
bir P_- uzayi olmasi kullanildi. Diger kisimlarda X in T,-uzay! olmasi yeterli oldu.
Gergekten bu teoremde X in T,-uzay! olmasi yetersiz midir? Bu soruya bir cevap
olarak iki érnek verilecek. Bu orneklerin ¢éziimunde kullanilacak bazi teoremlere

ihtiyag var. Bu teoremler, birbirinden bagimsiz olmasina ragmen kisalik igin

asagida bir Lemma igerisinde siralandi.
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4.1.7. Tanim

(X,<) bir tam sirali kime ve abeX olmak lzere («-a)={xeX:x<a},

(ab)={xe X:a<x<b} ve (a,—)={xe X:a<x} bigiminde tanimlanir.

(X,<) tam sirali kiimesinin Uzerinde tabani {(«-a),(b,—),(a,b):a,be X} olan

topolojiye dogrusal siralama topolojisi veya X Uzerindeki siralamadan gelen

topoloji denir.

Aksi belirtiimedikgce her bir ordinal sayi Uzerindeki topoloji dogrusal siralama

topolojisi olarak kabul edilecek.

4.1.8. Lemma

Asagidaki iddialar dogrudur.

1) Kompakt uzaylarin kapali alt uzaylari kompakttir.

2) [0, ®,] bir kompakt uzaydir.

3) [0, »,) =, sayilabilir kompakt bir uzaydir.

4) X bir sayilabilir kompakt uzay ve Y bir kompakt uzay olmak tzere XxY sayilabilir
kompakttir. [3]

Burada T, X Uzerindeki topoloji, T, Y Uzerindeki topoloji olmak Uzere XxY
Uzerindeki topoloji {AXB:Aet,, Bet,} ailesi taban olarak alindiginda elde

edilen topolojidir. (Carpim topolojsidir.)

Ispat

1) (X,7) bir kompakt uzay ve F < X kapali bir alt uzay olsun.
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V ={V, =FnU:Ue 1) ailesi F nin keyfi bir agik ortist olsun. F kapali oldugundan
{U:V, e V}U{X-F} ailesi X in bir agik 6rtisi olup X bir kompakt uzay
oldugundan sonlu bir alt ortisii vardir. Yani Sc V' sonlu olmak Uzere X=
J{U:V, eS}U{X-F} dir. Béylece Fc Xoldugundan Fc| J{U:V, S} dir. O

halde {V, =FnU:V, €S} ailesi V' nin sonlu alt 6rtlisi olup F kompakttir.
2) O alesi [0,®,] inherhangi bir agik 6rtlist olsun.

A={ae[0,o]: [0,a] , O nun sonlubir alt ailesiile ortulebilr.} bigiminde

tanimlanan bir A kimesini alalim. A=[0,®,] ise ispat biter. Ac[0,®,] ise
*

([0,,]—A) = ¢ dir. min([0, ;] -A) =0, Olsun. o, e[O,(ol]:U® olur. Buradan
oy € O, olacak bigimde bir O, € © agik kiimesi vardir. O halde bir B <a, igin
B,og+D <=0, dir. min(0,m,;]-A)=0a, oldugundan 3 Aolup [O,B]QUU
olacak bigimde sonlu bir U c O alt ailesi vardir. (8,0, +1)=(B,0,] oldugundan
0ol (J{Oo}wU dur. {O,}w0 sonlu oldugundan ay €A olur. Oysa
min([0, ;] - A) = a, idi. Bu celigkiden A=[0, w,] dir. Boylece [0, w,] bir kompakt

uzaydir.

3) [0, w,) in sonlu bir alt drttisu olmayan bir 6rtust {O,, : n € } olsun.

Her neo igin | JO, c[0,m,) olmalidir. O halde her neo igin a, ¢( JO, olacak

i<n i<n
bicimde bir o, €[0,®w,) vardir. {a,:new}<[0,m»,) olup Teorem 2.1.9 geregi
supfo,, :hew}=m<wo, dirr m<w; olup [0,m]<[0,w,] dir. Bu lemmanin 2.
maddesi geregi [0, w;] bir kompakt uzay ve 1. maddesi geregi [0,m] < [0, ®,]

kapal alt uzayr kompakttir. O halde bir S c ® sonlu alt kiimesi igin [0,m] < UOn

neS

dir. Bu durumda {a,:new}c UOn olur. Sonu¢ 2.1.8 geregi her neN icin

neS

o, €O; olacak bicimde bir j, €S ve sayilabilir sonsuz bir Nc o alt kimesi
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vardir. Burada her neN igin a, eUOn ve o, € O; oldugundan her neN igin n

i<n

<jo olup bu durum N nin sayilabilir sonsuz olmasi ile geligir.+

Simdi Teorem 4.1.6 daki denkliklerin elde edilmesi igin X in bir T, —uzayi olmasi

kosulunun yeterli olmadigini gérelim.
4.1.9. Ornek [2]

Kk sonsuz bir kardinal olmak Uzere bir T, —uzayinin yildiz -<x olmasi (x,«)-

kompakt olmasi igin yeterli degildir.
Ozel olarak k = alalim.

T, —uzayi oldugu halde T, —uzayl olmayan bir X uzayi tanimlanacak. Ustelik X

yildiz -<w olup (w,w)- kompakt olmayacak. Yani X sayilabilir kompakt uzay

olmayacak.

NN o, =¢ olacak bicimde sayilabilir sonsuz bir N kimesi alalim.
X=NuU w, olsun.
X uzayi Uzerinde asagidaki bicimde uretilen topoloji T olsun.

», dogrusal sirali uzayinda agik olan her kime X uzayinda da agik olsun ve her
neN icin o(n)={O(a,n)={n}u(o,®,):aewm,} ailesi n nin komsuluklar tabani

olsun.
X aranilan topolojik uzaydir.

Once X in bir T, —uzayi olup T, —uzayi olmadigini gérelim.

x € X olsun. {x}° bir agik alt kimedir. Soyle ki: a € {x}° olsun
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l.durum: aeN ise; eder xew, ise ae{alu(xw,)<c X bir acik alt kime ve
(0]
({a} v (x, ®,)) N {x} = ¢ oldugundan ({a} U (x,m,)) = {x}° dir. Boylece a e {x}° dir.

Eder xeN ise bir aew, igin acef{aju(a,mo)cX ve ({a}u(o,w))N{xX}=¢

(o]
oldugundan ({a} U (o, o)) = {x}¢ dir. Bdylece a e {x}° dir.

2.durum: aecwm, ise; eger xeN ise ae[0,0,)c X bir acik alt kime ve

(o]
[0,0,) N {x} = ¢ oldugundan [0,m,) = {x}° dir. Boylece a e {x}° dir.

Eder X € o, ise ya x<a ya da a<x tir. EJer x<a ise a € (X,®,) < X bir acik alt kime

(o]
ve (X,0,)N{x}=¢ oldugundan (x,m,) = {x}° dir. Boylece a<c{x}° dir. Eger a<x

ise ae[0,a+1l)c X bir agik alt kime ve [0,a+1)n{x}=¢ oldugundan

(0]
[0,a+1) = {x}° dir. Boylece a e {x}° dir.

Her bir x e X igin {x}* = X acik bir alt kiime oldugundan {x} kapali olup X bir T, —

uzayidir.

X in bir T, —uzayi olmadigini gérmek igin a,be N ve a = bolacak bicimde a,b e X
alalim. a ve b nin sirasiyla her U, V acik komsuluklar icin {a} v (a,,®,)cU ve
{p}u By, o) <V olacak bicimde oy,By, €, vardir. max{ay,By}=m alinirsa

¢ = (Mmo,) cUNV elde edilir. O halde X bir T, —uzayi degildir.
Simdi X in bir yildiz -<w oldugunu gorelim.

V' ailesi X in herhangi bir agik ortisi olsun. Bir 6nceki Lemma geregi o,
sayllabilir kompakt yani (w,w)-kompakt oldugundan Teorem 4.1.6 dan o, ,

yildiz-<w dir. O halde sonlu bir Fy ¢ o, igin o, < st(F,, V') olur.
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Her bir neNc UV icin neV, olacak bigimde bir V, € V' vardir. Bu halde her
bir neNigin ne{n}u(a,,»,)cV, olacak bicimde o, € ®, vardir. Teorem 2.1.9
geredi supfo,:neN}ew, dir. supfo,:neN}+1=0a, olsun. Bu takdirde her
neNigin o, € (a,,®,) <V, dir. Bdylece her neNigin neV, ve {ay,}nV, = ¢ dir.

O halde N c st(a, V) dir.

F=F, u{oay,} alinirsa F sonlu olup X=w, UNcstF, V) oldugundan X bir

yildiz-<w dir.

Simdi X in (w,w) kompakt olmadigini gérelim. Bunun icin Lemma 4.1.1 geregi X in

yigilma noktasi olmayan sayilabilir sonsuz bir alt kiimesini bulmak yeterlidir.

N c X kapall, ayrik bir alt kimedir. Soyle ki: N® = w, acik oldugundan N kapalidir.
neN igin ne{n}u(a,o,) olacak bicimde bir {n}u(a, ;)< X acik alt kiimesi
vardir ve ({n}u(a,;)) "N ={n} oldugundan N bir ayrik alt uzaydir. N sayilabilir

sonsuz oldugundan Lemma 4.1.1 geregi X bir (w,w)-kompakt uzay degildir. ¢
4.1.10. Ornek [2]

k sonsuz bir kardinal olmak uzere bir T, —uzayinin ((x,«)-merkezlenmig)

kompakt olmasi yildiz-< x olmasi igin yeterli degildir.
Ozel olarak k = alalim.

T, —uzayi oldugu halde T, —uzayi olmayan bir X uzayi tanimlanacak. Ustelik X bir

((w,w)-merkezlenmis) kompakt uzay olup yildiz-< k olmayacak.

1=[0,1] reel sayilarin bir alt kiimesi, T ={F c1:|F<w},Y =1 x o, olmak lizere X=

FuUYolsun.

X uzayi Uzerinde asagidaki bicimde uretilen topoloji T olsun.
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Y=1X o, garpim uzayinin acgiklari X uzayinda da aglk ve her FeT igin
cs(F):{O(oc,F):{F}u((I—F)x(a,ml)):cxecol} ailesi F nin komsuluklar tabani

olsun.
X aranilan topolojik uzaydir.

X'in bir T, —uzayi olup T, —uzay! olmadigini gérelim.
x € X olsun. {x}°nin agik bir kime oldugunu gérmek igin bir a € {x}° alahm

1.durum: acY ise; eder xeF ise aeY < X bir agik alt kime ve YN {x}=¢

o
oldugundan Y c {x}¢ dir. Boylece a e {x}° dir.

Eder x =(xy,X,) e Y ise I—{x;} bir agik kime o, —{X,} bir acik kime oldugundan
Y-{x}=(I—{x, Px(o, —{X,}), X in bir agik alt kimesidir. Béylece a (Y —{x}) < X bir
aclk alt kime ve (Y—{x})n{x}=¢ oldugundan (Y —{x})c{x}¢ dir. Boylece

o
ae{x}° dir.

2.durum: ael ise; eger xeF ise a#x oldugundan bir oewm; igin

(]

ac{a}u(I-ax(a o)) ve {X}n{@u(I-a)x(om,))=¢ dir. Bdylece a e {x}°
dir.
Eger X = (X, Xy) €Y ise a e {a} U (I —a)x(X,, o)) ve

X} n({a} U (1 -a)x(x,,»,)) = ¢ dir. Bdylece ac {xo}c dir.

Her bir x e X igin {x}°* < X bir acik alt kime oldugundan {x} kapali olup X bir T, —

uzaydir.

X in bir T, —uzayl olmadigini gérmek igin a,be F ve a = bolacak bigimde a,b € X

alahm. a ve b nin sirasiyla her U, V aglk komguluklar igin
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{a}u(I-a)x(ay,o))cU  ve {bru(I-b)xBy,o;))cV olacak  bigimde
oy, By € o vardir. max{a,By}=m alinirsa ¢ = (I-(aub))x(mw,)cUNV elde

edilir. O halde X bir T, —uzay degildir.

Simdi X in bir ((w,w)-merkezlenmis) kompakt uzay oldugunu gorelim. O, X in
keyfi bir agik ortisu olsun. 1 bir kompakt alt uzay, o, bir sayilabilir kompakt uzay

oldugundan bir énceki lemmadan Y sayilabilir kompakttir. O halde Teorem 4.1.6

geregi Y bir ((w,w)-merkezlenmig) kompakttir. Boylece her ccem igin O, c O

merkezlenmis aile olmak Uzere U{@a}ailesi Y nin bir ortist olacak bigimde bir

aem

m e o vardir.

{Op €0:05 N = ¢} ailesi bir merkezlenmis ailedir. $S6yle ki: n bir sonlu kardinal
sayl olmak Uzere{O;,0p,...05 } ={O; € ©: 05 NE = ¢} alalim. Her bir B; icin
F e {R}u(I-F)x(,m)) cOp olacak bicimde FeF ve o; o, vardir. F ler

sonlu oldugundan (1-( JR) = ¢ dir. ke (I-| JF) ve p= max{o,; :i<n}+1 olsun. Bu

i<n i<n

durumda her bir B; icin (k,p) € (I -F)x(oy, @;)) = Op olur. O halde {O; ,0; ...Op }
ailesinin arakesiti bos kime degildir. Boylece {O5e©:0,NF=¢} ailesi

merkezlenmis ailedir.

{Op €0:05 NE =} =0, alinirsa O, , F nin bir acgik ortiisi olur.

Boylece her o <migin O, < O merkezlenmis aile ve m sonlu olacak bigimde ©

nun bir U{@a} alt ortusu vardir. O halde X bir ((w,w)-merkezlenmig) kompakitir.

a<m
Simdi X uzayinin bir yidiz-<w olmadigini gérelim.

@:{Y}u{{F}u((I—F)x(oc,wl)): F e T} bigiminde X in bir agik 6rtisind alalim. A

sonlu olmak sartiyla X in keyfi bir alt kimesi olsun.
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Ac X sonlu oldugundan n ve m sonlu kardinal sayillar olmak Uzere

A ={(&,a;),F :ienjem} bigiminde olmaldir. Her jem igin F; sonlu oldugundan

bir xoe(I—UFj) alabiliriz.  Bu durumda F={x,}u{a :ien} alinirsa

jem

AN {Fru(-F)x(a,m,))= ¢ olacagindan F ¢st(A, ) dr.
Bu durumda X yidiz -<w degildir.¢

Asagidaki teorem, Teorem 3.1.9 un bir kardinal geniglemesidir. Asagida p=w

alinirsa Teorem 3.1.9 elde edilir.
4.1.11. Teorem

X bir topolojik uzay, n <« olacak bicimde p ve x sonsuz kardinal sayilar olsun.

Eger X in bir D kapali, ayrik alt uzay! igin; kardinalitesi k ve nokta-<y agik
geniglemesi var olacak bigimde bir Ec D alt kimesi varsa, bir m kardinal sayisi i¢in

Xyildiz -< m iken m > p olur.
Ispat

X topolojik uzayinin bir D kapali ayrik alt uzayi igin, [E|=x ve {By:deE}
biciminde bir nokta-<p acgik genislemesi olan bir EcD var olup bir m kardinal

sayisl igin X yildiz £ m iken m < p olsun.

D kapali ayrik uzay oldugundan Teorem 2.2.6 geregi D = ¢ dir. E<D oldugundan
E= ¢ olup yine Teorem 2.2.6 geregi E kapali ayriktir. E nin her bir d elemani igin
Uy NE={d} olacak bicimde bir U, < X acgik kimesi vardir. Her deE igin
V4 =By nUy alinirsa, Uy NE ={d} oldugundan V, NE ={d} olur. {B,:deE} ailesi
E nin bir nokta-<p agik genislemesi oldugundan V' ={V, :deE} ailesi de E nin bir

nokta-<u acgik genislemesidir.
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Soyle ki; her bir xe X igin |{d€E:x € V| < oldugunu gérelim. {deE : xe V4}={de
E: xeBy ve xeUy}c {deE: xeB,} ve {B,:deE}ailesi E nin nokta-<p agik
genislemesi oldugundan [{d€E:x eBy}<p olur. Bu durumda [{deE:xeV,j<p

olur.

E kapali ve V" aciklar ailesi oldugundan U ={X-E}u V' bigiminde tanimh U ailesi
X in bir agik ortistdir. X yildiz-< m oldugundan st(A,0)=X ve |A|<m olacak

bicimde bir A < X vardir.
Simdi S= {V, e V: V, A = ¢} olsun.

S| <p oldugunu gérelim. A nin her x elemani igin [{Vy:x eV jf<u ve [Al<m<p

oldugundan Teorem 2.1.6 geregi || J{V4 € V:x eV }{<p olur.
xeA

U{V4 € VI x eV} =S oldugunu goérelim.
XeA

Bir V,e€S alalim. VynA=¢ oldugundan x, €V, olacak bigcimde bir X, € A

vardir. Vq e [J{V4 € VixeVy}dir. O halde Sc | J{V4 e V:ixeVy} olur.

xeA XeA

Kapsamanin diger tarafi igin bir Ve (J{V4€ V:xeV4} alalim. x, €V, olacak
XeA

bigimde bir X, € A vardir. Yani VgnA=¢ dir. O halde | J{V4eV:ixeV}cS

XeA

dir.

Boylece U{V4 € V:xeV4}=S dir.

XeA

U{V4 € VX € V) < p oldugundan |S|<p dir.

XeA
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Ote yandan [E|=« ve [E|=|V]| oldugundan |V|=x dir. ScV' ve [S|<p, [V]=x
olup hipotezden <« oldugundan V-S#¢ olur. Oyleyse bir Vg€V ve Vg ¢S
alinabilir. Burada d; eE ve X=st(A,U) oldugundan bir U, €0 igin d; eU, ve
ANnU, #¢ olur. d; eE oldugundan U, # X—E olup U, e V' dir. V={ V,:deE }
oldugundan U, =V, olacak bicimde bir deE vardir. d, eV, ve ANV, #=¢ olur.
d, €E ve d; € V4 oldugundan d; € Vy nE={d} olup d, =d dir. O halde U, =V,
ve ANnVy #¢ olur. Boylece S kiimesinin tanimindan V, €S olur ki bu V, ¢S

olmasi ile gelisir. Boylece varsayim yanlis olup X yildiz < m iken m > p olur.+

Zayif (o,,0)- metaLindelof uzayin zayif o,-metalLindelof uzaya denk oldugu g6z

onldne alinarak asagidaki sonugta « yerine o alinirsa Sonug¢ 3.1.10 elde edilir.
Boylece Sonu¢ 3.1.10 nun kardinal geniglemesi olan bu sonucun ispati

verildiginde Sonug 3.1.10 nun da ispati verilmis olur.

4.1.12. Sonug

X bir T,-uzayi olmak tzere bir zayif (x*,«x)- metaLindel6f uzayi olsun. Bu takdirde

asagidakiler denktir.

a) X uzayl yilldiz <k dir.
b) ext(X) <« dir.

Ispat

a)=b) X yildiz <k olmak Uzere kabul edelim ki ext(X) >« olsun. Bu halde
|D| >k olacak bigimde kapali ayrik bir D < X alt kiimesi vardir. X zayif (x",x)-
metalLindel6f uzay oldugundan D nin, kardinalitesi x* olan ve noktask agik

genislemesi bulunan bir E alt kimesi vardir. Burada hipotez geregi X yildiz-<«

oldugundan Teorem 4.1.11 geregdi « >« c¢eliskisi elde edilir.
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b)=a) 0, X uzayinin keyfi bir agik értisu olsun. Teorem 3.1.1 den st(A,0)=X
olacak bicimde kapali ayrik bir A < X alt kimesi vardir. ext(X) <k« oldugundan

|A| < dir. Boylece X yildiz-<x dir.¢

Asagidaki sonug¢, Sonu¢ 3.1.11 in w kardinalinden herhangi bir x kardinaline

genislemesidir.

4.1.13. Sonug

X bir T, uzayi olmak Uzere zayif k" -yiginsal Hausdorff uzayi olsun. Bu takdirde

asagidakiler denktir.
a) X yildiz-<x dr.
b) ext (X) <« dir.

Ispat

Sonug 2.2.22 geredi zayif «'-yiginsal Hausdorff X uzayr zayif (x*,«x)-

metaLindelof uzayi oldugundan Sonug 4.1.12 geregi denklikler saglanir.¢

Simdi Sonug 3.1.12 nin bir kardinal genislemesi yapilacak. Fakat dnce bu sonucun

ispati icin gerekli olan iki lemmaya ihtiyac vardir.
4.1.14. Lemma

X bir T;-uzayi olmak Uzere x bir sonsuz kardinal olsun. Eger X bir P, -uzay! ise

X in her x elemaninin kapagiklardan olusan bir komsuluklar tabani vardir.
Ispat

Keyfi bir x e X alalim. Vc X kiimesi x elemanin keyfi bir agcik komsulugu olsun.
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X bir T;-uzay! oldugundan 0 ordinali i¢in xeU, c U, < Volacak bigimde bir
U, = X agik kiimesi vardir. Yine 1 ordinali icinxeU, c U, cU, c U, <V olacak
bicimde bir U; < X acik kiimesi vardir. Bu bicimde devam edildiginde her o e«
icin xeU, cU, c..cU, cU, cV olacak bigimde bir U, =X agk kiimesi

vardir. O halde {x}c NU, = NU, =U alinirsa X bir P_-uzay! oldugundan NU,

aekK aekK oexk

=U acik ve (U, =U kapalidir. Béylece xeUc V olup, U kapagiktir.

oekK

4.1.15. Lemma

X bir T;-uzayi olsun. Eger X uzayl P_-uzayi ise zayif " -yiginsal Hausdorff

uzaydir.
Ispat

X bir T, uzayi ve bir P,_-uzayi olsun. D|=«"olacak bigimde kapall ve ayrik bir D

c X alt kiimesini alalim. D nin ikserli ayrik acgik bir genislemesinin var oldugunu

gormeliyiz.

D={d;:iex"} diyelim. D ayrik oldugundan D nin her bir d; eleman: igin
V4 ND=1{d,} olacak bigimde bir V4 = X agik alt kiimesi vardir. Lemma 4.1.14
geregi her iex" icind, eUy <V, olacak bigcimde bir kapagik U, < X alt kimesi
vardir.

Her iex” igin W, =U, —UUdB biciminde tanimlansin. X bir P
B<i

-uzay! ve her

K

iex” igin Uy < X kapagik oldugundan, her iex™ igin W, < X kapagiktir. i# ]

bigimindeki her i,je k™ icin W, MW, = ¢ oldugu agiktir.

Boylece {W, :ie "} kapacik kimelerin ikiserli ayrik bir ailesidir.
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Simdi {W, :ie "} ailesinin D nin bir genislemesi oldugunu goérelim.

d; eD alalim. d,eUy =V, olup her jex"-{i} icin d evdj oldugundan her bir

B<iicin d ¢ Vg olur. Ugy < Vag oldugundan d; ¢ Ug, dir. O halde d; ¢ UUOIB olup
B<i

di €Uy —UUdB =W, bulunur. Yani her d eD icin d, eW, dir. Bodylece
B<i

{W, :ie "} ailesi D nin bir genislemesidir.

O halde {W, :ie "} ailesi D nin ikiserli ayrik acik bir genislemesi olup X bir zayif

k" —yiginsal Hausdorff uzaydir.+

X in bir zayif «" —yiginsal Hausdorff uzay oldugunu gérmek igin kardinalitesi «*

olan kapali ayrik her D alt kimesi i¢in |D|=|E| olacak bicimde ikiserli ayrik agik

genislemesi bulunan bir EcD alt kimesi bulmak yeterlidir. Fakat yukardaki
lemmanin ispati yapilirken dogrudan D alt uzaymnin ikiserli ayrik bir acik

genislemesinin var oldugu goruldu. Bu bir sonug olarak asagida verildi.
Asagidaki sonucun ispati Lemma 4.1.15 in ispatindan agiktir.

4.1.16. Sonug

X bir Tz-uzayr ve bir P, - uzayl olsun. Eger D, X uzayminin kapal ayrik

kardinalitesi k" olan bir alt kimesi ise D nin ikiserli ayrik agik genislemesi vardir.+

Asagidaki sonug, Sonu¢ 3.1.12 nin w kardinalinden herhangi bir sonsuz «

kardinaline genislemesidir.
4.1.17. Sonug

X bir T;-uzayi olmak Uzere, bir P, - uzayi olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir.

a) X uzayl yildiz-<« dir.
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b) ext (X) <« dir.
Ispat

Lemma 4.1.15 ten T,-uzayl olan her P_ - uzayi, bir zayif «"-yiginsal Hausdorff

uzaydir. O halde istenilenler Sonug¢ 4.1.13 ten agiktir.¢

Teorem 3.1.13 Un bir kardinal genislemesi yapilacaktir. Yalniz bundan once

asagidaki lemmaya ihtiyag vardir.
4.1.18. Lemma

k bir sonsuz kardinal olmak Uzere («o,k)-Lindeldf uzaylarda bos olmayan alt

kimelerin yerel sonlu (veya yerel <« ) her ailesinin kardinalitesi en fazla « dir.
Ispat

X bir (o0,x)-Lindeldf uzay ve A ={A_, #¢:a I} ailesi X te yerel sonlu (yerel <x)
olsun. O halde her x e X igin I(x)={ael:U, nA, = ¢} sonlu ( [I(x)<k) olacak
bicimde bir U, < X acik alt kimesi vardir. Buradan {U, : x € X} ailesi X in bir agik
ortisudur. X bir (oo,x)-Lindel6f uzay oldugundan {U, :xe X}agik ortisinin

kardinalitesi en fazla « olan bir alt ortisu vardir. Yani en az bir y<x kardinal

sayisiicin S={x, € X:nep} olmak Uzere X= JU,  dir.
nep

Simdi A = U{A, 1A, nU,_ = ¢} oldugunu gorelim.

nep

U{A, 1A, nU, = ¢} < A oldugu agiktir.
nep
Kapsamanin diger tarafi icin bir Ag € A alalim. A # ¢ oldugundan birx e A

vardir. X e Uan oldugundan bir mep icin xeU, dir. Bu halde xeU, Az =#¢

nep
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ve mep dir. Buradan Ape U{A,:A,NU, =} d

nep

r. Boylece A

< J{A, 1A, nU, = ¢} olur.

Nep

Béylece A =U{A, A, nU, =¢} dir.

nep

O halde her nep icin  I(x))={ael:U, nA, #¢} kimesi igin
I(xX)={ael:U A, #¢} sonlu oldugundan  (veya [I(x)<x oldugundan)
I(x,)| <« dir. O halde her nep igin ‘{A(x U, NA, ¢¢}‘ <k ve p<koldugundan

A ailesinin kardinalitesi en fazla « olur.+

Bir yildiz —((oo,w)-Lindelof) uzay, bir yildiz-Lindelof uzay oldugundan agagidaki

teorem, Teorem 3.1.13 Un ® kardinalinden sonsuz bir x kardinaline

genislemesidir.
4.1.19. Teorem

X bir yildiz —((0, k) -Lindel6f) uzay ise X in bostan farkl acgik alt kiimelerinin yerel

sonlu her ailesinin kardinalitesi en fazla « dir.
Ispat

Her a el igin ¢ =V, < X agik olmak Uzere V={V, : o €1} ailesi yerel sonlu olsun.

Kabul edelim ki [I| > x olsun.

Her a €1 igin bir x, €V, alarak F={x, : o €I} ailesini olugturalim. Her x, €F igin
V' yerel sonlu oldugundan, x, T, ve {Bel:T, NV, = ¢} sonlu olacak bigcimde

bir T, < X acigi vardr.
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Her ael i¢in T, "V, =U, denilirse, T,ve V, acgik oldugundan, U, agik olup

X, €V, ve x, €T, oldugundan x, U, dur.

Ayrica {U,:ael} yildiz sonludur. $oyle ki; oy el olsun. Her ael igin
T, NV, =U, oldugundan, {ael:U, nU, #¢tc{oel: T, NV, #¢} dir. Ayni
zamanda {ael:T, NV, #¢} sonlu oldugundan {ael:U, nU, = ¢} sonlu olup

{U,, :a €1} ailesi yildiz sonludur.

Simdi {U, : o €1} ailesinin yerel sonlu oldugunu gérelim.

xe X olsun. V' yerel sonlu oldugundan xeT ve {V,eV:TnV, =¢} sonlu

olacak bigimde bir T < X agigi vardir.

U, :TnU, #0}={V, N"T TNV, NT )=} <{V, N"T,: TNV, #¢} ve
{V,eV:TnV, #¢} sonlu oldugundan {V, T, :TNV, =¢} ailesi sonludur.

Buradan {U, : TnU,_, # ¢} sonludur. O halde {U, : o €1} yerel sonludur.

F={x, :a €I} nin kapal oldugunu goérelim. V= {V, :a €1} yerel sonlu oldugundan

{{x,}: o eI} ailesi yerel sonludur. Sonug¢ 2.2.27 den [J{x,}=F kapalidir.

ael

Bu durumda, O={F°}u {U, : o €1} bigiminde tanimlanan © ailesi X uzayinin bir

acik ortusudir. X yildiz —((o0, k) -Lindelof) oldugundan st(L,©)=X olacak bigimde X

uzayinin (oo,x)-Lindeldf bir L alt kiimesi vardir.

{U, :ael} ailesi X igerisinde yerel sonlu oldugundan {U, nL:ael}ailesi L
icerisinde yerel sonludur. S6yle ki: L nin bir x elemanini alalim. xeT, ve
{ael:U, NnT, #¢} sonlu olacak bigimde bir T, < X acik vardir. T, NL, L iginde
acik kUmedir. {ael:(U, nL)N(T, NL)zd}c{aecl:U, N"T, ¢} sonlu

oldugundan {U, nL:a €1} ailesi L igerisinde yerel sonludur.
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L, (oo,x)-Lindeléf ve {U, nL:o €1} ailesi L igerisinde yerel sonlu bir aile
oldugundan Lemma 4.1.18 geregi K={a. e1:U, nL = ¢} kimesinin kardinalitesi en

fazla « dir.

1] >« kabul etmistik ve |K|<x oldugundan Sonug 2.1.7 geregi |I-K|>«olur. Bu
takdirde her aeI-K igin, x, e X= st(L,O) olacagindan OnL=¢ ve x, €O

olacak bigimde bir O € © vardir. O={F°}u {U_ : o € I} oldugundan ya O=F° olacak

yada Oe {U, : a €1} olacaktir.

O=F° olamaz. Gunki x, €O ve x, €F oldugundan x_, ¢ F° dir.

O zaman Oe{U, :ael} olmak zorunda olup O=U; olacak bicimde bir Bel
vardir. Bu halde Uy nL=¢ ve x, eU; dir. Bu durumda K={a el:U, NnL # ¢}
oldugundan BeK dir. Yani her bir ael-K iginx, eU;,, olacak bicimde bir

B(a) eK vardir.

I-K|>«x ve [K|<x oldugundan Sonug 2.1.8 geregi AcI-K ve |A|>«x olmak
Uzere her a € A igin B(a) € B, olacak bigimde bir B, e K vardir. Bu durumda her

aeA igin  x, €U, olur. O halde her aeA igin x,eU, NU, olur. [A|>k

oldugundan ‘{UQ:UBOmUa¢¢}‘>K dir. Bu durum {U,:oe€l} ailesinin yildiz

sonlu olmasi ile geligir.¢

Yukaridaki teorem her ne kadar bir kardinal genisleme olsa da icerisinde “yerel
sonlu” kavrami bulunmaktadir. Asil amacin kardinal genislemeler oldugu bu

bolimde “yerel sonlu” sinirlamasi yerine daha genel olan “yerel-<x kosulunu

koymak uygun olacaktir. Asagida ki sonug istenilen bu kardinal genislemedir.
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4.1.20. Sonug

X bir P, -uzayi olsun. Eger X uzayi bir yildiz —((oo,x) -Lindel6f) uzay ise X in bos
olmayan acik alt kimelerinden olugan her yerel <« ailenin kardinalitesi en fazla «

dir.e

Simdi Teorem 3.1.14 Un bir kardinal genislemesi olan asagidaki teoremi verelim.

Asagida « kardinal sayisi yerine ® alinirsa Teorem 3.1.14 elde edilir.
4.1.21. Teorem

X bir normal uzay olsun. Eger X bir P_-uzayi ise asagidakiler denktir.

1) X yildiz-<x dir.
2) X yildiz-( (oo, x )-Lindel&ftir) tar.

3) X in bos olmayan acik alt kimelerinin yerel-<« her ailesinin kardinalitesi en fazla

K dir.

4) X in bos olmayan acik alt kiimelerinin yerel sonlu her ailesinin kardinalitesi en

fazla « dir.

5) Xin bos olmayan acik alt kimelerinin ayrik her ailesinin kardinalitesi en fazla «
dir.

6) ext(X) <«
Ispat

1)=2) 0, Xin keyfi bir agik 6rtiist olsun. X yildiz-<« oldugundan st (A,0)=X ve
|A|<x olacak bigimde bir Ac Xvardir. |A|<x oldugundan A nin her agik

ortistnun kardinalitesi en fazla x olan bir alt ortistu vardir. O halde A, X in bir

(o0, x)-Lindel6f alt uzayidir. st (A,0)=X oldugundan X yildiz-( (e, )-Lindel6f) olur.
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2)=3) Sonug 4.1.20 den agiktir.
3)=4) Yerel sonlu her aile ayni zamanda yerel -<x oldugundan agiktir.
4)=5) Ayrik her aile ayni zamanda yerel sonlu oldugundan agiktir.

5)= 6) X in bos olmayan acik alt kiimelerinin ayrik her ailesinin kardinalitesi en

fazla « ve ext(X) >« olsun. O zaman X in kardinalitesi x* olan kapali ayrik bir D
alt kiimesi vardir. Sonug 4.1.16 dan D nin ikiserli ayrik acgik bir geniglemesi vardir.

Bu genigleme {U,:deD}olsun. X bir normal uzay ve D kapal oldugundan

DcGcGc UUd olacak bicimde bir G < X acik alt kimesi vardir.
deD

Simdi {V4;=GnNU,:deD} ailesinin X in bostan farkli agik alt kiimelerinin bir ayrik

ailesi oldugunu gorelim.

Once {V4=GnNU,:deD}ailesinin X in bostan farkli acik alt kiimelerinden

olustugunu gorelim.

Her deD icin deG, X in agik alt kimesi ve deU,, X in agik alt kiimesi
oldugundan deGnU,=Vy#=¢ olup Vs X acik bir alt kimedir. Yani

{V4 =GnU, :deD} ailesi bostan farkli acik kimelerin bir ailesidir.
Simdi {V, =GnUy, :deD} ailesinin ayrik bir aile oldugunu gérelim.
Xin bir x elemanini alalim. Bu halde iki durum vardir.

1. Durum: xe¢G ise; xeG® aglk kime ve GnNUg=V, oldugundan

{V: V4 N G® % ¢} = ¢ dir. Bu durumda ‘{Vd V, NGE # ¢}‘ =0 dir.
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2. Durum: x e G ise; G < [JU, oldugundan D nin en az bir e elemani igin x U,
deD

dir. {V4:V4nU, #¢}={GNnU,:GNnU,; U, = ¢} olur. Burada {U, :deD} ikiserli
ayrik oldugundan d#e iken Uy U, =¢ dir. Bu halde {GNU,:GNnU,;NU, = ¢} =
{GNnU,:d=e}={GNnU_.}={V,} olur. Boylece {V,:Vy4nU, =¢}={V.} dir.

Buradan [{V, : V4 nU, = ¢}/ =1 elde edilir. {V4 =GnU, :deD} ayrik bir ailedir.

Hipotezden X in bos olmayan acgik alt kiimelerinin ayrik her ailesinin kardinalitesi

en fazla « idi. Oysa {V,=GnNU,:deD} bos olmayan agik alt kimelerinin ayrik

bir ailesi olup kardinalitesi D nin kardinalitesine esit yani «* dir. Bu ise hipotezle

celisir.

6)=1 Sonug4.1.17 den agiktir. ¢

Asagidaki 6nerme, Onerme 3.1.15 in ® kardinaliden herhangi bir sonsuz «

kardinaline geniglemesidir.
4.1.22. Onerme

X bir T3 uzay ve bir P_-uzayi olmak Gzere X in bogtan farkli agik alt kimelerinin
ayrik her ailesinin kardinalitesi en fazla x olsun. X in y(x,X)<x" olacak

bicimdeki her x elemani igin y(x,X) <" dur.
Ispat

X in y(x,X)<x" olacak bigimde bir x elemanini alalim. x(x,X)<x"oldugu

gorulmelidir.

y(x,X)< k" oldugundan (O ={x} ve [0|<«" olacak bigimde X uzayinin agik alt

kiimelerinin bir © ailesi vardir.
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1.Durum: |0 <™ ise; [©[< olup X bir P_-uzayi oldugunda (O ={x} kiimesi
aciktir. Bu durumda x elemaninin komsuluklar tabanini {{x}} alabiliriz. |{{x}}|=1

oldugundan y(x,X) <" dir.

2.Durum: |0 = k" ise; O={0; :iek*} olsun. (O ={x} oldugundan her ie«" igin
XxeO; olur. Lemma 4.1.14 ten xeX noktasinin kapaciklardan olusan bir

komsuluklar tabani vardir. O halde her ie«x” igin x e A; < O; olacak bigimde bir

kapacgik A; vardir.

Her ie k™ igin U, = A, olmak lizere asagidakiler ispat edilebilir.
p<i

a) Her ie k" igin U, kapagiktir ve j<i bigimindeki heri,je «* igin U, c U, dir.
b) U={U, :ie x"} ailesi x e X in bir komsuluklar tabanidir.

Bu iki madde ispat edilirse y(x,X) < |0| = x*olacagindan 6nerme ispatlanmis olur,

Simdi ispatlarini yapalim.

a) Keyfi bir ie k™ alalim. || < x*ve X uzay! P, -uzayi oldugundan U, =N A; agiktir.
psi

Ote yandan A, ler kapali oldugundan U, = (A, kapaldir. O halde U; kapagiktir.
B<i

Ayrica j<i bigimindeki her i,je x™ igin U, c U, dir.

b) x elemanin keyfi bir V agik komsulugunu alalim. x eU,, < V olacak bi¢cimde bir

U, €O bulunmalidir.

X uzaylr T;—uzayive bir P_-uzayl oldugundan Lemma 4.1.14 ten xeUcV

olacak bigimde bir U kapacigi vardir.
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Iddia 1: V={V, =U° —U, :iex'} ailesi U° nin, azalmayan, kapagik kiimelerden

olusan bir ortusudur.

Once V ailesinin azalmayan oldugunu gérelim.

Bir iex” alalim. U,; cU; oldugundan V,=U°®-U, cU°-U,, = V,, elde edilir.

Yani V; c V,,; olup V ailesi azalmayandir.

Simdi V ailesinin X in kapagik alt kiimelerinden olustugunu goérelim.

Bir iex” icin U, kapacik ve U°® kapagik oldugundan V, =U°®-U, kapagiktir. O

halde V', X in kapagik alt kiimelerinin bir ailesidir.
Simdi de V ailesinin U° igin bir 6rtli oldugunu gorelim.

U° nin bir 6rtisli olmadigini varsayalim. O halde U nin bir y elemani igin y g UV’

dir. Burada her iex” igin ygV,=U°-U, ve yeU°® dir. O halde her iek" igin
y eV, dir. Bu durumda ye (U, = () )As = [)A < [0 ={x} oldugundan y=x

iex” jiexB<i jex* jex”
ve yeU® ise xeU°® dir. Oysa xeU idi. Bu geligkiden V' ailesi U° nin bir
ortusuddr.

Simdi her iex” igin W, =V, -JV, olmak tzere {W,:ic«k"}ailesini tanimlayalim.
B<i

Bu durumda asagidaki iddiayi ispatlayabiliriz.

iddia 2: {W,:iex'} ailesi, kapagiklardan olusur; ikiserli ayriktir; V' nin bir

incelmigidir ve ayriktir.

Simdi bu iddialari ispatlayalim.
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Bu ailenin kapagiklardan olustugunu gorelim.

iex’olsun. |j<x dir. i=0 ise W, =V, kapaciktir. i#0 ise X uzayl P, _-uzay

oldugundan (V' bir kapagik aile idi) UVﬁ kapalidir. Zaten topoloji geregi UVB
p<i B<i

aciktir. O halde |JV, kapacikitir. V, kapacik ve [JV;kapagik oldugundan
B B<i

W, =V, —BuvB kapagiktir.

{W, :iex"} ailesinin ikigerli ayrik bir aile oldugunu gorelim.

i,je k" igin i# olsun. Ik olarak j<i ise W, =V, -UVs ve W, =V, —UVB cV olup
B<i B<j

W, cV, c UVB dir. Yani W, =V, _HVB ve W, c UVB olup W, "W, =¢ dir. i<j
B<i < B<i

ise benzer bigimde W, "W, = ¢ dir. O halde her i,je k" ve i# igin W, "W, = ¢ tur.

Boylece {W, :ie "} ailesi ikigerli ayriktir.
{W, :i e k" }ailesinin, V" ailesinin bir incelmisi oldugunu gorelim.
Once | {W, :iex*}=J V" oldugunu gorelim.

an{Vi:iem*} olsun. aeV, olacak bigimde bir iex” vardir. Bunun geregi

olarak S={ie x" :ae V,} # ¢ dir. Ordinaller iyi sirali oldugundan minS=k vardir.
k=0ise W, =V, ve ae W, =V, drr.

k#0 ise her i<k igin a¢V; ve aeV, olup aeV, - JV; =W, dir. Bu durumda da
B<k

ae|J{W, :iex™} dir. Yani |JV < J{W,:iex"} elde edilir.
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Zaten W, =V, ve iex" —{0} igin W, =V,-{JV; oldugundan her iex” igin
B<i

W, =V, olup [ J{W;:iex"} < [JV dir. Buradan | JV =[ J{w,:iex"} olur.

Her ie k™’ igin W, cV, idi. Boylece {W, :ie k" }ailesi V nin bir incelmisidir. Oyleyse

{W, :iex"} ailesi de U® nin bir ortisudur.
{W, :iex"} ailesinin ayrik bir aile oldugunu gérelim.

X in bir y elemanini alalim. Eder yeU ise her iex" igin W, cV,cU°
oldugundan W, nU=¢ olup W, : W, nU=¢}{=0 dir. Eger y¢Uise yeU® olup
{W,:iex’}, U° nin bir 6rtisi oldugundan bir je k" iginy e W; olur. {W,:iex"}
ailesi ikigerli ayrik oldugundan {W,:W, "W, = ¢} ={W;} olur. O halde

{W, :ie "} ailesi ayriktir.

Boylece U° yi orten agiklardan olusan bir {W, :ie k" }ailesi elde edildi. U®, X in
kapagik bir alt kimesi oldugundan {W,:ie«"} ailesi agiklardan olusan ayrik bir

aile olur. Ustelik bu ailenin kardinalitesi x* dir. Onermenin hipotezi geregi X in

bostan farkli agiklarindan olusan ayrik her ailenin kardinalitesi en fazla « idi. Bu

durumda {W,:iex"} ailesinin en fazla « g¢okluktaki elemani bostan farkhdir. O

halde S={ie k™ : W, = ¢} icin |[S| <« dr.

Boylece U° | J{W,:iex"} =W, = JVi = [JVi =U° olur. O halde [V, =U°
ieS ieS et ieS

dir. Teorem 2.1.9 geregi |S|<k <«x* ve Sc k" oldugundan SupS=ne«” olur. Bu

n ordinalini alalim. V" ailesi U° nin 6rtisi oldugundanV, < U°olup, S nin her i

eleman igin, isn ve V azalmayan oldugundan, V,cV, olur. Buradan

UVicV, cU® elde edilir. JV,=U° idi. Béylece U°=[]JV,cV,=U° olur.
ieS ieS ieS
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Buradan U° cV, =U°-U,=U° olur. Yani U®°-U,=U° dir. Bu ise U,cU

demektir. Buradan xeU, cUc V elde edilir.

Sonucta xe X in keyfi bir V acik komsulugu icin x eU, < V olacak bigcimde bir
U, U var oldugu igin U={U, :iex’} ailesi xeX noktasinda komsuluklar

tabanidir. Béylece y(x,X) <[0] =«"olur. ¢

Asagidaki 6nerme, Onerme 3.1.16 nin ® kardinalinden herhangi bir sonsuz «

kardinaline genislemesidir.

4.1.23. Onerme

X bir T;-uzayi ve bir P_-uzayi olmak tzere X in bostan fakli acik alt kiimelerinin,

ayrik her ailesinin kardinalitesi en fazla x olsun. Eger |(X)< k" ise X bir (o0,x)-

Lindelof uzaydir.

Ispat

0, X in keyfi bir agik 6rtisu olsun. U nun kardinalitesi en fazla « olan bir alt

ortusunu bulalim.

Her xe X iginx eU, olacak bicimde bir U, € U vardir. Lemma 4.1.14 ten her
x e X icin xeO, cU, olacak bigimde X in kapacik bir O, alt kimesi vardir. O
halde O= {O, :xe X} ailesi X uzayinin kapagiklardan olugan bir 6rtisu olup
O=<0 dir. [(X)<k" oldugundan |[W|<k* olacak bicimde® nun bir W agik

incelmigi vardir.

1.Durum: [W|<x olsun. W<O ve O<0U oldugundan W=U olur. Séyleki:
W=0O ve ©<0 oldugundan | JW=[JO=[JU dir. Her We W igin W O,

olacak bicimde bir O, €O ve bu O, i¢cin de O, = Uowm)) olacak bigimde bir
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Utouw) e U vardir. Béylece her We W igin W < U, olacak bigimde bir U, €U

vardir. O halde W=<0 dr.

Her WeW igin WcU,, olacak bigimde bir U, €0 var oldugundan

X=UWg UUW olur. Bu {U,, : W e W} ailesi, U nun kardinalitesi en fazla «

Wew

olan bir alt ortusuddur.

2.Durum: [W]|=«" olsun. W={W, :iek"} bigiminde yazaim. W< O oldugundan

her iex” igin W, c O, olacak bigimde bir O,e© vardir. Bu bigimdeki O; €O

kapagiklarinin {O; :i e k" } bigcimindeki ailesi, W 6rtl oldugundan, bir értadar.

Her iex’ icin V, =0, -{JO, olmak izere {V,:iex"} ailesi X in bir ortiisii olup
B<i

kapagciklardan olusan ayrik bir ailedir. Simdi bunu ispatlayalim.
{V,:ie "} ailesinin X in bir 6rtis oldugunu gorelim.

X in keyfi bir x elemanini alalim. {O; :iek"} ailesi bir 6rti oldugundan x e O;
olacak bicimde bir O; kapacigi vardir. Bu halde S={iex":xeO;}#¢ dir.

ordinaller kiimesi iyi sirali oldugundan minS=k vardir.
k=0ise xe Oy =V, drr.

k#0 ise her B<k icin x¢O; ve xeO, olup xeO, - JOy =V, dir. Boylece
B<k

X eU{Vi siex"}dir. Bu halde {V,:ie«"} ailesi X in bir értisuddr.

{V,:iex"} ailesinin kapagiklardan olustugunu gérelim.
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ek’ olsun. i=0 ise O, =V, kapagiktir. i#0 ise iex"oldugundan |[j<x dir. Bu

durumda X uzay!r P, -uzayl oldugundan [JO, kapalidir. Zaten topoloji geregi
B<i

UO; aciktir. O halde (JO, kapagiktir. Bununla birlikte O; kapagik oldugundan
Bi B<i

V, =0, —[EJ_OB kapagciktir. Boylece {V, :ie "} ailesi kapagiklardan olusur.

{V,:iex'} ailesinin ayrik oldugunu gorelim.

X in bir y elemanini alalim. {V, :i e "} bir 6rtii oldugundan bir je " igin y eV, dir.
{Vi:VinV; =6} ={V;} oldugunu gorelim. {V;}c{V;:V,nV, =¢} oldugu aciktir.

Vie{Vi:V,nV, =¢} alalim. Eger j<i ise V,=0,-|JO; ve V,c0;cJO,
B<i B<i

oldugundan V, "V, =¢ elde edilir. Eger i<j ise benzer bicimde V,"V,=¢ elde
edilir. O halde i=j dir. Bu durumda {V;:V,nV,;=¢}c{V;} olur. Boylece
{Vi:VinV, =6} ={V;} olup {V,:ie k"} ailesi X i 6rten acgiklardan olusan bir ayrik

ailedir.

{V; :iex"}ailesinin kardinalitesi k™ dir. Onermenin hipotezi geregi X te bostan
farkli aciklardan olusan ayrik her ailenin kardinalitesi en fazla « oldugundan

{V,:iex'} ailesinin en fazla x g¢okluktaki elemani bostan farklidir. O halde S=

{iex":V, =9} igin [S|<x dir. Buradan X=| J{V,:iex"}=[JV; olur. Her iex”
ieS

icin V;cO; ve O<0U oldugundan O; cU; olacak bigimde bir U; €U vardir.

+

Boylece her ek icin V,cO, cy; dir. Bu durumda

X=|J{Viiiex'}={JV, =|JU; = X olur. |S|< x oldugundan [{U;:ie S} <« dir. Bu
ieS ieS

halde ve {U; :ie S} ailesi U nun kardinalitesi en fazla « olan bir alt értlsudar.

Bdylece X te keyfi bir ortinun kardinalitesi en fazla « olan bir alt ortGsunu

buldugumuzdan X bir (o, ) -Lindelof uzaydir.+
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Simdi Onerme 3.1.19 un bir kardinal geniglemesi yapilacak. Fakat énce baz
teoremlerin verilmesi gerekiyor. Asagida ispatsiz olarak verilecek bu teoremler
“Topolojik grup” konusunu igeren ortalama bir topoloji kitabinda ya da 6zel olarak
[7] de bulunabilir.

4.1.24. Teorem [7]

T,-uzay! olan her topolojik grup bir T;-uzayidir.

4.1.25. Tanim [7]

(G, A) bir topolojik grup, U,V c G alt kiimeler ve a< G olsun. a nin “A” iglemine

gore tersi a™* olmak iizere;
a) Ua={xaa: x e U}

b) aU={aAax:x e U}

c) Uv={xay: xeU,y eV}

dUt={x":xeU}

biciminde tanimhdir.

4.1.26. Teorem [7]

G bir topolojik grup, U< G bir alt kime ve a € G ise asagidaki 6zellikler saglanir.

a) Eger U acik ise aU ve Ua aciktir.

b) Eger U kapali ise aU ve Ua kapalidir.

c) Eger U acik ve V < G bir alt kiime ise UV ve VU agiktir.
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d) Eger U agik ise U™ aciktir. ¢

(G, A) bir grup ve Hc G bos olmayan bir alt kiime olmak tzere (H, A) bir grup
ise H alt kimesine G grubunun bir alt grubu denir. Asagidaki teoremin ispati

oldukga kolay olup [7] ye ek olarak ortalama bir cebir kitabinda da bulunabilir.
4.1.27. Teorem [7]

G bir grup ve Hc< Gbos olmayan bir alt kiime olsun. H in bir alt grup olmasi igin

gerek ve yeter sart her a,b eHicin aAb™ e H olmasidir.+

Onerme 3.1.19 un w kardinalinden herhangi bir sonsuz « kardinaline genislemesi

asagidaki dnermedir.
4.1.28. Onerme

G topolojik grubu bir T,-uzay! ve P,_-uzay olmak Uzere G nin bostan fakli acik alt

kimelerinin her ayrik ailesinin kardinalitesi en fazla x olsun.
y(G)<«x" ise w(G)< k" ve G bir («,x)-Lindel6f uzaydir.
Ispat

G bir T,-uzay! ve topolojik grup oldugundan Teorem 4.1.24 geregi G bir T;-
uzayidir. y(G)<«* oldugundan Onerme 4.1.22 geregdi %(G)<«* dir. O halde G

nin birim elemani olan e noktasinin {U, : a. e x*} biciminde bir komsuluklar tabani

vardir.
Bir o € k™ alalim.

To=To" , ToT,cU, ve eeT, olacak bigimde bir T,cG acgik alt kiimesi
bulunabilir. Soyle ki: m:GxG—>G, m(a,b)=aAb islemi sirekli oldugunda

(e,e) e GXG noktasinda sureklidir. m(e,e)=eAe=ecU_, ve U, acik oldujundan
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m(AxB) c U, olacak bicimde e nin AcG ve Bc G acik komsuluklar vardir.
Boylece m(AxB)=ABcU, olur. AnB=V diyelim. V, e nin bir acik

komsulugudur. Teorem 4.1.26 dan V' aciktir. O halde VAV™, e nin bir acik

komsulugudur.

T, =V V1 olsun.

aeT, icin aeV ve aeV™ dir. Buradan ateV™ ve a'teV olup

ateVnV™1=T, oldugundan a™* T, dir. Bdylece acT;" olup T, c T," dir.

acTy, icinateT, dr. ateV ve ateVv™?dir. Buradan acV™ ve aeVolup

acVNV™=T, dir. Buradan T, cT, olur. Béylece T, =T, dir.
TocVcAve T, cVcB oldugundan T,T, c AB cU, dir.
ecVve e—eteV™?oldugundan ec VAV =T, dr.

Bdylece bir a.ck* igin T, =Ty, To.T, cU, ve eeT, olacak bigimde bir T, = G

aclk alt kimesi vardir.

Yukarida U, igin yapilanlar T, i¢inde yapildiginda T, =T, , T,T,cT, ve ecT,
olacak bigimde bir T, < G agik alt kimesi bulunabilir. Béyle devam edildiginde her

newicin T, c...c T, T, cU, olacak bigimde bir T, < G agik alt kimesi vardir.

H, =T, olsun. Her new igin e e T, olugundan eeH, dir. Simdi H, nin G nin

New

bir kapacik alt grubu oldugunu gérelim.

H, nin kapagik oldugunu gorelim.

Her new igin T, acik ve G bir P_-uzayi oldugundan H_, = ﬂTn aciktir.

nem
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H, nin kapali olmadigini varsayalim. Bir XG(E—HQ) vardir. x ¢ H, olugundan

bir ng ew igin xgT, dir. Ote yandan eeT, 5T, idi. O halde xAeeXT, ,;

olup Teorem 4.1.26 gereg@i x elemaninin bir agik komsulugu XT dir. XeH_a

ng+1

oldugundan H, N"XT, ; # ¢ dir. peH, NXT, ; olsun. peH, ve pexT, ., dir. Bu

durumda p=xAy olacak bi¢cimde bir yeT, ,; vardir. Buradan pAy * =x olur ve

peH, oldugundan peT, ., dir. O halde x=paAy™eT, T, 0 =T, T, acT,

No+1 "np+1 ng+1 " ng

olup x €Ty, elde edilir. Oysa x ¢ Th, idi. Bu geligkiden H, kapalidir.

H, nin, G nin bir alt grubu oldugunu gorelim.

H, nin G nin bir alt grubu oldugunu goérmek igin a,b e H, alalim. Bu durumda keyfi
bir new igin abeT,, dir. O halde acT,, ve b*eT,; olur. Bdylece

T h=T,uTacT, yani aab™teT, dir. Bu halde her new igin

n n+l ' n+l =

aAbteT

n+1

aAb™ e T, elde edilir. Boylece aab™ e (T, =H, olup Teorem 4.1.27 dan H,, G

New

nin bir alt grubudur.

Bdylece e noktasindaki {U, :a e’} komsuluklar tabaninin keyfi bir U, elemani

icin H, < U, olacak bicimde G nin bir kapagik H, alt grubu bulundu.

Simdi her bir aex” igin bulunan H, c U, lar kullanilarak B, ={xH_ : x € G}

biciminde bir aile tanimlayalim. Bu aile Teorem 4.1.26 geregdi kapaciklardan olusur

ve X =XxAe € xH, oldugundan bu kapagiklarin hig biri bog kiime degildir.
Simdi B, ={xH_ : x € G} nin ayrik bir aile oldugunu gorelim.

a e G olsun. a=aAe eaH, oldugundan aH_, < G alt kimesi a elemaninin bir agik
komsulugudur. yH, e{xH, :xH, naH  # ¢} olsun. Bir peyH,6A naH, elemani

alalim. p=yAr ve p=aAq bigiminde q,r eH, vardir. Buradan pArt=y ve p=aAq
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dur. O halde r*=p™tay ve aag=p olur. Bu esitlikler birlikte diisiinildigiinde

'—pap?Ay olur. pap?t=e oldugundan aagart=y olur. Bu halde

aAgAr~
(aagar )H, = yH, dir. H, bir alt grup oldugundan gar™ eH_olup (gar )H, =H,
dir. O halde aH, =yH_, dir. Boylece {xH, :xH_,A naH_ , = ¢} < {aH,} dir. O halde

{xH, e B, :xH, naH, = ¢} <1olup B, ={xH, :x e G} ailesi ayrik bir ailedir.

Her a e x* igin B, bos kiimeden farkl agiklarin ayrik bir ailesi oldugundan hipotez

U3,

aek’

geredi [B,| <« dir. Boylece Teorem 2.1.6 geregi <x*drr.

Simdi B = [ JB, nin G topolojik uzay igin bir taban oldugunu gorelim.

oex”

Bir xeG ve bu x in keyfi bir A acik komsulugunu alalim. e =x"Ax e x*A olup

x*A Teorem 4.1.26 geredi e nin bir acik komsulugudur. {U,:aex’} ailesi e
noktasinda komsulular tabani oldugunda U, c x A olacak bigimde bir o e«k*
vardir. Bu durumda eeH, c U, olacak bicimde bir H, var oldugu géruldi. Bu
halde e eH,  x A olup xAe c (xAx ')A dir. Béylece xexH, < A olur. Burada

xH, € B oldugundan B ailesi G topolojik uzayinin bir tabanidir.
Boylece |B| < «* oldugundan w(G) < «* bulunur.
Simdi G nin bir (oo, x) -Lindel6f uzay oldugunu goérelim.

Once |(G)<«" oldugunu gormeliyiz. V ailesi G nin keyfi bir acik ortiisii olsun. G

nin her x elemani i¢cin xeV, olacak bir V, eV vardir. Bu durumda
{V,eV:xeG} ailesi V' nin bir alt ortiisii olur. B ailesi G nin bir tabani
oldugundan xeB, cV, olacak bigimde bir B, e vardir. Bu durumda

B, eB:xeG} ailesi {V, e V:xeG} nin bir agik incelmisi olur. O halde
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{B, eB:xeG} ailesi V' nin bir agk incelmisi olup [B<«"oldugundan

‘{BX eB:xe G}‘ <k"dir. O halde |(G)<«* dir. Bdylece Onerme 4.1.23 geregi G

bir (oo, k) -Lindel&f uzaydir.
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5. SONUG VE ONERILER

Bu boélimde bu calismada elde edilmis bir ka¢g sonug¢ paylasilacak ve bunlar

hakkinda genel bir yorum yapilip 6neriler sunulacaktir.

1) « sonsuz bir kardinal, X bir T,-uzay! ve P__—uzayi olmak Uzere asagidakiler
denktir.

i) X (x,x)-kompakttir.
i) X in kardinalitesi en az « olan her alt kimesinin en az bir yigilma noktasi vardir.

2) X bir Hausdorff uzay ve bir P_-uzayi olmak uzere asagidakiler denktir.
a) X (i, x)-kompakttir.
b) X yildiz -<« dir.

3) X bir topolojik uzay, u <« biciminde pve x sonsuz kardinal sayilar olsun. Eger

X in bir D kapali ayrik alt uzayi icin, kardinalitesi k ve nokta-<u acgik genislemesi
olacak bicimde bir EcD varsa bir m kardinal sayisi igin X yildiz £ m iken m > p

olur.

4) X bir zayif (x",k)- metaLindel6f uzayi ve T, uzayl olsun. Bu takdirde

asagidakiler denktir.
a) Xyildiz <k
a) ext(X) £x

Yukarida dort tanesi verilen sonugclarin tamami dérdinci boliumde bulunabilir. Bu
¢alismada cogunlukla yapilan, uglncu bolimde verilen sonuglarin kardinal

genislemeleridir. Bu durumu bir 6rnekle agiklayalim.
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Teorem 3.1.8
X bir Hausdorff uzay olmak Uzere asagidakiler denktir.

a) X sayllabilir kompakttir.

b) X yildiz-sonlu dur.

c) X merkezlenmis kompakttir.
d) X n-bagli kompakttir.

e) X 2-bagli kompakttir.

Bu teoremde X bir Hausdorff uzay oldugunda, X in sayilabilir kompakt olmasi
yildiz sonlu olmasina denk oldugu verilmistir. Burada gizli bir bicim de var olan
sayllabilir (w) ve sonlu kardinal sayilarini agiga c¢ikartalim. “sayilabilir kompakt”
yerine denk olarak “(w,w)-kompakt” ve “yildiz sonlu” yerine denk olarak, n pozitif
tamsay! olmak Uzere “yildiz-<n” alinirsa bu teorem X in “(w,w)-kompakt olmasi
yildiz-<n olmasina denk oldugunu soylliyor. Burada “w yerine keyfi bir sonsuz «
kardinal sayisi alinabilir mi?” sorusunun cevabi arastirildi. Fakat bu soruya bir
cevap bulmak icin X in bir Hausdorff uzay olmasi yetersiz kaldi. Hemen belirtelim;
burada kesinlikle yetersizdir kastedilmiyor. Bunun igin Hausdorff uzay oldugu
halde bu denkligi saglamayan bir uzay bulmak gerekiyor. Agik¢asi her bir sonu¢
icin boyle bir arastirmaya girilmeyip, ispatin ilerlemedigi goruldugunde X uzayi
Uzerinde degisiklik yapildi. Ozet olarak X in bir Hausdorff uzay olmasina ek olarak

bir P, -uzay! olmasi kabul edilirse amaca ulastiracagi gorildu. Fakat bu seferde M.

V. Matveev tarafindan [2] de yapilan merkezlenmis kompakt n-bagli kompakt
tanimlan yetersiz kaldi. O tanimlar da genisletildi. Bunlara ek olarak birkag
engelden sonra Teorem 3.1.8 in bir kardinal genislemesi (Teorem 4.1.6) yapildi.
Burada bir ka¢ noktanin énemli oldugu goruluyor. Birincisi Terorem 4.1.6 aslinda
Teorem 3.1.8 i de igeriyor. Onemli oldugu dusiinllen diger noktalar 6neri olarak
asagida paylasildi.
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Yukarida bir drnekte 6zet olarak verilenler dorduncu boélimdeki tim sonuglar igin
yapildi. Bagka teoremlerin de benzer bigcimde uygun uzaylarda Kkardinal

geniglemeleri yapilabilir.

Birbirinden ayri olan teoremlerin kardinal genislemeleri yapildiginda, elde edilen
yeni teoremler uygun uzaylarda birlesebilir. Ornegin Teorem 3.1.8 ile Teorem
3.1.14 Un kardinal genislemeleri olan Teorem 4.1.6 ve Teorem 4.1.21 birlesebilir.
Soyle ki; Teorem 4.1.6 nin birbirine denk olan maddelerinde, « vyerine «*
alindiginda bu maddelerin, normal uzay olan P, -uzaylarda Teorem 4.1.21 in

maddelerine denk oldugu aciktir. Bu tur birlesmeler neticesinde, belki de oénemli

sonuglar elde edilebilir.

Hatta bazi agik sorularin uygun uzaylarda kardinal geniglemeleri yapilabilir. Buna
bir drnek olarak [1] deki bazi agik sorularin kardinal geniglemeleri burada

verilebilir. Soyle ki; [1] deki agik sorulardan ikisi asagidaki gibidir.

1) X bir tek diize monolitik (monotonically monolithic) yildiz sayilabilir uzay olsun

X bir Lindeléf uzay midir?

2) X bir kuvvetli tek dize monolitik (strongly monotonically monolithic) yildiz

sayllabilir uzay olsun X bir Lindel6f uzay midir?
Bu sorularin asagidaki gibi kardinal genislemeleri yapilabilir.
m bir sonsuz kardinal sayi olsun.

1) X bir tekdlize monolitik (monotonically monolithic) yildiz-<m uzay olsun X bir

(c0,m) -Lindeldf uzay midir?

2) X bir kuvvetli tekdlize monolitik (strongly monotonically monolithic) yildiz-<m

uzay olsun. X bir (eo,m)-Lindel6f uzay midir?

Belki bu sorulari cevaplamak igin X in bir tekdize monolitik ya da kuvvetli tekdlize

monolitik olmasi yetersiz olacak ve uygun uzaylar arastirilacaktir.
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‘A Note on the Extend of Two Subclasses of Star Countable Spaces” isimli
makalede Zuoming Yu, bir Tychonoff kuvvetli tekdize monolitik uzayin Lindelof
uzay oldugunu ispatlamistir. Bu ispat, yukaridaki kardinal genisleme olan 2.

sorunun ¢ozumune onemli bir katki saglayabilir.
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