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OZET

1967-1970 yillar1 arasinda M. Grossman ve R. Katz, dogurucu fonksiyonlarla, klasikte
bilinen toplama ve carpma islemleri ile ¢ikarma ve bdlme islemlerinin birebir rollerini
degistirip tlirevi ve integrali yeniden yorumlayarak carpimsal hesap adli bir hesap tarzi
gelistirdiler. Sonrasinda bu dogurucu fonksiyonlarin se¢imine bagl olarak elde edilen tiim
hesap tarzlarini, Newtonyen olmayan hesap adi altinda birlestirdiler. Bu tez ¢aligmasinda
Newtonyen olmayan hesabin temel 6zellikleri ve bu yapinin klasik hesaplama tarziyla olan
iliskileri incelenmektedir. {1k olarak tek bir iiretece bagli olan hesaplama tarzi kullanilarak
fonksiyonel analizin 6nemli bazi 6nemli esitsizlikleri verilmektedir. Ayrica farkli liretegler
secilerek bu yapida bazi uygulamalar ele alinmaktadir. Newtonyen olmayan
hesaplamalardan biri olan ve yildiz aritmetik adi verilen hesaplama tarzi kullanilarak
kompleks cisim iizerinde tanimli bazi dizi uzaylar1 ve dualleri tanimlanmaktadir. Bunun
yaninda sonsuz matris yapist insa edilerek tanimlanan dizi uzaylar1 arasindaki bazi matris
dontistimlerinin  siniflandirmasi1 yapilmaktadir. Vektér uzay ve i¢ c¢arpim uzaylarmin
Newtonyen olmayan manada karsiliklar1 insa edilip bazi geometrik ozellikler
gosterilmektedir. Ozellikle klasik analizde iyi bilinen agirhikli ortalama kavramlar:
genellestirilerek farkli ireteclere bagli olarak yeni tirde agirlikli ortalamalar elde
edilmektedir.
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ABSTRACT

In the period from 1967 to 1970 M. Grossman and R. Katz gave the definitions of a new
kind of derivative and integral, moving the roles of subtraction and addition to division and
multiplication, and thus established a new calculus, called multiplicative calculus. Later, the
family of the calculi which is depending on the choice of generating functions were
combined under the name of non-Newtonian calculus. In this thesis the basic properties of
non-Newtonian calculus and the relationship between its and classical calculus are
examined. First of all by using only one generator some important inequalities of functional
analysis are given. Moreover, some applications are introduced in this type calculus. By
using the *-calculus which is a branch of the non-Newtonian calculi certain sequence
spaces over the complex field and its duals are defined. Further the notion of infinite
matrices are established and the characterizations of matrix transformations between these
sequence spaces are presented. Besides this the concepts of vector space and inner product
space in the sense of non-Newtonian mean are constructed and some geometric properties
are shown. In particular depending on the choice of different generator functions the
well-known notions i.e. weighted mean are generalized and a new kind of weighted means
are obtained.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmis simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

Rg a-reel sayilar kiimesi

Rg p-reel sayilar kiimesi

Z, a-tam say1lar kiimesi

X,d,) a-metrik uzay

@, a-dizi uzay

. Z a-toplam

Rexp exp-reel sayilar kiimesi

Ry g-reel sayilar kiimesi

| 1o a-mutlak deger

I N a-norm

“lim a-limit

A, a-aritmetik ortalama

G, a-geometrik ortalama

H, a-harmonik ortalama

A, a-agirlikli aritmetik ortalama
Ga a-agirlikl geometrik ortalama
H, a-agirlikl harmonik ortalama
c* Yildiz kompleks sayilar kiimesi
@, Yildiz dizi uzay

. Z Yildiz toplam

“lim Yildiz limit

\'A Yildiz vektor uzay

I Yildiz norm

< Lineer alt uzay



1. GIRIS

1600-1700 arast matematikte onemli gelismelerin oldugu yillardir. Bu asrin en 6nemli
gelismelerinden biri de Newton (1643-1727) ve Leibniz (1646-1716) tarafindan
birbirlerinden bagimsiz olarak, tiirev ile integral arasindaki iligkinin bulunmasidir. Bunun
bir sonucu olarak, * Integral Kalkiiliis” kavrami énem kazanmistir. Bu gelismelerde o giine
kadar kullanim alan1 oldukga sinirli olan matematigin 6niinii agmis ve matematigi evrensel
bir bilim konumuna getirmistir. Ayrica, kalkiiliisiin ilerlemesi ile beraber fizik ve
miithendislik gibi bilimlerde ciddi anlamda mesafe almistir. Bu ilerleme 6zellikle tiirevin,
diferensiyel denklemlerle olan iligkisinin belirlenmesi siirecine uzanmis ve ¢ogu bilim
dalinda karsilik bulmustur. Ozellikle astronomideki gelismeler matematigi baska bir diizeye

ve adeta yeni bir doneme tagimustir.

Kalkiiliisiin gelisim donemlerinde Newton ve Leibniz sonsuz kiigiikler olarak adlandirilan
nicelikleri kullanmiglardir. 18. yiizyilin baslarinda, B. Fontenelle, sonsuz tane dogal say1
olduguna gore sonlu sayilarin mevcudiyeti ne kadar dogruysa sonsuz bir saymin
mevcudiyetinin de o kadar dogru olacagini ve sonsuzlugun karsitinin bir sonsuz kiigiik
oldugunu ileri siirdii. Bu donemlerde yogunca tartisilan asil konu ise limit yani bir gesit
sonsuzluk kavramiydi. Aslinda bu bakis agisi sonsuzluga olan igsel ¢eliskinin iistesinden
gelme adina ortaya ¢ikan bir olguydu. Bu ¢aba, matematikg¢ilerin kalkiiliisii basit¢e kabul
etmeye artik yanagsmadiklar1 19. yiizyilda 6zellikle ¢cok yaygindi. Diger yandan diferensiyel
hesapla, c¢esitli derecelerden sonsuz 6Slgiide kiiciik biiyiikliiklerin varligi 6n kosul olarak
kabul edilmis ve isin i¢ine “limit” kavramini katarak, en azindan gercek bir sonsuzlugun
gerekmedigi izlenimini olusturulmustu. Asil niyet sonsuzluk fikrinin 6znel oldugunu

gostermek bdylelikle nesnelligini bir nevi ikinci plana atmakti.

Bu tartismalar George Cantor(1845-1918) tarafindan ortaya atilan ve modern matematik
i¢cin ¢ok 6nemli bir yeri olan sonlu-6tesi sayilar aritmetigine kadar devam etmistir. Cantor’a
gore sonsuz tek basina manali bir s6z degildir; manali olan sonsuz kiime kavramidir; sonsuz
kiimeler ise var olan nesnelerdir. Burada sonsuz kiime deyimi, bdliinmez bir terim olarak
anlagilmalidir. O halde 6nce kiimeler sonlu-sonsuz diye ikiye ayrilacak; sonra da sonsuz
kiimeler, kendi aralarinda, sonsuzluklarina gore, cesitli siniflara ayrilacaktir. Boylelikle
ortaya sayisiz sonsuz kiime siniflari ¢ikacaktir. Bu da ¢ok cesitli sonsuzlugun oldugu
manasina gelmektedir. Cantor’un bu sonsuz anlayisi, Kronecker ve Poincare gibi birgok
inlii matematik¢i tarafindan tepki ile karsilanmis ve bunun sonucu olarak da,
matematikgiler, sonsuzu Cantor gibi anlayanlar ve Aristo gibi anlayanlar olmak {izere, iki

gruba ayrilmislardir.



Newtonyen Olmayan Hesap Literatiirii

1967-1970 yillar1 arasinda Grossman ve Katz [1] klasik hesap tarzina bir alternatif olarak
yeni bir hesap tarzi (kalkiiliis) insa ettiler. ilerleyen yillarda Grossman bu yapilari
genisleterek [2, 3] geometrik, kuadratik ve harmonik hesap siniflarini elde etmistir. Bu
ilerleme stirecinde ¢arpimsal(multiplikatif) hesaplama adi verilen, klasikte bilinen toplama
ve ¢arpma islemlerinin; ¢ikarma ve bolme islemleri ile birebir rollerinin degismesi esasina
dayanan bir hesaplama tarzi ortaya ¢ikmistir. Bu smiflarin tiimiinii i¢ine alan yapiya ise
Newtonyen olmayan hesap tarzi (non-Newtonian kalkiiliis) ismini vermistir. Klasik hesapta
kullanilan tiim kavramlarin Newtonyen olmayan hesap smifinin her bir iiyesi iginde
karsilig1 vardir. Bu ise bize giinliikk hayatta karsilasilan bazi problemlere bakis agisini

gelistirme adina yeni fikirler verecektir.

17. yy. ikinci yarisinda, Newton ve Leibnitz matematik tarihinde 6nemli bir yeri olan
diferansiyel ve integral hesaplamalari lizerine yogun calismalar yapti. Euler ise fonksiyon
kavramina merkezi bir yer vererek giiniimiizde kullanilan hesaplama yontemlerinin temelini
att1. Tlrev ve integral, analiz ve hesaplama icin temel teskil eder. Gergekten de bu iki iglem,
toplama ve ¢ikarmanin sonsuz versiyonlari gibidir. Carpimsal hesap, Newton ve Leibniz'in
klasik hesabina nispeten bazi kisitlayici alanlara ve karmasik bir yapiyasahiptir. Bu yilizden
genel bir alanda ve her ayrintisina kadar irdelenmis bir hesaplama tarzini kullanmak
dururken, neden daha kisitlayici bir hesaplama teknigini kullanmaya ihtiya¢ olabilecegi
sorusunun cevabi, matematikg¢ilerin gercek eksende kartezyen koordinat sistemi dururken
neden kutupsal koordinat sistemini kullandiklari sorusuna verilecek cevapla ayni olsa

gerektir.

Filip ve Piatecki [4] numarali ¢alismasinda, "neoklasik (Slow-Swan) dis kaynakli ekonomik
bliylime" modellerini Newtonyen olmayan hesap ile elde etmislerdir. Ayrica Filip ve
Piatecki [5] ¢aligmasinda, 15. yy. da Luca Pocioli tarafindan ortaya atilan ¢ift kayit sistemi
ile muhasebe tutma modelini bu hesap tarziyla ele almislardir. Ayrica F. Cordova-Lepe and
M. Pinto [6, 7], ekonomide énemli bir yeri olan esneklik teorisini, bigeometrik tiirev ile ele

almiglardir.

P. Perrone tarafindan [8] numarali ¢alismada, kuantum fizigine teorik bir yaklasim i¢in
carpimsal hesap kullanilmistir. Ayrica R. G. Hohlfeld ve arkadaslari [9], atmosfer sicaklig
lizerine yaptiklari calismada optik Olgme teorisi ve ters transfer teorisi icin Newtonyen

olmayan hesab1 kullanmiglardir.

Meginnis tarafindan yapilan [10] numaral ¢alismada, insan davraniglar1 ve karar verme
mekanizmasi hakkinda bir istatistiki teori insa etmek i¢in Newtonyen olmayan hesap

kullanilmigtir. Martin Ostoja-Starzewski [11], fraktal materyallerin mekanigi i¢in ¢arpimsal



hesaplama modelini kullanmastir.

Z. Avazzadeh ve arkadaslar tarafindan [12] numarali ¢alismada, lineer olmayan Volterra
integral denklemlerinin sayisal ¢oziimlerinde Newtonyen olmayan hesap kullanilmigtir. A.
M. Atto ve arkadaslar1 [13], carpimsal cebirsel islemleri kullanarak geometrik dalga analizleri

lizerine incelemeler yapmiglardir.

Florack ve van Assen [14], biyomedikal goriintii analizinde klasik hesaba alternatif olarak
carpmaya dayanan hesap kullandilar. Bu ¢alismada ¢arpmaya dayali hesabin, pozitif goriintii
ve pozitifligi koruyan operatorler ihtiva eden problemlerle tabii bir iskelet catis1 meydana
getirdigi goriilmistiir. [15] numarali calismanin amaci da carpmaya dayali hesabin pozitif

taniml1 matris cebirlerinin regiilerizasyonuna uygulanabilirligini gostermektir.

Ozyapict ve Bilgehan [16] carpmaya dayali hesabi temel alarak, sinyallerin gdsterimi
tizerine calistilar. Bu calismada, carpmaya dayali hesap gosterimlerinin iistel tipli
sinyallerin gosterimine son derece uygun bir metot oldugunu goriilmiistiir. Buna ek olarak
carpmaya dayal1 en kiiciik kareler metodunu, bir alternatif seri ag¢ilimi ile sunmuslardir.
Bashirov, Riza, Tandogdu, Misirli, Giirefe ve Ozyapici; Kompleks Analiz, Diferensiyel
Denklemler, Sonlu Farklar ve Cok Degiskenli Fonksiyonlarla ilgili ¢alismalar yapmislardir;
[17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25].

Uzer [26] kompleks degiskenli, kompleks degerli fonksiyonlar i¢in ¢arpmaya dayali hesabi
gelistirdi. Devaminda [27] c¢alismasinda bu gelistirilen hesap kullanilarak elektromanyetik
dalga problemlerine bir takim seri ¢oziimlemeler elde etti. Tirkmen ve Basar [28],
carpmaya dayal1 hesab1 kullanarak fonksiyonel analiz metotlar1 elde etmeye c¢alisip dizi
uzaylar1 lizerine yeni teoriler gelistirmislerdir. Ayrica Cakmak ve Basar [29], en genel halde
Newtonyen olmayan hesab1 kullanarak fonksiyonel analiz metotlarini ele alip klasik dizi
uzaylar1 olarak bilinene sinirli, yakinsak ve sifira yakinsak dizi uzaylarinin birer Banach

uzay1 teskil ettiklerini géstermislerdir.

Aniszewska ve Rybaczuk [30], ¢arpmaya dayali dinamik sistemlerde kaos iizerine ¢alistilar.
Bu c¢aligmada, biitiin klasik kaos davraniglarini ilgilendiren sartlarin bu hesaba dayali
karsiligi elde edildi. Ornek olarak bir boyutlu lojistik denklemin carpmaya dayali karsilig1,
¢ok boyutlu non-lineer dinamik sistemlerin bigeometrik tlirev yardimiyla tanimlanmasi gibi
konular tartigilmaktadir. Ayrica Rybaczuk ve Stoppel [31], bigeometrik hesabi fraktallar ile

malzeme bilimlerinde kullanmislardir.

Agirlastirllmis Newtonyen olmayan hesap [32] numarali ¢alismada, Liu ve Guo tarafindan
egrileri diizlestirme i¢in kullanilmistir. Ayn1 hesap tarzi ile, Baqaee [33]'de zamanlar arasi

kararin aksiyomatik temelleri hakkindaki bir ¢aligmada kullanilmistir. Sinirli ve siirekli



fonksiyon uzaylarmin yapisim1 Cakir [34], carpmaya dayali kompleks cisim iizerinde ele

almistr.

Tekin ve Basar [35], klasik dizi uzaylarin1 Newtonyen olmayan kompleks cisim iizerine
genislettiler. Ayrica Kadak [36] numarali ¢aligmasinda, klasik dizi uzaylarinin duallerini
Newtonyen olmayan kompleks cisim {izerine insa etti. Ardindan Kadak ve Efe [37, 38]
calismalarinda, bazi bilinen dizi uzaylar1 arasindaki matris donilisiimlerini ve i¢ ¢arpim

uzaylarini ele aldilar.

Uygulama alaninda ise Kadak ve Ozliik tarafindan yapilan [39] numarali galismada,
diferensiyel denklem ¢6ziimlerinde 6nemli bir yeri olan Runge-Kutta sayisal metodunu, iki
tiretece bagh olarak genellestirerek yontemin bu denklemlerin sayisal ¢oziimleri tizerindeki

etkilerinden s6z etmislerdir.

Ozavsar ve Cevikel [40] numarali ¢aligmada, carpmaya dayali metrik uzay ve daralma
donlisim prensibini ele almiglardir. Ayrica Cakmak ve Basar [41] numarali ¢alismada
kompleks cisim iizerinde Newtonyen olmayan manada siirekli fonksiyon uzaylarini

tanimladilar.

M. Sarwar ve arkadaglari [42], ¢arpimsal metrik uzaylarda sabit nokta teoremlerini
incelemistir. Son olarak ayni alanda M. Abbas ve arkadaslar1 [43], carpimsal metrik

uzaylarda bazi biiziilme teoremlerini incelemislerdir.



2. a-ARITMETIK

Aritmetik, tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan tam sirali bir cisimdir. Aritmetik
sistem ise bu cisim lizerinde tanimli cebirsel igslemlerle elde edilen yapiya denir. Aslinda bu
cisim, reel say1 cisminin farkli bir yorumu olarak da diisiiniilebilir 6yle ki sayilabilir sayida

sonsuz tam siral1 cisim olusturulabilir ve bu yapilar birbiriyle denk ya da izomorfiktir.

Aritmetik sistemleri olusturmaya yarayan iirete¢(dogurucu) fonksiyonu, tanim kiimesi reel
sayilar ve deger kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi olan bire-bir ve Orten (bijektif) bir
dontigiimdiir. I birim fonksiyonu ve e* fonksiyonu iirete¢ fonksiyonuna birer 6rnektir. Her

bir lireteg tek bir aritmetik tirettigi gibi her aritmetikte tek bir lirete¢ yardimiyla tiretilebilir.

Simdi farkli iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla yukarida bahsi gecen aritmetik sistemler
olusturarak matematik analizin temel kavramlarinin bu sistemlerdeki karsiliklarini

arastiracagiz.

2.1. Temel Kavramlar

Bu kisimda Newtonyen olmayan hesap tiirlerinden biri olan ve tek bir dogurucu fonksiyon
kullanilarak elde edilen yapilar tarif edilmektedir. Ozellikle metrik ve normlu uzay gibi
matematik analizin temel konularmin bu yapidaki karsiliklari incelenmektedir. Ayrica
klasik hesapta Onemli bir yer tutan tiirev ve integral kavramlarina, farkli dogurucu
fonksiyonlariin nasil bir etkisi oldugu arastirilarak bazi uygulamalar yapilmaktadir.

Simdi a, tamim kiimesi A C R ve deger kiimesi R, = {a(x) : x € R} olan bir
iireteg(dogurucu) olsun. R, iizerinde tanimli +, =, X ve / islemleri ve < siralama bagntist

asagidaki gibi olan aritmetige bir a-aritmetik denir. Biitiin x, y € R 'lar i¢in;

a—toplam  x+y = afa '(x)+a ()}
a — fark x~y = afa () —al(y)}
a—carpm  xXy = afa”'(x)xa 'y}
@ — oran x/y,%. = afla () +a”l(y))

a—siralama  x<y < a'(x)<a '(y).

Bu islemler altinda (R,,+, -, X, X, <) tam sirali bir cisimdir yani bir aritmetiktir. Bu
aritmetigi a fonksiyonu {lirettigi icin buna a-aritmetik denir. Her bir lirete¢ fonksiyonu

yalniz bir aritmetik {iretir ya da herbir aritmetik yalniz bir {lirete¢ vasitasiyla iiretilir.



Ornek

Dogurucu fonksiyon a = exp olmak tizere

a: R — R, CRY o a't R, — R

x — alx)=e*=y y — a_l(y):lny:x

seklinde verilsin. Biitiin x,y € RY icin asagidaki cebirsel islemler gegerlidir.

a—toplam x+y = afa '(x)+a ')} = eln¥Vt = .y
a—fark  xty = afa')-a”' ()} = M= xy 0
a—carpim xxy = af{al(x)xal(y)} = elln¥xmyl =y yhnx
. . 1
a—oran xly = ala ') +a” ')} ellxsnwh - — yhy y 21,

Benzer olarak her x reel sayisi i¢in I(x) = x seklinde tanimli I birim fonksiyonu da iireteg
fonksiyonuna baska bir 6rnektir. Ozel olarak I iireteci klasik aritmetigi, exp iireteci ise
geometrik aritmetigi liretir. Diger yandan bir « iireteci ile olusturulan (R, 4, X) reel cismini
ele alalm ve bu cisimdeki herbir islemin klasik yapidaki dogal karsililiklar1 {izerinde

duralim:

Klasik aritmetikteki her bir islemin dogal karsiligini a-aritmetikte bulmak miimkiindiir. Her
p € Z igin a(p) = p olmak iizere, y € R, igin y+0 = y ve yxi = y ise, 0 (a-sifir) ve 1
(a-bir) sayilarina, sirasiyla toplamaya gore etkisiz ve birim eleman denir. Ayrica x € R, i¢in

eger 0<x ise x sayisina a-pozitif say1, eger x<0 ise x sayisina a-negatif say1 denir.

Burada dikkat edilmesi gereken 6nemli bir husus; se¢ilen iiretece bagl olarak elde edilen
say1 kiimelerinin degisiklik gosterecegidir. Mesela; @ = exp {ireteci i¢in herhangi r € (0, 1)
reel say1s1 a- negatif bir reel sayidir. Yani bu hesapta klasik yapidaki negatif olma yapisindan

farkli bir durum s6z konusudur. Bunu dikkate alarak a-tamsayilar kiimesini olugturalim.

Her n € Z i¢in ~# = 0—n = a(—n) olmak iizere Z, tamsayilar kiimesi
Z,={...,~2,-1,0,1,2,...} = {...,a(=2), a(—=1), (0), a(1), a(2), ... }

[0

seklinde tarif edilir. Buna gore; a-tamsayilarin Z, kiimesi,

Zy,={n|n=a(n),ne€Z}



seklindedir. Ozel olarak @ = exp igin, Z o, kimesi

Z... ={....1/e* 1/e1,ee* ...}

exp
Burada e sayis1 dogal logaritmik sayidir.

Simdi Grossman ve Katzi [1] takip ederek R, reel cismi lizerinde baz1 6nemli esitsizlikleri

ve temel kavramlar1 verecegiz.
2.1.1. Tanim

Keyfi x € R, sayisi igin x'in a-karesi xxx seklindedir ve x2 notasyonu ile gosterilir. Keyfi
negatif olmayan x,t reel sayilar olmak iizere t = a{\/a=1(x)} degeri yalniz bir olup t nin
a-karesi x'e egittir ve 2 = x'tir Benzer mantikla x € R, min q-uncu a-kokii ve p-inci
a-kuvvetini sirasiyla \q/; ve xP notasyonuyla gisterecegiz. Ayrica asagidaki temel islemler

her x € R, icin gegerlidir:

= xxx=ala () x a7 (0)} = a{la O]},

¥ o= x3xx=afeH{ala () x e ]} X a7 (%)) = af[a @),
P = xP Dxx = af[a"1(x)]7).

2.1.2. Tanim

Bir x € R, sayisimin |x|, Newtonyen olmayan mutlak degeri,

, x>0
x|, = 0 , x=0 =afla”'Xx)|}
0-x , x<0

olarak tanmimlanir, x'in a-mutlak degeri seklinde isimlendirilir.

2.1.3. Tanim

Reel sayilarin bir R, C R alt kiimesinden alinan keyfi x ve y sayilari i¢in eger x<y ise,
x<c<Lyolacak sekilde tiim ¢ sayilarinin kiimesine a-kapali araligi denir ve [x, y| ile gosterilir.
Bu araligin boyu y=x'dir. Eger biitiin ¢ € R, i¢in x<c<y ise bu takdirde bu c degerleri, bir

a-i¢ kiimesini olusturur.



2.1.4. Tanim

Her k € N icin x; € R, olmak iizere
(o]

az xk = xo-i-xl-i-xz-i- o -i-xk-i- o
k=0

o
= (X{ Z 0(_1 {xk} }
k=0
sonsuz toplamina bir a-seri denir.

Ornegin a = exp segilirse, (x;) € Reyp C R* olmak iizere, a-seri
(o]
o 2k = exp{InGeg) +InGxp) 4 -+ 4 In(x) + )

k=0
= XoXp oo Xpoono

o
= [~
k=0
seklinde bir sonsuz ¢carpima doniigiir.

2.1.5. Tanim. [29]

X bos olmayan herhangi bir kiime ve d,, © X X X — R, fonksiyonu verilsin. Bu durumda;
her bir x, y, z € X i¢in,

(M1) dy(x,y)=0ex=y,
(M2) d, (x,y) =d,(y,x),
(M3) d,(x,y)<d,(x,z)+d,(z, ).

aksiyomlari saglanmirsa d, fonksiyonuna X iizerinde bir a-metrik ve (X, d,) ikilisine de bir

a-metrik uzay denir.
Ornek olarak a = exp segilirse Tanim 2.1.5'de verilen aksiyomlar asagidaki gibidir:

X bos olmayan herhangi bir kiime ve dexp XXX > [R{exp olmak tizere herbir x, y,z € X

i¢in,



M) d,(x,y) =1 x=y,
(M2) d,(x,y) =d,(y,x),
(M3) d,(x,y) < d,(x,2)d,(z, ).

2.1.6. Tanim. [29]

X, R, cismi iizerinde bir vektor uzay olsun. || - ||, : X = R, fonksiyonux,y € X ve € R,

icin asagidaki norm aksiyomlarini saglar:
(NI JIxll =0 x =0, (0 = (0,0,...))
(N2) || axx|| = 14] x x|l ,

(N3) [l £ 1l +lyl]

Bu durumda (X, || - ||,,) ikilisine bir a-normlu uzay denir. Ayrica X iizerinde tanimli a-norm
fonksiyonu
do(x,y) = |lx=ylles (x,y € X) (2.1)

olacak sekilde d, metrigini iiretir ve a-normun iirettigi a-metrik diye isimlendirilir.

Simdi, Cakmak ve Basar1 [29] takip ederek a-metrik uzaylarin yakinsaklik ve sinirlilik
ozelliklerini inceleyecegiz.

2.1.7. Tanim. [29]

Bir X = (X, d,) bir a-metrik uzayinda bir (x,)) € X sonsuz dizisi verilsin.

(a) Her >0 sayist ve n > ny olan biitiin n'ler icin d,(x,,x)<e olacak sekilde bir
n = ny(e) € N pozitif sayisi varsa ve bir x € X noktasi mevcut ise (x,) dizisi, x
noktasina a-yakinsaktir denir. Diger bir ifadeyle x noktasi (x,) dizisinin bir
a-limitidir denir ve *lim,_, , x, = x seklinde gosterilir.

(b) En az bir M € R, var ve x,<M ise (x,) tistten a-sumirli, en az bir m € R, var ve x,>m

ise (x,) alttan a-simirlidir. Hem tist hem de alttan a-simirly dizilere a-sinirli dizi denir.

(c) Verilen her €>0 sayist ve m,n > ny olan biitiin m,n'ler icin d (x,, x,,)<€ olacak sekilde
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bir n = ny(e) € N pozitif sayisi bulunabiliyorsa (x,) dizisine a-Cauchy dizi denir.
(d) X'deki her a-Cauchy dizisi a-yakinsak ise bu uzaya a-tam metrik uzay denir.

Simdi klasik hesabin temel kavramlarindan olan limit, stireklilik, tiirev ve integral

kavramlarini a-aritmetik ile yeniden yorumlayacagiz.

2.2. Siireklilik, Egim ve Tiirev

Bu kisimda klasik hesaplama tarzinda 6nemli bir yeri olan egim, gradyant ve tiirev

kavramlarini, a-iirete¢ kullanarak yeniden yorumlayacagiz.
2.2.1. Tanim. [29]

Asagidaki tammlar gegerlidir.

(@) xo € R, ve r>0 olsun. Bu durumda; 0<|x=x|,<r'vi saglayan x € R 'larn kiimesine

Xo noktasimin delinmis r-komsulugu denir.

() X,Y CR,ve f : X = Y olsun. Bu durumda, istendigi kadar kiiciik se¢ilebilen her €0
ve xo € X noktasimin delinmis 6-komsulugundaki tiim x noktalari igin | f (x)=y,|, <€
esitsizligi saglanacak sekilde bir 6 = 6(g) sayisi ve bir y, € Y noktasi mevcut ise o
zaman " f fonksiyonun x civarindaki a-limiti y,'dir" denir ve “limx_,xO f(x)=yyile

gosterilir. Diger bir ifadeyle

“lim f(x) =y, © Ve>0,3650 3 | fF(x)=yol, <€, ¥V x € X, |x=—x],<6. (2.2)
x—>x0

(c) f 1 X — Y fonksiyonu icin “limx_,x() f(x) = f(xy) olmast durumunda f fonksiyonu
Xo € X noktasinda a-siireklidir denir. f, X 'min her noktasinda a-siirekli ise o zaman

f, X tizerinde a-siireklidir denir.

(d) X kiimesinden alinan bir fonksiyon a-siirekli ve ve esit a-uzunluklu iki a-aralikta ayni

degisime sahip ise bu fonksiyona a-lineer fonksiyon denir.

Bir [, b] araligindan a-siirekli f; ve f, fonksiyonlarinin f,+f, ve AX f, skalarla ¢arpimimin
da a-stirekli oldugu kolayca gosterilebileceginden bu aralikta a-siirekli fonksiyonlar kiimesi

bir vektor uzay teskil eder. Bu vektdr uzaylara birer 6rnek verelim.
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Ornek

R, terimli tiim dizilerin kiimesi w, ‘= {x = (x;) | x : N = R} seklinde tanimlansin. R,,

cismi iizerinde ¢ ., (N), ¢(N), cy(N) ve ¢ »(N) dizi uzaylari asagidaki sekilde tanimlanir:

Co(N) = {x:(xk)Ewa : suplxk|a<oo},
keN

¢(N) = {x=(xk)ecoa 1A ER,> “lim |xk;l|a:(’)},
co(N) = {x:(xk)Ewa: ”’klim |xk|a=0}’

£,(N) = {x:(xk)Ea)a: a2|xk|§<oo}, (1 <p< o).

k=0

Acikga goriiliir ki £ (N), ¢c(N), cg(N) ve ¢ p(N ) kiimeleri, a-aritmetigin cebirsel islemleri
(4) ve (x) ile birer vektor uzay teskil ederler ve bu uzaylar reel cisim iizerinde ¢ok iyi bilinen

> €5 ¢ Ve €, Klasik dizi uzaylarinin birer genellemesidir.
2.2.2. Tanim

(a-gradyant) f . [F,$] = R, va a-dogrusal bir fonksiyon olsun. Bu durumda f'nin
a-gradyanti G,>" sayisi, (r, f(r)) ve (s, f(s)) noktalari ve s # r igin

G S =

a

M veya {f(s)4f(r) / sér} (2.3)

S

seklinde hesaplanir. A¢iktir ki (2.3) esitliginde herhangi a-tireteci igin

cor — d @) - O]
’ ala”l(s) —a”l}
. { o) = {f () } |

a~l(s) —a~1(r)

Ozel olarak a = exp alinirsa;

G 5" = ex In{f(s)} —In{f(r)}
exp T CXP In(s) — In(r)

IRV '
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2.2.3. Tanim. [39]

(a-tiirev) Agik bir (r,s) C R, araliginda f : (r,s) = R,'va tamiml bir fonksiyon olsun.

x,xy € (r, s) olmak iizere

@) S (0)=f(xp)
m —.

X=X x;xo

(2.4)

olacak sekilde a-limiti varsa, bu degere f fonksiyonunun x, noktasindaki a-tiirevi denir ve

f ile gosterilir.

Eger f fonksiyonu x, noktasinda a-tiirevlenebilir ise f aymt noktada

a-diferensiyellenebilirdir. Ayrica bu limit degeri a-lireteci yardimiyla

Fig) =  “lim 2920

X=X x;xo

_ {a_l{f(X)}—a_l{f(xO)}}
= m o

) a~1(x) — a=(xp)

_ {a‘l{f(x)}—a_l{f(xo)} X = X }
m «o

ol X — X a1(x) — a~1(xy)
{ @ H@ =@ ) X — X }
= a< lim lim .
X=X X — X x=xo @~ H(x) — Ol_l(x())
-1 !
_ . (@™ o f) (xp) (2.5)
(a1 (xg)

seklinde hesaplanir. Burada f’ notasyonu fonksiyonun klasik tiirevi i¢in kullanilmustir.
Ornek

f o (r,s) = R, olmakiizere f(x) = X2 fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun x, noktasindaki
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a-tirevi
o @ e xo)
f(x (x()) = { —(a—l)/(xo) }
_ ) @@ ) o)
(a_l)/(xo)

_ ) 2T e )
(a=1)"(xo)

= a{2a7(xg)} = 2%xq.

Ozel olarak a = exp alimirsa, f(x) = x? = x"* olmak iizere

[ = (9% = exp{2In(x)} = x%.
2.2.4. Tanim

Bir f @ (r,s) = R, fonksiyonu, E C (r,s) kiimesinin her noktasinda a-tiirevlenebilir ise
y = f(x) fonksiyonu E iizerinde a-tiirevlenebilirdir denir. Diger yandan f : [r,s] - R,

i¢in x,xq € (r,s) olmak iizere

f*(x+) _ “lim f(x);f(xo)
a\ro/ — .

L ve fy(xg) = “lim M.
x—)xa' x—xo -

X XO x—xO

a-limitleri mevcut ise, bu limtlere sirast ile f fonksiyonunun x, noktasindaki sag ve sol tarafli

a-tiirevleri denir.

Bu tanim 15181nda akla gelen en 6nemli soru klasik tiirev ile a-tiirev arasinda nasil bir iligki

oldugudur. Eger verilen bir noktada f'nin ikinci a-tlirevi varsa bu durumda

- @) (@ {fax0)})
Jo (Xo) =« Y : Y -« -1y - (2.6)
(@) (xp) (@) (xp) (@) (xp)
elde edilir. Bu islem n kere tekrarlanirsa, verilen noktada n. mertebeden a-tiirev elde edilir.
O halde fo(,*")(a) varsa

*(n—1)

-1 '
(*xn) _ (@ o fy ) (.XO) _
« (Xg) =« { (a_l)’(xo) } , n=1,2,..., (2.7)

yazilabilir.
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Uyari. [1]

fx tiirev operatorii dogrusal (lineer) bir operatérdiir. ¢ € R, sabit olmak iizere
fa(g+h) = fig+fah ve fi(cXg)=cXf,g

esitlikleri gecerlidir.

Riemann integrali

Simdi klasikte iyi bilinen ve pek ¢ok alanda uygulamasi olan Riemann integral kavramini
a-hesap kullanarak genisletecegiz. Aciktir ki iirete¢ fonksiyonu birim fonksiyon secilirse
elde edilen yap1 klasik Riemann toplamidir. Diger yandan dogal logaritma iireteci i¢in
klasik yapidan daha farkli yapilara ulagsmak miimkiindiir. Birden fazla iirete¢ kullanilarak
bu yapilar daha da genisletilebilir. Sonraki kisimlarda bu genellemelere yer verileceginden

bu boliimde sadece tek bir liretece bagli olan Riemann integralini inceleyecegiz.
2.2.5. Tanim
f fonksiyonu [r,s] C R, araliginda, —co<r<s<oo olacak sekilde sinirli olsun. Bu aralikta

bir & boliintiisii P = {xq,...,x,} seklinde tanmimlansin. Bu boliintiiler iginde alinan

herhangi &, ..., &, noktalart icin f'nin Riemann a-toplami
N(f:P) = D fE) X (x=xiy)
i=1
= e @ ) - a (i)
i=1

= {Z al FEa (x) — a_l(xi—l)]} (2.8)
i=1

seklinde tarif edilir. Aciktir ki a-tireteci altindaki toplam klasik Riemann toplamidir.
2.2.6. Tanim

f fonksiyonu [r, s] iizerinde tanimli olmak iizere L € R, ve €30 icin en az bir P. boliintiisii

vardir oyle ki

d (N(f: P), L)<e
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kosulu her . C P igin saglamirsa f've Riemann anlaminda a-integrallenebilir denir ve
i (x)%* seklinde gosterilir.

Acikca goriiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integrallenebilir ise ayni aralikta
a-integrallenebilirdir. Ayrica a-liretecinin tanimindan eger f klasik anlamda Riemann

integrallenebilir ise (a~! o f) bileske fonksiyonuda integrallenebilirdir ve

/ ™ = a { / @ f)(x)dx} (2.9)

elde edilir. Tersine olarak f Riemann integrallenebilir ise

/ S f(x)ydx =a”! { / S a(f(x))dx}

saglanir ve buradan da klasik yapiyla bu yap1 aralarinda birebir bir iliski kurulur.

Simdi, klasik anlamda belirsiz integral yapisina denk olan ve a-antitiirev adin1 verecegimiz

)dx

temel integral yapisini inceleyecegiz. Basit olarak / f(x = F(x) ifadesinin anlami

F;(x) = f(x) dir. Diger bir ifadeyle verilen bir f fonksiyonu klasik anlamda

integralllenebilir olmak {izere

/f(x)"" =« {/(a—l 0 f)(x)dx} iC

elde edilir ve bu integrale f'nin a-belirsiz integrali denir. Burada a-iiretecinin tersi siirekli
integrallenebilir ve f'de integrallenebilir oldugundan bileske fonksiyon (a™' o f)

integrallenebilirdir.

2.3. a-Aritmetikle Tlgili Temel Teoremler

Bu kisimda, a-iireteci yardimiyla klasik analizin bazi temel teoremlerinin bu yapidaki

karsiliklarini verecegiz.

2.3.1. Onerme. [29]

Keyfi x, y € R, icin asagidaki kosullar gegerlidir:
(@) |xxyly = |x|X[ly-

) 1x+yly < 1x]gHYlg-
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2.3.1. Lemma. [29]

u,v € R, olmak iizere

ol L lule . ol
utol, " a(DHul, " a0,

esitsizligi saglamr. Burada kullamilan "%." notasyonu u ve v nin a-oramnt belirtir.
2.3.2. Lemma. [29]

ag, by € R,vek € {1,2,3,...,n} olmak iizere

esitsizligi p > 1 icin saglanir.
2.3.1. Sonug. [29]

(R,.d,) tam bir a-metrik uzaydur.

Sirali reel say1 n'lilerinden olusan n-boyutlu R}, uzayi, asagida tarif edilen toplama (+) ve
skalarla carpma (X) islemleriyle R, cismi {izerinde x = (XQs X1s ov s X)),

y= 0o Vi»---»¥,) € R} ve 4 € R, olmak iizere bir vektor uzaydir:

+ : RpXR, — R}
x,y)  +— x+y=(xgtye. x1Fy1s - x,F V),

X @ R, xR, — Rj
(A, x) = AXXx = (AXXx(, AXX], ..., AXX,).

2.3.1. Teorem. [29]

X = (X0 X1y -ees %), ¥V = Vo V15 -+ » V) € RY olmak iizere d,, uzaklik fonksiyonu

d,(x,y) =+ az (xk;yk)2 =« J Z(a‘lxk - oc_lyk)2 (2.10)
k=0 k=0
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seklinde tanimlanir.
2.3.2. Teorem. [29]

x = (xp), ¥y = (Vi) € w, olmak iizere w,, tizerinde tamml d, metrik fonksiyonu

0

|5 =Vl
dy(x,y) = ) "
k=0 2X (1+|xk_yk|a)

-5 (I =a(1),2=a(2)

seklinde tanmimlansin. Bu taktirde (@, d,) bir a-metrik uzaydir.
2.3.3. Teorem. [29]
A€ {ly,ccpl ve x = (xp), ¥y = (V) € AN) olsun. A uzayinda uzaklik fonksiyonu

di(x,y) = supyen X =il seklinde tammlansin. Bu durumda; (A(N),d,) uzay: bir tam

a-metrik uzaydir. Ayrica A(N) uzayt ||x||&, = supyey X4 |, normu ile birer Banach uzayidir:
2.3.4. Teorem. [29]

¢ ,(N) iizerinde p > 1 igin dj uzaklik fonksiyonu

0 . (17p)
d;‘(x,y) = <az |xk;yk|§>
k=0

seklinde tamimlansin. Bu durumda (¢ ,(N), d%) uzayr a-tamduwr. Ayrica ¢ »(N) uzay

(e ) (UP)
Ixlly = <a2 |xk|§> (px1)
k=0

; 1
normu ile Banach uzayidir. Burada (1/p)-inci kuvvet xP = a{(a” ' (x))? } seklindedir.
2.3.2. Onerme. [17]

(r,s) C R, iizerinde f(a) = ¢ > 0 sabit bir fonksiyon olmak iizere f(a) = 0 saglanr.

Tersine eger her a € (r, s) igin f;(a) = 0 ise c sabit olmak iizere f(a) = ¢ > 0'dur:
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2.4. a-Aritmetigin Baz1 Uygulamalari

Bu béliimde giris boliimiinde kisaca ele aldigimiz geometrik aritmetik yapisini ele alacak ve

analizin temel kavramlarin1 geometrik hesabi kullanarak yeniden yorumlayacagiz.

2.4.1. Geometrik aritmetik

Geometrik aritmetik @ = exp dogal logaritma {ireteci ile elde edilen bir sistemdir. Bu
sistemde klasik yapida kullanilan toplama ve fark islemlerinin yerini ¢arpma ve bdlme
islemi almaktadir. Ayrica geometrik aritmetik, klasik aritmetik veya reel say1 sisteminden

farkliliklar géstermektedir. Dogal logaritma ya da exp iirete¢ fonksiyonu

a: R — R* al: RT — R
ve
x — alx)=e* =y y — al(»)=lhny=x.

seklinde tanimlanirsa, geometrik aritmetik adli bir alt a-aritmetik smifi olusur. Simdi

a-aritmetik i¢in verilen tanim ve esitsizliklerin bu siiftaki durumunu inceleyecegiz.

X

Reel sayilarin bir R, , C R alt kiimesini R,,, := {e* : x € R} seklinde tammlayalim. Bu

durumda x, y € R, , olmak tizere

a — toplam x+y = afa” (@) +a7l(y)) =¥ = 5.y geo. toplam

a — fark x=y = afa”'(x)—al(y)} =¥ = x/y geo. fark

@ — garpim xxy = afa lx)xa ()} =Xyl = yIny = yInx g6 Kkat
. . 1

a — oran x/y, % = afa ') +a l(y) =¥V = xW5 y£1 geo. oran

a —siralama  x<y < a_l(x) < a_l(y) & x <y geo. siralama

cebirsel islemleri geometrik aritmetigi olusturur. Tirkmen ve Basar [28] (R,,,,+,X)

ticliistiniin reel bir cisim oldugunu gostermistir.
2.4.1. Tanim

Keyfi x € R,,, sayist icin x in geometrik karesi xXx olup X2 notasyonu ile gosterilir. Keyfi
negatif olmayan x,t pozitif reel sayilar olmak iizere t = eVint) degeri yalniz bir olup t nin
geometrik karesi x'e egit olur denir. Kisaca 2= x seklinde yazilir. Geometrik aritmetikle
ilgili islemler boyunca x € R,,, mn q-uncu geometrik kokii ve k-inct geometrik kuvvetini

sirasiyla \q/; ve x seklinde gosterecegiz. Bu durumda asagidaki esitlikler p € R, , icin
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gecerlidir:
. . 5

p2 = pXxp= e{lnpxlnp} — eln p :plnp
; » 3 2

p3 — p2xp — eln p =pln p

n—1

pp — p(p—l)>-<p — eln p =pln P

2.4.2. Tanim. [28]

x € R,,, olmak iizere x in geometrik mutlak degeri el el

bir ifadeyle her x € R icin

olup x|,y ile gosterilir. Diger

x , x>1
|x|exp = 1 , X = 1
/x , x<1
seklindedir.
2.4.3. Tanim
(r,s) C Reyp actk bir aralik ve f . (r,s) — Reyp ve bir fonksiyon olsun. x,a € (r, s) olmak
lizere

6y S/ @)

x—a X—a

(2.11)

limiti varsa, bu degere f fonksiyonunun a noktasindaki geometrik tiirevi denir ve fe'xp ile
gosteriliv. Eger f fonksiyonu a noktasinda geometrik tiirevlenebilir ise f aymi noktada

geometrik diferensiyellenebilir. Diger yandan (2.11) dikkate alinirsa f, e'xp(a) tiirevi

(In=/) (a) o
(o) = 50 { (@) } = (2.12)
seklinde elde edilir.

Eger f : (r,s) —» R

tiirevlenebilir ise, y = f(x) fonksiyonu E iizerinde geometrik tiirevlenebilirdir denir. Diger

exp fonksiyonu E C (r,s) kiimesinin her noktasinda geometrik
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yandan f : [r,s] — [Rexp i¢in x € (r, s) olmak tizere

fio@) = Gtim L@

x—at xX—a

f()=1(a)

— G-
. Ve felxp(a ) = xll)r};l x—a

geometrik limitleri varsa, bu limitlere sirasi ile f'nin a noktasindaki sag ve sol tarafl

geometrik tiirevleri denir.

Eger verilen bir noktada f nin ikinci geometrik tiirevi varsa bu durumda

y o (In{ f&p(@})’ 13
@ = Tw@ =

elde edilir. Bu islem #n kere tekrarlanirsa, verilen noktada n. mertebeden geometrik tiirev elde
edilir. O halde f{iy(a) varsa

1 (n—1) !
fég(a)ﬂxp{(n{fexp @} } el o1

(In)"(a)
seklindedir. Burada f' klasik tiirevi ifade eder.
2.4.4. Tanmim

[ fonksiyonu [r, s] € R, de tanumli reel degerli bir fonksiyon olmak iizere biitiin x; € Ry,

icin f'nin Riemann geometrik toplami

P(f;P) = exp {Z In f(&)[In(x;) — 1D(X,-_1)]}
i=1
- H £ (&)InG=Intxizp) (2.15)
i=1
seklindedir.
2.4.5. Tanim

f fonksiyonu [r,s] C R

C Reyp tizerinde taniml olmak iizere L € Ry, ve € > 1 icin en az bir

P boliintiisii vardwr oyle ki dG(P(f; R), L)<£ kosulu her . C P i¢gin saglamirsa f'ye

N
Riemann geometrik integrallenebilir denir ve / f(x)dx seklinde gosterilir.
GJ r
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Acikea goriiliir ki f klasik anlamda Riemann integrallenebilir ise ayni aralikta Riemann
geometrik integrallenebilirdir. Ayrica exp iireteci siirekli ve v = Inef klasik anlamda

Riemann integrallenebilir ise

/f(x)dx = exp {/S(ln f)(x)dx} = exp {/S v(x)dx} (2.16)
G r r

elde edilir. Tersine f Riemann integrallenebilir ise

N

/s f(x)dx =1n /exp(f(x))dx
r G

-
saglanir.

2.4.2. Kuadratik aritmetik

Bu kisimda a-aritmetigin alt siniflarindan biri olan kuadratik aritmetik (g-aritmetik) yapisi
tizerinde duracagiz. Kuadratik aritmetik i¢in g-iirete¢ fonksiyonu kullanacagiz ve a-aritmetik

icin verilen tanim ve esitsizliklerin bu siniftaki karsiliklarini inceleyecegiz. Her x, p € R i¢in

x/p , x>0 x? , x>0
q(x) = 0 , x=0 ve q_l(x) = 0 , x=0
—(-0"" |, x<0, —(=xy , x<0,

seklinde tanimlanan g-lirete¢ fonksiyonlarina sirasiyla p. kok ve p. kuvvet iiretegleri denir.
Bu tiretegler yardimiyla kuadratik aritmetik diye adlandirilan bir alt a(x) = g(x) sinifi elde
edilir.

Reel sayilarin bir R, C R alt kiimesini R, := {g(x) : x € R} seklinde tanimlayalim. Bu
durumda g-aritmetigi i¢in agagidaki cebirsel iglemler tanimlanir: Her x,y € R, ve p € R

olmak tzere

g—toplam x+y = q{g' @) +q 'GP} ="+
q — fark x2y = qlg ') g7 '} =P -y
g—carpm  xXxy = q{qg '()g '} =Py =xy
q — oran xly = qlg ' lg7 W)} = PP = xly,y # 0

g — siralama x<y < q_l(x) < q_l(y) Sx<y(p>0
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2.4.6. Tanim

X bos olmayan herhangi bir kiime ve x, y, z € X i¢ind, : X XX — R fonksiyonu verilsin.

Bu durumda asagidaki metrik aksiyomlart her p tamsayist i¢in saglanir:

(01) d,(x,y) =0 gerek ve yeter sart x = y,

(02) dy(x,y) = dy(y,x),

(03) dy(x,y) < (d,(x,2)" +d(z. »)")", (p > 0)

Burada (X, d;)'va kuadratik metrik uzay ve d,'va X iizerinde bir kuadratik metrik denir.

2.4.7. Tanim

ACR,ve f 1 A— R, birfonksiyonolsunvea € R sayisi A kiimesinin bir yigilma noktast
olsun. Eger her € > 0 i¢in, bir 6 > 0 bulunabiliyor, oyle ki tiim |x=al,<6 yi saglayan x ler
icin | f(x)=L|,<e esitsizligi dogru ise; L € R, f(x)'in a noktasindaki limitidir. Bu limite
fonksiyonun q-limitidir denir ve im, _, , f(x) = L ile gosterilir. Diger bir ifadeyle p € R*
olmak iizere

NMm f(x)=L < Ve>0,36>09dq(f(x),L)<s,
X—a
V x€A, dq(x, a) < o.

2.4.1. Sonug

f nin a noktasinda q-siirekli olmasi igin gerek ve yeter sart lim_, , f(x) = f(a) olmasidir.

2.4.8. Tanim

[ keyfi [r,s] € R, araliginda tamimly pozitif degerli bir fonksiyon olsun. f'nin kuadratik
gradyanti, f'nin (r, f(r)) ve (s, f(s)) noktalar: i¢in kuadratik egimidir. Diger bir ifadeyle
G,"" gradyanti p € R* olmak iizere

1/
G5 = <M> p, (s # 1)

1 sP—rp

seklindedir.
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2.4.9. Tanim

(r,s) CR, actk bir aralikve f : (r,s) — R, ye bir fonksiyon olsun. x, a € (r, s) olmak tizere

iy L= (@)

x—a xX—a

(2.17)

kuadratik limiti varsa, bu degere f fonksiyonunun a noktasindaki kuadratik tiirevi denir ve
f q’ ile gosterilir. Eger f fonksiyonu a noktasinda kuadratik tiirevlenebilir ise f ayni noktada

kuadratik diferensiyellenebilir. Diger yandan p € R™ olmak iizere kuadratik tiirev

-1 1
(W) - a @)
fa@ = hmq{ 1) — ¢~ () }

_ {1' @' N -6 NH@ x—a }
g4 lim lim

a x—a =0 g1(x) - ¢\ (a)

_Junw
@@ |

2.4.10. Tanim

[ fonksiyonu [r, s] C R, de tamimly reel degerli bir fonksiyon olsun. f'nin Riemann kuadratik

toplami p € RT olmak iizere
O(f;P) =4 {Z(q—lf)(r:,o[q—l(x,-) — q—1<x,-_1>]} :
i=1

2.4.11. Tanim

[f fonksiyonu [r, s]iizerinde tamimli olsun. L € R, ve € > 0 i¢in en az bir & boliintiisii vardir

oyle ki p € R* olmak iizere dq(Q( fiP), L)<e kosulu saglanirsa f've Riemann kuadratik
N

integrallenebilir denir ve f(x)dx seklinde gésterilir.
q r

Agikca goriiliir ki f klasik anlamda Riemann integrallenebilir ise ayni aralikta kuadratik
integrallenebilirdir. Ayrica g-lireteci siirekli ve v = g~' o f klasik anlamda Riemann

integrallenebilir ise p € R* olmak iizere

/f(X)dx =q{/ (q_lf)(X)dX} =q{/ V(X)dX} (2.18)
q r r
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elde edilir. Tersine f Riemann integrallenebilir ise p € R* olmak iizere
N
’ -1
/ feodx =7 / (@) x)dx |
r q

2.5. Ortalama Hesap

Bu kisimda a-aritmetik kullanilarak klasik ortalama (agirlikli) degerlerinin bu aritmetikteki

karsiliklart incelenecektir.
2.5.1. Tanim

(a-aritmetik ortalama) xi,X,,...,x, birer poztif reel sayi olsunlar. Newtonyen olmayan
aritmetik ortalama, her k € N icin x; 'larin a-toplamimin n degerine a-oranidir ve A, ile

gosterilir. Diger bir ifadeyle

n n -1

- o (xk)

A= Yoxdi = Y af T
k=1

k=1

B a_l(x1)+(x_1(x2)+ +a_1(xn)
B a{ n }

Yukaridaki tanimda iirete¢ fonksiyonu @ = exp veya a = gq olarak alinirsa a-aritmetik

ortalama asagidaki formlara doniisiir:

_><
+
=

0
+

n % | p p ...+xp %
n
Aexp:<| I_xk> :(xle...xn)ﬁ Ve Aq:< " > s (peR\{O})
k=1

A,xp V€ A, ortalamalarina, sirasiyla ¢arpimsal aritmetik ortalama ve g-aritmetik ortalama
denir. Ozel olarak p = 1 ve p = —1 degerleri icin, A, ortalamast sirasiyla klasik airtmetik
ortalama ve klasik harmonik ortalamalara doniisiir. Ayrica her x;, x,, ..., x,, € (0, o) i¢in

lim, y A, = A,,, elde edilir.
2.5.2. Tanim

X1, Xy, ..., X, pozitif reel sayilar olsun. a-geometrik ortalama her n € N icin x,'lerin
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a-carpimlarinin a-kokleri olarak tarif edilir. Diger bir ifadeyle

a <H a”! (xk)> "
k=1

(x{ (a_l(xl)a_l(xz) a_l(xn))% }

1

n R
(i)
k=1

Benzer olarak iirete¢ fonksiyonu @ = exp veya a = g olarak alinirsa a-geometrik ortalama

asagidaki formlara doniisiir:
1
Gy = exp{(ln(xl)ln(xz)---ln(xn))”}, (x, > 1)
WENNAY: 1
G, = {(xlxz...xn)n} = (X1X5...X,)7.

G,x, Ve G, ortalamalaria sirasiyla ¢arpimsal geometrik ortalama ve g-geometrik ortalama

denir. Ozel olarak biitiin p € R degerleri icin, G, ortalamasi klasik geometrik ortalama ya da

carpimsal aritmetik ortalamayla denktir.
2.5.3. Tanim

X1, Xy, ..., X, pozitif reel sayilar olsun ve her n € N igin a_l(xn) # 0 saglansin. H, harmonik

ortalama
n n
Hy = T i
. ) )
ZL X_1'+X_2'+-”+E'
a X *
k=1
_ n
- NN U U
T | a i) «T(x,)

seklinde tanimlanir. Benzer olarak a = exp veya @ = g olarak alinirsa

1/p
H,, :exp{ L },Hz{ L } .
P 1 1 e L 9 o4y 1
In(x;) + In(x,) + + In(x,,) (x1)P + (x,)P + + (x,)P

H,,, ve H, ortalamalarina sirasiyla ¢arpimsal harmonik ortalama ve g-harmonic ortalama

denir. Ozel olarak p = 1 ve p = —1 degerleri i¢in, H 4 Ortalamast sirasiyla klasik harmonik

ortalama ve klasik aritmetik ortalamalara esdegerdir.
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2.5.1. Agirhikh Ortalamalar

Bu kisimda Newtonyen olmayan agirlikli ortalamalarin tanimi yapilarak bu yapilarin ,klasik

formlar1 arasindaki iligkiler irdelenecektir.
2.5.4. Tanim

Hern € Nigin {w{, w,, ...,w, } ler pozitif agirliklar ve {x1, x,, ..., x,,} ler reel sayilar olsun.

Newtonyen olmayan agirlikli aritmetik ortalama

n .
az,-=1 XiXWi - x Kby Ry Xy - XX,

B
[

o - Zn w T LU]+LU2+‘+LUn
o hdj=]
" ow, a”(x)
= (x{ = ” O (2.19)
i=1""i
seklinde tarif edilir.

- o o .. n . . . ~ n .. o
Eger agirlik degerlerinin toplami aZl_:l w; = 1 ise o takdirde A, = QZ. | XiXW; oldugu

1=
acikca goriiliir. Diger taraftan iireteg @ = exp ve a = g secilirse

Uy w;
- 2”:1 ln(xl)wl n w: =17
App = e€xp {l”—w, = Hxl. J(x, > 1)

i=1 i=1

wi(x))P + Wy (x,)P + -+ + w,(x,)P ) P
I/UI+I/U2+"'+LUH

A, =

elde edilir. /Iexp ve Aq ortalamalarina sirasiyla agirlikli carpimsal aritmetik ortalama ve
agirhikli g-aritmetik ortalama denir. Ozel olarak p = 1 ve p = —1 degerleri icin, fiq sirastyla

klasik agirlikli aritmetik ortalama ve klasik harmonik ortalama degerlerine denktir.
2.5.5. Tanim

Her n € N igin {wy, w,, ..., w, }'ler pozitif agirliklar ve {x, x,, ..., x,,} 'ler reel sayilar olsun.

Newtonyen olmayan agirlikli geometrik ortalama

Wi
i L wy ot
~ = _ wyttwy - wtetwy T . wittwy ”
G, = allxi = X X X, X ... XXy
i=1

a { [a—l(xl)]ﬁ[a—l(xz)]mfﬁ [a—l(x”)]wlf% }
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seklinde hesaplanir. Ayrica lirete¢ a = exp ve @ = ¢ secilirse
exp

n
pwy pw pioy 1/p n VY wi
~ _ w1ttw,  witetwy wi+-+wy _ wy
G, = {xl X, v X } = I Ixi
i=1

elde edilir. G,,,

agirlikli g-geometrik ortalama denir.

G — eXp {[ln(xl)]w1+b.v.‘.l+w,, [ln(xz)] w1+lf.2+w,, ves [ln(xn)]wlﬁ)._ﬂwn } , (xn > 1)

ve Gq ortalamalarina sirastyla agirlikli carpimsal geometrik ortalam ve

2.5.6. Tanim

Her n € Nigin {wy, w,, ..., w, }'ler pozitif agirliklar ve {x, x,, ..., x,,} 'ler reel sayilar olsun.

Newtonyen olmayan agwrlikli harmonik ortalama

oWy gy oty
x1'+x2'+ +xn.

Z” - o
0 k= kWt _a{ Wy + 1wy + -+ w, }

Ha - n wi Wy .o wy,
Z Wy
o Xk
k=1

T | a g | a(xy)

seklinde tarif edilir. Benzer olarak a = exp ve @ = ¢ igin

1/p
~ wy+wy+--+w ~ wy+wy+ -+ w
H,,=exp{ — 75 = and H,={ — =5 =
+ + oo 4 —n [ N " S R T I

) - n(x,y) n(x,) G? TGP Ge,)P

elde edilir. A exp and a , ortalmalarina sirastyla agirlikli ¢arpimsal harmonik ortalama ve
agirhikli g-harmonik ortalama denir. Agikga goriilecegi iizere H g degerip=1vep = -1
icin sirasiyla klasik agirlikli harmonik ortalama ve klasik agirlikli aritmetik ortalamaya

esdegerdedir.

agirhik data p A, G, H, fiq Gq/ﬁexp FIq Goxp Heyp

wy=2 x;=15 10| 2750 2474 22.64 | 3282 29.88 27.27 | 24.02 23.36
wy,=5 x,=20 0.1]2499 2474 2450 |30.16 29.88 29.59 | 24.02 23.36
wy;=T7 x3=25 20]30.61 2474 21.14 | 35777 29.88  25.21 | 24.02 23.36
wy, =9 x,=50 5013822 2474 18.73 | 41.69 29.88  21.55| 24.02 23.36

Cizelge 2.1. Klasik ortalamalar(agirlikl) ile Newtonyen olmayan anlamda

ortalamalarin(agirlikli) karsilagtiriimasi
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Cizelge 2.1'de, farkl tireteglere bagh olarak elde edilen ortalamalar(agirlikll) verilmistir. Bu
kismin baginda yapilan tarifler dikkate alindiginda a = ¢ treteci i¢in p = 1 alinirsa A, G,
ve H, ortalamalari klasik formlariyla denktir. Benzer olarak p = 1 i¢in A,, G, ve H,
agirlikli ortalamalar1 ise klasik agirlikli formlarla aymi degerlerdir. Tablodan acikca
goriilecegi lizere Ozellikle g-ortalama hesaplart p degerlerinin se¢imine bagli olarak
degiskenlik gostermektedir. Artan p degerleri icin A, ve /Iq ortalamalar1 artmakta ve
p — oo i¢in limite gegildiginde bu ortalamalar en yiiksek data degerine yaklasmaktadir.
Diger taraftan azalan p degerleri i¢in H, ve H ¢ Ortalamalar1 azalmakta ve p — oo igin
limite gecildiginde bu ortalamalar en diisiik data degerine yaklasmaktadir. Bu yaklasim ise
ortalama hesaba yeni bir bakis acis1 kazandirmaktadir. Ozellikle agirhikli ortalama
hesaplarin genelinde p degerinin secimine bagli olarak agirliklardan bagimsiz olarak,
ortalama istenen degere yaklastirilabilmektedir. Ayrica tabloda elde edilen tiim degerlerin
uygun p degerleri icin klasik yapida hesaplanan ortalamalarla benzerlik gdsterdigi

goriilmektedir.



2.5.1. Sonug
Her n € Ni¢in xy, x,, ..., x,, pozitif reel sayilar olsun. Herhangi bir a bir iireteci igin

H,<G,<A, ve H, <G, <A, (peR\{0})

29
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3. YILDIZ ARITMETIK (x-ARITMETIK)

Grossman [2] numarali ¢calismasinda iki tirete¢ fonksiyonu kullanarak yeni bir aritmetik
gelistirmistir. Oyle ki bu yap1 aritmetiklerin tamamini icine alan ve Newtonyen olmayan

hesap tarzi olarak isimlendirilmistir.

Bu yapida ilk boliimde bahsedilen a-iiretecinin 6zelliklerinin tiimiinii saglayan, cebirsel
islemler i¢in +, =, X ve / notasyonlar1 kullanilan bir g-iireteci kullanilir. Aritmetik yapilar
birbiriyle izomorf olduklarindan a-aritmetik ile elde edilen tiim yapilar g-aritmetik i¢inde
gecerlidir. Oyle ki p-yakinsaklik, f-siireklilik ve p-tiirev tanimlar1 a-aritmetikte verilen
tanimlarla benzerlik gosterir. Genelde #x-hesap tarzinda a-aritmetik tanim kiimesinin

elemanlari, f-aritmetik ise deger kiimesinin elemanlari i¢in kullanilir.

3.1. Kompleks Yildiz Aritmetik

Simdi iki iireteg arasindaki kurali belirleyen bir 1 fonksiyonu kullanilarak s-aritmetik yapisi

incelenecektir.
3.1.1. Tanim. [1]

a-aritmetikten f-aritmetige tanmmlanan izomorfizma doniisiimii asagidaki ozelliklere sahip

birtek 1 (iota) fonksiyonudur:
(i) 1 fonksiyonu, bire-birdir.
(it) 1 fonksiyonu, R, 'dan R iizerinedir.

(iii) R, 'dan secilmis herhangi u ve v'ler igin,

(u+v) = 1(u)+i1(v)
(u=v) = 1(u)=1(v)
1(uxv) = (u)Xi(v)

1(ulv) = 1w)/i(v)

u<v < 1(w)<1(v)

bagintilart gegerlidir. A¢ikga goriiliir ki a ve p'min deger kiimesi sirasiyla R, ve Rz olmak
lizere tiim x € R, 'lar i¢in 1(x) = pla~l(x)} € Rg'dir. Bu durumda her p tamsayist igin
1(p) = p olur.
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R
a(a) = a € R,,+,~,%X,/,<) ve p(b) = b € (Ry, +, =, %,7, <) seklinde olsun. Bu durumda

« Ve Ry kismi swrali kiimeler olmak tzere, a ve f aritmetiklerinin islemleri

(a,b) swraln ikilisine koordinat sisteminde (Newtonyen olmayan) bir #-nokta denir. Bu
noktalarin tamamina ise Newtonyen olmayan kompleks sayilar kiimesi denir ve C* ile
gosterilir. Bagka bir ifadeyle,

C*:={z*=(ab|aeR, CR, beR; CR}.

Newtonyen olmayan kompleks sayilar kiimesindeki () toplama ve (®) ¢arpma islemleri,

z,* = (d, b)) ve z,* = (d,, b,) olmak iizere asagidaki gibi tanimlanr:

®: C'xC* — C°

(21%,2,") 2" @ 2" = (ala; + ), f{by + by}) = (d+dy, b1 +by),
O: C'xC" — C*

(z1%,25") — z;* @2, = (a{ajay — b1by}, Blaby + bay}),

Tekin ve Basar [35] numarali ¢alismada, (C*,@,®) tglisiiniin bir cisim oldugunu
gdstermistir. C* kiimesinden alinan z,* = (d}, b;) ve z,* = (d,, b,) noktalar1 arasindaki d*

uzaklik fonksiyonu
d*: C'xC* — B CR,
(Zl*, Zz*) — d*(zl*, Zz*) = \/[l(al —az)]2+(bl—b2)2

= p{ /(@ — @ + () — by} (3.1)

seklinde tanimlanir. Keyfi z* = (a, ) € C* ve #* = (0,0) € C* olmak iizere

iz = d*z*.6%) = \/ [1(a~0)12+(5=0)> = B{Va? + b?} (3.2)

elde edilir. Her z,*, z,* € C* igin || - || normunun iirettigi d* metrigi d*(z,*, z,*) = ||zT oz, |

seklinde tanimlanir.
3.1.2. Tanim

(x-seri) Kompeks terimli (z]’i) = (ay, Bk) dizisi verilsin. Bu durumda

DT =) @ (. by) @ @ (0 b) @ - = (aZ s 52 Bk) e (3.3)
k=0 =0 bt
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seklinde tarif edilen sonsuz toplama, kompleks terimli x-seri denir. Ayrica s, = *ZZ_I zy

kismi toplamlar dizisi olmak iizere s, — s, s € C* saglamrsa seri yakinsaktir ve

*ZZ=] z, = s yazulr.
3.1.1. Onerme. [35]
z,%,z," € C* olsun. Asagidaki esitsizlikler gegerlidir:
@) liz; @ z3 1l L N2+l z3 1.
@) lizy @ z31l = Iz}l x 23]
(iii) Keyfip> 1vez,*,1," € C*, k € {1,2,3,...,n} i¢in

1/p 1/p " 1/p

n n
ﬁkzznzkearkn < %nzkn [, 2 lird

k=1

3.1.3. Tanim. [36]

z¥ = (a,b) € C* olsun. z*'in s-kompleks eslenigi z* = (a{a},ﬂ{—ﬁ_l(ﬁ)}) = (a,=b)

seklinde tanimlanir. Ayrica z*'in reel kismi Re(z*) ve sanal kismi ¥ m(z*) olmak iizere
Re(z') = Re(z") = (2" ®ZH2=dave ImIZ") = ~Im(z") = (z* ©Z")2=b
elde edilir.

Uyari. [36]

Klasik kompleks yapilara benzer olarak sx-kompleks sayilar icin asagidaki durumlar

gecerlidir:

(i) z* = (a,b),w* = (¢,d) € C* icin z @ w orani

zZQuw = (a,b)@ ¢ d)
= (a{(ac + bd)/(c* + d*)}, B{(bc — ad)/(c* + d*)}).
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(i) a ve f ayni iiretegler olmak tizere

7*0z* = (a,b) o (a =b)

= (a{a®+b*}, B(0))

= pla®+b7)

= p{(p' sV + 12 )} = (i)Y’
saglanir.

3.1.1. Sonug. [35]
(€0 - 1D ikilisi, fiz* ]l = / [1(@)124(b)%; z* = (a4, b) € C* normu ile bir Banach uzayidir.
3.2. x-tiirev ve x-integral

Bu alt kisimda y1ldiz hesap tarzi kullanilarak, 6nceki boliimlerde elde edilen tiirev ve integral

kavramlar genisletilecektir.
3.2.1. Tanim. [35]

(x-limit) A C R,, B C Ryve f 1 A — B olsun. Bu durumda, istendigi kadar kiigiik
secilebilen her €>0 ve x, € A noktasinin delinmis 6-komsulugundaki tiim x noktalar icin
| f(x)=yol ﬁie esitsizligi saglanacak sekilde bir 6 = 6(g) sayist ve bir y, € B noktasi mevcut
ise 0 zaman fonksiyonun x civarindaki *-limiti y,'dir ve *limx_,x0 f(x) =y, ile gosterilir.

Diger bir ifadeyle
lim f(x) = yy & Ve30,3650 3 | f(x)=yls<e, V x € A, |x+al,<6. (3.4)
X=X
3.2.2. Tanim
(x-stireklilik) Bir f . A — B fonksiyonu, *limx_,xO f(x) = f(xq) olmast durumunda a € A
noktasinda *-stireklidir denir. f, A'nin her noktasinda x-siirekli ise o zaman f, A tizerinde
x-stireklidir denir.

3.2.3. Tanim

(x-egim) f keyfi bir a-araligi [, §] iizerinde tanimli lineer bir fonksiyon olsun. Bu durumda
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G.>" gradyanti; (r, f(r)), (s, f(5)) noktalari ve s # r i¢in

S©=f()

G5 =
* 1(s=r)

(3.5)

seklinde hesaplanr. Aciktir ki (3.5) esitliginde herhangi a ve p iiretegleri i¢in

P 1V R VIOV Y BV
* pla~l(s) —a~l(r)}
ﬁ{ﬂ‘l{f(S)} i) }

a~l(s)—al(r)

elde edilir.
3.2.4. Tanim

(x-tiirev) (r,s) C R, acik bir aralik, f : (r,s) = Rglva tammli bir fonksiyon ve x,a € (r, s)

olsun. Eger a noktasinda
lim(f ()= f (@)a(x=a)) (3.6)

x-limiti mevcutsa, f fonksiyonu a noktasinda *-tiirevlenebilir denir ve f*(a) ile gosterilir.

Diger taraftan (3.6) tanimi asagidaki sekilde yazilabilir:

x—=a 1(x=a)
_ {ﬂ‘l{f(X)}—ﬂ‘l{f(a)}}
im f

a~1(x) —al(a)

X—a

_ {ﬂ‘l{f(x)}—ﬁ‘l{f(a)} x—a }
= limp
x=a x—a a1(x) — a~'(a)
¢ N @
= . 3.7
’ { (@) (@ } 3-7)

Simdi klasikte iyi bilinen ve pek ¢ok alanda uygulamasi olan Riemann integral kavramim
x-hesap yapisiyla yeniden yorumlayacagiz. Secilen iiretecler dogal logaritma fonksiyonlari
olursa klasik yapidan daha farkli yapilara ulasilabilmektedir. Ozel iireteglerle elde edilen
yapilara sonraki kisimlarda yer verileceginden bu bdliimde : doniisiim fonksiyonundan

yararlanarak Riemann integralinin genel yapisi ve bazi uygulamalari iizerinde duracagiz.
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3.2.5. Tanim

f fonksiyonu [r, s] C R, iizerinde tanimlr olsun. Bu durumda f 'nin Riemann yildiz toplami

N¥(f:9) = ”; &) % (i)}
= ﬁzn‘, BN fEDIa (i) — @™ ()1}
=
= ﬂ{iﬁ‘%f(@))(a'l{xi_l} —a-l{xm} (3.8)
seklindedir:
3.2.6. Tamim

f fonksiyonu [r, s] iizerinde tanimli bir fonksiyon olmak iizere her >0 icin verilen aralikta

en az bir . boliintiisii vardwr 6yle ki
dy(N*(f: P). P)Ze

kosulu her & C P, icin saglamrsa f've Riemann yildiz integrallenebilir(x-integral) denir
N
ve / f(x)dx seklinde gosterilir.
*xJ r

Acikca goriiliir ki f fonksiyonu klasik anlamda Riemann integrallenebilir ise ayni aralikta

x-integrallenebilirdir ve

/ F(x)dx = p { / ek f)(x)dx} (3.9)

yazilir. Tersine f Riemann integrallenebilir ise

/ F()dx = ! / B (x))dx
r *

elde edilir.

Temel olarak / . S()dx = F(x) ifadesinin anlami F *(x) = f(x)dir. Diger bir ifadeyle
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verilen bir f fonksiyonunun klasik antitiirevi / f(x)dx olmak {lizere f nin x-antitiirevi

/ﬂ{f(X)}dx —p {/ f(x)dx} e

ve buradan da

/f(X)dx =p {/(ﬁ_1 ° f)(x)dx} +C

olur. Ayrica p-iireteci siirekli oldugundan integrallenebilirdir ve f klasik anlamda
integrallenebilir oldugundan bileske fonksiyon f~! o f integrallenebilirdir.
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4. KOMPLEKS YILDIZ CiSiM UZERINDE TANIMLI DiZi
UZAYLARI

Bu béliimde *-kompleks cismi iizerinde tanimlanan Newtonyen olmayan bazi dizi uzaylar

incelenecektir. Oncelikle bu yapilar igin gerekli olan *-seriler ve baz1 8zelliklerini verecegiz.

Yildiz aritmetik klasik hesap tiirlerini iceren bir yapida oldugundan uygulama alanlari
istedigi kadar genisletilebilir. Matematik analizin temel konu bagliklarinda bu uygulama
alanlarm1 gormek miimkiindiir. Simdi verecegimiz yapilar reel sayilarin yildiz seri
araciligiyla toplanabilmesi mantigina dayanmaktadir. Bir dnceki boliimde konveks terimli
serilerin yakinsamasi verilmisti. Burada ise reel terimli serilerin iki {iretece baglh olarak

toplanabilmesi tanim1 yapilacaktir.

4.1. x-Seriler ve Baz1 Temel Ozellikleri

Ureteg fonksiyonlar1 a ve f olmak iizere 1 : R, = Ry doniisimii verilsin. Her k € N ve

x; € R, i¢in

*gxk = ﬂ{ ;a_l{xk}}

1(x0)F1(x ) F1(xp)F -+ F1(xp)F -+

e}

ﬁZz{xk} (4.1)

k=0

sonsuz toplamina reel terimli y1ldiz seri (*-seri) denir. Her n € N i¢in s, = . 22:1 X sonlu
toplamina #-serisinin kismi toplami bu terimlerden olusan {s,} dizisine de kismi toplamlar
dizisi denir. Eger {s,} dizisi bir s sayisina *-yakinsiyorsa *Z:o:o X, serisi de bu sayiya
yakinsar ve s = *Z:o:o x, yazilir. Bu sayiya serinin yildiz toplami diyecegiz. Eger {s,,}

dizisi 1raksak ise bu seri raksaktir.

(4.1)'de verilen yildiz serisinin hem a-iireteci hem de pf-lireteci ile ayr1 ayri ifadesi

miimkiindiir. Oyle ki

DA { aZxk} (42)
k=0 k=0
yazilabilir.

Uyari



40

Secilen tireteclere bagl olarak klasik serilerle ilgili tiim ozellikler «-serilere genisletilebilir.
Ornegin (4.1)'de p = a = I birim fonksiyonu olarak segilirse, *-serisi klasik seriye doniisiir.
Eger ff = a = exp aluursa serinin yakinsadigi deger klasikte 172, x serisinin yakinsadigi
degere egittir.
4.1.1. Tanim

a,re R, ver # 0 olmak iizere

o0
Y axrk = ifasr) + ifaxt) & e E ifaxk) F e
k=1

serisine yildiz geometrik(x-geometrik) seri denir.

Tekin ve Bagar [35] numarali calismada, £, ¢*, ¢; ve £, uzaylarmi asagidaki sekilde tarif
ettiler:

Y
*
Il

z" =(z;) € @" : sup ||zZ|| < oo} ,
keN

k—o0 k

Z'=(z))€w" 1 eC > *limz*zl},

o
Il

o
*
Il
—~= =

ES £ * ES %k ES
z¥=((z))ew* : *lim z; =60% },
(z) lim 2 }

(o)
' =(z)) E0" : ﬁz ||z;’;||p <og, (1 <p<o).
k=1

Y
S
Il
——

Burada w*, Newtonian olmayan kompleks terimli biitiin dizilerin kiimesi olmak tizere
w* = {x=(x):x €C, keN}
seklinde tanimlanir. Ayrica w*, kompleks cisim tizerinde

B X0 — o O : C'xeo* — o

x,y) — x®y=( Dy, (U, x) > uOx=(UOx)

seklinde tanimli cebirsel islemlerle bir vektor uzay formudur. Bunun yaninda agiktir ki 7,
c*, ¢y ve ¢, uzaylari @™'n birer alt vektdr uzaylari ve ilgili metriklerle tam *-metrik

uzaylardir.

4.1.1. Teorem. [35]
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Asagidaki durumlar gegerlidir:
(a) €5, c", c(’)k ve f;’; kiimeleri p > 1 icin birer dizi uzayidur.

(b) A" kiimesi €, c* veya cy; z = (z)), t = (t;) € A" olsun. A" iistiinde tamimh d3 uzaklik

fonksiyonu

dy(z,1) = sup [iz; © 1]l

keN

verilsin. Bu durumda (A", d2,) bir s-tam metrik uzaydur.

(c) €%, c* ve cO uzaylart

lzll% := sup lizill; z= (25,25, ..., 20) € 2%, A€ (€, crcp)
(S

ile tanimli norm ile birer Banach uzayidr.
(d) € uzay
p uzay
i7p

lzlly 2= ankn” L z=(2,25....) €L

normu ile Banach uzayidir.

Simdi C* kompleks cismi tizerinde sinirli ve yakinsak seriler teskil eden dizi uzaylar1 bs™, ¢s™,

*
CS0

inceleyecegiz.

ve sinurlt salmimli dizi uzaylari bv™, bvy,, bvg,'nun tanimlarin verecegiz ve tamliklarini

C* cismi iizerinde bs™, cs™ ve cs dizi uzaylar
. n .
bs* = x=(xp) E@* : ||x||Zs=supH*Zka < 00
n
x=(x;) € 0" : ( Zxk> ey
%
k=0
n
— * .
x=(x) Ew" : <*2xk> Ec
k=0
n
— * . *
x=(x) Ew”" : <*2xk> € ¢,
k=0

CS =

— = =
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seklinde tanimlanir. Bu uzaylar

n n
D, :=sup {d*( *2 Xp, *Z yk>}
k=0 k=0

neN

uzaklik fonksiyonu ile birer *-tam metrik uzaydir.

Ikinci olarak smirli salinimli bo*, bu, ve bug, dizi uzay smiflari, (Ax), = x, ©xy_y, x_| =0

ve (Ax); = x; © x4 olmak iizere

bv* = Ix=(x) Ew" : ||x||ZU = ﬂz ||(Ax)1;|| < oop,
k=0
buy 1= yx=(p€w’: B Ax)]P <ot
k=0
bvy, = {x = (x) € " @ sup [[(Ax) ]l < 00}’
keN

seklinde tanimlanir. Ayrica d,(x, y),d pA (x,y) ve dvo (x, y) uzaklik fonksiyonlar1

daxy) = Y {d* v @yl }
k=0
& . 17
asey = { Y @@ @)’} dsp<o
k=0
di(x,y) 1= sup{d*[(Ax)k,(Ay)k]}.

keN

[cokingdc o)

olmak iizere (bv*,d,), (bv},, d pA) ve (bv¥,, d2) uzaylar birer s-tam metrik uzaydur.

4.1.2. Teorem. [36]

*

0
D, uzaklik fonksiyonu

bs*, cs™ ve csyy uzaylarindan herhangi biri y* ve z = (), t = (t;) € u* olsun. u* iistiinde

D, :pu'xuy — R

n n

(z,1) — D_(z.1) 1=Sup{d*<*ZZZ’*Zt2>}

neN k=0 k=0

seklinde tamimlansin. Bu durumda (u*, D) *-tam metrik uzaydr.
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Ispat

*
0

Oncelikle (3.1)'de verilen wuzaklik fonksiyonunu kullanarak metrik aksiyomlarinin

cs* ve cs’ uzaylar iginde ispat benzer sekilde olacagindan sadece bs™ igin ispat verecegiz.

saglandigini gosterelim:

(M1) z=(z)),t=(t;) € bs™ olsun.

=0

. n n
D (z,H)=0 < supH*Zzie*Zt;ﬁ
k=0 k=0

neN
n n
k * —
e = Lnez=t
k=0 k=0
elde edilir.

(M2) D_(z,t) = D(t, z) oldugu a¢iktir.

(M3) Ucgen esitsizligi hesaba katilirsa z = (zp).t = (t)),w = (wy) € C* olmak iizere
Onerme 3.1.1(i)'den

. n n n n .
Do) = swpl| Yo Fuie Yuie Y
neNT o0 k=0 k=0 k=0
< S“IN’H*sze 2k +sup |*Zwke Dt
ne k=1 k=0 ne k=0 k=0

elde edilir. Bu durumda D (z,1)< D (z, w)+ D (w,t) saglanr.

(M1)-(M3) saglandigindan, (bs*, D) ikilisi bir x-metrik uzaydir. Simdi bu uzaymn Newtonyen
olmayan kompleks cisim tizerinde tam oldugunu gosterelim.

Oncelikle x™ = {x(lm), x(zm), ...} dizisi, bs™ uzayindan alinan bir Cauchy dizisi olsun. Her 30

i¢in en az bir no € N var oyle ki

neN

n n
D_(x",x") = sup {a’*( *Z x;(m)’ *Z x?) }Ze
k=0 k=0



44

her m,r > ny igin saglanir. Sabit k € N ve her m,r > ny icin
n n
d*( *Z xim), *Z xf?)ie (4.3)
k=0 k=0

elde edilir. Herhangi k € N sabiti igin xzm) = {XS), Xf), ,xzm), } dizisi bir Cauchy
dizisidir. Bu durumda C* uzaymn tamhigi (bkz. [35]) dikkate alinirsa (xg") ) dizisi yakinsaktir.

*
Burada m — o igin xgcm) — X segelim. O halde x, x,, ... sonlu limit noktalari olmak iizere

X = (X, Xy, ...) olsun ve gosterelim ki x € bs™ dir. Bunun i¢in once (4.3)'de r — oo icin limit

alimirsa
n n
d*(*zxim)’ *Zxk>§f (4.4)
k=0 k=0

esitsizligi her m > ny igin saglanir. (xgrﬂ) € bs* oldugundan en az bir p € Ry vardir oyle
ki her k € N icin iixim)"ép gecerlidir. O halde (4.4) ve ii¢gen esitsizligi beraber dikkate

alimirsa m > ny i¢in

n n n n
o Foed) 20 S S ysar 5 400) 2t
k=1 k=1 k=1 k=1

elde edilir. Bu durumda x = (x;) € bs™ olur. Diger yandan m > nyy igin (4.4)'den

n

n
D (x™,x) = sup {d*< *2 xgcm), *Z xk>} <e,
k=1 k=1

neN

3k
yazilir ve m — oo icin limite gecilirse x™ — x saglanir. Dolayisiyla bs™ uzayi x-tamdur.

Theorem 4.1.2'den bs™, cs™ ve cs;; uzaylari || - ||} - veya || - ||, normlarimin {irettigi D, metrigi

ile tamdir. Diger yandan bv™ uzayinin tamlig1 benzer olarak elde edilir.
4.1.3. Teorem. [36]

x = (x), ¥y = () € bv* ve (Ax),’( = Xy © X441 olmak tizere d(x, y), dA(x,y) ve dvo(x,y)
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uzaklik fonksiyonlari

daton) 1= F{ (@ @il )

k=0
- Y
abey = { Y@ @n’} a<p<o
k=0
a&Cey) = sup{d”[(Ax) an] ]

keN

seklinde tanimlansin. Bu taktirde (bv*, d ), (bvy,, dpA) ve (bv%,, dvo) ikilileri birer x-tam metrik

uzaydr.
4.1.1. Sonug. [36]

Asagidaki sonuglar elde edilir:

. * % *
(i) bs™, cs™ ve cs uzaylart

‘; X =(xX1,X9,...,X%,) € A", A€ {bs,cs,cs0}  (4.5)

. n

Iy, = Il = sup |, )
neN k=1

normlari ile birer Banach uzayidir.

(ii) bv* uzayi, her k € N i¢in

Ixlly, := D @]l @0 = (o © xip) (4.6)
k=0

seklinde tanimli norm ile bir Banach uzayidur.

4.2. Dual Uzaylar

Kothe ve Toeplitz [44, 45] tarafindan insa edilen dual uzaylar, lineer fonksiyoneller ve
matris doniligiim siniflart igin 6nemli bir role sahiptir. Dizi uzaylarinin dualleri ilk olarak
Kothe tarafindan tarif edilmis olup bu dual siniflarinin genis uygulamalarinit Maddox [46]
calismistir. Bu boliimde klasik dizi uzaylarinin a-, - ve y-dualllerinin Newtonyen olmayan

hesap tarzindaki karsiliklar tizerinde duralim.
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4.2.1. Tanim. [36]
A, u* C o* olmak iizere
S p) i={w=(w) E0* : wOz=(w,Oz) Ep* her z=1(z;) € A*}

olsun. Bu durumda A* C w* dizi uzayi icin a-, p- ve y-duallleri

(AF)e = {w=(wk)6a)* L wOz=(w,O2z) €L her z=(zk)e,1*},
(Y = {wz(wk)Ea)* T wOz=(w, Ozy) €cs™ her z=(zk)e/1*},
(A} = {w:(wk)Ew* w0z =(w, O zy) € bs™ her z=(zk)e/1*},

seklinde tanimlanir. Ayrica v* bir dizi uzayi; eger v* C A" ise S(A*, u*) C S(V*, u*) ve eger
u* Cv¥ise S(A*, u*) € S(A*,v*) kosullart saglanir:

Uyari. [36]
@ # A* C o* olmak iizere asagidaki kosullar gegerlidir:
(a) @* dizi uzay
" :={x=(x;): IN € \,Vk > N,x, = 0}

seklinde tanimlansin. Eger @* < {A*}P < w* ise {A*}? bir dizi uzayidur.

('<' notasyonu, Newtonyen olmayan lineer alt uzay igin kullaniimistir.)
(b) Eger A* C u* C w* ise {u*}? < {1*}P.
(© A* (A} = ({25)P)’,
(d) {9} = " ve {0") = o™
Ispat
Sadece (a) ve (d) kosullarini gosterelim. w = (wy), m = (my) ve n = (n;) € {A* }ﬂ olsun.

(a) Hipotezden {}*}? < w* saglanir. Gosterelim kim,n € {A*}? icinm@n € {A*}* olur.
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I € A* olsun. Buradan
(m ®n) Ol =mO1) D 0I) € cs”

elde edilir ve m @ n € {A*}? olur. Simdi t € C* ve w = (wy) € (A%} icin gosterelim
kitow e {A*Pdir | € A* igin (w, @ 1,) € cs* oldugundan ((t;, © w;) @ I,) =
t, O (W, O 1) € cs*vet @ w € (A"} elde edilir. Yani {A*}? uzay1 w*'in bir alt

uzayudrr.
(d) (a) sikki kullamlarak sadece {w*}? C @* kosulunun saglandigim gostermek yeterlidir.
w = (w,) € {0*}? ve z = (z,) olmak iizere z, ® w, = 1, w, # 0 ve diger durumlarda

z, = 1 olarak verilsin. ¢*'in tanimi geregi her n > N icin en az bir N € N vardir

dyle ki w, = 0 olur. Béylelikle
(W, 0z)® & wW,0z,) D (wWyOzy)DODOD -

(6 0)
Zi<oo
ES

n=1

00
*Z W © Zn
n=1

elde edilir. Bu ise w © z € ¢s™ ve w € @* olmasim gerektirir.
4.2.1. Teorem. [36]
Asagidaki esitlikler gegerlidir:
(@ {5} = (") = (£} = ¢7.
b) (1) =25,
fspat
(a) Uyari (b) dikkate alimirsa {f’go}ﬁ c {¢*} ¢ {c(’)"}ﬂ kosulunun saglandigr a¢iktir. Simdi

7] C {751 ve {c(’)k}ﬂ C ¢ oldugunu gosterelim. w = (wy) € ] ve z = (z;) € €,
verilsin. Bu taktirde her k € N igin

n
llwe © 2] 2 1211 % lwll? < oo
%
k=0

elde edilir ve w © z € cs™ olur. Yani ¢ C (£, VP saglanr:
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Diger yandan gosterelim ki y = (y;) € " \ 7 igin en az bir x € c; vardir dyle ki
yOx & cs* saglamir. y & KT i¢in artan ve ny = 0 olan bir (n,) indeks dizisi igin
*ZZ[:”I 1 iiyk”5p§ (p € N) saglansin. Bu durumda Uyari (i) den x = (x;) € c(’; ve
kompleks isaret fonksiyonu

e J V@I, y#0,
Sgn(y)'_ 0 y_o

olmak iizere x; = (sgn®y, @ p) dizisi tammlansin. Uyari (ii)'den iiretecler a = f

olarak aym segilirse her n,_y < k < n,, igin

np—l np—l
_ *
*Z Ve Ox = *2 [yx © (sgn™y, @ p)l
k— _ k=np_1
| np—l
= -0 ) lnlzi
p k=}’lp_]

elde edilir. Boylelikle y © x & cs™ ve y & {c; V2 olur. O halde {c(’)k}ﬂ C £)'d

(b) Uyar (c) den (€25} = ¢* oldugundan %y ¢ ({€5)0)F = (¢1VP'dwr. Simdi w = (w,) €

{f]k }ﬂ \ &%, olsun. w simirsiz oldugundan en az bir (wnk) alt dizisi vardwr 6yle ki (k+ 1)2
bir reel say1 olmak iizere ||wnk|| S (k + 1) saglamr. Bu durumda (x,) dizisin = n;,
icinx, = (sgn*(wnk) @ (k+ 1)2) ve diger durumlarda 0 seklinde tanimlanirsa x € fﬂl‘
saglanir. Fakat

L
*Zn:wnexn= *;(kﬂ)z@”wnk” 3 *Zk:1=oo

oldugundan w & {ff}ﬁ'dlr ve bu da {fT}ﬁ C £% olmast ile ¢elisir. Sonug olarak
{] VP € £F 'dir. Bu adim ispati tamamlar:

Uyari. [36]

@ # A" C w* olmak iizere asagidaki kosullar saglanir:

(@) @F < {A*}% < (XY < (A} < w*. Ozel olarak ¢ € {a, By} olmak iizere {A*}¢ uzay

C* itizerinde bir dizi uzaydur.

(b) Eger A* < u* < o* ise {u*}* < {A*}°.
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(c) I bir indeks kiimesi ve A}'ler birer dizi uzayr olmak iizere eger A* := |J;c; A¥ ise
()¢ = ﬂiel{ﬂf}g saglanmir. Burada ' ()’ notasyonu ile C* iizerinde lineer alt uzayin

bir tabanini gosterecegiz.

(d) 2 c {2} = ({27)°)5, € € {a. By D).

fspat

(b)'nin saglandigi agiktir. Ayrica €, < ¢s* < bs* kosulundan (a) elde edilir. (c) ve (d)

stklarimin ispatlarim diger durumlari benzer olarak elde edileceginden sadece { = a i¢in

yvapalim.

(c) A7 C (A% oldugundan (A*)* C {A7}* ve (b) kosulundan (A*)* C (,c {41 }* saglanr:
Diger yandan eger'y € {A:}* oyle ki y € ;e {A]}" ise her x € A" icin x © y € £]
yazilir ve buradan da 'y € {A*}* C (A*)* olur:

(d) A* c {A*}°¢ oldugu agik olmakla beraber w € A* ise her z € {A*}* icin w © z € 7]

olur.
Boylelikle (a) sikkindan w € {A*}¢¢ ve A* € {A*}%¢ saglanur:

4.2.2. Teorem. [36]

Asagidaki kosullar saglanir:
(@) f{es™}* = {(bv*}" = {bvg}* = £
() {cs*} =bv*, {(bv*} =cs*, {(bu}}) =bs*, (bs*}) = bu},.

(¢) {cs™} =bv*, {bv*} =bs", {bvy}" = bs*, {bs™}" = bv",

fspat
Ispat {cs* ¥, ¢ = a i¢in verilecektir. Diger siklar benzer sekilde elde edilir.

(@) x = (x;) €Ecs*vey = (y,) € ff olsun. Bu durumda (4.5)'de verilen tamim dikkate

alimirsa her k € N icin

Dlliveoxdi il % Y iyl < eo
k k
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()

saglamr. O halde y € {cs™}* ve buradan ¢ C {cs™}* olur.

Tersine olarak y = (y;) € {es™}*\ f’lk olsun. Her p dogal sayist i¢in (n,) indeks dizisi

,_{ EDRRP L ny <k <npyy,
Xg «=

0 , diger durumlar

seklinde tamimlarsak, (ny,) nin se¢imine bagh olarak

Mp+1
Dllmoxlds Y3t Y inis Y ¥=cw
k D k=np+1 p

saglamr. Burada ) ) 2P klasik geometrik serisi iraksak oldugundan,
Dy =p{ X en}=p{ Y2}
p P p

serisi de iraksaktir. Béylece x © y & ¢ olur ve y & {cs™}* saglamr. Bu'y € {cs*}*

olmasu ile gelisir. Sonug olarak {cs*}* C ¢7'dwr.

u= ) € {cs*Pvew = (w,) € ¢, olsun. v = (vy) € cs* dizisi her k € N icin
v, = (W, © wy ) seklinde tanimlansin. Bu durumda *Zk u, © vy, yakinsar fakat

n—1

*Z(Wk e wk+1) © U, = [*Z wk (O] (uk e uk—l)] e wn+1 (O] u, (47)
k=1 k=1

ve £ C cs* sarti (uy) € {es*}P {L”’l"}ﬂ = %, olmasim gerektirir. (4.7)'de n — oo

icin x-limite gecilirse

0 (69
*I;(wk O Wiy) Ouy = *kz:l Wi © (U © Uy_y)

her k € N i¢in elde edilir. Yani (u, © u;_;) € {cg}ﬁ = {cg}* = ¢ dyle kiu € bv* ve
{es*}P C bv* saglanr:

Tersine olarak u = (u)) € bv* olmak iizere (w; ©uy_y) € £{'dwr Ayricav = (vy) € cs*
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n
icin (w,) dizisi w, = *Z vy, seklinde her k € N igin tammlanirsa w, € ¢ olur.
k=0
Ayrica {c*}* = ¢7 oldugundan *Zk wy © (uy © uy ) serisi yakinsaktir. Boylelikle

n n—1
*Z(wkewk—l)euk < [*Z ka(”ke”kH)]
k=m k=m

® (w,0u,) O W,_; O u,). (4.8)

(o]

elde edilir. Buradan (w,) € ¢* ve (u;) € bv* C ¢* oldugundan (4.8) esitsizliginin sag

yani m,n — oo i¢in 0'a yakinsar. Béylece *Z(wk © wy_1) O uy veya *Z u, © vy
k=0 k=0
serisi yakinsaktir. Sonu¢ olarak bv* C {es*}P olur

(¢) (a) sikkindan bv* C {cs*}? ve {es*}P c {es*) oldugundan bv* C {cs*}? oldugunu
biliyoruz. Burada {cs*} C bv* oldugunu gostermek yeterlidir. O halde u = (u,) €
{es™} vev = (v,) € ¢y olmakiizere (w,) € cs™ dizisi her n € Ni¢in w, = (v,©0,,)

seklinde tammlansin. Bu durumda en az bir K30 sayist vardir 6yle ki

| S ouax
k=1

esitsizligi her n € N icin gegerlidir. Benzer olarak (v,) € c; ve (u,) € {cs™} C £,
oldugundan en az bir M30 sayist vardir 6yleki her n € N igin {ju, © v, || <M saglantr.
Bu kosullar birlikte hesaba katilirsa

. n .. n+l .
H *Z(“k Qu_1)O Uk” < ” *Z U © (v, © Uk+1)H ® v QUi EKOM
k=1 k=1

ve (u, © uy_y) € {cg} = {cy}* = ¢ ovle ki (u,) € bv* olur. O halde {cs™}" C bv*

ve sonucta {cs™} = bv* elde edilir.
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5. SONSUZ MATRISLER VE MATRIS DONUSUMLERI

A = (afj) Newtonyen olmayan kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi olsun. a ve f keyfi
iiretegler olmak lizere, A = (a;kj) = (€, 5,- ) ve B = (b;"j) = (M35 7i;;) matrisleri arasindaki
(@) cebirsel toplama ve (®) skalar carpma islemleri; €, 6, u,  reel sayilar ve A* = (4, 1) € C*

icin asagidaki gibi tanimlanir:

A@B:(a;kj@b;kj) = (éijagij)@(ﬂij’ﬁij)
= (é[j'i'ﬂ[j’gij"l"ﬁ[j)
= (a{eij +Mij}aﬁ{5ij +’7ij})

ve
AFPOA = (AFoaq)
= (/L /1)9 (éija Sij)

= ((X{/lel'j - /1611}”8{/161‘] + /1511})

Ayrica verilen bu sonsuz matrislerin ¢arpimu, biitiin i, j € N igin *-seri tanimi [36] hesaba

katilirsa
(A B);; = *Z a © sz
k=0
= (a{ Z(Sikﬂkj - 5ik'7kj)}, ﬁ{ Z(Eik”kj + 5ikiukj)}> (51)
k=0 k=0

seklindedir. (5.1)'de verilen *-seri toplaminin sag tarafi biitlin i, j € N i¢in *x-yakinsaktir.
Diger bir ifadeyle (5.1)'de verilen *-serinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her k, n €

N i¢in
Z(gikﬂkj — 6, Myj) Ve Z(gik”lkj + Sk Hi )
k k

serilerinin klasik anlamda yakinsak olmasidir. Iraksaklik tanimi i¢cinde benzer durum s6z

konusudur.

5.1. Matris Doniisiimler

5.1.1. Tanim. [60]
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* *
15 X535 e

. sk * o7 . . % o7 . sk
lizere, *zk a, © x, = y; verilsin. Bu durumda tiim x, bilinmeyenleri ve a;_katsayilar:

xz;, X elemanlart sonsuz sayida bir lineer denklem sistemine ait elemanlar olmak

icin bir A © X =Y sonsuz matris formu olusturulabilir. Bununla birlikte I, = (6;';.) birim

matrisi

1*=,1) , i=j,

*
5 =

0* =(0,0) , i#j.
olup, I, ©A=A0 I, = Adir
Ornek
(Cesaro) C| = (c, ) sonsuz matrisi biitiin k,n € N i¢in

1 *
(m) s O S k S n,
o = (5.2)
o , k>n.

seklinde tanmimlansin. Bu taktirde a ve p tiretegleri, exp olarak segilirse

(e,e) (1,1)
(Ve Ve (Ve /e (1,1)
Ve, /o)  (Weve  (Rle e (1,1

(n+\l/z’ n+{/g) (n+\l/z, n+{/g) (n+\l/z, n+{/g) . (n+{/g’ n+\l/2) .

kompleks terimli sonsuz bir matris elde dilir. Benzer olarak iireteglerin se¢cimine bagli olarak

farkly sonsuz matrisler elde edilir.

Herhangi u}, u; C w* ve A = (a},) = (€ 5> Opi) Olsun. Eger biitiin z = (z;) € pj igin
A0Oz={(Az2),}

* Ed * £
ayy © 2y D ay, © 2D
a0z daj, ©z7P
10 0 11 1

£ Ed
oo 91
%k k
Qo 4

Q
. —_ o
SIS
o NN
—_ % O ¥

% % * * * Ed * £
L B L S Zy a,002,®a, 0z;®
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DL a0z ) ((Az)
*Zk aj, Oz (Az),
Saod | |ua

olmak iizere, z'nin bir A-doniisiimii var ve y5'in bir elemani ise A déniisiimiine y'dan p5'a
bir matris doniisiimii denir ve A : u} — ) seklinde gosterilir. Ayrica z = (z,) = (4., fjy)

dizisi ve her n € N icin {(Az),} dizisi

(Az), = *Z a, 0z
k

<0‘{ D Enickti = S } ﬂ{ D Etic + 5nkﬂk)}>- (53)
k x

5.1.2. Tanim. [37]

z = (z;) € w* olsun. Eger z'nin A-limiti, bir y = (y,,7,) degerine egitse; yani
*lim,_, ., d*((Az2),,y) = 0" saglanmirsa z; y € C* degerine A-toplanabilirdir denir. Ayrica
her k,n € N icin asagidaki yakinsamalar gegerlidir:

D Enckti = Bt = 71 Ve D (Eiyc + Stti) = 72
x %

Ornek. [37]
z = (z)) sonsuz terimli dizisi, ©1* = (=1, =1) € C* olmak iizere

1, k cift,
z, = ,
el1* , k tek.

seklinde tammlansin. Bu durumda z; € €3 \ ¢ oldugu agiktr. Béylelikle
9*§|"|(sz),,|“|§ (%)* oldugundan her n € N icin *Y}Lngo(Cikz)n = 0*'dwr. Yani; (z)) wraksak

dizisi 6*'a C-toplanabilirdir.

Simdi Kadak tarafindan [36] numarali ¢calismada verilen Newtonyen olmayan dual uzay

yapilarini kullanarak, Newtonyen olmayan kompleks cisim iizerinde bazi matris siniflarinin
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karakterizasyonu tizerinde duralim.
5.1.1. Teorem. [37]

Asagida verilen durumlar gecerlidir:

(i) A= (a,) € (£ : €% gerek ve yeter sart

M =sup Y flak [l < co. (5.4)

(i) A= (a,) € (c* : £%,) gerek ve yeter sart (5.4) saglanir.
(iii) A =(a,) € (CE‘; 2 %) gerek ve yeter sart (5.4) saglanur.

(iv) A= (ay) € (£, () gerek ve yeter sart

C = sup /;Z [1a* 17 < o0, (0 < j < o). (5.5)
neN X

fspat
Diger siklar benzer sekilde elde edilebileceginden yalniz (i) sikkinin ispati yapilacaktir.

Oncelikle (5.4) kosulu saglansin ve x = (x;) € ¢, olsun. Bu durumda biitiin sabit n € N'ler

icin (@, Jren € (€ =y 1 olur ve x'in bir A-doniisiimii mevcuttur. Hipotezden yola ¢ikarak

sup d*((4x),,0") = supd*( Y ¥, ©x,.0%)
k

neN neN

2 fxligxsup B flay [l < oo
neN X

ve AO® x € £ elde edilir.

Tersine olarak, A € (€%, : €%) olsun. A © x = {(AX),)},en 0lmak tizere (Ax),) dizisi, €%,
iizerinde sumrli lineer operatorlerin bir dizisidir éyle ki sup,d*((Ax),,0%) < oo'dur
Kamtin diger kismu klasikte iyi bilinen Banach-Steinhaus teoreminin temel bir

uygulamasindan ibarettir.
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Ornek. [37]

(x) = (é1,0) € € olsun. Biitiin k,n € N igin A = (@) matrisi asagidaki sekilde

tammlansin.

* —
. X, k=n,
nk 0* , k#n.

Bu taktirde k = n icin ||a;:k|| =p { si + 6,%} olur ve diger durumlarda ||a,’:k|| = 0*'dir.

Her gy, 6, € R icin (x}) € 3, oldugu hesaba katilirsa

sup Z l..la:k[] = suIN){ﬂ\/E(Z)+52 ﬂ\/gl +52 P\ €2+ 82, - } < 00
ne

neN p

olur. Teorem 5.1.1 (i) kullamlarak A = (a’,) € (£, : ) elde edilir.
5.1.2. Teorem. [37] (Kojima-Schur)

= (a;,) € (c* : ¢) olmasu icin gerek ve yeter sart (5.4) kosulu yaminda, en az bir a;,1 €

C* icin
*nll)n(}oa L = O (5.6)
“lim Y k=1 (5.7)

kosullar: saglanmalidir.
fspat

(5.4), (5.6) ve (5.7) kosullart saglansin. x = (x,) € ¢ olmak iizere x, — s € C* olsun.
Herbir n € N igin (a,)ren € {¢*}F = ¢ oldugundan x'in bir A-déniisiimii mevcuttur. Bu

taktirde
*Za:kex;={*2a:k®(xzes)}@{SO*ZaZk} (5.8)
k k k

saglanwr. (5.8)'in sag tarafindaki ilk seri (5.7)'den *Zk ay © (x; © s) degerine ve ikinci seri
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| © s degerine yakinsarlar. Son durumda

lim | Y a7, 0] = {*Zam(xzes)} ®los
k k
elde edilir ve A ® x € c*'dir.

Tersine olarak A = (a),,) € (¢ : c*) olsun. Her x € c* i¢in A © x mevcuttur. Simdi, e ve
e\ dizilerini, sirasiyla e, = 1% ve egcn) = 0%(k # n), eﬁ,”) = 1% olacak sekilde tamimlayalim.
Bu durumda x = % ve x = e alimrsa (5.6) ve (5.7) saglamr. Diger yandan ¢* C £
oldugundan Teorem 5.1.1(i)'den (5.4) kosulu elde edilir.

5.1.3. Teorem. [37]

A= (a;,) € (c; : ) olmasi icin gerek ve yeter sart (5.4) ile birlikte, en az bir (a;) € w*
mevcuttur 6yle ki her k € N igin

*lim d*(a;, ,a;) = 6" (5.9)

n—oo

kosulunun saglanmasidir. Eger A = (a;,) € (¢, : ¢*) ise, (a;) € £7 igin

n—oo *

im Y a, 0zi= Y af 0z
k

fspat

(5.4) ve (5.9) saglansin. Her K € N i¢in en az bir ngy € N var oyle ki her n > ng igin

ﬂzlio d*(a’,, &))< olur. Her n > ny icin (5.9) kullanilirsa

K K K
p 2 @M Y dN @ ad Y d ay 69)2EEM
k=0 k=0 k=0

oldugundan (a;) € ¢} ve ﬂzk d* (o, 0")<M,) elde edilir. Simdi bir z = (z) € c; verilsin.
Keyfi €50, sabit k > k ve secilen bir ky € N icin d*(z,,0") < &, saglanmir. Buna ek olarak

3k
* % 4
a , — a, oldugundan

%
* * * % k1s % % % % N\ *
a, 0z, —a Oz, ve ’}Lrgod (a,Qz,a, 0z)=0
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elde edilir. Bu durumda en az bir N = N (k) € N vardir oyle ki tiim n > N 'ler i¢in
ko
, 2 4@y, 0 2.4 © 2)XE,

k=0

ve buradan da

d* <*Z a, oz, *2 a, © zZ) < /32 d*(a;, © z;,a; © z)
k k X

kg 0

= Dd@ 0ot N d @z gz
k=0 k=kq+1

2 et Y (4@ 05,00 (o) © 74, 07)]

k=ko+1
< &t ,;Z d*(a*,,0")d*(z},6%)

k=ko+1

o0
¥ ,;2 d*(a},0%)d*(z},0%)

k=ky+1
< 524{515& ,;Z d*(a*,,0")F ﬂz d*(a;;,e*)}
k=ko+1 k=ko+1
< & X(MFM,)]

elde edilir. Biitiin n > N 'ler i¢in *Zk a’, © zj serisi yakinsak oldugundan

*
% % * k
*Zankcazke *Zak(azk
k

olup A® z € ¢*'dur.

*
0

mevcut oldugundan Theorem 5.1.1 (iii) kullamlarak (¢ : ¢*) C (cy : €g) kosulu, yani
(5.4) saglanir. Diger yandan z™ = {zg’)} € ¢y alimrsa her sabit k > N i¢in A © zM =
{a), )2, € c*'dirve (5.9) elde edilir.

Tersine olarak A = (a,,) € (c; : c*) olsun ve z = (z}) € ¢ verilsin. A©® z € c*

5.1.1. Sonug. [37]

A = (a;) € (cy : c;) olmast igin gerek ve yeter sart (5.4) kosulu yaminda her k > N igin

a, = 0" sartiyla (5.9) kosulunun saglanmasidur.
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Ornek. [37]

Herhangi k,n,r € N ve r > 0 verilsin. C} = (c:l(:)); Cesaro anlaminda r. dereceden bir

matris olmak iizere

CEDY k<n
>x<(r) ("2”) > —
Cok

0* s diger durumlarda.

seklinde tamimlansin. r = 2 icin

3 G e o0
G |G @ @ e e
()" (wimm) -~ (Gats) o

matrisi elde ediliv. Bu durumda her k € N i¢in sup,, oy /}Z ||c (2)|| < o0 oldugundan (5.4)

saglanwr. Diger yandan

* #(2) 1 2m—k+1)
Jim [le, 1l =7 H<(n+l)(n+2)>

k

olup, a;, = 0™ sartiyla (5.9) saglamr. Béylelikle C; € (c; : c;)'dur:
5.1.4. Teorem. [37]
A=(a,) € (Cy : cy)olmast igin gerek ve yeter sart
“lim Z d*(a’,,0%) = 0" (5.10)
k
olmasidur.
fspat
=(a,,) € (C : ¢y) olsunveu = (uy) € ¢y, verilsin. Her sabit n € N icin *Zk a, Ou;

serisi 0*'a x-yakinsak oldugundan A © u mevcuttur. Diger yandan her k € N igin u; :=
(1%, 15,17, ...) olacak sekilde u = (u}) € ¢, dizisi tammlansin. Bu taktirde A ® u € cj olur
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ve
1 * ¥ *7: * ¥ o %1 ¥ _ p*
im a u, = "lim a "= "lim a, =0
n—>00 * nk © k n—00 * nk © H—00 * nk

esitliklerini gerektirir. Boylece

lim Y a¥ |l =0*
n—oo * p h

*,}LTO *2 d*(a,,,0%) = *’}EEO ﬂz ||a:k||§
k k
elde edilir.

Tersine olarak farzedelim ki (5.10) saglansin ve u = (u,) € €, verilsin. Her n € N igin
A e i) = ¢ oldugundan A © u mevcuttur. Bu durumda (5.10) kosulu dikkate alinirsa

tm a0y = (T 0h0)

k
“lm ; d*(ay, © . 0%)

IA:

IA:

lim D d* (@, 0%) % d*(uy,, 0%)
k
< supd*(u, 0" % “lim Y d*(a,,0%) = 6*
keN n—oo * £
elde edilir ve A © u € cj olur.

5.1.5. Teorem. [37]

A= (a;) € (cs* : c*) olmast igin gerek ve yeter sart (5.6) ile birlikte, her n, k € N i¢in
sup zk: d*(Ad},, 0%)%00, (Adly =a ©d’,, ) (5.11)
saglanmasidur.

jspat

_ * * * . . % k % .y . 1%
x = (x;) € ¢s7, *Zk x, = sveherk € Niginy, = *ijo X; verilsin. Bir B = (b,,)
sonsuz matrisi B = (Aazk) seklinde tamimlansin. Ayrica farzedelim ki A € (¢s* : ¢*) olsun.
O halde her bir x = (x) € cs™ dizisi i¢in A ® x mevcuttur ve ¢*'in bir elemanidwr. Her sabit

k € Nvex = e® e cs* igin (5.6) saglamr. Diger kosul icin, *Zk a, O x serisinin m.
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kismi toplami ve Abel'in kismi toplam formiilii dikkate alinirsa her m,n € N icin

m m—1
*ZankOx”]; = *Z(Aa:k)G)yl’; @ a,, Oy,
k=0 k=0
m—1 m—1
= *Z(Aa:k)(a(y;zes) DisO *Z Aa, ¢+ ® a,, Oy,
k=0 k=0
m—1
= 1 D @d)ou;0)t@s0W,0d,)®d,0y, (512
k=0

elde edilir. Bu taktirde (5.12)'de m — oo i¢in limite gecilirse her n € N i¢in

(AX), = Y ar, Ox;= { DM ICH es)} ®(sOd)) (5.13)
k

k

saglamr. *lim,(Ax), mevcut ve *lim,a’ = oy oldugundan (5.13)'de n — oo igin limite

gegilirse “lim,, *Zk
gerektirir, ¢linkii y© s € c(’)k olmast i¢in gerek ve yeter sart x € cs* olmasidir. Yani, B = (b:k)

b, © (v, © s) mevcut olur. Bu durum ise B € (cy @ c*) olmasin

matrisi (5.11) kosulunu saglar.

Tersine olarak (5.6) ve (5.11) saglansin. Ilk olarak (5.11) kosulundan, her sabit n € N i¢in
A, = (@) ken € {es* )P = bv* C ¢35, olur. Buradan da her x € cs* i¢in A © x'in mevcut
oldugu gériiliir. Sonug 5.1.1'den B = (b),) € (c; : cy)'dw Diger yandan (5.13)'den
“lim,,_, *Zk a, Ox;,=s0Oaq;olurve A= (a,) € (cs* : c*)dm

5.1.6. Teorem. [37]

A= (a;) € (cs* : cs*) olmast i¢in gerek ve yeter sart her k € N ve a; € C* igin

n
sup Y d*<*2 Aajfk,o*)zoo (5.14)
neN k =0
tim d* (Y alyap) =0 (5.15)

n

olmasidir.
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Ispat

_ sk % _ sk .« o _ n * .
x = (x;) € cs” olsun ve C = (c,, ) matrisini ¢, = *Zj=0 aj olmak iizere

* * % *

Qo a1 ) ok
* * Ed * * * * *
c=| %o ®q ag ®ay, ap, ®aj, o, D ay
* * % * % % * % % * %
a4y ® - ®a, a,,®a,®aq, a,®a,daq, - a9, ba,Da,

seklinde tammlayalim. Varsayalim ki A = (azk) € (cs* : cs™) olsun. Bu durumda her bir

x = (x}) € cs” igcin A © x mevcuttur ve cs*'in bir elemamdur. Her x = (X)) € cs™ i¢in bu
-~ “ o7 o % sk o« ..

durum saglandigindan (5.15) elde edilir. Diger yandan *zj *Zk @y, © x) serisinin n. ve

m. kismi toplamlarindan

m

n m m n
D Yaex= Y Ya,0xi= Y ox; (5.16)

j=0 k=0 k=0 j=0 =0

elde edilir ve (5.16)'da m — oo igin limit alimirsa her n € N igin

n

D (Ax); = (Cx), (5.17)

Jj=0

saglanwr. Hipotezden A © x € c¢s™ oldugundan *lim,, Z;’zo(Ax)j mevcuttur ve C = (c},) €
(cs™ @ c*)'dwr. Teorem 5.1.5'de verilen (5.11) kosulu C = (c},,) matrisi icin gegerlidir ve bu
ifade (5.14) kosuluna denktir.

Tersine olarak (5.14) ve (5.15) saglansin. Bu durumda x € c¢s*'in bir A-doniisiimii
mevcuttur ve (5.17)'den C matrisi Teorem 5.1.5'nin kosullarint saglar. Sonu¢ olarak

*lim, (Cx),, mevcuttur ve A © x € cs™'dir.
5.1.7. Teorem. [37]

A= (a;,) € (c* : cs*) olmast igin gerek ve yeter sart (3.15) yaminda, her k,n € Ny igin

n

sup *; d*( Z)ajk,e*> < o, (5.18)
J:
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> *zk:a;k < oo. (5.19)
n

olmasidir.
fspat

x = (x;) € cs* olsun ve C = (c,,) matrisi Teorem 5.1.6'daki gibi verilsin. Ayrica A =
(a;,) € (c* : ¢s™) olsun. Bu durumda her bir x € c* dizisi igin A © x mevcuttur ve cs*'in
bir elemamdir. Simdi x = e® € ¢* ve x = e € ¢* alimrsa (5.15) ve (5.19) kosullari
swrasiyla saglanir. Agtkca goriiliir ki A © x € c¢s™ oldugundan *Zj(Ax) ; serisi yakinsaktir
ve *lim,, *Z;lzo(Ax) ; mevcuttur. Bu durumda C = (c:k) € (¢* : ¢*) saglamr. Diger yandan
Kojima-Schur teoreminin (5.4) kosulu C = (c:k) matrisi ile dikkate alinirsa bu kosul (5.18)'e
denktir.

Tersine olarak (5.15), (5.18) ve (5.19) saglansin. Bu durumda x € c¢*'in bir A-doniisiimii
mevcuttur ve (5.17)'den C = (c;, ) matrisi Kojima-Schur teoreminin kosullarini saglar. Sonug

olarak *lim,(Cx), mevcuttur ve A ® x € c¢s™'duwr.
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6. YILDIZ ARITMETIGIN BAZI GEOMETRIK OZELLIKLERI

Birinci boliimde tarif edilen normlu uzaylar hem tek iirete¢ hem de ¢ift iiretegli yapilar
tizerinde incelenmisti. Bu bdliimde yildiz aritmetigi kullanarak reel ve kompleks cisim

tizerinde iki boyutlu uzayda vektor uzay yapilar1 daha genis bir bicimde ele alinacaktir.

6.1. Vektor Uzaylar1

Bu bolim boyunca R, ve C* cisimleri i¢in, F* notasyonu kullanilacaktir.
6.1.1. Tanim

F* cismi iizerinde tanimlanan Newtonian olmayan V* C R, X Ry vektor uzayr (x-vektor

uzay) tizerinde toplama @ ve ¢arpma © islemleri

@: VXV — V¥

u,v) — u®v=(+v,u,+0,)
O:F'xV* — V*

(Au) — AOu= (A, AXi)

seklinde tamimlansin. Burada u = (i, u,), v = (U}, U,) € V™ vektorlerine birer x-vektor ve
A € F* ise skalar denir. Bu durumda asagidaki sartlar saglanirsa V*'a, F* cismi tizerinde

bir x-vektor uzay denir:

(i) (Kapalilik) u,v € V* olmak iizereu@®v € V*ve AQuv € V* her A € F* i¢in saglanir ve
herbiri tekdir.

(ii) (Birlesim) Her &,n € F* ve her u, v, w € V* olmak iizere
U WOW =udvV)Bw ve EOMNOV)=EONOV
esitlikleri gegerlidir.

(iii) (Degisim) Her u,v € V* icinu @ v = v @ u dur.

(iv) (Toplamaya gére birim) V* kiimesi 0, = (0,0) seklinde toplama islemine gére birim

elemana sahiptir éyle ki her u € V™ i¢cin u @ 0 4 = u saglanr.

(v) (Toplamaya gore ters) V™ kiimesi uél = (“uy, ~u,) € V* seklinde toplama iglemine gore
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ters elemana sahiptir oyle ki her u € V™ i¢in
-1 _ -1 _

UBug =ugy Qu=1=0y

gecerlidir.

(vi) (Carpmaya gére birim) V* kiimesi 6,, = (1,0) seklinde ¢arpma islemine gére birim

elemana sahiptir oyle ki her u € V* i¢in u © 0,; = u dur.
(vii) (Carpmaya gore ters) V* kiimesi
i = afu/(u> S uy’)} ve ii = f{—uy/(u,” ® up”)}

olmak iizere uél = (m, i) € V* seklinde ¢arpma islemine gore ters elemana sahiptir

oyle ki heru € V* igin
uQug' =ug' Ou=0y
gecerlidir.
(viii) (Dagilma kurallar) Her £, € F* ve her u,v € V* olmak iizere
OBV =CE0uWd(E0ov) ve EBNOu=CE0ud& N0
esitlikleri saglanr.
6.1.2. Tanim
F* cismiizerinde V* vektor uzaymmin her bir elemani vy, ..., v, *-vektorlerinin lineer birlesimi
olarak ifade ediliyorsa vy, -+- , v, *-vektorleri V*'1 geriyor denir. Ustelik, S = {v,....,0,} ise
S kiimesi V"'t gerer denir ve x-span V'* ile gosterilir.
6.1.3. Tanim
S = {vy,...,0,} olmak iizere asagidaki durumlar gecerlidir:

(i) a0V, ®a, OV, D Da,Ov, = (0,0) olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan ay, - , a,

sabitleri bulunabilirse V vektor uzayindaki vy, ---,v, *-vektorleri aralarinda lineer
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bagimlidir denir. Aksi halde lineer bagimsizdwr denir. Diger bir ifadeyle
alOU1EBazG)UzEB'"@an@UnZ(O,G)

esitliginin saglanmasi a; = a, = ... = a, = 0 olmasi ile miimkiindiir.

(ii) Eger V* sonlu bir x-tabana sahipse sonlu boyutlu olup bazdaki x-vektorlerin sayist V™*'in

boyutunu belirler.

6.2. i¢ Carpim ve Hilbert Uzaylari

Bu kisimda y1ldiz hesap yapis1 kullanilarak reel ve kompleks cisimde i¢ ¢arpim uzaylarinin bu
yapiyla olan iliskileri incelenecektir. Reel cisimde cebirsel islemler i¢in + ve X notasyonlari,

kompleks cisimde @ ve @ notasyonlarii kullanilacaktir.
6.2.1. Tanim

V*, R, reel cismi iizerinde bir x-vektor uzay olsun. Eger I : V* X V* — R, doniistimii
asagidaki aksiyomlari saglarsa, o takdirde bu doniisiime V'* iizerinde Newtonyen olmayan
bir i¢ carpim denir ve x,y € V* icin (-, -} ile gosterilir. Her x,y,z € V* ve A, u € R, olmak

lizere
(11) {x+y,z) = {x, 2)H(y, 2)
(12) {Axx,y) = Ax{x, y)
(13) {x,y) = {y.x)

(4) (x,x)>0 saglanir ve {x,x) = 0 olmas: icin gerek ve yeter sart 0, = (0,0) oldugunda

x = 60, olmasidir.

Uzerinde i¢ carpim tanimlanmus bir *-vektdr uzayina i¢ ¢arpim uzay1 denir. Ozel olarak reel
i¢ carpim uzayna ise Oklidyen i¢ ¢arpim uzay1 denir. Oklidyen i¢ carpim uzay1 V* kiimesi

tizerinde bir ||x||, normu liretir ve bu norm

x|l =1/ {x. x}, (6.1)

seklinde tanimlanir. Ayrica V'™ iizerinde tanimli d, metrigi

dy(x, ) = [1x=yll, =/ {(x=y, x=y) (6.2)
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olur. O halde Newtonian olmayan anlamda i¢ ¢arpim uzaylari normlu uzaylardir ve bu

manada Hilbert uzaylar1 Banach uzaylaridir.
6.2.2. Tanim

V*, C* kompleks cismi iizerinde tamimli bir x-vektor uzay olmak iizere, eger I : V* X V* —
C* doniisiimii asagidaki aksiyomlar: saglarsa, o takdirde bu doniisiime V'™ iizerinde bir i¢
carpim denir ve x,y € V* icin {-,-) ile gosterilir. Ozel olarak kompleks i¢ ¢arpim uzayina

ise tiniter uzay denir.
Her x,y,z € V*ve A*, u* € C* olmak iizere
(CI) {x @y, z)={(x,z) & (y.2)

(CI2) {2 O x,y) = 4" ©{x,y

(CI3) {x,y) = {y,x)
(CI4) {x,xy = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart x = 0* = (0,0) olmasidur

Uniter uzay V™ tizerinde bir ||x|| normu tretir ve bu norm

fixfl = /0, % 6.3)

seklinde tanimlanir. Ayrica V™ kiimesi tizerinde tanimli d* metrigi

d*(x,y) = [Ixeyll =/ {(xey.x0Vy) (6.4)

seklindedir. (CI3) aksiyomunda kullanilan {ist ¢izgi Tanim 3.1.3 de verilen kompleks
esleniktir. Ayrica (6.3) esitligi (N1)-(N4) olarak ilerde verecegimiz norm aksiyomlarini
saglar. Bununla birlikte (CI1) ve (CI3) aksiyomlarindan asagidaki kosullar her A*, u* € C*

i¢in elde edilir:

@ (Fox®u 0y.z)=2" 0 (x.z) ®u* O (y.2)
(b) {x.2* @y} =4 © {x.5)

©) (x,A*oy®urozi=1 0 {x,y) ® u* 0 (x,z)

(a) sikki {initer uzayin lineer oldugunu, (c¢) sikki ise eslenik lineer oldugunu gosterir.
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Oklidyen uzay iizerinde bir || - ||, normu verilsin. Bu durumda

[yl e x=ylla = 2%(11x| G+ 1]12) (6:5)
esitligi her x, y € R, icin saglanir. Benzer olarak tiniter uzay tlizerinde il - Il normu verilsin.
Bu durumda

lix @ yii*+iix © yii* =2 % (jixii*+iiyi?) (6.6)

esitligi her x, y € C* i¢in gegerlidir.
Ornek

(1) (Oklidyen uzay) x = (X1, Xy, ..., X,), ¥ = (¥1, Ya» .- » ¥,) € R2 olmak iizere R uzay
n
(x,y) = x| Xy +x, X+ - +x, Xy, = az XXV (6.7)
k=1

seklinde tanimlanan i¢ ¢carpim ile bir Hilbert uzayidir. reelten de (6.7)'den

xIl, =1/ (x, x) =1/ x,24x,24 - 4x,2
a 1 2 n
yazilr.

(2) (Uniter uzay) x = (x1, X5, ..., X,), ¥ = (V1> V2» ... » V) € C*" olmak iizere C*" uzayi
n
(x,y)=x1®y_1€Bx2®y_2€9---€an®y_n=*ZxkOy_k (6.8)
k=1

seklinde tanmimlanan i¢ ¢carpim ile bir Hilbert uzayidir. Benzer olarak (6.8)'den

[Ix[1 =/ {x, x)

Jro% e ex,0%

Vi Pl - i,

elde edilir.
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6.2.1. Teorem

X tiniter uzay olmak iizere herhangi a,b,c € X ve A,y € C* olsun. Bu durumda asagidaki

kosullar gegerlidir:
(i) (0%, b) =(a,07) = 6".
(i) (,AOb®u0oc)=10(a,b)®u0 (ac).
(iii) a ve B aymi iirete¢ fonksiyonlart olmak iizere (A © a@® u© b,A© a ® u © by i¢ carpimi
(1417 © {a.0) @ (10 1) © {a.5) & (1 © 1) © {b.a} & ([ul)* © {b.b)
seklinde yazilabilir. Burada
(A =107 ve (U’ =uon
oldugu goz oniine alinmalidir.
jspat

a,b,c € X ve 0", A,u € C* olsun. Tamim (3.1.3)'de verilen eslenik kavrami kullamlirsa

asagidaki adimlar izlenir:

@) €(0,0), (b, b)) = (0,0) © (b, =b) = (a, =d) ® (0,0) = (0,0) = 6*.

(ii) (a,A0b®uecy={10b®udc,a)=10{b,a)® uo {c,a)= E(D'('a, bY®uo{a,c).

(iii) a ve B ayni iirete¢ fonksiyonlart olmak iizere (A© a ® u © b,A © a ® u O b) i¢ carpimi

daha basit olarak
10{l0a®i0u0ba)duo{A0ad uobb)

seklinde yazilir. Bu ifade dahada a¢ilirsa

(A0 1) 0 {a.a)® (A0 O (ba)® @O 1) O {a.b)® (0w O (b.b)
elde edilir.

Simdi, (6.3)'de tanimlanan fonksiyonun norm sartlarini sagladigini gosterecegiz. (N1) ve
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(N2) aksiyomlar1 i¢in (CI4) sart1 yeterlidir. Ayrica (N3) aksiyomu (CIP2) ve (CIP3)

kullanilarak kolayca elde edilebilir. reelten

lroxi = iioxi0x

[A1]Ix]

esitlikleri gecerlidir. Son olarak (N4) aksiyomu i¢in agsagidaki Lemma verilecektir.
6.2.2. Teorem

V*, F* cismi tizerinde bir i¢ ¢carpim uzayi olsun. O takdirde x,y € V* olmak iizere asagida

verileni kosullar gecerlidir:
(a) (Cauchy-Schwarz)
[ () T2 1x0] % {1yl] (6.9)

Esitlik durumunun olmasi icin gerek ve yeter sart x ve y vektorlerinin lineer bagimli

olmasidir. Diger yandan reel cisim iizerinde ise bu esitsizlik
{6, YL X1
seklindedir.
(b) (Ucgen esitsizligi)
[1x @ yiIZIIx[1+1yi] (6.10)

Esitlik durumunun olmasi igin gerek ve yeter sart ¢ € R, iciny = 6" veyax = ¢ Q y

olmasidiwr. Benzer olarak reel cisimde bu esitsizlik

x4y <xaH o

seklindedir.
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Ispat

reel cisimde verilen esitsizlikler icin ispat benzer oldugundan her iki kosul i¢in sadece

kompleks cisim tizerinde ispatlar verilecektir.

(a) y = 0" olmak iizere (6.9)"iin saglanacagi aciktir. . y # 0% olsun. Lemma 6.2.1(ii)'den her

A skalary icin

0 2 [Ixe10)P={x010yx010y)
= (xx) © 10 (x.)) © 10 [{y.x} © 1 0 {1y

elde edilir. Eger A = (y,x} 1 {y, y) olacak sekilde secilirse

02 {x.x) © ((nx)7{r.0)) @ ley) = [IxlP© [1{x ) 1271IyIT°]
esitsizligi elde edilir ve buradan da

Ty 17 2 xxfsdn o)

olur. Esitlik durumu icin y = 0* ve x © A © y = 0™ oldugundan x = A ® y dir. Bu da

lineer bagimliligi ispatlar.
(b) Cauchy-Schwarz esitsizliginden
[ Gy =10, x) 1201l % 01yl
Ayrica
[1x @ yiI* = (x @ y.x @ y) = [Ix[1"+{x. yJ+{y. 2 +1yil?
oldugu aciktir. Lemma 6.2.1(i) sikki géz oniine alinirsa

[x[1"+ 2% [ (x, 9} | + [yl
1742 % {1l % {Ipl1 + TIxl1 = il + vl

IA:

[lx @ yll

IA:

esitsizligini elde edilir. Son olarak her iki tarafin f-karesi alinirsa (6.10)'a ulasilir.
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Diger taraftan esitlik durumunun saglanmast igin gerek ve yeter sart
(x, )y, x) = 2% (x, 0) |

olmasidwr. Sol taraf 2% e{x, y)'dir. Bu durumda Re, x-kompleks sayimin reel kismi

olmak tizere

Fe(x,y) = [Ix[Xiy1 T (x. ) (6.11)

elde edilir. Ispatin geri kalam (a) kosulu takip edilerek benzer sekilde ede edilir.
6.2.3. Teorem

X diniter uzay olmak iizere {x,} ve {y,} i¢in *lim x, = x ve *lim

oo Xn oo Yy = Y dizileri

yakinsak olsunlar. O takdirde *lim, _, (xn, yn§ = (x,y) olur.
fspat
Actk¢a goriiliir ki

[ (X vy © (%0 9) @ (x,0) @ (x,9) ]

[ (xpyn) © (93 1

< T {xpyn © () 4] (x,9) © (x0) ]
= [{xpy, @) 4 {x,0x,9)]
< ix,lixiiy, © yii+liviixiix, © xii

saglamr. {x,} dizisi yakinsak oldugundan || x || stmirhdur. O halde n — oo igin limite gegilirse

esitsizligin sag tarafi 0'a gider. Bu adim ispati tamamlar.



74



75

7. SONUC VE ONERILER

Kalkiiliisiin kesfi, matematikte ve genel olarak bilimde biitiiniiyle yeni ufuklar agmistir. Bu
zorlu siirecte ¢cogu bilim insan1 sonsuz biiyiik ve sonsuz kiigiik ¢okluklardan mantiksal ve
kavramsal sonuglar ¢ikararak sonsuzluk ve limit kavramlarini yorumlamaya ¢alismislardir.
17. yy. sonlarina dogru bu belirsiz siireci aydinlatacak dnemli pek ¢ok gelisme yasanmustir.
Onceleri basit bir fikir olarak ortaya atilan kalkiiliis kavrami bu gelismelerde ilk siray1 alir.
Oyle ki Newton ve Leibniz'in birbirlerinden habersiz bir sekilde ortaya koyduklart bazi
fikirler, cogu bilim insan1 tarafindan heyecanla ve birazda tereddiitle karsilanmistir. Zira bu
donem, sonsuzluk ve limit iizerine ciddi tartismalarin ve fikir ayriliklarinin yasandigi bir
donemdir. Bu sancili siire¢ Cantor'un sonsuz kiime teorisi ile yerini bagka bir tartismaya
biraksa da artik kalkiiliisiin gelisimi daha da hizlanacak ve fen ve teknoloji alaninda kendini

iyiden iyiye hissettirmeye baslayacaktir.

Bilimin ilerlemesinde 6nemli bir yeri olan kalkiiliis, giinlimiizdeki miikemmel yapisiyla
aslinda her probleme cevap verecek nitelikte olusturulmustur. Fakat yine de bazi bilim
insanlart bu hesaplama tarzlarinin genisletilmesi ve farkli problemlere uyarlanabilecek
yapilarin elde edilmesi adina ¢esitli arayislara girmislerdir. Grosman ve Katz da bu bilim
insanlarina bir 6rnek teskil eder. Aslinda ilk basta ciddi tepkiler alsalar da bu yapilarin
bilime yeni bir soluk getirecegini diisiinmiislerdi. Bunu Grossman’in bizzat kendisinin
ifadeleriyle anliyoruz. 2014 yilinda kendi internet sitesinden yayimladig1 ve Hocas1 Katz’a

hitaben yazdig1 mektupta aynen su ifadeleri kullanmistir.

Sevgili Katz;

Senin de ¢ok 1yi bildigin gibi, yillarca cogu bilim insani; 6zellikle soyut matematik alaninda
calisanlar, ele aldigimiz bu yapilarin faydasi olmadigi kanaatini siirekli dile getirdiler.
Zaman zaman sabrimizi tasiran biitiin olumsuzluklara ragmen, biz daima bu yapilarda
matematik ve miithendislik gibi cogu alanda 6nemli bir potansiyel olduguna inaniyorduk. Ve

bugiin goriiyoruz ki zaman bizi hakli ¢ikardi. (M. Grossman 21 Temmuz 2014)

Aslinda Grossman’t bu diisiinceye iten Ozellikle son yillarda bu yapilarda elde edilen
sonuglarin varligi olsa gerektir. Oyle ki miihendislik, fen ve teknoloji, iktisadi ve ekonomik
yapilar, goriintli analizi ve matematigin ¢ogu basliginda ciddi caligmalar son on yillik
periyot ta biiyiik bir artis gdstermistir. Diger taraftan bazi bilim insanlaria gore de klasik
yap1 her tiirlii ihtiyaci karsiladigindan bu yapilarla ilgilenmek anlamsizdir. Zaten Grossman

da bunu acikca ifade etmistir ve bu ihtimal ki belli bir zamana kadarda devam edecektir.

Aslinda matematigin gelisiminde i¢inde bulundugumuz yiizyilda da benzer bir tartisma
yasanmistir. Her kesimden bilim insaninin haberdar oldugu fuzzy (bulanik) mantik son elli

yila damgasma vurmus olan bir yapidir. Bu yapiya ilk ¢iktig1 zamanlarda ciddi itirazlar
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olmus ve ilmin kesin verilere dayanmayan yapilar iizerine bina edilemeyecegi gercegi
stirekli bir tartisilma konusu olmustur. Bu tartigsmalarin goélgesinde ciddi ¢alismalar kaleme
alinmis ve ilgingtir ki son yillarda fuzzy kavrami belki de ¢ogu kimsenin tahmin
edemeyecegi seviyelere ulasmistir. Neredeyse fuzzy basliginda konusulmayan bilim dal
yok denecek kadar az hale gelmistir. Teknolojik gelismelerde de ciddi etkileri goriilmeye
baslanmistir. Cok kariyerli dergiler sadece bu yap1 {lizerine kurulmug ve bu yap1 sayesinde
ciddi etki faktorlerine ulagsmiglardir. Bu vesileyle Grosman ve Katzi heyecanlandiran ilmin
fuzzy de ortaya ¢ikardigi heyecan olmustur denebilir. Klasik yapilarin cevap vermekte
zorlandig1r baz1 basliklar i¢in bu hesap yontemlerinin kayda deger bir fikir verecegi

Ongorilmiustiir.

Yukarida izah etmeye ¢alistigimiz yapilar lizerine iilkemizde son yillarda ¢ok degerli bilim
insanlar1 tarafindan yayinlar yapilmistir. Analiz ve uygulama alaninda emekleme diizeyinde
olan bu bashgn zamanla daha iyi yerlerde olacagl diisiiniilmektedir. Ureteg
fonksiyonlarinin se¢imine bagli olarak elde edilen cisim yapilar1 bize yeni fikirler
sunmustur. Oyle ki klasikte yaygin olarak kullanilan kartezyen koordinat sistemine getirilen
yorum, diferensiyel denklem ¢oziimlerinde farkli bir model olusturmus ve bu denklemlerin
sayisal ¢dziimlerine dair yeni yeni fikirler ortaya ¢ikmugtir. Ozellikle tiireve getirilen yorum
ile tiirevin kullanildig1 her bilim dalinda bir etkisi olacag1 varsayilmaktadir. Dizi uzaylari,
metrik topoloji, sabit nokta, metrik ve normlu uzaylar, i¢ carpim uzaylari, Banach uzaylari,
konvekslik, aritmetik ve geometrik ortalama, dual uzaylar ve matris doniigsiimleri gibi

analizin temel basliklarinda yogun ¢alismalar giiniimiizde devam etmektedir.

Bu tezde ele alinan basliklar ve orjinal sonuclar asagida siralanmistir.

Tezde baslangigta tek bir iirete¢ fonksiyonu kullanilarak klasik analizin temel kavramlari

lizerine bazi uygulamalar yapilmistir.

Yildiz hesap tarzi denilen ve herhengi iki iiretece bagli olarak kullanilabilen aritmetik
yapist kullanilarak klasik analizin temel kavramlari ele alinmis ve yeni bir tiirev
tanimi1 sunulmustur. Bu tanim vasitasiyla elde edilen sonuglar [39] numarali ¢alisma

i¢in temel teskil etmistir.

Yildiz hesap kullanilarak dizi uzay yapilar1 genisletilmis ve dual uzay bagliklar1 ele

alinmistir. Bu baslikta elde edilen sonuglar orjinal olup, yayinlanmistir. [36]

Yildiz hesapla elde edilen dual yapilar kullanilarak, yildiz aritmetikle olusturulmus dizi
uzaylar arasindaki matris doniisiimleri incelenmis ve elde edilen sonuglar

yaymlanmistir.[37]

Tezin son kisminda y1ldiz aritmetigin bazi geometrik dzellikleri incelenmistir. Ozel olarak
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vektor uzay ve i¢ ¢arpim uzay yapilari insa edilerek gerekli teoremler ispat edilmistir.

Elde edilen sonuglar yayinlanmigtir.[38]

Bu tez yukarida izah edilen yapilarin diger bilim alanlarina genisletilmesi admna bir fikir
sunmay1 amaglamaktadir. Elde edilen sonuglar saygin dergilerde yayinlanmis ve bilim
insanlarinin kullanimina sunulmustur. Geleceginin acik oldugunu sezdigimiz bu baslikta
baz1 elestirel yaklasimlar var olsa da, bilme ve insanliga ciddi faydalar getirmesini ve
bilhassa tilkemizin geng¢ bilim insanlarinin, farkli {iretegler yardimiyla baska hesaplama

tiirleri olusturarak; klasik yapiya alternatif bir hesap tarzi elde etmelerini diliyoruz.
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